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Resumo

Estudamos nesta dissertação algumas técnicas para regularização de singularidades pre-

sentes em problemas espećıficos de Mecânica Celeste. Regularizamos as equações do movi-

mento associadas aos problemas: dos dois corpos, restrito e planar dos três corpos. Tais

métodos são essencialmente devidos a Birkhoff, Lemâıtre, Thiele, Burrau, J. Moser, Jörg

Waldvolgel e Victor Szebehely. São apresentadas regularizações dos problemas de Kepler

e restrito dos três corpos fazendo-se uso de variáveis canônicas. Temos também a oportu-

nidade de concluir que alguns dos procedimentos para eliminação de singularidades acima

mencionados, estão intimamente relacionados.

Palavras-chave: Singularidades em EDO’s; Regularização; Mecânica Celeste.



Abstract

In this dissertation we study some technics for the Regularization of Singularities that can

be founded in specific problems in Celestial Mechanics. We regularize the motion equations

related to the following problems: the 2-body, the restricted 3-body and the planar 3-body

problem.

Such methods are essentially due to Birkoff, Lemâıtre, Thiele, Burrau, J. Moser, Jorg

Waldvolgel e Victor Szebehely. We present regularizations for the Kepler problem and the

restricted 3-body problem by using the canonical variables. We also state that some of those

regularization process are closely related among theirselves.

Keywords: Singularities on Ordinary Differential Equations; Regularization; Celestial Me-

chanics.
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1.4 Fluxo geodésico na esfera e a regularização no problema de Kepler . . . . . . 25

2 Regularização no Problema Restrito dos Três Corpos 33

2.1 Regularização local no problema restrito dos três corpos . . . . . . . . . . . 33

2.2 Regularização global de Birkhoff para o problema restrito dos três corpos . . 38

2.3 Regularização global de Thiele-Burrau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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Apêndice A (A Projeção Estereográfica) 71
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Introdução

Neste trabalho, apresentamos técnicas de regularização concernentes a três problemas da

Mecânica Celeste: dos dois corpos, restrito e planar dos três corpos. Temos aqui a opor-

tunidade de estudar procedimentos através dos quais a existência de soluções de equações

diferenciais é estabelecida.

É motivante reconhecer a aplicabilidade da Mecânica Celeste às órbitas de colisão. Uma

diferença significativa entre o movimento de corpos celestes naturais e artificiais, é o fato

de que colisões e acentuadas aproximações raramente ocorrem no primeiro caso, enquanto

que no segundo caso este fenômeno é comum. Sondas espaciais, por exemplo, comumente

requerem órbitas que conectem dois corpos celestes.

Descrevemos, sem efetuar qualquer regularização, a dinâmica de uma colisão simples

no problema dos dois corpos. Primeiramente, tratamos das órbitas de colisão sugerindo

regularizações espećıficas. Depois, o problema geral é considerado e regulado.

Ainda no problema dos dois corpos, efetuamos a regularização usando variáveis canônicas.

A transformação de regularização é obtida para o problema considerado no espaço de fase

extendido 6-dimensional.

Estudamos uma curiosa técnica de regularização para o problema de Kepler devida a

J. Moser (ver [2]). Aqui é determinado o tipo topológico da superf́ıcie de energia constante

negativa para o problema dos dois corpos. Essa superf́ıcie de energia negativa possui uma

singularidade em posições correspondentes às colisões das massas. Mas, após uma regular-

ização apropriada, obtemos uma variedade compacta cujo tipo topológico é identificado (a

saber, o plano projetivo P 3), e a singularidade é removida.

Tratamos a regularização do problema restrito dos três corpos localmente e globalmente.

Isto é, apenas uma das colisões binárias é eliminada, e em seguida apresentamos técnicas que

permitem a regularização das duas singularidades presentes no problema. No âmbito das

regularizações conhecidas por globais, são estudadas as transformações de Birkhoff, Thiele-

iii



iv Lucas de C. Lapa INTRODUÇÃO

Burrau e Lemâıtre. Os métodos de regularização global são generalizados e comparados.

Após investigarmos sucintamente a existência de soluções, encerramos a abordagem do

problema restrito dos três corpos exibindo um método geral de regularização com variáveis

canônicas, o qual está intimamente ligado a regularização local.

No último caṕıtulo estudamos o problema planar dos três corpos, o qual é descrito em

termos das coordenadas simétricas de Murnaghan. Introduzimos as variáveis de regularização

de Lemâıtre e seus respectivos momentos conjugados. Por fim, a regularidade da equação do

movimento transformada é avaliada para um caso particular. Eliminamos então as colisões

binárias presentes no problema.

No apêndice, exploramos a projeção estereográfica e sua inversa, apresentando leis de

formação para as mesmas. Apresentamos também uma aplicação dos resultados obtidos na

Seção 1.4. Finalizamos com um sumário de conceitos e definições fundamentais ao texto.



Caṕıtulo 1

Regularização no Problema dos Dois
Corpos

1.1 Regularização das órbitas de colisão no problema

dos dois corpos

1.1.1 Da dinâmica de colisão

Começamos descrevendo a dinâmica de uma colisão simples sem o uso de regularizações.

Para tal, consideremos as equações do movimento do problema restrito dos três corpos em

sua versão planar e circular:

ẍ− 2ẏ = Ωx, ÿ + 2ẋ = Ωy, (1.1)

para o qual

Ω =
1

2
[µ1r

2
1 + µ2r

2
2] +

µ1

r1
+
µ2

r2
, (1.2)

r2
1 = (x− µ2)

2 + y2, (1.3)

r2
2 = (x− µ1)

2 + y2. (1.4)

A integral jacobiana (ou energia) associada a (1.1) é dada por:

ẋ2 + ẏ2 = 2Ω − C,

para qual C é a constante jacobiana.

Sejam µ1 = 1 e µ2 = 0. Então:

Ω =
1

r
+

1

2
r2, (1.5)

1



2 Lucas de C. Lapa CAPÍTULO 1

onde r2 = r2
1 = x2 + y2. Ficamos neste caso com as seguintes equações do movimento:

ẍ− 2ẏ = x(1 − 1/r3), ÿ + 2ẋ = y(1 − 1/r3). (1.6)

Além disso, a energia é:

ẋ2 + ẏ2 = r2 + 2/r − C. (1.7)

As equações (1.6) são referentes ao problema restrito dos três corpos no qual uma das

massas principais é nula. Isto é, as equações (1.6) descrevem o problema dos dois corpos. A

fim de evitarmos a abordagem de equações mais complicadas consideremos as equações do

movimento em um sistema fixo de coordenadas:

ξ̈ = −ξ/ρ3 e η̈ = −η/ρ3. (1.8)

com ρ2 = r2 = x2 + y2 = ξ2 + η2.

A energia associada a (1.8) é dada por:

ξ̇2 + η̇2 = 2/ρ− C. (1.9)

y

m  = 02 m  = 11

m3

r2

r  = r1

x
m  = 11

m3

x

x

r

h

(a) (b)

Figura 1.1: Problema dos dois corpos

Desde que uma órbita de colisão no problema dos dois corpos em um sistema fixo de

coordenadas é uma reta, devemos especificar condições iniciais. Digamos:

ξ = ξ0, ξ̇ = ξ̇0 em t = 0, e η ≡ 0, η̇ ≡ 0 ∀t.

Observe que nesse caso, ρ = |ξ|, e desde que seja ξ 6= 0 segue-se de (1.8) que:

ξ̈ = ±1/ξ2. (1.10)
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De (1.9) obtemos:

ξ̇2 = 2/|ξ| − C = ±2/ξ − C. (1.11)

Em t = 0

C = ±2/ξ0 − ξ̇2
0 . (1.12)

Vamos restringir ainda mais nosso problema impondo que ξ̇0 = 0 e ξ0 > 0. Então, C =

2/ξ0 > 0. De (1.11) temos que

±ξ̇
(

ξ

2 − Cξ

)1/2

= 1, com ξ 6= 2/C. (1.13)

Aplicando-se o método das equações separáveis à (1.13) obtemos:

t = ±
∫ ξ

ξ0

(

ξ

2 − Cξ

)1/2

dξ. (1.14)

Considere o triângulo de lados
√
C, u e hipotenusa

√
u2 + C. Efetuando-se a substituições

u2 = 2/ξ − C e u =
√
C + tg r, onde r é o ângulo oposto ao lado que mede u, obtemos de

(1.14) que

t =
1

C
[ξ(2 − Cξ)]1/2 +

2

C3/2
arc tg

(

2 − Cξ

Cξ

)1/2

, (1.15)

considerando-se apenas o sinal negativo em (1.14).

De (1.11) conclúımos que 2/|ξ| − 2/ξ0 ≥ 0 ou que |ξ| ≤ ξ0. Assim, a part́ıcula sai da

posição ξ0 em t = 0, e durante o tempo decorrido antes da colisão, em t := tc, a part́ıcula não

se afasta da origem mais do que sua posição inicial. Além disso, durante o tempo 0 < t < tc,

a velocidade da part́ıcula é negativa e está dirigida para origem. Isto é,

ξ̇ = −
(

2

|ξ| − C

)1/2

, (1.16)

sempre que 0 < ξ < ξ0.

A equação (1.10) nos diz que tal velocidade negativa aumenta em valor absoluto quando

a part́ıcula se aproxima do ponto de colisão. De fato, ξ̈ <0 sempre que ξ>0, donde |ξ̇|−−→∞
ξ→0

.

Tomando limites em (1.15) quando ξ −→ 0 obtemos:

t −→ tc = π/C3/2. (1.17)

Segue-se ainda a relação ξ0 = 2(tc/π)2/3, pois C = 2/ξ0.
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Avaliando-se os sinais da primeira e segunda derivada de ξ = ξ(t) conclúımos que o

gráfico desta função decrescente em [0, tc] é dado por:

tc

x
0

x

t

Figura 1.2: Órbita de colisão unidimensional

1.1.2 Das variáveis de regularização

A fim de eliminarmos a singularidade, introduzimos uma nova variável dependente, ξ = f(u),

e uma nova variável independente, τ =
∫ t

t0
dt

g(u)
. O movimento no sistema novo é descrito

pela função u = u(τ). Uma outra maneira de expressar o tempo reparametrizado, a qual

é comum na literatura, é: dt/dτ = g(u). Faremos nos próximos parágrafos considerações a

respeito da escolha das funções f e g.

A nova velocidade u′ = du/dτ está relacionada com a velocidade real (ou f́ısica), ξ̇ =

dξ/dt, por
dξ(t)

dt
=
df(u)

du
· du(τ)
dτ

· dτ
dt
, (1.18)

ou, introduzindo a notação f ′ = df/du,

ξ̇ = u′f ′/g. (1.19)

Logo,

u′ = gξ̇/f ′. (1.20)

Para que seja finita a nova velocidade u′ no momento da colisão, é necessário que g/f ′ −→ 0

quando ξ̇ −→ ∞.

Consideramos a seguinte escritura para a energia:

ξ̇2 =
2

ξ
− C = 2U, (1.21)
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com ξ > 0. A energia em termos das novas variáveis é então dada por:

(u′)2 =
g2

(f ′)2

(

2

f
− C

)

=
g2

(f ′)2
2U. (1.22)

De fato, multiplicando (1.21) por g2

(f ′)2
e levando em conta a equação (1.20), obtemos (1.22).

De (1.22) conclúımos que a velocidade u′ é finita na colisão se permanece finito o valor

de [g2/(f ′)2]U quando ξ −→ 0. Desde que 2U = (2/ξ) − C, U −→ ∞ quando ξ −→ 0, e

próximo a colisão U = 1/ξ = 1/f . Assim, a velocidade no sistema (u, τ) é finita próximo a

colisão se
g2

(f ′)2f

permanece finito quando ξ −→ 0. Ou,

g

f ′
· 1

f 1/2

é finito quando f −→ 0.

Se g/f ′ é representado por uma série de potências em f 1/2, o termo de menor expoente

é tipicamente dada por αf 1/2, com α ∈ R. De fato, escrevendo g/f ′ = (f 1/2)n temos que

g

f ′
· 1

f 1/2
= (f 1/2)n−1.

Portanto, o requerimento para que a velocidade u′ seja finita na colisão é: n − 1 ≥ 0.

Isto é, o menor expoente de f 1/2 na série acima deve ser 1. Assim,

g

f ′
= A1f

1/2 + A2f + A3f
3/2 + · · · (1.23)

Conseqüentemente
g

f ′f 1/2
= A1 + A2f

1/2 + · · · , (1.24)

e g/f ′f 1/2 −→ A1 quando f −→ 0. Somente se A1 = 0, o processo limite acima implica que

g/(f ′f 1/2) = 0. Então, a velocidade no sistema (u, τ) é finita na singularidade, e u′ =
√

2A1.

Assim f e g devem satisfazer a equação (1.24). Por exemplo, se ξ = f(u) = un temos que:

g = A1f
′f 1/2 = nA1u

(3/2)n−1. (1.25)

O próximo passo é o estudo das equações do movimento e de suas singularidades.
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Proposição 1.1 A equação do movimento no sistema u, τ é dada por:

u′′ + u′2 · gf
′′ − f ′g

f ′′g
=

g2

f ′2
· dU
du

. (1.26)

Demonstração: Derivando ambos os membros da equação (1.18) obtemos

ξ̈ = f ′u′
d2τ

dt2
+ (f ′u′′ + f ′′u′2)

(

dτ

dt

)2

.

Mas, d2τ
dt2

= d
dt

(

1
g(u)

)

= −g′u′

g3 . Logo,

ξ̈ = −u′2 · f
′g′

g3
+
f ′u′′ + f ′′u′2

g2
. (1.27)

Segundo a equação do movimento (1.10), ξ̈ = −1/ξ2 na região ξ > 0. Derivando (1.21) com

respeito a u obtemos 1
f ′

dU
du

= − 1
ξ2 . Substituindo em (1.27) segue-se que

u′′
f ′

g2
+ u′

(

f ′′

g2
− f ′g′

g3

)

=
1

f ′

dU

du
.

ou

u′′ + u′2 · gf
′′ − f ′g′

f ′g
=

g2

f ′2

dU

du
.

como queŕıamos. 2

A fim de que a velocidade no sistema (u, τ) esteja regularizada, [g2/f(f ′)2]2U deve,

por (1.22), ser finito. Para que este requerimento seja de fato considerado na equação do

movimento, observe que:

d

du

(

U
g2

f ′2

)

=
g2

f ′2

dU

du
+ U · 2gg′f ′2 − 2f ′f ′′g2

(f ′)4

=
g2

f ′2

dU

du
+
ξ̇2

6 2 · 6 2g
f ′3

(g′f ′ − gf ′′)

=
g2

f ′2

dU

du
+
u′2

f ′g
(g′f ′ − gf ′′).

Logo,
d

du

(

U
g2

f ′2

)

=
g2

f ′2

dU

du
+
u′2

f ′g
(g′f ′ − gf ′′). (1.28)

Resolvendo (1.28) para o termo requerido e substituindo o resultado em (1.26) ficamos com

u′′ =
d

du

(

g2

f ′2

)

U. (1.29)
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1.1.3 Uma transformação especial para a variável independente

Segundo Sundman e Levi-Civita, a transformação do tempo, ou seja, a escolha da função g,

constitui a essência da regularização no problema dos dois corpos. A idéia básica proposta

por estes autores consiste em especializar o método apresentado acima definindo,

dt/dτ = g(ξ) (1.30)

ξ = u. (1.31)

Segue-se de (1.22) que a nova velocidade, u′ = ξ′ = dξ/dτ , é

ξ′2 = g2(2/ξ − C). (1.32)

Para que ξ′ seja finito quando ξ −→ 0, devemos ter como antes:

g2 = A1ξ + A2ξ
2 + A3ξ

3 + · · · (1.33)

Logo, substituindo-se (1.33) em (1.32),

ξ′2 = 2A1 + (2A2 − CA1)ξ + (2A3 − CA2)ξ
2 + · · · (1.34)

donde a nova velocidade na colisão é
√

2A1.

Façamos: Aj = 0, ∀ j 6= 2, e A2 = 1. Então, g = ξ, ξ′2 = 2ξ − Cξ2 e de acordo com (1.30),

dt/dτ = ξ, (1.35)

ou

dτ = dt/ξ = Ω(ξ)dt. (1.36)

Conclúımos portanto que a nova variável τ está diretamente relacionada com o potencial

Ω(ξ) = 1
ξ

do nosso problema dinâmico. Lembrando que ξ é a distância da part́ıcula à

singularidade, temos que Ω(ξ) = 1/r. Assim,

τ =

∫ t

t0

dt

r
. (1.37)

A solução do problema é obtida por integração a partir da equação (1.32). Ao invés de

usar a forma geral de g(ξ), equação (1.33), consideremos no caso especial acima descrito:

A2 = 1, Aj = 0 ∀ j 6= 2. Continuamos com

ξ′2 = ξ(2 − Cξ). (1.38)
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As condições iniciais são t = 0, τ = 0 e ξ = 2/C. A solução deste problema de valor inicial

é dada por:

ξ =
1

C
(1 + cos C1/2τ). (1.39)

Além disso, desde que t =
∫ τ

0
ξdτ ,

t =
1

C
[τ + C−1/2senC1/2τ ]. (1.40)

Observamos que o movimento tem ińıcio em t = τ = 0, e na colisão tc = π/C3/2, τc =

π/C1/2.

Passemos agora a apresentação e a uma breve justificativa dos gráficos de ξ = ξ(τ) e

t = t(τ). No começo do movimento, t = τ = 0, ξ = 2
C
> 0 e ξ̇ = ξ′ = 0. A part́ıcula

move-se em direção a origem, ξ = 0, com ξ̇, ξ′ < 0, após o ińıcio do movimento. Em

t = tc/2, t = [(2 + π)/2π]tc, ξ = 1/C, e ξ̇, ξ′ < 0. Observamos também que próximo a

colisão, |ξ̇| −→ 1/ξ1/2 e ξ′ −→ 0. Na colisão, ξ = 0, t = tc, τ = τc, ξ
′ = 0 e |ξ̇| = +∞. Logo

após a colisão, t > tc, τ > τc, ξ > 0, ξ′ > 0. Em t = 2tc, τ = 2τc, a part́ıcula retorna a

ξ = 2
C

com ξ̇ = ξ′ = 0 e o ciclo se repete.

A função ξ = ξ(τ) é regular em toda parte, e também O é a nova velocidade:

ξ′(τ) = − 1

C1/2
senC1/2τ.

Por fim, destacamos que ξ é 2tc-periódica.

t
t

t  /2
C

x  /2
0

x
0

x

C

Figura 1.3: ξ como função do tempo regularizado τ .



CAPÍTULO 1 Lucas de C. Lapa 9

t C    = pc
3/2

tC 3/2

( +p)2 /2

p/2 p=t Cc
1/2

p/2

tC
1/2

Figura 1.4: Relação entre o tempo f́ısico t o pseudotempo τ .

1.1.4 Da dinâmica próximo a colisão

A velocidade regularizada ξ′ troca de sinal na colisão. De fato, como ξ′(τ) = − 1
C1/2 senC

1/2τ ,

segue-se que ξ′(τ) < 0 quando 0 < τ < τc = π/C1/2 e ξ′(τ) > 0 quando τc < τ < 2τc. Além

disso, como |ξ̇| = ∞ na colisão, a part́ıcula se aproxima da colisão com ξ̇ −→ −∞ e parte

da colisão satisfazendo ξ̇ −→ ∞. Vamos considerar o caso da órbita eĺıptica no problema

dos dois corpos a fim de ilustrarmos o fenômeno acima descrito.

0

x

h

h

0x

1
h

.

.

A

B

aae

b

Figura 1.5: Dinâmica próxima a colisão.

Seja η̇0 > 0 no ponto (ξ0, o) tal que

2/ξ0 > η̇2
0.
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A part́ıcula descreve uma elipse com um de seus focos na origem do plano ξ, η. O semi-eixo

maior da elipse esta relacionado com as condições iniciais por meio da energia

2/r − 1/a = v2, (1.41)

ou
1

a
=

2

ξ0
− η̇2

0. (1.42)

A excentricidade da órbita eĺıptica é obtida da relação ξ0 = a(1 + e):

e =
ξ0 − a

a
. (1.43)

Se ξ0 = 2a, então e = 1, η̇0 = 0 e v2 = ξ̇2
0 . Da última identidade obtemos

2

ξ 0

− 1

a
= ξ̇2

0 . (1.44)

Desde que ξ̇2 = 2/ξ − C, segue-se de (1.44) que C = 1/a.

A velocidade no pericentro é

η̇1 =
1

a1/2

(

1 + e

1 − e

)1/2

, (1.45)

e no apocentro é

η̇0 =
1

a1/2

(

1 − e

1 + e

)1/2

. (1.46)

Observe que η̇1 −→ ∞ e η̇0 −→ 0 quando e −→ 1.

A velocidade da part́ıcula no ponto A = (0, ηA) é dada por:

vA =
1

a1/2

(

1 + e2

1 − e2

)1/2

. (1.47)

Ficamos portanto com as seguintes componentes ξ̇A, η̇A e ξ̇B, η̇B da velocidade nos pontos

A e B:

ξ̇A = − 1

[a(1 − e2)]1/2
= −ξ̇B, (1.48)

η̇A = − 1

[a(1 − e2)]1/2
= +η̇B. (1.49)

Observação: O cálculo das velocidades (1.45), (1.46) e (1.47) podem ser efetivados substituindo-

se o valor de r diretamente em (1.43). Por exemplo, no pericentro, r = a + ae. Logo,

η̇2
1 =

2

a(1 − e)
− 1

a
· 1 + e

1 − e
∴ η̇1 =

1

a1/2
·
(

1 + e

1 − e

)1/2

.
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Quando e −→ 1, a elipse degenera-se em uma reta (b = a(1 − e2)1/2 −→ 0) e as

componentes em (1.48) e (1.49) tendem a infinito. A componente ξ da velocidade muda de

sinal quando a part́ıcula passa pela singularidade, pois, ξ̇A = −ξ̇B.

O peŕıodo do movimento sobre a elipse é T = 2π/n, com n = a−3/2. Quando η̇0 −→ 0,

temos que a−1 −→ 2/ξ0 e T −→ 2π(2/ξ0)
−3/2. Como C = 2/ξ0 e tc = T/2, o tempo da

colisão, tc, permanece o mesmo quando e −→ 1.

Recorremos a equação (1.39), ξ = 1
c
(1 + cos C1/2τ), a qual relaciona a distância ξ = r

com o novo tempo τ . Se procedemos a substituição a = 1/c e na = aa−3/2 = C1/2, obtemos:

r = a(1 + cos naτ), (1.50)

para a qual na τ =: u é a Anomalia Excêntrica. Conseqüentemente a equação de Kepler

nt = u+ esen u, (1.51)

coincide com a equação (1.40), t = 1
C

[τ + (1/C1/2)senC1/2τ ], quando e = 1. Note que nas

equações (1.50) e (1.51), há uma troca de sinal (de mais para menos), desde que u = τ = 0

corresponda ao pericentro.

Conclúımos que a anomalia excêntrica é uma variável de regularização para o problema

dos dois corpos. De fato, comparando-se as equações dτ = dt/r e du = (na/r)dt, temos que

τ , o “novo tempo”, é essencialmente a anomalia excêntrica.

1.1.5 Uma regularização para órbita de colisão no problema dos

dois corpos

As transformações ξ = f(u) e dt/dτ = g(u) promovem, como vimos, a regularização para

as órbitas de colisão no problema dos dois corpos. No exemplo anterior, selecionamos sim-

plesmente f(u) = ξ = u. Portanto, a variável dependente permanece inalterada. A trans-

formação da variável independente se dá por dt/dτ = g(u) = g(ξ) = ξ. A regularização é

portanto efetuada transformando-se apenas a variável independente.

Se a variável dependente é também transformada, a equação (1.25) fornece uma posśıvel

transformação do tempo, pois, g(u) fica determinada desde que f(u) seja previamente sele-

cionada.

É natural neste momento selecionarmos

ξ = f(u) = u2. (1.52)
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Observemos que se n é par, segue-se da equação (1.25) que g é uma função racional. Em

nosso caso,

g(u) = Bu2, B ∈ R. (1.53)

A nova velocidade, segundo a equação (1.22) é

u′2 =

(

1

2
− Cu2

4

)

B2. (1.54)

Quando, por exemplo, B = 4, ficamos com

u′ = ±2(2 − Cu2)1/2, (1.55)

e

g = 4u2 = f ′2. (1.56)

Consideremos apenas o sinal positivo em (1.55). Observemos que de (1.52), u = ξ1/2, e

de ξ̇ = u′f ′/g, ξ̇ = u′/2u. Assim, ξ̇ > 0 nos casos em que u > 0, u′ > 0 e u < 0, u′ < 0.

Quando ξ̇ < 0 u e u′ devem ter sinais contrários. Exceto quando ξ = 0, destacamos que a

cada valor de ξ correspondem dois valores distintos de u.

A equação (1.55) é em nosso caso a equação do movimento. Diferenciando (1.55), esta-

belecemos que

u′′ + 4Cu = 0. (1.57)

Com as condições iniciais τ = 0, u = u0 = ξ
1/2
0 = (2/C)1/2 e u′0 = 0, (1.57) tem por solução:

u = (2/C)1/2 cos 2C1/2τ. (1.58)

As condições iniciais acima descritas decorrem de ξ̇ = u′/2u, pois neste caso u′0 = 2u0ξ̇0 = 0.

Por (1.58), temos que o instante da colisão, u = ξ = 0, é τc = π/4C1/2. Ainda a partir

de (1.58), a nova velocidade é definida por

u′ = −23/2sen(2C1/2τ). (1.59)

Na colisão temos portanto que u′c = −23/2.

Nos gráficos a seguir exibimos a relação entre ξ, u, u′ e o tempo τ . Apenas valores

positivos em u = ξ1/2 são considerados. Entre a posição inicial e a colisão, 0 ≤ τ ≤
τc, u0 ≥ u ≥ 0 e 0 ≥ u′ ≥ −23/2. Nesta região, ξ̇ < 0 e sgnu = −sgnu′. Após a

colisão, isto é, τc ≤ τ ≤ 2τc, a part́ıcula retorna a posição ξ = ξ0. Durante este tempo,

0 ≥ u ≥ −u0, 0 ≤ ξ ≤ ξ0 e −23/2 ≤ u′ ≤ 0. Temos que sgnu = sgnu′ e ξ̇ > 0 nesta região.
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2tc

t

t  =c

x

x =
0

2
C

p

4 C

2tc

t

u

t  =c
p

4 C

u =
0

2
C

2tc

t

u ’

t  =c
p

4 C

-2  2

Figura 1.6: Colisão dos dois corpos com o tempo e as coordenadas transformadas.

A relação entre t e τ pode ser expressa por

t =
4

C

(

τ +
sen 4C1/2τ

4C1/2

)

. (1.60)

De fato, basta substituir o valor de u, dado por (1.58), em dt/dτ = 4u2. Por integração,

t =

∫ τ

0

8

C
cos2 2C1/2τ dt

=
4

C

(

τ +
sen 4C1/2τ

4C1/2

)

.

Estudamos portanto a dupla transformação, quando o tempo e a variável dependente são

transformados, e a regularização na qual apenas o tempo é transformado. As duas técnicas
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representam uma solução para o problema de eliminar singularidades, pois como vimos, a

equação do movimento é de fato regularizada. A primeira regularização estudada tem a

propriedade de que a velocidade é nula na colisão, enquanto que na segunda este valor é de

2
√

2.

Na primeira regularização, a transformação do tempo (variável independente) regulariza

a equação do movimento, a qual se torna

ξ′′ + Cξ − 1 = 0,

enquanto que da dupla transformação, obtemos

u′′ + 4Cu = 0.

1.2 Regularização do problema geral dos dois corpos

Consideremos no plano complexo o vetor posição da part́ıcula ζ = ξ + iη. A equação do

movimento é dada por

ζ̈ = −ζ/|ζ |3. (1.61)

Como antes, temos a singularidade em ζ = 0, isto é, na colisão.

A equação (1.53) será regularizada introduzindo-se uma transformação de coordenadas,

ζ = f(w), (1.62)

e uma transformação do tempo,

dt/dτ = g(w), (1.63)

Aqui, g é uma função real da variável complexa w. O “novo tempo” τ é portanto um número

real.

No caso em que a órbita de colisão é uma reta, a transformação usada na regularização

estabelece uma relação entre os pontos ξ da reta original, e os pontos u da reta transformada.

Agora, estabeleceremos relações entre o plano dado por ζ e o plano transformado w.

A função f contém as informações geométricas envolvidas na regularização, enquanto

que a função g controla os aspectos cinemáticos e de fato promove a regularização. Veremos

que simplificações significativas nas equações transformadas do movimento são obtidas ao

selecionarmos as funções f e g apropriadamente.
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Como antes, a energia associada a (1.53) é:

|ζ̇| =
2

|ζ | − C. (1.64)

Observemos que:

ζ̇ =
dζ

dw
· dw
dτ

· dτ
dt

(1.65)

Logo,

|ζ̇|2 =
|f ′(w)|2|w′|2

g2
. (1.66)

Substituindo a valor de |ζ̇|2 em (1.53) e considerando-se a transformação ζ = f(w), temos

que

|w′|2 =

(

2

|f | − C

)

g2

|f ′|2 (1.67)

é a energia no novo sistema de variáveis. Aqui, |w′|2 é o quadrado da nova velocidade, e

|w′|2 = (du/dτ)2 + (dv/dτ)2.

Correspondentemente a mudança de coordenadas ξ = u2 estudada anteriormente, defin-

mos ζ = w2. Também de modo análogo, definamos dτ/dt = r−1 = |ζ |−1. Ficamos com as

seguintes equação de transformação:

ζ = f(w) = w2, (1.68)

dt

dτ
= g(w) = 4|w|2. (1.69)

Substituindo-se os valores de f, g, f ′ em (1.59), e g, f em (1.55), segue-se que

|w′|2 = 4(2 − |w|2C) (1.70)

é a energia no plano w, e

|ζ̇| =
|w′|
2|w| (1.71)

é a relação entre as velocidades |ζ̇| e |w|.

Consideremos a equação do movimento (1.61). Podemos escrevê-la sob a forma:

ζ̈ = gradζ

1

|ζ | . (1.72)

onde,

gradζF (ζ) :=
∂F

∂ξ
+ i

∂F

∂η
,

é o gradiente da função real F = F (ζ) da variável complexa ζ = ξ + iη.
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Se U = 1
|ζ|

− C
2
, então ζ̈ = gradζU . Além disso, a energia é dada por

|ζ̇|2 = 2U, (1.73)

a qual é obtida a partir de |ζ̇|2 = 2/|ζ | − C.

A fim de transformarmos a equação do movimento ζ̈ = gradζU , observemos que:

ζ̇ =
df

dw
· dw
dt

· dτ
dt
, (1.74)

se df
dw

= f ′, dw
dτ

= w′ e dτ
dt

= τ̇ , então

ζ̇ = f ′w′τ̇ . (1.75)

Derivando (1.75) obtemos

ζ̈ = f ′w′τ̈ + (f ′′w′2 + f ′w′′)τ̇ 2. (1.76)

Lema 1.1 Sejam g1, g2 : C −→ R funções reais da variável complexa w e G : C −→ C uma

função complexa dada. Se g1, g2 e G são anaĺıticas, então:

(i) gradw g1(w)g2(w) = g1gradw g2 + g2 gradw g1,

(ii) gradw|G(w)|2 = 2GdG
dw

.

Demonstração:

(i) Sejam gj(w) = xj(u, v) e xj = xj(u, v) uma função real e diferenciável para j = 1, 2.

Então, considerando-se w = u+ iv,:

gradw g1g2 =
∂x1x2

∂u
+ i

∂x1x2

∂v

= x2

(

∂x1

∂u
+ i

∂x1

∂v

)

+ x1

(

∂x2

∂u
+ i

∂x2

∂v

)

= g1 gradw g2 + g2 gradw g1.

(ii) Como G(w) é anaĺıtica,

Gu =
∂G

∂u
=
dG

∂w
= −i Gv, e Gu =

dG

dw
= iGv.

Pelo ı́tem (i), temos a identidade

gradw|G(w)|2 = G gradwG+Ggradw G,
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para qual,

gradw G = Gu + iGv = 0

e

gradwG = Gu + iGv = 2
dG

dw

como queŕıamos. 2

De acordo com o lema, temos que o operador gradiente também é transformado, e vale

a relação:

f
′
gradζ U = gradw U. (1.77)

De fato,
gradw U(w) = Uu + iUv

= Uξξu + Uηηu + i(Uξξv + Uηηv).

Mas, pelas relações de Cauchy-Riemann, Im(gradw U(w)) = −Uξηu + Uηξu. Logo,

gradw U = (ξu + iηu)(Uξ + iUeta)

= f
′
gradζ U.

A partir de (1.77) e (1.76) conclúımos que o sistema ζ̈ = gradζ U pode ser escrito como

w′′ + w′ τ̈

τ̈ 2
+ w′2f

′′

f ′
=

gradw U

τ̇ 2|f ′|2 . (1.78)

Observemos que:

τ̇ =
dτ

dt
=

1

g
⇒ τ̈ =

dτ̇

dt
=

d

dt

(

1

g

)

= −g−2 dg
dt

= −g−2 · ġ

= −τ̇ 2ġ.

∴
τ̈

τ̇ 2
= −ġ. (1.79)

Além disso, como g é por hipótese uma função real da variável complexa w, podemos escrever

g = h(w)h(w), com h = h(w) complexa e anaĺıtica. Com isto,

dg

dt
=

(

h
dh

dw
· dw
dτ

+ h
dh

dw
· dw
dτ

)

τ̇ .

Como (h)′ = dh
dw

= dh
dw

= (h
′
),

dh

dt
=
dh

dw
· dw
dτ

·dτ
dt

=
dh

dw

dw

dτ
τ̇ =

h
′
w′

hh
.
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Logo,

τ̈

τ̇ 2
= −ġ = −

(

h
′
w′

h
+
h′w′

h

)

. (1.80)

Substituindo (1.80) em (1.78) ficamos com

w′′ − |w′|2
h

· dh
dw

+ w2

(

f ′′

f ′
− h′

h

)

=
|h|4
|f ′|2gradw U. (1.81)

Desde que |w′|2 = 2|h|4U/|f ′|2, temos a seguinte equação do movimento:

w′′ + (w′)2 d

dw

(

ln
f ′

h

)

=
|h|4
|f ′|2

(

2U
d ln h

dw
+ gradw U

)

, (1.82)

a qual, segundo o Lema 1, pode ser escrita como

w′′ = gradw

∣

∣

∣

∣

h2

f ′

∣

∣

∣

∣

2

U − 2iw′Im

(

w′ d

dw
ln
f ′

h

)

. (1.83)

Segue-se de (1.83) que, quando f ′ = h

w′′ = gradw|f ′|2U. (1.84)

Com ζ = f(w) = w2, temos que

w′′ = gradw4|w|2
(

1

|w|2 − C

2

)

= −4Cw ∴ w′′ + 4Cw = 0. (1.85)

2

Observação: Esta equação do movimento também pode ser obtida a partir da equação

original do movimento, (1.61), juntamente com a relação dada em (1.70).

Notemos ainda que selecionando-se h = f ′, segue-se que

dt/dτ = |f ′|2. (1.86)

Vimos portanto que a equação do movimento (1.61),

d2ζ

dt2
+

ζ

|ζ |3 = 0,

é transformada em
d2w

dτ 2
+ 4Cw = 0,

cujas soluções são, tipicamente,

w = A cos 2C1/2τ +Bsen 2C1/2τ
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para C > 0,

w = Acosh 2(−C)1/2τ +Bsenh 2(−C)1/2τ

para C < 0, e

w = A +Bτ,

quando C = 0.

Em suma, mostramos que as transformações ζ = w2 e t = 4
∫ τ

0
|w|2dτ , aplicadas na

regularização do problema geral dos dois corpos, são tais que:

d2w/dτ 2 + 4Cw = 0

é a equação do movimento no plano transformando w. A constante

C =
2

|ζ | − |ζ̇|2

é determinada pelas condições iniciais ζ0 e ζ̇0, as quais são transformadas em w0 e w′
0 =

(dw/dτ)0, com w0 = ζ
1/2
0 e w′

0 = 2ζ̇0w0.

Mostramos também que, em geral, dada a equação diferencial de segunda ordem

ζ̈ = gradζ U

podemos transformá-la em

w′′ = gradw|f ′(w)|2U,

onde a transformação geométrica ζ = f(w) e a transformação do tempo dt = |f ′(w)|2dτ são

dadas pela mesma função f = f(w).

1.3 Regularização do problema dos dois corpos com

variáveis canônicas

A regularização do problema restrito dos três corpos (eliminação de uma ou de ambas as

singularidades das equações do movimento) consiste de dois passos:

1. transformação de coordenadas;

2. transformação associada ao tempo.

Estes dois passos serão aqui abordados lançando-se mão de transformações canônicas

das variáveis no espaço de fase, e de uma outra transformação no espaço de fase extendido,

a qual é responsável pela reparametrização do tempo.
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Trataremos primeiramente o problema do campo de forças centrais Newtoniano (ou

problema dos dois corpos). Dado o sistema de coordenadas retangulares cartesianas (x, y) =

(q1, q2), temos que o problema dos dois corpos, com a unidade (soma das massas) escolhida

apropriadamente, tem hamiltoniano:

H =
1

2
(p2

1 + p2
2) −

1

(q2
1 + q2

2)
1/2
. (1.87)

Os momentos conjugados são dados por

p1 = q̇i, para i = 1, 2. (1.88)

As canônicas equações do movimento são, juntamente com (1.88), dadas por:

ṗ1 = −q1/(q2
1 + q2

1)
3/2,

ṗ2 = −q2/(q2
1 + q2

2)
3/2. (1.89)

Existe um método para gerar algumas, mas não todas, transformações canônicas. A

técnica consiste, essencialmente, em avaliar uma forma modificada do Prinćıpio Hamiltoni-

ano1. Usaremos aqui uma das quatro posśıveis transformações canônicas resultantes deste

método:

W3(pi, Qi) = p1f(Q1, Q2) + p2g(Q1, Q2) (1.90)

para a qual f e g são funções harmônicas conjugadas. Logo, por definição, f e g satisfazem

as equações diferenciais de Cauchy-Riemann:

∂f

∂Q1
=

∂g

∂Q2
e

∂f

∂Q2
= − ∂g

∂Q1
. (1.91)

No espaço de fase de coordenadas canônicas q1, q2, p1, p2, temos que se

Qj = Qj(q1, q2, p1, p2, t) e Pj = Pj(q1, q2, p1, p2, t), (1.92)

para i = 1, 2, representam uma transformação canônica do tipo W3, então valem as relações:

q1 =
∂W3

∂pi
, Pi =

∂W3

∂Qi
(1.93)

para todo i = 1, 2. Também,
∂W3

∂t
= H̃ −H, (1.94)

onde H é o hamiltoniano original e H̃ o transformado.

1Ver ref. [6], pg. 324
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As equações de transformação são então dadas por:

q1 = f(Q1, Q2), q2 = g(Q1, Q2), (1.95)

P1 = p1
∂f

∂Q1

+ p2
∂g

∂Q2

,

P2 = p2
∂f

∂Q2
+ p2

∂g

∂Q2
. (1.96)

Definindo-se ∂/∂Q1 = a11 e ∂g/∂Q1 = a12, segue-se das equações em (1.96) que

P1 = a11p1 + a12p2

P2 = −a12p1 + a11p2 (1.97)

ou, matricialmente,

P = A · p. (1.98)

Onde A é a matriz anti-simétrica não-singular

A =

(

a11 a12

−a12 a11

)

.

Observe que

A−1 = A∗/D

com

D(Q1, Q2) = detA =

(

∂t

∂Q1

)2

+

(

∂g

∂Q1

)2

. (1.99)

Conclúımos a partir de (1.98) que

p =
1

D
· A∗P.

Logo,

p2 =
1

D
· P 2.

O hamiltoniano transformado é dado por

H̃ =
1

2
· P

2
1 + P 2

2

D
− 1

(f 2 + g2)1/2
. (1.100)

As novas equações do movimento são:

∂H̃

∂Pi
= Q̇i e

∂H̃

∂Qi
= Ṗi
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para i = 1, 2. Isto é,

Q̇1 =
1

D
· P1, Q̇2 =

1

D
· P2, (1.101)

Ṗ1 =
1

2
· (P 2

1 + P 2
2 )

D2
· ∂D
∂Q1

− 1

2
· 1

(f 2 + g2)3/2
· ∂

∂Q2
(f 2 + g2) e

Ṗ2 =
1

2
· (P 2

1 + P 2
2 )

D2

∂D

∂Q2
− 1

2
· 1

(f 2 + g2)3/2

∂

∂Q2
(f 2 + g2).

(1.102)

Em geral, dado um sistema dinâmico com grau de liberdade n, variáveis canônicas

q1, . . . , qn e momentos conjugados p1, . . . , pn, podemos introduzir o tempo como a (n + 1)-

ésima coordenada generalizada. Mostra-se que o momento conjugado é −H . O sistema

dinâmico é agora representado por 2n + 2 variáveis no espaço de fase extendido de coorde-

nadas

q1, . . . , qn, qn+1

p1, . . . , pn, pn+1 (1.103)

com qn+1 = t e pn+1 = −H .

Transformações canônicas incluirão a transformação do tempo. Temos classicamente na

literatura que anotando-se

qi = xi, pi = yi

para i = 1, . . . , n, e

t = xn+1, −H = yn+1,

então as equações do movimento no plano de fase extendido são dadas por

dxi

dw
=
∂Γ

∂yi
e

dyi

dw
= − ∂Γ

∂xi
(1.104)

com i = 1, . . . , n, n+ 1, w = t e

Γ = yn+1 + γ(x1, . . . , xn+1, y1, . . . , yn), (1.105)

onde

γ(q1, . . . , qn, t, p1, . . . , pn) = H. (1.106)

Em nosso caso, podemos, a partir do hamiltoniano no espaço de fase extendido, obter

resultados análogos aos acima obtidos aplicando-se a transformação canônica do tipo W3.

Da fato,

Γ = P3 +
P 2

1 + P 2
2

2D
− 1

(f 2 + g2)1/2
. (1.107)
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Com equações do movimento associadas

dQi

dw
=

∂Γ

∂Pi
e

dPi

dw
= − ∂Γ

∂Qi
. (1.108)

Substituindo-se o valor de Γ dado em (1.107) na primeira das equações em (1.108), temos:

dQi

dw
=
P1

D
,

dQ2

dw
=
P2

D
,

dQ3

dw
= 1. (1.109)

Desde que Q3 = t, w = t + const. e
dQi

dt
=
Pi

D
(1.110)

para i = 1, 2.

As equações em (1.110) são idênticas as dadas em (1.101). Substituindo-se também o

valor de Γ dado em (1.107) na segunda equação de (1.108) obtemos uma conclusão similar.

Exceto é claro para o caso i = 3, onde

dP3

dw
= − ∂Γ

∂Q3

, (1.111)

ou

Ṗ3 = 0.

Mas isto é esperado, pois P3 = −H̃ é constante.

Seja

dt = D(Q1, Q2)dτ, (1.112)

a transformação do tempo, onde D é definido pela equação (1.99) e τ é a variável do tempo

transformada.

O novo hamiltoniano no espaço de fase extendido é

Γ∗ = DΓ (1.113)

ou

Γ∗ = DP3 +
1

2
(p2

1 + p2
2) −

D

(f 2 + g2)1/2
. (1.114)

As equações do movimento são dadas por

dQ1

dτ
=
∂Γ∗

∂Pi

e
dP1

dτ
= −∂Γ

∗

∂Qi

(1.115)

para i = 1, 2. Isto é,
dQi

dτ
= Pi, (1.116)
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e
dPi

dτ
= − ∂

∂Qi

[

D

(

P − 3 − 1

(f 2 + g2)1/2

)]

(1.117)

com i = 1, 2 nos dois casos.

Para i = 3, as equações do movimento são

∂Γ∗

∂P3
=
dQ3

dτ
e

∂Γ∗

∂Q3
= −dP3

dτ
(1.118)

ou

D = dt/dτ e P3 constante.

Observemos que a singularidade da nossa equação diferencial transformada esta associada

ao termo
D

(f 2 + g2)1/2
=
D

r
(1.119)

na equação (1.117). Assim, a escolha das funções f e g deve ser feita de modo que se tenha

a regularidade na região de interesse.

Definindo ϕ = f + ig, i = (−1)1/2, segue-se de (1.119) que

D

(f 2 + g2)1/2
=

|ϕ′|
|ϕ| , (1.120)

onde

ϕ′ =
∂f

∂Q1

+ i
∂g

∂Q1

.

Considere a transformação de Levi-Civita

ϕ = (Q1 + iQ2)
2. (1.121)

Então,

D = 4(Q2
1 +Q2

2), f 2 + g2 = (Q2
1 +Q2

2), (1.122)

donde
D

(f 2 + g2)1/2
= 4. (1.123)

As equações do movimento, obtidas de (1.116) e (1.117), são

dQi

dτ
= P1,

dPi

dτ
= −P3

∂D

∂Qi

(1.124)

para i = 1, 2.
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Substituindo −H̃ por P3, avaliando as derivadas parciais e considerando-se a derivada

com respeito ao tempo transformado τ , obtemos

Q′
1 = P1, Q

′
2 = P2, P

′
1 = 8H̃Q1, P

′
2 = 8H̃Q2. (1.125)

A equação diferencial de segunda ordem para Q1 e Q2 é então

Q′′
i = 8H̃Qi, (1.126)

com i = 1, 2. Portanto, temos um movimento

eĺıptico se H̃ < 0, (I)

hiperbólico se H̃ > 0, (II)

retiĺıneo se H̃ = 0. (III)

Dadas as soluções Qi = Qi(τ) da equação (1.126), podemos obter a relação entre t e τ

substituindo-se estas soluções em

dt = 4(Q2
1 +Q2

2)dτ.

Finalmente, são obtidas as soluções q1 = q1(t) e q2 = q2(t) por meio das relações

q1 = Q2
1 −Q2

2, q2 = 2Q1Q2,

as quais são devidas ao fato de que q1 = f, q2 = g e ϕ = Q2
1 −Q2

2 + i2Q1Q2.

1.4 Fluxo geodésico na esfera e a regularização no prob-

lema de Kepler

Consideremos o problema dos dois corpos em sua forma reduzida, na qual o centro de massa

esta em repouso e estudamos o movimento de apenas uma part́ıcula material. Apesar de

enfatizarmos os casos com dimensão dois e três, descrevemos o problema n-dimensionalmente.

Seja

q = (q1, q2, . . . , qn). (1.127)

o vetor posição da part́ıcula material e p = (p1, p2, . . . , pn) a velocidade correspondente.

Escolhendo de modo apropriado a unidade de massa podemos formular o problema por meio

da equação diferencial
d2q

dt2
=

q

||q||3 , ||q||2 =
n
∑

k=1

q2
k, (1.128)
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com a energia associada escrita como

H =
1

2
||p||2 − 1

||q|| . (1.129)

Existem procedimentos diferentes para remoção da singularidade presente em q = 0

no caso n = 2. Uma destas técnicas (de regularização) é devida a Levi-Civita, e consiste

essencialmente em introduzir uma nova variável independente

s =

∫

dt

|q| , (1.130)

e submeter a variável dependente a transformação:

q1 + iq2 =
1

2
z2, p1 + ip2 =

w

z
, (1.131)

onde w e z são variáveis complexas. A equação diferencial transformada é regular no ponto

z = 0.

A regularização de Levi-Civita permite uma compactificação da superf́ıcie de energia, a

qual se torna uma variedade anaĺıtica real sem fronteira. É posśıvel mostrar (ver [Mozer])

que a variedade resultante desta compactificação é topologicamente equivalente ao fibrado

tangente da esfera 2-dimensional S2 (i.e. o plano projetivo P 3). Mostraremos este fato

também para n > 2. No entanto a prova não mais dependerá das técnicas presentes na

análise complexa.

Teorema 1.1 Para uma constante negativa C, a superf́ıcie de energia H ≡ C pode ser

mapeada injetiva e homeomorficamente no fibrado tangente unitário da esfera Sn. Este é o

mapa levantado a partir do fibrado tangente unitário da esfera Sn menos o polo norte (corre-

spondente a colisão). Além disso, após uma mudança apropriada na variável independente,

temos que o fluxo definido pelo problema de Kepler é mapeado no fluxo geodésico sobre a

esfera Sn menos um ponto.

Este resultado será provado de modo elementar. A construção expĺıcita do mapa men-

cionado no teorema consiste em extender apropriadamente a projeção esteriográfica ao fi-

brado tangente. Iremos com isto obter a regularização do fluxo ao compactificarmos a esfera

menos o polo norte.

Vamos agora discutir como se pode interpretar o fluxo geodésico sobre a esfera em termos

do fluxo definido pelo problema de Kepler.

Seja ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) um vetor real e ||ξ|| =
∑n

ν=0 ξν. Consideremos a esfera unitária

Sn = {ξ ∈ R
n+1; ||ξ|| = 1}
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Temos do Cálculo Variacional2 que o fluxo geodésico sobre a esfera corresponde a ex-

tremais do funcional

F (s) =

∫

||ξ′||2dS, (1.132)

para o qual ξ = ξ(s) é uma função vetorial com ||ξ(s)|| ≡ 1 e ξ′ = dξ/ds.

A equação de Euler-Lagrance associada ao problema variacional acima nos leva a ao

seguinte sistema com v́ınculo ||ξ(s)|| = 1:

ξ′′ + λ2ξ = 0 (1.133)

onde λ é um constante real com valor ||ξ′||. Se escolhermos λ = 1, então s corresponde ao

comprimento do arco.

Anotando-se η = ξ′, temos que o sistema acima pode ser escrito como






ξ′ = η,

η′ = −||η||2ξ,
(1.134)

onde ||ξ|| ≡ 1 e portanto < ξ, η >=
∑n

ν=0 ξνην = 0. Exibimos aqui a razão de ser λ = ±||η||2.
Diferenciando-se duas vezes ||ξ|| = 1, segue-se que

< ξ′′, ξ > + < ξ′, ξ′ >= 0.

Mas, ξ′′ = −λ2ξ, logo

||ξ′||2 = ||η||2 = λ2,

como queŕıamos.

A variedade descrita por ||ξ|| = 1 e < ξ, η >= 0 é justamente o fibrado tangente T (Sn)

da esfera unitária sobre a qual o fluxo está definido.

Podemos traduzir (1.134) para o sistema hamiltoniano correspondente sobre T (Sn):






ξ′ = Φη,

η′ = −Φξ,
(1.135)

para o qual

Φ(ξ, η) =
1

2
||ξ||2||η||2. (1.136)

A fim de obtermos uma descrição deste fluxo no espaço Euclideano n-dimensional, con-

sideremos a projeção estereográfica3. Esta é, em coordenadas, definida por

xk =
ξk

1 − ξ0
, k = 1, 2, . . . , n (1.137)

2sugerimos, se necessário o for, consultar a referência [7], pg.58 a 64.
3ver apêndice, Proj. Est.
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e mapeia a esfera Ŝn menos um ponto, doravante denotada por Sn, sobre o espaço euclideano

Rn.

Extenderemos a projeção estereográfica simpleticamente a um mapa do fibrado tangente

T (Sn) em R2n definindo a aplicação yk = gk(ξ, η), k = 1, . . . , n, tal que

n
∑

ν=0

ηνdξν =

n
∑

k=0

ykdxk. (1.138)

Veremos a seguir que tal extensão existe e é dada por

yk = ηk(1 − ξ0) + ξkη0, k = 1, 2, . . . , n. (1.139)

O mapa dado por (1.137) e (1.139) mapeia o fibrado tangente T (Ŝn) no espaço euclideano

de dimensão 2n. Para obtermos a inversa desta transformação, consideremos primeiramente

a inversa da projeção

||x||2 =

n
∑

k=1

ξ2
k

(1 − ξ0)2

=
1 − ξ2

0

(1 − ξ0)2

= 1+ξ0
1−ξ0

.

Donde

||x||2 =
1 + ξ0
1 − ξ0

. (1.140)

Resolvendo (1.140) para ξ0 e substituindo o resultado em (1.137) obtemos:

ξ0 =
||x||2 − 1

||x||2 + 1
, ξk =

2xk

||x||2 + 1
, k = 1, . . . , n. (1.141)

Desde que ||ξ|| = 1, temos, derivando com respeito a S, que < ξ, η >= 0. Logo, de (1.139),

< x, y > =

n
∑

k=1

xkyk

=
n
∑

k=1

ξk
1 − ξ0

[ηk(1 − ξ0) + ξkη0]

=

n
∑

k=1

ξkηk +

n
∑

k=1

ξ2
kη0

(1 − ξ0)

=
(1 − ξ2

0)η0

(1 + ξ0)
− η0ξ0

= (1 + ξ0)η0 − η0ξ0,

donde

< x, u >= η0. (1.142)
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Resolvendo (1.139) para ηk e usando (1.142), segue-se que:

ηk =
yk − ξkη0

(1 − ξ0)

= 1

1−
||x||2−1

||x||2+1

· yk− < x, y > · ξk

1−ξ0

= ||x||2+1
2

· yk− < n, y > xk,

donde

ηk =
||x||2 + 1

2
· yk− < x, y > xk, k = 1, 2, . . . , n. (1.143)

Também por cálculos diretos, podemos mostrar que para todos x e y, (1.143), (1.142) e

(1.141) são tais que: ||ξ|| = 1, < ξ, η >= 0. Isto significa que esta transformação mapeia o

espaço R2n no fibrado tangente T (Ŝn).

Para uso posterior, obtemos a norma do vetor η em termos de x e y:

||η||2 = n2
0 +

n
∑

k=1

η2
n

= < x, y >2 +

n
∑

k=1

[

( ||x||2 + 1

2
· yk

)2

− 2

( ||x||2 + 1

2

)

yk

]

< x, y > + < x, y >2 x2
k

= < x, y >2 +

( ||x||2 + 1

2

)

||y||2 − (||x||2 + 1) < x, y >2 + < x, y >2 ||x||2

=
(

||x||2+1
2

· ||y||
)2

donde

||η|| =
||x||2 + 1

2
· ||y||. (1.144)

Indicamos, sucintamente, o cálculo da extensão exibida em (1.139) a inversa da projeção

esteoregráfica com respeito ao polo norte tem sua lei de formação expressa vetorialmente por

ψ(x) = N +
2

||x||2 + 1
(x,N). (1.145)

Assim,

Df(x) · v =
2

(||x||2 + 1)2

[

(||x||2 + 1)v + 2 < x, v > (N − x)
]

. (1.146)

Logo,

||Df(x) · v|| =
1

(||x||2 + 1)4
{[4(||x||2 + 1)2||v||2−

−8(||x||2 + 1) < x, v >2 +8(||x||2 + 1) < x, v >< v,N >]+

+[−8(||x||2 + 1) < x, v >2 +16 < x, v >2 ||x||2 − 16 < x, v >2< v,N >]+

+[4(||x||2 + 1) < x, v >< v,N > −8 < x, v >2< v,N > +16 < x, v >2]}.
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Mas x⊥N e v⊥N . Então, escolhendo-se v unitário e denotando-se ξ = ψ(x), obtemos para

o elemento de comprimento de arco:

||dξ||2 =
4

(||x||2 + 1)2
||dx||2. (1.147)

Seja ψx o jacobiano n× (n + 1) de ψ. Podemos obter a matriz ψn diretamente a partir

de (1.141), a saber:

ψx =
4

(||x||2 + 1)2



















x2
1

||x||2+1
2

− x2
1 −x1x2 · · · −x1xn

x2
2 −x1x2

||x||2+1
2

− x2
2 · · · −x2xn

...
...

...
. . .

. . .

x2
n −x1xn −x2xn · · · ||x||2+1

2
− x2

2



















. (1.148)

Efetuando a multiplicação entre ψn e sua transposta ψt
n obtemos como produto,

ψt
xψx =

4

||x||2 + 1
· In×n. (1.149)

Da Álgebra Linear temos a relação:

< η, dξ >=< η, ψxda >=< ψt
xη, dx > (1.150)

a qual sugere que tomemos η = γψny onde γ é um escalar a determinar. Se definirmos

γ = (||x||2+1)2/4, e substitúımos o valor resultante de η em (1.150), verificamos de imediato

a relação (1.138). Além disso, podemos concluir que ξ e η = γψxy são ortogonais, apenas

derivando a relação ||ξ||2 = ||ψ||2 = 1. Segue-se que

η =
(||x||2 + 1)2

4
ψxy (1.151)

é a extensão em (1.142) e (1.143), cuja inversa é justamente (1.139).

Como a extensão aqui proposta é simplética, é suficiente transformar o hamiltoniano

para que se tenha as equações diferenciais (1.138) transformadas4. Sendo assim, definimos

F (x, y) = φ(ξ, η) =
1

2
||ξ||2||η||2 =

(||x||2 + 1)2||y||2
8

. (1.152)

Conseqüentemente, as equações diferenciais transformadas são dadas sob a forma:

x′ = Fy, y′ = −Fy. (1.153)

4Uma maneira de confirmar esta afirmação explicitamente é através da eq. (1.134).
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Mas ainda, as geodésicas com “velocidade unitária” ||η|| = 1, isto é, com φ = 1/2 correspon-

dem a soluções tais que F ≡ 1/2.

Desde que o sistema hamiltoniano (1.153) depende exclusivamente do gradiente de F ,

grad F , podemos substituir F por u(F ) se u′(1/2) = 1. De fato, em F = 1/2 temos que

gradF = gradu(F ). Em particular, se

G = u(F ) =
√

2F =
(||x||2 + 1)||y||

2
− 1, (1.154)

então o sistema (1.153) é transformado em

x′ = Gy, y′ = Gx. (1.155)

Finalmente, aplicamos a transformação do tempo:

t =

∫

||y||dS ou dt = ||y||dS. (1.156)

Com isto,

ẋ = ||y||−1x′ = ||y||−1Gy, ẏ = −||y||−1Gx. (1.157)

onde ( ˙ ) indica a diferenciação com respeito a t. Em G ≡ 0, isto é, F ≡ 1/2, temos que:

||y||−1Gy = Hy, ||y||−1Gx = Hx. (1.158)

e

H = ||y||−1G− 1

2
= ||y||−1(

√
2F − 1) − 1

2
=

1

2
||x||2 − 1

||y||. (1.159)

Este sistema resultante é hamiltoniano com função hamiltoniana H = −1/2. Anotando-se

p = −x e q = y chegamos ao problema de Kepler com superf́ıcie de energia −1/2:

H =
1

2
||p||2 − 1

||q|| = −1/2.

Recapitulando: mostramos que a transformação do fibrado tangente T (Ŝn) no espaço de fase

2n-dimensional

(ξ, η) 7→
(

ξ1
1 − ξ0

, · · · , ξn
1 − ξ0

, η1(1 − ξ0) + ξ1η0, . . . , ηn(1 − ξ0) + ξnη0

)

juntamente com a reparametrização do tempo

t =

∫

|y|ds,

mapeia os ćırculos geodésicos da esfera Sn em órbitas do problema de Kepler sobre a su-

perf́ıcie de energia H ≡ −1/2. No entanto, o polo norte foi exclúıdo. Mas, o inclúımos por
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meio de uma compactificação da superf́ıcie com energia H ≡ −1/2. A superf́ıcie obtida é

então equivalente ao fibrado tangente unitário, e órbitas de colisão corresponde aos ćırculos

geodésicos através do polo norte.

Comentário: É posśıvel descrever o fluxo em uma vizinhança da colisão q = 0, o qual

corresponde ao polo norte. De fato, considerando-se uma reflexão apropriada (que leva o

polo norte no polo sul):

ξ0 7→ −ξ0, η0 7→ −η0

ξk 7→ −ξk, ηk 7→ −ηk

para todo k = 1, 2, . . . , n, então nossa transformação é agora dada por:

q 7→ ||p||2q − 2 < p, q > p,

p 7→ p

||p||2 .

A qual coincide com uma transformação introduzida por Sundman. Como as isometrias (e

nossa reflexão em particular) preservam o fluxo geodésico, a última transformação preserva

as órbitas do problema de Kepler. Além disso, desde que H = −1/2, na colisão temos que

p = 0 e ||q|| = 2, em contraste com os estados originais de colisão ||p|| = ∞ e q = 0.



Caṕıtulo 2

Regularização no Problema Restrito
dos Três Corpos

2.1 Regularização local no problema restrito dos três

corpos

A estratégia aplicada neste caso é essencialmente a mesma usada para o problema dos dois

corpos. Definimos as transformações:

z = f(w) e dt/dτ = g(w) = |h(w)|2. (2.1)

Consideremos o sistema de coordenadas girantes. A equação do movimento para o

problema restrito dos três corpos em sua versão complexa é dada por:

z̈ + 2iż = gradzU. (2.2)

Similarmente a técnica adotada anteriormente, aplicando-se as transformações dadas em

(2.1), de (2.2) obtemos

w′′ + 2ig(w)w′ = gradw

∣

∣

∣

∣

h2

f ′

∣

∣

∣

∣

2

U − 2iw′Im

(

w′ d

dw
ln
f ′

h

)

(2.3)

com
U ≡ Ω − C/2,

Ω = 1
2
[(1 − µ)r2

1 + µr2
2] + 1−µ

r1
+ µ

r2
,

r1 = |z − µ| e r2 = |z − µ+ 1|.

Observe que a segunda parcela no primeiro membro de equação do movimento, implica

a presença do termo 2ig(w)w′ em (2.3). Esta é, essencialmente, a diferença entre (2.3) e a

equação correspondente obtida no caso do problema dos dois corpos.

33
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Se definirmos como antes f ′ = h (ou g(w) = |f ′|2), então a equação do movimento é

dada por

w′′ + 2i|f ′|2w′ = gradw|f ′|2U. (2.4)

No sistema de coordenadas originais, a energia é

|ż|2 = 2U (2.5)

e no sistema transformado

ż =
df

dw
· dw
dτ

· dτ
dt

donde

|w′|2 = |ż|2|h|4/|f ′|2

ou

|dw/dτ |2 = 2|f ′|2U. (2.6)

Nas singularidades da função U, r1 −→ 0 ou r2 −→ 0, temos que |ż| −→ ∞.

A escolha da transformação do tempo associada a transformação de coordenadas é feita

levando-se em conta as equações (2.3) e (1.83). De acordo com estas equações , se

dt/dτ = g(w) = |h(w)|2 = |f ′(w)|2,

então a equação regularizada é linear na primeira e segunda derivada da nova variável de-

pendente w.

Existem outras escolhas posśıveis para função g = g(w). R.F. Arenstorf em seu artigo

“New regularization of the restricted problem of three bodies”, por exemplo, sugere uma

técnica para seleção da função g diferente da apresentada até aqui. A estratégia usada

por Arenstorf é a de exigir que quaisquer duas “soluções equivalentes” da equação regular-

izada (2.3), tenham correspondências geométricas e dinâmicas com respeito às suas variáveis

independentes.

Entendemos por soluções equivalentes no plano w, w1(τ) e w2(τ) digamos, aquelas que

são mapeadas na mesma curva solução no plano z. Tal equivalência possui apenas significado

geométrico. Mas, se impormos que para um dado tempo τ0, pontos das soluções regularizadas

w1(τ0) e w2(τ0) possuem imagem comum z(t0), então temos também uma correspondência

de caráter dinâmico.
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Como τ =
∫ t

0
dt

g(w)
, a relação entre os tempos t e τ depende da solução no plano w.

Portanto, a correspondência de caráter dinâmico a qual nos referimos acima não é neces-

sariamente satisfeita. Trataremos destas questões mais concretamente ao estudarmos uma

regularização proposta por Lemaitre.

Vimos que a função z = f(w) = w2 regulariza as singularidades situadas na origem no

problema dos dois corpos. A transformação definida por Z = z−µ mapea o ponto z = µ do

plano z na origem do plano Z. Assim, a transformação Z = w2 regularizada a singularidade

situada na origem do plano Z, e conseqüentemente também regulariza o ponto singular z = µ

no plano z.

Desde que no problema restrito dos três corpos as part́ıculas materiais m1 e m2 estão

localizadas em z1 = µ e z2 = µ−1, a transformação z = µ+w2 e z = µ−1+w2 regularizam

as singularidades em m1 e m2 respectivamente. Tais transformações são ditas regularizações

locais (terminologia devida a Birkhoff).

Enfatizamos que a terminologia introduzida por Birkhoff é bastante sugestiva, desde que

a seleção de uma das transformações acima elimina apenas uma das singularidades.

Consideremos a função

z = f(w) = w2 + µ (2.7)

a qual transforma o ponto P1 = (µ, 0) no plano z na origem do plano w, e o ponto P2 =

(µ−1, 0) nos pontos w1 = i, w2 = −i·f transforma a origem do plano z nos pontos w1 = iµ1/2

e w2 = −iµ1/2. Como w = ±(z − µ)1/2, segue-se que o semiplano y > 0 é transformado nos

quadrantes u > 0, v > 0 e u < 0, v < 0.

A relação entre os pontos do plano z e w é de um para dois, haja vista que a cada ponto

no plano, exceto z = µ, correspondem dois pontos no plano w.

Na Figura 2.1 a seguir indicamos algumas propriedades geométricas da transformação

z = w2 + µ. Por exemplo, a semi-reta sobre o eixo x a esquerda do ponto P2, anotada por

a, é transformada em semi-retas ao longo do eixo v como indicado na Figura 2.1. De fato,

se z = n < µ − 1, então (x − µ)2 > 1. Assim, de x = w2 + µ segue-se que |w| > 1. Em

coordenadas, x = µ2 − v2 + µ e uv = 0. Deste sistema conclúımos que µ = 0 e portanto

x = µ− v2 ou v = (µ− x)1/2.
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Figura 2.1: A transformação de Levi-Civita

A fim de expressarmos U = Ω − C/2 em termos da nova variável w consideremos as

expressões de r1 e r2 em função de w.

Como r1 = |z − µ| e r2 = |z − µ+ 1|, temos que

r1 = |w|2, (2.8)

e

r2 = |1 + w|2. (2.9)

Portanto

U =
1

2

[

(1 − µ)|w|4 + µ|1 + w2|2
]

+
1 − µ

|w|2 +
µ

|1 + w2| −
C

2
, (2.10)
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desde que

U =
1

2

[

(1 − µ)r2
1 + µr2

2

]

+
1 − µ

r1
+
µ

r2
− C

2
. (2.11)

Como |f ′|2 = 4|w|2, temos por substituição em (2.6) que a nova velocidade é dada por

∣

∣

∣

∣

dw

dt

∣

∣

∣

∣

2

= 8(1 − µ) + |w|2
[

8µ

|1 + w2| + 4(1 − µ)|w|4 + 4µ|w2 + 1|2 − 4C

]

. (2.12)

Em m1 temos que r1 = 0, z = µ e w = 0. Logo, a velocidade no plano w,

|dw/dτ | = 2[2(1 − µ)]1/2, (2.13)

é finita. No entanto, em m2 temos que r2 = 0, z = µ− 1 e w = ±i e, pela equação (2.12), a

velocidade é infinita.

As derivadas parciais de |f ′|2U que aparecem na equação diferencial do movimento (2.4)

podem ser obtidas a partir de

U |f ′|2 = 2
[

(u2 + v2)3 + 2µ(u4 − v4) + (µ− C)(u2 + v2) + 2(1 − µ)

+
2µ(u2 + v2)

[(u2 + v2)2 + 1 + 2(u2 − v2)]1/2

]

.

(2.14)

Desde que |f ′|2 = 4(u2 + v2), podemos reescrever (2.4) como as seguintes equações do

movimento

u′′ − 8(u2 + v2)v′ = (U |f ′|2)u,

v′′ + 8(u2 + v2)u′ = (U |f ′|2)v. (2.15)

No ponto P1 = (µ, 0) do plano z temos que w = 0, gradU |f ′|2 = 0 e |w′| < ∞. Assim,

w′′ = 0 na colisão com w1. A equação (2.14) nos diz que no ponto P2 = (µ− 1, 0) do plano

z, w = ±i, U |f ′|2 −→ ∞, |w′| −→ ∞ e gradw U |f ′|2 não está definido.

As funções z = µ + w2 e z = µ − 1 + w2 são chamadas transformações de Levi-Civita

e foram primeiramente aplicadas ao problema dos dois corpos. Observemos que cada uma

destas transformações regulariza apenas uma das singularidades locais do problema restrito

dos três corpos.

É natural agora concentrarmo-nos na tarefa de obter transformações capazes de eliminar

as duas singularidades simultaneamente. Lembremos que em nosso problema, dois dos corpos

descrevem trajetória circulares concêntricas. Portanto, o interessante problema da colisão

tripla não é neste caso considerado.
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Estudamos a seguir funções z = f(w) tais que pontos de colisão com m1 e m2 sejam pon-

tos regulares da equação diferencial do movimento transformada. Este tipo de transformação

por regularização global.

2.2 Regularização global de Birkhoff para o problema

restrito dos três corpos

Ao invés de adotarmos a origem do sistema de coordenadas no centro de massa das part́ıculas

materiais, consideramos o sistema no qual a origem está situado no ponto médio entre as

part́ıculas principais. Aplicando-se a mudança de coordenadas

q = z +
1

2
− µ (2.16)

temos que as part́ıculas principais estão localizadas em q = ±1/2. As equações do movimento

são agora dadas por:

q̈ + 2iq̇ = gradq U(q), (2.17)

para a qual

U(q) = Ω(q) − C/2 (2.18)

e

Ω(q) =
1

2
[(1 − µ)r2

1 + µr2
2] +

1 − µ

r1
+
µ

r2
(2.19)

como antes. Além disso,

r1 = |q − 1/2| e r2 = |q + 1/2| (2.20)

r1 = [(q1 − 1/2)2 + q2
2 ]

1/2, r2 = [(q1 + 1/2)2 + q2
2 ]

1/2 (2.21)

A energia é dada por

|q̇|2 = 2Ω(q) − C = 2U(q). (2.22)

A função de regularização sugerida por Birkhoff, q = f(w), é da forma

q = αw + β/w = f(w). (2.23)
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Figura 2.2: Sistemas de coordenadas girantes com origem no ponto médio

É imediato de (2.23) que

|f ′(w)| =
|αw2 − β|2

|w|4 . (2.24)

As constantes α e β serão determinadas a partir das seguintes duas condições impostas

a f :

(i) f = f(w) deve eliminar as duas singularidades presentes no problema;

(ii) P1 e P2 devem ser pontos fixos da função f .

A fim de que a condição (i) seja satisfeita, consideremos o produto entre |f ′(w)|2 e

(1 − µ)/r1 + µ/r2:

1

|w|3
[

(1 − µ)|αw2 − β|2
|αw2 + β − w/2| +

µ|αw2 − β|2
|αw2 + β + w/2|

]

, (2.25)

obtido multiplicando-se a expressão de |f ′(w)| dada em (2.24) por (1 − µ)/r1 + µ/r2 =

(1 − µ)/|αw + β/w − 1/2| + µ/|αw2 + β/w + 1/2|.

Uma das singularidades está localizada no ponto q = (1/2, 0), e corresponde a

w1,2 =
1

4α
[1 ± (1 − 16αβ)1/2]. (2.26)

Esta correspondência é obtida resolvendo-se a equação do segundo grau em w com q = 1/2

dada em (2.23).

Observemos que w1,2 são justamente as ráızes do denominador da primeira parcela em

(2.25). Para eliminar estas singularidades podemos impor que o numerador possua as mesmas

ráızes. Logo,

1

4α
[1 ± (1 − 16αβ)1/2] = ±

(

β

α

)1/2
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ou

16αβ = 1. (2.27)

Segue portanto da equação (2.26) que w1 = w2 = 1/4α, i.e., m1 é transformada em um único

ponto.

Pela condição (ii), f(P1) = P1. Logo,

1/4α = 1/2 ∴ α = 1/2.

Da equação (2.27) temos que β = 1/8, e portanto

q =
1

4

(

2w +
1

2w

)

. (2.28)

O segundo termo em |f ′|2Ω(q) apresenta uma singularidade em P2 cuja eliminação é

idêntica a efetuada acima. O procedimento adotado acima fornece neste caso a mesma

função dada em (2.28), i.e., α = 1/2 e β = 1/8.

Notemos que o fator |w|−3 presente na nova função potencial fornece uma nova singular-

idade em w = 0, a qual corresponde a q −→ ∞. Enquanto as singularidades em P1 e P2 são

eliminadas, a origem do plano transformado w é um ponto singular. Este ponto singular no

entanto, corresponde a pontos no infinito do plano q. Podemos assim concluir que todos os

pontos a uma distância finita da origem no plano q são regularizados por f .

Passemos a apresentar equações que descrevem o sistema transformado com a seguinte

notação: Sejam ρ1, ρ2 e ρ as distâncias correspondentes no plano w a r1, r2 e r no plano q, e

ρ1 = |w − 1/2|, ρ2 = |w + 1/2|, ρ = |w|. Então:

|f ′(w)|2 =
|4w2 − 1|2

64|w|4

ou

|f ′(w)|2 =
ρ2

1ρ
2
2

4ρ4
. (2.29)

Além disso,

r1 = ρ2
1/2ρ, r2 = ρ2

2 e |f ′|2 = r1r2/ρ
2. (2.30)

Logo
U |f ′|2 = (Ω − C/2)|f ′|2

=
ρ2

1ρ
2
2

32ρ6
[(1 − µ)ρ4

1 + µρ4
2]+

1

2ρ3
[(1 − µ)ρ2

2 + µρ2
1] −

C

2

(

ρ1ρ2

2ρ2

)

.

(2.31)
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Note que neste caso há uma única singularidade, em ρ = 0. Esta corresponde a r1 −→ ∞,

r2 −→ ∞, |w| = 0 e |q| −→ ∞. A origem do plano w e os correspondentes pontos no infinito

do plano q são singularidades.

Apresentamos na Figura 2.3 abaixo a geometria da transformação

q =
1

4
(2w + 1/2w)

com algumas breves justificativas.
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Figura 2.3: Geometria da transformação de Birkhoff

P1 = (1/2, 0) e P2 = (−1/2, 0) são pontos fixos da transformação. A origem do plano

q é transformada nos pontos w = ±i/2, anotados por O1,2 = (0,±1/2) na figura. O arco

circular de raio 1/2 entre os pontos P1 = (1/2, 0) e O1 = (0, 1/2) é a imagem do segmento

OP1 no eixo q1. De fato, se w = 1/2 eis então q = (1/2) cos s. Quando s varia em (0, π/2)

tais caminhos são descritos.

A correspondência entre os pontos do plano q e do plano w é de um para dois. De fato,

4w2 − 8wq + 1 = 0 ∴ w1w2 = 1/4. (2.32)

Isto significa que dois valores no plano w correspondem a um único no plano q. Observe que

se |w1| ≤ 1/2, então |w2| ≥ 1/2, e vice-versa.
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No sistema de variáveis regularizadas a velocidade é expressa por

(du/dτ)2 + (dv/dτ)2 = 2U |f ′|2. (2.33)

Como um “controle de qualidade”, verifiquemos que são finitas as velocidades nos pontos

regulares P1 e P2.

Em P1, ρ1 = 0, ρ2 = 1, ρ = 1/2, e da equação (2.31) conclúımos que 2U |f ′|2 = 8(1−µ).

Assim, a velocidade é, por (2.33), 2[2(1 − µ)]1/2. Analogamente conclúımos que em P2 a

velocidade é 2(2µ)1/2.

2.3 Regularização global de Thiele-Burrau

A transformação aqui apresentada foi primeiramente usada por Euler ao estudar o problema

dos dois centros gravitacionais fixos. A regularização de Thielle-Burrau foi inicialmente pro-

posta por T.N. Thiele para o caso µ = 1/2. C. Burrau obteve mais tarde uma generalização

para valores arbitrários de µ.

Consideramos o sistema de coordenadas girantes com a origem localizada no ponto médio

entre as part́ıculas principais. As equações do movimento, energia e as demais equações do

nosso interesse são também dadas por (2.17) a (2.22).

A transformação de Thiele-Burrau é definida por

q =
1

2
cos w = f(w) (2.34)

ou

q =
1

4
(eiw + e−iw) = f(w). (2.35)

Seja w = u+ iv. A parte real e imaginária das funções seno e cosseno são como sabemos

dadas por:

cos(u+ iv) = cos u cosh v − i sen u senh v, (2.36)

sen(u+ iv) = sen u cosh v + i cos u senh v. (2.37)

Consideremos as relações trigonométricas:

cos α cos β = 1
2
[cos(α + β) + cos(α− β)],

senα sen β = 1
2
[cos(α− β) − cos(α + β)].

(2.38)
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Segue-se de (2.37) e (2.38) que

| cos w|2 = cos w cos w

= cos w cosw

= 1
2
(cos 2u+ cos 2iv).

Mas, cos iv = (ev + e−v)/2 = cosh v. Logo

| cos w|2 =
1

2
(cosh 2v − cos 2u). (2.39)

Analogamente, segue-se de (2.36), (2.38) e da relação sen iv = (e−v − ev)/2i = isenh v que:

|senw|2 =
1

2
(cosh 2y − cos 2x). (2.40)

Aplicando-se a transformação de Thiele-Burrau temos portanto que:

|f ′|2 =

∣

∣

∣

∣

−1

2
senw

∣

∣

∣

∣

2

=
1

4
(cosh2 v − cos2 u)

∴ |f ′|2 =
1

8
(cosh 2v − cos 2u).

(2.41)

As distâncias r, r1 e r2 são agora expressas por:

r =
1

2
| cos w|

=
1

2
(senh2v + cos2 u)1/2

∴ r =
1

2(2)1/2
(cosh 2v + cos 2u)1/2.

(2.42)

r1 =
1

2
| cos w − 1| =

1

2
(cosh v − cos u), (2.43)

e

r2 =
1

2
| cos w + 1| =

1

2
(cosh v − cos u) (2.44)

é portanto imediato de (2.44), (2.43) e (2.34) que

|f ′(w)|2 = r1r2. (2.45)

Ambas as singularidades são então eliminadas ao multiplicarmos Ω(q) por |f ′|2:

U |f ′|2 =
r1r2
2

[(1 − µ)r2
1 + µr2

2 − C] + (1 − µ)r2 + µr1. (2.46)
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Substituindo os valores de r1 e r2 dados em (2.43) e (2.44), temos que (2.46) se escreve como:

U |f ′|2 =
1

16
(cosh 2v − cos 2u) ·

[

1

4
− C +

1

8
(cosh 2v + cos 2u)+

(µ− 1/2) cosh v cos u
]

+ (1/2 − µ) cos µ+
1

2
cosh v. (2.47)

Anotemos (2.47) por U |f ′|2 =: Ω∗(u, v).

A geometria da transformação de Thiele-Burrau pode ser entendida reescrevendo-se

(2.47) em coordenadas:

q1 = 1
2
cos u cosh v,

q2 = −1
2
sen usenh v.

(2.48)

Desde que
q2
1

cos2 u
− q2

2

sen2u
=

1

4
e

q2
1

cosh2 v
+

q2
2

senh2v
=

1

4
, (2.49)

as retas obtidas fixando-se u e v são os mapas respectivos de hipérboles e elipses do plano

q1, q2.

O centro dessas hipérboles e elipses cofocais é a origem q = 0, e os focos são justamente

os pontos onde as part́ıculas principais estão localizadas.

Observemos que a origem do plano q é transformada nos pontos v = 0, u = ±(2n +

1) π/2 ∀n ∈ N os quais são obtidos a partir de (2.48) quando q1 = q2 = 0. Quando

u = v = 0, q = (1/2, 0), isto é, a origem do plano w corresponde a m1 no plano q. Além

disso, pontos do plano w correspondentes a m1 têm coordenadas v = 0, u = 0, ±2kπ com

k ∈ Z. P2(−1/2, 0) é transformado em v = 0, u = ±(2n+ 1)π para todo n ∈ N.
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Figura 2.4: Geometria da transformação de Thiele-Burrau
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Lembremos que a expressão da velocidade, (2.33), pode ser obtida a partir de

(du/dτ)2 + (dv/dτ)2 = 2U |f ′|2

ou

(du/dτ)2 + (dv/dτ)2 = 2Ω∗(u, v).

Em m1, u = v = 0 e 2Ω∗(u, v) = 2(1−µ). Em m2, u = π, v = 0 e 2Ω∗(u, v) = 2µ. Portanto,

o valor absoluto da velocidade regularizada é [2(1 − µ)]1/2 em m1 e (2µ)1/2 em m2.

Como na transformação de Levi-Civita, as equações diferenciais do movimento na colisão

são dadas por u′′ = 0 e v′′ = 0.

Comentário: Se denotarmos por fB = fB(w) a transformação de Birkhoff e fT = fT (w) a

de Thiele-Burrau, então estas estão relacionadas por:

fT (w) = (fB ◦ g)(w),

onde g(w) = 1
2
eiw.

2.4 Regularização de Lemâıtre

Consideremos também neste caso o sistema de coordenadas girante com a origem localizada

no ponto médio entre as part́ıculas principais. Definimos a transformação de Lemâıtre por:

q =
1

4
(w2 + 1/w2), (2.50)

com

|f ′(w)|2 =
|w4 − 1|2

4|w|6 =
dt

dτ
. (2.51)

Aplicada a transformação, temos que as distâncias de m1 e m2 a terceira part́ıcula são

dadas por:

r1 = |q − 1/2| =
|w2 − 1|2

4|w|2 (2.52)

e

r2 = |q + 1/2| =
|w2 + 1|2

4|w|2 . (2.53)

Segue-se que

|f ′(w)|2 =
4r1r2
|w|2 . (2.54)



46 Lucas de C. Lapa CAPÍTULO 2

Vejamos que as singularidades presentes na colisão de m3 com m1 e m2 são de fato

eliminadas:

U |f ′(w)|2 = |f ′|2
{

1

2
[(1µ)r2

1 + µr2
2] +

1 − µ

r1
+
µ

r2
− C

2

}

.

=
4r1r2
|w|2

{

1

2
[r2

1 − µ(r2
1 + r2

2)] +
(1 − µ)r2 + µr1

r1r2
− C

2

}

.

=
|1 − w4|2
128|w|10 [−16C|w|4 + |1 − w2|4 − µ(|1 − w2|4 − |1 + w2|4)]+

1

|w|4 [(1 − µ)|1 + w2|2 + µ|1 − w2|2].

(2.55)

Anotemos: U |f ′|2 = Ω∗(u, v).

Passemos a avaliar alguns aspectos concernentes a geometria da transformação de Lemâıtre.

Se w = ±1 em (2.50) então q = 1/2, enquanto que se w = ±i, então q = −1/2. Isto é,

no plano transformado w, as part́ıculas principais estão localizadas nos pontos w = ±1 e

w = ±i. A origem do plano q é transformada em w = (−1)1/4, como podemos concluir

resolvendo (2.50) para w com q = 0. Por outro lado, a origem do plano regularizado, w = 0,

corresponde aos pontos no infinito do plano q.

Observemos que Ω∗(u, v) é regular e toda parte, exceto em w = 0. Além disso, temos de

(2.50) que

w4 − 4qw2 + 1 = 0. (2.56)

Logo,

w = ±[2q ± (4q211)1/2]1/2. (2.57)

Com isto conclúımos que a cada ponto no plano q correspondem 4 pontos no plano w.

Substituindo-se q por w em (2.56) temos a equação:

w4 − 4w3 + 1 = 0, (2.58)

cujas soluções são os pontos fixos da transformação de Lemâıtre.

A fim de estudarmos os pontos fixos sobre o eixo real, consideremos a seguinte

Proposição 2.1 (A regra do sinal de Descartes). O número de ráızes positivas de um

polinômio com coeficientes reais é igual ao número de “trocas de sinal” na lista de coefi-

cientes, ou é um múltiplo de dois menor que este número. Em particular, como as ráızes

negativas da equação polinomial f(x) = 0 são ráızes positivas da equação f(−x) = 0, a regra

pode ser usada para estimar o número de ráızes negativas.
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Para uma demonstração deste resultado, ver por exemplo [11] e [12]. Os pontos fixos ao

longo do eixo real são as soluções da equação:

h(u) = u4 − 4u+ 1 = 0

de acordo com a regra do sinal de Descartes, h(u) = 0 não possui ráızes negativas, e tem no

máximo duas ráızes positivas. Como h(1/2) > 0 e h(1) < 0, uma das ráızes positivas esta

na região d do plano q indicada na figura abaixo (pontos (q1, 0) com 1/2 < q1 < 1). Além

disso, como o mı́nimo de h é atingido em u = 3, h(3) < 0 e h(4) = 1, então a outra raiz

positiva esta entre 3 < w = q = u = q1 < 4. Isto é, está localizada fora do ćırculo unitário

sobre o semieixo positivo de u e sobre a região d.

As duas outras ráızes de h(u) = 0 tem parte imaginária não nula e esgotam os pontos

fixos da transformação.
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Figura 2.5: Geometria da transformação de Lemâıtre

Para obtermos as velocidades transformadas nos pontos de colisão, deveos avaliar Ω∗(u, v)

nos pontos w = ±1 (correspondentes a m1) e w = ±i (correspondentes a m2). Por (2.55),

Ω∗(P1) = 4(1 − µ) e Ω∗(P2) = 4µ.

A energia dos sistema transformado é dada por:

u′2 + v′2 = 2Ω∗.
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Assim, a magnitude da velocidade regularizada em m1 é [8(1 − µ)]1/2, e em m2 (8µ)1/2.

A transformação proposta por Arenstorf é uma modificação do método que acabamos

de descrever. A transformação de Lemâıtre dada em (2.50) é equivalente a introduzida por

Arenstorf. Mas, enquanto |f ′|2 = dt/dτ na regularização de Lemâıtre, dt/dτ = |w f ′|2 é a

transformação do tempo na regularização de Arenstorf. Esta última reparametrização do

tempo satisfaz a condição de equivalência dinâmica, mencionada anteriormente.

Comentário: Se denotarmos por fB = fB(w) a transformação de Birkhoff, e por fL = fL(w)

a transformação e de Lemâıtre, temos que estas estão relacionadas por:

fL(w) = (fB ◦ g)(w),

onde

f(w) =
w2

2

para todo w 6= 0.

2.5 Generalização dos métodos de regularização global

no problema restrito dos três corpos

Em geral, os três métodos de regularização global no problema restrito dos três corpos acima

descritos são baseados na função

q = A

[

h(w) +
1

h(w)

]

. (2.59)

Nos três casos, A ≡ 1/4 e nas transformações de Birkhoff, Thiele-Burrau e Lemâıtre temos

respectivamente que

h(w) = 2w, eiw e w2.

Observemos que a seguir que a escolha de A = 1/4 é meramente uma questão de comodidade:

f ′(w) = A[h′ − h−2h′] ∴ |f ′(w)|2 = |A|2 · |h
′|2|h2 − 1|2

|h|4 (2.60)

Das relações r1 = |q − 1/2| e r2 = |q + 1/2| segue-se ao aplicarmos a transformação que

r1 =
|2Ah2 − h+ 2A|

2|h| , r2 =
|2Ah2 + h+ 2A|

2|h| (2.61)

Como U possui dois polos, em r1 = 0 e r2 = 0, o produto |f ′|2U têm os termos 1/r1

e 1/r2 regularizados desde que |f ′|2 seja da forma |f ′|2 = (r1r2)
nγ(w). A função γ = γ(w)
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deve ser regular nas singularidades, e a prinćıpio, n ≥ 1. Se n > 1, então |f ′|2U = 0 nos

pontos singulares e consequentemente, a velocidade nestes pontos também é nula. De fato,

se grad|f ′|2U = 0 nas singularidades então a aceleração é também nula nestes pontos. Logo,

obtemos uma solução de equiĺıbrio para a qual a part́ıcula permanece em repouso no ponto

singular. Então, é necessário que seja n = 1.

Para as transformações de Birkhoff, Thiele-Burau e Lemâıtre temos que γ(w) é igual

a |w|2, 1, e 4|w|−2 respectivamente. Observe que o ponto w = 0, em nenhuma das três

transformações, coincide com a posição das part́ıculas materiais.

Segue-se de (2.61) que

|2Ah2 − h+ 2A|
2|h| · |2Ah

2 + h+ 2A|
2|h| · γ(w) =

|A|2|h′|2|h2 − 1|2
|h|4 .

Logo,
|4Ah4 + 8A2h2 + 4A2 − h2|

4|h|2 · γ(w) =
|A|2|h′|2|h2 − 1|2

|h|4 ,

donde
|(h2 + 1)2 − h2/4A2|

|h|2 · γ(w) =
|h− 1|2|h′|2

|h|4 . (2.62)

Se a = 1/4, então:

γ(w) =

∣

∣

∣

∣

h′

h

∣

∣

∣

∣

2

e |f ′|2 = r1r2

∣

∣

∣

∣

h′

h

∣

∣

∣

∣

2

. (2.63)

Sejam w1 e w2 os pontos correspondentes às part́ıculas principais m1 e m2 respectiva-

mente no plano transformado. Pela equação (2.59), temos que:

[h(w1) + h−1(w1)] = 2 e [h(w2) + h−1(w2)] = −2. (2.64)

Logo, h(w1) = 1 e h(w2) = −1. Estas equações podem, é claro, admitir ráızes múltiplas.

Além disso, as soluções em (2.64) são justamente as singularidades no plano transformado.

Os pontos singulares são então eliminados:

Ω∗(u, v) = U |f ′|2

=

∣

∣

∣

∣

h′

h

∣

∣

∣

∣

2

· r1r2
2

[r2
1 − C + µ(r2

2 − r2
1)]+

∣

∣

∣

∣

h′

h

∣

∣

∣

∣

2

· [(1 − µ)r2 + r1].

(2.65)

Vimos que h 6= 0 nos pontos correspondentes às part́ıculas materiais. Logo, basta que

h′(w1) e h′(w2) sejam finitas para que Ω∗(u, v) seja regular. Estas condições são claramente
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satisfeitas quando h(w) = 2w, eiw ou w2, pois, respectivamente, h′(w) = 2, ieiw e 2w.

No caso da transformação de Thiele-Burrau, h′ = ieiw = ih, log h′(w1) = ih(w1) = i e

h′(wz) = ih(w2) = −i as quais são finitas. E finalmente, para a transformação de Lemâıtre

temos que h′ = 2w = 2h1/2, donde h′(w1) = ±2 e h′(w2) = ±2i, as quais são também finitas.

Para i = 1, 2 denotemos por wmi
a velocidade em mi. Pela equação (2.65) temos que:

|w′
m1

| = [2Ω∗(r1 = 0, r2 = 1)]1/2 =

∣

∣

∣

∣

h′

h

∣

∣

∣

∣

[2(1 − µ)]1/2, (2.66)

e

|w′
m2

| = [2Ω∗(r1 = 1, r2 = 0)]1/2 =

∣

∣

∣

∣

h′

h

∣

∣

∣

∣

(2µ)1/2. (2.67)

Desde que nas part́ıculas,

|h(w1)| = |h(w2)| = 1,

segue-se que

|w′
m1

| = |h′(w1)|[2(1 − µ)]1/2 e |w′
m2

| = |h′(w2)|(2µ)1/2. (2.68)

2.6 Comparação entre os métodos de regularização global

no problema restrito dos três corpos

Vimos que nas transformações de Birkhoff, Lemâıtre e Thiele-Burrau a correspondência entre

um dado valor no plano original e no plano transformado é, respectivamente, de um para

dois, um para quatro e um para infinito. Podemos então grosseiramente dizer que o mapa

de Birkhoff leva vantagem em relação aos demais neste aspecto. Em geral, se definirmos

h(w) = α(w)n então:

α2w2n − 4αqwn + 1 = 0.

Assim, a correspondência acima mencionada é o dobro do grau da função h.

Consideremos agora as equações diferenciais regularizadas aplicando-se cada um três

métodos. Como enfatizamos anteriormente, as expressões na equação do movimento a serem

consideradas são as de |f ′(w)|2 e Ω∗(u, v). Na transformação de Thiele-Burrau,

|f ′
T (w)|2 =

1

4
|senw|2.

Para a transformação de Birkhoff,

|f ′
B(w)|2 =

|4w2 − 1|2
4|w|6
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e para o mapa de Lemâıtre,

|f ′
L(w)|2 =

|w4 − 1|2
4|w|6 .

Para as quais, fT , fB e fL denotam as funções de Thiele, Birkhoff e Lemâıtre respectivamente.

Se w = u+ iv então

|f ′
T (w)|2 =

1

8
(cosh 2v − cos 2u),

Enquanto que as expressões correspondentes para |f ′
B(w)|2 e |f ′

L(w)|2 são funções racionais

cujos numeradores e denominadores têm grau no mı́nimo igual a quatro.

Observações similares podem ser feitas com respeito a Ω∗ = Ω∗(u, v). No caso da trans-

formação de Thiele a expressão de Ω∗ envolve apenas funções elementares ou combinações

destas:

Ω∗(u, v) =
1

16
(cosh 2v − cos 2u) ·

[

1

4
− C

1

8
(cosh 2v + cos 2u)+

(µ− 1/2) cosh v cos u
]

+ (1/2 − µ) cos u+
1

2
cosh v.

Enquanto que no caso da transformação de Lemâıtre além da regularização a função

Ω∗ é racionalizada, no mapa de Birkhoff isto não ocorre. De fato, podemos observar que

a presença do termo ρ−3 = |w|−3 = (u2 + v2)−3/2 implica que Ω∗ não é uma função de

Birkhoff. No entanto, a expressão de Ω∗ no caso do mapa de Lemâıtre possui termos com

até décima sexta ordem, enquanto que ocorrem no máximo termos de ordem oito no caso da

transformação de Birkhoff. Tais afirmações seguem imediatamente das expressões de Ω∗ em

cada um dos dois casos:

Ω∗ = ρ2
1ρ

2
2[(1 − µ)ρ4

1 + µρ4
2] +

1

2ρ3
[(1 − µ)ρ2

2 + µρ2
1] −

C

2

(

ρ1ρ2

2ρ2

)

.

No caso de Birkhoff,

Ω∗ =
|1 − w4|2
128|w|10 [−16C|w|4 + |1 − w2|4 − µ(1 − w2|4 − µ(|1 − w2|4 − |1 + w2|4)]+

=
1

|w|4 [(1 − µ)|1 − w2|2 + µ|1 − w2|2],

no caso de Lemâıtre.

Enfatizamos agora a semelhança entre as equações do movimento transformadas ao apli-

carmos a regularizações até então estudadas. Tanto no sistema de coordenadas para o qual

a origem é o centro de massa das part́ıculas, z = z(t), como para aquele no qual a origem é

o ponto médio entre as part́ıculas principais, q = q(t), temos que:

z̈ + 2iż = gradzΩ
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ou

z̈ + λ(z)ż = gradzΩ, com λ(z) ≡ 2i

é a equação do movimento original (antes de aplicarmos a regularização).

Aplicando-se a transformação z = f(w) e dt = |f ′(w)|2dτ a última equação, obtemos:

w′′ + 2i|f ′(w)|2w′ = gradwΩ∗,

ou

w′′ + λ∗(w)w′ = gradwΩ∗,

com

λ∗(w) = 2i|f ′(w)|2 e Ω∗ = (Ω − C/2)|f ′(w)|2.

Observemos que a equação diferencial original e a transformada possuem a mesma forma.

Esta “invariância” ocorre também com a integral primeira dada pela energia:

|ż|2 = 2Ω − C e |w′|2 = 2Ω.

Comentário: Baseados na invariância acima referida, podemos generalizar o problema

restrito dos três corpos e expressá-lo em termos da equação

d2y

dx2
+ λ(y)

dy

dx
= gradyF (y),

onde y é a matriz complexa dependente e x a variável real independente. As funções λ e F

são regulares na região de interesse. Esta equação admite uma integral primeira da forma:

|dy/dx|2 = 2F − C,

para uma função λ arbitrária.

2.7 Da existência de soluções

Discutiremos aqui o seguinte resultado:

Proposição 2.2 Qualquer singularidade real e finita da solução das equação diferenciais do

movimento correspondem a colisão com uma das part́ıculas principais.

As equações do movimento e a energia são no sistema (f́ısico) original dadas por

ẍ− 2ẏ = Ωx, ÿ + 2ẋ = Ωy (2.69)
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e

ẋ2 + ẏ2 = 2Ω − C (2.70)

onde

Ω =
1

2
[(1 − µ)r2

1 + µr2
2] +

1 − µ

r1
+
µ

r2
. (2.71)

Observemos que Ω é uma função limitada desde que r1, r2, r
−1
1 e r−1

2 o sejam. Neste caso,

colisões não ocorrem e Ω permanece finito no futuro.

Fixados os valores de C e do parâmetro de massa µ, conclúımos de (2.71) que Ω é

limitada somente se ẋ e ẏ são limitados.

É natural definirmos a função

ρ(t) = min(r1, r2, r
−1
1 , r−1

2 ), (2.72)

a qual é não-negativa ao longo de soluções. Como discutimos acima, ρ(t) = 0 implica que Ω

é ilimitada. Consideremos agora o seguinte

Teorema 2.1 Para valores fixos de µ, C e para ρ∗ > 0 existem constantes α∗ > 0, β∗ > 0

tais que qualquer solução x(t), y(t) para qual ρ > ρ∗ em t = t0 satisfaz:

(I) a solução é regular e anaĺıtica no intervalo de tempo

|t− t0| < α∗

(II) a solução é ilimitada, e

[x(t) − x(t0)]
2 + [y(t) − y(t0)]

2 < β∗

no intervalo de tempo |t− t0| < α∗.

Para uma demonstração deste fato ver a referência [5], pg. 356.

Se a solução não é anaĺıtica regular, então

lim
t→tc

ρ(t) = 0, (2.73)

onde tc é o instante da colisão. Mas, isto ocorre se e somente valem as condições:

(i) lim r1(t) = 0

(ii) lim r2(t) = 0

(i) lim r−1
1 (t) = 0
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quando t −→ tc. Nos casos (i) e (ii) há colisão. No caso (iii), Ω = +∞, equivalentemente a

quando r−1
2 (t) −→ 0. Os problemas oriundos da colisão podem ser abordados com as técnicas

de regularização descritas neste trabalho. E quanto ao caso r−1
1 (t) −→ 0 (ou r−1

2 (t) −→ 0)?

Veremos a seguir que no problema restrito, r−1
1 (t) −→ 0 (e consequentemente Ω −→ ∞) não

ocorre em tempo finito.

Quando r1(t) −→ ∞, a força centŕıfuga associada ao movimento tem magnitude de

maior grandeza com respeito a força gravitacional. E neste caso1,

ẍ− 2ẏ = x, ÿ + 2ẋ = y (2.74)

e

ẋ2 + ẏ2 = x2 + y2 − C̃. (2.75)

As soluções deste sistema de equações diferenciais lineares são anaĺıticas regulares para todo

t finito. Assim, x2 + y2 é finito quando t −→ tc. Mas isto é uma contradição, pois

ẋ2 + ẏ2 −−→
t→tc

∞ (2.76)

e consequentemente x2 + y2 tende ao infinito próximo a colisão. Conclúımos portanto que

x(t) e y(t) parmanecem limitados para toda solução do problema restrito na qual t <∞.

Vimos portanto que apenas singularidades correspondentes a colisão podem ocorrer.

Aplicando-se uma regularização conveniente, mostramos que uma solução pode ser extendida

analiticamente através de uma colisão. Assim, as soluções do problema restrito dos três

corpos existem para todo tempo finito.

Examinamos ainda duas outras questões primeiramente, questionamos a analiticidade

do tempo t como função do tempo transformado τ .

Vimos no caso da colisão binária do problema dos dois corpos, por exemplo, que

τ(t) =

∫ t

t0

dt

r(t)
. (2.77)

Assim,

τ(t) =

∫ t

tc

dt

r(t)
+ τc. (2.78)

Mas, r(t) = A(t− tc)
2/3 + · · · , logo, o integrando é infinito quanto t −→ tc.

De fato, vimos que dτ/dt não é limitado na colisão para nenhuma das regularizações que

estudamos. Assim, a existência do

lim
t→tc

τ =: τc (2.79)

1ver ref. [6].
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deve ser examinada com cuidado.

Após a integração, conclúımos de (2.78) que

τ(t) −→ B(t− tc)
1/3 + τc.

Logo, τ(t) existe para t > tc e τ −→ τc quando t −→ tc.

Consideramos agora uma última questão: Se existe colisão para um tempo finito, então

a solução do problema pode não estar definida para todo −∞ < t <∞.

O fato de que: se existem infinitas colisões, então não há um ponto de acumulação a

distância finita da origem para este conjunto de colisões, foi provado por Wintner e Arenstorf,

ver [5].

Neste caso, o problema fica então resolvido.

Por fim, observamos que dτ/dt ≥ 0 de modo estritamente crescente em todas as trans-

formações estudadas. No entanto a variável de regularização do tempo τ , pode não variar

em todo intervalo extendido [−∞,∞], mesmo que t varie. Na regularização correspondentes

ao infinito no plano f́ısico. Pontos no infinito do plano original, por sua vez, correspondem

a t −→ ∞. Consequentemente, temos um exemplo de quando uma solução do plano w

(regularizado) se aproxima da singularidade com τ <∞ correspondentemente a t −→ ∞.

2.8 Regularização do problema restrito dos três corpos

com variáveis canônicas

Considere o sistema de coordenadas cartesianas retangulares girantes para o problema re-

strito dos três corpos. O hamiltoniano associado é:

H =
1

2
(p2

1 + p2
2) + q2p1 − q1p2 − F (q1, q2) (2.80)

onde q1 e q2 são as coordenadas cartesianas girantes, p1 e p2 são os momentos conjugados e

F (q1, q2) = µ1/r1 + µ2/r2,

com

r1 = [(q1 − µ2)
2 + q2

2]
1/2 e r2 = [(q1 + µ1)

2 + q2
2]

1/2

Efetuamos primeiramente uma transformação de coordenadas no espaço da fase, e por fim

uma transformação no espaço de fase extendido.
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Usaremos a mesma função geradora do caso anterior (problema dos dois corpos):

W3 = p1(Q1, Q2) + p2g(Q1, Q2).

As equações de transformação são novamente dadas por

q1 =
∂W3

∂pi
e p1 =

∂W3

∂Qi

para i = 1, 2.

Conseqüentemente, como antes,

∂f

∂Qi
=

∂g

∂Q2
,

∂f

∂Q2
= − ∂g

∂Q1
, (2.81)

e
(

P1

P2

)

= A

(

p1

p2

)

, (2.82)

onde A =

(

a11 a12

−a12 a11

)

é não-singular anti-simétrica com entradas a11 = ∂f
∂Q1

e a12 = ∂g
∂Q2

.

Assim, de (2.82),

(

p1

p2

)

=
1

detA

(

a11 −a12

a12 a11

)(

P1

P2

)

=
1

detA





∂f
∂Q1

· P1 − ∂f
∂Q1

· P2

∂g
∂Q1

· P1 + ∂f
∂Q1

· P2





Desde que detA = D em nossa notação e q1 = f, q2 = g, podemos usar as relações de

Cauchy-Riemann para escrever:

q2p1 − p2q1 =
1

2D
[P1 ·

∂

∂Q2

(f 2 + g2) − P2 ·
∂

∂Q1

(f 2 + g2)]. (2.83)

Ficamos portanto com o seguinte hamiltoniano transformado:

H̃ =
1

2D
[p2

1 + P 2
2 + P1 ·

∂

∂Q1

(g2 + f 2) − P2 ·
∂

∂Q1

(g2 + f 2)] − F̃ (Q1, Q2). (2.84)

As equações do movimento são:

Q̇1 =
1

2D

[

2P1 +
∂

∂Q1
(f 2 + g2)

]

,

Q̇2 =
1

2D

[

2P2 −
∂

∂Q1

(f 2 + g2)

]

,

(2.85)

Ṗ1 = −∂H̃/∂Q1 e Ṗ2 = ∂H̃/∂Q2. (2.86)
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No espaço de fase extendido o hamiltoniano é:

Γ = P3 +
1

2D

[

P 2
1 + P 2

2 + P1 ·
∂

∂Q2

(f 2 + g2) − P2 ·
∂

∂Q1

(f 2 + g2)

]

− F̃ (Q1, Q2), (2.87)

e as equações do movimento são reduzidas às mesmas equações dadas em (2.85) e (2.86).

O novo hamiltoniano no espaço de fase extendido é Γ∗ = DΓ, ou

Γ∗ = DP3 +
1

2

[

P 2
1 + P 2

2 + P1 ·
∂

∂Q2

(f 2 + g2) + P2 ·
∂

∂Q1

(f 2 + g2)

]

−DF̃ . (2.88)

Com isto, podemos estabelecer as equações do movimento usando a nova variável do tempo,

τ . Aplicamos a mesma reparametrização do tempo usada para o problema dos dois corpos:

dt = Ddτ. (2.89)

Assim,

Q′
1 = P1 +

1

2

∂

∂Q2
|ϕ|2,

Q′
2 = P2 −

1

2

∂

∂Q1

|ϕ|2,

Q′
3 = D,

(2.90)

com

ϕ := f(Q1, Q2) + ig(Q1, Q2). (2.91)

As demais equações do nosso sistema hamiltoniano transformado são:

P ′
1 = −P3

∂D

∂Q1

− 1

2

[

P1
∂2|ϕ|2
∂Q1∂Q2

− P2
∂2|ϕ|2
∂Q2

1

]

+
∂

∂Q1

(DF̃ ),

P ′
2 = −P3

∂D

∂Q2
− 1

2

[

P1
∂2|ϕ|2
∂Q2

2

− P2
∂2|ϕ|2
∂Q2∂Q1

]

+
∂

∂Q2
(DF̃ ),

P ′
3 = 0.

(2.92)

A última equação expressa o fato de que H̃ é constante. As singularidades estão no último

termo das duas primeiras equações do sistema (2.92), similarmente ao termo D(f 2 + g2)−1/2

que ocorre no problema dos dois corpos.

As equações em (2.90) e (2.92) representam um sistema de ordem seis. Desprezando-se

a última equação em cada um destes conjuntos de equações em cada um destes conjuntos

de equações, ficamos com um sistema de ordem quatro.

Se a partir de (2.90) computarmos Q′′
1 e Q′′

2, substituiremos no resultado os valores de
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P ′
1 e P ′

2 dados em (2.92) e de P1, P2 dados em (2.82), então obtemos2:

Q′′
1 − 2DQ′

2 =
2

∂Q1
D

(

1

2
|φ|2 − P3 + F̃

)

Q′′
2 + 2DQ′

1 =
2

∂Q12
D

(

1

2
|φ|2 − P3 + F̃

)

.

(2.93)

Em nosso sistema de coordenadas transformadas, temos da energia associada ao prob-

lema as seguintes identidades3

1

2
(f 2 + g2) + F̃ = Ω − 1

2
µ1µ2 (2.94)

e

P3 = −H̃ =
C − µ1µ2

2
. (2.95)

Subtraindo (2.95) de (2.94) obtemos

1

2
(f 2 + g2) − P3 + F̃ = Ω − C

2
ou

1

2
|φ|2 − P3 + F̃ = Ω − C

2
(2.96)

substituindo (2.96) em (2.93), ficamos com o seguinte sistema:

Q′′
1 − 2DQ′

2 =
∂

∂Q1
D

(

Ω − C

2

)

Q′′
2 + 2DQ′

1 =
∂

∂Q2
D

(

Ω − C

2

)

.

(2.97)

Definindo w := Q1 + iQ2 e D := |φ|2 = |f ′(w)|2 o sistema anterior pode ser escrito sob

a forma

w′′ + 2i|f ′(w)|2w′ = gradw|f ′|2
(

Ω − C

2

)

. (2.98)

A equação (2.98) é idêntica a equação do movimento transformada estudada anteriormente

na regularização local do problema restrito dos três corpos. Isto conclui nossa discussão sobre

um método geral de regularizar equações do movimento à luz da dinâmica hamiltoniana.

2ver ref. [6] (1967), pg. 378
3ver ref. [6] (1967), pgs. 18, 351 e 378.



Caṕıtulo 3

Coordenadas Simétricas e
Regularizadas no Problema Planar
dos Três Corpos

Passaremos a apresentar e discutir nos parágrafos abaixo um conjunto de variáveis bem

adaptadas ao problema planar dos três corpos. Serão aplicadas ao problema em foco trans-

formações devidas a Murnaghan [16], Lemâıtre [13] e McGehee [15].

3.1 Coordenadas simétricas

Sejam Xj ∈ C para j = 1, 2, 3 as coordenadas cartesianas das massas mj > 0 no problema

planar dos três corpos. Os momentos canonicamente conjugadas são dados por:

Pj = mj
dXj

dt
para j = 1, 2, 3, (3.1)

onde t representa o tempo.

Se adotarmos o sistema do centro de massa, então

3
∑

j=1

mjXj = 0 e

3
∑

j=1

Pj = 0 (3.2)

são integrais primeiras para o movimento.

A energia cinética associada ao problema é dada por

T =
1

2

3
∑

j=1

1

mj
|Pj |2. (3.3)

Além disso, se denotarmos por (j, k, l) as permutações ćıclicas de (1,2,3), podemos então

59
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expressar o potencial como

U =
∑ mkml

aj

, (3.4)

onde

aj := |Xl −Xk|. (3.5)

O hamiltoniano associado é

H = T − U ou H =
1

2

3
∑

j=1

1

mj

|Pj|2 −
∑ mkml

aj

(3.6)

j
2

j
1

m2

m1

m3

j
3

a2

a1

a3

X3

X2

X1

O

3

1

2

q

q

q

Figura 3.1: O problema planar dos três corpos.

Observe que o nosso sistema hamiltoniano,

dXj

dt
=
∂H

∂Pj
,

dPj

dt
= − ∂H

∂Xj
, (3.7)

tem quatro graus de liberdade.

Trataremos agora de introduzir as coordenadas simétricas de Murnaghan [16] a1, a2, a3, ϕ

neste sistema com quatro graus de liberdade. Sejam aj e ϕj o comprimento e a direção do

lado oposto a mj respectivamente. Definimos no triângulo da figura acima

Xl −Xk := aje
iϕj , com (i2 = −1), (3.8)

e

ϕ =
1

3
(ϕ1 + ϕ2 + ϕ3). (3.9)

Observe que (3.8) é a representação polar do vetor diferença Xl −Xk.

Afim de obtermos a transformação inversa, considere os ângulos exteriores do triângulo

com vértices m1, m2, m3:

θj = ϕl − ϕk(mod 2π), (3.10)
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para j = 1, 2, 3. A relação dada em (3.10) é de verificação imediata (ver figura 3.1).

Indicamos, com breves justificativas, pertinentes relações geométricas envolvidas no prob-

lema:

cos θj =
a2

j − a2
k − a2

l

2akal
, sen θj =

2S

akal
(3.11)

tg
θj

2
=

4

a2
j − (ak − al)2

. (3.12)

Aqui, S é a área do triângulo:

S =
√

σ(σ − a1)(σ − a2)(σ − a3), σ =
1

2
(a1 + a2 + a3). (3.13)

Para justificarmos a primeira das relações em (3.11), basta considerar a lei dos cossenos para

o ângulo interno adjacente a θj e o fato de que cos(π−θj) = − cos θj . A segunda das relações

em (3.11) é comum para ângulos internos. como sen(π − θj) = sen θj , a relação se verifica.

Para mostrarmos (3.12), podemos por exemplo observar que a relação trigonométrica tg θi =

2tg(θj/2)/(1 − tg2(θj/2)) pode ser resolvida para tg(θj/2), e que tgθj é obtida a partir de

(3.11).

Segue-se de (3.9) e (3.10) que:

ϕ+
1

3
(θl − θk) =

1

3
(ϕj + ϕk + ϕl) +

1

3
(ϕj − ϕk − ϕl + ϕj)

donde

ϕj = ϕ+
1

3
(θl − θk). (3.14)

Segue-se de (3.2) e (3.8) que:

mlake
iϕk −mkale

iϕl = ml(Xj −Xl) −mk(Xk −Xj)
= mlXj +mkXj +mlXj.

Logo, definindo-se m := Σmj ,

mXj = mlake
iϕk −mkake

iϕk . (3.15)

Dados os valores a1, a2 e a3, podemos calcular θj mod 2π a partir de (3.12), e então

obter as coordenadas cartesianas usando as expressões em (3.14) e (3.15).

Aplicamos a seguir uma técnica para eliminação dos nodos (simetrias de rotação) de-

vida a Kamplen e Winter (1937) APUD. Waldvogel [1]. Esta consiste, essencialmente, em

introduzir as variáveis p1, p2, p3 e pϕ canonicamente conjugadas com respeito a a1, a2, a3 e ϕ

respectivamente.
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Considere a função geradora:

G = a1p1 + a2p2 + a3p3 + ϕpϕ. (3.16)

A partir (3.16) obtemos ver referência [1]:

Pj = 2
∂G

∂X j

= pke
iϕk − ple

iϕl +
ipϕ

3

(

eiϕk

ak
− eiϕl

al

)

. (3.17)

Observe que esta expressão fornece a transformação imersa juntamente com (3.15), fornece

a transformação inversa acima mencionada.

Podemos escrever a energia cinética transformada como

T =
1

2

∑ 1

mj

(

p2
k + p2

l + pkpl

a2
k + a2

l − a2
j

akal

)

+

2pϕ

3

∑ 1

mj

(

pk

al

− pl

ak

)

S

akal

+
p2

ϕ

9

∑ 1

mj

a2
k + a2

l − 1
2
a2

j

a2
ka

2
l

.

(3.18)

Com efeito, segue-se de (3.11), (3.12) e (3.17) que:

|Pj|2 = PjPj

=

[

pke
iϕk − Ple

iϕl +
ipϕ

3

(

eiϕk

ak
− eiϕl

al

)]

×
[

pke
−iϕk − Ple

−iϕl − ipϕ

3

(

e−iϕk

ak
− e−iϕl

al

)]

= p2
k + p2

l − pkp
lei(ϕk−ϕl) − pkple

−i(ϕk−ϕl)+

ipϕ

3

(

pk

ak

− pke
−i(ϕk−ϕl)

al

)

− ipϕ

3

(

ple
−i(ϕk−ϕl)

ak

− pl

al

)

−

ipϕ

3

(

pk

ak
− pke

i(ϕk−ϕl)

al

)

+
ipϕ

3

(

ple
−i(ϕk−ϕl)

ak
− pl

al

)

+

p2
ϕ

9

(

e−iϕk

ak

− e−ϕl

al

)(

e−iϕk

ak

− eiϕl

al

)

= p2
k + p2

l − 2pkplRee
−iθj − ipϕ

3

(

pk

al
− pl

ak

)

2i Im e−iθj

+
p2

ϕ

9

(

1

a2
k

+
1

a2
l

− 2Ree−iθj

)

= p2
k + p2

l + pkpl

a2
k + a2

l − a2
j

akaj

+

2pϕ

3

(

pk

al
− pl

ak

)

S

akal
+
p2

ϕ

9

a2
k + a2

l − 1
2
a2

j

a2
ka

2
j

.
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Substituindo-se o valor de |Pj|2 em (3.3) obtemos (3.18).

Podemos resolver (3.15) paraXj e então tomar o seu conjugadoXj. Efetuando o produto

XjPj obtemos a seguinte relação

3
∑

j=1

XjPj =

3
∑

j=1

ajpj + ipϕ. (3.19)

Ficamos com a seguinte função hamiltoniana

H =
1

2

∑ 1

mj

(

p2
k + p2

l + pkpl

a2
k + a2

l − a2
j

akal

)

+

=
2pϕ

3

∑ 1

mj

(

pk

al

− pl

ak

)

S

akal

+
p2

ϕ

9

∑ 1

mj

a2
k + a2

l − 1
2
a2

j

a2
ka

2
l

−
∑ mkml

aj
.

Estamos agora em condições de escrever as equações do movimento no sistema transfor-

mado
daj

dt
=
∂H

∂pj
,

dpj

dt
= −∂H

∂aj
com j = 1, 2, 3 (3.20)

e
dϕ

dt
=
∂H

∂pϕ
,

dpϕ

dt
= −∂H

∂ϕ
= 0. (3.21)

O ângulo ϕ é uma variável ćıclica. Portanto, (3.21) implica que pϕ é uma integral

primeira para o movimento. Observemos que, por (3.19),

pϕ = Im
3
∑

j=1

XjPj = constante (3.22)

é o momento angular com respeito ao centro de massa. Isto encerra a eliminação dos nodos.

As equações (3.20) formam um sistema com seis equações diferenciais para aj , pj com

j = 1, 2, 3. Para esse sistema,

H = T − U = h = const. (3.23)

é uma integral.

Por fim, enfatizamos que o ângulo ϕ pode ser obtido a partir de (3.21)

dϕ

dt
=

2

3

∑ S

mjakal

(

pk

al
− pl

ak

)

2

3
pϕ

∑ a2
k + a2

l − 1
2
a2

j

mja2
ka

2
l

. (3.24)
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3.2 Regularização

Apresentamos agora as chamadas variáveis regularizadas de Lemâıtre [13, 14]. Estas são

definidas por:

aj = α2
k + α2

l (3.25)

ou explicitamente,

a1 = α2
2 + α2

3, a2 = α2
3 + α2

1 e a3 = α2
1 + α2

2.

Podemos ver que geometricamente α2
j representa justamente os segmentos dos lados do

triângulo com vértices mj(j = 1, 2, 3) definidos pela circunferência inscrita ao triângulo (ver

Figura 3.2).

A transformação inversa é dada por:

αj = ±
√

α2 − aj, com α2 := α2
1 + α2

2 + α2
3 = σ. (3.26)

De fato, substituindo-se α2 e aj por seus respectivos valores temos que

αj = ±
√

α2
j + α2

k + α2
l − α2

k − α2
l = αj.

Por outro lado
aj = α2

k + α2
l

= 2α2 − ak − al

= α2
k + α2

l

= aj

Além disso, da primeira equação em (3.26)

3
∑

j=1

α2
j =

3
∑

j=1

α2 − aj

ou

α2 = 3α2 − aj

donde

α2 = σ

como hav́ıamos afirmado.

Em termos das variáveis de Lemâıtre, a área orientada e os ângulos exteriores podem

ser escritos como

S = αα1α2α3 (3.27)
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e

tg
θj

2
=
ααj

αkαl

. (3.28)

Respectivamente.

Para mostrarmos a relação (3.27), observemos que, de (3.26), αj = ±√
σ − aj . Logo,

por (3.13),

S =
√

σ(σ − a1)(σ − a2)(σ − a3)

=
√
σ ·

√
σ − a1 ·

√
σ − a2 ·

√
σ − a3

= αα1α2α3,

como queŕıamos.

Para mostrarmos a relação (3.28) basta que substituamos em (3.12) os valores dados em

(3.25) e (3.27)

tg
θj

2
=

4S

α2
j − (akal)2

=
4ααjαkαl

(α2
k + α2

2)
2 − (α2

j + α2
l )

2 − (α2
j + α2

k)
2 + 2(α2

j + α2
k)(α

2
j + α2

l )

=
4ααjαkαl

4α2
kα

2
l

=
ααj

αkαl

,

como queŕıamos.

É imediato de (3.25) que

aj + ak = al + 2α2
l ≥ al, (3.29)

isto é, a desigualdade triangular é sempre satisfeita. Portanto, cada ponto (α1, α2, α3) no

espaço de configuração representa um triângulo.

m2

m1

m3

a2

a1

a3

a
2

2

a
3

2

a
1

2

Figura 3.2: Coordenadas regularizadas de Lemâıtre.

O conjunto de todos os triângulos com peŕımetro fixo 2α2 corresponde a um octante da

esfera Σα2
j = α2. Como a orientação de um triângulo é dada pelos sinais de α1, α2 e α3
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um triângulo não-degenerado é representado quatro vezes na esfera. O equador da esfera,

αl = 0, corresponde aos triângulos degenerados aj + ak = al. Além disso, uma colisão entre

mj e mk (i.e., al − 0 e aj = ak) corresponde a um dos αl = ±α. Veja a Figura 3.3.

a3

akaj

colisão  ( , )m  m
kj

a a= =0j k

triângulo degenerado

a + a = a , =a 0j k l l

-
+

+

+ +

-

-

Figura 3.3: A parametrização de Lemâıtre para o triângulo.

Introduzimos agora as variáveis πj , canonicamente conjugados com respeito a αj. Con-

sideremos a função geradora:

G = α1π1 + α2π2 + α3π3. (3.30)

Obtemos a partir desta a transformação

pj =
∂G

∂aj
=

1

4

(

−πj

αj
+
πk

αk
+
πl

αl

)

. (3.31)

De fato, o tipo de transformação canônica dada em (3.30) preserva as variáveis e trans-

forma os momentos segundo a relação π = (df)tp, onde f é a aplicação que mapea o par

(α, π) em (a, p).

O jacobiano para a transformação aj = α2
k + α2

l é dado por

2





0 α2 α3

α1 0 α3

α1 α2 0



 .

Logo






π1 = 2α1(p2 + p3),
π2 = 2α2(p1 + p3),
π3 = 2α3(p1 + p2).

Resolvendo-se este sistema para cada pj, obtemos a equação (3.21).

Uma propriedade importante das funções homogêneas é a que vamos expor em seguida.
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Teorema 3.1 Se F : Rn −→ R é homogênea de grau p, então

n
∑

j=1

xj
∂f

∂(xj)
= pf(x1, . . . , xn).

Demonstração: Seja f : R −→ R homogênea de grau p. Então

f(λ x) = λpf(x), ∀x ∈ R
n, ∀λ ∈ R.

Derivando esta equação em ordem a λ, e considerando x = (x1, . . . , xn), obtemos:

n
∑

j=1

∂f

∂(, xj)
λxj = pλp−1 · f(x1, . . . , xn).

Como esta relação deve ser válida para qualquer λ real, se λ = 1 temos que

n
∑

j=1

∂f

∂(xj)
xj = pf(x1, . . . , xn).

2

Podemos por meio do Teorema 3.1 obter a seguinte relação entre os a′js, p
′
js e os α′

js, π
′
js

n
∑

j=1

ajpi =

3
∑

j=1

aj
∂G

∂aj
=

1

2

3
∑

j=1

αjπj . (3.32)

Então, por (3.19),

Re
∑

XjPj =
1

2

∑

αjπj . (3.33)

Finalmente, introduzimos uma reparametrização do tempo, a qual foi usada por Sund-

man (1913), Lemâıtre (1954) Apud Waldvogel. Seja

dt = a1a2a3dτ. (3.34)

Em geral, devido a Poincaré, temos o seguinte resultado [6]: Seja H o hamiltoniano de

um dado sistema dinâmico. Se f é uma função não-negativa e h um escalar, então o sistema

hamiltoniano gerado por

K = f(H − h)

no ńıvel zero {K = 0}, coincide com o sistema hamiltoniano gerado porH no ńıvel h {H = h}
a menos de reparametrização. Explicitamente, se q e p são as variáveis canônicas para o

sistema então:






q̇ = ∂k
∂p

= ∂f
∂p

(H − h) + f ∂H
∂p
,

ṗ = −∂k
∂p

= −∂f
∂q

(H − h) − f ∂H
∂q
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quando H = h
q̇ = f ∂H

∂p
,

ṗ = −f ∂H
∂q
.

Reparametrizando
dq

dt
=
dq

dS
· dS
dt

=
dq

dS
· f,

segue-se que
{

q′f = f ∂H
∂p
,

p′f = −f ∂H
∂q

ou
{

q′ = ∂H
∂p
,

p′ = −∂H
∂q
.

Assim, o novo hamiltoniano

K = a1a2a3d(H − h), (3.35)

define as seguintes equações do movimento transformadas:

dαj

dτ
=
∂K

∂πj
,

dπj

dτ
= −∂K

∂αj
(3.36)

para j = 1, 2, 3.

Somente as soluções tais que K = 0 têm significado f́ısico, (observe que K = 0 é uma

relação invariante). Definindo os vetores

α = (α1, α2, α3)
t e π = (π1, π2, π3)

t

podemos escrever o hamiltoniano transformado como

K = K0(α, π, pϕ) − h a1a2a3, (3.37)

para o qual,

K0(α, π, pϕ) = ajakal

{

1

2

∑ 1

16mj

[

(

πj

αj
− πk

αk
+
πl

αl

)2

+

(

πj

αj
+
πk

αk
− πl

αl

)2

+

(

πj

αj

− πk

αk

+
πl

αl

)(

πj

αj

+
πk

αk

− πl

αl

)

·
(α2

j + α2
l )

2 + (α2
j + α2

k)
2 − (α2

l + α2
k)

2

akal

]

+
2pϕ

3

∑ 1

4mj

[

ak

(

πj

αj
− πk

αk
+
πl

αl

)

− al

(

πj

αj
+
πk

αk
− πl

αl

)]

S

a2
ka

2
l

+

+
p2

ϕ

9

∑ 1

mj

(α2
k + α2

j )
2 + (α2

l + α2
j ) − 1

2
(α2

k + α2
l )

a2
ka

2
l

+
∑ mkml

aj

}

,
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logo

K0(α, π, pϕ) =
1

2

∑ ajakal

16mj

{

2π2
j

α2
j

+ 2

(

πk

αk
− πl

αl

)2

+

[

π2
j

α2
j

−
(

πk

αk

− πl

αl

)2
]

·
2(α4

j + α2
jα

2
k + α2

jα
2
l − α2

kα
2
l )

akal

}

+

+
pϕ

3

∑ ajakal

2mj

[

πj

αj
(ak − al) −

πk

αk
(ak + al) +

πl

αl
(ak − al)

]

ααjαkαl

a2
ka

2
l

+
p2

ϕ

9

∑ ajakal

mj

(

2α4
j + 2α2

jα
2
l + α2

jα
2
k − α2

kα
2
l +

α4
l

2
+

α4
k

2

a2
ka

2
l

)

+

+
∑ mkmlajakal

aj
.

Segue

K0(α, π, pα) =
1

8

∑ aj

mj

[

α2π2
j (αkπl − αlπk)

2
]

+

+
pϕ

6

∑ ajα

mjakal

[

πjαkαl(α
2
l − α2

k) + (αkπl − αlπk)αj(α
2 + α2

j )
]

+
p2

ϕ

9

∑ aj

mjakal

[

2α2α2
j +

1

2
(α2

2 − α2
k)

2

]

−
∑

mkmlakal.

Observe que a função K0(α, π, pα) é homogênea de grau quatro nos argumentos α1, α2, α3

e π1, π2, π3.

No caso em que o momento angular é nulo, pϕ = 0, o hamiltoniano acima se reduz a

expressão matricial

K0(α, π, 0) =
1

8
πtB(α)π −

∑

mkmlakal, (3.38)

onde B(α) é a matriz simétrica

B(α) =

















a1

m1
α2+

a2

m2
α2

3+
a3

m3
α2

2 − a3

m3
α1α2 − a2

m2
α1α3

− a3

m3
α1α2

a2

m2
α2+ a3

m3
α2

1+
a1

m1
α2

3 − a1

m1
α2α3

− a2

m2
α1α3 − a1

m1
α2α3

a3

m3
α2+ a1

m1
α2

2+
a2

m2
α2

1

















. (3.39)

De fato, basta expandir os somatórios restantes em (3.37) ao tomarmos pϕ = 0 e escrever o

resultado matricialmente.

As novas equações do movimento são

dα

dτ
=
∂K

π
,

dπ

dτ
=
∂K

∂α
. (3.40)
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Mas
∂K

π
=
∂

π

(

1

8
πtB(α)π −

∑

mkmlakal

)

donde
dα

dτ
=

1

4
B(α)π (3.41)

Conclúımos com isto que cada colisão binária está regularizada. No entanto, se pϕ 6= 0,

então nossa conclusão não é verdadeira em geral. De fato, basta observar em (3.38) que se

pϕ 6= 0, então as colisões ak = 0 e al = 0, por exemplo, correspondem a pontos singulares.



Apêndice A (A Projeção Estereográfica)

Seja R
n = {(x1, . . . , xn, 0); xi ∈ R} a identificação natural do espaço R

n como subespaço

de R
n+1. Seja N = (0, . . . , 0, 1) o polo norte da esfera unitária Sn ⊆ R

n+1. Definimos a

Projeção Estereográfica (sobre o plano equador) por:

P : Sn − {N} −→ R
n

tal que P (p) ∈ Rn é o ponto em que a reta que passa por N e p intersecta o subespaço Rn.

Tratemos de obter a lei de formação desta aplicação em coordenadas e vetorialmente. A

reta que passa por N e p é o lugar geométrico dos pontos x tais que:

x = N + λ(p−N), λ ∈ R. (A.1)

Então, de x ∈ Rn, segue-se que

λ = 1/(1− < p,N >). (A.2)

De fato, x ∈ Rn nos diz < x,N >= 0.

Multiplicando-se então (A.1) escalarmente por N e resolvendo o resultado para λ, obte-

mos (A.2). Ficamos portanto com a seguinte expressão vetorial:

x = P (p) = N +
1

1− < p−N >
(p−N), (A.3)

ou, em coordenadas,

P (x1, . . . , xn, xn+1) =

(

x1

1 − xn+1

, · · · , xn

1 − xn+1

)

. (A.4)

A fim de obtermos a transformação inversa P−1, consideremos a reta

p = N + µ(x−N), µ ∈ R. (A.5)

Impondo-se que p ∈ Sn, isto é, que p seja um vetor unitário, obtemos:

µ = 2/(||x||2 + 1). (A.6)
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De fato, basta que se multiplicidade (A.5) escalarmente por p e se resolva o resultado para

µ.

Substituindo-se o valor de µ em (A.5) ficamos com a expressão vetorial,

P−1(x) = N +
2

||x||2 + 1
(x−N), (A.7)

e em coordenadas,

P−1(x1, . . . , xn) =

(

2x1

||x||2 + 1
, . . . ,

2xn

||x||2 + 1
,
||x||2 − 1

||x||2 + 1

)

.

onde ||x||2 = x2 + · · ·+ x2
n.



Apêndice B (Adendo à Seção 1.4)

A transformação do fibrado tangente T (Sn) no espaço Euclidiano 2n-dimensional definida

por

xk =
ξk

1 − ξ0
e yk = ηk(1 − ξ0) + ξkη0, k = 1, 2, . . . , n (B.1)

nos leva uma simples consideração, a qual indicamos sucintamente a seguir.

Consideremos uma geodésica particular sobre a esfera sn parametrizada por.

ξ0 = senα cos s, ξ1 = sen s ξ2 = − cos α cos s, (B.2)

onde α é o ângulo entre o equador ξ0 = 0 e o ćırculo geodésico em questão.

A imagem de (B.2) via projeção estereográfica é

ξ = (1 − senα cos s), ξ2 = −(1 − senα cos s)−1 cos α cos s

e (B.3)

y1 = (1 − cos s− senα), y2 = cos α sen s,

como podemos ver substituindo-se (B.2) em (B.1).

Definindo-se q = y e e = senα, obtemos:

q1 = cos s− e, q2 =
√

1 − e2 sen s (B.4)

que é justamente a representação de uma elipse com excentricidade e = senα.

Vamos obter uma relação entre t e s computando a norma de y:

||y|| = 1 − senα cos s = 1 − e cos s, (B.5)

logo

t =

∫ s

0

||y||ds = s− e sen s, (B.6)

a qual coincide com a chamada equação de Kepler.
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Quando e = 1,

t = s− sen = s−
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)
s2n+1 =

1

6
s3 − · · · (B.7)

Conclúımos com isto que as coordenadas de uma órbita de colisão no Problema de Kepler

podem ser expressas como funções anaĺıticas de t1/3 próximo a colisão. Pois, dada uma

geodésica, podemos por uma rotação considerarmos este ćırculo como em (B.2).



Apêndice C (Sumário de Definições)

Objetivando a auto-suficiência do trabalho, apresentamos um sumário de conceitos e definições

dos objetos fundamentais abordados ao longo deste trabalho.

Comecemos com algumas classes especiais de funções.

Definição C.1 (Função anaĺıtica). Sejam U ⊆ C um domı́nio e f : U −→ C uma função. f

é anaĺıtica em U se, para todo ponto z0 ∈ U , f se expressa como uma série de potências de

centro z0 e raio de convergência Rz0
> 0.

Observação: Alguns autores definem, equivalentemente a Definição 1, a classe das funções

anaĺıticas como sendo aquela cujos elementos são funções complexas diferenciáveis em cada

ponto de seus domı́nios.

Definição C.2 (Funções harmonicamente conjugadas entre si). Sejam u ∈ v funções reais

das variáveis reais x e y tais que u ∈ v satisfazem as equações de Cauchy-Riemann, e a

equação de Laplace. Isto é:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
(Eq. de Cauchy − Riemann)

e

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0,

∆v =
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0.

(Eq. de Laplace)

Então, u e v são ditas harmonicamente conjugadas entre si.

Definição C.3 (Função homogênea). Considere-se a função f : Rn −→ R e x = (x1, . . . , xn) ∈
Rn. Diz-se que f é homogênea de grau p se

f(λx1, . . . , λxn) = λpf(x1, . . . , xn),

para todo λ ∈ R.

Definição C.4 (Equações diferenciais singulares e regulares). Seja x′ = f(x, t) uma equações

diferencial. A equação é dita regular no ponto (t0, x0) se f e ∂f
∂x

são finitas e cont́ınuas para
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todo ponto (x, t) em algum domı́nio D que contenha (t0, x0). Sendo x(t0) = x0, o Teorema

de Peano (ou Picard) garante a existência de soluções. Caso contrário, se alguma destas

condições não é satisfeita em nenhuma vizinhança de (t0, x0), a equação é dita singular em

(t0, x0), e a priori não podemos garantir a existência de soluções.

Definição C.5 (Regularização). Uma técnica capaz de transformar uma equação diferencial

singular em equação regular é conhecida por regularização.

Sejam q1, . . . , qn as variáveis independentes de uma dado sistema dinâmico com grau de

liberdade n. A configuração deste sistema é descrita em um tempo arbitrário se qi = qi(t) são

dadas, isto é, se as coordenadas qi são funções do tempo conhecidas para todo i = 1, . . . , n.

Definição C.6 (Espaço de configurações) O espaço formado pelas coordenadas qi, i =

1, . . . , n, consideradas acima é dito espaço de configurações do sistema dinâmico.

As 2n condições iniciais q1 = qo
i e q̇i = q̇o

i em t = t0 determinam uma solução da forma

qi = qi(t, q
o
i , q̇

o
i ).

Observamos que o espaço de configuração tem dimensão igual ao grau de liberdade do sistema

dinâmico, n. O ponto (q1, . . . , qn) no espaço de configuração não determina o comportamento

do sistema. Pois para este propósito, são necessárias 2n condições iniciais, enquanto que

apenas n condições correspondem ao ponto (q1, . . . , qn).

Na mecânica Langrangeana, as equações do movimento são dadas pela equação diferen-

cial de segunda ordem:

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, . . . , n (Eq. de Euler − Lagrange)

para qual, L = T−U (função de Lagrange) é a diferença entre as energias cinética e potencial.

As equações de Euler-Lagrange podem ser interpretadas como as soluções do problema

variacional

δ

∫ t2

t1

Ldtt = 0,

O qual é conhecido como o prinćıpio hamiltoniano para sistemas conservativos. Tal prinćıpio

estabelece que: O movimento que ocorre entre os tempos t1 e t2 no sistema dinâmico é tal

que a integral de linha

δ

∫ t2

t1

Ldtt = 0,

é um extremo local do caminho.
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Os pontos em um espaço de configuração n-dimensional descrevem o sistema em um

dado instante. No entanto, o comportamento dos sistema no futuro depende de informações

adicionais. Este é o conteúdo da ...

Definição C.7 (O espaço de fase). O espaço formado pelas coordenadas generalizadas qi e

pelos momentos generalizados (conjugados) Pi de um dado sistema dinâmico, é dito o espaço

de fase do sistema. Defini-se também,

Pi :=
∂L

∂q̇i
(qj, q̇j , t).

Observação: É comum na literatura encontramos a designação de variáveis canônicas para

qi, Pi.

Definição C.8 (O hamiltoniano de um sistema dinâmico). O hamiltoniano de um dado

sistema dinâmico é definido por:

H(q, p, t) = q̇ipi − L(q, q̇, t)

para o qual, convencionalmente,
∑n

i=1 q̇ipi = q̇ipi.

Apresentamos agora um importante conceito da dinâmica Hamiltoniana: Transformações

canônicas.

Definição C.9 (Transformação canônica). Sejam q1, . . . , qn, p1, . . . , pn variáveis canônicas.

Se Qi = Qi(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn), Pi = Pi(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) são também canônicas, e

H̃ é um novo hamiltoniano tal que Q̇i = ∂H̃/∂pi, ṗi = ∂Qi, para todo i = 1, . . . , n, então

dizemos que Qi, Pi representam uma transformação canônica

Um conceito muito importante, o qual permite-nos reduzir o número de graus de liber-

dade em um dado sistema dinâmico é o seguinte:

Definição C.10 (Integral primeira). Dado um sistema dinâmico, dizemos que uma função

diferenciável ao longo do movimento é uma integral primeira para o movimento se essa é

constante ao longo daquele.

Consideremos agora um sistema hamiltoniano e seu correspondente espaço de fase com

coordenadas p1, . . . , pn, q1, . . . , qn, ou p = p(t), q = q(t) mais abreviadamente. Para esse

temos a

Definição C.11 (Fluxo fase das equações hamiltonianas). Chamamos de fluxo de fase à

classe das funções

gt : (p(0), q(0)) −→ (p(t), q(t))
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onde (p(t), q(t)) é a solução do sistema de equações de Hamilton. Este conjunto tem a

estrutura de grupo (uniparamétrico).

Apresentamos agora os três últimos conceitos, os quais serão abordados na regularização

do problema de Kepler por meio do fluxo geodésico na esfera.

Suponha queM é uma variedade k-dimensional imersa no espaço Euclideano n-dimensional.

Isto é, para cada ponto x ∈ m, existem uma vizinhança U de n, e n− k funções

f1 : U −→ R, . . . , fn−k : U −→ R

tais que a interseção da vizinhança U comM é determinada pelas equações f1 = 0, . . . , fn−k =

0 e os vetores grad f1, . . . , gradfn−k
= 0 são em n são linearmente independentes. Chamamos

de espaço tangente a m no ponto x, o complemento ortogonal de {grad f1, . . . , gradfn−k
}.

Anota-se: TMx.

A união dos espaços tangentes à variedade M em diferentes pontos Ux∈MTMx possui

uma estrutura natural de variedade diferenciável, cuja dimensão é duas vezes maior que a

dimensão de M .

Esta variedade é chamada de fibrado tangente da variedade M e é designada mediante

T (M). O ponto ξ de T (M) é o vetor tangente à M em um ponto n de M . As coordenadas

locais em T (M) são constrúıdas assim: Sejam q1, . . . , qn coordenadas locais em M e ξ1, . . . , ξn

as componentes do vetor tangente neste sistema de coordenandas. Neste caso, 2n números

(q1, . . . , qn, ξ1, . . . , ξn) determinam em T (M) o sistema local de coordenadas.

Vejamos o movimento de um ponto material de massa unitária pela variedade M por

inércia, fora do campo de ação de quaisquer forças externas. A função de Lagrange deste

sistema é igual a energia total e constitui uma integral primeira das equações do movimento.

Se a variedade M tem dimensão n, então a variedade do ńıvel de energia será (2n− 1)-

dimensional. Esta variedade constitui uma subvariedade do fibrado tangente de M . Se, por

exemplo, fixarmos a energia de modo que a velocidade inicial seja unitária, esta permanece

unitária ao longo do movimentos e nossa variedade de ńıvel torna-se um espaço do fibrado

T1(M) ⊂ T (M)

composto de esferas unitárias nos espaços tangentes a M em cada ponto.

Desta forma, um ponto da variedade T1M constitui um vetor de comprimento unitário

aplicado a um ponto da variedade M . Segundo o prinćıpio de Maupertuis-Jacobi, o movi-

mento de um ponto material em T1(M) com condições iniciais fixas pode-se descrever da
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seguinte maneira: o ponto move-se com velocidade unitária por uma determinada geodésica

indicada pelo vetor.

De acordo com a lei de conservação de energia a variedade T1(M) constitui uma variedade

invariante no espaço de fase do nosso sistema.

Conseqüentemente, o nosso fluxo de fase define um grupo uniparamétrico de difeomor-

fismos da variedade (2n− 1)-dimensional T1(M). Este grupo é denominado fluxo geodésico

em M . O fluxo geodésico pode ser descrito do seguinte modo: A transformação durante o

tempo t converte o vetor unitário ξ ∈ T1(M), aplicado ao ponto X, no vetor unitário da

velocidade da geodésica, que parte do ponto X na direção ξ, aplicado a um ponto nesta

geodésica localizado à distância t do ponto x.
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[14] Lemâıtre, G., The Three-Body Problem, NASA CR-110, 1964.

[15] McGehee, R., Singularities in Classical Celestial Mechanics, Proc. Internat. Congress

of Mathematics Helsinki, (1978), 827–834.

[16] Murnaghan, F.D., A simetric Reduction in Three-Body Problem, Amer. J. Math.

58(1936), 829–832.

80



Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

