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Resumo

Estudamos nesta dissertagao algumas técnicas para regularizagao de singularidades pre-
sentes em problemas especificos de Mecanica Celeste. Regularizamos as equagoes do movi-
mento associadas aos problemas: dos dois corpos, restrito e planar dos trés corpos. Tais
métodos sao essencialmente devidos a Birkhoff, Lemaitre, Thiele, Burrau, J. Moser, Jorg
Waldvolgel e Victor Szebehely. Sao apresentadas regularizacoes dos problemas de Kepler
e restrito dos trés corpos fazendo-se uso de varidveis canonicas. Temos também a oportu-
nidade de concluir que alguns dos procedimentos para eliminacao de singularidades acima

mencionados, estao intimamente relacionados.

Palavras-chave: Singularidades em EDQO’s; Regularizacao; Mecanica Celeste.



Abstract

In this dissertation we study some technics for the Regularization of Singularities that can
be founded in specific problems in Celestial Mechanics. We regularize the motion equations
related to the following problems: the 2-body, the restricted 3-body and the planar 3-body

problem.

Such methods are essentially due to Birkoff, Lemaitre, Thiele, Burrau, J. Moser, Jorg
Waldvolgel e Victor Szebehely. We present regularizations for the Kepler problem and the
restricted 3-body problem by using the canonical variables. We also state that some of those

regularization process are closely related among theirselves.

Keywords: Singularities on Ordinary Differential Equations; Regularization; Celestial Me-

chanics.
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Introducao

Neste trabalho, apresentamos técnicas de regularizagao concernentes a trés problemas da
Mecanica Celeste: dos dois corpos, restrito e planar dos trés corpos. Temos aqui a opor-
tunidade de estudar procedimentos através dos quais a existéncia de solugoes de equacoes

diferenciais é estabelecida.

E motivante reconhecer a aplicabilidade da Mecanica Celeste as 6rbitas de colisao. Uma
diferenca significativa entre o movimento de corpos celestes naturais e artificiais, é o fato
de que colisoes e acentuadas aproximagoes raramente ocorrem no primeiro caso, enquanto
que no segundo caso este fenomeno é comum. Sondas espaciais, por exemplo, comumente

requerem Orbitas que conectem dois corpos celestes.

Descrevemos, sem efetuar qualquer regularizacao, a dinamica de uma colisao simples
no problema dos dois corpos. Primeiramente, tratamos das oérbitas de colisao sugerindo

regularizacoes especificas. Depois, o problema geral é considerado e regulado.

Ainda no problema dos dois corpos, efetuamos a regularizacao usando variaveis canonicas.
A transformacao de regularizacao é obtida para o problema considerado no espaco de fase

extendido 6-dimensional.

Estudamos uma curiosa técnica de regularizacao para o problema de Kepler devida a
J. Moser (ver [2]). Aqui ¢é determinado o tipo topoldgico da superficie de energia constante
negativa para o problema dos dois corpos. Essa superficie de energia negativa possui uma
singularidade em posicoes correspondentes as colisoes das massas. Mas, apdés uma regular-
izagao apropriada, obtemos uma variedade compacta cujo tipo topolégico é identificado (a

saber, o plano projetivo P?), e a singularidade é removida.

Tratamos a regularizacao do problema restrito dos trés corpos localmente e globalmente.
Isto é, apenas uma das colisoes binérias ¢ eliminada, e em seguida apresentamos técnicas que
permitem a regularizagao das duas singularidades presentes no problema. No ambito das

regularizacoes conhecidas por globais, sao estudadas as transformagoes de Birkhoff, Thiele-

11
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Burrau e Lemaitre. Os métodos de regularizacao global sao generalizados e comparados.

Apo6s investigarmos sucintamente a existéncia de solugoes, encerramos a abordagem do
problema restrito dos trés corpos exibindo um método geral de regularizacao com variaveis

canonicas, o qual esta intimamente ligado a regularizacao local.

No ultimo capitulo estudamos o problema planar dos trés corpos, o qual é descrito em
termos das coordenadas simétricas de Murnaghan. Introduzimos as variaveis de regularizacao
de Lemaitre e seus respectivos momentos conjugados. Por fim, a regularidade da equacao do
movimento transformada é avaliada para um caso particular. Eliminamos entao as colisoes

bindrias presentes no problema.

No apéndice, exploramos a projecao estereografica e sua inversa, apresentando leis de
formacao para as mesmas. Apresentamos também uma aplicacao dos resultados obtidos na

Secao 1.4. Finalizamos com um sumério de conceitos e defini¢oes fundamentais ao texto.



Capitulo 1

Regularizacao no Problema dos Dois

Corpos

1.1 Regularizacao das 6rbitas de colisao no problema

dos dois corpos

1.1.1 Da dinamica de colisao

Comecamos descrevendo a dinamica de uma colisao simples sem o uso de regularizagoes.

Para tal, consideremos as equagoes do movimento do problema restrito dos trés corpos em

sua versao planar e circular:
T—2y=Q,, U+2T=0Q,

para o qual

1 H1 o e
4 2 2
Q= 2[,“17”1 ',U27"2] 7"1 + _7,2 )

i = (x— p2)® + v
ry=(z—m)* +y’
A integral jacobiana (ou energia) associada a (1.1) é dada por:

P2+ P =20-C,

para qual C' é a constante jacobiana.

Sejam 7 = 1 e uo = 0. Entao:

(1.1)

(1.2)
(1.3)

(1.4)

(1.5)
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onde 7? = r? = 2% + y%. Ficamos neste caso com as seguintes equagoes do movimento:
F—-29=a(1—1/r%), §+2i=y(1-1/r%. (1.6)

Além disso, a energia é:

P’ + 9t =r"+2/r—C. (1.7)

As equagoes (1.6) sao referentes ao problema restrito dos trés corpos no qual uma das
massas principais é nula. Isto é, as equagoes (1.6) descrevem o problema dos dois corpos. A
fim de evitarmos a abordagem de equacoes mais complicadas consideremos as equacoes do

movimento em um sistema fixo de coordenadas:

£=—¢/p" e ii=-n/p’. (1.8)

com p? =r? =22 +y? =&+

A energia associada a (1.8) é dada por:

E+ip*=2/p—C. (1.9)
y n
A A
ms
msy
ry
p X
r=r

=0 pr > X p— »

Figura 1.1: Problema dos dois corpos

Desde que uma orbita de colisao no problema dos dois corpos em um sistema fixo de
coordenadas é uma reta, devemos especificar condigoes iniciais. Digamos:
E=&, E=& em t=0, e n=0, n=0Vt.

Observe que nesse caso, p = [£], e desde que seja £ # 0 segue-se de (1.8) que:

£ =41/ (1.10)
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De (1.9) obtemos:
2 =2/|¢) - C =42/ - C. (1.11)

Emt=0
C =+2/& — &2. (1.12)

Vamos restringir ainda mais nosso problema impondo que éo =0e & > 0. Entao, C' =

2/& > 0. De (1.11) temos que

1/2
ié(z_gcg) =1, com £#2/C. (1.13)

Aplicando-se o método das equagoes separaveis a (1.13) obtemos:

B 13 f 1/2
t_i/50 (2—O§) de. (1.14)

Considere o triangulo de lados v/C, u e hipotenusa vu? + C. Efetuando-se a substituices

w?=2/(-Ceu= VC +tgr, onde r é o angulo oposto ao lado que mede u, obtemos de

(1.14) que
B 1/2
arctg (2 ng) : (1.15)

1
t=5lC-COr"+ 55

considerando-se apenas o sinal negativo em (1.14).

De (1.11) concluimos que 2/|&| —2/& > 0 ou que || < &. Assim, a particula sai da
posigao & em t = 0, e durante o tempo decorrido antes da colisao, em t := t., a particula nao
se afasta da origem mais do que sua posi¢ao inicial. Além disso, durante o tempo 0 < t < t,,

a velocidade da particula é negativa e esta dirigida para origem. Isto é,

' 9 1/2
E=— (E — C) , (1.16)
sempre que 0 < & < &.

A equagao (1.10) nos diz que tal velocidade negativa aumenta em valor absoluto quando

a particula se aproxima do ponto de colisao. De fato, f <0 sempre que £ >0, donde |£ | —00.
§—0

Tomando limites em (1.15) quando & — 0 obtemos:
t —to=7/C%2 (1.17)

Segue-se ainda a relagio & = 2(t./7)¥?, pois C' = 2/&,.
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Avaliando-se os sinais da primeira e segunda derivada de £ = &(t) concluimos que o

grafico desta fungao decrescente em [0, t.| é dado por:

g
A

%o

ts

Figura 1.2: Orbita de colisdo unidimensional

1.1.2 Das variaveis de regularizacao

A fim de eliminarmos a singularidade, introduzimos uma nova variavel dependente, £ = f(u),
e uma nova variavel independente, 7 = ft'; %. O movimento no sistema novo é descrito
pela funcdo u = u(7). Uma outra maneira de expressar o tempo reparametrizado, a qual
é comum na literatura, é: dt/dr = g(u). Faremos nos préximos paragrafos consideragoes a

respeito da escolha das funcgoes f e g.

A nova velocidade v/ = du/dr esté relacionada com a velocidade real (ou fisica), £ =

d&/dt, por
St v dé(t) _ df (u) ' du(T) dr

— 1.1
dt du dr  dt’ (1.18)
ou, introduzindo a notagao f’ = df /du,
E=uffg. (119)
Logo,
o = gé/f (1.20)

Para que seja finita a nova velocidade v’ no momento da colisdo, é necessério que g/ f" — 0

quando f — 00.

Consideramos a seguinte escritura para a energia:

&= % —C =20, (1.21)
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com &£ > 0. A energia em termos das novas variaveis é entao dada por:
2 2 92
uy? =4 (— = C) — 9 _ou. 1.22
=) T 2
De fato, multiplicando (1.21) por % e levando em conta a equagao (1.20), obtemos (1.22).
De (1.22) concluimos que a velocidade u' ¢é finita na colisdo se permanece finito o valor
de [¢%/(f")*]U quando & — 0. Desde que 2U = (2/¢) — C, U — oo quando £ — 0, e

proximo a colisao U = 1/§ = 1/f. Assim, a velocidade no sistema (u, 7) é finita préximo a

colisao se
e
(f)2f
permanece finito quando & — 0. Ou,
g 1
;o

é finito quando f — 0.

Se g/ f' é representado por uma série de poténcias em f 1/2 6 termo de menor expoente

é tipicamente dada por af'/?, com a € R. De fato, escrevendo g/ f’ = (f/?)" temos que

g 1 _ <f1/2>n71.

;e
Portanto, o requerimento para que a velocidade u' seja finita na colisdo é: n — 1 > 0.
Isto é, o menor expoente de f1/2 na série acima deve ser 1. Assim,
= A A A (1.23)
Conseqlientemente

%:A1+A2f1/2+"', (124)

e g/f'fY/? — A, quando f — 0. Somente se A; = 0, o processo limite acima implica que
g/(f'f/?) = 0. Entao, a velocidade no sistema (u, 7) é finita na singularidade, e v’ = v/2A4,.

Assim f e g devem satisfazer a equagao (1.24). Por exemplo, se £ = f(u) = u” temos que:

g=Af'f? = nAuBRnt (1.25)

O préximo passo é o estudo das equagoes do movimento e de suas singularidades.
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Proposicao 1.1 A equacdao do movimento no sistema u,T € dada por:

" 2 d
SR et (1.26)

f// f/2 du

Demonstragao: Derivando ambos os membros da equacao (1.18) obtemos

- d2 /i "2 dr
§ = ful g + (fu + [ )dt .
27’
Mas,%z%(ﬁ)z—
B V] 1,1 ", 12
RO LA e L7

g3 g*

Segundo a equacio do movimento (1.10), & = —1/£2 na regido & > 0. Derivando (1.21) com

respeito a u obtemos }, @ — . Substituindo em (1.27) segue-se que
! " !/ 1 d
o i gy _1du
9 ¢ ) fdu
ou P
" dU
Tt
g f e du’
como queriamos. O

A fim de que a velocidade no sistema (u,7) esteja regularizada, [¢?/f(f)*]2U deve,
por (1.22), ser finito. Para que este requerimento seja de fato considerado na equagao do
movimento, observe que:

d 2 QdU 2//2_2///2
(9 g dv . 99'f '
f/2 f/2 du (f/)4

g dU & 2g

= +E ﬁ(g'f'—gf")

g dU u/2 ! el "
= ﬁ%vaT(gf —91").

Logo,

d 92 . 92 au u’ Y] "
o (05) = G+ s - ar (1.28)

Resolvendo (1.28) para o termo requerido e substituindo o resultado em (1.26) ficamos com

p_d (g



CAPITULO 1 Lucas de C. Lapa 7

1.1.3 Uma transformacao especial para a variavel independente

Segundo Sundman e Levi-Civita, a transformacao do tempo, ou seja, a escolha da funcgao g,
constitui a esséncia da regularizagdo no problema dos dois corpos. A idéia béasica proposta

por estes autores consiste em especializar o método apresentado acima definindo,

dt/dr = g(&) (1.30)
£ =u. (1.31)
Segue-se de (1.22) que a nova velocidade, v’ = ¢’ = d¢/dr, é
€2 — 2/t - C). (1.32)
Para que £’ seja finito quando £ — 0, devemos ter como antes:
9> = A6+ A8 + A3+ - (1.33)
Logo, substituindo-se (1.33) em (1.32),
% =2A, + (245 — CA))E+ (245 — CA)E + -+ (1.34)
donde a nova velocidade na colisao é v/2A4;.
Facamos: A; =0, Vj #2, e Ay = 1. Entao, g = £, % =26 — C&* e de acordo com (1.30),
dt/dr =&, (1.35)

dr = dt /¢ = Q(¢)dt. (1.36)

Concluimos portanto que a nova variavel 7 estd diretamente relacionada com o potencial
Q&) = % do nosso problema dinamico. Lembrando que ¢ ¢ a distancia da particula a
singularidade, temos que Q(§) = 1/r. Assim,

bt

toT

(1.37)

T =

A solugao do problema é obtida por integragao a partir da equacao (1.32). Ao invés de
usar a forma geral de g(¢), equacao (1.33), consideremos no caso especial acima descrito:

Ay =1, A; =0V j # 2. Continuamos com

&2 = ¢(2 - ). (1.38)



8 Lucas de C. Lapa CAPITULO 1

As condigbes iniciais sao t =0, 7 =0e & = 2/C. A solugao deste problema de valor inicial

¢ dada por:

1
£ = E(l + cos CY27). (1.39)
Além disso, desde que ¢t = [ &dr,

t= é[T + C~Y2sen CV27). (1.40)

Observamos que o movimento tem inicio em ¢t = 7 = 0, e na colisdo t, = 7/C%?, 1, =

m/CY2,

Passemos agora a apresentacao e a uma breve justificativa dos gréficos de £ = £(7) e
t = t(7). No comego do movimento, t = 7 = 0, { = % >0eé=¢ =0. A particula
move-se em direcao a origem, £ = 0, com S,S’ < 0, ap6s o inicio do movimento. Em
t=1,2, t = [(24m)/2x)t,, € = 1/C, e £,& < 0. Observamos tambhém que préximo a
colisdio, || — 1/€Y2 e ¢ — 0. Na colisdo, E =0, t =t,, T =1, & =0¢ || = +o0. Logo

apos a colisao, t > t., 7 > 7, £€>0, ¢ > 0. Em t = 2t., 7 = 27, a particula retorna a

£ = % com 5 =& =0 e o ciclo se repete.

A fungao & = £(7) é regular em toda parte, e também O é a nova velocidade:

1

(1) = ~Gipsen cV?r
Por fim, destacamos que £ é 2t.-periddica.
g
A
%
g,/2
T./2 T >t

Figura 1.3: £ como fung¢ao do tempo regularizado .
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tc32
£C¥2= 1| « . _~
2+n)2 ————

/2 |-

Figura 1.4: Relacao entre o tempo fisicot o pseudotempo T.

1.1.4 Da dinamica préximo a colisao

A velocidade regularizada &’ troca de sinal na colisdo. De fato, como £'(7) = —#sen CY?r,
segue-se que £'(1) < 0 quando 0 < 7 < 7. = 7/CY? e ¢'(1) > 0 quando 7, < 7 < 27,. Além
disso, como |§ | = 0o na colisdo, a particula se aproxima da colisdo com £ — —oo e parte
da colisdo satisfazendo & — co. Vamos considerar o caso da érbita eliptica no problema

dos dois corpos a fim de ilustrarmos o fenomeno acima descrito.

n
A
Mo
A ]
b
ae a -
g
B

Figura 1.5: Dinamica proxima a colisao.

Seja 179 > 0 no ponto (&, 0) tal que

2/& > 1.
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A particula descreve uma elipse com um de seus focos na origem do plano &, 7. O semi-eixo

maior da elipse esta relacionado com as condigoes iniciais por meio da energia
2/r —1/a = v? (1.41)

ou
1 2 9
— = — —n;. 1.42
4 2 Mo ( )

A excentricidade da drbita eliptica é obtida da relacao & = a(1 + e):

o §o—a
e= p— (1.43)

Se &y =2a,entao e =1, 17 =0 e v? = 53 Da tultima identidade obtemos

2 1
£ . (1.44)

Desde que £2 = 2/¢ — C, segue-se de (1.44) que C' = 1/a.

A velocidade no pericentro é

1 (14+e\"?
= (1) (1.45)
e no apocentro é
1 [(1—e\"?
n=—-— . 1.4
o= i (1+e) (1.46)

Observe que 1, — o0 e 19 — 0 quando e — 1.

A velocidade da particula no ponto A = (0,7,4) é dada por:

1 (1+e\"?

Ficamos portanto com as seguintes componentes 4, 114 € £g, 1) da velocidade nos pontos

Ae B:

1

= = &g, (1.48)

§a = o

1

na = —W = +nB. (1.49)

Observacgao: O calculo das velocidades (1.45), (1.46) e (1.47) podem ser efetivados substituindo-

se o valor de r diretamente em (1.43). Por exemplo, no pericentro, r = a + ae. Logo,

w2 1 14e . 1 (1+e\"?
nl_a(l—e) 1—e '

a'l—e . 771:&1/2
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Quando e — 1, a elipse degenera-se em uma reta (b = a(l — €?)¥/?2 — 0) e as
componentes em (1.48) e (1.49) tendem a infinito. A componente ¢ da velocidade muda de

sinal quando a particula passa pela singularidade, pois, § A= —Ep.

O perfodo do movimento sobre a elipse é T' = 27/n, com n = a~*/2. Quando 7y — 0,
temos que a=! — 2/& e T — 27(2/&) %2 Como C = 2/¢ e t. = T/2, o tempo da
colisao, t., permanece o mesmo quando e — 1.

Recorremos a equagao (1.39), £ = %(1 + cos C'/27), a qual relaciona a distancia & = r

com o novo tempo 7. Se procedemos a substituicdo a = 1/c e na = aa=*? = C'/2, obtemos:
r = a(l 4+ cos nar), (1.50)

para a qual naT =: u é a Anomalia Ezxcéntrica. Conseqiientemente a equacao de Kepler
nt = u + esenu, (1.51)

coincide com a equagdo (1.40), t = [ + (1/C"/?)sen C'/?7], quando e = 1. Note que nas
equagoes (1.50) e (1.51), hd uma troca de sinal (de mais para menos), desde que u =7 =0

corresponda ao pericentro.

Concluimos que a anomalia excéntrica é uma variavel de regularizacao para o problema
dos dois corpos. De fato, comparando-se as equagoes dr = dt/r e du = (na/r)dt, temos que

7, 0 “novo tempo”, é essencialmente a anomalia excéntrica.

1.1.5 Uma regularizagao para 6rbita de colisao no problema dos
dois corpos

As transformagoes £ = f(u) e dt/dT = g(u) promovem, como vimos, a regularizacdo para
as orbitas de colisao no problema dos dois corpos. No exemplo anterior, selecionamos sim-
plesmente f(u) = £ = u. Portanto, a varidvel dependente permanece inalterada. A trans-
formagao da variavel independente se da por dt/dr = g(u) = g(§) = &. A regularizacao é

portanto efetuada transformando-se apenas a variavel independente.

Se a varidvel dependente é também transformada, a equagao (1.25) fornece uma possivel
transformagao do tempo, pois, g(u) fica determinada desde que f(u) seja previamente sele-

cionada.

E natural neste momento selecionarmos

£ = flu) = v’ (1.52)
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Observemos que se n é par, segue-se da equagao (1.25) que g é uma fungao racional. Em

NnosSsoO caso,

g(u) = Bu?, BeR. (1.53)

A nova velocidade, segundo a equagao (1.22) é

1 2
u? = (5 - OT”) B2, (1.54)

Quando, por exemplo, B = 4, ficamos com

u = 42(2 — Cu?)'/?, (1.55)

g =4u® = f" (1.56)

Consideremos apenas o sinal positivo em (1.55). Observemos que de (1.52), u = /2, e
de € = u/'f'/g, € =u'/2u. Assim, £ > 0 nos casos em que u > 0, v’ > 0eu < 0, v < 0.
Quando € < 0 u e v/ devem ter sinais contrarios. Exceto quando £ = 0, destacamos que a

cada valor de & correspondem dois valores distintos de wu.

A equagao (1.55) é em nosso caso a equacao do movimento. Diferenciando (1.55), esta-

belecemos que

v 4+ 4Cu = 0. (1.57)

Com as condigoes iniciais 7 = 0, u = ug = (1)/2 = (2/C)/2 e uly = 0, (1.57) tem por solucio:
u=(2/C)"%cos 20?7, (1.58)

As condigoes iniciais acima descritas decorrem de & = u'/2u, pois neste caso uf, = 2upéy = 0.

Por (1.58), temos que o instante da colisdo, u = £ = 0, é 7. = 7/4C/2. Ainda a partir

de (1.58), a nova velocidade é definida por
u' = —2%%sen(2C"%7). (1.59)

Na colisdo temos portanto que u/, = —23/2.

Nos graficos a seguir exibimos a relagdo entre £, u,u’ e o tempo 7. Apenas valores
positivos em u = &2 sdo considerados. Entre a posicao inicial e a colisio, 0 < 7 <
Te, Ug > u > 0e 0 > o > —2%2 Nesta regido, £ < 0 e sgnu = —sgnu'. Apés a
colisao, isto ¢, 7. < 7 < 27, a particula retorna a posicao £ = ;. Durante este tempo,

0>u>—uy, 0<E<E e —923/2 < 4/ < 0. Temos que sgnu = sgnu’ e f > () nesta regiao.
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g
A
_2
&OT\ /
. 21,
C—T
u
A
- /2
uo'/%
T.= T
= WT
| » T
21,
ul
A
To=—0
°c=4JC
V4 » T
21,

2/2 L

Figura 1.6: Colisao dos dois corpos com o tempo e as coordenadas transformadas.

A relagao entre t e 7 pode ser expressa por

4 sen 4C/2r

De fato, basta substituir o valor de u, dado por (1.58), em dt/dr = 4u?. Por integragao,
T8
t = / — cos? 2027 dt
0 C
4 sen 4C/2 1

Estudamos portanto a dupla transformacao, quando o tempo e a variavel dependente sao

transformados, e a regularizagdao na qual apenas o tempo é transformado. As duas técnicas
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representam uma solu¢ao para o problema de eliminar singularidades, pois como vimos, a
equagao do movimento é de fato regularizada. A primeira regularizacao estudada tem a

propriedade de que a velocidade ¢ nula na colisao, enquanto que na segunda este valor é de

2V/2.

Na primeira regularizagao, a transformagao do tempo (varidvel independente) regulariza

a equacao do movimento, a qual se torna
§'+C¢E—1=0,
enquanto que da dupla transformacao, obtemos

v +4Cu = 0.

1.2 Regularizacao do problema geral dos dois corpos

Consideremos no plano complexo o vetor posicao da particula ( = & +in. A equagao do

movimento é dada por
¢=—¢/ICP. (1.61)
Como antes, temos a singularidade em ¢ = 0, isto é, na colisao.

A equacao (1.53) sera regularizada introduzindo-se uma transformagao de coordenadas,

¢ = f(w), (1.62)

e uma transformacao do tempo,

dt/dr = g(w), (1.63)

Aqui, g é uma fungao real da variavel complexa w. O “novo tempo” 7 é portanto um nimero

real.

No caso em que a orbita de colisao é uma reta, a transformacao usada na regularizagao
estabelece uma relagao entre os pontos ¢ da reta original, e os pontos u da reta transformada.

Agora, estabeleceremos relagoes entre o plano dado por ¢ e o plano transformado w.

A funcao f contém as informagoes geométricas envolvidas na regularizagao, enquanto
que a funcao g controla os aspectos cinematicos e de fato promove a regularizacao. Veremos
que simplificacoes significativas nas equagoes transformadas do movimento sao obtidas ao

selecionarmos as fungoes f e g apropriadamente.
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Como antes, a energia associada a (1.53) é:

. 2
Observemos que:
. d¢ dw dr
Logo,
. f/ w 2 w/ 2
[ (1.66)

Substituindo a valor de |{|? em (1.53) e considerando-se a transformacio ¢ = f(w), temos

ne _ i_ g9
[ ‘(m C) Vi (1.67)

| 2

que

¢ a energia no novo sistema de varidveis. Aqui, |w'|* é o quadrado da nova velocidade, e

|w'|? = (du/dT)?* + (dv/dT)*.

Correspondentemente a mudanca de coordenadas & = u? estudada anteriormente, defin-

1

mos ¢ = w?. Também de modo anélogo, definamos d7/dt = r—! = |¢|~!. Ficamos com as

seguintes equagao de transformacao:

¢ = f(w) = w? (1.68)
;l—j_ = g(w) = 4|w|*. (1.69)

Substituindo-se os valores de f, g, f' em (1.59), e g, f em (1.55), segue-se que
|w'|? = 4(2 — |w|*C) (1.70)
¢ a energia no plano w, e

¢ = 1 (1.71)

2w

é a relacio entre as velocidades || e |w|.

Consideremos a equagao do movimento (1.61). Podemos escrevé-la sob a forma:

. 1
¢ = grad;—. (1.72)
19
onde,
oF OF
F(()=—+i—
grad,F(¢) o€ —i—zan,

é o gradiente da funcao real F' = F({) da varidvel complexa ¢ = £ + in.
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Se U = |—é| — %, entdo ¢ = grad U. Além disso, a energia ¢ dada por

I{)? = 2U, (1.73)

a qual é obtida a partir de |(|> = 2/|¢| —

A fim de transformarmos a equagao do movimento C = grad, U, observemos que:

: df dw dT
1.74
¢= dw dt dt’ (174)
@ = f, fl’f wefl—I—T entao
¢ = flu'7. (1.75)
Derivando (1.75) obtemos
Q'J:f/w/%_i_(f// /2‘|‘f/ //) (176)

Lema 1.1 Sejam g1, 9> : C — R fungoes reais da variavel complera w e G : C — C uma
fung¢ao complexa dada. Se g1, 92 € G sao analiticas, entao:
(1) grad, g1(w)ga(w) = grgrad, g + g2 grad,, g1,

g _ dG
(i) grad,|G(w)]* = 2G5,
Demonstragao:

(i) Sejam g;(w) = z;(u,v) e z; = x;(u,v) uma funcao real e diferencidvel para j = 1, 2.

Entao, considerando-se w = u + iwv,:

al'll'g _al'l.fll'g
+1
ou v

N G L I L
- ou " ou ) T Cow T o

= ¢ grad, g» + g2 grad,, g1.

grad, g192 =

(ii) Como G(w) é analitica,

Gu = oG _ da@ =—iG,, e G,= @ = iG,.
u 8w

Pelo item (i), temos a identidade

grad, |G(w)]* = G grad, G + Ggrad,, G,
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para qual,
grad,, G =G, +1G, =0
e —_
S — — dG
grad, G = G, +1G, = 2—
dw
como queriamos. a

De acordo com o lema, temos que o operador gradiente também ¢é transformado, e vale
a relacao:

f/grad< U = grad, U. (1.77)

De fato,
grad, U(w) = U, + iU,

= Ul + Uy + i(Uek, + Upny).
Mas, pelas relacoes de Cauchy-Riemann, I'm(grad,, U(w)) = —Uen, + U,&,. Logo,
gradw U = (fu + Z77u)<U§ + iUeta)
= ?lgradc U.

A partir de (1.77) e (1.76) concluimos que o sistema ( = grad, U pode ser escrito como

9 f_” _ grad, U

" /%
w —|—w%—2—|—w FooRE (1.78)
Observemos que:
.oodr 1 s dr d (1
T = — — — T — _ = —
dt g dt dt \ g
= —gE=—9""9
= 7.

Além disso, como g é por hipétese uma funcao real da variavel complexa w, podemos escrever

g = h(w)h(w), com h = h(w) complexa e analitica. Com isto,

dg _ @@+g@d_w :
a \dw dr  aw dr )T

Como (h) = & = 4 — (1),

dh dh dw dr  dhdw, R

dt  dw dr dt  dwdr  hh
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Logo,
—
T hw'  h'w
——g=— [ — ) 1.80
Substituindo (1.80) em (1.78) ficamos com
P A R O S U W ]
—-—— —_ -] = d, U. 1.81
w = T + w 7 |f/‘2gra w ( )

Desde que |w'|* = 2|h|*U/|f'|?, temos a seguinte equagao do movimento:

d 1 |h|* dinh
’ V—In=— | = 2U d, U 1.82
w+(w)dw(nh) TE T + grad,, , ( )
a qual, segundo o Lema 1, pode ser escrita como
22 d f!
"= " U= 2i'tm (w-Zinl-) . 1.
w" = grad,, 7 U —2iw'Im (w dwln h) (1.83)
Segue-se de (1.83) que, quando f' = h
w” = grad, | f'|*U. (1.84)
Com ¢ = f(w) = w?, temos que
1 2 ]' O "
w" = grad, 4|w| WP 2 =—4Cw .. w'+4Cw=0. (1.85)

Observacao: Esta equacao do movimento também pode ser obtida a partir da equagao

original do movimento, (1.61), juntamente com a relagdo dada em (1.70).

Notemos ainda que selecionando-se h = f’, segue-se que

dt/dr = |f'|*. (1.86)

Vimos portanto que a equagdo do movimento (1.61),

?¢ ¢

bl ST B

e P
¢é transformada em ,

d“w

cujas solucoes sao, tipicamente,

w = Acos 2027 + Bsen 2021
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para C' > 0,
w = Acosh 2(—C)"*1 + Bsenh 2(—C)"*r
para C' <0, e
w= A+ Br,
quando C' = 0.

~ T .
Em suma, mostramos que as transformacoes ( = w? e t = 4 fo |w|?dr, aplicadas na

regularizacao do problema geral dos dois corpos, sao tais que:
d*w/dr* 4+ 4Cw = 0

é a equacao do movimento no plano transformando w. A constante

_ 2
[l

¢ determinada pelas condigoes iniciais (p e (o, as quais sdo transformadas em wy e w;, =

C== P
(dw/dT)o, com wy = CS/Q e w, = 2 To.

Mostramos também que, em geral, dada a equacao diferencial de segunda ordem

¢ =grad. U
podemos transforméa-la em
w” = grad,| f'(w)[*U,

onde a transformagao geométrica ¢ = f(w) e a transformacao do tempo dt = |f'(w)|*dr sao

dadas pela mesma funcao f = f(w).

1.3 Regularizacao do problema dos dois corpos com
variaveis canonicas

A regularizacao do problema restrito dos trés corpos (eliminagdo de uma ou de ambas as

singularidades das equagoes do movimento) consiste de dois passos:

1. transformacao de coordenadas;

2. transformacao associada ao tempo.

Estes dois passos serao aqui abordados lancando-se mao de transformacoes candnicas
das variaveis no espaco de fase, e de uma outra transformacao no espaco de fase extendido,

a qual é responsavel pela reparametrizacao do tempo.
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Trataremos primeiramente o problema do campo de forgas centrais Newtoniano (ou
problema dos dois corpos). Dado o sistema de coordenadas retangulares cartesianas (x,y) =
(¢1,2), temos que o problema dos dois corpos, com a unidade (soma das massas) escolhida

apropriadamente, tem hamiltoniano:

1

1
H=-0i+0) — 5173 1.87
2V g (157
Os momentos conjugados sao dados por
p1=¢, para i=1,2. (1.88)
As canoénicas equagoes do movimento sao, juntamente com (1.88), dadas por:
pr=—ai/(q; +ai)*?,
o=~/ (q} +33)**. (1.89)

Existe um método para gerar algumas, mas nao todas, transformagcoes canonicas. A
técnica consiste, essencialmente, em avaliar uma forma modificada do Principio Hamiltoni-
LU i d ivei f 0 Ooni 1 d
ano'. Usaremos aqui uma das quatro possiveis transformacoes canonicas resultantes deste

método:
Ws(pi, Qi) = p1f(Q1, Q2) + p2g9(Q1, Q2) (1.90)

para a qual f e g sao fungoes harmonicas conjugadas. Logo, por definicao, f e g satisfazem

as equacoes diferenciais de Cauchy-Riemann:

or _ 99 9 _ 09

= e —— =— ) 1.91
0Q1  0Qs Q)2 0 (19

No espaco de fase de coordenadas canonicas ¢, g, p1, P2, temos que se
Qj :Qj(qlacbaplap%t) € Pj :Pj(q17Q27p17p27t)7 (192)

para i = 1, 2, representam uma transformacao canonica do tipo Ws, entao valem as relagoes:

oWy, oWy

_  — 1.93
para todo ¢ = 1, 2. Também,
oWs ~
——=H—-H 1.94
at Y ( )

onde H é o hamiltoniano original e H o transformado.

Wer ref. [6], pg. 324
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As equacoes de transformacao sao entao dadas por:
@ = f(Q1,Q2), ¢ =g(Q1,Q2), (1.95)
of 9y
P =p — 7
1 plan +p28Q2’
0 0
Py = pQTCi + pQ—g

_ 1.96
70; (1:96)
Definindo-se 0/0Q1 = aj; e 0g/0Q1 = a2, segue-se das equagoes em (1.96) que

Py = anp: + aiap:

Py = —ajpop; + anipe
ou, matricialmente,

(1.97)

P=Ap.
Onde A ¢é a matriz anti-simétrica nao-singular

(1.98)

A — < aixz a1z > .
—a12
Observe que

A= A*/D
com

ot \? g \?

1.99
0Q, (1.99)
Concluimos a partir de (1.98) que

Logo,

O hamiltoniano transformado é dado por
[ ks S

2 D (f2+ g2

As novas equacoes do movimento sao:

(1.100)
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para ¢ =1,2. Isto é,

. 1 . 1
QlZB'P17Q2:5'P2, (1.101)

.1 (P2+P}) oD 1 1 .,

P50 ez (Eae ot T (1.102)

.1 (PP+P} oD 1 1 D 5 '

R T R (RO

Em geral, dado um sistema dinamico com grau de liberdade n, varidveis candnicas
¢, - - -, qn © momentos conjugados py, ..., p,, podemos introduzir o tempo como a (n + 1)-
ésima coordenada generalizada. Mostra-se que o momento conjugado é —H. O sistema
dinamico é agora representado por 2n + 2 variaveis no espaco de fase extendido de coorde-

nadas

qis---5,49n, dn+1
pla"'apna pn+l (1103)

com @piq1 =t e pp =—H.

Transformagoes canonicas incluirao a transformagao do tempo. Temos classicamente na

literatura que anotando-se
4 =Ti, Pi=1Yi
parai=1,....,n, e
t=app1, —H = yny1,
entao as equacoes do movimento no plano de fase extendido sao dadas por

= = — 1.104
dw  Oy; ¢ dw o0x; ( )
com?z=1,....n, n+1, w=te
C=yp1 +7(@1, o Tty Y1y s YUn)s (1.105)
onde
(G, -G, t, D1, pn) = H. (1.106)

Em nosso caso, podemos, a partir do hamiltoniano no espaco de fase extendido, obter
resultados analogos aos acima obtidos aplicando-se a transformagao canonica do tipo Wi.

Da fato, ) ,
P2+ P 1
=P L 2 _ . 1.107
T TP o
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Com equagoes do movimento associadas

dQ;  or dP, 9T
it o i o (1.108)

Substituindo-se o valor de I' dado em (1.107) na primeira das equagdes em (1.108), temos:

aQ P dQs Py Qs

= == =1. 1.1
dw D’ dw D’ dw (1.109)
Desde que Q)3 =t, w =1t + const. e
dQ; P
=2 1.110
dt D ( )

para i =1,2.

As equagoes em (1.110) sao idénticas as dadas em (1.101). Substituindo-se também o
valor de I dado em (1.107) na segunda equagao de (1.108) obtemos uma conclusao similar.

Exceto é claro para o caso ¢ = 3, onde

dPs or

= = ~50;" (1.111)
ou
Py =0.
Mas isto é esperado, pois P3 = —H é constante.
Seja
dt = D(Q1, Q2)dr, (1.112)

a transformagao do tempo, onde D é definido pela equacao (1.99) e 7 é a varidvel do tempo

transformada.

O novo hamiltoniano no espaco de fase extendido é

= DT (1.113)
ou
* 1 2 2 D
As equagoes do movimento sao dadas por
@, orr* dPy or+
Tl = 1.115
dr 0P, © dr 00, (1.115)
para ¢ = 1,2. Isto é,
dQ);
@ =P, (1.116)
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dP; 0 1

- _ pDlp-—3— — - 1.11
i =5 P (P ) A
com ¢ = 1,2 nos dois casos.

Para i = 3, as equagoes do movimento sao

o _dg, o _dp
8P3 N dr an N dr

(1.118)

ou

D =dt/dr e P; constante.

Observemos que a singularidade da nossa equacao diferencial transformada esta associada
ao termo
D D

iy (1.119)

na equacao (1.117). Assim, a escolha das fungoes f e g deve ser feita de modo que se tenha

a regularidade na regiao de interesse.
Definindo ¢ = f +ig, i = (—1)'/2, segue-se de (1.119) que

b _l#l

2z ___ ¥l 1.120
P+ 14l —
onde
SO0
0Q1 0
Considere a transformacao de Levi-Civita
p = (Q1 +1iQs)*. (1.121)
Entao,
D=4Q7+Q3), f+9°=(QI+Q3), (1.122)
donde
D
As equagoes do movimento, obtidas de (1.116) e (1.117), sdo
dQ; ar; oD
_p _ _p 1.124
dr Ydr 38621- ( )

para i =1,2.
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Substituindo —H por Ps, avaliando as derivadas parciais e considerando-se a derivada

com respeito ao tempo transformado 7, obtemos
Q) =P, Qy="D, P =8HQ,, P;=8HQ,. (1.125)
A equacao diferencial de segunda ordem para ()1 e Q2 € entao
Q! =8HQ;, (1.126)

com ¢ = 1, 2. Portanto, temos um movimento

eliptico se  H < 0, (I)
hiperbélico se  H > 0, (II)
retilineo se  H = 0. (III)

Dadas as solugoes @; = Q;(7) da equacao (1.126), podemos obter a relagdo entre ¢t e 7

substituindo-se estas solugoes em
dt = 4(Q? + Q3)dr.
Finalmente, sdo obtidas as solugoes q; = ¢1(t) e g2 = go2(t) por meio das relagoes

=071 —Q3 ¢ =2Q:1Q2,

as quais sao devidas ao fato de que ¢ = f, g2 = g e p = Q3 — Q3 +120Q1Q>.

1.4 Fluxo geodésico na esfera e a regularizacao no prob-
lema de Kepler

Consideremos o problema dos dois corpos em sua forma reduzida, na qual o centro de massa
esta em repouso e estudamos o movimento de apenas uma particula material. Apesar de

enfatizarmos os casos com dimensao dois e trés, descrevemos o problema n-dimensionalmente.
Seja
q= (q17q27"'7qn>- (1127)

o vetor posi¢do da particula material e p = (p1,p2,...,p,) a velocidade correspondente.
Escolhendo de modo apropriado a unidade de massa podemos formular o problema por meio

da equacao diferencial

?q ¢ -
s G o ldPP =) ¢, (1.128)
e = g 1= 2
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com a energia associada escrita como

1 1
H=—||p||* = —. (1.129)
2 lq|

Existem procedimentos diferentes para remocao da singularidade presente em ¢ = 0
no caso n = 2. Uma destas técnicas (de regularizagao) é devida a Levi-Civita, e consiste

essencialmente em introduzir uma nova variavel independente

dt
s= | (1.130)
lqi
e submeter a variavel dependente a transformacao:
: 1 , w
Qtig =352 pitip =, (1.131)

onde w e z sao variaveis complexas. A equacao diferencial transformada é regular no ponto

z=0.

A regularizagao de Levi-Civita permite uma compactificacao da superficie de energia, a
qual se torna uma variedade analitica real sem fronteira. E possivel mostrar (ver [Mozer))
que a variedade resultante desta compactificacao é topologicamente equivalente ao fibrado
tangente da esfera 2-dimensional S? (i.e. o plano projetivo P3). Mostraremos este fato
também para n > 2. No entanto a prova nao mais dependerda das técnicas presentes na

analise complexa.

Teorema 1.1 Para uma constante negativa C, a superficie de energia H = C pode ser
mapeada injetiva e homeomorficamente no fibrado tangente unitario da esfera S™. Este é o
mapa levantado a partir do fibrado tangente unitdrio da esfera S™ menos o polo norte (corre-
spondente a colisao). Além disso, apds uma mudanga apropriada na varidvel independente,
temos que o fluxo definido pelo problema de Kepler é mapeado no fluxo geodésico sobre a

esfera S™ menos um ponto.

Este resultado sera provado de modo elementar. A construcao explicita do mapa men-
cionado no teorema consiste em extender apropriadamente a projecao esteriografica ao fi-
brado tangente. Iremos com isto obter a regularizacao do fluxo ao compactificarmos a esfera

menos o polo norte.

Vamos agora discutir como se pode interpretar o fluxo geodésico sobre a esfera em termos

do fluxo definido pelo problema de Kepler.

Seja & = (£o,&1, ..., &) um vetor real e |[€]| = > "_, &,. Consideremos a esfera unitaria

S"={£e R [|¢]| =1}
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Temos do Célculo Variacional® que o fluxo geodésico sobre a esfera corresponde a ex-

tremais do funcional
F(s) = [ llglfas (1.132)
para o qual £ = £(s) é uma fungao vetorial com ||£(s)|| =1 e & = d€/ds.

A equacao de Euler-Lagrance associada ao problema variacional acima nos leva a ao

seguinte sistema com vinculo ||£(s)|| = 1:

&+ N¢=0 (1.133)
onde A é um constante real com valor [|'||. Se escolhermos A = 1, entao s corresponde ao
comprimento do arco.

Anotando-se n = £’, temos que o sistema acima pode ser escrito como

¢ =n,

n = —Inl*¢,

onde |[¢]| = 1 e portanto < £, >=Y""_ &,n, = 0. Exibimos aqui a razao de ser A = =£||n||>.

(1.134)

Diferenciando-se duas vezes ||¢|| = 1, segue-se que
<l E>+<€¢>=0.

Mas, " = —\2¢, logo
€117 = [Inl]* = A%,

como queriamos.

A variedade descrita por [[€|| =1 e < &, >= 0 é justamente o fibrado tangente T'(S™)

da esfera unitaria sobre a qual o fluxo esta definido.

Podemos traduzir (1.134) para o sistema hamiltoniano correspondente sobre T'(S™):

fl = (I)na
(1.135)
77, = _q)éa
para o qual
1
(&) = slIElPmll* (1.136)

A fim de obtermos uma descricao deste fluxo no espaco Euclideano n-dimensional, con-

sideremos a projecao estereografica®. Esta é, em coordenadas, definida por

T = S k=1,2,....n (1.137)

o1&
Zsugerimos, se necessério o for, consultar a referéncia [7], pg.58 a 64.
3ver apéndice, Proj. Est.
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e mapeia a esfera S™ menos um ponto, doravante denotada por S™, sobre o espaco euclideano
R™.
Extenderemos a projecao estereografica simpleticamente a um mapa do fibrado tangente

T(S™) em R?*" definindo a aplicacio yx = gi(£,m), k=1,...,n, tal que
S nde, =Y yrdy. (1.138)
v=0 k=0

Veremos a seguir que tal extensao existe e é dada por
yr = k(1 = &) +&mo, k=1,2,...,n. (1.139)

O mapa dado por (1.137) e (1.139) mapeia o fibrado tangente T'(5™) no espaco euclideano
de dimensao 2n. Para obtermos a inversa desta transformacao, consideremos primeiramente

a inversa da projecao

S
HxH - Z(l—fo)Q

k=1
1-&
(1—&)?

_ 1+&
1-& "

Donde
1+&

2
1217 = 1=,
Resolvendo (1.140) para &, e substituindo o resultado em (1.137) obtemos:

(1.140)

|z]|? -1 2z}

= = k=1,...,n. 1.141
gO Hx||2_'_17 gk ||37H2+1’ ) y ( )

Desde que ||¢|| = 1, temos, derivando com respeito a S, que < &,n >= 0. Logo, de (1.139),

<T,y> = Z$kyk

k—l 1 =&

_ ( _f )770
- (1_|_0£0) _71050

= (1+&)no — noéos
donde
< x,u >=1),. (1.142)
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Resolvendo (1.139) para 7, e usando (1.142), segue-se que:

_— Yr — &k
(1—%&)
— m Yp— < T,y > - 15’20
= W~yk—<n,y>xk,
donde el 41
=g Wk <y >, k=1,2,...,n. (1.143)

Também por célculos diretos, podemos mostrar que para todos = e y, (1.143), (1.142) e
(1.141) sao tais que: [[€]| =1, < &,n >= 0. Isto significa que esta transformagao mapeia o

espaco R?" no fibrado tangente T(Sn)

Para uso posterior, obtemos a norma do vetor 1 em termos de x e y:

WP=%+Zﬁ
l|2]|? + 1 2 7|2 +1
— cay s +Z (| I yk> _2(|| ||2 >yk

|HP+1
_ <x,y>2+( l2 = (2P + 1) < 2,y 52 + < 2,5 > |2

— ()’

donde

<zy>+<zy>1;

|MP+1

[Inll = Alyll- (1.144)

Indicamos, sucintamente, o calculo da extensao exibida em (1.139) a inversa da projegao

esteoregrafica com respeito ao polo norte tem sua lei de formacgao expressa vetorialmente por

2
w(ZL‘) = + W(l’, N) (1.145)
Assim,
2 2 v T,V —x
Df(x)-v:m[(uxn +v+2<z,v>(N-2). (1.146)
Logo,
1 2 2/ 1] 12—
|Df(x) - vl] = mﬂg:ﬁﬁHWﬂI+DH\

=8(|2[|* + 1) <z, 0 >* +8(||2]* +1) < 2,0 >< v, N >+
+H[=8(||z|]* + 1) < v > +16 < z,v >? ||z]|* — 16 < z,v >2< v, N >]+

+A(l|2])P +1) < 2,0 ><v,N > -8 < x,v >*< v, N > +16 < z,v >*|}.
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Mas 21 N e v N. Entdo, escolhendo-se v unitario e denotando-se £ = 1(x), obtemos para

o elemento de comprimento de arco:

4
1d¢|)* = =g |1da] . (1.147)
(][ + 1)
Seja 1, o0 jacobiano n x (n + 1) de 1. Podemos obter a matriz 1, diretamente a partir

de (1.141), a saber:

x? W —x?  —mry - —T1Tp
Yp = s 1.148
(][> +1)?
z? —X1%y, —ToXp e w — x2
Efetuando a multiplicagao entre v, e sua transposta ¢! obtemos como produto,
Yiap, = 1 I (1.149)
Da Algebra Linear temos a relacao:
< n,dé >=<n,Y,da >=< Py, dr > (1.150)

a qual sugere que tomemos n = v,y onde v é um escalar a determinar. Se definirmos
v = (||z||*+1)?/4, e substituimos o valor resultante de  em (1.150), verificamos de imediato

a relagao (1.138). Além disso, podemos concluir que £ e n = v,y sdo ortogonais, apenas

derivando a relagao ||¢]|> = |[+||* = 1. Segue-se que
x|+ 1)
g= UHEEL, (1151)

¢ a extensao em (1.142) e (1.143), cuja inversa é justamente (1.139).

Como a extensao aqui proposta é simplética, é suficiente transformar o hamiltoniano

para que se tenha as equacoes diferenciais (1.138) transformadas®. Sendo assim, definimos

1 (N[> + 1)1yl
F(z,y) = ¢(&n) = 5lI&l*[Inll* = < . (1.152)
Conseqlientemente, as equagoes diferenciais transformadas sao dadas sob a forma:
¥ =F, y=-F, (1.153)

4Uma maneira de confirmar esta afirmacdo explicitamente é através da eq. (1.134).
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Mas ainda, as geodésicas com “velocidade unitéria” ||n|| = 1, isto é, com ¢ = 1/2 correspon-

dem a solugoes tais que F' = 1/2.

Desde que o sistema hamiltoniano (1.153) depende exclusivamente do gradiente de F,
grad F', podemos substituir F' por u(F) se v/(1/2) = 1. De fato, em F = 1/2 temos que
grad F' = grad u(F"). Em particular, se

entao o sistema (1.153) é transformado em

=G, y =G, (1.155)

Finalmente, aplicamos a transformacao do tempo:
t= / lly||dS ou dt =||y||dS. (1.156)

Com isto,

&=yl = |yl "Gy, g =yl "Gz (1.157)

onde (") indica a diferenciagdo com respeito a t. Em G = 0, isto é, F' = 1/2, temos que:

lylI™'Gy = Hy, |lyl|”'Gz = Ha. (1.158)
e
1 1 1 1
H=|yl7'G— 5 =yl (V2F = 1) = 5 = S| = 7. (1.159)
2 2 2 [lyll
Este sistema resultante é hamiltoniano com fungao hamiltoniana H = —1/2. Anotando-se
p = —x e ¢ =y chegamos ao problema de Kepler com superficie de energia —1/2:
1 1
H =S|l - = = —1/2
2 gl

Recapitulando: mostramos que a transformagao do fibrado tangente T(S”) no espaco de fase

51 fn

2n-dimensional
(faﬁ) = (1 _goa"' 71_7&)7771(1 _€O)+§17707"'777n(1 _50) +€n770)

juntamente com a reparametrizagao do tempo

t= / |ylds,

mapeia os circulos geodésicos da esfera S™ em érbitas do problema de Kepler sobre a su-

perficie de energia H = —1/2. No entanto, o polo norte foi excluido. Mas, o incluimos por
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meio de uma compactificagdo da superficie com energia H = —1/2. A superficie obtida é
entao equivalente ao fibrado tangente unitario, e 6rbitas de colisao corresponde aos circulos

geodésicos através do polo norte.

Comentario: E possivel descrever o fluxo em uma vizinhanca da colisao ¢ = 0, o qual
corresponde ao polo norte. De fato, considerando-se uma reflexdo apropriada (que leva o

polo norte no polo sul):

§or—= =8, Mo —Mo
§ = =&k Mk — Mk
para todo k = 1,2, ..., n, entao nossa transformagao é agora dada por:

q—IpllPe—2<p,q>p,

b= P
IpIP?

A qual coincide com uma transformagao introduzida por Sundman. Como as isometrias (e
nossa reflexdo em particular) preservam o fluxo geodésico, a tltima transformagao preserva
as 6rbitas do problema de Kepler. Além disso, desde que H = —1/2, na colisao temos que

p=0¢e||g|]| = 2, em contraste com os estados originais de colisao ||p|| = o0 e ¢ = 0.



Capitulo 2

Regularizacao no Problema Restrito
dos Trés Corpos

2.1 Regularizacao local no problema restrito dos trés
corpos

A estratégia aplicada neste caso é essencialmente a mesma usada para o problema dos dois

corpos. Definimos as transformacoes:

z= f(w) e dt/dr = g(w) = |h(w)|*. (2.1)

Consideremos o sistema de coordenadas girantes. A equagao do movimento para o

problema restrito dos trés corpos em sua versao complexa ¢ dada por:

Z 4 2i2 = grad,U. (2.2)

Similarmente a técnica adotada anteriormente, aplicando-se as transformagoes dadas em

(2.1), de (2.2) obtemos

212

w" + 2ig(w)w’ = grad,, 7

d /
U — 2iw'Im <w'%ln%) (2.3)

com

U

Il
o)
|
Q
~Z
S

Q= (1 —p)r}+prd) + S+ £,

o= |lz—pul e r=lz—p+1|.
Observe que a segunda parcela no primeiro membro de equagao do movimento, implica
a presenga do termo 2ig(w)w’ em (2.3). Esta é, essencialmente, a diferenga entre (2.3) e a

equacao correspondente obtida no caso do problema dos dois corpos.

33
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Se definirmos como antes f' = h (ou g(w) = |f’|?), entao a equagdo do movimento é

dada por
w” + 2i| f')*w’ = grad, | f'|*U. (2.4)

No sistema de coordenadas originais, a energia é

2> = 2U (2.5)
e no sistema transformado
. df dw dr
= ——+ — « —
dw dr dt
donde
W' = [2[n]*/] 17
ou

\dw/dr|” = 2|f'|*U. (2.6)

Nas singularidades da func¢ao U, r; — 0 ou 7, — 0, temos que |Z| — o0.

A escolha da transformacao do tempo associada a transformacao de coordenadas é feita

levando-se em conta as equagoes (2.3) e (1.83). De acordo com estas equagoes , se
dt/dr = g(w) = [h(w)[* = |f'(w)[,

entao a equacao regularizada € linear na primeira e segunda derivada da nova variavel de-

pendente w.

Existem outras escolhas possiveis para funcao g = g(w). R.F. Arenstorf em seu artigo
“New regularization of the restricted problem of three bodies”, por exemplo, sugere uma
técnica para selecao da fungao ¢ diferente da apresentada até aqui. A estratégia usada
por Arenstorf é a de exigir que quaisquer duas “solugoes equivalentes” da equagao regular-
izada (2.3), tenham correspondéncias geométricas e dinamicas com respeito as suas variaveis

independentes.

Entendemos por solugoes equivalentes no plano w, wi(7) e wo(7) digamos, aquelas que
sao mapeadas na mesma curva solugao no plano z. Tal equivaléncia possui apenas significado
geométrico. Mas, se impormos que para um dado tempo 7y, pontos das solucoes regularizadas
w1 (7p) € wa(1p) possuem imagem comum z(%p), entdo temos também uma correspondéncia

de carater dinamico.
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t ~ ~
Como 7 = fo %, a relacao entre os tempos t e 7 depende da solucao no plano w.
Portanto, a correspondéncia de carater dinamico a qual nos referimos acima nao é neces-
sariamente satisfeita. Trataremos destas questoes mais concretamente ao estudarmos uma

regularizagao proposta por Lemaitre.

Vimos que a funcgao z = f(w) = w? regulariza as singularidades situadas na origem no
problema dos dois corpos. A transformacao definida por Z = z — u mapea o ponto z = u do
plano z na origem do plano Z. Assim, a transformacao Z = w? regularizada a singularidade
situada na origem do plano Z, e conseqiientemente também regulariza o ponto singular z = p

no plano z.

Desde que no problema restrito dos trés corpos as particulas materiais m; e my estao
localizadas em 2; = p e 2, = pu— 1, a transformacao z = p+w? e 2 = u— 1 +w? regularizam
as singularidades em m; e msy respectivamente. Tais transformagoes sao ditas regularizagoes

locais (terminologia devida a Birkhoff).

Enfatizamos que a terminologia introduzida por Birkhoff é bastante sugestiva, desde que

a selecao de uma das transformacgoes acima elimina apenas uma das singularidades.

Consideremos a fungao

2= f(w) =w*+p (2.7)

a qual transforma o ponto P; = (i,0) no plano z na origem do plano w, e o ponto P, =
(—1,0) nos pontos w; = i, wy = —i- f transforma a origem do plano z nos pontos w; = iu'/?

1/2

e wy = —ip'/?. Como w = +(z — )2, segue-se que o semiplano y > 0 é transformado nos

quadrantes u > 0, v >0eu <0, v <O0.

A relacao entre os pontos do plano z e w é de um para dois, haja vista que a cada ponto

no plano, exceto z = pu, correspondem dois pontos no plano w.

Na Figura 2.1 a seguir indicamos algumas propriedades geométricas da transformagcao
z = w? + p. Por exemplo, a semi-reta sobre o eixo x a esquerda do ponto P», anotada por
a, € transformada em semi-retas ao longo do eixo v como indicado na Figura 2.1. De fato,
sez=mn < pu—1,entdao (z — p)? > 1. Assim, de x = w? + u segue-se que |w| > 1. Em
coordenadas, ¥ = pu? —v? + p e uv = 0. Deste sistema concluimos que y = 0 e portanto

2

r=p—v>ouv=(u—x)/2
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A
Py(0,1)
O(Oym)
—o0—o0—o0——P» X »
Py(u-1,0) O Py(,0) O| P,(0,0)
O(O5ln)
P,(0,-1)
(a)
y

Figura 2.1: A transformacao de Levi-Civita

A fim de expressarmos U = Q — C/2 em termos da nova varidvel w consideremos as

expressoes de r1 e 19 em funcao de w.
Como ry = |z — u| e rg = |z — p+ 1|, temos que

= |U}|2,

ry = |14+ w|?.

Portanto
L—p

(1= el + 1+ ] +

v=1
2

(2.8)
(2.9)
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desde que

1—
M—i-ﬂ
1 T

U= ¢
2

(1= p)ry + pr3] + (2.11)

| —

Como |f'|* = 4]w|?, temos por substitui¢ao em (2.6) que a nova velocidade é dada por

2

dw
= 8(1 — p) + |wl?

dt

8pu

— 441 - Ydp|w?® + 112 —4C . 2.12
|1+w2|+( w)|w|* + 4p|w* + 1| (2.12)

Em m; temos que r; =0, 2 = p e w = 0. Logo, a velocidade no plano w,
dw/dr] = 2[2(1 — ]2, (2.13)

¢ finita. No entanto, em msy temos que 7, = 0, z = — 1 e w = %3 e, pela equagao (2.12), a

velocidade é infinita.

As derivadas parciais de | f’|?U que aparecem na equacio diferencial do movimento (2.4)

podem ser obtidas a partir de

UIFP = 2@+ v*)°+2uu* —v*) + (p— O)(u® +v°) +2(1 — p)

(i) (2.14)

[(UQ + 1)2)2 +1+ 2(u2 _ 02)]1/2

Desde que |f']? = 4(u® + v?), podemos reescrever (2.4) como as seguintes equagoes do

movimento
u// o 8(u2 4 Uz)’Ul — (U‘f/‘Q)u,
V" 4+ 8(u® + v} = (U|f']*)e. (2.15)

No ponto P; = (u,0) do plano z temos que w = 0, grad U|f'|*> = 0 e |w'| < co. Assim,
w” = 0 na colisdo com w;. A equagao (2.14) nos diz que no ponto P, = (u — 1,0) do plano

z, w=4i, U|f|* — oo, |w'| — oo e grad,, U|f’|* nao estd definido.

As funcoes z = p+w? e 2 = p — 1 + w? sdo chamadas transformacoes de Levi-Civita
e foram primeiramente aplicadas ao problema dos dois corpos. Observemos que cada uma
destas transformagoes regulariza apenas uma das singularidades locais do problema restrito

dos trés corpos.

E natural agora concentrarmo-nos na tarefa de obter transformacgoes capazes de eliminar
as duas singularidades simultaneamente. Lembremos que em nosso problema, dois dos corpos
descrevem trajetéria circulares concéntricas. Portanto, o interessante problema da colisao

tripla nao ¢ neste caso considerado.
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Estudamos a seguir fung¢oes z = f(w) tais que pontos de colisdo com m; e my sejam pon-
tos regulares da equagao diferencial do movimento transformada. Este tipo de transformacao

por reqularizacao global.

2.2 Regularizacao global de Birkhoff para o problema
restrito dos trés corpos

Ao invés de adotarmos a origem do sistema de coordenadas no centro de massa das particulas
materiais, consideramos o sistema no qual a origem estd situado no ponto médio entre as

particulas principais. Aplicando-se a mudancga de coordenadas

¢=ztg5—p (2.16)

temos que as particulas principais estao localizadas em ¢ = +1/2. As equagoes do movimento

sao agora dadas por:

G + 2iq = grad, U(q), (2.17)
para a qual
Ulg) = Qq) — C/2 (2.18)
e
1 2 oy, L—p M
Qq) = 5[(1 = w)ry + pr3] + + - (2.19)
2 r1 T2
como antes. Além disso,
rn=\qg—1/2 e ro=|qg+1/2| (2.20)
ro=(a =122+ @)% = (o +1/2) + g3)" (2.21)
A energia é dada por
4[> = 29(q) — C' = 2U(q). (2.22)

A fungao de regularizacao sugerida por Birkhoff, ¢ = f(w), é da forma

q=aw+ [/w= f(w). (2.23)
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9,
A
I
/ d "
q
my=p o m=1-u !
Py(-1/2,0) P4(1/2,0)

Figura 2.2: Sistemas de coordenadas girantes com origem no ponto médio

E imediato de (2.23) que

|f (w)] = (2.24)

As constantes « e [ serao determinadas a partir das seguintes duas condicGes impostas

a f:

(i) f = f(w) deve eliminar as duas singularidades presentes no problema;

(ii) P, e P, devem ser pontos fixos da fungao f.

A fim de que a condigdao (i) seja satisfeita, consideremos o produto entre |f'(w)]? e

(L =)/ + p/ra:

1 [(1L=plow® = B> plow? =5
w3 | Jaw? + 8 —w/2[  |aw?+ B+ w/2[]’

(2.25)

obtido multiplicando-se a expressao de |f'(w)| dada em (2.24) por (1 — p)/r1 + p/ry =
(1= 1)/l + 8w — 1/2] + o low? + B +1/2].

Uma das singularidades estd localizada no ponto ¢ = (1/2,0), e corresponde a

! (14 (1 —16a3)?). (2.26)

Wi2 = Aoy
Esta correspondéncia é obtida resolvendo-se a equacao do segundo grau em w com ¢ = 1/2
dada em (2.23).

Observemos que w; o sao justamente as raizes do denominador da primeira parcela em
(2.25). Para eliminar estas singularidades podemos impor que o numerador possua as mesmas

raizes. Logo,

1 [1+(1—-16a3)V% =+ (g)l/z

0%



40 Lucas de C. Lapa CAPITULO 2

ou

16a3 = 1. (2.27)

Segue portanto da equagao (2.26) que w; = we = 1/4q;, i.e., my é transformada em um dinico

ponto.

Pela condigao (ii), f(P;) = P;. Logo,
1da=1/2 - a=1/2.

Da equagao (2.27) temos que 3 = 1/8, e portanto

1 1
—(ow+—). 2.2
9 4(w+2w) (2.28)

O segundo termo em |f’|?Q2(q) apresenta uma singularidade em P, cuja eliminagao é
idéntica a efetuada acima. O procedimento adotado acima fornece neste caso a mesma

funcao dada em (2.28), i.e., a =1/2¢ f=1/8.

Notemos que o fator |w| ™3 presente na nova fungao potencial fornece uma nova singular-
idade em w = 0, a qual corresponde a ¢ — oo. Enquanto as singularidades em P; e P, sao
eliminadas, a origem do plano transformado w é um ponto singular. Este ponto singular no
entanto, corresponde a pontos no infinito do plano ¢q. Podemos assim concluir que todos os

pontos a uma distancia finita da origem no plano ¢ sao regularizados por f.

Passemos a apresentar equacoes que descrevem o sistema transformado com a seguinte
notagao: Sejam pq, po e p as distancias correspondentes no plano w a rq,79 € r no plano ¢, e

p1=|w—1/2|, po=|w+1/2|, p=|w|. Entao:

4qw? — 1J2
PP =Bt
ou .
| (w)]? = Zl—ppf- (2.29)
Além disso,
ro=p12p, ra=p5 e |f'[P=rra/p (2.30)

Logo
Ulf'? = (Q-=C/2)lf

pirs 4 4
T [(1 = p)py + ppa]+ (2.31)

1 C ([ p1p2
i — 2 21 _ 2 (P2
2 (2= p)ps + ppi] = 5 ( 20
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Note que neste caso hd uma tnica singularidade, em p = 0. Esta corresponde a r; — o0,
rg — 00, |[w| =0 e |g] — 00. A origem do plano w e os correspondentes pontos no infinito

do plano ¢ sao singularidades.

Apresentamos na Figura 2.3 abaixo a geometria da transformacao
1
q= Z(Qw +1/2w)

com algumas breves justificativas.

Figura 2.3: Geometria da transformacao de Birkhoff

P = (1/2,0) e P, = (—1/2,0) s@o pontos fixos da transformacao. A origem do plano
q ¢é transformada nos pontos w = =%i/2, anotados por Oy = (0,%£1/2) na figura. O arco
circular de raio 1/2 entre os pontos P, = (1/2,0) e O; = (0,1/2) ¢é a imagem do segmento
O P, no eixo q;. De fato, se w = 1/2¢% entdo ¢ = (1/2) cos s. Quando s varia em (0, 7/2)

tals caminhos sdo descritos.

A correspondéncia entre os pontos do plano ¢ e do plano w é de um para dois. De fato,
4w? — 8wqg+1=0 wiwy = 1/4. (2.32)

Isto significa que dois valores no plano w correspondem a um tnico no plano ¢q. Observe que

se |wy| < 1/2, entao |wy| > 1/2, e vice-versa.
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No sistema de variaveis regularizadas a velocidade é expressa por
(du/dT)? + (dv/dT)* = 2U|f'"|*. (2.33)

Como um “controle de qualidade”, verifiquemos que sao finitas as velocidades nos pontos
regulares Py e Ps.

Em P, py =0, po =1, p=1/2, e da equagao (2.31) concluimos que 2U|f'|* = 8(1 — p).
Assim, a velocidade ¢, por (2.33), 2[2(1 — u)]*/?. Analogamente concluimos que em P, a

velocidade é 2(24)'/2.

2.3 Regularizacao global de Thiele-Burrau

A transformagao aqui apresentada foi primeiramente usada por Euler ao estudar o problema
dos dois centros gravitacionais fixos. A regularizacao de Thielle-Burrau foi inicialmente pro-
posta por T.N. Thiele para o caso u = 1/2. C. Burrau obteve mais tarde uma generalizacao

para valores arbitrarios de pu.

Consideramos o sistema de coordenadas girantes com a origem localizada no ponto médio
entre as particulas principais. As equagoes do movimento, energia e as demais equagoes do

nosso interesse sao também dadas por (2.17) a (2.22).

A transformacao de Thiele-Burrau é definida por
1
g=gcosw= f(w) (2.34)

ou

qg= i(eiw +e ™) = f(w). (2.35)

Seja w = u+1iv. A parte real e imaginaria das fungoes seno e cosseno sao como sabemos

dadas por:

cos(u + iv) = cos u cosh v — isenusenh v, (2.36)

sen(u + iv) = senwu cosh v + 4 cos usenh v. (2.37)
Consideremos as relagoes trigonométricas:

cos a cos 8 = 3[cos(a + B) + cos(a — )],
(2.38)
sen a sen 3 = Lcos(a — B) — cos(a + B)].
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Segue-se de (2.37) e (2.38) que
|cos w|* = cos w cos w
= COS W COoSwW

= 1(cos 2u + cos 2iv).

Mas, cos v = (e” +e7")/2 = cosh v. Logo
5 1
| cos w|” = §(cosh 2v — cos 2u). (2.39)
Analogamente, segue-se de (2.36), (2.38) e da relagdo seniv = (e™¥ — €”)/2i = isenh v que:

1
lsenw|* = §(cosh 2y — cos 2z). (2.40)

Aplicando-se a transformacao de Thiele-Burrau temos portanto que:

PP = ' L en|

——senw
2

1
= Z(Cosh2 v — cos® u) (2.41)

1
SR = g(cosh 20 — cos 2u).

As distancias r,r, e 79 s20 agora expressas por:

1
r = =|cos w|
2
1 2 2. \1/2
= 5(senh v+ cos” u) (2.42)
o = 2272 (cosh 2v + cos 2u)Y/2.
1 1
r1:§|cosw—1| za(coshv—cos u), (2.43)
e
1 1
ry = §| cos w—+ 1| = Q(cosh v — COS u) (2.44)

é portanto imediato de (2.44), (2.43) e (2.34) que
/(W) = . (2.45)

Ambas as singularidades sao entao eliminadas ao multiplicarmos Q(q) por | f/|*:

, rr
Ul = =20 = wyrf + s = Ol (L= p)ra o+ . (2.46)
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Substituindo os valores de 11 e 5 dados em (2.43) e (2.44), temos que (2.46) se escreve como:

1 1 1
Ulf'|? = 1—6(cosh 20 — cos 2u) - [Z - C+ g(cosh 20 + cos 2u)+

1
(u—1/2)cosh v cos u] + (1/2 — p) cos pu + 3 cosh v. (2.47)

Anotemos (2.47) por U|f'|? =: Q*(u,v).

A geometria da transformacao de Thiele-Burrau pode ser entendida reescrevendo-se

(2.47) em coordenadas:

q = %COS u cosh v,

(2.48)
Q2 = —%sen usenh v.
Desde que
2 2 2 2
q1 q3 1 a1 45 1
_ — == 2.49
cos?u  sen?u 4 © cosh? v * senh?y 4’ ( )

as retas obtidas fixando-se u e v sao os mapas respectivos de hipérboles e elipses do plano

q1,92-

O centro dessas hipérboles e elipses cofocais é a origem ¢ = 0, e os focos sao justamente

os pontos onde as particulas principais estao localizadas.

Observemos que a origem do plano ¢ é transformada nos pontos v = 0, u = £(2n +
1) 7/2 Vn € N os quais sao obtidos a partir de (2.48) quando ¢ = ¢ = 0. Quando
u=v =20, ¢g=(1/2,0), isto é, a origem do plano w corresponde a m; no plano ¢q. Além
disso, pontos do plano w correspondentes a m; tém coordenadas v = 0, u = 0, £2k7m com

k € Z. Py(—1/2,0) é transformado em v = 0, u = £(2n + 1)7 para todo n € N.

A
@ ® @ ®
@ eld @ b d a c b
b M g h m g h h g
> » U
B(-112,0) 0, R(1120) % R(,0) | Oy-w/2,0) R 0y(/2,0) | O4r,0)
@ c|f @ b f a e b

® @ @ ®

Figura 2.4: Geometria da transformacao de Thiele-Burrau
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Lembremos que a expressao da velocidade, (2.33), pode ser obtida a partir de
(du/dr)? + (dv/dT)? = 2U| f')?

ou

(du/dT)? + (dv/d7)?* = 290 (u,v).

Emmy, u=v=0e20"(u,v) =2(1—p). Em mo, u =7, v=0e20Q"(u,v) = 2u. Portanto,

1/2 1/2

o valor absoluto da velocidade regularizada é [2(1 — u)]"* em my e (2u)"* em mo.

Como na transformagao de Levi-Civita, as equagoes diferenciais do movimento na colisao

sao dadas por u” =0 e v" = 0.

Comentario: Se denotarmos por fp = fp(w) a transformagao de Birkhoff e fr = fr(w) a

de Thiele-Burrau, entao estas estao relacionadas por:

fr(w) = (fp o g)(w),

ezw

N[

onde g(w) =

2.4 Regularizacao de Lemaitre

Consideremos também neste caso o sistema de coordenadas girante com a origem localizada

no ponto médio entre as particulas principais. Definimos a transformacao de Lemaitre por:

1
q= Z(w2 + 1/w?), (2.50)
Ccom
wr =12 dt
f'(w)]? = w” — 11 4‘w|6| = (2.51)

Aplicada a transformacao, temos que as distancias de m; e my a terceira particula sao

dadas por:
w? —1J?
=lg—1/2| = — 2.52
™ ‘q /‘ 4|w|2 ( )
e
= 1/2] = ———— 1 2.53
Segue-se que
4
PP =70 (2.54)
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Vejamos que as singularidades presentes na colisao de ms3 com my e my sao de fato

eliminadas:
! l—p p C
/ 2 112 2 2
iR = 197 { Sl <+ 8 2
= ‘w|2 {2[r1 /‘L(Tl +T2)]+ 1T 2 .
11— w!|? s \ ) (2.55)
= W[—lGC\M + 1= w?t = p(]1 = w?[* = [T+ w?|h)]+

W[(l — )1+ W’ + pll — w7,

Anotemos: U|f'|> = Q*(u,v).

Passemos a avaliar alguns aspectos concernentes a geometria da transformacao de Lemaitre.
Se w = £1 em (2.50) entdo ¢ = 1/2, enquanto que se w = =+i, entdo ¢ = —1/2. Isto §é,
no plano transformado w, as particulas principais estao localizadas nos pontos w = £1 e

w = 44. A origem do plano ¢ é transformada em w = (—1)%*

, como podemos concluir
resolvendo (2.50) para w com ¢ = 0. Por outro lado, a origem do plano regularizado, w = 0,

corresponde aos pontos no infinito do plano q.

Observemos que Q*(u, v) é regular e toda parte, exceto em w = 0. Além disso, temos de
(2.50) que
w* — 4qu? +1 = 0. (2.56)
Logo,
w = +[2¢ + (4¢%11)?]/2, (2.57)
Com isto concluimos que a cada ponto no plano g correspondem 4 pontos no plano w.

Substituindo-se ¢ por w em (2.56) temos a equagao:
w* —4w* +1=0, (2.58)

cujas solugoes sao os pontos fixos da transformacao de Lemaitre.

A fim de estudarmos os pontos fixos sobre o eixo real, consideremos a seguinte

Proposicao 2.1 (A regra do sinal de Descartes). O nimero de raizes positivas de um
polinomio com coeficientes reais € igual ao numero de “trocas de sinal” na lista de coefi-
cientes, ou € um maultiplo de dois menor que este numero. Em particular, como as raizes
negativas da equagao polinomial f(x) = 0 sdo raizes positivas da equacao f(—x) =0, a regra

pode ser usada para estimar o numero de raizes negativas.
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Para uma demonstracao deste resultado, ver por exemplo [11] e [12]. Os pontos fixos ao

longo do eixo real sao as solucoes da equagao:
h(u)=u* —4u+1=0

de acordo com a regra do sinal de Descartes, h(u) = 0 ndo possui raizes negativas, e tem no
méximo duas raizes positivas. Como h(1/2) > 0 e h(1) < 0, uma das raizes positivas esta
na regiao d do plano ¢ indicada na figura abaixo (pontos (¢1,0) com 1/2 < ¢; < 1). Além
disso, como o minimo de h ¢ atingido em u = 3, h(3) < 0 e h(4) = 1, entao a outra raiz
positiva esta entre 3 < w = g =u = ¢; < 4. Isto é, esta localizada fora do circulo unitario

sobre o semieixo positivo de u e sobre a regiao d.

As duas outras raizes de h(u) = 0 tem parte imagindria ndo nula e esgotam os pontos

fixos da transformacao.

q2
A
© @ ®
b a c d
o °—>q1 u
By(-1/2,0) B (1/2,0)
e
@ ® ®
@ . R(O,-1) @

Figura 2.5: Geometria da transformacao de Lemaitre
Para obtermos as velocidades transformadas nos pontos de colisao, deveos avaliar Q*(u, v)
nos pontos w = +1 (correspondentes a m;) e w = £i (correspondentes a my). Por (2.55),
Q(P)=41—p) e Q(P)=4pu.
A energia dos sistema transformado é dada por:

u? + 0% = 20",
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Assim, a magnitude da velocidade regularizada em m; é [8(1 — p)]'/2, e em my (8p)/2.

A transformacao proposta por Arenstorf é uma modificagdo do método que acabamos
de descrever. A transformacao de Lemaitre dada em (2.50) é equivalente a introduzida por
Arenstorf. Mas, enquanto |f’|? = dt/dr na regularizacao de Lemaitre, dt/dr = |w f'|> é a
transformacao do tempo na regularizacao de Arenstorf. Esta ultima reparametrizacao do

tempo satisfaz a condicao de equivaléncia dinamica, mencionada anteriormente.

Comentario: Se denotarmos por fpz = fp(w) a transformacao de Birkhoff, e por f;, = fr(w)

a transformacao e de Lemaitre, temos que estas estao relacionadas por:

fr(w) = (fB o g)(w),

onde

para todo w # 0.

2.5 Generalizacao dos métodos de regularizacao global
no problema restrito dos trés corpos

Em geral, os trés métodos de regularizacao global no problema restrito dos trés corpos acima

descritos sao baseados na funcao

g=A {h(fw) + @} : (2.59)

Nos trés casos, A = 1/4 e nas transformagoes de Birkhoff, Thiele-Burrau e Lemaitre temos
respectivamente que

h(w) = 2w, e e w

Observemos que a seguir que a escolha de A = 1/4 é meramente uma questao de comodidade:

|h/|2|h2 - 1|2

flw) =AW 07K )P = AP =

(2.60)

Das relagoes 11 = |¢ — 1/2| e r9 = |q + 1/2| segue-se ao aplicarmos a transformagao que

|24R% — h+ 24
- 2|| ’

_|2AR? + h + 24|

o0 (2.61)

1 )

Como U possui dois polos, em r; = 0 e ry = 0, o produto |f/|*U tém os termos 1/r;

e 1/ry regularizados desde que |f’|? seja da forma |f'|? = (r1r9)"y(w). A fungao v = y(w)
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deve ser regular nas singularidades, e a principio, n > 1. Se n > 1, entao |f'|?U = 0 nos
pontos singulares e consequentemente, a velocidade nestes pontos também é nula. De fato,
se grad| f'|*U = 0 nas singularidades entao a aceleragao é também nula nestes pontos. Logo,
obtemos uma solucao de equilibrio para a qual a particula permanece em repouso no ponto

singular. Entao, é necessario que seja n = 1.

Para as transformagoes de Birkhoff, Thiele-Burau e Lemaitre temos que y(w) é igual
a |w|? 1, e 4Jw|™? respectivamente. Observe que o ponto w = 0, em nenhuma das trés

transformacoes, coincide com a posicao das particulas materiais.

Segue-se de (2.61) que

241 —h+ 24 [PAR 4 ht2A] o JAPEIRE P
2[1] 2[1] T At
Logo,
|4AR* 4+ 8A%h? + 4A% — 2| (w) = |A|?|W|h? — 1]?
4|h[? ' B |t ’
donde 2 2 2 2 2 2
|(h* +1)? — h? /4 A?| |h — 12|A|
. = “rtrrb 2.62
T v(w) B (2.62)
Se a = 1/4, entao:
h/ 2 712
Y(w) = o |12 =r1rs N (2.63)

Sejam w; e wy 0s pontos correspondentes as particulas principais m; e my respectiva-

mente no plano transformado. Pela equagao (2.59), temos que:
[R(w1) +h Y w)] =2 e [h(ws) +h Hwy)] = —2. (2.64)
Logo, h(wy) = 1 e h(wg) = —1. Estas equagdes podem, é claro, admitir raizes multiplas.
Além disso, as solugoes em (2.64) sdo justamente as singularidades no plano transformado.
Os pontos singulares sao entao eliminados:
Q*(uav) = U|f,|2

2

h T

= || = Ol =)l (2.65)
|2
N (1= p)rg 4 11].

Vimos que h # 0 nos pontos correspondentes as particulas materiais. Logo, basta que

R (wy) e h'(wq) sejam finitas para que Q*(u, v) seja regular. Estas condigoes sdo claramente
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satisfeitas quando h(w) = 2w, €™ ou w?, pois, respectivamente, h'(w) = 2, ie™ e 2uw.
No caso da transformagao de Thiele-Burrau, h/ = ie™ = ih, log h'(w;) = ih(wy) = i e
h'(w,) = ih(ws) = —i as quais sdo finitas. E finalmente, para a transformacao de Lemaitre

temos que b’ = 2w = 2h'/2, donde I/ (w;) = £2 e W' (wy) = £2i, as quais sdo também finitas.

Para i = 1,2 denotemos por w,,, a velocidade em m;. Pela equacao (2.65) temos que:

/

] = (= 0, 7o = 1] = | 20— ) (2.66)
(6]
] = 20y = 1, ra = 072 = | %) (22 (2.67)
Desde que nas particulas,
|h(w:)| = |h(w2)| =1,
segue-se que
Jw,, | = [N (w)|2(1 = w)]'? e Jun,,| = |/ (w2)|(2p) ">, (2.68)

2.6 Comparacao entre os métodos de regularizacao global
no problema restrito dos trés corpos

Vimos que nas transformacoes de Birkhoff, Lemaitre e Thiele-Burrau a correspondéncia entre
um dado valor no plano original e no plano transformado é, respectivamente, de um para
dois, um para quatro e um para infinito. Podemos entao grosseiramente dizer que o mapa
de Birkhoff leva vantagem em relacao aos demais neste aspecto. Em geral, se definirmos
h(w) = a(w)™ entao:

a?w? — daqu™ +1 = 0.
Assim, a correspondéncia acima mencionada é o dobro do grau da funcao h.

Consideremos agora as equacoes diferenciais regularizadas aplicando-se cada um treés
métodos. Como enfatizamos anteriormente, as expressoes na equagao do movimento a serem

consideradas sao as de | f'(w)]? e Q*(u,v). Na transformagao de Thiele-Burrau,
/ 2 1 2
Fpw)f? = Tfsenw]
Para a transformacao de Birkhoff,

/ 2 |4w2_1|2
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e para o mapa de Lemaitre, . ,
/ 2 |w - 1|
w)|* = ———
Para as quais, fr, fge fr denotam as fungoes de Thiele, Birkhoff e Lemaitre respectivamente.

Se w = u + v entao

1
| f(w)|? = g(cosh 2v — cos 2u),

Enquanto que as expressoes correspondentes para |f5(w)|? e | f(w)|* sdo fungoes racionais

cujos numeradores e denominadores tém grau no minimo igual a quatro.

Observagoes similares podem ser feitas com respeito a 0* = Q*(u,v). No caso da trans-
formagao de Thiele a expressao de 2* envolve apenas fungoes elementares ou combinacoes

destas: . . .
O (u,v) = 1_6(COSh 20 — cos 2u) - {Z — C’g(cosh 20 + cos 2u)+

1
(1 —1/2) cosh v cos u} +(1/2 — p)cos u+ §cosh v.

Enquanto que no caso da transformacao de Lemaitre além da regularizagao a funcao
Q* é racionalizada, no mapa de Birkhoff isto nao ocorre. De fato, podemos observar que
a presenca do termo p~3 = |w|™® = (u® + v?)~¥2 implica que Q* ndo é uma funcio de
Birkhoff. No entanto, a expressao de 2* no caso do mapa de Lemaitre possui termos com
até décima sexta ordem, enquanto que ocorrem no maximo termos de ordem oito no caso da
transformacao de Birkhoff. Tais afirmacoes seguem imediatamente das expressoes de {2* em

cada um dos dois casos:

* 1 C P12
R (O e T Ryl G D R U iy (2—p2 .
No caso de Birkhoff,
OF M[_160|w‘4 + |1 _ w2|4 o ILL(l o w2|4 . ,u(\l i w2‘4 . |1 + w2|4)]+
128|w|10

1
= W[(l — )1 = w* + pl1 — w7,

no caso de Lemaitre.

Enfatizamos agora a semelhanga entre as equagoes do movimento transformadas ao apli-
carmos a regularizagoes até entao estudadas. Tanto no sistema de coordenadas para o qual
a origem é o centro de massa das particulas, z = z(t), como para aquele no qual a origem é

o ponto médio entre as particulas principais, ¢ = ¢(t), temos que:

Z + 2iz = grad ()
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ou

24+ Mz)z =grad,Q, com M\(z)=2i
é a equacao do movimento original (antes de aplicarmos a regularizagao).

Aplicando-se a transformagao z = f(w) e dt = | f'(w)|*dr a tltima equacao, obtemos:
w” + 2i|f'(w)|*w’ = grad, QF,
ou
w” + XN (w)w' = grad, Q7

com

N(w) =20|f (w)]* e Q" =(Q-C/2)|f (w)].

Observemos que a equagao diferencial original e a transformada possuem a mesma forma.

Esta “invariancia” ocorre também com a integral primeira dada pela energia:

|22 =20 —-C e |uw|*=29.

Comentario: Baseados na invariancia acima referida, podemos generalizar o problema

restrito dos trés corpos e expressa-lo em termos da equacao

d?y dy
@ + A(y)% - gradyF(y)a

onde y é a matriz complexa dependente e x a varidvel real independente. As fungoes A\ e F’

sao regulares na regiao de interesse. Esta equacao admite uma integral primeira da forma:
\dy /dx|* = 2F — C,

para uma funcao \ arbitraria.

2.7 Da existéncia de solugoes

Discutiremos aqui o seguinte resultado:

Proposicao 2.2 Qualquer singularidade real e finita da solu¢dao das equacao diferenciais do

movimento correspondem a colisao com uma das particulas principais.

As equagdes do movimento e a energia sio no sistema (fisico) original dadas por

B2 =Q §j+2i=0Q, (2.69)
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i+ 9P =20-C (2.70)

onde

1_
Ey B (2.71)

T T2

1
Q= S[(1—wri+ pr3] +
Observemos que €2 é uma funcdo limitada desde que 71,79, 7" e r5* 0 sejam. Neste caso,

colisdes nao ocorrem e 2 permanece finito no futuro.

Fixados os valores de C' e do pardametro de massa p, concluimos de (2.71) que Q é

limitada somente se & e y sao limitados.

E natural definirmos a funcao
p(t) = min<rlar27rflar;1)a (272)

a qual é ndo-negativa ao longo de solugbes. Como discutimos acima, p(t) = 0 implica que €2

¢ ilimitada. Consideremos agora o seguinte

Teorema 2.1 Para valores fixos de p, C e para p* > 0 existem constantes o* > 0, 5* >0

tais que qualquer solugdo x(t),y(t) para qual p > p* em t =ty satisfaz:

(1) a solugdo € regular e analitica no intervalo de tempo
‘t — to‘ <o
(11) a solugao € ilimitada, e

[2(t) = 2 (to)* + [y(t) — y(t)]* < 5
no intervalo de tempo |t — to| < o*.

Para uma demonstragao deste fato ver a referéncia [5], pg. 356.

Se a solucao nao é analitica regular, entao

lim p(t) =0, (2.73)

t—te
onde t. é o instante da colisao. Mas, isto ocorre se e somente valem as condigoes:
(i) lim m(¢) =0
(ii) im r5(t) =0

(i) lim 7 '(¢) =0
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quando t — t.. Nos casos (i) e (ii) ha colisao. No caso (iii), 2 = 400, equivalentemente a
quando 75, (t) — 0. Os problemas oriundos da colisdo podem ser abordados com as técnicas
de regularizacio descritas neste trabalho. E quanto ao caso ' (t) — 0 (ou r;*(t) — 0)?
Veremos a seguir que no problema restrito, r; *(t) — 0 (e consequentemente { — 00) nio

ocorre em tempo finito.

Quando 7(t) — o0, a forga centrifuga associada ao movimento tem magnitude de

maior grandeza com respeito a forca gravitacional. E neste caso?,

P-2=1x, j+2i=y (2.74)

P+t =2+ - C. (2.75)

As solugoes deste sistema de equacoes diferenciais lineares sao analiticas regulares para todo

t finito. Assim, 2% + y? ¢ finito quando t — t.. Mas isto é uma contradicao, pois

2+ 92— 00 (2.76)

t—te
e consequentemente x? + y? tende ao infinito préximo a colisdao. Concluimos portanto que

x(t) e y(t) parmanecem limitados para toda solu¢do do problema restrito na qual ¢ < oo.

Vimos portanto que apenas singularidades correspondentes a colisao podem ocorrer.
Aplicando-se uma regularizacao conveniente, mostramos que uma solucao pode ser extendida
analiticamente através de uma colisao. Assim, as solugoes do problema restrito dos trés

corpos existem para todo tempo finito.

Examinamos ainda duas outras questoes primeiramente, questionamos a analiticidade

do tempo t como funcao do tempo transformado .

Vimos no caso da colisao binaria do problema dos dois corpos, por exemplo, que
t
dt
T(t) = / —. (2.77)
to T(t)

Assim,

() = /t Bt (2.78)

Mas, r(t) = A(t —t.)?3 +--- , logo, o integrando ¢ infinito quanto t — t..
De fato, vimos que d7/dt nao é limitado na colisdo para nenhuma das regularizacoes que
estudamos. Assim, a existéncia do

lim7=:7, (2.79)

t—te

ver ref. [6].
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deve ser examinada com cuidado.

Apés a integragao, concluimos de (2.78) que
7(t) — B(t —t)Y3 + 7.

Logo, 7(t) existe para t > t. e T — 7, quando t — t..

Consideramos agora uma ultima questao: Se existe colisao para um tempo finito, entao

a solucao do problema pode nao estar definida para todo —oo <t < o0.

O fato de que: se existem infinitas colisoes, entao nao ha um ponto de acumulagao a
distancia finita da origem para este conjunto de colisoes, foi provado por Wintner e Arenstorf,

ver [5].
Neste caso, o problema fica entao resolvido.

Por fim, observamos que dr/dt > 0 de modo estritamente crescente em todas as trans-
formagoes estudadas. No entanto a variavel de regularizacao do tempo 7, pode nao variar
em todo intervalo extendido [—00, 0o], mesmo que ¢ varie. Na regularizagao correspondentes
ao infinito no plano fisico. Pontos no infinito do plano original, por sua vez, correspondem
a t — oo. Consequentemente, temos um exemplo de quando uma solucao do plano w

(regularizado) se aproxima da singularidade com 7 < oo correspondentemente a t — oo.

2.8 Regularizacao do problema restrito dos trés corpos
com variaveis canonicas

Considere o sistema de coordenadas cartesianas retangulares girantes para o problema re-

strito dos trés corpos. O hamiltoniano associado é:

1
H= 5(19% +p3) + @21 — @p2 — Flq1, ¢2) (2.80)

onde ¢, e ¢o sao as coordenadas cartesianas girantes, p; e ps sao os momentos conjugados e

F(éh;%) = ,u1/7’1 +,u2/r2,
com
r=[(g—mw)?+@)"? e ro=[(a+m)+a]"?

Efetuamos primeiramente uma transformacgao de coordenadas no espaco da fase, e por fim

uma transformacao no espaco de fase extendido.
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Usaremos a mesma fungao geradora do caso anterior (problema dos dois corpos):

W3 = p1(Q1,Q2) + p29(Q1, Q2).

As equacoes de transformacao sao novamente dadas por

B oWs o B oWs
q1 = opi pP1 = 90,

para i =1,2.

Conseqiientemente, como antes,

af g of 9y
0Q;  0Qy" 9Qs  IQy’

(h)=2(0) 25

aj; Q12 o~ T
onde A = ¢ nao-singular anti-simétrica com entradas a;; = aa—f e ap = aa_g_
—G12 adn Q1 Q2

(2.81)

Assim, de (2.82),

b1 _ 1 @11 —0a12 P
P2 det A \ a2 an Py
of of
R U ol S B e
o ) of
det A ng1 P+ 50 - P,

Desde que det A = D em nossa notacao e q; = f, ¢o = g, podemos usar as relagoes de

Cauchy-Riemann para escrever:

1

S5l s 7 %) = P 5 (74 7). (2.83)

q2P1 — P2q1 = 20,

Ficamos portanto com o seguinte hamiltoniano transformado:

0

20, — (" + )] - (QlaQQ)' (2.84)

0 5
an(g +f) =P

As equagoes do movimento sao:

~ 1
H:2D[p1—|—P2+P1

Qi = - [2P1+i(f2+92)},

Qf 8221 (2.85)
Q2 = 2D {2P2—anl(f +g )]

P =-0H/0Q, e P,=0H/0Q,. (2.86)
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No espaco de fase extendido o hamiltoniano é:

0

—(f*+4¢*) - P»- a0

1
F:%+—¢ﬁ+%+ﬂ

2D 1(f2 +y9 )} — F(Q1,Q2), (287

Q2
e as equagoes do movimento sao reduzidas as mesmas equagoes dadas em (2.85) e (2.86).

O novo hamiltoniano no espaco de fase extendido é I'* = DI, ou

1 ) 0 .
F*:DP3+§[PE+P§+P1 —(f*+ )+ P (f +g)}—DF. (2.88)
1

Q2 oQ

Com isto, podemos estabelecer as equagoes do movimento usando a nova variavel do tempo,

7. Aplicamos a mesma reparametrizacao do tempo usada para o problema dos dois corpos:

dt = D dr. (2.89)
Assim,
1 0
I P - 2
1 8 (2.90)
I P - 2
Q2 2 28@1 S0| 9
Q3 =D,
com
¢ = f(Q1,Q2) +ig(Q1, Q2). (2.91)
As demais equagoes do nosso sistema hamiltoniano transformado sao:
20,12 20,2 ~
Rn 2D L [n 2l
0Q1 2| 0Q10Q: Q1

(2.92)

0
+-2 (DR,
] a0, PH)
oD 0*|p|? ?|p|? ] 0 oz
Pi=—pSZ _|p _P + -2 (DF),
’ { oz~ Paoya, | T a0, P
Pl =0,

A tltima equacao expressa o fato de que H é constante. As singularidades estao no tltimo
termo das duas primeiras equacdes do sistema (2.92), similarmente ao termo D(f2 + g%)~'/?

que ocorre no problema dos dois corpos.

As equagbes em (2.90) e (2.92) representam um sistema de ordem seis. Desprezando-se
a ultima equacao em cada um destes conjuntos de equagoes em cada um destes conjuntos
de equagoes, ficamos com um sistema de ordem quatro.

Se a partir de (2.90) computarmos @7 e @4, substituiremos no resultado os valores de
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P] e Py dados em (2.92) e de P;, P, dados em (2.82), entao obtemos?:

" / 2 1 I
1 —2DQy = —D _‘¢‘2—P3+F
001 2
5 . (2.93)
"4+9DQ, = ——D (=0 - P+ F ).
o +2DQ) 90,2 (2|¢| 3 + >

Em nosso sistema de coordenadas transformadas, temos da energia associada ao prob-

lema as seguintes identidades®

1 ~ 1
§(f2 +o)FF=0Q- SHaf (2.94)

C' = pape

Py=—H= ;

(2.95)
Subtraindo (2.95) de (2.94) obtemos
1 ~ 1 .
§uﬂﬂ%—&+F:Q—% ou ﬂﬁ—%+F:Q—% (2.96)

substituindo (2.96) em (2.93), ficamos com o seguinte sistema:

v _apq, = -0 D(Q—g)

Q1 2
gl . (2.97)
b+2DQ)=—D|Q——]|.
2 + Ql aQQ ( 2 )
Definindo w := Q1 + Q2 e D := |¢|* = |f'(w)|? o sistema anterior pode ser escrito sob
a forma
w” 4 2i| f'(w)|*w’ = grad,|f'|? (Q — %) : (2.98)

A equacao (2.98) é idéntica a equacao do movimento transformada estudada anteriormente
na regularizacao local do problema restrito dos trés corpos. Isto conclui nossa discussao sobre

um método geral de regularizar equagoes do movimento a luz da dinamica hamiltoniana.

Zver ref. [6] (1967), pg. 378
Sver ref. [6] (1967), pgs. 18, 351 e 378.



Capitulo 3

Coordenadas Simétricas e
Regularizadas no Problema Planar
dos Tres Corpos

Passaremos a apresentar e discutir nos paragrafos abaixo um conjunto de variaveis bem
adaptadas ao problema planar dos trés corpos. Serao aplicadas ao problema em foco trans-

formacoes devidas a Murnaghan [16], Lemaitre [13] e McGehee [15].

3.1 Coordenadas simétricas

Sejam X; € C para j = 1,2, 3 as coordenadas cartesianas das massas m; > 0 no problema
planar dos trés corpos. Os momentos canonicamente conjugadas sao dados por:

X,
— i

P; para j=1,2,3, (3.1)

onde t representa o tempo.

Se adotarmos o sistema do centro de massa, entao

3

3
ijXj:O € ZPJ:O (32)
i=1 j=1

sao integrais primeiras para o movimento.

A energia cinética associada ao problema é dada por
3
1 1
T = —Zﬁuﬂjﬂ (3.3)

2
j=1 "

Além disso, se denotarmos por (j, k,l) as permutagoes ciclicas de (1,2,3), podemos entao

29
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expressar o potencial como

mmy
U= 3.4
2T (3.4)
onde
aj = |Xl — Xk| (35)

O hamiltoniano associado é

3
1 1 2 Ty

J=1

a;

Figura 3.1: O problema planar dos trés corpos.

Observe que o nosso sistema hamiltoniano,

dX; O0H dP;  OH 3.7)
dt 0P, dt  9X;’ ‘

tem quatro graus de liberdade.

Trataremos agora de introduzir as coordenadas simétricas de Murnaghan [16] ay, as, as, ¢
neste sistema com quatro graus de liberdade. Sejam a; e ¢; o comprimento e a dire¢ao do

lado oposto a m; respectivamente. Definimos no triangulo da figura acima

X, — Xy =a;e®, com (i =-1), (3.8)
e
1
v =3(p1+ 92+ p9). (3.9)

Observe que (3.8) é a representagao polar do vetor diferenga X; — Xj.

Afim de obtermos a transformagao inversa, considere os angulos exteriores do triangulo
com vértices mq, ms, ms:

6; = v1 — pr(mod 2m), (3.10)
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para j = 1,2,3. A relagao dada em (3.10) é de verificacao imediata (ver figura 3.1).

Indicamos, com breves justificativas, pertinentes relagoes geométricas envolvidas no prob-

lema: ) ) )
a; —ap —a 28
g, =4 kK 1 0, = 3.11
cos 0, T sen 0 > (3.11)
g, 4
tg = = : 3.12
97 a? — (ar — ar)? (3.12)

Aqui, S é a area do triangulo:

S =+/o(o—a)lo—ay)(oc—as), o= %(al + as + as). (3.13)

Para justificarmos a primeira das relagdes em (3.11), basta considerar a lei dos cossenos para
o angulo interno adjacente a §; e o fato de que cos(m—6;) = —cos 6;. A segunda das relagoes
em (3.11) é comum para angulos internos. como sen(m — ;) = sen§;, a relagao se verifica.
Para mostrarmos (3.12), podemos por exemplo observar que a relagao trigonométrica tg 6; =
2tg(0;/2)/(1 — tg*(0;/2)) pode ser resolvida para tg(6;/2), e que tg; é obtida a partir de
(3.11).

Segue-se de (3.9) e (3.10) que:

1 1 1
o+ 30 =00 = S(es +oe +01) + (05 — o — 1+ 9))
donde
1
Segue-se de (3.2) e (3.8) que:

mlakei‘f”“ — mkalei‘pl = ml(Xj — Xl) — mk(Xk — X])
= lej -+ kaj -+ lej'

Logo, definindo-se m := X m;,

m X; = myage'?* — myage’?t. (3.15)

Dados os valores aj, as e az, podemos calcular ; mod 27 a partir de (3.12), e entao

obter as coordenadas cartesianas usando as expressoes em (3.14) e (3.15).

Aplicamos a seguir uma técnica para elimina¢ao dos nodos (simetrias de rotacao) de-
vida a Kamplen e Winter (1937) APUD. Waldvogel [1]. Esta consiste, essencialmente, em
introduzir as variaveis pi, pa, p3 € p, canonicamente conjugadas com respeito a ap, az,az € ¢

respectivamente.
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Considere a funcao geradora:

G = a1p1 + asps + asps + ©p,. (3.16)

A partir (3.16) obtemos ver referéncia [1]:

oG , , ip, [€¥r el
P‘ = 2? = ew’“ — ew” + - — . 317
=2 = e e (=) (3.17)

Observe que esta expressao fornece a transformacdo imersa juntamente com (3.15), fornece

a transformacao inversa acima mencionada.

Podemos escrever a energia cinética transformada como

ay +aj — a
S B A

1 1
T:-Q-— 24 p?
5 m,; (pk + p; + peDi andy

2 2 2 1.2 (3'18)
2]&2 1 (pk pz) S 4P 1 ap+af — 345

aj Qg

3 m; aa; 9 m; a%a%

Com efeito, segue-se de (3.11), (3.12) e (3.17) que:
PE - PP

— |:pkeupk _ Pleupl + & ( _ ):| X
3 Qy a;

) ) ; — P —ipy
ik _ po-iv _ e (€77 _¢
3 Qe a;

— p% +pl2 — pkplei(SDk_‘)DI) — pk_ple_i(@k_SDl)_'_

% 2& B pk_e_i(‘pk_@l) B % ple_i(SDk_‘pl) B ]1 B
3 ag ap 3 Qg aj

Z'pgo pk pkei(cpkfipl) chp plefi«ok*(ﬁl) pl
=)+ 2 (=) +
3 \ax a 3 ag a
29_30 eiiwk B efgol 677;90]@ B eﬁpl

9 Qg ay Qg a;

= pp+p; — 2pepRee™ ™ — Py (‘@ - ﬂ) 2i Im e "%
3 ajp Qg

2
1 1 -
—I—& ) —f- -5 = 2R€€_Zej
9 \a; «qj

2 2 2
ay + aj — aj

= pp+ D+ Dep +
apa;
2, (pv m\ S |, phap+al—3a;
o o\, T + 2.2 ‘
3 a;  ap /) apa 9 aia;
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Substituindo-se o valor de |P;|* em (3.3) obtemos (3.18).

Podemos resolver (3.15) para X; e entdo tomar o seu conjugado X;. Efetuando o produto

YJPJ obtemos a seguinte relacao

3 3
D XiP=) ap;+ip,. (3.19)
j=1 '

J=1
Ficamos com a seguinte funcao hamiltoniana

1 1 ai + al2 — a?
H = = E 2P+ LA R
5 m; (pk Py T PrPi anan

ey~ 1 (&_ﬂ> R N e
3 mj \a  ap) apa 9 m; a%a%
Mgy
_Z o

Estamos agora em condigoes de escrever as equagoes do movimento no sistema transfor-

mado
da; _OH —dp; __OH

= =——" =1,2,3 3.20
dt 8pj’ dt 8aj com T ( )

do _OH —dp, _ OH _

— =—— =0. 21
dt  9dp, dt Oy ’ (3:21)

O angulo ¢ é uma variavel ciclica. Portanto, (3.21) implica que p, é uma integral

primeira para o movimento. Observemos que, por (3.19),
3
pp =1Im Z X ;jP; = constante (3.22)
j=1

¢ o momento angular com respeito ao centro de massa. Isto encerra a eliminacao dos nodos.

As equagoes (3.20) formam um sistema com seis equacoes diferenciais para a;, p; com

j =1,2,3. Para esse sistema,
H =T —U = h = const. (3.23)

¢ uma integral.

Por fim, enfatizamos que o angulo ¢ pode ser obtido a partir de (3.21)

de 2 S Pr DU\ 2 aj + aj — a3
w_z b _ Pz Uy 3.24
dt 3 Z mjaga (al ay 3Pe Z mjaza? (3.24)
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3.2 Regularizacao

Apresentamos agora as chamadas varidveis regularizadas de Lemaitre [13, 14]. Estas s@o
definidas por:
aj = 04,3 + ozlz (3.25)

ou explicitamente,
_ 2 2 _ 2 2 _ 2 2
Podemos ver que geometricamente oz? representa justamente os segmentos dos lados do

triangulo com vértices m;(j = 1,2, 3) definidos pela circunferéncia inscrita ao triangulo (ver

Figura 3.2).

A transformacao inversa é dada por:

a; =+y/a?—a;, com o®:=aj+as+aj;=o. (3.26)

De fato, substituindo-se o e a; por seus respectivos valores temos que

o 2 2 2 9 9
a]—j:\/ozj+ozk—|—al o — o = qj.

Por outro lado ) )
a; = Qap+q

202 —a — q;
2 2
o + o

Além disso, da primeira equagao em (3.26)

ou

donde

como haviamos afirmado.

Em termos das variaveis de Lemaitre, a area orientada e os angulos exteriores podem
ser escritos como

S = amasag (3.27)
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0, _aaq;

tg (3.28)

_] — .
2 (65387}
Respectivamente.

Para mostrarmos a relacao (3.27), observemos que, de (3.26), o; = £,/ —a;. Logo,
por (3.13),

S = \/a(a—al)(a—ag)(a—ag)
= Vo-Vo—a-Vo—ay o —az

= aOa100s,

como queriamos.

Para mostrarmos a relagao (3.28) basta que substituamos em (3.12) os valores dados em
(3.25) e (3.27)
45

6.
g2 = —————
2 oz? — (agay)?
do ooy
(a2 +a3)? — (02 + a})? — (a2 + a})? + 2(a2 + o) (2 + o)

do ooy

2. 2
doj
OéOéj

077187, ’

como queriamos.

E imediato de (3.25) que
a; +ap = a; + 207 > ay, (3.29)

isto é, a desigualdade triangular é sempre satisfeita. Portanto, cada ponto (aq, as, as) no

espaco de configuragao representa um triangulo.

my
Figura 3.2: Coordenadas reqularizadas de Lemaitre.

O conjunto de todos os triangulos com perimetro fixo 2a? corresponde a um octante da

esfera Za? = % Como a orientacdo de um triangulo ¢ dada pelos sinais de oy, e a3
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um triangulo nao-degenerado é representado quatro vezes na esfera. O equador da esfera,
a; = 0, corresponde aos triangulos degenerados a; + a; = a;. Além disso, uma colisao entre

m; e my, (ie., @y — 0 e a; = a;) corresponde a um dos oy = +a. Veja a Figura 3.3.

colisao (mj,mk)

- oj = oy =0

tridngulo degenerado
_-ajta=a, o= 0

Figura 3.3: A parametrizacao de Lemaitre para o triangulo.

Introduzimos agora as varidveis 7;, canonicamente conjugados com respeito a «;. Con-

sideremos a fungao geradora:
G = Q1T + QaTo + (U3T3. (330)

Obtemos a partir desta a transformacao

1 .
,_3G__(_ﬂ+ﬂ+ﬂ>, (3.31)

p = — =
J Oa; 4 a;  ap o

De fato, o tipo de transformacao canonica dada em (3.30) preserva as varidveis e trans-

forma os momentos segundo a relacao m = (df)’p, onde f é a aplicagdo que mapea o par
(o, ) em (a, p).

O jacobiano para a transformagao a; = o} + af é dado por

0 Qo (3
2 (0%} 0 (6%
a1 Q9 0

Logo
T = 201 (p2 + p3),
Ty = 202(p1 + p3),
73 = 203(p1 + p2).

Resolvendo-se este sistema para cada p;, obtemos a equacao (3.21).

Uma propriedade importante das fungoes homogeéneas é a que vamos expor em seguida.
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Teorema 3.1 Se F': R" — R € homogénea de grau p, entdo
ri——=pf(x1,..., 7).
; 7 ()

Demonstracgao: Seja f: R — R homogénea de grau p. Entao
fAz)=Nf(z), VxeR" VAecR
Derivando esta equa¢ao em ordem a A, e considerando z = (xy, ..., x,), obtemos:

~_Of
1 a(v x]’)

Como esta relacao deve ser valida para qualquer A real, se A = 1 temos que

Azj=pNTh fz, . x).

j=

n

;%% =pf(r1,...,20).

Podemos por meio do Teorema 3.1 obter a seguinte relagao entre os as, pseos a’s, s

n 1 3
Zlajpl Z ]8(1 =5 Zlozjwj. (3.32)
j= j=

Entao, por (3.19),

Re) X;P; = % > agm;. (3.33)

Finalmente, introduzimos uma reparametrizacao do tempo, a qual foi usada por Sund-

man (1913), Lemaitre (1954) Apud Waldvogel. Seja

dt = ajasasdr. (3.34)

Em geral, devido a Poincaré, temos o seguinte resultado [6]: Seja H o hamiltoniano de
um dado sistema dinamico. Se f é uma fungao nao-negativa e h um escalar, entao o sistema
hamiltoniano gerado por

K= f(H—h)

no nivel zero { K = 0}, coincide com o sistema hamiltoniano gerado por H no nivel h {H = h}
a menos de reparametrizacao. Explicitamente, se ¢ e p sao as variaveis canonicas para o

sistema entao:

q:g—]; (H h) + o

b= = g (H=h) -

Op 8q
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quando H = h
_ f0H
q= %7
p=—f5".
Reparametrizando
dqg dq dS  dq f
dt dS dt dS 7’
segue-se que
{qﬁz ar
_ _ 0H
pf=- g
ou ! 0H
{ q a_p’
OH
p= g
Assim, o novo hamiltoniano
K= alagagd(H - h), (335)

define as seguintes equacoes do movimento transformadas:
dOéj . 8K dﬂ'j . 8K

i "o dr - o (3:36)

para j =1,2,3.

Somente as solugoes tais que K = 0 tém significado fisico, (observe que K = 0 é uma

relagao invariante). Definindo os vetores
o= (041,042,043)t e T = (7T1,7T2,7T3)t
podemos escrever o hamiltoniano transformado como
K = Ky(a, m,py) — hajasas, (3.37)

para o qual,

1 1 T T T 2 T MR T 2
Ko(a, m, py) = ajara § 5 2=+ (L +==-=]) +
0(_ s pw) j Ak {2 Z 16m; [(Czj e%3 Oéz) a; o O

(ﬁ_ﬂqlg<ﬁ+ﬂ_@)Kﬁ+ﬁﬂHﬁ+ﬁﬂwﬁ+ﬁq
Aray

% (67 (87 % (07 (87

2 1 T T T T y S
+&Z_ a _]__k+_l — aq _J_|__k__l 22+
3 4dm; o  a o a;  ap o aza;

2 2 2)2 2 2 1/,.2 2
Dy 1 (ak—l_aj) +(sz+aj)_§(ak+az)+zmkml}’

_l__ N
2 9
9 m; aya;
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logo
2
1 aapa; | 272 T T
o jAka] j k 1
Ko(a,mp,) = 5y G 3 +2(———) +
m; Oéj . (67
2 2 4 2 2 2 2 2.2
04]2- (67 [87] ara;
Dy Z Q;QEQp | T Tk i [exeyiesed;
3 2m; |y Qy o] aza;
4 4
2 4 2 2 2.2 2.2 9 | 9
—I—& ajapa [ 205 + 20507 + ajop —agog + 5 + 5 i
, 2 2
9 m; aza;
mEmpa;ara;
+ E —
a;
Segue

1 a;
Ko(a,m pa) = 3 Z m—j (a7 (em — cumg)?] +
J

P a;x
+E¢ Z m [ﬂ'jOék;Oél(Oé? - cw%) + (am — Olka)O‘j(O‘Q T O‘JQ')]
P

o 1
Y 2 e [2“2“5' +3l0a- W] ~ 2 s
J

Observe que a fungao Ky(a, T, p,) é¢ homogénea de grau quatro nos argumentos a, s, ag
€ Ty, T2, T3.

No caso em que o momento angular ¢ nulo, p, = 0, o hamiltoniano acima se reduz a
expressao matricial

1
by
Ko(a,m, 0) = gﬂ B(a)m — E myma,ay, (3.38)
onde B(a) é a matriz simétrica
[ A1 o G2 o A3 o )
—a +—az+—aq; — 2y — 20
mi mo ms 3 m2
B(a) = _B e 92 024 05024 02 — Yy 3.39
(OZ)— ms 142 mo ms3 1 my 3 m1 2443 . ( )
a9 a
__Z _a a3 2, o 2 a3 2
m2a1a3 s (2003 s +m1a2+m2a1

De fato, basta expandir os somatérios restantes em (3.37) ao tomarmos p, = 0 e escrever o
resultado matricialmente.

As novas equacoes do movimento sao

do 8_[( doe 0K
dr T

= . 4
" odr Oa (3.40)
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Mas

donde

oK

™

0 (1

- (gztB(a)ﬂ — Z mkmlakal>
da 1
— = — 41
L pa) .41

Concluimos com isto que cada colisao bindria estd regularizada. No entanto, se p, # 0,

entao nossa conclusao nao é verdadeira em geral. De fato, basta observar em (3.38) que se

Py 7# 0, entao as colisoes ar = 0 e a; = 0, por exemplo, correspondem a pontos singulares.



Apéndice A (A Projegao Estereografica)

Seja R™ = {(x1,...,2,,0); x; € R} a identificagdo natural do espago R como subespago
de R™*1. Seja N = (0,...,0,1) o polo norte da esfera unitaria S® C R"*!. Definimos a

Projecao Estereogréfica (sobre o plano equador) por:
pP:S"—{N} —R"
tal que P(p) € R™ é o ponto em que a reta que passa por N e p intersecta o subespaco R".

Tratemos de obter a lei de formacao desta aplicacao em coordenadas e vetorialmente. A

reta que passa por N e p ¢ o lugar geométrico dos pontos x tais que:
r=N+Ap—N), IeR (A1)
Entao, de x € R", segue-se que
A=1/(1-<p,N >). (A.2)

De fato, x € R" nos diz < z, N >= 0.

Multiplicando-se entao (A.1) escalarmente por N e resolvendo o resultado para A, obte-
mos (A.2). Ficamos portanto com a seguinte expressao vetorial:

o= P(p) =N+ =0~ V) (A3)

ou, em coordenadas,

P(xl,...,xn,xn+1):( o, > (A.4)

)Ty
I —2nt1 I —xpia

A fim de obtermos a transformacao inversa P~!, consideremos a reta
p=N+ulz—N), pek (A.5)

Impondo-se que p € S™, isto é, que p seja um vetor unitario, obtemos:
1= 2/(|[al|? + 1). (A.6)
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De fato, basta que se multiplicidade (A.5) escalarmente por p e se resolva o resultado para
1.

Substituindo-se o valor de p em (A.5) ficamos com a expressao vetorial,

2
P Y z)=N+ ———(z—N), AT
(@) = N+ o o = ) (A7)
e em coordenadas,
_ 211 21, ||x||2—1>
P Yay, .. xp) = ——, ..., , .
12 = (e T ol

onde ||z||? = 22 + - - + 22.



Apéndice B (Adendo a Segao 1.4)

A transformagao do fibrado tangente 7'(S™) no espago Euclidiano 2n-dimensional definida

por
&
1 =&

nos leva uma simples consideragao, a qual indicamos sucintamente a seguir.

T € Yk :Uk(1—§0)+§k770> k= ]-72a"'an (B]')

Consideremos uma geodésica particular sobre a esfera s parametrizada por.
o =sena cos s, & =sens £, = — oS (L COS S, (B.2)

onde « ¢ o angulo entre o equador £ = 0 e o circulo geodésico em questao.

A imagem de (B.2) via projegao estereogréfica é

£ =(1—sena cos s), & = —(1 —sena cos s) ' cos a cos s

y1 = (1 —cos s —sen ), ys = cos « sen s,

como podemos ver substituindo-se (B.2) em (B.1).

Definindo-se ¢ = y e e = sena, obtemos:
G1=coss—e, gg=V1—e’sens (B.4)

que ¢é justamente a representagao de uma elipse com excentricidade e = sen «.

Vamos obter uma relagao entre ¢ e s computando a norma de y:
llyll=1—sena cos s =1—e cos s, (B.5)

logo
t:/ lly||ds = s — esen s, (B.6)
0

a qual coincide com a chamada equacao de Kepler.
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Quando e =1,

t:s—sen:s—zms2+1:633—--- (B.7)
n=0

Concluimos com isto que as coordenadas de uma érbita de colisao no Problema de Kepler
podem ser expressas como funcoes analiticas de '/ préximo a colisdo. Pois, dada uma

geodésica, podemos por uma rotagao considerarmos este circulo como em (B.2).



Apéndice C (Sumdrio de Definigoes)

Objetivando a auto-suficiéncia do trabalho, apresentamos um sumario de conceitos e defini¢oes

dos objetos fundamentais abordados ao longo deste trabalho.
Comecemos com algumas classes especiais de funcgoes.

Definigao C.1 (Fungao analitica). Sejam U C C um dominio e f : U — C uma funcao. f
¢ analitica em U se, para todo ponto zy € U, f se expressa como uma série de poténcias de

centro zp e raio de convergéncia R., > 0.

Observacao: Alguns autores definem, equivalentemente a Definicao 1, a classe das funcgoes
analiticas como sendo aquela cujos elementos sao fungdes complexas diferenciaveis em cada

ponto de seus dominios.

Definigao C.2 (Fungoes harmonicamente conjugadas entre si). Sejam u € v fungdes reais
das variaveis reais x e y tais que u € v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann, e a
equacao de Laplace. Isto é:

% — g_z’ g_z = _% (Eq. de Cauchy — Riemann)

e
Pu  u
A = — _— =
Y7 B2 + 02 0
(Eq. de Laplace)
PN C
Cox? oyr

Entao, u e v sao ditas harmonicamente conjugadas entre si.

Defini¢ao C.3 (Func¢ao homogénea). Considere-se a fungao f : R" — Rex = (21,...,2,) €

R™. Diz-se que f é homogénea de grau p se
fQxy, .. .. x,) = N f(xq, ..., x,),
para todo A € R.

Definigao C.4 (Equagoes diferenciais singulares e regulares). Seja ' = f(x,t) uma equagoes

diferencial. A equacao é dita regular no ponto (o, xg) se f e % sao finitas e continuas para
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todo ponto (x,t) em algum dominio D que contenha (ty, zo). Sendo x(ty) = o, 0 Teorema
de Peano (ou Picard) garante a existéncia de solugoes. Caso contrario, se alguma destas
condigbes nao ¢ satisfeita em nenhuma vizinhanga de (¢, zo), a equagao é dita singular em

(to, zo), € a priori ndo podemos garantir a existéncia de solugoes.

Definigao C.5 (Regularizacao). Uma técnica capaz de transformar uma equagao diferencial

singular em equacao regular ¢ conhecida por regularizacao.

Sejam ¢y, . .., q, as variaveis independentes de uma dado sistema dinamico com grau de
liberdade n. A configuracao deste sistema é descrita em um tempo arbitrario se ¢; = ¢;(t) sdo

dadas, isto é, se as coordenadas ¢; sao funcoes do tempo conhecidas para todo i =1,...,n.

Definicao C.6 (Espaco de configuracoes) O espago formado pelas coordenadas ¢;, i =

1,...,n, consideradas acima ¢ dito espaco de configuracoes do sistema dinamico.

As 2n condigoes iniciais ¢; = ¢f e ¢; = ¢ em t = ty determinam uma solugao da forma
q; = qi(ta Qioa qzo)

Observamos que o espaco de configuracao tem dimensao igual ao grau de liberdade do sistema
dindmico, n. O ponto (¢, . .., @,) no espago de configuragdo nao determina o comportamento
do sistema. Pois para este propodsito, sao necessarias 2n condicoes iniciais, enquanto que

apenas n condigoes correspondem ao ponto (qi, ..., qn)-

Na mecanica Langrangeana, as equagoes do movimento sao dadas pela equacao diferen-

cial de segunda ordem:

doL oL
dtdg;  Oq;

i=1,...,n (Eq. de Euler — Lagrange)

para qual, L = T'—U (fungao de Lagrange) é a diferenca entre as energias cinética e potencial.

As equagoes de Euler-Lagrange podem ser interpretadas como as solugoes do problema

to
5/ Ldtt = 0,
t1

O qual é conhecido como o principio hamiltoniano para sistemas conservativos. Tal principio

variacional

estabelece que: O movimento que ocorre entre os tempos t; e t; no sistema dinamico é tal

1)
5/ Ldtt — O,
t1

que a integral de linha

¢ um extremo local do caminho.
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Os pontos em um espago de configuracao n-dimensional descrevem o sistema em um
dado instante. No entanto, o comportamento dos sistema no futuro depende de informacoes

adicionais. Este é o contetudo da ...

Definigao C.7 (O espaco de fase). O espago formado pelas coordenadas generalizadas ¢; e
pelos momentos generalizados (conjugados) P; de um dado sistema dinamico, é dito o espago

de fase do sistema. Defini-se também,

oL )
P = a—q.i(q]',qj‘,t)-

Observacgao: E comum na literatura encontramos a designacao de varidveis canonicas para

qis Pz

Definicao C.8 (O hamiltoniano de um sistema dinamico). O hamiltoniano de um dado

sistema dinamico é definido por:

para o qual, convencionalmente, Y\ | ¢;p; = ¢;pi.

Apresentamos agora um importante conceito da dinamica Hamiltoniana: Transformacoes

canonicas.

Definigao C.9 (Transformagao candnica). Sejam qi, ..., Gy, P1,--.,P, varidveis canonicas.
Se Q; = Qi(q1,---,Gn, P1y---,Pn), P5 = Pi(q1,-.,qn, P1,--.,Pn) Sa0 também candnicas, e
H é um novo hamiltoniano tal que Q; = aﬁ/ﬁpi, p; = 0Q;, para todo ¢ = 1,...,n, entao

dizemos que @);, P; representam uma transformacao canonica

Um conceito muito importante, o qual permite-nos reduzir o nimero de graus de liber-

dade em um dado sistema dinamico é o seguinte:

Definigao C.10 (Integral primeira). Dado um sistema dinamico, dizemos que uma fungao
diferenciavel ao longo do movimento é uma integral primeira para o movimento se essa é

constante ao longo daquele.

Consideremos agora um sistema hamiltoniano e seu correspondente espaco de fase com
coordenadas pi,...,Pn, G1,---,qn, ou p = p(t), g = q(t) mais abreviadamente. Para esse

temos a

Definigao C.11 (Fluxo fase das equagdes hamiltonianas). Chamamos de fluxo de fase a

classe das fungoes

9"+ (p(0),q(0)) — (p(t),q(t))
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onde (p(t),q(t)) é a solugao do sistema de equagdes de Hamilton. Este conjunto tem a

estrutura de grupo (uniparamétrico).

Apresentamos agora os trés ltimos conceitos, os quais serao abordados na regularizagao

do problema de Kepler por meio do fluxo geodésico na esfera.

Suponha que M é uma variedade k-dimensional imersa no espago Euclideano n-dimensional.

Isto é, para cada ponto = € m, existem uma vizinhanca U de n, e n — k funcoes

fi:U—R,....frr:U—R

tais que a interse¢ao da vizinhanga U com M é determinada pelas equacoes f; =0, ..., f,_r =
0 e os vetores grad fi,...,grad; = 0sao em n sao linearmente independentes. Chamamos
de espaco tangente a m no ponto x, o complemento ortogonal de {grad f1,...,grad;  }.

Anota-se: TM,.

A uniao dos espagos tangentes a variedade M em diferentes pontos U,cp/T M, possui
uma estrutura natural de variedade diferenciavel, cuja dimensao é duas vezes maior que a

dimensao de M.

Esta variedade é chamada de fibrado tangente da variedade M e é designada mediante
T(M). O ponto & de T'(M) ¢é o vetor tangente & M em um ponto n de M. As coordenadas
locais em T'(M) sao construidas assim: Sejam ¢y, . . ., g, coordenadas locaisem M e ¢y, ..., &,
as componentes do vetor tangente neste sistema de coordenandas. Neste caso, 2n nimeros

(@15 Gns &1, - -+, &n) determinam em T'(M) o sistema local de coordenadas.

Vejamos o movimento de um ponto material de massa unitaria pela variedade M por
inércia, fora do campo de acao de quaisquer forcas externas. A funcao de Lagrange deste

sistema ¢ igual a energia total e constitui uma integral primeira das equagoes do movimento.

Se a variedade M tem dimensdo n, entao a variedade do nivel de energia sera (2n — 1)-
dimensional. Esta variedade constitui uma subvariedade do fibrado tangente de M. Se, por
exemplo, fixarmos a energia de modo que a velocidade inicial seja unitaria, esta permanece

unitaria ao longo do movimentos e nossa variedade de nivel torna-se um espago do fibrado
Ti(M) CT(M)
composto de esferas unitarias nos espacos tangentes a M em cada ponto.

Desta forma, um ponto da variedade T7 M constitui um vetor de comprimento unitario
aplicado a um ponto da variedade M. Segundo o principio de Maupertuis-Jacobi, o movi-

mento de um ponto material em 77(M) com condigbes iniciais fixas pode-se descrever da
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seguinte maneira: o ponto move-se com velocidade unitaria por uma determinada geodésica

indicada pelo vetor.

De acordo com a lei de conservagao de energia a variedade 77 (M) constitui uma variedade

invariante no espaco de fase do nosso sistema.

Conseqlientemente, o nosso fluxo de fase define um grupo uniparamétrico de difeomor-
fismos da variedade (2n — 1)-dimensional 7 (M). Este grupo é denominado fluxo geodésico
em M. O fluxo geodésico pode ser descrito do seguinte modo: A transformacao durante o
tempo ¢ converte o vetor unitério £ € T7(M), aplicado ao ponto X, no vetor unitario da
velocidade da geodésica, que parte do ponto X na direcao &, aplicado a um ponto nesta

geodésica localizado a distancia ¢ do ponto x.
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