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Resumo

O objetivo desta dissertação é estudar soluções homográ�cas do problema New-
toniano de n corpos e as con�gurações formadas em cada instante �xado, chamadas
con�gurações centrais.

Palavras Chave: Mecânica Celeste, Con�guração Central, Soluções Homográ�cas
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Abstract

The subject this word is to study the homographics solutions of N body problem
and its relation with the central con�gurations.

Key Words: Celestial Mechanics, Central Con�guration, Homographic Solution
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Introdução

A Mecânica Celeste é um ramo da astronomia e da matemática proveniente de duas leis
da natureza, a segunda lei da dinâmica que a�rma ser a força resultante atuando sobre
um corpo igual ao produto de sua massa por sua aceleração, e a lei da gravitação univer-
sal que estabelece que a força de atração gravitacional entre dois corpos é diretamente
proporcional ao produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da dis-
tância entre elas. Embora o estudo dos movimentos planetários seja milenar, a Mecâmica
Celeste nasceu no século XVII. Mais precisamente, seu início é considerado em 1686, ano
em que foi publicado o famoso tratado PhilosophiæNaturalis Principia Mathematica, por
Sir Isaac Newton.

O problema de n corpos em Mecânica Celeste consiste em determinar a dinâmica
de n corpos no espaço, sob a ação apenas da força gravitacional que age mutuamente
entre eles. Para n = 2 tal problema está completamente resolvido, pois pode ser re-
duzido a um problema de força central no qual a força atratora varia com o inverso do
quadrado da distância, o chamado problema de Kepler. Para o caso n = 3 o problema
é o de um sistema dinâmico num espaço de dimensão dezoito, sendo possível baixar sua
ordem para oito devido às dez integrais primeiras encontradas por Clairaut e Euler. Esta
ordem é ainda muito alta e seria preciso encontrar novas integrais primeiras. No en-
tanto, em 1887 o matemático alemão Bruns mostrou que todas as integrais primeiras
que são funções algébricas das coordenadas das posições e velocidades são funções das
dez integrais primeiras já encontradas, tornando o problema de 3−corpos analiticamente
impossível de ser resolvido. A partir daí, ao invés de buscar soluções para o problema de
n−corpos, o que muitos matemáticos têm feito é estudar particularidades do problema.
Dentre estas, as soluções homográ�cas e o tema correlato con�gurações centrais são os

9



CONTEÚDO 10

objetivos de estudo deste trabalho.
Uma solução homográ�ca do problema de n corpos é tal que a con�guração inicial

é preservada ao longo do tempo a menos de homotetias e rotações. Para n = 3, Lagrange
[?] mostrou que tal solução é sempre planar, e ele enfatiza (p. 292) que este é um teorema
central. No mesmo artigo, Lagrange também mostra que esta tal solução particular do
problema de 3 corpos que estão situados nos vértices de um triângulo equilátero, cada
vetor posição das massas, com referência ao centro de massa, descreve um movimento
Kepleriano, e em cada instante os três corpos continuam formando um triângulo equi-
látero. O resultado de Lagrange para soluções homográ�cas é generalizado por Pizzeti
(Rend. Acc. Lincei (5)131 (1904), 276-283) mostrando que toda solução homográ�ca �at
(ou seja, solução que em cada instante existe um plano contendo os corpos) do problema
newtoniano de n corpos é planar. Aqui, estamos supondo que os corpos estão em R3, mas
para o caso dos corpos estarem em um espaço de dimensão arbitrária n, Alan Albouy e
Chenciner [1] mostraram que uma solução homográ�ca deve sempre estar em um sube-
spaço �xo de dimensão par. Pizzeti também mostrou que se uma solução homográ�ca
do problema de n corpos não é �at então ela é homotética. Assim, com os dois teoremas
dados por Pizzeti, podemos caracterizar todas as soluções homográ�cas em ou planares
ou homotéticas, tornando mais simples a determinação de suas órbitas. Estas soluções
têm a característica de que a con�guração formada pelos corpos em cada instante é de
caráter especial, tais con�gurações são chamadas de con�gurações centrais.

Para o problema de n corpos da mecânica Newtoniana, uma con�guração central é
uma con�guração de n partículas onde o vetor aceleração de cada partícula é um múltiplo
escalar comum do vetor posição correspondente, se supusermos que a origem do nosso
sistema de coordenadas é o centro de massa. Tal propriedade geométrica justi�ca o nome
dado a este tipo de con�guração. A noção de con�guração central foi introduzida por
Laplace em 1789 conduzido pelo tratamento, por ele dado, as soluções homotéticas de
Lagrange. As con�gurações centrais têm papel relevante no estudo do problema de n cor-
pos. Além das órbitas Keplerianas do problema de 2 corpos, as únicas soluções explícitas
do problema de n corpos são órbitas homográ�cas que formam em cada instante uma
con�guração central; de acordo com um teorema provado por Sundman [13] em 1907,
todas as órbitas que se iniciam ou terminam em colisão total são assintóticas a um movi-
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mento homotético, i.e, a con�guração formada pelos corpos tende a uma con�guração
central; todas as mudanças de topologia nas variedades integrais IH,M , correspondentes
a energia H = 1

2

∑
i

mi||q̇i|| + U e momento angular M =
∑

i

miqi × q̇i constantes,

são devidas a con�gurações centrais. Um exemplo deste tipo de con�guração é o caso do
triângulo equilátero que pode ser usado para analisar a con�guração Sol-Jupiter-Trojanos
[11]. Daí, o interesse que muitos matemáticos têm de entender melhor este tipo de con-
�guração. Muitas questões surgem, dentre elas destacamos o problema de determinar
a quantidade de con�gurações centrais para um dado conjunto de massas. Mas, para
que essa contagem faça sentido é necessário passarmos ao quociente módulo as rotações
(SO(3)) em torno do centro de massa e as homotetias. Contamos, então, as classes de
con�gurações centrais. Esta questão proposta inicialmente por Wintner [13](§360), e re-
forçada por Smale [9] em sua lista de problemas matemáticos para o próximo século é
conhecida como a conjectura de Wintner/Smale: Dadas n massas positivas no problema
de n corpos, o número de classes con�gurações de centrais é �nito. A hipótese das mas-
sas serem positivas é de extrema importância, pois se uma das massas fosse negativa
(força repulsiva) esse número deixaria de ser �nito, teríamos na verdade a existência de
um contínuo de equilíbrios relativos, [7]. No que diz respeito ao problema da �nitude,
poucos são os resultados em caráter geral, ou seja, válidos para valores positivos arbi-
trários das massas mi. Em 1767, Euler mostrou que existe uma con�guração central para
cada ordenamento de três massas arbitrárias contidas numa reta. Já, em 1772, Lagrange
mostrou que para cada tripla m1, m2, m3 existem exatamente duas con�gurações centrais
planas de três corpos, a saber, triângulos equiláteros com vértices q1, q2, q3 e q1, q3, q2.
Lehmann-Filhés mostrou, em 1891, que para cada ordenamento das massas m1, . . . ,mn

existe uma con�guração central colinear. Um dos resultados de maior importância, foi
mostrado por Moulton [3], em 1910, a�rmando a existência de uma única con�guração
central colinear para cada ordenamento dos n−corpos, portanto o número de con�gu-
rações centrais colineares de n−corpos é n!

2
. Mais tarde, 1970, Smale [10] mostrou esse

resultado de uma forma mais simples. Em 2004, Moeckel e Hampton mostraram que
o número de con�gurações centrais planares de 4 corpos é �nito. Alguns resultados de
caráter menos geral, mas de importância bastante signi�cativa são dados a seguir. Em
1926, Lindow mostrou que todas as con�gurações centrais formadas por n massas iguais
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nos vértices de um polígono regular e 1 massa nula no plano do polígono são simétricas.
Em particular, se n = 3, existem exatamente 10 con�gurações centrais. Pedersen mostrou
numericamente, em 1944, que no problema restrito de 4 corpos com 3 massas arbitrárias
na con�guração equilátera de Lagrange, existem 8, 9 ou 10 con�gurações centrais. Perko
e Walter, em 1984, mostraram que as con�gurações formadas por n massas nos vértices de
um polígono regular, com n > 3, são centrais se e somente se as massas são iguais. Mais
recentemente, Albouy mostrou, em 1995, que todas as con�gurações centrais de 4 corpos
de massas iguais são simétricas. Existem exatamente quatro possibilidades no plano: a
con�guração colinear, o quadrado, o triângulo equilátero com uma massa no centro, e um
triâgulo isósceles com um dos corpos no eixo de simetria. E, em 2001, Moeckel mostrou
que para n corpos de massas genericamente arbitrárias em dimensão n− 2, o número de
con�gurações centrais é �nito.

Este trabalho é essencialmente baseado no livro de Wintner [13], sendo dividido em
três capítulos.

No capítulo 1, é feito um estudo sobre soluções homográ�cas no problema de n

corpos objetivando os resultados obtidos por Pizzeti em 1904. Veremos também que cada
teorema decorre do fato da força atratora ser inversamente proporcional ao quadrado da
distância, pois em cada caso construiremos um exemplo mostrando que, se esse não fosse
o caso, tais resultados não valeriam.

O capítulo 2 é dedicado ao estudo das con�gurações centrais onde daremos uma
caracterização em termo das distâncias mútuas que são as coordenadas mais apropriadas
para tal estudo, devido a sua invariância com relação as rotações e, quanto as homote-
tias, por um múltiplo escalar. Mostraremos, também, o teorema de Moulton com a
demonstração baseada na dada por Smale. Mostraremos o surpreendente resultado dado
por Sundman em 1907, com respeito aos corpos colidirem simultaneamente e, no limite,
formarem uma con�guração central.

O capítulo 3 é a junção dos capítulos anteriores, onde mostraremos a relação exis-
tente entre con�gurações centrais e soluções homográ�cas, já dada anteriormente em
linhas gerais.



Capítulo 1

Soluções Homográ�cas

Neste capítulo falaremos sobre um tipo especial de solução do problema newtoniano de
n ≥ 3 corpos em R3, as soluções homográ�cas. Os resultados principais são os teoremas
1 e 2, toda solução homográ�ca �at do problema newtoniano de n corpos é planar, e toda
solução homográ�ca não �at do problema newtoniano de n corpos é homotética. Estes
dois resultados nos permitem caracterizar tais soluções entre planar e homotética, e esta
caracterização será a ferramenta chave para o terceiro capítulo.

1.1 O problema de n corpos e De�nição de Solução
Homográ�ca

Sejam mi e qi (i = 1, . . . , n) as massas e os vetores posições de n corpos em R3. Pela
segunda lei de Newton, temos que a força ~Fi atuando sobre qi é dada por

~Fi = miq̈i.

A lei gravitacional newtoniana estabele que a força de atração ~Fij que qj faz sobre qi

(i 6= j) é

-

6

¡
¡ª

¢
¢
¢
¢̧

»»»»»:

@
@R

~Fij = G
mimj

||qi − qj||2
qj − qi

||qj − qi||

qi

qj

o

x

y

z
~Fj
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onde G é a constante da gravitação universal. No caso de termos n partículas, a
força gravitacional resultante atuando sobre qi é

~Fi =
∑

j 6=i

~Fj =
∑

j 6=i

G
mimj

||qi − qj||3 (qj − qi)

De uma forma geral, podemos considerar a idéia acima para os corpos estarem em Rd. O
problema de n-corpos em mecânica celeste propõe estudarmos a dinâmica dos corpos de
coordenadas qi (i = 1, . . . , n) considerando apenas a força gravitacional entre eles. Neste
caso, teremos ~F1 = ~F2. Portanto,

miq̈i =
∑

j 6=i

G
mimj

||qi − qj||3 (qj − qi), (1.1)

é o sistema de equações diferenciais que rege o sistema das n partículas. É comum
considerar as unidades de modo a se ter G = 1. Consideremos a função U de q =

(q1, . . . , qn) de�nida por
U(q) =

∑
i≤j

mimj

||qi − qj||
então a equação (1.1) toma a forma

miq̈i = ∇qi
U, i = 1, . . . , n. (1.2)

onde ∇qi
U(q) é o gradiente de U em relação ao vetor qi. A função U(q) é conhecida como

a função potencial Newtoniana. Seja T (q̇) =
n∑

j=1

||q̇||2
2mj

a energia cinética do sistema. A

função
h(q, q̇) = T (q̇)− U(q), (1.3)

que é chamada a energia total do sistema, é uma integral primeira, isto é, ela é constante
ao longo de cada solução. De fato,

ḣ =
∑

mj q̇j q̈j −
∑

j

∇qj
U(q) · q̇j =

∑
j

(mj q̈j −∇qj
U) · q̇j = 0.

Assim, h ≡ const. Além desta, existem outras integrais primeiras, como veremos a seguir.
O centro de massa do sistema é o vetor

C =
1

µ

∑
j

mjqj (1.4)
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onde µ =
∑

j

mj, e dele tiramos seis integrais primeiras. De fato,

C̈(t) =
1

µ

n∑
i=1

miq̈i =
1

µ

∑
i

∑

j 6=i

mimj(qi − qj)

||qi − qj||3 = 0,

pois ao fazermos variar os índices i e j, os termos mimj(qi − qj)

||qi − qj||3 se cancelarão com os
mimj(qj − qi)

||qi − qj||3 . Integrando C̈(t) duas vezes com respeito a t obtem-se vetores constantes
A,B ∈ R3 tais que

C(t) = tA + B,

isto nos diz que C descreve a reta que passa por B com velocidade A. Donde,

A =
1

µ

∑
j

mj q̇j e B =
1

µ

∑
j

mjqj − t
∑

j

mj q̇j

nos dão mais seis integrais primeiras. Uma importante observação com respeito ao centro
de massa é a seguinte:

OBS 1 O centro de massa independe da escolha da origens do sistema de coordenadas.

Demonstração: De fato, consideremos dois sistemas de coordenadas com origens O e O.
Sejam Q1, . . . , Qn os pontos onde estão localizadas as massas, e C e C os pontos onde
estão localizados os centros de massas calculados com relação a cada sistema. Como
OQi = OO + OQi, temos que

OC =
1

µ

(∑
miOQi

)
=

1

µ

(∑
mi(OO + OQi)

)

= OO +
1

µ

(∑
miOQi

)
= OO + O C = OC

Como os vetores OC e OC têm a mesma origem O segue-se que C = C, como queríamos
mostrar.

¥

Devido à observação acima e ao fato do centro de massa descrever um reta uniformemente,
é comum, para facilitar nas contas, supormos que C(t) = 0 ∀t, ou seja, que o centro de
massa está �xo na origem do sistema de coordenadas. Doravante, sempre que falarmos
em sistema de coordenadas, estaremos nos referindo ao sistema de coordenadas inercial
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com origem no centro de massa. As outras três integrais primeiras são obtidas do vetor
momento angular, de�nido por

M =
∑

j

mj(qj × q̇j). (1.5)

De fato, derivando M com relação a t obtemos que

Ṁ =
∑

j

mj(q̇j × q̇j) +
∑

j

qj ×mj q̈j

=
∑

j

∑
i

qj × mjmi

||qi − qj||3 (qi − qj) = 0.

Disto, decorre que existem mais três integrais primeiras. Com isto, mostramos a ex-
istência de dez integrais primeiras. Na verdade, o matemático alemão Bruns mostrou,
em 1887, que qualquer outra integral algébrica será função das dez integrais primeiras
encontradas acima.

Dadas as informações necessárias sobre o problema de n corpos, de�niremos o que
é uma solução homográ�ca do sistema de equações diferenciais (1.1).

De�nição 1 (Solução homográ�ca) 1 Uma dada solução q(t) do problema de n corpos
é dita homográ�ca se existem funções diferenciáveis r : I → R+ e Ω : I → SO(3),
de�nidas num intervalo aberto I ⊆ R, tais que

qj(t) = r(t)Ω(t)qj(t0). (1.6)

Intuitivamente, uma solução homográ�ca é tal que a con�guração inicial q =

(q1, . . . , qn) é preservada ao longo do tempo a menos de homotetias e rotações. Uma
pergunta natural seria: existem soluções homográ�cas do problema de n corpos? Para
respondermos a esta pergunta, consideremos 3 corpos no plano fazendo a identi�cação
de C com R2. Desta forma, uma solução homográ�ca pode ser escrita como

qi(t) = φ(t)ai (1.7)

onde φ : R → C e ai ∈ C (i = 1, . . . , n), já que o produto de números complexos
corresponde a uma rotação seguida de uma homotetia. Agora, suponhamos que a1, a2 e
a3 são os vértices de um triângulo equilátero no plano complexo.

1Podemos de�nir uma solução homográ�ca sem considerarmos o centro de massa na origem, neste
caso (1.6) se escreve como qj(t)− C(t) = r(t)Ω(t)(qj(t0)− C(t0))
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De�namos qi(t) = eiωtai onde ω2 =
m1 + m2 + m3

l3
, sendo l = ||a1 − a2|| = ||a1 −

a3|| = ||a2 − a3|| o lado do triângulo equilátero. Vemos que qi satisfaz a equação (1.7),
com φ(t) = eiωt. Falta mostrar que qi(t) é solução da equação (1.1). Com efeito,

q̈i = −ω2φ(t)ai = −m1 + m2 + m3

l3
φ(t)ai

daí,
q̈i = −φ(t)ai

l3

∑
j mj = φ(t)

l3
[−∑

j mjai] = φ(t)
l3

[(−miai)−
∑

j 6=i mjai]

= φ(t)
l3

[(
∑

j 6=i mjaj)−
∑

j 6=i mjai] = 1
l3

∑
j 6=i mj(ajφ(t)− aiφ(t))

=
∑

j 6=i
mj(qj−qi)

||qi−qj || .

Na segunda igualdade, usamos o fato de que m1q1+m2q2+m3q3 = 0 e, na última, usamos
que ||φ(t)|| = 1 donde, l = ||ai− aj||.||φ(t)|| = ||aiφ(t)−ajφ(t)|| = ||qi− qj||. Mostramos,
então, que q = (q1, q2, q3) de�nida acima é uma solução homográ�ca do problema de 3

corpos com massas m1, m2 e m3.

1.2 Transformações Ortogonais e Soluções Homográ�-
cas

Seja Ω(t) ∈ SO(3), ∀t. Suponhamos que Ω(t) é de classe C2. Sendo (Ω(t))T Ω(t) = I

segue-se que d
dt

[(Ω(t))T Ω(t)] = 0, donde Ω̇T Ω + ΩT Ω̇ = 0, logo, Ω−1Ω̇ = −(Ω−1Ω̇)T

implicando que Ω−1Ω̇ é uma matriz anti-simétrica. Assim, existe uma matriz Σ = Σ(t)

tal que

Σ ≡ Ω−1Ω̇ =




0 −s3 s2

s3 0 −s1

−s2 s1 0


 = −ΣT (1.8)

O sinal das componentes s1, s2, s3 são escolhidos de tal forma que

ΣX = S ×X onde X =




x

y

z


 e S =




s1

s2

s3


 (1.9)

A relação Σ ≡ Ω−1Ω̇ nos dá uma equação diferencial de primeira ordem

Ω̇ = ΩΣ,
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cuja solução é
Ω = Ω(t0)e

∫ t
t0

Σ(x)dx
. (1.10)

Proposição 1 Sejam s1, s2, s3 as entradas da matriz Σ dada em (1.8). Então, supondo
Ω(t0) = I (matriz identidade de ordem 3), teremos:

a) Σ =




0 −s3 0

s3 0 0

0 0 0


 ⇔ Ω =




cos φ − sen φ 0

sen φ cos φ 0

0 0 1


 ; φ̇ = s3

b) Σ =




0 0 s2

0 0 0

−s2 0 0


 ⇔ Ω =




cos φ 0 sen φ

0 1 0

− sen φ 0 cos φ


 ; φ̇ = s2

c) Σ =




0 0 0

0 0 −s1

0 s1 0


 ⇔ Ω =




1 0 0

0 cos φ − sen φ

0 sen φ cos φ


 ; φ̇ = s1

Demontração do item a):
Suponhamos que Σ = s3E, com

E =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 .

Então, Ω = eφE onde φ =
∫ t

t0
s3(x)dx. Sendo

eφE = I + φE +
(φE)2

2!
+

(φE)3

3!
+ . . .

e observando que

E2 = −




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 , E3 = −E, E4 =




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 , E5 = E, E6 = −




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 , . . .

segue que

Ω = eφE = I +

(
−φ2

2!
+

φ4

4!
+ . . .

)



1 0 0

0 1 0

0 0 0


 +

(
φ− φ3

3!
+

φ5

5!
+ . . .

)



0 −1 0

1 0 0

0 0 0



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resultando

Ω =




0 0 0

0 0 0

0 0 1


+cos φ




1 0 0

0 1 0

0 0 0


+sen φ




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 =




cos φ − sen φ 0

sen φ cos φ 0

0 0 1


 .

Isto signi�ca que num sistema de coordenadas (x, y, z) a matriz Ω é uma rotação em
torno do eixo z.

As demonstrações dos itens b) e c) são análogas a do item a) tomando-se E como
sendo 



0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 e




0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 ,

respectivamente.
Reciprocamente, se

Ω =




cos φ − sen φ 0

sen φ cos φ 0

0 0 1




temos

Ω̇ =




−φ̇ sen φ −φ̇ cos φ 0

φ̇ cos φ −φ̇ sen φ 0

0 0 0


 .

Sendo Σ = ΩT Ω̇, resulta que

Σ = ΩT Ω̇ =




0 −s3 0

s3 0 0

0 0 0


 ,

onde s3 = φ̇.
O raciocínio é análogo para os itens b) e c).

¥

Vamos, agora, deduzir algumas relações correspondentes a uma solução homográ-
�ca. De acordo com a De�nição 1, uma solução homográ�ca tem a forma

qi = rΩq0
i i = 1, . . . , n.
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Derivando duas vezes com relação a t, segue-se que

q̈i = (r̈Ω + 2ṙΩ̇ + rΩ̈)q0
i .

Sendo Ω̇ = ΩΣ, temos Ω̈ = Ω̇Σ + ΩΣ̇ donde

q̈i = Ω(r̈I + 2ṙΣ + r(Σ2 + Σ̇)). (1.11)

Usando a convenção 1.8, temos

Σ =




0 −s3 s2

s3 0 −s1

−s2 s1 0


 e Σ2 =




−s2
2 − s2

3 s1s2 s1s3

s2s1 −s2
3 − s2

1 s2s3

s3s1 s3s2 −s2
1 − s2

2


 . (1.12)

Substituindo a relação (1.11) na equação do problema de n corpos (1.1) e lembrando que
Ω é uma tranformação ortogonal, logo preserva norma, segue-se que

Ω(r̈I + 2ṙΣ + r(Σ2 + Σ̇))q0
i = Ω

(
r−2

∑

j 6=i

mj

||q0
i − q0

j ||3
(q0

j − q0
i )

)
.

Sendo Ω invertível, considerando a matriz K = (kpq) de�nida por

K = r2(r̈I + 2ṙΣ + r(Σ2 + Σ̇)) (1.13)

e o vetor a = (a1, . . . , an) dado por

ai =
∑

j 6=i

mj

|q0
i − q0

j |
(q0

j − q0
i )

resulta que se qi = rΩq0
i é uma solução homográ�ca, então

Kq0
i = ai i = 1, . . . , n (1.14)

sendo ai independente de t.

1.3 Soluções Homográ�cas Flat e Não-Flat

O objetivo desta seção é mostrar que toda solução homográ�ca �at (ver De�nição 5
adiante) é planar, e se ela não for �at então é homotética (ver 1.29), isto é, Ω é constante.
A demonstração baseia-se no fato da força gravitacional Newtoniana ser inversamente
proporcional ao quadrado da distância.
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De�nição 2 (Solução Retilínea) Uma dada solução do problema de n corpos é retilínea
se existe uma linha reta Λ0 que contém os n corpos para todo instante t.

De�nição 3 (Solução Colinear) Uma dada solução do problema de n corpos é colinear
se existe, para cada t, uma reta Λ = Λ(t) que contém os n corpos neste instante t.

Seja M =
n∑

i=1

miqi × q̇i o momento angular dos n corpos. Temos o seguinte Lema

Lema 1 Seja qi(t) (i = 1, . . . , n) uma solução colinear e não-retilínea. Então, temos que
M 6= 0.

Demonstração: Sendo qi(t) colinear segue que existe um vetor unitário e = e(t) e uma
função λi = λi(t) tais que qi(t) = λi(t)e(t), aqui estamos supondo que a reta passa
pela origem do nosso sistema de coordenadas que é sempre verdade, como veremmos na
Proposição 3 adiante. Derivando qi em relação a t temos q̇i = λ̇e + λė, donde,

M =

(
n∑
i

λ2
i mi

)
e× ė

Como e é unitário, temos e ·e = 1, donde e · ė = 0, ou seja, e e ė são ortogonais implicando
que e × ė 6= 0, pois ė 6= 0, já que a solução não é retilínea. Assim, M 6= 0 pois, para
algum índice i, temos que λi 6= 0.

¥

De�nição 4 (Solução Planar) Uma solução do problema de n−corpos é dita planar
se existe um plano Π0 que contém os n corpos para todo t.

Proposição 2 Toda solução colinear é planar.

Demonstração: Seja qi = qi(t) uma solução colinear, então qi×qk = 0 onde i, k = 1, . . . , n.
Daí, (qi × qk) · q̇i = 0, donde, (qi × q̇i) · qk = 0, logo, M · qk = 0 (k = 1, . . . , n), ou seja,
para todo t, todos os corpos estão no plano que passa pela origem e cujo vetor normal é
o vetor constante M .

¥
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De�nição 5 (Solução Flat) Uma solução do problema de n corpos é dita Flat se existe
para todo t um plano Π(t) que contém os n corpos no instante t.

No que diz respeito às de�nições anteriores, toda solução planar é �at, mas nem
toda solução �at é planar, ver [13] página 245. Por exemplo, no problema de 3 corpos
em R3, toda solução é �at mas em geral não é planar.

Proposição 3 Dada uma solução �at, plano Π(t) que contém os corpos, em cada in-
stante t, passa pela origem do sistema de coordenadas, que é o centro de massa.

Demonstração: Seja qi (i = 1, . . . , n) uma solução �at do problema de n corpos com
massas mi. Assim, para cada t existe um plano Π = Π(t) que contém os corpos de
massas mi, para todo i = 1, . . . , n. Seja q0 ∈ Π(t), assim (qk − q0)× (qj − q0) é ortogonal

(qk−q0), logo a Π. Seja C =
1

µ

n∑
i=1

miqi o centro de massa, então C =
1

µ

n∑
i=1

mi(qi−q0)+q0

implicando que C − q0 =
1

µ

n∑
i=1

mi(qi − q0). Sendo (C − q0) · (qk − q0) × (qj − q0) = 0

resulta que (C − q0) é paralelo à Π(t), donde C ∈ Π(t), para todo t.

¥

Se qi = qi(t) é uma solução homográ�ca (De�nição 1) então qi é caracterizada pela
existência de uma rotação Ω = Ω(t) e uma função escalar r = r(t) > 0 tais que, para
todo t, qi(t) = rΩqi(t0), i = 1, . . . , n.

Teorema 1 Uma solução homográ�ca �at do problema newtoniano de n corpos é uma
solução planar.

Demonstração:
Seja qi = qi(t) uma solução homográ�ca do problema de n corpos. Pela Proposição

2 podemos supor que qi não é uma solução colinear. Sendo assim, existem índices α, β e
um instante t0 tais que qα×qβ 6= 0 neste instante. Sendo a solução �at, segue-se que para
cada t existe um plano Π(t) contendo os n corpos. Pela Proposição 3, este plano passa
pela origem do sistema de coordenadas. Se (x, y, z) denota o sistema de coordenadas no
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instante t0, podemos supor que Π(t0) é o plano xy. Então, qi3(t0) = 0 para i = 1, . . . , n.
De (1.57) segue-se que




k11 k12 k13

k21 k22 k23

k31 k32 k33







qi1(t0)

qi2(t0)

0


 =




ai1

ai2

0




onde ai = (ai1, ai2, 0). Daí,

kj1(t)qi1(t0) + kj2(t)qi2(t0) = aij j = 1, 2, 3 e i = 1 . . . n

Fazendo i = α e i = β teremos o seguinte sistema




kj1(t)qα1(t0) + kj2(t)qα2(t0) = aαj

kj1(t)qβ1(t0) + kj2(t)qβ2(t0) = aβj

(1.15)

Vamos mostrar que kj1 e kj2 independem de t. Sendo A a matriz dos coe�cientes do
sistema anterior nas incógnitas kj1 e kj2, temos que

qα(t0)× qβ(t0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

qα1(t0) qα2(t0) 0

qβ1(t0) qβ2(t0) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (qα1(t0)qβ2(t0)− qβ1(t0)qα2(t0))~k = (det A) ~k.

Segue-se que det A 6= 0, pois qα(t0) × qβ(t0) 6= 0. Assim, podemos resolver (1.15) e
achar kj1, kj2 em função de aαj, aβj, qαi(t0), qβi(t0) (i = 1, 2) resultando que kj1 e
kj2 independem de t. Além disso, para j = 3, o sistema anterior é homogêneo, logo
k31 = k32 = 0. Assim,

k12 + k21 = const, k11 − k22 = const (1.16)

e
k31 ≡ 0, k32 ≡ 0 (1.17)

A matriz K = (kpq) em (1.13) é dada por

K = r2




r̈ + r(−s2
2 − s2

3) −2ṙs3 + r(s1s2 − ṡ3) 2ṙs2 + r(s1s3 + ṡ2)

2ṙs3 + r(s2s1 + ṡ3) r̈ + r(−s2
3 − s2

1) −2ṙs1 + r(s2s3 − ṡ1)

−2ṙs2 + r(s3s1 − ṡ2) −2ṙs1 + r(s3s2 + ṡ1) r̈ + r(−s2
1 − s2

2)


 ,

(1.18)
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onde as funções s1, s2, s3 são as entradas da matriz antissimétrica Σ dada em (1.8).
Segue-se que

k12 + k21 = r3s1s2, k11 − k22 = r3(s2
1 − s2

2)

e
k31 = r2[−2ṙs2 + r(−ṡ2 + s3s1)], k32 = r2[2ṙs1 + r(ṡ1 + s3s2)]

Logo, as equações (1.16) e (1.17) implicam que

r3s1s2 ≡ 0, r3(s2
1 − s2

2) ≡ 0, (1.19)

e
r2[−2ṙs2 + r(−ṡ2 + s3s1)] ≡ const, r2[2ṙs1 + r(ṡ1 + s3s2)] ≡ const (1.20)

Vemos que (1.19) implica que r3s2
1 ≡ const e r3s2

2 ≡ const 2, resultando que existem
constantes c1 e c2 tais que

s1 = c1r
− 3

2 e s2 = c2r
− 3

2 (1.21)

Substituindo (1.21) em (1.20) teremos o seguinte sistema com incógnitas c1, c2,




s3rc1 − 1
2
ṙc2 = 0

1
2
ṙc1 + s3rc2 = 0

(1.22)

cujo determinante é (s3r)
2 + (1

2
ṙ)2. Assim, teremos duas condições:

(i) O sistema é possível e determinado: (s3r)
2 + (1

2
ṙ)2 6= 0, donde c1 = c2 = 0

(ii) O sistema é possível e indeterminado: (s3r)
2 + (1

2
ṙ)2 = 0. Neste caso, s3 ≡ 0 e

r ≡ const.

A condição (i) implica que s1 = s2 = 0 por (1.21). Assim, pela Proposição 1, Ω é uma
rotação em torno do eixo z. Logo, a solução qi = rΩq0

i está no plano xy que é o plano
Π(t0).

Vamos mostrar que a condição (ii) não pode ocorrer. Se r ≡ const segue-se de
(1.21) que s1 = const, s2 = const e s3 = 0. Agora, observemos que, se s3 = 0, o eixo de

2x · y ≡ const e x− y ≡ const implicam que 4xy = (x + y)2 − (x− y)2 ≡ const, como x− y ≡ const

segue-se que x + y ≡ const e, assim, x = 1
2 [(x + y) + (x− y)] ≡ const, resultando que y ≡ const.
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rotação de Ω pertence ao plano xy. Mais precisamente, este eixo é o vetor S = (s1, s2, 0).
De fato, por (1.10) Ω = e

∫ t
t0

Σdt e, como Σ é constante resulta que

Ω = e(t−t0)Σ = I + ((t− t0)Σ) +
(t− t0)

2

2!
Σ2 +

(t− t0)
3

3!
Σ3 + . . .

implicando que

ΩS = S + (t− t0)ΣS +
(t− t0)

2

2!
Σ2S +

(t− t0)
3

3!
Σ3S + . . . (1.23)

Mas, como visto anteriormente ΣS = S × S = 0 resultando que ΩS = S, ou seja, S é o
eixo de rotação de Ω. Como r ≡ const, isto só seria possível se todos os corpos girassem
em torno do eixo constante S, todos contidos em um plano ortogonal a S. Como no
instante t0 os corpos estariam na interseção deste plano com o plano invariável, todos
estariam sobre uma reta girando ortogonalmente em torno de S. Isto signi�ca que a
solução seria colinear, contrariando a hipótese inicial. Logo, a condição (ii) não pode
ocorrer.

¥

Um fato importante a observar é que a demonstração anterior baseia-se no fato de
que a força gravitacional newtoniana é inversamente proporcional ao quadrado da distân-
cia. Vamos contruir um exemplo no qual, se a força atratora é inversamente proporcional
ao cubo da distância e o teorema anterior não é válido.

Sejam mi e qi = (ξi, ηi, ζi) (i = 1, 2, 3) as massas e os vetores posições de três
corpos em R3 em relação ao sistema de coordenadas cuja origem é o centro de massa.
Suponhamos que no instante t0

x0
1 = −x0

2 > 0 = x0
3; y0

1 = y0
2 > 0 > y0

3; z0
1 = z0

2 = z0
3 = 0 (1.24)

-
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Assumindo que a atração entre os três corpos é inversamente proporcional ao cubo da
distância, teremos que

miq̈i =
∑

j 6=i

mimj

|qi − qj|4 (qj − qi) = ∇qi
U (1.25)

onde U(q) = 1
2

∑
i<j

mimj

|qi − qj|2 . Escolhemos o fator de proporcionalidade 1
2
de tal forma que

o módulo da força entre duas partículas de massa 1 separadas por uma distância unitária
seja 1. Supondo que qi = qi(t) é uma solução homográ�ca resulta que

rKq0
i = ai

onde ai = (ai1, ai2, 0) é o vetor constante
∑

j 6=i

mj

|q0
i − q0

j |4
(q0

j − q0
i ), ou seja, miai1 =

dU

dxi

e

miai2 =
dU

dyi

(i = 1, 2, 3); e K é a matriz de�nida em (1.13). Consideremos Ω como sendo
uma rotação em torno do eixo y. Então,

Ω =




cos φ 0 − sen φ

0 1 0

sen φ 0 cos φ


 .

Pela Proposição 1,

Σ =




0 0 s2

0 0 0

−s2 0 0




onde s2 = φ̇. Logo, a equação rKq0
i = ai nos dá

r3




r̈ − rs2
2 0 −2ṙs2 + rṡ2

0 r̈ 0

2rṡ2 + ṙs2 0 r̈ − rs2
2







x0
i

y0
i

0


 =




ai1

ai2

0


 ,

donde





(r̈ − rφ̇2)x0
i = ai1r

−3

r̈y0
i = ai2r

−3

(2rṡ2 + ṙs2)x
0
i = 0

(1.26)
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Por (1.24) vemos que

U0
x1

= −U0
x2

< 0 = U0
x3

; U0
y1

= U0
y2

< 0 < U0
y3

; U0
z1

= U0
z2

= U0
z3

= 0 (1.27)

Assim, por (1.24) para i = 1, 2 o sistema (1.26) equivale à





r̈ − rφ̇2 = −ar−3

r̈ = −br−3

(2rṡ2 + ṙs2) = 0

(1.28)

onde a = −ai1

x0
i

e b = −ai2

y0
i

, pois a11

x0
1

=
a21

x0
2

e a12

y0
1

=
a22

y0
2

. Se i=3 a primeira e a
terceira equações de (1.26) são válidas devido a (1.24). Podemos escolher as posições dos
corpos de tal forma que a > b. Das duas primeiras equações do sistema (1.28) segue que
φ̇ = (a − b)

1
2 r−2. Usando esta última relação, vemos que a terceira equação de (1.28)

é uma identidade em t. Sendo φ̇ = s3 vemos que para qi = (xi, yi, zi) ser uma solução
homográ�ca satisfazendo (1.25), r(t) e φ devem satisfazer o par de condições

φ̇ = (a− b)
1
2 r−2 r̈ = br−3

cuja solução é

r = r(t) = (1 + 2a
1
2 )

1
2 e φ = φ(t) =

1

2
(a− b)

1
2 a−

1
2 log(1 + 2a

1
2 t)

Isto prova a existência de uma solução �at não-planar no caso da força ser proporcional
ao inverso do cubo das distâncias.

Existem dois tipos especiais de soluções homográ�cas.
No primeiro tipo, a solução se expande ou se contrai mas não roda, isto é, Ω(t) ≡ I.

Estas soluções homográ�cas particulares são, em vista de qi = rΩq0
i , caracterizadas por

qi = rq0
i (Ω(t) ≡ I, r = r(t) > 0) (1.29)

e são chamadas soluções homotéticas.
No segundo tipo, a con�guração roda sem dilatação ou contração, isto é, r(t) ≡ 1.

Estas soluções homográ�cas particulares são, em vista de qi = rΩq0
i , caracterizadas por

qi = Ωq0
i (r(t) = 1, Ω = Ω(t))
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e são chamadas soluções de equilíbrio relativo. Esta terminologia é justi�cada pelo fato
que as partículas se encontram em repouso com relação a um sistema em rotação conve-
niente.

Uma caracterização destes dois tipos particulares de soluções homográ�cas pode ser
dada como segue:

I) Uma solução homográ�ca é homotética se, e somente se, ela não tem plano invariável
(isto é, M = 0).

II) Uma solução homográ�ca é uma solução de equilíbrio relativo se, e somente se, é
planar e roda com uma velocidade angular constante.

Obs.: O plano invariável de uma solução é o plano que passa pelo centro de massa, e cujo
vetor normal é o vetor momento angular M . Estas duas a�rmações serão mostradas no
�nal deste capítulo.

Vamos, agora, demonstrar uma propriedade de soluções colineares não-retilíneas do
problema de n corpos.

Proposição 4 Toda solução colinear não retilínea do problema de n corpos é homográ-
�ca.

Demonstração: Seja qi(t) uma solução colinear não-retilínea do problema de n corpos.
Vamos mostrar que ela é homográ�ca. Pela Proposição, 2 qi(t) é planar. Podemos
escolher o plano Π0 que contém os corpos em todo instante t como sendo o plano xy do
nosso sistema de coordenadas. Escolhamos neste plano um sistema de coordenadas (x, y)

cuja origem também é o centro de massa, mas que gira com velocidade angular φ̇ = φ̇(t)

de tal maneira que o eixo x(t) seja a reta que contém os corpos no instante t. Então a
coordenada yi de mi se anula para todo t. Como a rotação do sistema é em torno do eixo
dos z, ela é dada pela matriz

Ω =




cos φ − sen φ 0

sen φ cos φ 0

0 0 1


 .
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Agora, X = ΩX nos diz que

Ω−1Ẍ = Ẍ + 2ΣẊ + (Σ̇ + Σ2)X =




ẍi − 2φ̇ẏi − φ̇2xi − φ̈yi

ÿi − 2φ̇ẋi − φ̇2yi − φ̈xi

0


 =




ẍi − φ̇2xi

−2φ̇ẋi − φ̈xi

0




onde X denota o vetor posição de um ponto no sistema rotacional (x, y, 0) e X denota o
vetor posição do mesmo ponto em nosso sistema (x, y, 0). Observemos que

2φ̇ẋi + φ̈xi = 0 (1.30)

para todo i e todo t, já que a força gravitacional tem, sobre o eixo y, projeção nula. Mas
a velocidade angular φ̇ é uma função analítica de t e, portanto, se anula no máximo para
valores isolados de t. De fato, φ̇(t) ≡ 0 é excluído pois estamos supondo que a solução não
é retilínea. Além disso, xi 6= 0 para ao menos n−1 dos n valores de i. Consequentemente,
podemos dividir (1.30) por φ̇xi para ao menos n− 1 valores de i. Segue-se, então, que

ẋi

xi

= − φ̈

2φ̇

donde
xi(t) = r(t)xi(0), (1.31)

onde
r(t) = e

− ∫ φ̈

2φ̇
dt
.

Portanto, (1.31) é válido para ao menos n−1 dos n valores de i e para a função r(t) que é
independente de i. Para completar a prova temos apenas que substituir (1.31) na relação
do centro de massa

∑
i

qimi = 0 e concluir, assim, que o n-ésimo xi(t) não precisa ser

excluído, de modo que como xi = Ωxi, obtemos

xi(t) = r(t)Ωxi(0),

provando que a solução é homográ�ca.

¥

Em virtude do Lema 1 (página 21), da a�rmação (I) (página 27) e da proposição
que acabamos de demonstrar, toda solução colinear mas não-retilínea é homográ�ca mas



CAPÍTULO 1. SOLUÇÕES HOMOGRÁFICAS 30

não-homotética, enquanto que as soluções colineares homotéticas são idênticas às soluções
retilíneas que são homográ�cas. Observemos também que para que uma solução colinear
seja solução de equilíbrio relativo, é necessário (mas, por (II), não su�ciente) que a solução
seja não-retilínea.

A próxima proposição é basicamente álgebra linear, e será importante para uso
posterior na demonstração do teorema 2.

Proposição 5 Se Σ0 é uma matriz anti-simétrica constante, existe uma matriz ortogo-
nal P0 tal que P0Σ0P

−1
0 é anti-simétrica e todos os termos da última coluna são nulos,

consequentemente os termos da última linha também são nulos.

Demonstração: Sendo Σ0 uma matriz anti-simétrica, vimos em (1.8) e (1.9) que existe
um vetor S = (s1, s2, s3) tal que Σ0X = S × X. Sendo {e1, e2, e3} a base canônica de
R3, consideremos a base ortonormal v1 =

S

|S| , v2 =
S × e3

|S × e3| e v3 = v1 × v2 e de�namos
a transformação linear T tal que T (v1) = e3, T (v2) = e1 e T (v3) = e2. A matriz P0

associada a transformação T é uma matriz ortogonal com determinante 1, pois T leva
base ortonormal em base ortonormal preservando a mesma orientação da base canônica.
Temos também que ΣT

0 = −Σ0 e P0 ortogonal implica que (P0Σ0P
−1
0 )T = (P−1

0 )T ΣT
0 P T

0 =

−P0Σ0P
−1
0 , ou seja, P0Σ0P

−1
0 é antisimétrica, e (P0Σ0P

−1
0 )e3 = P0Σv1 = 0, pois Σv1 =

S × v1 e v1 é múltiplo de S implicando que a última coluna da matriz P0Σ0P
−1
0 é nula, e

portanto, também a última linha.

¥

Teorema 2 Toda solução homográ�ca não-�at do problema newtoniano de n corpos é
homotética .

Demonstração: Seja qi = qi(t), i = 1, . . . , n, uma solução homográ�ca que não é �at.
Então, existem índices α, β e γ, e um instante t0, tal que det(q0

α, q0
β, q0

γ) 6= 0, onde
q0
i = qi(t0). Vimos em (1.13) que Kq0

i = ai se qi = rΩq0
i resultando que K(t)(q0

α, q0
β, q0

γ) =

(aα, aβ, aγ), donde, K(t) = (aα, aβ, aγ)(q
0
α, q0

β, q0
γ)
−1 já que (q0

α, q0
β, q0

γ) é invertível, pois
det(q0

α, q0
β, q0

γ) 6= 0. Assim, K é uma matriz constante. Sendo K ≡ r2(r̈I+2ṙΣ+r(Σ2+Σ̇))
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e observando que ΣT = −Σ e (Σ2)T = Σ2, resulta que Rpq = 1
2
(K + KT ) = r2r̈I + r3Σ2.

Como K ≡ const, segue-se que

(Rpq) = r2r̈I + r3Σ2 ≡ const (1.32)

Como Rpq = r3spsq para p 6= q e Rpp = r2r̈ + r3(−s2
i − s2

j) para i, j 6= p segue-se que

r3sµsγ = const e r3(s2
µ − s2

γ) = const; µ, γ = 1, 2, 3 (1.33)

Pelo que foi visto, (1.33) implica que

r3s2
µ = const; µ = 1, 2, 3 (1.34)

Da relação anterior segue que Σ = r−
3
2 Σ0, onde Σ0 é uma matriz antisimétrica constante,

pois

Σ = r−
3
2




0 −r
3
2 s3 r

3
2 s2

r
3
2 s3 0 −r

3
2 s1

−r
3
2 s2 r

3
2 s1 0




e r3s2
µ = const implica que r

3
2 sµ = const para µ = 1, 2, 3.

Pela Proposição 5 existe uma matriz ortogonal P0 tal que P0Σ0P
−1
0 é anti-simétrica

e tem última linha nula. Disto, segue-se que P0ΣP−1
0 é anti-simétrica e tem a última

linha nula, ou seja,

P0ΣP−1
0 =




0 −s3 0

s3 0 0

0 0 0




Como Σ = Ω−1Ω̇, temos P0ΣP−1
0 = P0Ω

−1P−1
0 P0Ω̇P−1

0 = (Ω)−1Ω̇, onde Ω = P0ΩP−1
0 .

Pela Proposição 1, Ω é uma rotação que deixa �xo o eixo e3. Consequentemente, se
S0 = (s0

1, s
0
2, s

0
3) é o vetor associado a matriz Σ0 como na Proposição 5 então ΩS0 =

P−1
0 ΩP0S0 = P−1

0 Ωe3 = P−1
0 e3 = S0. Se x, y, z denotam as coordenadas do nosso sistema

cuja origem está �xado no centro de massa, podemos escolhê-lo de tal forma que S0

coincida com o eixo z. Ou seja,

Ω =




cos φ − sen φ 0

sen φ cos φ 0

0 0 1



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Segue-se, então, pela Proposição 1 que s1 = s2 = 0 e s3 = φ̇.
Queremos mostrar que φ̇ ≡ 0 e r não é constante para então concluirmos a demon-

stração. Para isto, faremos uso da relação (1.33) e do fato do momento angular M =
n∑

i=1

miqi × q̇i ser constante.

Sendo qi uma solução homográ�ca, qi = rΩq0
i implicando que q̇i = (ṙΩ + rΩ̇)q0

i .

Daí, M =
n∑

i=1

mi(rΩq0
i ) × (ṙΩ + rΩ̇)q0

i =
n∑

i=1

mi(rΩq0
i ) × rΩ̇q0

i . Como Ω ∈ SO(3),

temos Ωu× Ωv = Ω(u× v), segue-se que M = r2Ω

(
n∑

i=1

miq
0
i × Σq0

i

)
. Observemos que

Σq0
i = s3p

0
i onde p0

i = (−q2i, q1i, 0). Assim,

M = r2s3Ω

(
n∑

i=1

miq
0
i × p0

i

)

Desenvolvendo o produto vetorial acima obteremos que

q0
i × p0

i =
n∑

i=1

mi((q1i)
2 + (q2i)

2),

e lembrando que Ω deixa �xo o eixo z, vemos que

M = r2s3

n∑
i=1

mi((q1i)
2 + (q2i)

2).

Já vimos no início deste capítulo que M é constante. Seja c =
∑n

i=1 mi((q1i)
2 + (q2i)

2)

e observemos que c = 0 implica que q1i = q2i = 0 para todo i = 1, . . . , n, mas isto não
pode ocorrer, pois estamos supondo que a solução não é planar. Logo, c 6= 0 resultando
que M

c
= r2s3 = r2φ̇. Disto, decorre que

r2φ̇ = const (1.35)

Das equações (1.34) e (1.35) se s3 = φ̇ 6= 0, para todo t, então r =
r4φ̇2

r3φ̇2
≡ const. Mas,

se r ≡ const então K se reduz a K = r3(Σ̇ + Σ2), logo tem determinante nulo visto que
s1 = s2 = 0 implica que todos os elementos da terceira coluna da matriz Σ̇ e Σ2 se anulam.
Por outro lado, vimos no início da demonstração que K = (aα, aβ, aγ)(q

0
α, q0

β, q0
γ)
−1, logo

det K = det(aα, aβ, aγ)det(q0
α, q0

β, q0
γ)
−1 6= 0. Assim, φ̇ = 0 e r 6= 0 implicando que qi

i = 1, . . . , n é uma solução homotética.

¥
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Poderíamos ter a impressão de que esta complicada prova do teorema 2 é desneces-
sária, visto que a demonstração parece ser uma consequência apenas da conservação
do momento angular. Mas este não é o caso, como veremos considerando o caso da
força de atração ser inversamente proporcional ao cubo da distância. Notemos que neste
caso, a relação (1.34) será r4s2

µ = const; µ = 1, 2, 3, e esta é mesma condição que
r2φ̇ = const achada na demonstração do teorema anterior como sendo uma consequência
da conservação do momento angular. Portanto teríamos apenas uma relação envolvendo
r e φ̇, e portanto a prova não poderia ser concluída. Mas será que pode existir uma
outra demonstração para o teorema sem envolver estas relações? A resposta é não, como
veremos na construção de uma solução homográ�ca do problema de n corpos (para o
caso da força ser inversamente proporcional ao cubo da distância) que não é �at e não é
homotética.

Assumindo que a atração entre os n = 4 corpos é inversamente proporcional ao cubo
da distância e supondo que os vetores posições dos corpos mi são qi(t) = (xi(t), yi(t), zi(t))

para (i = 1, 2, 3, 4), teremos

mixi = Uxi
, miyi = Uyi

, mizi = Uzi
(i = 1, 2, 3, 4) (1.36)

onde

U =
1

2

∑
i<j

mimj

||qi − qj||2 com ||qi − qj||2 = (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 + (zi − zj)
2 (1.37)

Escolhamos as massas e os vetores posições tais que

x0
1 =−x0

2 <0=x0
3 =x0

4, y0
3 =y0

4 <0<y0
1 =y0

2, z0
3 =−z0

4 <0=z0
1 =z0

2 (1.38)

m1 = m2, m3 = m4 (1.39)

-
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onde o sobre-escrito 0 refere-se a t = t0. Sendo a origem do nosso sistema de coordenadas
o centro de massa, temos

4∑
i=1

mix
0
i = 0,

4∑
i=1

miy
0
i = 0

4∑
i=1

miz
0
i = 0; (1.40)

consequentemente
4∑
i

U0
xi

= 0,
4∑
i

U0
yi

= 0
4∑
i

U0
zi

= 0. (1.41)

As equações em (1.36) são dadas por

q̈i =
∑

j 6=i

mj

||qi − qj||4 (qj − qi), i = 1, 2, 3, 4. (1.42)

Supondo que qi = rΩq0
i e lembrando que Ω é uma transformação ortogonal, logo preserva

norma, teremos que (1.42) pode ser reescrita como

r3q̈i = Ω

(∑

j 6=i

mj

||q0
i − q0

j ||4
(q0

j − q0
i )

)
. (1.43)

segue-se, por (1.13), que
r3Kq0

i =
U0

qi

mi

(1.44)

onde, em vez de (1.13), K agora é a matriz

K = r̈I + 2ṙΣ + r(Σ2 + Σ̇).

Tomemos a rotação em torno do eixo y, ou seja,

Ω =




cos φ 0 − sen φ

0 1 0

sen φ 0 cos φ




Então, pela Proposição 1, temos

Σ =




0 0 s2

0 0 0

−s2 0 0


 , donde, Σ2 =




−s2
2 0 0

0 0 0

0 0 −s2
2




Assim,

K =




r̈ − rs2
2 0 2ṙs2 + rṡ2

0 r̈ 0

−2ṙs2 − rṡ2 0 r̈ − rs2
2



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Logo, por (1.43), temos




r3(r̈ − rs2
2)x

0
i + r3(2ṙs2 + rṡ2)z

0
i =

U0
xi

mi

r3r̈yi =
U0

yi

mi

r3(−ṙs2 − rṡ2)xi + (r̈ − rs2
2)r

3zi =
U0

zi

mi

i = 1, 2, 3, 4, (1.45)

e por (1.38), temos 



U0
x1

= −U0
x2

> 0 = U0
x3

= U0
x4

,

U0
y3

= U0
y4

> 0 > U0
y1

= U0
y2

,

U0
z3

= −U0
z4

> 0 = U0
z1

= U0
z2

. (1.46)

Usando (1.38) teremos que (1.45) pode ser escrito como





r3(r̈ − rs2
2)x

0
i =

U0
xi

mi

r3r̈yi =
U0

yi

mi

r3(−ṙs2 − rṡ2)xi = 0

i = 1, 2 (1.47)

e 



r3(2ṙs2 + rṡ2)z
0
i =

U0
xi

mi

r3r̈yi =
U0

yi

mi

(r̈ − rs2
2)r

3zi =
U0

zi

mi

i = 3, 4 (1.48)

Vemos que as segundas equações dos sistemas (1.47) e (1.48) nos dão que r̈ = −br−3, pois

b =
U0

y1

y1m1

=
U0

y2

y2m2

=
−U0

y3

−y3m3

=
−U0

y4

−y4m4

devido a
4∑

i=1

miyi = 0,
4∑

i=1

U0
yi

= 0 e às relações

(1.38), (1.46). A primeira equação de (1.47) e a terceira equação de (1.48) serão coerentes
se colocarmos as restrições adicionais: x0

1 = z0
3 = −z0

4 = −x0
2 e m1 = m2 = m3 = m4.

Vemos, então, que as funções r(t) e φ(t), onde φ̇ = s2, são as mesmas do exemplo
referente ao Teorema 1. Isto prova que sob uma força que varia com o inverso do cubo
das distâncias, existem soluções homográ�cas espaciais que não são homotéticas.
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1.4 Caracterização das Soluções Homográ�cas

Seja qi, i = 1, . . . , n, uma solução homográ�ca do problema newtoniano de n corpos.
Então qi = rΩq0

i , donde,

J = J0r2, U = U0r−1, Ω−1Uqi
= U0

qi
r−2 (1.49)

onde, U =
∑
i<j

mimj

||qi − qj|| é o potencial newtoniano e

J =
n∑

i=1

miq
2
i

é o momento de inércia. Derivando J duas vezes com relação a t obtemos

J̈ = 2
∑

mi(q̇i · q̇i + qi · q̈i) = 4T − 2U, (1.50)

pois,
∑

i qi · ∇qi
U = −U . Isolando T na relação da energia h = T − U , dada em (2.39),

e substituindo em (1.50), segue-se que

J̈ = 2U + 4h. (1.51)

Sendo J dado em (1.49) segue-se que J̈ = (rr̈+ ṙ2)J0, substituindo esta relação em (1.51)
teremos que

(rr̈ + ṙ2)J0 − r−1U0 = 2h, (1.52)

Suponhamos que qi = (qi1(t), qi2(t), qi3(t)) é uma solução homográ�ca planar do
problema de n corpos. Assim, nosso sistema de coordenadas pode ser escolhido de tal
forma que qi3 = 0 (i = 1, . . . , n), ou seja, a trajetória de qi está sempre no plano xy do
nosso sistema de coordenadas. Disto, a transformação Ω pode ser escrita como

Ω =




cos φ − sen φ 0

sen φ cos φ 0

0 0 1




onde φ̇ = φ̇(t) denota a velocidade do sistema rotacional X = Ω−1q. Consequentemente,

q̇2
i = (ṙq0

i )
2 + (φ̇q0

i )
2. (1.53)
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De fato, sendo qi uma solução homográ�ca temos que q̇i = ṙΩ + rΩ̇q0
i = Ω(ṙI + rΣ)q0

i

implicando que q̇i = ṙI + rΣ = (ṙq0
i )

2 +2ṙq0
i rΣq0

i +(rΣq0
i )

2, pois Ω preserva norma. Pela
Proposição 1

Σq0
i =




0 −φ̇ 0

φ̇ 0 0

0 0 0







q0
i1

q0
i2

0


 = φ̇




−q0
i2

q0
i1

0




e Σq0
i Σq0

i = q0
i q

0
i , logo

q̇2
i = (ṙq0

i )
2 + (rφ̇q0

i )
2. (1.54)

e
qi × q̇i = (0, 0, ˙φ(rq0

i )
2). (1.55)

Sendo T = 1
2

∑
i

miq̇
2
i a energia cinética e M =

∑
miqi× q̇i o momento angular, segue-se

que
T =

1

2
(ṙ2 + r2φ̇2)J0 e φ̇r2J0 = ||M ||, (J0 > 0) (1.56)

por substituição direta de (1.54) e (1.55) nas equações de T e M .
Sabemos da Proposição 1 que a matriz Σ é tal que s1 = s2 = 0 e s3 = φ̇. Daí, a

matriz K = r2(r̈I + 2ṙΣ + r(Σ2 + Σ̇)) de�nida em (1.13) se escreve como

K =




r2(r̈ − rφ̈2) −r2(rφ̈ + 2ṙφ̇) 0

r2(rφ̈ + 2ṙφ̇) r2(r̈ − rφ̈2) 0

0 0 r2r̈


 (1.57)

No caso geral, a formulação equivalente J̈ = 2U + 4h da energia T − U = h pode
ser escrita como

(rr̈ + ṙ2)J0 − r−1U0 = 2h.

De fato, J = J0r2 ⇒ J̈ = 2ṙ2J0 + 2rr̈J0. Basta, então, substituir J̈ na equação J̈ =

2U + 4h e usar (1.49).
Suponhamos que a solução qi não é planar, então os teoremas 1 e 2 garantem que

qi é homotética, ou seja, qi = rq0
i φ = 0. Portanto a energia cinética T = 1

2

∑
miq̇

2
i se

reduz a
1

2

∑
mi(ṙq

0
i )

2 ≡ 1

2
ṙ2J0
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Visto que a relação T = 1
2
(ṙ2 + r2φ̇2)J0 é válida no caso planar, logo, a energia total de

toda solução homográ�ca pode ser escrita como

1

2
(ṙ2 + r2φ̇2)J0 − r−1U0 = h, (1.58)

se φ̇ = φ̇(t) é de�nido como sendo a velocidade angular do sistema de coordenada rota-
cional no caso planar, e é de�nido como φ̇ ≡ 0 no caso não planar. Neste sentido, φ̇r2J0 =

||M ||, (J0 > 0) é válido no caso não-planar também visto que qi não planar implica,

pelo Teorema 2, que qi é homotética e assim M =
n∑

i=1

miqi × q̇i =
n∑

i=1

mirq
0
i × ṙq0

i = 0.

Também no caso não planar, a relação (1.57) é válida, pois φ̇ ≡ 0 ⇒ Σ = 0, daí
k = r2

(
r̈I + 2ṙΣ + r(Σ̇ + Σ2)

)
.

Vamos mostrar, agora, que (I) e (II) (páginas 27 e 28) da seção anterior são válidas.
Demontração de (I) e (II): Se uma solução homográ�ca é planar então φ̇r2J0 =

|M |, como visto em (1.56). Vemos que M = 0 se e somente se a velocidade angular
φ̇ ≡ 0 e que r(t) = const > 0 se e somente se φ̇ ≡ const 6= 0 6= ||M ||. Isto prova
(I) e (II) para o caso planar. Se uma solução homográ�ca não é planar então, pelos
teoremas (1) e (2), ela é homotética e portanto não pode ser de equilíbrio relativo. Isto
completa a prova de (II) e mostra que para provar (I) temos que mostrar que M = 0

para toda solução homográ�ca não-planar. Mas se a solução qi não é planar, qi = rq0
i , e

daí M =
n∑

i=1

miqi × q̇i =
n∑

i=1

mirq
0
i × ṙq0

i = 0.

¥



Capítulo 2

Con�gurações Centrais

Neste capítulo introduziremos o conceito de con�guração central mostrando alguns exem-
plos e resultados importantes. No decorrer do capítulo consideraremos qi = (qi1, qi2, qi3) ∈
R3 como sendo o vetor posição do i-ésimo corpo de massa mi, i = 1, . . . , n. Neste capí-
tulo, iremos supor também que a origem do nosso sistema de coordenadas é o centro de
massa.

Vimos que uma solução homográ�ca no plano tem a forma (1.7). Derivando duas
vezes em relação a t e substituindo em (1.1) teremos

miφ̈ai =
∑

j 6=i

mimj(aj − ai)

||ai − aj||3
φ(t)

||φ(t)||3

resultando que
||φ(t)||3φ(t)−1φ̈(t) =

∑

j 6=i

mimj(aj − ai)

||ai − aj||3 m−1
i a−1

i

Como o segundo membro da equação anterior não depende t, segue-se que a função de t

no primeiro membro é constante, logo, existe −λ ∈ C tal que

φ̈ = − λφ

||φ||3 (2.1)

e, consequentemente
∑

j 6=i

mimj(aj − ai)

||ai − aj||3 + λmiai = 0, i = 1, . . . , n (2.2)

Mostraremos que λ é um número real positivo e com isso a equação (2.1) corresponderá
ao problema de Kepler no plano sobre o qual falaremos com mais detalhe no capítulo três

39
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desta dissertação. As equações em (2.2) são conhecidas como as equações das con�gu-
rações centrais no plano. De uma forma geral temos

De�nição 6 (Con�guração Central) 1 Uma con�guração de n−corpos, q = (q1, . . . , qn)

com massas mi (i = 1, . . . , n), é dita central se existir um λ ∈ R tal que

∑

j 6=i

mimj(qj − qi)

||qi − qj||3 + λmiqi = 0, i = 1, . . . , n. (2.3)

Comparando a equação das con�gurações centrais (2.3) com a equação newtoniana
dos n corpos, vemos que, geometricamente, uma con�guração central de n partículas
é tal que o vetor aceleração de cada partícula é um múltiplo escalar comum do vetor
posição correspondente. Esta propriedade geométrica justi�ca o nome dado a este tipo
de con�guração. Quando falamos em con�guração central estamos nos referindo a uma
posição das massas, isto é, independente do parâmetro t.

Agora, vamos usar a relação de Euler para funções homogêneas para mostrarmos
que λ > 0.

Lembremos que uma função f : Rn → R é dita homogênea de grau k se para todo α

real positivo, f(αq) = αkf(q). Derivando a igualdade anterior em relação a α e fazendo
α = 1 teremos que ∇f(x) · x = kf(x).

Sendo J =
∑

j

mj||qj||2 a equação (2.3) toma a forma

Uqi
+ λ

1

2
Jqi

= 0, i = 1, . . . , n (2.4)

ou seja,
∇(U + λ

1

2
J) = 0. (2.5)

Sendo U(q) uma função homogênea de grau −1 e J homogênea de grau 2, segue-se que
∑

Uqi
· qi = −U , e

∑
Jqi
· qi = 2J Assim, tomando o produto interno por qi em (2.4) e

somando obtemos −U + λJ = 0, isto é,

λ =
U

J
> 0

1Nesta de�nição, estamos considerando o centro de massa na origem. Se este não fosse o caso, a
equação (2.3) seria escrita como

∑
j 6=i

mimj(qj−qi)
||qi−qj ||3 + λmi(qi − C) = 0, i = 1, . . . , n.
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Observe que a equação (2.5) nos diz que as con�gurações centrais podem ser vistas como
pontos críticos de U restrito a hiperfície J = J0, J0 ∈ R.

Podemos ver a condição (2.4) para con�gurações centrais de outra forma. Como
λ =

U

J
, (2.4) pode ser reescrito na forma

J2UUqi
+ U2Jqi

= 0

ou seja, as massas mi formam uma con�guração central se, e somente, q = (q1, . . . , qn)

satisfaz as equações
(JU2)qi

= 0, i = 1, . . . , n (2.6)

A relação anterior nos diz que q = (q1, . . . , qn) é um ponto crítico da função JU2.

Teorema 3 Se q1, . . . , qn formam uma con�guração central para as massas as massas
mi (i = 1, . . . , n), então qi = βqi também forma uma con�guração central com massa mi,
onde β é um escalar. O mesmo ocorre para a con�guração q̃i = Ωqi, onde Ω ∈ O(3).

Demonstração: De fato, qi con�guração central implica que existe λ tal que Uqi
= λmiqi.

Daí,

Uqi
(q) =

∑

j 6=i

mimj

||qi − qj||3
(qj − qi)

=
1

β2
Uqi

(q) =
1

β2
λmiqi =

λ

β3
miqi,

ou seja, Uqi
(q) = λmiqi onde λ =

λ

β3
. Analogamente,

∑

j 6=i

mimj

||q̃i − q̃j||3 (q̃j − q̃i) = Ω

(∑

j 6=i

mimj

||qi − qj||3 (qj − qi)

)
= Ω(λmiqi) = λmiq̃i.

resultando que q̃i (i = 1, . . . , n) também formam uma con�guração central.

¥

Na próxima seção, vamos falar sobre uma caracterização das con�gurações centrais
em termos das distâncias mútuas.
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2.1 Outra caracterização das Con�gurações Centrais

Outra caracterização das con�gurações centrais pode ser obtida expressando (2.3) em
termos das 1

2
n(n−1) distâncias mútuas ρik = ||qi− qk||, onde 1 ≤ i < k ≤ n. Em virtude

de que
∑

miqi = 0, podemos escrever J em termos das distâncias mútuas, pois, tomando
µ =

∑
mi, temos

∑
i

mi||qi − qj||2 =
∑

i

mi(||qi||2 + ||qj||2 − 2qi · qj) = J + µ||qj||2.

Multiplicando a igualdade anterior por mj e somando em j, obtemos

∑
i,j

mimj||qi − qj||2 = µJ + µJ = 2µJ.

Portanto, temos as relações

J = µ−1
∑
i<j

mimjρ
2
ij e U =

∑
i<j

mimj

ρij

(2.7)

Entretanto, não podemos substituir (2.6) pelas 1
2
n(n− 1) condições (JU2)ρik

= 0 a
menos que os ρik sejam funções independentes, o que não é o caso em geral. Com efeito,
se considerarmos ρik como função dos qi então

(JU2)qi
=

∑

k

(JU2)ρik

(
∂ρik

∂qi

)
,

daí para que (JU2)qi
= 0 implique (JU2)ρik

= 0 é preciso que os vetores ∂ρik

∂qi

(k =

1, . . . , n) sejam linearmente independentes para cada i.
Como ilustração, mais à frente faremos um exemplo de três corpos no plano. Neste

caso, as três distâncias mútuas são linearmente independentes e, portanto, nosso problema
é resolver as equações (JU2)ρik

= 0 com i, k = 1, . . . , n. Agora, se quisermos determinar
as con�gurações centrais de uma forma geral (colinear, co-planar mas não colinear, não
coplanar) teremos que considerar algumas restrições. Por exemplo, consideremos o caso
n = 4. Vamos expressar a condição para que os 4 corpos estejam em um mesmo plano
em termos das distâncias mútuas, ou seja, sejam coplanares mas não colineares. Para
isto, consideremos dois conjuntos de pontos (xi, yi, zi) e (x′i, y

′
i, z

′
i). Então, os volumes V
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e V ′ dos dois tetraedros são dados por

6V =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3 x4 0

y1 y2 y3 y4 0

z1 z2 z3 z4 0

1 1 1 1 0

0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e 6V ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x′1 y′1 z′1 0 1

x′2 y′2 z′2 0 1

x′3 y′3 z′3 0 1

x′4 y′4 z′4 0 1

0 0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Cosideremos (i, j) = (xi − x′j)
2 + (yi − y′j)

2 + (zi − z′j)
2 então −1

2
(i, j) = (xix

′
j + yiy

′
j +

ziz
′
j)− 1

2
(x2

i + y2
i + z2

i )− 1
2
(x

′2
i + y

′2
i + z

′2
i ). Agora, tomando o produto 36V V ′, subtraindo

a última linha multiplicada por 1
2
(x2

i + y2
i + z2

i ) de cada coluna e subtraindo a última
coluna multiplicada por 1

2
(x

′2
i + y

′2
i + z

′2
i ) de cada coluna, obtemos

288V V ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(11) (12) (13) (14) 1

(21) (22) (23) (24) 1

(31) (32) (33) (34) 1

(41) (42) (43) (44) 1

1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Se os dois tetraedros coincidem então (ii) = 0 e

288V 2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ρ2
12 ρ2

13 ρ2
14 1

ρ2
21 0 ρ2

23 ρ2
24 1

ρ2
31 ρ2

32 0 ρ2
34 1

ρ2
41 ρ2

42 ρ2
43 0 1

1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ R (2.8)

com ρij = (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 + (zi − zj)
2. Consequentemente, R ≡ 0 expressa a

condição dos quatro corpos estarem em um e no mesmo plano. Então, neste caso, nossa
condição para uma con�guração central torna-se

(JU2)ρik
+ χRρik

= 0 (2.9)

onde χ denota um multiplicador de Lagrange. A dedução acima foi feita por Hagihara
(??). De uma forma geral, ver Wintner [13]

p =
1

2
(n− 1)(n− 2), p =

1

2
(n− 2)(n− 3), p =

1

2
(n− 3)(n− 4)
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representam, respectivamente, a quantidade de condições para que os n corpos sejam
colineares, co-planares mas não colineares, ou não co-planares. Nosso problema é, então,
achar os extremos de JU2 restrito as p condições Rk = 0, k = 1, . . . , p, ou seja, determinar
os ρik tais que

(JU2)ρik
+

p∑
s=1

χs(Rs)ρik
= 0 (2.10)

onde χ1, . . . , χp denotam os multiplicadores de Lagrange.
Daremos algumas aplicações deste método na seção seguinte.

2.2 Aplicações

2.2.1 Três Corpos numa Reta

Neste caso queremos determinar todas as con�gurações centrais colineares uma vez dadas
as três massas arbitrárias m1, m2, m3. Seguindo a informação dada na seção anterior, a
quantidade de condições R = 0 é p = 1

2
(n − 1)(n − 2) = 1, pois n = 3. Assim, (2.10)

passa a ser escrito como
(JU2)ρik

+ χRρik
= 0.

Vamos determinar esta condição R. Dizer que os três corpos são colineares é dizer que
a área determinada pelos três vetores ρij = qi − qj é nula, ou que uma das três relações
seguintes ocorrem, ρ13 = ρ12 +ρ23, ρ12 = ρ13 +ρ32, ρ23 = ρ21 +ρ13. Uma forma de escrever
estas três condições é

R =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

1 0 ρ2
12 ρ2

13

1 ρ2
12 0 ρ2

23

1 ρ2
13 ρ2

23 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

pois quando calculado o determinante acima, vemos que

R = −(ρ12 + ρ23 + ρ13)(ρ12 + ρ23 − ρ13)(ρ12 − ρ23 + ρ13)(−ρ12 + ρ23 + ρ13).

Escolhamos a notação de tal forma que m2 esteja entre m1 e m3. Assim, devido a
expressão dada para R, a condição R = 0 pode ser vista apenas como ρ13 = ρ12 + ρ23. Se
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(ijk) denota uma das três permutações cíclicas de (1, 2, 3) então

Rρik
= (−1)j para todo (ijk).

Usando as relações dadas em (2.7), segue-se que (JU2)ρik
+ χRρik

= 0 é

µ−12mimkρikU
2 + J2U −mimkρ

−2
ik + χ(−1)j = 0,

donde,
µ−1ρikU − Jρ−2

ik +
χ(−1)jmj

2m1m2m3U
= 0.

Tomando K =
χ

2m1m2m3U
, nosso problema se reduz a resolvermos

µ−1ρikU − Jρ−2
ik + χ(−1)jmjK = 0. (2.11)

Se pensarmos em (2.11) como um sistema linear em U , J e K com coe�cientes ρik, ρ−2
ik ,

mj então devemos ter
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ23 ρ−2
23 m1

ρ31 ρ−2
31 m2

ρ12 ρ−2
12 m3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, onde ρ13 = ρ12 + ρ31. (2.12)

Agora, seja
λ =

ρ12

ρ23

. (2.13)

Como ρ13 = ρ12+ρ23, temos ρ13

ρ23

= 1+λ. Mostraremos que λ = λ(m1,m2,m3) apenas. De
fato, multiplicando a primeira e a segunda coluna de (2.12) por ρ−1

23 e ρ−2
23 respectivamente,

usando (2.13) e desenvolvendo o determinante, vemos que a condição (2.12) aparece na
forma

(m2+m3)λ
5+(2m2+3m3)λ

4+(m2+3m3)λ
3−(3m1+m2)λ

2−(3m1+2m3)λ−(m1+m2) = 0.

(2.14)
Consequentemente, o problema é reduzido à determinação de todas as raízes λ = λ(m1,m2,m3)

da equação de quinto grau do polinômio anterior. Pela regra dos sinais de Descartes ex-
iste apenas uma raiz positiva. Isto prova que uma vez �xada a ordem das massas existe
exatamente uma con�guração central colinear dos 5 corpos com as massas dispostas na
ordem dada.

Assim, dadas três massas existem exatamente três classes de con�gurações centrais
associadas a essas massas.
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2.2.2 Dois Corpos na Reta, Três Corpos no Plano e Quatro Cor-
pos no Espaço

Como uma outra aplicação do critério (2.10) será fácil mostrar que dadas n massas
arbitrárias mi apenas o tetraedro regular é uma con�guração central não planar, com as
dadas massas nos vértices, se n = 4, que para n = 3, apenas o triângulo equilátero é
uma con�guração central não colinear e, que para n = 2, o segmento é uma con�guração
central.

De fato, para os três casos acima p = 1
2
(n − 1)(n − 2), p = 1

2
(n − 2)(n − 3) e

p = 1
2
(n − 3)(n − 4) respectivamente, resultando que p = 0 nos três casos n = 2, 3, 4.

Assim, (2.10) se reduz a

(JU2)ρik
= 0, ou seja, Jρik

U + J2UUρik
= 0

o que equivale a

µ−12mimkρikU − J2
mimk

ρ2
ik

= 0, isto é, ρ3
ik = µ

J

U
.

Assim, a distância entre as massas tem que ser as mesmas como queríamos mostrar.
Gostaria de citar uma maneira bastante elegante de deduzir o caso de três corpos

no plano encontratado por Lagrange [5]. Esta forma utiliza o seguinte teorema que é
devido a Moeckel [12].

Teorema 4 Seja q = (q1, . . . , qn) uma con�guração central plana e sejam qi e qj dois de
seus pontos. Se um dos dois cones abertos determinados pela reta que passa por qi e qj e
pela mediatriz do segmento qiqj contém pontos de q, o outro cone também contém pontos
de q.

Dados 3 corpos nos vértices de um triângulo, se considerarmos o segmento que
une dois dos corpos, pelo teorema acima, o outro corpo tem que estar na mediatriz
deste segmento. Permutando-se os corpos o terceiro corpo tem que sempre estar na
correspondente mediatriz. Assim, o triângulo tem que ser equilátero. Este argumento é
devido à Hampton.

O teorema 4 utiliza uma linha de pesquisa não mencionada neste trabalho, que é o
estudo das simetrias das con�gurações centrais.
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2.3 O Problema da Finitude

Quais são as classes de con�gurações centrais que existem para um dado conjunto de
massas?

Classi�car as soluções de (2.3) é muito difícil. Para n = 3, Euler mostrou em 1767

que existem exatamente 3 soluções colineares. Logo depois, em 1772, Lagrange mostrou
que para cada tripla m1, m2, m3 existem, além das soluções de Euler, exatamente duas
con�gurações centrais planas de três corpos, a saber, triângulos equiláteros com vértices
q1, q2, q3 e q1, q3, q2. Assim, para n = 3 as soluções de (2.3) estão classi�cadas. Para
n = 4, Albouy classi�cou todas as con�gurações centrais de 4 corpos de massas iguais: a
con�guração colinear, o quadrado, o triângulo equilátero com uma massa no centro, e um
triângulo isósceles com um dos corpos no eixo de simetria. Além destes resultados, não
se tem uma classi�cação completa das soluções de (2.3) para algum número de massas.
Na verdade, o problema de determinar o número de con�gurações centrais já é bastante
difícil. Primeiro, expliquemos o que queremos dizer com o número de con�gurações
centrais. Mostraremos no próximo capítulo que para cada instante t0 �xado em uma
solução homográ�ca teremos que as massas mi formam uma con�guração central. Assim,
para que essa contagem faça sentido é necessário passarmos ao quociente módulo as
isometrias em torno do centro de massa e as homotetias. As simetrias de translação são
eliminadas quando �xamos o centro de massa na origem. Contamos, então, as classes
de con�gurações centrais módulos estas simetrias. Este problema é tão difícil que existe
uma conjectura relativo a ele, a conjectura de Wintner/Smale [13],[9], que diz: Dadas n

massas positivas no problema de n corpos, o número de classes de con�gurações centrais
é �nito. Poderíamos questionar se existe apenas um número �nito de inteiros n para
os quais podemos escolher ao menos um conjunto m1, . . . , mn possuindo ao menos uma
con�guração central. Esta foi uma questão proposta por Wintner [13] antes da conjectura
da �nitude mencionada acima. Vamos considerar as duas questões seguintes:

i) Dado um n ∈ N, existe um conjunto de massas m1, . . . , mn formando uma con�g-
uração central?

ii) O número de elementos do conjunto N1 ⊂ N formado pelos n's dados em i) é �nito?
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Nas subseções que seguem, trataremos essas duas questões separadamente. O item i)
é sempre verdadeiro. Porém, em todos os três casos, colinear, planar não-colinear e
não-planar, o item ii) não é válido, como veremos mais à frente.

Quanto a conjectura deWintner/Smale, poucos resultados gerais existem. Começare-
mos construindo um exemplo que reforça a hipótese das massas serem positivas.

2.3.1 Um contínuo de equilíbrios relativos no problema de 5 cor-
pos

Esta seção é baseada no artigo de G. Roberts [7]. Construiremos um exemplo de solução
do problema de 5−corpos onde uma das massas é negativa (isto é, força repulsiva) e o
número de classes de con�gurações centrais não é �nito. Na verdade, mostraremos a
existência de um contínuo de con�gurações centrais. Devido a massa negativa, este não
é um contra-exemplo para a questão de Wintner/Smale do caso newtoniano.

Comecemos nossa procura por uma família de equilíbrios relativos considerando
uma con�guração que consiste de quatro corpos no vértice de um losango, cujas massas
são iguais nos vértices opostos, e um corpo no centro do trapézio com massa arbitrária.

-

6
s

s

ss s

m2 =m (0, k)

(−1, 0) (1, 0)

m3 =1 m1 =1m5 =p

m4 =m (0,−k)

Sejam m1 = 1, m2 = m, m3 = 1, m4 = m, m5 = p as massas e q1 = (1, 0), q2 =

(0, k), q3 = (−1, 0), q4 = (0,−k), q5 = (0, 0) as posições dos cinco corpos. Observemos que
os lados do losango medem c =

√
k2 + 1. Queremos determinar λ para que a con�guração

q = (q1, q2, q3, q4, q5) satisfaça a equação (2.3).
Para i = 1:

∂U

∂q1

(q) + λm1q1 = 0 ⇔ m

c3
(−1, k) +

1

8
(−2, 0) +

m

c3
(−1,−k) + p(−1, 0) + λ(1, 0) = 0
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Para i = 2:

∂U

∂q2

(q)+λm2q2 = 0 ⇔ 1

c3
(1,−k)+

1

c3
(−1,−k)+

m

(2k)3
(0,−2k)+

p

k3
(0,−k)+λ(0, k) = 0

Para i = 3:

∂U

∂q3

(q) + λm3q3 = 0 ⇔ 1

8
(2, 0) +

m

c3
(1, k) +

m

c3
(1,−k) + p(1, 0) + λ(−1, 0) = 0

Para i = 4:

∂U

∂q4

(q) + λm4q4 = 0 ⇔ 1

c3
(1, k) +

m

(2k)3
(0, 2k) +

1

c3
(−1, k) +

p

k3
(0, k) + λ(0,−k) = 0

Para i = 5:
∂U

∂q5

(q) + λm5q5 = 0 ⇔ ∂U

∂q5

(q) + λm5(0, 0) = 0

Observe que obtemos a mesma equação ao fazermos i = 1 e i = 3, e a mesma quando
fazemos i = 2 e i = 4. Isso pode ser observado diretamente, pois devido às simetrias as
forças sobre q1 e q3 diferem somente por um sinal, assim como as forças sobre q2 e q4. Ao
fazermos i = 5, λ desaparece e não tem como determiná-lo, o que também já é esperado,
pois a força atuando sobre q5 é nula. Assim, para determinarmos λ temos que resolver
as seguintes equações

m

c3
(−1, k) +

1

8
(−2, 0) +

m

c3
(−1,−k) + p(−1, 0) + λ(1, 0) = 0 (2.15)

e
1

c3
(1,−k) +

1

c3
(−1,−k) +

m

(2k)3
(0,−2k) +

p

k3
(0,−k) + λ(0, k) = 0 (2.16)

De (2.15) e (2.16) segue-se que

−m

c3
− 2

8
− m

c3
− p + λ = 0 ⇔ λ =

2m

c3
+

1

4
+ p

e
−2

k

c3
− 2km

8k3
− kp

k3
+ λk = 0 ⇔ λ =

2

c3
+

m

4k3
+

p

k3

Daí,

2m

c3
+

1

4
+ p =

2

c3
+

m

4k3
+

p

k3
⇔ m

(
2

c3
− 1

4k3

)
+ p

(
1− 1

k3

)
=

2

c3
− 1

4
(2.17)
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Se m = 1 e p = −1
4
na equação (2.17) então

2

c3
− 1

4k3
− 1

4

(
1− 1

4k3

)
=

2

c3
− 1

4
∀k ∈ R.

e
λ =

2

c3

Assim, para o conjunto de massas (1, 1, 1, 1,−1
4
) achamos uma família uniparamétrica

de con�gurações centrais degeneradas para o problema de 5−corpos. Para um ponto de
vista alternativo, sejam q1 = (j, 0), q2 = (−j, 0) e as massas os valores (1, 1, 1, 1,−1

4
).

Então c =
√

j2 + k2 e I = j2 + k2. Fixando I = 1 temos c = 1, daí

U(q) =
5∑

i,j=1
i<j

mimj

||qi − qj|| =
1

c2
+

1

2j
+

1

c2
− 1

4j
+

1

c2
+

1

2k
− 1

4k
+

1

c2
− 1

4j
− 1

4k
= 4

Portanto, para as massas (1, 1, 1, 1,−1
4
) a função potencial U restrita a hiperfície I = 1

tem uma curva de pontos críticos

(cos t, 0, 0, sen t,− cos t, 0, 0,− sen t, 0, 0) para 0 ≤ t ≤ π

2

2.3.2 Con�gurações Centrais Colineares

A maior contribuição conhecida para o problema da �nitude é a determinação de todas
as classes de con�gurações centrais colineares para dadas n massas arbitrárias. Se n = 2

ou n = 3 vimos na seção 2.2 que existem exatamente 1 e 3 classes de con�gurações
centrais, respecticamente. O caso n = 3 foi mostrado por Euler em [6] no ano de 1767.
Em 1891, Lehmann-Filhés mostrou que para cada ordenamento de m1, . . . , mn existe
uma con�guração central colinear. Finalmente, em 1910, Moulton [3] mostrou que para
cada ordenamento dos n corpos existe uma única con�guração central colinear, portanto
o número de con�gurações centrais colineares de n corpos é n!

2
. Em 1970, Smale deu

uma demonstração diferente da dada por Moulton. A demonstração que faremos aqui é
baseada na demonstração feita por Smale [10], e obitida de ([8]).

Teorema 5 Dadas n massas mi (i = 1, . . . , n) o número de classes de con�gurações
centrais é exatamente n!

2
.
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Demonstração: Seja q = (q1, . . . , n) ∈ Rn. De�namos o conjunto S = {q ∈ Rn|J(q) =

1, C(q) = 0} onde J =
∑

miq
2
i e C = 1

µ

∑
miqi são o momento de inércia e o centro

de massa, respectivamente. Podemos ver S como uma esfera topológica de dimensão
n − 2 em Rn. Seja ∆′

ij = {q ∈ Rn|qi = qj} e ∆′ = ∪∆′
ij; seja, também, ∆ = ∆′ ∩ S.

Seja U a restrição do potencial U à S − ∆. Por exemplo, se n = 3, S ∩ ∆′
ij é um dos

grandes círculos. Notemos que S − ∆ tem n! componentes conexas. Isto é devido a
uma componente conexa de S −∆ corresponder a uma ordenação particular dos qi. Ou
seja, para cada componente conexa existe uma ordenação qi1 < qi2 < . . . < qin , onde
(i1, i2, . . . , in) é uma permutação de 1, 2, . . . , n. Existem n! tais permutações. Visto que
U → ∞ quando q → ∆, a função U tem ao menos um mínimo em cada componente
conexa. Disto, segue-se que existe ao menos n! pontos críticos de U. Vamos mostrar que
esses pontos críticos são únicos em cada componente conexa.

Seja a um ponto crítico de U. Consideremos a derivada de U em a na direção de
v = (v1, . . . , vn) ∈ TpS, onde TpS é o espaço tangente a S em a. Assim,

DU(a)(v) = −
∑ mimj(vj − vi)

|aj − ai|2 + λ
∑

miaivi (2.18)

onde λ = U(a)
J(a)

, e a derivada segunda é

D2U(a)(v, w) = 2
∑ mimj

|aj − ai|3 ((wj − wi)(vj − vi)) + λ
∑

miwivi. (2.19)

Vemos que, D2U(a)(v, v) > 0 quando v 6= 0, já que λ > 0. Assim D2U(a) é de�nida
positiva em cada ponto crítico, implicando que tais pontos críticos são mínimos de U.
Logo, não pode existir mais que um ponto crítico em cada componente conexa resultando
que existem exatamente n! pontos críticos. Removendo à simetria devido a re�exão em
torno da origem obtemos n!

2
classes de con�gurações centrais.

¥

O teorema que acabamos de mostrar, responde nossas perguntas dadas em i) e ii).
Dado n ∈ N existe um conjunto de massas m1, . . . , mn tal que o número de con�guraçoes
centrais é exatamente n!

2
. Quanto a ii), o número de elementos em N1 não pode ser �nito,

já que o n dado no Teorema 5 é arbitrário.
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2.3.3 Con�gurações Centrais Planares Não-Colineares

Se n = 3, a determinação de todas as con�gurações centrais planares e não colineares
foi feita na Seção 2.2. Se n > 3 a quantidade de condições p dadas em (2.10) é maior
ou igual a 1. Temos, então, que procurar essas condições que, de um modo geral, não
são fáceis de ser achadas. Por exemplo, no menor caso possível, n = 4, teremos que
p = (n−2)(n−3) = 1 e a condição, R, é aquela dada em (2.8). Neste caso, se colocarmos
as massas no vértice de uma quadrilátero, podemos mostrar que os quatro lados e as duas
diagonais do quadrilátero devem satisfazer a condição necessária

(ρ3
13 − ρ3

23)(ρ
3
12 − ρ3

24)(ρ
3
14 − ρ3

34) = (ρ3
14 − ρ3

24)(ρ
3
13 − ρ3

34)(ρ
3
12 − ρ3

23)

Vamos mostrar isto. Se qi (i = 1, 2, 3, 4) representa uma con�guração central das massas
mi então, pela De�nição 2.3, deve existir um λ > 0 tal que

∑

j 6=i

mimj(qj − qi)

||qi − qj||3 + λmiqi = 0, i = 1, 2, 3, 4.

Como estamos supondo que os corpos estão no plano, então qi = (xi, yi) ∈ R2 para todo
i, e

Xi ≡
∑

j 6=i

mj
xj − xi

ρ3
ij

+ λxi = 0

Yi ≡
∑

j 6=i

mj
yj − yi

ρ3
ij

+ λyi = 0

devem ser satisfeitas, onde ρij = ||qi − qj||. Disto,

Xi −Xj = (xj − xi)


−λ

mi + mj

ρ3
ij

+
∑

k 6=j
k 6=i

mk

ρ3
ij




+
∑

k 6=j
k 6=i

mk(xk − xi)

(
1

ρ3
ik

− 1

ρ3
jk

)
= 0
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Yi − Yj = (yj − yi)


−λ

mi + mj

ρ3
ij

+
∑

k 6=j
k 6=i

mk

ρ3
ij




+
∑

k 6=j
k 6=i

mk(yk − yi)

(
1

ρ3
ik

− 1

ρ3
jk

)
= 0

Muliplicando estas duas equações por (xj − xi) e (yj − yi), respectivamente, e depois
subtraindo obteremos

∑

k 6=j
k 6=i

mk(i, j, k)

(
1

ρ3
ik

− 1

ρ3
jk

)
= 0

onde

(i, j, k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xi yi 1

xj yj 1

xk yk 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Para o nosso caso, n = 4, obtemos

m3(123)(ρ−3
13 − ρ−3

23 ) + m4(124)(ρ−3
14 − ρ−3

24 ) = 0

m2(132)(ρ−3
12 − ρ−3

23 ) + m4(134)(ρ−3
14 − ρ−3

34 ) = 0

m2(142)(ρ−3
12 − ρ−3

24 ) + m3(143)(ρ−3
13 − ρ−3

34 ) = 0

m1(231)(ρ−3
12 − ρ−3

13 ) + m4(234)(ρ−3
24 − ρ−3

34 ) = 0

m1(241)(ρ−3
12 − ρ−3

14 ) + m3(243)(ρ−3
23 − ρ−3

34 ) = 0

m1(341)(ρ−3
13 − ρ−3

14 ) + m2(342)(ρ−3
23 − ρ−3

24 ) = 0

Se supusermos que m1 = m2 = m3 = m4 e que cada massa está no vértice de um
quadrado então as condições acima são satisfeitas e teremos uma con�guração central.
Também usando as equações acima, vemos que o quadrado é uma con�guração central
apenas quando as massa são iguais. Agora, usando as três primeiras equações e supondo
que as massas são não nulas e que cada três corpos não são colineares, ou seja, (i, j, k) 6= 0

∀i, j, k veremos que

(ρ3
13 − ρ3

23)(ρ
3
12 − ρ3

24)(ρ
3
14 − ρ3

34) = (ρ3
14 − ρ3

24)(ρ
3
13 − ρ3

34)(ρ
3
12 − ρ3

23)

como queríamos mostrar. Esta relação foi deduzida por Dziobek em 1900. A dedução
anterior pode ser encontrada ([4])
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Mostraremos, agora, que a con�guração formada por n massas iguais nos vértices
de um polígono regular é uma con�guração central. Disto, vemos que a questão dada no
item i) também é verdadeira, pois dado um número n basta tormarmos m1 = . . . = mn

nos vértices de um polígono regular de n lados. E como n é arbitrário, o número de
elementos de N1, em ii), não pode ser �nito.

Seja ω = ei 2π
n a raiz n-ésima da unidade, então ω0, ω, . . . , ωn−1 são os vértices de um

polígono regular de n lados e com raio 1. Para mostrarmos que a con�guração formada
é central temos que mostrar que a aceleração gravitacional sobre todo ωj, (j = 1, . . . , n),
é proporcional a ωj com o mesmo fator de proporcionalidade, isto é, existe λ > 0 tal que

∑

k 6=j

m(ωk − ωj)

||ωj − ωk|| = −λωj, j = 0, . . . , n− 1. (2.20)

Para j = 0, o lado esquerdo de (2.20) pode ser escrito como
∑

j 6=0

m

||ω0 − ωj||3 (ωj − ω0) =
∑

j 6=0

mωj

||ω0 − ωj||3 −
(∑

j 6=0

m

||ω0 − ωj||3
)

ω0. (2.21)

Basta mostrar que
∑

j 6=0

m2ωj

||ω0 − ωj||3 é múltiplo de ω0. Se n é impar então

∑

j 6=0

mωj

||ω0 − ωj||3 =

m

[(
ω

||ω0 − ω||3 +
ωn−1

||ω0 − ωn−1||3
)

+ . . . +

(
ωk

||ωo − ωk||3 +
ωn−k

||ω0 − ωn−k||3
)]

onde k = n−1
2
. Se n é par então

∑

j 6=0

mωj

||ω0 − ωj||3 =

m

[(
ω

||ω0 − ω||3 +
ωn−1

||ω0 − ωn−1||3
)

+ . . . +

(
ωk

||ω0 − ωk||3 +
ωn−k

||ω0 − ωn−k||3
)]

+
ω

n
2

||ω0 − ω
n
2 ||3

onde k = n−2
2
. Agora, observemos que para i = 1, . . . , k

||ω0 − ωn−i|| = ||ω0 − ωi|| e

ωi + ωn−i = λiω
0.

e que ω
n
2

||ω0 − ω
n
2 ||3 = λ0ω

0 Assim,

∑

j 6=0

mωj

||ω0 − ωj||3 = Λ1ω
0 (2.22)
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Vemos, então, de (2.21) e (2.22) que (2.20) é válido para j = 0, ou seja,
∑

k 6=0

m(ωk − ω0)

||ω0 − ωk||3 = −λω0 (2.23)

Multiplicando a relação anterior por ωj, e observando que ωi+n = ωi segue-se que
∑

k 6=j

m(ωk − ωj)

||ωj − ωk||3 = −λωj

mostrando, assim, que ω = (ω0, ω, ω1, . . . , ωn−1) é uma con�guração central.

2.3.4 Con�gurações Centrais Não-Planares

Vamos mostrar, agora, que o modelo polar da con�guração poligonal acima também é
uma con�guração central, se o número de vértices deste polígono é par. Ou seja, dado um
polígono regular com um número par de lados, coloquemos uma reta passando pelo centro
deste polígono e perpendicular ao plano que o contém, tomemos duas massas iguais M

sobre esta reta, situadas a uma mesma distância z do centro do polígono, e n massas
iguais m situadas nos vértices deste polígono. Podemos supor que o plano que contém
o polígono é o plano xy, e a reta o eixo z. Sejam q0, . . . , qn−1 os vetores posições das
massas m. Para os outros dois corpos de massa M , suponhamos que os vetores posições
sejam qn = (0, 0, z) e qn+1 = (0, 0,−z).

-

6

¡
¡

¡
¡

¡
¡ª

s

s

s
s
s

q0

q1

qn−1

. . .

. . .

qn

qn+1

y

x

z

Queremos mostrar que existe λ tal que a equação (2.3) seja satisfeita, para todo j =

1, . . . , n + 1. Já vimos anteriormente que o polígono regular com n massas iguais nos
vértices forma uma con�guração central, assim, para i = 0, . . . , n− 1 existe Λ tal que

n−1∑

k=0
k 6=i

m

||qk − qi||3 (qk − qi) = −Λqi,
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disto, segue-se que, para i = 0, . . . , n− 1

n+1∑

k=0
k 6=i

mk

||qk − qi||3 (qk − qi) = Λqi +
M

(1 + z2)
3
2

(qn − qi) +
M

(1 + z2)
3
2

(qn+1 − qi)

já que ||qi − qn|| = ||qi − qn+1|| = (1 + z2)
3
2 . Como qn = −qn+1, então

n+1∑

k=0
k 6=i

mk

||qk − qi||3 (qk − qi) = −
(

Λ + 2
M

(1 + z2)
3
2

)
qi, i = 0, . . . , n− 1.

Como o número de vértices do polígono regular é par, resulta que
n−1∑
i=0

qi = 0. Disto, e do

fato de ||qi − qn|| = (1 + z2)
3
2 , para i = 0, . . . , n− 1, segue-se que

∑

k 6=n

mk

||qk − qn||3 (qk−qn) =
n−1∑
i=0

m

||qi − qn||(qi−qn)+
M(−2qn)

||2qn||3 = −
(

nm

(1 + z2)
3
2

+
2M

(2z)3

)
qn.

Se tomarmos i = n + 1 teremos a mesma equação anterior. Agora, para que q =

(q1, . . . , qn) forme uma con�guração central devemos ter

nm

(1 + z2)
3
2

+
2M

(2z)3
= Λ + 2

M

(1 + z2)
3
2

ou seja, se, para z > 0, de�nirmos a função

F (z) = −Λ +
nm−M

(1 + z2)
3
2

+
2M

(2z)3

queremos mostrar que existe um z0 tal que F (z0) = 0. Mas, lim
z→0+

F (z) = +∞ e
lim

z→+∞
F (z) = −Λ < 0, como F é contínua em todo z 6= 0, segue-se que deve existir

um z0 > 0 tal que F (z0) = 0. Isto mostra que, para z = z0 o modelo polar mencionado
anteriormente é uma con�guração central com λ = Λ− 2

M

(1 + z2)
3
2

.

2.4 Colisões Simultâneas

Nesta seção aplicaremos a noção de con�guração central a um surpreendente resultado
de análise referente ao posicionamento de n corpos quando estes tendem a uma colisão
simultânea. Faremos uso basicamente de desigualdades envolvendo a função momento
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J = µ−1
∑

j<k mjmkρ
2
jk e a energia cinética T =

1

2
µ−1

∑

j<k

||q̇j − q̇k||2. Observemos que,

ρjk = ||qj − qk|| implica que

ρ̇jk =
qj − qk

||qj − qk|| q̇j − qj − qk

||qj − qk|| q̇k,

donde,
||ρ̇jk|| ≤ ||q̇j − q̇k||,

disto,

|U̇ | = −
∑

j<k

mjmk
ρ̇jk

ρ2
jk

≤
∑

j<k

mjmk
||q̇j − q̇k||

ρ2
jk

onde mjmk

ρjk

< U,

daí, |U̇ | ≤ U2
∑

j<k
||q̇j−q̇k||
mjmk

. Segue das equações dadas para J e T que

mjmk(q̇j − q̇k)
2 ≤ 2µT.

Seja M0 = µ
1
2

∑
j<k(mjmk)

− 3
2 , assim

|U̇ | ≤ M0U
2(2T )

1
2

donde,
||...J || ≤ M0(||J̈ ||+ 4|h|) 3

2

já que U̇ = 1
2

...
J e U2(2T )

1
2 ≤ 1

4
(|J̈ | + 4|h|) 3

2 . Similarmente, podemos mostrar que existe
m0 dependendo apenas das massas tal que

(J̈ − 4h)J
1
2 ≥ m0 > 0.

Fazendo uso da relação T = J̈ − 2h já vista anteriormente, vemos que

J̈ − 2h− 1

4

J̇2

J
≥ M2

J
.

onde M é o momento angular.
Seja Q = Q(t) a função

Q = −2hJ
1
2 +

1
4
J̇2 + M2

J
1
2

(2.24)
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De�nição 7 (Colisão Simultânea) Dizemos que n corpos de massas mi (i = 1, . . . , n)

colidem simultaneamente se, quando t tender a um instante t0, todos os corpos tenderem
ao centro de massa, isto é,

lim
t→t0

qi(t) = 0, ∀i = 1, . . . , n (2.25)

Observemos que lim
t→t0

qi(t) = 0 ⇔ lim
t→t0

J = 0. Isto é devido a que lim
(∑

miq
2
i

)
=

∑
mi(lim qi)

2. Vemos, então, que quando os corpos tendem a uma colisão quando t

tende a t0 então
lim
t→t0

Q(t) = lim
t→t0

1
4
J̇2 + M2

J
1
2

.

Pode-se mostrar que o limite acima existe e não pode ser negativo. Mas, para que exista
colisão é necessário que M = 0, logo deve existir o limite

lim
J̇2

J
1
2

= µ0

onde µ0 = lim Q.
Usando as relações dadas até então veremos que

J ∼ (
3

2
µ

1
2
0 )

4
3 (t− t0)

4
3 (2.26)

J̇ ∼ (12µ2
0)

1
3 (t− t0)

1
3 (2.27)

J̈ ∼ (
2

3
µ

2
3
0 )

4
3 (t− t0)

− 2
3 (2.28)

onde a notação f1 ∼ f2 signi�ca que lim
t→t0

f1

f2

= 1.
O que mostraremos é que se t está muito próximo do instante t0, referido na

De�nição 7, então a con�guração formada pelas n partículas estará muito próxima de
uma con�guração central. Segundo Wintner [13], esta descrição assintótica de qualquer
colisão simultânea é, talvez, o mais profundo dentre os teoremas locais conhecidos no
problema de n corpos.

Observemos que lim
t→t0

qi(t) = 0 ⇔ lim
t→t0

J = 0. Isto é devido a que lim
(∑

miq
2
i

)
=

∑
mi(lim qi)

2.

Proposição 6 Seja g(u) uma função real tal que 0 < u < +∞ duas vezes diferenciável.
Se lim

u→+∞
g(u) = L < ∞ e |g̈(u)| < const quando u → +∞ então lim

u→+∞
ġ(u) = 0.
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Demonstração: Observemos que não pode existir um par η e δ de números su�cientemente
pequenos tal que |ġ(u)| > η para todo u ∈ (a, b) tal que |b − a| = δ, ou seja, (a, b)

é um intervalo qualquer de comprimento δ. Pois se este fosse o caso, sendo a função
diferenciável podemos aplicar o teorema do valor médio em cada intevalo e assim concluir
que |g(a)−g(b)| > δη, contradizendo o fato da função ter limite �nito. Consequentemente,
deve existir para todo ε > 0 um N = Nε tal que qualquer inntervalo de comprimento ε e
que esteja contido no intervalo [Nε,∞) contém ao menos um ponto u tal que |ġ(u)| < ε.
Como |g̈(u)| < const então, aplicando novamente o teorema do valor médio, ġ(u) não
pode variar num intervalo de comprimento ε por mais que ε · const, disto segue que
|ġ(u)| < ε + ε · const sempre que u > Nε. O que mostra que ġ(u) → 0 quando u → +∞.

¥

Vamos supor, sem perda de generalidade, que t0 = 0. Podemos reescrever (2.26), (2.27)
e (2.28) como

t−
4
3 J → ν > 0 (2.29)

t
d(t−

4
3 J)

dt
→ 0 (2.30)

t2
d2(t−

4
3 J)

dt2
→ 0 (2.31)

respectivamente, onde ν = (3
2
µ12

0 )
4
3 . De fato, sendo t0 = 0 segue de (2.26) que J

(3
2
µ

1
2
0 )

4
3 t

4
3

→

1 ⇒ Jt−
4
3

ν
→ 1 ⇒ Jt−

4
3 → ν, o que mostra (2.29). De (2.27) temos que J̇ ∼

(12µ2
0)

1
3 (t − t0)

1
3 , mas (12µ2

0)
1
3 t

1
3 = 2

2
3 3

1
3 µ

2
3
0 t

1
3 = 222−

4
3 3−13

4
3 µ

2
3
0 t

1
3 = 43

(
3
2
µ

1
2
0 )

4
3 t

1
3 = 4

3
ν0t

1
3 ,

portanto J̇ ∼ 4
3
ν0t

1
3 implicando que J̇t−

1
3

4
3
ν0
→ 1 ⇒ J̇t−

1
3 − 4

3
ν0 → 0, sendo t−

4
3 J → ν0 por

(2.29) então J̇t−
1
3 − 4

3
t−

4
3 J → 0 ⇒ t(t−

4
3 J̇ − 4

3
t−

4
3
−1J) → 0 ⇒ td(t−

4
3 J)

dt
→ 0 o que conclui

a prova de (2.30). Analogamente, podemos mostrar (2.31).
Agora, convenientemente, façamos a seguinte mudança

qi = t−
2
3 qi, %ik = t−

2
3 ρik, J = t−

4
3 J e U = t−

2
3 U. (2.32)

Então, a formulção exata do que iremos mostrar é

Teorema 6 Se qi (i = 1, . . . , n) colidem simultaneamente no instante t = 0 então

(JU2)qi
→ 0, i = 1, . . . , n.
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A mudança que �zemos em (2.32) não irá alterá, pelo que foi visto no Teorema 3.
Demonstração: Primeiro, será mostrado que quando t → +0 então

2

9
J−U→ 0, (2.33)

%ik > const > 0 (2.34)

Para este �m, será conveniente substituirmos t por t = − log t, portanto t→ +∞ quando
t → 0. Daí,

t = e−t (2.35)

tf ′ = −ḟ , t2f ′′ = f̈ + ḟ (2.36)

onde ' e ponto denotam as derivadas com respeito a t e t, respectivamente. A relação
(2.36) segue do fato que se considerarmos t = t(t) então, usando a regra da cadeia,
f ′ = ḟ dt

dt
= ḟ − 1

t
⇒ −tf ′ = ḟ . Usando a relação que acabamos de mostrar, segue que

(f ′)′ =
(
i1

t
ḟ
)′

= 1
t2

ḟ + 1
t2

f̈ ⇒ t2f ′′ḟ + f̈ . Se usarmos as relações (2.35), (2.36) e (2.32)
as equações do movimento miq

′′
i = Uqi

podem ser escrita como

mi(q̈i −
1

3
q̇i −

2

9
qi) = Uqi

(2.37)

com U =
∑

j<k

mjmk

%jk

; %jk = |qj − qk| (2.38)

De fato, miq
′′
i = mi(t

2
3qi)

′′ = mi(−2
9
t−

4
3qi + 4

3
t−

1
3q′i + t

2
3q′′i ), usando (2.36) tf ′ = −ḟ

e t2f ′′ = f̈ + ḟ , segue que miq
′′
i = mit

− 4
3

(
q̈i − 1

3
q̇i − 2

9
qi

)
, assim miq

′′
i = Uqi

⇒
mi

(
q̈i − 1

3
q̇i − 2

9
qi

)
= t

4
3 Uqi

⇒ mi

(
q̈i − 1

3
q̇i − 2

9
qi

)
= Uqi

já que, por (2.32), t
4
3 Uqi

=

Uqi
. Similarmente, (2.32), (2.35) e (2.36) implicam que a energia 1

2

n∑
i=1

miq
′2
i − U = h e

sua formulação equivalente J ′′ = 2U +4h, ja mencionada no capítulo anterior, podem ser
escritas como

1

2

∑
mi(q̇i −

2

3
qi)

2 −U = he−
2
3
t (2.39)

J̈− 5

3
J̇+

4

9
J = 2U + 4he−

2
3
t. (2.40)

Finalmente, aplicando (2.36) a função f = J podemos mostrar que (2.26), (2.27) e (2.28)
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são equivalentes à

J→ ν0 (2.41)

J̇→ 0 (2.42)

J̈→ 0 (2.43)

onde t → 0, isto é t → +∞. Fazendo t → +∞ em (2.39), onde h = const, vemos
que (??), 2

9
J −U → 0, é implicada por (2.41) e (2.43). Por outro lado, (2.33) e (2.41)

implicam que U → L < ∞ resultando que existe uma contante M tal que |U| ≤ M .
Daí, mjmk

%jk
<

∑
j<k

mjmk

%jk
= U ⇒ mjmk

%jk
≤ M ⇒ %jk > const > 0. O que mostra (2.34).

Mostraremos, agora, que quando t → +0, isto é, quando t→ +∞,

q̇i → 0 (2.44)

||q̈i|| < const (2.45)

||...q i|| < const. (2.46)

De fato, de (2.39)

he−
2
3
t =

1

2

∑
mi(q̇i −

2

3
qi)

2 −U

=
1

2

∑
mi(q̇2

i −
4

3
q̇iqi +

4

9
q2

i )−U

=
1

2

∑
miq̇2

i −
2

3

∑
miq̇iqi +

2

9

∑
miq2

i −U

por (2.42) e (2.33), 1
3
J̇ = 2

3

∑
miq̇iqi → 0 e 2

9
J−U = 2

9

∑
miq2

i−U→ 0 respectivamente.
Como he−

2
3
t → 0 segue que 1

2

∑
miq̇2

i → 0 implicando que q̇i → 0. Mostramos, então,
(2.44). Para mostrarmos (2.45) e (2.46) observemos que

||qi|| < const e (2.47)

|Uqi
| < const. (2.48)

De fato, por (2.41) J =
∑

miq2
i → ν0 implicando que existe M tal que |J | < M , como

|qi|2 < |J | então |qi| < const. A relação (2.48) segue diretamente de (2.34). Agora, vamos
mostrar (2.45). Por (2.37) temos que mi(q̈i − 1

3
q̇i − 2

9
qi) = Uqi

⇒ ||Uqi
|| > mi||q̈i|| −

mi||13 q̇i +
2
9
qi)|| ⇒ mi||q̈i|| < mi||13 q̇i +

2
9
qi)||+ ||Uqi

|| implicando que ||q̈i|| < const como
queríamos. Finalmente, diferenciando com relação a t a igualdade mi(q̈i − 1

3
q̇i − 2

9
qi) =
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Uqi
, dada em (2.37), e usando (2.44) e (2.45) vemos que para mostrarmos (2.46) temos que

mostrar que a derivada segunda da função U(q1, . . . ,qn) é limitada quando t→ +infty,
mas isto segue diretamente do uso de (2.47), (2.37) e (2.34).

Como por (2.44) e (2.46), q̇i → 0 e ...q i|| < const, segue pela Proposição 6 que
q̈i → 0. Segue, portanto, de (2.37) que 2

9
miqi + Uqi

→ 0. Visto que J =
∑

miq2
i , então

2
9
miqi +Uqi

→ 0 ⇒ 1
9
Jqi

+Uqi
→ 0. Esta relação quando combinada com (2.41) e (2.33)

mostra que (JU2)qi
→ 0.

¥



Capítulo 3

SoluçõesHomográ�cas eCon�gurações
Centrais

Os resultados mostrados nos Teoremas 1 e 2 do Capítulo 1 nos dão uma classi�cação
de todas as possíveis soluções homográ�cas. No início daquele capítulo mostramos a
existência de uma solução homográ�ca construindo um exemplo planar de três corpos.
Mas, de um modo geral, mostraremos neste capítulo que sempre existe tal solução. Pela
De�nição 1.7, uma solução homográ�ca é determinada pela existência de um par de
funções r(t) e Ω(t), e por n posições iniciais q0

i = qi(t0). Mostraremos neste capítulo
que q0 = (q0

1, . . . , q
0
n) formam uma con�guração central. Começaremos considerando o

problema de Kepler, que será utilizado no decorrer deste capítulo.

3.1 O Problema de Kepler

O problema de Kepler consiste do estudo do movimento de um ponto q ∈ R3 que é atraído
para origem segundo a força de atração gravitacional newtoniana, ou seja, a dinâmica
ddescrita pela seguinte equação

q̈ = − λ

||q||3 q (3.1)

onde λ > 0. Observemos que a energia total

h =
1

2
||q̇||2 − λ

||q|| (3.2)

63
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é uma integral de (3.1). De fato,

ḣ = q̇ · q̈ +
λ

||q||3 q · q̇ = q̇ ·
(

q̈ +
λ

||q||3 q

)
= 0

Seja M o momento angular, M = q× q̇. Então, M é outra constante do movimento
de (3.1), pois

Ṁ = q̇ × q̇ + q × q̈ = q ×
(
− λ

||q||3 q

)
= 0

A seguinte proposição introduz outra constante do movimento.

Proposição 7 Considerando o movimento Kepleriano dado em (3.1), existe um vetor
constante e, chamado o vetor de Laplace, tal que

λ

(
e+

q

||q||
)

= q̇ ×M (3.3)

Demonstração: Temos

d

dt

(
q

||q||
)

=
||q||q̇ − q·q̇

||q||q

||q||2 =
(q × q̇)× q

||q||3 = M × q

||q||3 = −1

λ
M × q̈.

logo,
d

dt

(
λ

q

||q||
)

=
d

dt
(q̇ ×M),

donde decorre (3.3), por integração da equação anterior.

¥

Suponhamos que M = 0. Pela Proposição 7 segue-se que e +
q

||q|| = 0 implicando que
q = −||q||e, ou seja, o movimento é retilíneo.

Suponhamos que M 6= 0. Neste caso q e q̇ são ortogonais a M implicando que o
movimento ocorre no plano ortogonal a M , o plano invariável.
Soponhamos daqui por diante que M 6= 0.

i) Se e = 0 então o produto interno de (3.3) por q nos dá que

λ

(
q

||q||
)
· q = (q̇ ×M) · q

implicando
(q × q̇) ·M = ||M ||2,
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donde,
||q|| = ||M ||2

λ
(3.4)

logo, o movimento ocorre em um círculo. Agora, pela equação da energia vemos
que ||q̇|| é constante, logo, o movimento é circular e uniforme.

ii) Se e 6= 0, então tomando o produto interno de (3.3) por q teremos que

λ(e · q + ||q||) = ||M ||2. (3.5)

Sendo θ o ângulo entre e e q segue que

||q|| = ||M ||2/λ
1 + ||e|| cos θ

(3.6)

A equação (3.6) é a equação polar de um cônica com foco na origem e excentricidade
||e||. Para descrevermos presisamente que tipo de cônica o movimento descreve, temos
que estudar a excentricidade. De (3.3) segue-se que

λ2

(
e +

q

||q||
)
·
(
e +

q

||q||
)

= ||q̇ ×M ||2

Como q̇ ortogonal a M segue que ||q̇ ×M ||2 = ||q̇||2||M ||2, donde

λ2

(
||e||2 +

2e · q + 1

||q||
)

= ||q̇||2||M ||2 (3.7)

De (3.5) vemos que e · ||q|| = ||M ||2
λ

− q, substituindo esta relação em (3.7) e observando
que da equação da energia, obtemos || · q||2 = 2h + 2λ

||q|| , concluímos de (3.3) que

λ2(||e||2 − 1) = 2||M ||2h.

Concluímos desta equação que a órbita é uma elipse, uma parábola ou uma hipérbole,
conforme seja a energia total h negativa, nula ou positiva.

3.2 Con�gurações Centrais e Soluções Homográ�cas

Nesta seção mostraremos, na Proposição 8, que em cada instante t de uma solução ho-
mográ�ca a con�guração formada pelas n−massas é uma con�guração central. E, recip-
rocamente, mostraremos na Proposição 9 que se as massas mi formam uma con�guração
central q0

i então existem funções r(t) e Ω(t) tais que qi(t) = r(t)Ω(t) é uma solução
homográ�ca.
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Proposição 8 Se qi(t) (i = 1, . . . , n) é uma solução homográ�ca do problema de n corpos
com massas mi então em cada instante t0 �xado, q0

i forma uma con�guração central das
massas mi.

Demonstração: Dividiremos a demonstração em dois casos. Caso 1: A solução homográ-
�ca é planar. Caso 2: A solução homográ�ca não é planar.
Caso 1:
Sendo qi = qi(t) uma solução homográ�ca planar do problema de n corpos então, como
em (1.7), podemos escrever qi(t) = φ(t)ai onde φ : R → C e ai ∈ C (i = 1, . . . , n).
Substituindo na equação (1.1) do problema de n corpos segue-se que

||φ(t)||3φ(t)−1φ̈(t) =
∑

j 6=i

mimj(aj − ai)

||ai − aj|| m−1
i a−1

i (3.8)

Como o lado direito não depende de t, a função de t no primeiro membro é constante,
logo, existe λ > 0 tal que ||φ(t)||3(φ(t))−1φ(t) = −λ, ou

φ̈(t) =
λ

||φ(t)||3φ(t). (3.9)

A substituição em (3.8) nos dá −λai =
∑

j 6=i

mj(aj − ai)

||ai − aj||3 , provando que a = (a1, . . . , an)

e, por conseguinte, cada qi(t0) = φ(t0)ai, é uma con�guração central.
Caso 2:
Como visto no Capítulo 1, se uma solução homográ�ca não é planar então necessariamente
ela é homotética, ou seja qi = rq0

i , onde q0
i = qi(t0), para algum t0. Substituindo qi na

equação (1.1), segue-se que

(r̈r2)miq
0
i =

∑

j 6=i

mimj

||q0
i − q0

j ||3
(q0

j − q0
i ) (3.10)

Como anteriormente, a função r̈r2 deve ser igual a uma constante −λ e sua substituição
em (3.10) mostra que q0

i , logo, cada qi(t0) = r(t0)q
0
i é uma con�guração central.

¥

Proposição 9 Seja q0
i uma con�guração central das massas mi. Então, existem funções

r(t) e Ω(t) tais que qi(t) = r(t)Ω(t)q0
i é uma solução homográ�ca.
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Demonstração:
Caso 1 : Suponhamos que q0

i é uma con�guração central planar.
Neste caso, podemos escrever q0

i = ai ∈ C. Assim, existe λ > 0 tal que

λmiai =
∑

j 6=i

mimj(aj − ai)

||ai − aj|| (3.11)

Seja φ(t) : I → C uma função que satisfaz (3.9) para o λ dado em (3.11). Sabemos
que tal função existe pela seção anterior. De�namos, então, qi(t) = φ(t)ai. Como φ(t)

satisfaz (3.9) e λ satisfaz (3.11), segue-se que a equação (3.8) é satisfeita, logo,

miφ̈(t)ai =
∑

j 6=i

mimj(φ(t)aj − φ(t)ai)

||φ(t)ai − φ(t)aj|| ou

miq̈i =
∑

j 6=i

mimj(qj − qi)

||qi − qj|| ,

ou seja, qi é uma solução do problema de n corpos e, clararamente, uma solução homo-
grá�ca.
Caso 2 : Suponhamos que q0

i é uma con�guração central não-planar. Então, existe λ tal
que

λmiq
0
i =

∑

j 6=i

mimj(q
0
j − q0

i )

||q0
i − q0

j ||
(3.12)

Neste caso, basta considerarmos r(t) como sendo a função que é solução da equação
diferencial r̈r2 = −λ. O teorema de existência e unicidade de equações diferenciais nos
garante a existência de tal função r(t). Disto e de (3.12) segue-se que qi(t) = r(t)q0

i

satisfaz a equação (3.10), logo,

mir̈q
0
i =

∑

j 6=i

mimj(rq
0
j − rq0

i )

||rq0
i − rq0

j ||3
ou

miq̈i =
∑

j 6=i

mimj(qj − qi)

||qi − qj||3 .

Isto prova que qi(t) = r(t)q0
i , i = 1, . . . , n, é uma solução do problema de n corpos. É

claro que esta é uma solução homotética.

¥
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3.3 Geometria das Soluções Homográ�cas

Se supusermos que a solução homográ�ca do problema de n corpos não é planar então
ela é homotética, ou seja, qi(t) = r(t)q0

i (i = 1 . . . , n) onde r é uma função real positiva
denida em um intervalo aberto e, pela seção anterior, q = (q0

1, . . . , q
0
n) é uma con�guração

central das massas mi. Substituindo em (1.1) obteremos a relação (3.10). Vemos, então,
que a trajetória de cada qi é retilínia.

Por outro lado, suponhamos que a solução homográ�ca é planar, então qi(t) =

φ(t)ai onde os ai's formam uma con�guração central plana e φ(t) satisfaz a equação
φ̈(t) = −λ φ(t)

||φ(t)||3 que é o problema de Kepler dado na Seção 3.1 deste capítulo. Assim,
cada corpo descreve uma elipse, uma parábola ou uma hipérbole, conforme a energia h

seja negativa, zero ou positiva.
Como ilustração, tomemos a con�guração central equilátera de Lagrange de n = 3

corpos, com energia h < 0.

Como visto no Capítulo 1, se q = (q1, . . . , qn) é uma con�guração central então q

e βq pertencem a mesma classe de con�guração central. Disto, podemos tomar o λ da
de�nição de con�guração central como sendo 1. Assim, uma solução homográ�ca planar
é uma solução de equilíbrio relativo se, e somente se, as n trajetórias no plano invariante
descrevem círculos concêntricos em torno do centro de massa que é a origem do nosso
sistema de coordenadas.

3.4 Soluções de Equilíbrio Relativo

Consideremos o problema planar de n corpos. Denotemos o nosso sistema de coordenadas
inercial por (x, y), e consideremos um sistema não inercial de coordenadas (X, Y ) que
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gire em torno do centro de massa com velocidade angular constante ω. Portanto, se
qi = (xi, yi) no nosso sistema inercial, escrevemos qi no sistema rotacional como

qi =


 cos ωt − sen ωt

sen ωt cos ωt





 Xi

yi


 = (Xi cos ωt− Yi sen ωt,Xi sen ωt + Yi cos ωt)

Escrevamos as equações diferenciais do problema de n corpos em termos das coordenadas
do sistema rotacional (X, Y ). Sendo qi = ΩZi, onde Zi = (Xi, Yi) teremos que

miq̈i = Uqi

mi(Ω̈Zi + 2Ω̇Żi + ΩZ̈i) = Uqi

Observemos que

Ω̇ = Ω


 0 ω

−ω 0


 e Ω̈ = −ω2Ω

Assim,

mi

(
Ω̈Zi + 2Ω̇Żi + ΩZ̈i

)
= Uqi

⇒ mi(−ω2ΩZi + 2Ω


 0 −ω

ω 0


 Żi + ΩZ̈i) = ΩUZi

donde,

mi(Ẍi − 2ωẎi − ω2Xi) = UXi
e (3.13)

mi(Ÿi + 2ωẊi − ω2Yi) = UYi
. (3.14)

Uma solução homográ�ca de equilíbrio relativo é caracterizada pela existência de um valor
ω constante, tal que (3.13) e (3.14) têm, para este valor particular de ω, uma solução da
forma

Xi(t) ≡ X0
i , Yi(t) ≡ Y 0

i (3.15)
∑

miX
0
i = 0,

∑
miY

0
i = 0 (3.16)

Substituindo (3.15) em (3.13) e (3.14) segue-se que

ω2X0
i =

∑

k 6=i

mk
X0

i −X0
k

ρ03
ik

, ω2Y 0
i =

∑

k 6=i

mk
Y 0

i − Y 0
k

ρ03
ik

(3.17)

onde ρ0
ik = [(X0

i −X0
k)2 + (Y 0

i − Y 0
k )2]

1
2 . Segue, portanto, que o problema de determinar

todos os conjuntos das 2n + 1 constantes X0
i , Y 0

i e ω que satisfazem as 2n + 2 condições
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dadas em (3.17), é equivalente ao problema de enumerar todas as con�gurações centrais
das massas mi.

Se (3.15) é uma solução de equilíbrio relativo correspondente às massas mi com
velocidade angular ω então Xi = ρX0

i e Yi = ρY 0
i é, para todo ρ > 0 uma solução de

equilíbrio relativo com velocidade angular ρ−
3
2 ω, pois

n∑

k=1

mk
Xi −Xk

ρ3
ik

=
ρ

ρ3

n∑

k=1

mk
X0

i −X0
k

ρ03
ik

= ρ−2ω2X0
i = ρ−3ω2Xi = (ρ−

3
2
ω)2Xi

Analogamente, mostramos para Yi. Esta mudança arbitrária de dimensão linear junto
com a possível passagem de t para ±t + const, esgotam todas as soluções de equilíbrio
relativo pertencentes a mesma con�guração central das massas mi, visto que a translação
no tempo em um sistema autônomo não altera a solução.

Como ilustração, calculemos a velocidade angular da solução de equilíbrio relativo
do problema de n = 3 corpos.

No caso colinear de n corpos podemos escolher o eixo X do sistema rotacional (X, Y )

tal que a segunda coordenada de cada corpo neste sistema seja zero, isto é, X0
i = 0. Além

disto, suponhamos que X0
i < X0

i+1. Assim, (3.17) se reduz a

ω2X0
i =

∑

k 6=i

mk
X0

i −X0
k

(X0
i −X0

k)3
=

i−1∑

k=1

mk

(X0
i −X0

k)2
−

n∑

k=i+1

mk

(X0
i −X0

k)2

Se n = 3 então

ω2X0
1 = −m2

ρ02
12

− m3

ρ02
13

ω2X0
2 = −m3

ρ02
23

− m1

ρ02
12

ω2X0
3 = −m1

ρ02
13

− m2

ρ02
23

Sendo ρ0
13 = ρ0

12 + ρ0
23, basta determinar ρ0

12, ρ0
13 e ω2 satisfazendo

ρ02
12ω

2 = (X0
1 −X0

2 )ω2 = −m2

ρ02
12

− m3

ρ02
13

+
m3

ρ02
23

− m1

ρ02
12

=
−m2 −m1

ρ02
12

− m3

(ρ0
12 + ρ0

23)
2

+
m3

ρ02
23

e

ρ02
23ω

2 = (X0
3 −X0

2 )ω2 =
m1

ρ02
13

+
m2

ρ02
23

+
m3

ρ02
23

− m1

ρ02
12

=
m2 + m3

ρ02
23

+
m1

(ρ0
12 + ρ0

23)
2
− m1

ρ02
12
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De�namos a matriz (σpq) por

 σ11 σ12

σ21 σ22


 =




ω2 − +m2 + m1

ρ03
12

− m3

(ρ0
12 + ρ0

23)
3

m3

(ρ0
12 + ρ0

23)
3
− m3

ρ03
23

− m1

(ρ0
12 + ρ0

23)
2
− m1

ρ02
12

ω2 − m2 + m3

ρ02
23

− m1

(ρ0
12 + ρ0

23)
2


 .

Observemos que
ρ0

12σ11 = ρ0
23σ12, ρ0

12σ21 = ρ0
23σ22

implicando que o determinante de (σpq) se anula e que σ11, σ22 são de mesmo sinal que
σ12, σ21. Mas, sendo σ12 e σ21 negativos segue que σ11 e σ22 são negativos. Disto,

σpq < 0 (p = 1, 2; q = 1, 2) (3.18)

σ11σ22 − σ12σ21 = 0. (3.19)

Finalmente, substituindo ρ = ρ0
12 + ρ0

23 e λ = ρ120

ρ230 e então expressando o determinante de
(σpq) em termos de λ e ρ achamos que (3.19) pode ser escrito como

ω2ρ3 = m1 + m3 + m2(1 + λ)2(1 + λ−2), (3.20)

λ = λ(m1,m2,m3) sendo a única raíz positiva de (??), Capítulo ??.
Agora, consideremos o caso de uma solução de equilíbrio relativo com n = 3 e

as massas mi não colineares. Vimos, no Capítulo ??, que tal con�guração forma um
triângulo equilátero. Consequentemente, se ρ = ρ0

12 = ρ0
13 = ρ0

23 então

ω2ρ3X0
i = (

∑

k 6=i

mk)X
0
i −

∑

k 6=i

mkXk = (
∑

k 6=i

mk)X
0
i + miX

0
i = (m1 + m2 + m3)X

0
i

implicando que
ω2ρ3 = m1 + m2 + m3
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