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RESUMO

Estudamos o comportamento das solugoes do problema parabdlico envolvendo a equacao
do calor nao linear com condicao de Dirichlet sobre a fronteira em um conjunto limi-
tado de RY. Introduzimos também a nocdo de solucao fraca para o mesmo problema e
estudamos algumas relagoes com existéncia de solugoes fracas para o problema eliptico
estacionario associado. Nocoes bésicas a respeito dos espacos de Lebesgue, espagos de
Sobolev, teoria de semigrupos e alguns resultados cldssicos sao tratados. Mostramos o

principio de comparagao para o problema parabdlico nos sentidos classico e fraco.

Palavras-chave: Solucao global, solucao fraca, principio de comparacao.



ABSTRACT

We study the behaviour of solutions for the nonlinear heat equation with Dirichlet bound-
ary conditions on a bounded subset of RY. We introduce the notion of weak solutions for
this type of problem, and study the relation between such solutions and weak solutions
for the associated stationary elliptic problem. Basic notions on Lebesgue spaces, Sobolev
spaces, semigroup theory are treated, as well as the comparison principle for parabolic

problems both in classical and weak senses.

Keywords: Global solution, weak solution, comparison principle.
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1 INTRODUCAO

O estudo de problemas parabdlicos nao lineares tem importantes aplicacoes na
teoria da combustao, na Medicina e Biologia. Veja, por exemplo, Bebernes et al. [10],

Childress et al. [15] e Bellman [13].

Nosso objetivo é analisar o comportamento assintético da solugao do problema
parabdlico, com condicao de Dirichlet sobre a fronteira, envolvendo a equagao do calor
nao-linear, isto é,

u—Au =g(u) em (0,7) x €,
u =0 em (0,7T) x 09, (P)
u(0,2) =wup(z) em €,
onde ug € L>®(2), © é um subconjunto aberto, conexo, suave e limitado de RY e g :
[0,00) — [0,00) é uma fungao de classe C'', convexa e nao-decrescente. Relacionamos a
existéncia de solugoes globais para este problema com a existéncia de solugoes fracas para

o problema eliptico
—Au =g(u) em Q,
u =0 em 0f),

(E)

quando ¢ satisfaz condigoes adicionais.

O comportamento assintdtico de solugdes para o problema parabdlico (P) tem
sido objeto de estudo de vérios autores, dentre os quais citamos Brézis et al. [8], H. Fujita

9] e Y.Martel [19].

Expomos a seguir o que desenvolvemos ao longo deste trabalho, descrevendo

o que ¢ tratado em cada parte que o constitui.

O segundo capitulo é destinado a introdugao de conceitos basicos e resultados
preliminares que estao envolvidos em nosso estudo. Na primeira secao, fixamos a notagao
adotada e relembramos também a definicao de alguns espacos de fungoes. Na segunda
secao, definimos os espagos LP(2) e LP(I, X ) para 1 < p < oo, sendo  um aberto de RY,
I um intervalo e X um espaco de Banach. Na terceira secao, introduzimos os espacos
de Sobolev W™P(Q), m > 1, e W'?(I, X). Enunciamos algumas propriedades de tais
espacos. A secao seguinte é dedicada a teoria de semigrupos. Definimos semigrupos de

classe C?, citamos algumas de suas propriedades e enunciamos o teorema de Hille-Yosida.
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Semigrupos analiticos também sao tratados. Em seguida, fazemos algumas consideragoes
quanto ao operador —A, no sentido de que ele gera um semigrupo de contragoes analitico,
denominado semigrupo do calor. Na secao subseqiiente, enunciamos varios resultados
importantes para nosso estudo, como o Teorema da Convergéncia Mondtona, o Teorema

da Convergéncia Dominada e o Teorema de Lax-Milgram.

No terceiro capitulo, estudamos problemas nao lineares. Na primeira secao,
enunciamos um resultado geral de existéncia local de solugoes para o problema (P) e

vemos que tais solugoes satisfazem a equagao integral

u(t) = T(tyuo + / T(t — 5)g(u(s))ds,

para todo t € [0,7},,), para um certo 7T,,, € (0, 00], onde (T'(¢))s>0 é 0 semigrupo do calor.
Aqui, T,, é o valor maximal de validade de tal propriedade. Além disso, u é uma solugao
classica no sentido de que u € C((0,7),L>(2)). Em seguida, se g satisfaz a condigao
adicional ug(u) < Cu?+C’, onde C' e C' sdo constantes positivas, provamos que a solucao
de (P) é global, isto é, T, = +00. Apresentamos também um exemplo em que a solugao u
de (P) nao estd definida para todo t > 0, isto é, T,, < co. Na subsegao seguinte, definimos
solucdo fraca para o problema (P) e estabelecemos também o principio de comparacao
fraco. A secao subseqiiente é destinada ao estudo do problema eliptico (F). Introduzimos
a nogao de solugao fraca para (E) e obtemos alguns resultados quanto a existéncia de tais
solugoes, os quais constituem ferramentas importantes para a demonstracao de resultados

do capitulo seguinte.

O quarto capitulo é destinado ao estudo do comportamento assintotico de
solugoes nao-negativas do problema parabdlico (P), onde uy € L>®(Q), ug > 0 e g :
[0,00) — [0, 00) é uma fungao de classe C', convexa, nao-decrescente. Para alguns resul-

tados, assumiremos que g satisfaz as condigoes adicionais

g(xg) >0

[
w0 9(8) ’

para algum zp > 0. Obtemos resultados de existéncia de solugdes globais de (P) e
sua relacdo com a existéncia de solugoes fracas para (E). O primeiro deles assegura a
existéncia de uma solugao fraca para (E), desde que a solucao de (P) seja global para um

certo valor inicial ug € L*>(2). Também estabelecemos uma reciproca para tal resultado
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no sentido de que, se o problema eliptico possui uma solucao fraca w, entao existe uma
condicao inicial 0 < uy < w tal que o problema (P) possui solugao global para tal valor

inicial. Também provamos que, se w é uma solucao fraca de (£), entao o problema

(1—¢e)g(w:) em (0,7) x €,
we =0 em (0,7) x 09,

tem uma solugao clédssica w, para cada € € (0,1). Para a demonstragao de tais fatos faze-
mos uso de resultados cléssicos tais como a desigualdade de Holder, o Teorema da Con-
vergéncia Dominada, o Teorema da Convergéncia Monétona, a desigualdade de Gronwall,

a desigualdade de Jensen e, em especial, o principio de comparagao.



2 TOPICOS INTRODUTORIOS

Este capitulo é destinado a estabelecer a notacao, bem como defini¢oes e resultados basicos

de que faremos uso neste trabalho.

2.1 Notagoes

Ao longo deste trabalho, RY designara o conjunto das n-uplas (zy, s, ...,xn), ; € R, e

Q um aberto de RY. O corpo de escalares serd o de ntimeros reais.

Consideraremos fungdes que assumem valores em R. Denotaremos por C*(Q),
k > 0, o conjunto das fungoes k-vezes continuamente diferenciaveis sobre 2. O conjunto

das fungoes continuas com suporte compacto, isto €, as funcoes f, continuas sobre ) para

as quais o conjunto {z € §2; f(z) # 0} é compacto, serd denotado por C.(€2). Também
convencionamos que C*™(€) = (5, C*(Q) e D(Q) = C(Q) = C~(Q) N C.(Q). Deno-
tamos por Cy(£2) o espago das fungoes continuas f sobre {2 que se “anulam no infinito”,
isto é, dado ¢ > 0, existe um compacto K C {2 tal que, |f(z)] < &,se x &€ K. O
espago C'(I, X), em que I é um intervalo e X é um espago de Banach, designara o espago
das fungoes f : I — X que sao continuas. De modo andlogo, consideramos os espagcos

CK(I,X), C=(I, X), C.(I, X).

Seja a = (aq, g, ...,an), onde «a; é um inteiro nao-negativo. Denotamos por

(67

A s N /
%, 0 mondmio r™x2...z*N de grau || = Y ;_, a;, onde z € RY. De modo andlogo,

se D; = %, para cada 0 < ¢ < N, entao, por D%, denotamos o operador diferencial

a1 oo apn
D" Dy?.. DY

2.2 Espacos LP

Admitiremos que o leitor esta familiarizado com as defini¢oes e resultados basicos sobre
mensurabilidade, integrabilidade e medida de Lebesgue, de modo que qualquer uso dessas

nogoes sera feito sem comentérios adicionais. Denotamos por ||, a medida de €.
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2.2.1 Espagos LP(Q)

Sejam f : 2 — R uma funcao mensuravel e 1 < p < oco. Se p < 00, consideremos a

1l = ( / |f|pda:)”

Definimos LP(£2) como sendo o espago das fungdes mensuraveis f : ) — R para as quais

seguinte grandeza:

| f(x)]|» < 00. Se p = oo, definimos

[ flloo = inf{a;|f] < a,q.t.p.x € Q}.

Denotamos por L>(£2), o espago constituido das fungdes mensurdveis f : 2 — R tais que
| flleo < o0. A fim de simplificar a notagao, usaremos também || - ||» ou || - ||, em lugar

de || - || zr(), se ndo houver risco de confuséo.

Enunciaremos, a seguir, alguns resultados bastante classicos com respeito a

tais espagos. Para demonstragao, conferir [6].

(i) (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(2) e g € L9(Q), onde 1 < p < o0, € ¢
satisfaz % + % = 1. Entao fg € L*(Q2) e vale a desigualdade

1fgllze < [1F 1o lgllze-

(i) Se 1 < p < oo, entdo LP(2) é um espaco de Banach munido da norma || - ||,; se
1 <p < oo, LP(Q) é separavel; se 1 < p < oo, LP(Q) é reflexivo, com espago dual
* _ 141
(LP)*(Q2) = LU(Q), com - + o = 1.

(ili) C°(€2) é denso em LP(Q2), para 1 < p < oo.

2.2.2 Espagos LP(I,X)

Sejam X um espaco de Banach com norma || || e p € [1,00]. LP(I, X) designa o espago

das funcoes mensuraveis f : [ — X para as quais a grandeza

1l ) = ( / Hf(t)det)” Csep< oo

| fllerx) = inf{a; | f(t)]| < @, gt.p. em I}, sep=o0

é finita. O espaco L} (I, X) consiste das fungoes f € LP(I, X) tais que a restri¢ao f ‘ ; de

loc

f aum intervalo J C I pertence a LP(J, X), para todo J C I.
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Por simplicidade, denotaremos || f|| L»(r,x) por || f||r(r) ou || f|| z», ou ainda || f{],,

desde que nao haja possibilidade de confusao.

O espago LP(I, X') apresenta propriedades andlogas as do espago L”(€2). Pode-
mos citar, dentre elas, que LP(/, X'), munido da norma || f{|zr(1,x), ¢ um espago de Banach.

Além disso, C°(1, X) é denso em LP(I,X).

2.3 Espacos de Sobolev

Os espagos de Sobolev serao de grande relevancia em nosso estudo, visto que estao estrei-

tamente relacionados com solugoes de equacoes diferenciais parciais.

2.3.1 O espago W™P(Q), 1 <p<oo,meN

O espaco de Sobolev W1P(Q) é constituido das fungoes f € LP(Q) tais que existem

g1, -, gy € LP(Q2) satisfazendo

/f&P _ —/gm Vi=1,..,N, Vo € C(Q).

Quando p = 2, denotamos W12(Q) = HY(Q).
Para cada f € W?(Q), denotamos

of .
a_[L'i = gi,VZ = 1,...,N.

O espago de Sobolev W'P?(Q) é dotado da norma

N of

I7lhws = 171+ 2|50

1

N P P

. P 8f 1
ou mesmo da norma equivalente | ||f|7, + E 3 . Com esta norma, WhP(Q)
m,

i=1 eliLe

é um espago de Banach. O espago H'(€2) ¢ uma espago de Hilbert dotado do produto

interno

Y rof o
o = e+ 3 (2L 20)
i—1 i i/ 12

N
af
) - 2
com norma associada || f||g1 = (Hf”L2 + ; or;

interno de L%(€2). Se Q tem fronteira suave, ¢ possivel aproximarmos uma funcao f de

2\ 2
) ,onde (, )z2 denota o produto

WhP(Q) por fungoes em C°(RY), no sentido de que a restricio a 2 de alguma sucessio
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de f, € C(RY) tem a f como limite em W'P(Q), isto é, o espaco C5°(R”Y) é denso em
Wr(Q).

Param > 2 e 1 < p < oo, definimos o espago W™P()) por recorréncia, como
sendo o espaco das funcoes f: Q — R, com f € W™ 1P(Q) e D*f € WP(Q), para todo
multi-indice |o| < m — 1. Isto significa que f € LP(Q2) e, para cada multi-indice |a| < m,

existe g, € LP(Q2) tal que

/ fD% = (1) / dap, Y € C(Q).
Q Q
Neste caso, escrevemos g, = D*f.

O espaco W™P(Q2), munido da norma || f|lwms = D o< [[D*fllrr ¢ um

espaco de Banach.

Seja H™(Q) = W™2(Q2). Munido do produto interno
(fag)Hm = Z (Daf7Dag)L27
0<|a|<m

H™() é um espago de Hilbert.

2.3.2 Espagos W)"(Q) e Wy ™P(2),1 <p<oo,meN

O espago Wy"P(Q) constitui o fecho de C!(Q) em W'?(Q). Denotamos por H}(2), o
espaco W, (Q).
O espaco W, ?(Q), dotado da norma induzida por W™P(Q) é um espaco de

Banach separdvel e, se 1 < p < oo, ¢ também reflexivo. O espaco H}(€) ¢ um espaco de

Hilbert com o produto interno de H'(f2).

Denotamos por W~?(Q) o dual de Wy*(Q) e por H-1(Q) o dual de H}(Q).
As seguintes inclusoes

H}(Q) C L*(Q) c H (),

ocorrem com injegoes continuas e densas. Aqui fazemos uso do Teorema de Riesz para

identificar L? com (L?)*.
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2.3.3 Espacos W'r(I, X)

Seja 1 < p < oo. Dizemos que f € WYP(I,X), se f € LP(I,X) e se existe g € LP(I, X)
tal que

/I F(t)g (£t = — / g(t)p(t)dt

I
1 ~ . . ;o4 _df
para todo ¢ € C;(I). A fungao g assim definida ¢ inica e denotamos f’ = &. Para cada

f e WhP(I,X), associamos a norma

I fllwrea,xy = 1 f e, xy + 1L | ze,x)-

Desde que nao haja possibilidade de confusao, também denotaremos
|+ lwrecr,x) por ||+ [[wrey ou || - [[wre.
Os espacos W™P(I, X) apresentam véarias propriedades dos espagos WP ().

Citaremos algumas:

(i) O espagco W'P(I), munido da norma || - |ly1s(s, x), ¢ um espago de Banach.
(ii) Se f € WhP(I,X) e J é um intervalo de I, entdo f; € WHP(J, X).
(iii) Se p < oo, entao C°(R, X) é denso em WP(R, X).

Sejam > 2 e para 1 < p < 0o, definamos

W2P(I,X) = {f € WH(I, X), ?9_{ e W(I,X)},

com norma correspondente.

Definimos de forma geral, por meio de inducao sobre m,
Wmr([, X)) ={fe W™ (I, X);D*c W (I, X), |a] <m — 1},

com norma correspondente.

2.4 Semigrupos

2.4.1 Semigrupos C°

Seja X um espac¢o de Banach e seja T'(t), t > 0, uma familia de operadores lineares
limitados de X em X. Dizemos que T'(t), t > 0 é um semigrupo de operadores lineares

limitados se
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(i) T(0) = I (I constitui o operador identidade em X),
(ii) T(s+t) =T(s)T(t), Vs > 0,Vt > 0.

Se, além disso, T'(t),t > 0 satisfaz

ltilr(r)l Tt)r =xz,Vre X (2.1)

dizemos que T'(t),t > 0, é um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares

limitados, ou semigrupo de classe C°, ou ainda, um semigrupo C°.

Denominamos o operador linear A determinado por
T(t)x —x
D(A) = {x € X;ltilrél% existe } :

T(t)xr—=z

Az = lim . x € D(A)

t10

de gerador infinitesimal do semigrupo T'(t),t > 0 e D(A), por sua vez, ¢ o dominio de A.

Citamos, agora, algumas propriedades e resultados a respeito de semigrupos

Co.
(i) Seja T'(t) um semigrupo C°. Entdao existem constantes w > 0 e M > 1 tais que

ITt)]| < Me**, se 0<t< oco. (2.2)

Como conseqiiéncia, para cada z € X, a aplicagao t — T'(t)z, definida de Rj em

X, é continua.

(i) Se T'(t) é um semigrupo C° e A seu gerador infinitesimal, temos que, se z € D(A),
entao T(t)xr € D(A) e

d
Tt = AT(t)r = T(t) Ax. (2.3)

(iii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C°, entao D(A) é denso em X e A

¢ um operador linear fechado.

Seja T'(t), t > 0, um semigrupo C°. Sew =0e M =1 em (2.2), o semigrupo

T(t) é dito semigrupo C° de contragoes.

Seja A um operador linear, nao necessariamente limitado. O conjunto de
todos os niimeros complexos A para os quais Al — A é injetor e sobrejetor, com (A — A)~!
limitado em X, é chamado conjunto resolvente p(A) de A. O resolvente de A, por sua
vez, ¢ a familia de operadores lineares limitados R(\; A) = (M — A)~', X € p(4). O

seguinte teorema caracteriza os geradores infinitesimais de semigrupos C° de contracoes:
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Teorema 2.1 (Hille-Yosida). Um operador linear (nao limitado) A € o gerador infinites-

imal de um semigrupo C° de contragoes T(t),t > 0 se, e somente se,

i) A € fechado e D(A) = X.

ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém [0,00) e para cada A > 0 temos |[R(A : A)|| <

>

Para a demonstracao, ver Pazy [2], Teorema 1.3.1.

2.4.2  Semigrupos Analiticos

Lidamos na secao anterior com semigrupos definidos sobre o semi-eixo real nao nega-
tivo. Definiremos agora semigrupos cujo dominio de parametros é uma regiao do plano

complexo contendo o semi-eixo real nao negativo.

Seja ¥ = {z;p1 < argz < g, 1 < 0 < o} e para cada z € ¥ seja T'(z) um

operador linear limitado. A familia T'(z), z € X, é um semigrupo analitico em Y. se

(i) z — T'(z) é analitica em X;

(ii) 7(0) = I e imT'(2)x = x, z € ¥, para cada x € X;

z—0

(ili) T(z1 + 22) = T(21)T(22), para cada 21,29 € X.

Um semigrupo é chamado analitico, se é analitico em algum setor 3 contendo o eixo real

nao negativo.

2.4.3 O Semigrupo do Calor

n
Consideremos o operador de Laplace A = Z aa—; Se 1 < p < 0o, definamos o operador
nao limitado e
D(A) = W>(Q) N Wy"(9),
Au = —Au.
Se Q é um aberto limitado de RY e sua fronteira 952 é suave, entao o operador —A definido
acima é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes analitico sobre LP()). Se

= 1, obtemos o mesmo resultado para o operador acima, desde que

D(A) = {u:ueWy'Q), Auc L'(Q)}.
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Se p = oo, por sua vez, basta considerarmos o dominio de A como sendo
D(A) ={u:ue Cy(),Au e Cy(Q)}

e o operador —A assim definido é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de
contragoes sobre Cy(£2). Tais resultados podem ser encontrados em [2]. Denominamos o

semigrupo (7'(t)):>0, gerado por -A, de semigrupo do calor.

2.5 Resultados Classicos e Desigualdades

Eis alguns teoremas e desigualdades bastante conhecidos, os quais nos serao uteis:

Teorema 2.2 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja A € RY um conjunto men-
surdvel e (fn)n>1 uma seqiiéncia de fungoes mensurdveis tais que 0 < fi(z) < fa(z) < ...,

para cada x € A. Entado,

lim fn(:t)dx:/ lim f,(x)dx.

Teorema 2.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja A € RY um conjunto men-
surdvel e seja (fn)n>1 uma seqiéncia de fungoes mensurdveis convergindo pontualmente
para um limite sobre A. Se existe uma funcio g € L*(A) tal que | f.(x)| < g(x), para cada

n>1etodox € A, entao

n—oo n—oo

lim fn(x)dx:/ lim f,(x)dx.
A A

Para a demonstracao desses dois teoremas, conferir [18].

Teorema 2.4 (Lax-Milgram). Seja H um espago de Hilbert com norma || - || g e conside-

remos um funcional bilinear a : H x H — R. Se existem C' < 0o e a > 0 tais que
(i) |a(u,v)| < C|lul||||v]|a, V(u,v) € H x H (continuidade),
(ii) |a(u,u)| > o||u||?, Yu € H (coercividade)
Entao para todo f € H* (o dual de H), a equagao
a(u,v) = f(v), Yv € H,

tem uma unica solu¢ao u € H.
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Para a demonstracao, ver [6].

Teorema 2.5 (Desigualdade de Jensen). Consideremos um conjunto X munido de uma
medida positiva p tal que fX du=1 e seja F: R — R uma fun¢ao convexa. FEntao, para

cada f € LN(X,dp) tal que F(f) € LY (X, du), temos

F( / f(:v)du(w)) < [ F()duto)

Teorema 2.6 (Lema de Gronwall). Sejam T >0, A >0 e f € L'(0,T) uma fungdo nao

negativa. Se ¢ € C([0,T]) é uma fun¢do ndo-negativa tal que
t
o) <A+ [ fs)p(s)ds,
0
para cada t € [0,T], entao,

olt) < aesp ([ t re)as).

para cada t € [0, 7).

Conferir [7], para a demonstragao dessas duas desigualdades.

Teorema 2.7 (Férmulas de Green). Suponhamos que Q seja um subconjunto aberto lim-
itado de RN com fronteira suave. Sejam u,v € C*(Q). Entdo, se v é a normal unitdria

externa a ) e a% ¢ a derivada direcional na direcdo de v, temos

(i) /VvVudx:—/uAvdx+ @u s,
Q Q a0 OV

. ov ou

(i1) /QuAv—vAu dx = mu%—vg das.

Conferir [11], Teorema A.C.3, para maiores detalhes.



3 A EQUACAO NAO-LINEAR

Neste capitulo, estudamos a equagao do calor nao-linear com condi¢ao de Dirichlet sobre
a fronteira e condicao inicial dada, apresentando um resultado geral de existéncia de
solugao para tal problema, a qual é a solucao de uma equacao integral. Enunciamos o
Principio de Comparacao e analisamos um caso em que a solucao do problema em questao
é globalmente definida e um outro em que a solugao explode em tempo finito. Também
introduzimos o problema eliptico associado e definimos solugao fraca para tal problema.

Alguns resultados com respeito a ambos os problemas também sao tratados.

3.1 A Equacao do Calor Nao-Linear.

Seja € um aberto conexo e limitado de RY, com fronteira suave. O objetivo desta secao
é analisar a equacao do calor nao linear com condicao de Dirichlet sobre a fronteira e

condigao inicial uy € L>(2), a saber,

w—Au =g(u) em (0,T) x Q,
u =0 em (0,7 x 99, (3.1)
u(0,2) =wup(z) em €,
em que g : R — R é localmente Lipschitz. Apresentaremos um resultado geral de ex-

isténcia de solugdes para (3.1).

3.1.1 Existéncia Local de Solucoes

Seja (T'(t))t>0 o semigrupo do calor. Suponhamos que ug € L>(2) e seja g : R — R uma

funcao localmente Lipschitz. Consideremos a equacao integral

() = uo + /O T(t — 5)g(u(s))ds. (3.2)

Dizemos que uma fungao u é solu¢ao do problema (3.1) se u € L>((0,7T) x )
e satisfaz a equagao (3.2) para todo ¢t € [0,7]. Como g(u) € L>((0,T) x ), segue-se
que o segundo membro da equagao (3.2) estd bem definido, de modo que tal defini¢ao faz

sentido.



22

Eis um resultado geral quanto a existéncia e unicidade de uma solugao para o

problema (3.1).

Teorema 3.1. Sejam ug € L*(Q) e g : R — R uma fun¢ao localmente Lipschitz. Exis-
tem um valor mdzimo T,, = T,,(ug) € (0,00] e uma Unica fungio v € L>((0,T) x ),
com 0 < T < T, a qual € solugao de (3.1). T,, é chamado o tempo de existéncia da

solugao u. Além disso, temos:

(i1) ou T,, = +00 e dizemos que u € uma solucao global,

(ii) ouT,, < oo e l%n |u(t)|| L~ = +o00. Neste caso, dizemos que u explode em tempo
1T

finito.

Mais ainda, u depende continuamente de ug. Mais precisamente, a aplicagao
ug — Tin(ug) € semicontinua inferiormente e para cada T° < T, eziste ¢ > 0 e C' < 00
tais que se ||vg — ugl|lre < €, entao ||[v — ul|L(0.)x0) < Cllvo — ol L), onde v € a

solugdo de (3.1) correspondente ao valor inicial vy.

Para a demonstragao, ver [7], Teorema 3.1.1.
Observacao 3.2. (i) Como g(u) € L>*((0,T) x ), entao u € C((0,T), L"(2)), com
u—T(t)uo € L7((0,T), W>"(Q) N Wy () N W' ((0,T), L"(2)),
para cada 1 < r < oo e u satisfaz a equacdo (3.1), q.t.p. em (0,7).

(ii) Suponhamos que g também depende explicitamente de z, isto é, g = g(x,u) e con-

sideremos o problema

u—Au = g(z,u), em (0,7) x Q,
u(t,z) = 0, em (0,7) x 09, (3.3)

u(0,2) = wup(x), em .

Se g é mensuravel com respeito a = e localmente Lipschitz com relagao a u, no sentido
de que |g(z,u) — g(z,v)| < Kalu—v|, para quase todo z € 2 e cada u,v € [—A, A],
entdo, se g(-,0) € L*(Q), valem as conclusdes do Teorema 3.1 para o problema

(3.3).

(iii) Se g : R — [0,00) é localmente Lipschitz e ug € L®(2), com uy > 0, q.t.p. em €,

usando a positividade do semigrupo do calor, temos que u > 0.
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3.1.2  Principio de Comparacao

Uma funcao v na classe

L¥((0,7) x ) n C([0, T], L*(2)) N Li (0, T), H' () N Hyo (0, T), H™H()),

loc
¢ dita super-solugao de (3.1), se

v —Av >g(v) em (0,7) x Q,
v >0 em (0,7) x 09, (3.4)
v(0) >y em (2.
Subsolugoes sdo definidas de maneira andloga, com o sinal da desigualdade em (3.4)

invertido.
O lema a seguir pode ser encontrado em [16].

Lema 3.1 (Principio de Comparacao). Consideremos o problema (3.1), com g : R — R
localmente Lipschitz. Seja ug € L®(Q). Suponhamos que u e v sdo, respectivamente, uma
super-solugdo e uma sub-solugdao de (3.1) sobre algum intervalo [0, T]. Entdo u(t) > v(t)

para todo t € [0,T.

Demonstragao. Como v é sub-solucdo de (3.1) e u é super-solugao deste problema, entao
vy —Av < g(v) e uy — Au > g(u), de sorte que, multiplicando a diferenga de tais desigual-

dades por (v —u)™, obtemos

1d +2 2
g L0 [V < [ () gt
SLM (U—U>+2,
{v>u}

onde M = max{||ul|re(01)x0) [|V]|zo((0,r)x)} € Lar é a constante de Lipschitz sobre
[~ M, M]. Dai,

1d (v—u)t? < LM/(v —u)t?

2dt Jg - Q '
Segue-se que [, (v —u)*? < 0 e, por conseguinte, (v —u)* = 0, donde v(t) < u(t), como

desejavamos. O]

3.1.3 Solucao Global

Suponhamos que

ug(u) < Cu® + C', (3.5)

para cada u € R, onde C' e C’ sdo constantes positivas. Temos o seguinte resultado:



24

Teorema 3.3. Para cada ug € L>(R2), a solugio u de (3.1) estd definida para todo t > 0.

A fim de demonstrarmos este teorema, fazemos uso do Principio de Com-

paragao (Lema 3.1).

Demonstragao. Notemos que da condigao (3.5), juntamente com o fato de que g é local-
mente Lipschitz, segue-se que

g(u) < D(u+1) (3.6)

para alguma constante D e para todo u > 0. Se u > 1, segue-se de (3.5) que

Cl
g(u) < Cu+ — < Cu+C"< D(u+1), (3.7)
u
para algum D > 0. Se 0 < u < 1, entéo, como g é continua, temos g(u) < Dy < Do(u+1),

para algum D,. Basta considerarmos D = max{Dy, Ds}.
Seja v = (||lug||p~ + 1)eP" — 1. Entao v é a solucao de
v —Av = D(w+1)em (0,00) x €2,
v = 0em (0,00) x 09, (3.8)
v(0) = Jjug||r~ em Q.

A condigao (3.6) garante que v; — Av > g(v) e o Lema 3.1 assegura que u < v em

(0,T,,) x €.

Analogamente, da condicao (3.5) é possivel deduzir que g(u) > D(u— 1), para
u < 0 e uma certa constante D. Considerando, entio, a subsolucio w = —(|Jug|| L~ +

1)65t + 1 de (3.1), segue-se que w < u em (0,7},,) x €, pelo Principio de Comparacao.

Suponhamos que 7,, < oo, entdo a norma L* de u ¢é limitada para todo
t € (0,T,,), poisw < u < wvem (0,7,) x Q. Mas isso contradiz o Teorema 3.1. Logo,

concluimos que 7;,, = 400. O]

3.1.4 Uma Solucao que Explode em Tempo Finito

Seja G(x,u) = / g(z,s)ds. Ao problema (3.3), associamos a energia dada por
0

Eu) = %/Q|Vu|2—/QG(x,u). (3.9)

Faremos uso de um resultado com respeito a energia, a fim de estudarmos um caso em
que a solugao de (3.1) nao estd definida para todo ¢ > 0, no sentido de que ela explode

em tempo finito.
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Lema 3.2. Sejaug € L®(Q)NH(Q) e seja u a solugdo de (3.3) definida sobre o intervalo
mdzimo [0, T,,). Entdao v € C([0,T,), Hy () e

E(u(t)) < E(uo), (3.10)

para todo t € [0,T,,).

Para conferir a prova, ver [7], Teorema 3.4.2.

Se g(u) = |u|P"'u, entdo G(u) = —=|ulP™. Neste caso temos o seguinte

P+1

resultado:
Teorema 3.4. Seja p > 1. Seja uyg € H} () N L>®(Q) satisfazendo
E(ug) = 1/ |V [*da — L/ |uolP ™ dz < 0 (3.11)
2 Jo p+1Ja -

e ug nao identicamente nula. Entao T, < oco.

Demonstracao. Consideremos
o(t) = / u(t, z)2dz (3.12)
Q

e suponhamos que 7;, = +o00. Nosso argumento consiste em encontrar uma desigualdade
diferencial para ¢, que nao esteja definida para todo ¢t > 0. Observemos que, de (3.9),

(3.10), obtemos

¢ (1) :2/uut:2/ u(Au + |ulPu —2/ |u|Ptt — /uAu
Q Q
:2/ |u|p+1—2/ Vul? = —4E(u) /| 1 (3.13)
Q + 1

> —4F(u Pl
(w) + 2222 [

Assim, da condigao (3.11) e pela desigualdade de Holder, obtemos

2(p -
o)z 22l [ 222D (1, |> 25 - jos
p p

> % K/QW) ygw] & (3.14)

p+1

= ap(t)

pt1

2

onde o = ;HU Q|7 * > 0. Em particular, a funcdo ¢ é ndo-decrescente e, como ©(0) > 0,

segue-se que (t) > 0, para todo t > 0. Por outro lado, por (3.14), temos

df_ 2 e _ 90 ae®F
i (o) - e e
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e, integrando sobre (0,t), obtemos

2 p— 2 p—
0< —0(t)F < —=1p(0)7" —at

e, entao

T LA

para todo t > 0. Mas isso contradiz nossa suposicao T,, = +o0o. Concluimos, entao, que

T, < oo. ]

Observagao 3.5. O resultado acima vale sob condigoes mais gerais:

Suponhamos que f : 2 Xx R — R é uma funcao localmente Lipschitz em u e

satisfaz
ugla,u) > (24 )Gz, u) = (2 + ) / o, 1)dt,
0

para todo u € R, com £ > 0. Se ug € L>(£2) é tal que E(uy) < 0 e uy ndo é identicamente
nula, entdo a solugao u de (3.3) para o valor inicial ug nao estd definida para todo ¢t > 0,

isto é, T, < oo.

3.1.5 Solucoes Fracas da Equacao do Calor Nao Linear

Nesta segao introduzimos a nocao de solucao fraca para a equagao (3.1), tal
como ¢ definida em [19]. Sejam uy € L'(Q) e § a fungao distancia até a fronteira de €,
isto é,

d(z) = dist(x, 09). (3.15)
Uma solugao fraca de (3.1) sobre (0,77) é uma funcdo u tal que para todo 0 < S < T,
temos u € L'((0,5) x Q), dg(u) € L'((0,5) x Q) e

—/OS/QU(QJrAC)—/QUOC(O):/OS/QQ(“)C

para toda ¢ € C%([0,5] x Q), com ((S) = 0 e ¢ = 0 sobre Q. Uma funcio v €
L>((0,5) x Q) é dita uma super-solugao fraca de (3.1) quando

_/OS/QU<@+A¢>—/QUOC<0> /OSLg<v><z/OSLg<v><,

para ¢ € C%([0,5] x Q), com ((S) = 0 e ¢ > 0 sobre Q. Subsolucdes fracas de (3.1) sdo
definidas analogamente, com o sinal de desigualdade invertido.

Observemos que se u é uma solugao clédssica de (3.1), entdo é também solugao
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fraca de (3.1), pois, multiplicando (3.1) por ¢, com ¢ € C%([0,5] x Q), ((S) =0e (=0

sobre 0F e, em seguida, integrando sobre (0,.5) x 2, obtemos

[} L= fuc= [ [ 2
- [ - //u@ IR
= [ u(s)¢(5) = [ o) / / G+ AQ)
o [ e

Teorema 3.6 (Principio de comparagao fraco). Sejam uy € L'(Q) e g : R — R uma

(3.16)

funcdo ndo decrescente localmente Lipschitz. Seja T > 0. Suponhamos que w € L*((0,S)x
Q) eu e L*((0,5) x Q), para cada 0 < S < T. Se w e u sao, respectivamente, uma
super-solugao fraca e uma subsolugdo fraca de (3.1), u,v > 0, entao u(t) < w(t), para

cada t € [0,T.

Demonstracao. Consideremos h(t,z) € D((0,S5) x Q), sendo h > 0 e seja ¢ a solugao de

—G—AC = h,
¢ = 0, em 99, (3.17)
¢(s) = 0.

Em particular, ¢ € C([0, 5], C?(Q2) N Cy()). Como w é super-solucio fraca de (3.1) e u

é subsolugao fraca de (3.1), entao

// (6+80) = [ w0 //
—/OS/Qu<<t+A<> [ weo //

Subtraindo a primeira desigualdade da segunda, obtemos

/OS/Q<u—w>hs/S/<g<w>—
< [ =t

< /0 /{ R
=0/OS/Q<u—w>+<.
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Observemos que a segunda desigualdade se dd em virtude de ||u||zoo((0,5)xq) < 00 €, desse
modo, ¢ ser Lipschitz sobre [0, fos Jo lull o (0,5)x)]- Notemos que (u —v)* < w € L™,

Assim, pela desigualdade de Hélder, obtemos

Aiéw—wMSC(AiéMfwﬁff(454&); (3.18)

Por outro lado,
s
)= [ 1= p(ss,
t

em que (T'(t))i>0 ¢ o semigrupo do calor. Assim, uma vez que (7'(t)):>o ¢ um semigrupo

de contragoes, obtemos

e < ([ nts ||L2ds) <—o [ ([ [#)e e
[ Le=s [ f»

Assim, da desigualdade de (3.18), obtemos

[ fmmns S ([ framwre) ([ )

Desse modo, podemos considerar uma seqiiéncia (hy,)n>0, hn € D((0,.5) x Q) de sorte que

Logo,

h,, convirja para (u —w)* em L?((0,S) x ), se n — oo. Pelo Teorema da Convergéncia

Dominada (Teorema 2.3), temos

o [ foo-omam G ([ fromor) ([ )
Logo,
/j/@w-ww—wx%(/j/ﬂ[@—w)*]?f(/OS Q[(u—wm?)é,

e, portanto 5 5
/ A[@—M*Ps%/o JACETOR,

Desse modo, se C%25? < 2, entao (u — w)" = 0, donde u < w, para 0 <t < S. Iterando,
obtemos o resultado geral. Procedendo de forma andloga, consideramos o problema a
partir do valor inicial u(S) a fim de obter o resultado para um intervalo (0,5 + §), com

S+ 6 < T,,. O resultado geral segue, pois, por iteragao. Il
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3.2 O Problema Eliptico Nao Linear

Consideremos o problema eliptico

—Au =g(u) em Q,
u =0 em 02,

(3.20)

em que g : R — R é localmente Lipschitz. Dizemos que u é uma solucao fraca de (3.20),

seue€ LYQ), u>0,g(u)d € LY(Q) e

- [uac= [ gt (3.21)

para todo ¢ € C%(Q) tal que (|pq = 0.

Observacao 3.7. (i) A segunda integral em (3.21) estd bem definida. De fato, dado
x € Q, seja y € 0§ o ponto tal que §(x) = | — y|g, onde | - |g denota a norma
euclidiana. Seja v € RV, tal que * = y + v. Evidentemente, (y,y +v) € Q.
J& que ¢ € C%*(Q), em particular, ¢ é diferencidvel em (y,y + v) e continua em
ly,y +v]. Se C = max,q|V((z)|, entdo o Teorema do Valor Médio garante que
IC(x)| = [¢(y +v) — ((y)] < Cd(z). Portanto, visto que g(u)d € L'(2), obtemos
Jo9()C < f 9(u)C8 < 0.

(ii) Se uma solucdo u de (3.20) é cldssica no sentido de que u € C?*(Q) e satisfaz a
equagao (3.20), entao u é também uma solucdo fraca de (3.20). Com efeito, como
u € C?(Q) e Q é limitado, conclufmos que u € LY(Q) e g(u)d € L(2). Por outro

lado, como ulgq = 0, bem como (|gn = 0, obtemos, pelo Teorema 2.7, que

/ uA( — CAudr = u@ — v@dS =0
v v

= — /uACd:c— /CAudaz—/ g(u)Cdx.

(iii) Como 2 é limitado, o operador —A satisfaz as condigoes do Teorema 2.4. Deste fato
e a partir de resultados de regularidade segue-se que, se g € L*({2), entao existe

uma tnica solucao de (3.20) em C?(Q).

(iv) Uma solucao fraca w de (3.20) é uma super-solucao fraca de (3.1) se ug < w. Com

efeito,

- [ wco) // (G +AC) - // —— [ //wct



30

—/Quoqo)—/os/gwctz—/ﬂuoc<0>—/Qw<<T>+/ch<0>+/OS/th<

__ / (g — w)((0) > 0,
Q

para cada ¢ € C%([0,5] x Q), com ((S) = 0 e ¢ = 0 sobre d§2. Pelo principio de

comparagao fraca, temos que u(t) < w, para todo t € [0,7,,).

Lema 3.3. Para cada f € L'(Q,8(x)dx), uma existe uma tinica solugdo fraca v € L'(£2)

de
—Av =f em (2,

v =0, em 02,

_/QUACZ/QJCC’ (3.23)

para todo ¢ € C?(Q) e ¢ =0, sobre 9Q. Além disso,

(3.22)

no sentido de que

[vllzr < Cllfllzr.6)da)s (3.24)

para alguma constante C' independente de f. Também é verdade que se f >0, q.t.p. em

Q, entao v >0, q.t.p. em Q. Mais ainda,

v =Tty + /0 Ts) fds, (3.25)

para todo t > 0, onde (T(t))i>0 € o semigrupo do calor.

Demonstragao. Para provar a unicidade, consideremos as solugdes vy e vy de (3.22). Logo,

v =1 — vy é tal que

/UAC z/leC—/vaCZ —f+f=0, (3.26)
Q Q )
para todo ¢ € C?(Q), satisfazendo ¢ = 0, sobre 9€2. Dado ¢ € D(£), seja ¢ a solucio de

A( = ¢ em (),
Cloa = 0.

[ ve= [ oac=o.

em €2, donde v = 0, porquanto ¢ é arbitrario.

Por (3.22) e (3.26), segue-se que
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Para provar a existéncia, assumiremos que f > 0 (do contréario, podemos
considerar f = f, — f_). Dado um inteiro k > 0, seja fx(z) = min{f(z),k}. Notemos

que fr — f em LY(Q,d(x)dx), se k — oo. Seja vy a solugao de

—A’Uk = fk em Q,
v, =0  sobre 0.

(3.27)

Como f* € L*°(Q), tal solugao existe, segundo a Observagao 3.7, item (iii). Notemos que

a seqiiéncia (vg)g>0 ¢ nao-decrescente. Também ¢é uma seqiiéncia de Cauchy em L'(€),

/Q(Uk —u) = /Q(fk: — f1)Cos

—A(y = lem?(),
(o = 0, sobre 092.

pois

onde (j é solucao de

(3.28)

Portanto,

/ ’Uk - ’Ul‘ < C/ ’fk — fﬂé(l‘)dl‘
Q Q

Multiplicando (3.27) por (, concluimos que v é uma solucao fraca de (3.22), se k — oo
em (3.27). A fim de estabelecermos a estimativa (3.24), basta tomarmos ¢ = ¢, em (3.23)

e, assim,

vl _/U_/fCo < O\ fll2r@,5(2)da)-
0 Q

A fim de estabelecermos (3.25), consideremos primeiro que f é suave e que v
¢ uma solugao suave da equacgao integral (3.25). Desse modo, g(s) = T'(t — s)v também é
suave para 0 < s < t. Ora, pela propriedade (i7), item c), dos semigrupos (segao 2.4.1),
temos que
dg

= =AT({t—s)v=T(t—s)(Av)=-T(t—s)f.

Integrando sobre (0, t), temos

v:T(t)v—/O T(t—s)f.

Obtemos (3.25) por uma mudanca de varidveis. Se f é arbitraria, basta considerarmos
uma seqiiéncia (fg) suave convergindo para f em L(Q). Seja, pois, v a solugao do

problema (3.22) correspondente a fi. Assim,

v = T(t)vx, + / T(s)frds.
0
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Logo, se k — oo, obtemos
t
v="T(t)v —I—/ T(s)fds,
0
para todo t > 0.
O
Lema 3.4. Seja f € L'(Q,0(z)dz), e seja u € LY(Q) a solugdo fraca de (5.22). Seja
¢ € C*(R) uma fungdo concava tal que ¢ € limitada e ¢(0) = 0. Entdo,
- [ otwacz [ swie
Q Q

para todo ¢ € C?(Q), com ¢ >0 e { =0 sobre 05,

Demonstragdo. Como D(€2) é denso em L'(2,§(x)dx), existe uma seqiiéncia (f,,) C D(Q)
tal que f, — f em LY(Q,d(x)dz), se n — co. Seja u,, a solucao de
—Au, =f, emQ,
u, =0  sobre 0.

Entao, u,, — u em L'(Q), se n — oo, pelo Lema 3.3. Por outro lado, como ¢ é concava,

segue-se que ¢” < 0. Assim,

Ap(un) = ¢ (tn)Auy + gb”(unﬂvunP < ¢ (un) Aup = —¢' (un) fo-

— 0] n A — A(Z) n ( )/ n ”I’L

para todo ¢ € C?(Q), com ¢ > 0 e ¢ = 0 sobre Q. Fazendo n — oo, segue-se o
resultado. O

Lema 3.5. Seja w uma super-solugdo fraca de (3.20), no sequinte sentido: w € L'(Q),

w >0, g(w)d € L'(Q), onde § € dada por (4.3) e

- / TAC > / g(@)C,

para todo ¢ € C%(QQ), com ¢ >0 e ( =0 sobre Q. Entdo existe uma solugdo fraca w de
(8.20) tal que 0 < w < .

Demonstracdao. Faremos uso de um argumento de iteracao mondtona. Definamos a seqiiéncia
(wy), considerando wy; = w e

~Awnyy = g(w,) em O,

Wpip =10 sobre 0f2,
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para n > 1. Afirmamos que W = wy; > wy > ... > 0. Com efeito, é suficiente provarmos
que w; > wy > 0, visto que o caso geral é facilmente obtido por inducao (desigualdade
W, > wypy1) € pelo Lema 3.3 (existéncia da solugao fraca w1 e condigdo w,41 > 0).

Observemos que a solucao fraca wsq, assim definida, existe pelo Lema 3.3 e que

w0 = - [mac- (— / szg)

> [ g~ [ glwc=o
Q Q
para todo ¢ € C%(Q), com ¢ > 0 e ¢ = 0 sobre 9. Dado ¢ € D(Q), p > 0, seja (, a

(3.29)

solucao de
—Al, =¢ emQ,
¢, =0 sobre Of).

Tomando ¢ = ¢, na expressao (3.29), obtemos

/Q(wl —wy)p = /Q(wl —wy)(—A¢,) > 0.

Como ¢ > 0 ¢ arbitrario, entao w; > wsy para quase todo x € 2. Por outro lado, o
Lema 3.3 assegura que wy > 0. Ora, a seqiiéncia (w,,),>1 ¢ ndo-decrescente e, portanto,

converge para um limite u € L'(2), que obviamente ¢ solugao fraca de (3.20).



4 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

Neste capitulo analisaremos o comportamento assintético das solucoes do problema

u—Au =g(u) em (0,7) x €,
u =0 em (0,7) x 09, (4.1)
w(0,z) =wup(z) em Q.

onde g : [0,00) — [0, 00) é uma fungao de classe C', convexa, nao-decrescente, ug € L>(£2)
e Q é um aberto suave, conexo e limitado de RY. Consideraremos apenas solucdes nao
negativas. Veremos que ha situacoes em que o comportamento assintético da solucao
de (4.1) determina a existéncia de solugoes fracas para o problema estacionario eliptico

associado
—Au =g(u) em €,

u =0 em 02,

(4.2)

no sentido da definicao dada na se¢ao 2.2. Em alguns resultados, assumiremos as condigoes

adicionais
9(wo) >0 (4.3)
¢ o0
/x 0 % < 00, (4.4)

para algum zy > 0.

Os resultados deste capitulo, bem como o teor de suas demonstragoes podem

ser encontrados em [8].

Observemos que da condigao (4.4) segue-se que

lim ¢'(s) = +o0; (4.5)

§—00

do contrario, existiria C' tal que ¢'(ux) < C, para alguma seqiiéncia uy > 0, up — +00.
Como g é convexa, segue-se que ¢’ é nao decrescente e, por conseguinte, ¢'(u) < C, para

todo u > 0. Assim, g(u) < Cs + ¢(0), para todo u > 0, donde

m_/w ds </mﬁi
w Cs+90) = ) 9(s)

o que contradiz (4.4).

Exemplos:
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1) Seja g(u) = e*. Sabemos que g é de classe C', convexa, nao-decrescente e obvia-

mente satisfaz (4.3). Quanto a condigao (4.4), notemos que

% M g 1\ M 1
/ Y~ tim Y — lim (——) — lim <——M+1) 1.
o €° M—+oo Jo €% M—+o0 e’ M—+o00 e

0
2) Seja h(u) = (1+u)?, 1 <p < c0. Ora,

/°° ds . (T4 s)t?
——— = lim ———
o (1+s)P Mot 1-—p

Logo, h é um exemplo de funcao satisfazendo as condi¢oes do problema em questao.

Mo A+ M- 1
= lim = .
M——+oc0 1—p p—l

0

Nosso primeiro resultado assegura a existéncia de uma solucao fraca para o

problema estaciondrio (4.2), desde que exista uma solucao global de (4.1).

Teorema 4.1. Suponhamos que a condicdo (4.4) € satisfeita. Se existe uma solugao global

de (4.1) para algum ug € L>(2), ug > 0, entao existe uma solucao fraca de (4.2).

Demonstragao. Vamos assumir que g(0) > 0, pois do contrario, w = 0 é uma solugao
fraca de (4.2). Sem perda de generalidade, admitiremos também que uy = 0, de modo
que u(t) > 0ewu; > 0, paratodot > 0. Para verificarmos tais fatos, observemos que g(t) >
g(0) > TO) =7 > 0, para todo t > 0, uma vez que g é nao-decrescente. Consideremos,
entao, a solucao v(t) = ntT(t)p1, onde @y é a primeira autofuncao associada ao primeiro

autovalor \; > 0 de —A em Hj(f2) (uma abordagem sobre autovalores e autofungoes do

operador —A em H} () pode ser encontrada em [7]), com ||¢1]|z~ = 1. Entao,

—Av =nT(t)p1 <n < g(v).

Como v(0) = 0, temos, pelo principio de comparacgao, que u(t) > v(t) = nte " tp; > 0,

para todo ¢t > 0.

A fim de mostrarmos que u; > 0, para todo ¢ > 0, fixemos 0 < T' < co. Note-
mos que se 7o > 0 é suficientemente pequeno, entao |[u(7)||ze((0,r)xq) ¢ arbitrariamente
pequeno, para 0 < 7 < 75. Com efeito, u(t fo (t — s)g(u(s))ds, para todo t > 0 e
g(s) — g(0) < Lys, para todo 0 < s < M, onde M = ||uf|zoo((0,r)x0)- Como (T'(t))i>0 é

um semigrupo de contragoes, temos que
t
()]l L= (0,r)x) < / [Larllu(s)[| Lo (0,mxe) + 9(0)]ds.
0
Logo, pela Desigualdade de Gronwall,

Hu(t)HLoo((O,T)XQ) < g(O)TeTLMo — 0,
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quando 7 — 0. Aqui, Mo = ||u|| Lo ((0,70)x)-

Pelo Teorema 3.1, a aplicagao ug +— 1, (ug) é semicontinua inferiormente; logo,
existe 9 > 0 suficientemente pequeno de modo que a solugao do problema (4.1) associada,
a condicao inicial u(7y) é z(t) = u(m + t), para todo t € [0,7]. Como z(0) > uy = 0,
entao z é uma super-solugao de (4.1) com respeito ao valor inicial ug. Logo, z(t) > u(t),
para todo t € [0,7], em virtude do Principio de Comparagao. Assim, para 0 < 7 < 79,
temos que u(t + 7) — u(t) > 0, para todo t € [0,7]. Analogamente, u(t — 7) — u(t) < 0.
Portanto, u; > 0, para todo ¢t € [0,7]. Como T é arbitrario, segue-se que u; > 0, para
todo ¢t > 0.

Agora, observemos que, devido a condicao (4.5), existe M > 0 tal que
1
g(s) — Ais > 59(5) para s > M. (4.6)

Seja v € C*(Q), ¢,, = 0. Como 4 [Lu(t)p = [qup e — [ Au(t)p = [, ult
entao, multiplicando (4.1) por ¢ e integrando sobre €2, obtemos

Primeiramente afirmamos que

sup/gg(u)cpl < (1+M)M, (4.8)

>0
em que M é tal como em (4.6) e ; é a primeira autofuncio de —A em H{(Q) associada
ao primeiro autovalor A, com fQ ¢1 = 1. De fato, tomando ¢ = ¢; na equagao (4.7),

obtemos

G e [uwe =5 [uwo+ [uo-ae)

~ [ stutt)e (4.9)
Q

>g </Q U(t)901> )

pela Desigualdade de Jensen. Ora, se existe tg > 0 tal que fQ (to)p1 > M, entao segue-se
das desigualdades (4.9) e (4.6) que

%Qums@lzg(/gu(t) )—Al/g <>w1>;g(/ﬂ Wl), (410)

para todo t > ty,. Mas isso contradiz a hipdtese, pois, se tomarmos ¢ = max{ty,zo} e

t) = [, u(t)p1 na expressao (4.10), obtemos

—w< ) = 59((1),

1
27
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donde

/C”%z/f%@:m.

[ uttyer <

para todo t > 0. Integrando a desigualdade (4.9) sobre (¢,¢ + 1) e sabendo que u; > 0, o

Assim,

que assegura que u é nao decrescente, temos

/Qg(u(t))sol < /tt+1/Qg(u)901
:/Q(u(tJrl) —u())pr + M /tm/Qusol
g/Qu(t+1)901+>\1/tt+l/Qu901

S (1 + )\1>M7

donde a estimativa (4.8) fica estabelecido. Afirmamos, agora, que existe K > 0 tal que
sup |lu(t) ]| < K. (4.11)
>0

Com efeito, consideremos a solucao ¢y de (3.28). Seja ¢ = (y na expressao (4.7) e inte-

gremos sobre (t,¢+ 1), o que nos da

furs [ oo [ e
:/Qu(t)(()—/ﬂu(t—i—l)Co—l—/tJr /QQ(U)CO-

A afirmacao (4.11) segue-se, entdo, do fato de u ser crescente e de (4.8), usando que

Go < Coy.

Pelo Teorema da Convergéncia Monétona, segue-se da estimativa (4.11) que
w(t) tem um limite w € L'(Q) o que, juntamente com (4.8), assegura que, se ¢ — o0,
entao g(u) converge para g(w) em L'(Q, §(x)dx), uma vez que g(u)d converge para g(w)d

em L'(2). Seja p € C*(), |y, = 0. Integrando (4.7) sobre (¢,¢ + 1), temos

[fow [ frocsa= [ fatons

Se t — 0o, obtemos
/ w(—Ap) = / g(w)e.
Q Q

Isto significa que w é uma solugao fraca do problema (4.2). O
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Como conseqiiéncia imediata do Teorema 4.1, temos:

Corolario 4.1. Suponhamos que vale a condi¢io (4.4). Se ndo existe solugdo fraca para
o problema (4.2), entdo, para todo valor inicial ug € L®(2), ug > 0, a solu¢do de (4.1)

explode em tempo finito.

Como reciproca do Teorema 4.1, temos o seguinte resultado, valido ainda que
g nao satisfaca a condigao (4.4).
Teorema 4.2. Se existe uma solugdo fraca w do problema (4.2), entdo para cada uy €

L>(Q), tal que 0 < ug < w, a solugao u de (4.1) com u(0) = uy € global.

O teorema que enunciaremos a seguir é concernente a existéncia de solucoes
classicas para “perturbagoes”do problema (4.2), pressupondo que o mesmo admite uma

solugao fraca.

Teorema 4.3. Se existe uma solug¢ao fraca w do problema (4.2), entao, para cada € €

(0,1), existe uma solugao cldssica w, de

—Aw,

1 —¢)g(we) em (0,T) x €,

( (4.12)
0 em (0,T) x 0.

wE
A fim de demonstrarmos tal teorema, enunciamos o seguinte resultado:

Lema 4.1. Suponhamos que g(0) > 0 e seja

h<u>:/0u;f—j),

para todo u > 0. Seja g uma fungao sobre [0,00) tal que g < g e ¢ < ¢'. Definamos

=],

para todo uw > 0. Entao

(i) ¢(0) =0 e 0 < ¢(u) < u para todo u > 0.
(ii) ¢ € crescente, concava e ¢'(u) < 1 para todo u > 0.

(i1i) Se h(co) < 00 e g # g, entdo ¢(o0) < 0.
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Demonstragao. As propriedades (7) e (ii7) sao imediatas. Para verificarmos a propriedade

(77), observemos que

¢'(u) =

_ g(wg (6(w)¢' (w) — G(o(w)g' ()  Fo(u)(g'(d(u) — g'(w))
g(u)? g(u)? '

Da hipétese do lema e por ser g uma funcao convexa, temos que ¢’ (p(u)) < ¢ (o(u)) <

g'(u), donde ¢'(u) < 1e¢ > 0. Portanto, ¢ é concava. Assim, o item (i7) estd provado. [

Demonstra¢ao do Teorema 4.3. Observemos que se g(0) = 0, entdo 0 é uma

solugao fraca de (4.12). Podemos, pois, assumir que g(0) > 0. Consideremos dois casos.

/Ow%mo

Seja v = ¢(w), onde ¢ é como no Lema 4.1, considerando g = (1 — ¢€)g. Em virtude do

Primeiro suponhamos que

Lema 4.1, v € L*>() satisfaz as condigoes do Lema 3.4.

_/QUAC = —/Q¢(w)ACZ/Q¢'(w)9(w)C
_ /gz(l—’f)(iu(;b w)¢ = /1—5 w))¢

- / (1 - )g(v)C,
Q

para todo ¢ € C%(Q), ¢ > 0 e ¢ = 0 sobre 0. Logo, v é uma super-solucio de (4.12).

Assim,

Segue-se, entao, pelo Lema 3.5, que existe uma solugao fraca w. de (4.12). Suponhamos,
agora, que fo o5 = 00 Como no caso anterior, seja v; = ¢p(w) e g = (1 — €)g, segundo

a construgao do Lema 4.1, o qual assegura que 0 < v; < w (item (7)). Observemos que

_ _ 9w
fo oty € concava, pois R (u) = —;72(u) <0.

Assnn,

e entao
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Como
o(w w /
o = [ 5= [
- 19 [ = -an)
obtemos
h(w) < (1= 2)hlw) + =
e, por conseguinte,
el < C(1+w).

< <
)=y = w
Em particular, g(v1) € L'(2), pois C(1 + w) € L'(Q2), uma vez que 2 é limitado.
Em virtude do Lema 3.4,

- [mac=- [owiacz [ stuigtwr = [ EELD )¢

(w)

= [=2gto)¢ = [ (1= 2gtwnc.
Q Q

Logo, v; é uma super-solucao do problema

—Aw = (1—e)glu) emQ
u; =0 em Of).

(4.13)

O Lema 3.5 garante, entao, que existe uma solucao fraca u; de (4.13) tal que 0 < uy < v;.
Como g é nao-decrescente, segue-se que 0 < g(u1) < g(v1) € L'(2), de sorte que u; €
LP(Q), para todo p > 1 tal que (ver [3])

p < (p<ooseN=1, p<ooseN=2). (4.14)

N —2
Consideremos, agora, g1 = (1—¢)g e procedamos como na construgao anterior.

Sejam, g1 = (1 —€)gy e v = ¢(uq), em que ¢ estd associada a g, no sentido de que

o(u) = b (ha(w)),
~ Yo ds Y ods )
com h(u) = / —— e hi(u) = ——. Da concavidade de h;, obtemos
o G1(s) o 91(s)
up —vy [ ¢'(u)du

gi(v2) Sy 9(o(w))

hi(ur) < ha(g(wr)) +

“ Gew)dn [ g (0(w)d
| awg(o) )/ 1 (W1 (@)

— (1-¢) /Ou gf&) = (1 — &)hi(w)
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e entao
eg1(v2) < C(1+ ).

Ora, pelo Lema 3.4, vy é uma super-solucao fraca do problema

—Auy = (1—¢)gi(ug) em Q,

( (4.15)
0 sobre 0§,

U2

de modo que, pelo Lema 3.5, existe uma solugao fraca us do problema (4.15), de sorte que
0 < us < wy. Como pelo Lema 4.1 temos que 0 < vy < uq, entao 0 < ugy < vy < uq. Assim,
g(ug) < g(uy) < C(14 uy). Em particular, g(ug) € LP(Q2), para todo p > 1 satisfazendo
(4.14). Logo, us € L"(), para todo r > 1 tal que r < 2 (r <oose N =1,2,3,7 < o0
se N = 4). Iterando, obtemos em k etapas que k(N) = % + 1, de modo que a solucao wuy

de
—Aup = (1—¢8)gr_1(ur) em £,

ur =0 sobre 02,
onde g1 = (1 —¢)*1g, pertence a L>=(£2). Como ¢ € (0,1) é arbitrdrio, o resultado est4
provado.

O

Observagao 4.4. H4 também resultados associados a uma equagao mais geral que (4.2).

Trata-se da equagao
—Au = Ag(u) em Q,
u =0 em 0f2,

(4.16)

em que A > 0. Nesse caso, existe 0 < \* < oo, tal que

(i) paracada 0 < A < A", a equacdo (4.16) tem uma solugao cléssica, positiva, minimal
u(A), que é a unica solugao estével de (4.16), sendo a estabilidade aqui caracterizada
por

A=A = A (u(N)) > 0.

E possivel que, para alguns valores de A € (0, \*), haja uma ou mais solugoes de

(4.16), porém estas serao instaveis.
(ii) a aplicagdo A — wu(\) é crescente.
(iii) para A > A\*, o problema (4.16) nao possui solugao fraca.

(iv) para A = \*, existe uma solugao fraca u* = /1\1&1 u(\) de (4.16).
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Conferir [1], [4], [5] e [12].

A fim de demonstrarmos o Teorema 4.2, faremos uso dos seguintes lemas:

Lema 4.2. Suponhamos que a condi¢ao (4.4) € satisfeita. Existem constantes K > 0
e g9 > 0 tais que para cada 0 < € < &g, eriste uma funcao ¢. € C*([0,00)), concava,

crescente, e

(1) ¢(0) =0,
(ii) 0 < ¢(z) <z, para x > 0,

(iii) 1> ¢.(x )>%pamx20.

Além disso, sup,>q ¢.(r) < 00.

Demonstracao. Se g(0) > 0, basta aplicarmos o Lema 4.1, para g(u) = g(u) —e. O
resultado ¢ obtido com €y = ¢(0) e K = 1. Podemos, entao, assumir que g(0) = 0. Seja
a a unica solugao de g(a) = 1 e definamos
T ds
H(zx :a+/ —— para x> a.
SR AR
Como g(a) =1, existe 0 < gg < 1 tal que 0 < e < g((1 —¢€)a), para 0 < € < gy. Para tais

valores de ¢, definamos

v d
H.(z)=a +/ i para x> (1—¢)a.
(
Observemos que H.((1 — €)a) = a = H(a). Além disso,

< ds
lim H.(z) > a+/ —— > lim H(x).

Tr—00 ) r—00

Desse modo, ¥.(z) = H-'(H(x)) estd bem definida para todo x > a, ¥.(a) = (1 —€)a e

£

SUp,>, Ye(z) < 0o. Também temos que, para x > a,

(4.17)
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pois como . (z) < x, entdo ¢’ (¢(x)) < ¢'(x), j4 que g é convexa e, portanto sua derivada
é nao-decrescente. Consideramos, agora, uma fungao concava ¢. € C?([0,00)) tal que
¢e(z) = Ye(z), para x > a, ¢.(0) = 0 e ¢.(z) < 1, para todo z > 0. Tal funcao existe,

uma vez que
Ve (a)

a

Yl(a) < <1.

Observemos que ¢. satisfaz os itens (i) e (7). Quanto a propriedade (iii), mostraremos
que é valida com K =1+ ag'(a). De (4.17) obtemos, para = > a, que

9(0:(2)) ~ ¢ _ g(.(x)) ~ K
o)~ glo)

¢a(x) >

Y

e, assim, a (1ii) é valida para = > a. Se x < a, temos

¢-(x) 2 ¢L(a) = g((1 —€)a) —&.

Além disso, como ¢ é convexa, entao

9((1 —¢€)a) =z g(a) —eag'(a) =1 —e(K - 1),

pelo que deduzimos, para x < a, que

/ R (S S
Gel2) 21—k =1- v 21— 05
o) ~ K _ g(0x(x) — K

g(x) g(z)

Logo, a propriedade (iii) é satisfeita para z < a o que conclui a prova. O
Lema 4.3. Seja 6 a funcao distancia até a fronteira de €2, isto €,
d(z) = dist(z,00).

Para cada 0 < T < oo, existe e1(T) > 0 tal que, se 0 < ¢ < &1, entdo a solugdo Z da
equacao
Zi—ANZ =—eK em (0,00) x Q,
Z =0 em (0, 00) x 082,
Z(0) =4, em €,
é tal que Z > 0 sobre [0,T] x Q.

Demonstragao. Seja (p a solugao de

—A{y = lemQ,
(o = 0, sobre 0f).



44
Sabemos que

t
G =T+ [ T(s)1ads
0
para todo t > 0. Como T'(t)(y > 0, entao

t
/T@M%SQSC&
0

(4.18)
para todo ¢ > 0 e alguma constante C' > 0. Por outro lado,

Z(t)

T(t)o — E/tT(S)lgdS

e, desse modo, segue-se da desigualdade (4.18) que

Z(t) > T(t)5 — C.

Sejam, agora, ¢g > 0 e ¢ > 0 tais que cpp; < 6 < c1p1, onde p; > 0 é a primeira

autofungao do operador —A em H}(Q), associada ao primeiro autovalor A;. Assim,

T(t)6 > coT(t) g = coe™ Mgy > D e=utg,

1
Portanto,

Z(t) > (ﬁe’\lt - eC) J.

Logo, Z(t) > 0 sobre [0,T], se ¢ < ;_OCG—MT‘ -

Demonstrag¢ao do Teorema 4.2 Suponhamos primeiro que a condigao (4.4) nao
é satisfeita, isto é, f;; % = +o00. Entao, a solucao de

ﬁ (9>H’ (4.19)

6(0)

é global. Com efeito, consideremos a fungao de classe C*, F : [6(0), 00) — [0, o), definida
por

A partir de (4.19), obtemos

Logo,

FO®)=t=0(t)=F'(t). (4.20)
Ora, F'~! estd definida para todo t > 0. De fato, F' é sobrejetiva, uma vez que a condicao
(4.4) falha. E injetiva, visto que F'(x)

5 > 0, para todo z > 6(0). Com efeito,
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se houvesse x; > 60(0) e xo > 0(0) tais que x; # x9 e F(xy) = F(x2), existiria algum
x € (x1,72) tal que F'(z) = 0, pelo Teorema de Rolle, o que é um absurdo. Portanto,
segue-se de (4.20) que 6 é global. Como 6(t) é uma super-solugdo do problema (4.1) e
0, por sua vez, é sub-solugao do mesmo, concluimos que todas as solugoes de (4.1) sao
globais, segundo o principio de comparacao.

Assumimos, pois, que a condi¢ao (4.4) é satisfeita. Assumimos também que
w ¢ L™(Q), (4.21)

pois, do contrario, terfamos u(t) < w pelo principio de comparagao e, por conseguinte, u
seria global, visto que sua norma em L*>(f2) seria finita. Seja [0,7},) o intervalo méximo
de existéncia da solugdo u de (4.1). Notemos que, pela Observagao 3.7, item (iv), temos

que u(t) < w, para cada [0,T,,). Prosseguimos, demonstrando o Teorema em quatro

etapas.
Etapa 1. Existem 0 < 7 < T, e Cy, co > 0 tais que
u(r) < Cod, (4.22)
e
u(T) < w — ¢of. (4.23)

Seja vg = min{w, 1 + ug}. Temos que vy > ug, visto que w > ug. Também, vy Z ug, pois
do contrério, teriamos vy = w = ug € L®(2), o que contradiz (4.21). Consideremos uma,

funcao v : [0,00) — R tal que v(t) > 0 parat >0 e
T(t)(vo — uo) = (1), (4.24)

em que ¢ é definida por (4.3) e (T'(t))i>0 ¢ o semigrupo do calor. Suponhamos que
v é a solugdao de (4.1) com valor inicial v(0) = vy e seja T o tempo de existéncia de
v. Ora, v > 0 e, segundo a Observagao 3.7, item (iv), temos que v < w. Definamos

2(t) = u(t) + T(t)(vo — up) para 0 <t < T. Entao,

z— Az = gu)<g(z) em (0,T)x 9,
z = 0em 09,
2(0) = vy em €,

de sorte que z < v pelo principio de comparacao. Portanto,

u(t) <v(t) —T(t)(vg — ug) < w —T(t)(vg — ug) < w —7(t)0, (4.25)
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para 0 < t < T, em que a ultima desigualdade segue-se de (4.24). Fixemos 0 < T <

min{7T,T},}. v é limitada por alguma constante M sobre [0,T] x Q2 e, desse modo,

u(t) < MT(t)1g + g(M) /QT(S)leS.

Consideremos uma funcao C : (0,00) — R tal que T(t)1q < C(t)d, para t > 0. Assim, a
partir de (4.18), obtemos
u(t) < MC(t)o + g(M)C6, (4.26)

para 0 < t < T. Logo para t = 7 fixo, satisfazendo esta ultima desigualdade, obtemos

(4.22) e (4.23) de (4.25) e (4.26), sendo co = (1) e Co = MC(7) + g(M)C.

Etapa 2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que

Ug S 005, (427)

up < w — o, (4.28)

em que Cjy, ¢ sdo como na Etapa 1. Com efeito, basta tomarmos u(- + 7) em lugar de
Etapa 3. Sejam € e ¢. como no Lema 4.2 e para 0 < € < ¢ consideremos
w. = ¢-(w). Entao,

w. € L*(Q), (4.29)

/Q C(~Awy) > / (9(w2) — eK)C. (4.30)

para todo ¢ € C%(Q2), ¢ > 0 em Q e ¢ = 0 sobre 9. Além disso, existe 0 < &; < g, tal
que

uy < w, — —9, (4.31)

paratodo 0 < € < g1, em que ¢g é como em (4.28). Com efeito, os Lemas 3.4 ¢ 4.2 garantem

as afirmagoes (4.29) e (4.30). A fim de provar a desigualdade (4.31), consideremos
n =min{w, (Co +co)d} e ne = d(n),
em que 0 ¢ dada por (4.3) e Cy é como em (4.27). De (4.27) e (4.28), obtemos

uy < 1 — oo (4.32)
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Afirmamos que

n <1+ %6, (4.33)

para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Ora, de (4.32) e (4.33), segue-se que ug < 7. — L4.
Tal fato assegura (4.31), visto que 7. < we, jd que ¢. é crescente. Assim, resta-nos
mostrar (4.33). Observemos que 1. <n < M, com M = (Cy+ co)||0]|z, € que ¢.(x) — 1
uniformemente sobre [0, M], se ¢ | 0, em virtude do Lema 4.2. Logo,

/ / C
n—mn.<n sup (1—-¢.(z)) < (Co+co)d sup (1—¢L(r)) < 505,
0<z<M 0<z<M

para ¢ suficientemente pequeno, donde (4.33) estd provado.

Etapa 4. Para concluirmos a demonstracao, suponhamos que 7}, < oco. Se-

gundo a Etapa 3 e o Lema 4.3, existe € > 0 suficientemente pequeno de sorte que

&
Uo S We — 505)

e a solucao Z da equacao

Zy—ANZ =—¢ em (0,T,,) %,
Z =0 sobre 0§,
Z(0) =%0 em(),

é ndo-negativa sobre [0, T,,] x 2, sendo K como no Lema 4.2. Seja v a solugdo de

ve—Av = g(|v|) —eK em (0,T) x Q,
v = 0, sobre 00,
v(0) = w. em Q.

Seja [0, 5,,) o intervalo méaximo de existéncia de v. Definamos z2(t) = Z(t) + u(t), para

0<t<T,. Entao,z>u>0e

z—Az = g(u)—eK <g(z) —eK, em (0,T},) x €,
= 0, em 01,

z
2(0) = wup+ 20 < we, em Q.

Pelo principio de comparagao, segue-se que z < v sobre [0, min{7,,, S, }). Em particular,
temos que v > 0 sobre [0, min{7T,,, S,,}). Desse modo, considerando (4.30) e o principio
de comparagao, garantimos que v < w.. Como w, € L>*(Q), o Teorema 3.1 assegura
que S,, = +00. Logo, T,, < S, e, portanto, u < z < v < w, sobre [0,7,,), o que, pelo

Teorema 3.1, é impossivel.
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A APENDICE
A.1 Fungoes Mensuraveis

Seja I um intervalo aberto de R e X um espago de Banach com norma || ||. Dizemos que
uma funcao f: I — X é mensuravel se existe um conjunto N C I de medida nula e uma

seqiiéncia (fn)nen C Ce(I, X) tal que lim,, o fn(t) = f(t), para todo t € I — N.

Observagao A.1. (i) Observemos que se f : I — X é mensuravel, entao ||f||: [ — X

também o é. Basta considerarmos que ||[|f.]] = I < I|fn = fI-

(ii) Se f : I — X é uma fungao mensurdvel e se Y é um espaco de Banach com norma
|| || tal que X C Y com injecao continua, entdao f : I — Y é mensurdvel. Isto
é conseqiiéncia imediata de que ||z|| < M||z||, para todo = € X, para uma certa

constante M > 0.

(iii) Se f : I — X e ¢ : I — R sao fungoes mensurdveis, entao fi : [ — X é mensuravel.

A.2 Funcgoes Integraveis
Uma fungao mensurdvel f : I — X é integravel se existe uma seqiiéncia (f,)nen C
C.(I,X) tal que lim /||fn(t) — f(t)||dt = 0. Observemos que ||f, — f|| : I — R é
n—oo I
mensuravel, de sorte que [ ||f.(t) — f(t)]|dt faz sentido.
I

Lema A.1. Seja f : I — X uma fungdo integravel. Existe i(f) € X tal que para alguma

seqiiencia (fn)nen C Ce(1, X) satisfazendo
tm [ 1.0 = £(8)dt =0, (A1)
n—oo I

tem-se

liny | fu(t)de = i(f).

n—0o0

Demonstragao. Se a seqiiéncia (f,)neny C Co(I, X) satisfaz (A.1), entao

[ tstoe= [ s < [15.0 - sl
< [0~ 1 nﬁ+/w (t)d.
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Logo, / fa(t)dt é um seqiiéncia de Cauchy e, portanto, coverge para algum elemento
I

x € X. Seja (gn)nen C Ce(I, X) uma outra seqiiéncia satisfazendo ( . Entao
| [ntvie o] < | [0~ 1] + (0at] + / f(0)dt — z
I I I
n(t) — d n(t) — d W (t)dt —
< [ty = st + [ 150 = 50l + | [ fute)ar =

Portanto, / gn(t)dt também converge para z, se n — oo. Logo, podemos estabelecer
I

i(f) == O

Dizemos que i(f) € X é a integral de f sobre I e escrevemos

= [ 1= [ 1= [ 1w

Teorema A.2 (Teorema de Bochner). Seja f : I — X uma fung¢do mensurdvel. Entdo

f € integravel se, e somente se, a fungao || f]| : I — X € integrdvel. Além disso,

/ f(t)dtH < [1rwla

para toda funcao integrdvel f I — X.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f é integravel e consideremos uma seqiiéncia (f,,)nen C
C.(1,X) tal que

tim [, = ro)le = o.
Como

A<l + 11 = 111,

entao ||f|| também é integravel.

Reciprocamente, suponhamos que f é mensuréavel e que || f|| é integravel. Seja
(gn)nen C Ce(I,R) uma seqiiéncia tal que g, — ||f|| em L'(I), a.t.p. e [ga| < g, a.t-p.,
para alguma fungao g € L'(I). Consideremos também uma seqiiéncia ( f,,)neny C Ce(I, X)

tal que f,, — f, q.t.p. Consideremos, ainda,

fn|gn|
1 fall + &

Observemos que h,, € C.(I, X), ||hn|| < g, q.t.p. € h, — f em X, q.t.p., quando n — oo.

hy =

O Teorema da Convergéncia Dominada assegura, entao, que

lim [ |[ha(t) — f(2)]|dt = 0.

n—oo
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Logo, f é integravel. Também temos que

H/ d WH = Jim H / hn@)dtH <t [ )t < [ 7@l

onde a ultima desigualdade é decorrente do Teorema da Convergéncia Dominada. O

teorema esta, pois, estabelecido. O

Observacao A.3. O Teorema de Bochner permite que lidemos com funcoes vetoriais
integraveis tal como no caso em que as fungoes sao reais, uma vez que podemos em
algumas situagoes aplicar as propriedades usuais das fungoes reais integréaveis a || f||. Eis

alguns resultados que podem ser mostrados nesse sentido.

(i) Se f: I — X ¢é integravel e p € L*>(I), entdo fo : I — X ¢ integravel.

(i) (O Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,)nen uma seqiiéncia de fungoes in-
tegraveis definidas em I e com valores em X. Seja f : [ — X uma fun¢ao mensuravel

e seja g € LY(I). Se
| fn(t)]] < g(t) para quase todo t € I e todo n € N,

lim,, o fn(t) = f(t) para quase todo t € I,

entao [ é integravel e [, f(t)dt = lim, o [, fu(t)dt.

(iii) Se Y é um espaco de Banach, A : X — Y é um operador linear continuoe f : I — X

é integravel, entao Af : [ — Y é integravel e

/IAf(t)dt _A (/If(t)dt) |

Em particular, se X C Y com injecao continua e se f : [ — X ¢é integravel, entao a

integral de f no sentido de X coincide com a integral de f no sentido de Y.
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