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Resumo

ONFIABILIDADE DE UM ITEM ¢ a probabilidade deste desempenhar bem suas fung¢des, sob
C condi¢Oes especificas. Oposto ao conceito de confiabilidade, tem-se a nocao de risco, que
¢ definido com a probabilidade de falha versus o custo associando a tal falha.

Modelos matematicos sdo freqiientemente utilizados em projetos de engenharia e na anélise
de confiabilidade, robustez e vulnerabilidade de tais projetos. Este trabalho tem como princi-
pais objetivos a abstracdo de uma rede elétrica, que é definida como um grafo com pesos nas
arestas e vértices, usando-a como ferramenta no estudo de avaliagdo probabilistica de risco,
além da indicacao de todo ferramental necessario ao primeiro objetivo. Sao obtidos resultados
a respeito de distribui¢des estatisticas, resultados sobre a definicdo de fun¢des de probabili-
dade sobre estruturas combinatdrias, definidas como polindmios de Tutte a quatro varidveis e
resultados computacionais a partir de simulagdes sobre redes elétricas reais.

Palavras-chave: Confiabilidade; distribui¢do de probabilidade; grafos; matréides; modela-
gem matemadtica; percolagao; polindmio de Tutte; risco em sistemas; taxa de falha.
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Abstract

ELIABILITY OF AN COMPONENT is the probability that it perform its functions under spe-
R cific conditions. Unlike the concept of reliability is the concept of risk, which is defined
as the probability of failure versus the cost associating with such failure.

Mathematical models are often used in engineering projects and the analysis of reliability,
robustness and vulnerability of such projects. This work has as main objectives the abstraction
of an electrical network, which is defined as a graph with weights on the edges and corners,
using it as a tool in the study of probabilistic risk assessment, in addition to the indication of
all tooling necessary to the first goal. Results are obtained in respect of distributions statistics,
results on the definition of functions of probability on combinatorial structures, defined as
polynomials of Tutte to four variables and computational results from simulations on actual
electrical networks.

Keywords: Graphs; hazard rate; reliability; mathematical modeling; matroids; systems risk;
percolation; probability distribution; Tutte polynomial.
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CAPITULO 1

Introducao

Ndo hd ramo da matemdtica, por abstrato que
seja, que ndo possa um dia ser aplicado aos fe-
némenos do mundo real.

Lobachevsky

MODELAGEM DE SISTEMAS REAIS que indicam todos os parametros de funcionamento

de uma determinada entidade, equipamento ou sistema, bem como, a previsibilidade de

falhas ou insucessos de atuacdo é trabalho de dificil realiza¢do, mas que € justificado pela ma-

neira precisa e, por vezes rapida, de respostas que visam a melhoria de operagdes ou mitigacao
de danos conseqiientes de eventos que, comumente, sdo chamados de acidentes.

A primeira parte de qualquer modelagem € a descri¢c@o precisa (as vezes, concisa) da reali-
dade que cabe em parte aos especialistas da drea estudada. A motivacdo desta etapa, indica os
caminhos da abstra¢do para modelos matematicos.

Neste trabalho, a motivacdo inicial corresponde as respostas de questdes reais: como estu-
dar grandes acidentes que possam ocorrer em um sistema de geracao, transmissdo e distribuicao
de energia elétrica? Qual € o risco de tais acidentes e como atribuir tais riscos a cada compo-
nente de maneira sistematica e significativa?

Partiu-se para a abstracdo do sistema elétrico, utilizado-se de maneira natural um grafo
dirigido sobre o qual define-se um fluxo (de carga). Cada vértice deste grafo corresponde
a um componente do sistema. As arestas podem ser vistas como ligacdes fisicas ou légicas
entre os componentes. Vértices (componentes) especiais sdo definidos como vértices ativos
que possuem a propriedade, através de uma funcgdo liga-desliga, de interromper o fluxo. No
sistema original, estes vértices representam componentes de protecdo do sistema, representados
por disjuntores.

De vérias maneiras, serd definida a probabilidade de falha de um equipamento, interpretada
como uma anormalidade de funcionamento e que € origem de um acidente no sistema.



CAPITULO 1 INTRODUCAO 2

Por exemplo, considere a rede (fragmento) dada pelo diagrama unifilar da Figura 1.1. A
Figura 1.2 apresenta um outro diagrama representativo de parte de uma rede elétrica. Os varios
equipamentos podem, entdo ser considerados como vértices de um grafo, incluindo as linhas
de transmissao.

S8 T

Figura 1.1 Digrama unifilar de parte de um sistema elétrico.

A idéia € se estudar o risco associado a cada equipamento em termos de probabilidade de
falha x custo resultante desta falha.

Virias técnicas sdo utilizadas em engenharia e em matemaética aplicada ao risco nas respos-
tas de tais estudos, como por exemplo, PRA, sigla em inglés de Probabilistic Risk Assessment,
ou avaliacdo probabilistica de risco, método que atribui um modelo markoviano de funciona-
mento de um sistema e estuda as diversas permutacdes entre os estados do mesmo, ou seja, da
passagem de uma configuracido de equipamentos em funcionamento para outra, na qual haja
situacdes indesejadas.

No Capitulo 2, a despeito da modelagem acima indicada, serdo apresentados resultados ted-
ricos em probabilidade, que t€ém por objetivo fixar a nota¢do subseqiiente e indicar importantes
aspectos uteis a modelagem. Neste capitulo, também, estdo apresentadas algumas generaliza-
coes de funcdes de distribuicdo, a saber, as familias de distribui¢des beta, de Amoroso e expo-
nencial generalizada. Ambas sdo atualmente utilizadas na modelagem de diversos aspectos de
sistemas para casos especiais de pardmetros.

No Capitulo 3, haverd de uma rapida explanacdo sobre matrdides, objetos combinatdrios
que também podem ser utilizados na modelagem de sistemas, apesar de serem uma generali-
zacdo de grafos. A apresentacdo do Polinomio de Tutte € feita neste capitulo. Tal polindmio

Figura 1.2 Outro diagrama de parte de uma rede elétrica. G - geradores, T - transformadores, D -
disjuntores, B - barramentos, L - linhas de transmissdo.



CAPITULO 1 INTRODUCAO 3

¢ uma fun¢do definida sobre a classe de matrdides cujos resultados de existéncia e unicidade
foram dados por Brylawski [Bry72]. A partir do polindmio de Tutte pode-se definir uma per-
colagdo sobre a matréide, ou seja, um par (M, P), em que M é uma matréide e P é uma fungdo
de probabilidade definida sobre os elementos de E(M) de serem removidos, ou, equivalente-
mente, a probabilidade de que uma submatréide aleatéria de M tenha posto cheio. Também, é
apresentada um pequeno resultado sobre percolagdo e fisica-estatistica.

No Capitulo 4, define-se abstratamente a rede elétrica e de falha de seus componentes.
Também, sdo apresentadas técnicas de avaliacdo de funcdo de distribuicao de probabilidades
sobre tais componentes em relacdo as suas falhas. Encerrando o capitulo, é apresentado um
modelo de estudo de confiabilidade em grafos estocdsticos, neste caso, sobre digrafos finitos,
fracamente conexos, aciclicos, com um unico vértice-base (fonte), s € com ¢, tinico sorvedouro.

A modelagem real de um sistema elétrico através de grafos especiais € apresentada no Capi-
tulo 5. Neste capitulo, tornam-se concretas as idéias apresentadas e indicam-se os resultados
no estudo de risco de sistema elétricos reais em dois casos particulares, o estudo de geradores e
transformadores da CHESF - Companhia Hidro Elétrica do Sdo Francisco. Também neste capi-
tulo estdo propostos indices de confiabilidade em sistemas que podem ser avaliados a partir de
técnicas apresentadas em capitulos anteriores.



CAPITULO 2

Distribuicoes, Modelagem Probabilistica

ESTE PRIMEIRO CAPITULO estardo apresentados varios resultados sobre func¢des de dis-
N tribui¢des de determinadas varidveis aleatérias que, também, serdo uteis na fixacdo de
notacdo. O estudo de generalizagdes das diversas distribui¢cdes € uma importante vertente no
estudos de Probabilidade, pois visa uma maior compreensdo e modelagem de diversos fenome-
NOS € Processos reais.

2.1 Definicoes Preliminares e Notacao

Seja X uma varidvel aleatéria continua definida em (Q,.%,Pr), um espago de probabilidade
(Q é um conjunto, .% uma oc-dlgebra sobre Q e Pr uma fun¢do de probabilidade). O valor
esperado (ou esperanga) de X é definido por

E(X) = [ XdPr= | X(@)Pr(do)
Q
no caso em que a integral esteja definida.

Se X tem fun¢do densidade de probabilidade f e & € uma funcdo real, entdo

obtida por simples mudanca de varidvel.

Define-se, ainda os momentos absolutos de X por
B(X) = [ f(ay
= [ lkar()

parak =1,2,..., em que F é funcdo de distribui¢cdo acumulada de X. Para k finito, o k-ésimo
momento para X é dado por

ul = E(X) = / " fldx) = / o;xde(x).

—00



2.2 BETA DISTRIBUICOES 5

Seja X uma varidvel aleatdria integravel. O k-ésimo momento central de X, iy, € definido
como o k-ésimo momento em torno da média, ou seja, y = E{(X — E(X))¥). O primeiro
momento central é nulo: E(X —E(X)) = 0. O segundo momento central ¢ chamado varidncia
de X, Var(X), é

Var(X) = E((X —E(X))?)
=E(X?) — (E(X))>.

2.2 Beta distribuicoes

Ao descrever a incerteza de uma varidvel continua, usa-se o conceito de funcdo densidade de
probabilidade (fdp) definida em intervalos da reta real, onde eventos possiveis estdo associados
a probabilidades. No caso discreto, a incerteza ¢ modelada por uma fun¢ao chamada de fun¢ao
de probabilidade.

Seja Y uma varidvel aleatéria continua ndo-negativa que expressa o tempo de vida de
certa entidade. A fdp f(y) de Y é a funcdo matemadtica mais importante na andlise de tem-
pos de vida dessas entidades. A partir de f(y), pode-se deduzir outras func¢des de interes-
se como a funcdo de confiabilidade, a funcdo de risco, a func@o de risco acumulada, etc.
Na andlise de confiabilidade, as principais distribui¢des estudadas sdo: exponencial, Wei-
bull, Gumbel e gama, e cada uma delas tem uma forma f(y) pré-definida que depende de
parametros desconhecidos. Atualmente, trabalha-se com classes generalizadas de distribui-
coes ([ELF02, CSS07, GNO04, NK04, NKO06]), denominadas beta-exponencial, beta-Weibull,
beta-Gumbel e beta-gama, que sdo deduzidas da fungdo de distribui¢do acumulada de uma
distribui¢ao conhecida F(y) através da seguinte equagao:

By (a,b)
G(y)=1 b) = —+—— 2.1
() = Tty (@) = =g 55 e
em que Ir(y) € a fungdo razdo da beta incompleta, a e b sdo pardmetros reais positivos e
y
By(a,b) = / w1 —w)P ldw
0
1 1-b (1=b)---(n—b)
N PRSI ngL.. 22
Lz+ l—l—ay+ * nl(a+n) R 22)

além de B(a,b) = By (a,b).

O objetivo do trabalho com tais classes de distribui¢des, oriundas da equagdo (2.1), é en-
contrar modelos probabilisticos com um maior nimero de pardmetros que melhor se ajustem
ao tempos de funcionamento de um equipamento até que este falhe pela primeira vez.
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A fungdo de distribuicdo acumulada (fda) mede a probabilidade de Y assumir valores in-
feriores ou iguais a y, ou seja, F(y) = P(Y <y). Assim, F(y) mede a probabilidade acumu-
lada da entidade falhar antes de um tempo y especificado. Esta funcdo, também, é chamada
de funcdo de inseguranga. A funcdo de confiabilidade R(y) desta entidade é expressa por
R(y) =P(Y >y)=1—F(y),y > 0, e representa a probabilidade dela falhar apés um tempo
y. A fungdo R(y) é deduzida da fdp f(y). Outra fun¢do que pode ser deduzida da fdp é aquela
que representa a funcdo de risco (taxa de falha) em funcao do tempo. A funcio de risco de uma
entidade expressa a freqiiéncia de falhas de forma instantanea baseada na sua idade acumulada.
A fungdo de risco é definida por A4(y) = f(y)/R(y) e, portanto, iguala ao quociente entre a fdp
e a funcdo de confiabilidade, sendo sua unidade “falhas por unidade de tempo”. A funcdo de
risco determina, entdo, o nimero de falhas por unidade de tempo. Ela sé é constante para a
distribui¢do exponencial. Na maioria dos casos, a funcdo de risco varia no tempo, como sao 0s
casos das distribui¢cdes de Weibull e gama.

Uma forma simples de modelar a funcio de risco foi desenvolvida por Cox [Cox72], ao
definir uma fun¢do paramétrica de risco

h(y:x) = ho(y) exp(x” B), (2.3)

em que x é um vetor p x 1 de varidveis explicativas conhecidas,  é um vetor p x 1 de parime-
tros desconhecidos e /p(y) é uma funcdo desconhecida representando o risco temporalmente
para x = 0. Na pratica, dada uma fungdo de risco 4(y;x) associada a um modelo probabilistico
para ser ajustado a um conjunto de tempos de falha y = (y1,...,y,)?, e dados valores da matriz
modelo associada (n x p), X, de varidveis explicativas x! = (X1,-..,Xpn), estima-se usualmente
o vetor 3 pelo método de maxima verossimilhanca. A estimativa de médxima verossimilhanga
de B independe de h¢(y) e, geralmente, € obtida por algoritmos iterativos.

2.3 Momentos da k-ésima estatistica de ordem da distribuicao gama

Em secdes futuras, serdo utilizadas técnicas de avaliacdo de risco e atribui¢cdo de confiabilidade
de sistemas que podem ser modelados por estruturas combinatorias, tais como grafos. Dentre
elas estd a aproximacdo assintética das funcdes de distribui¢do cujas entradas sdo varidveis
aleatdrias com func¢do de distribuicao conhecida. Nesta se¢do serdo apresentados resultados
sobre a obtencdo de momentos da k-ésima estatistica de ordem gama, modelo de distribui¢do
que pode ser utilizado na descri¢do de varidveis aleatdrias associadas ao comportamento de
componentes de um sistema elétrico ou fisico.

Sejam X1, ..., X, varidveis aleatorias independentes identicamente distribuidas com func¢ao
de densidade de probabilidade (fdp) gama com um dnico parametro dada por

yGflefy
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e a funcao de distribuicdo acumulada (fda) dada por

0+i

y oo
G@ﬂ%:%g@ﬁﬂu:éwzfﬁ%:iﬂwe>ay>0 2.5)
i=0

e ambas sdo iguais a zero para y < 0. Deve-se notar que G(y; 6), também, pode ser escrita como
g(y;0+1)M(1,6+1;y), em que M(a,b;y) é a funcdo confluente hiper-geométrica definida por

(2.6)

Denote por Yy , a k-€sima (1 < k < n) estatistica de ordem quando as varidveis Y’s estdo
arranjadas em uma ordem ascendente, a saber, Y1 , <Y, <--- <Y, .

A funcdo de distribui¢do acumulada da r-ésima estatistica de ordem da distribui¢cdo gama é
dada por
-

Gr(v:0)=Y <’:) G'(y;0)[1 —G(y;@)}n—i

i=0
:IG(MQ)(}’,n—r—I— l), (27)
em que, novamente, /g.q) € a fungdo razdo da beta incompleta.
O r-ésimo (r = 1,2,...) momento a respeito da origem . (k,n) da k-ésima estatistica de

ordem Xj , a partir de n varidveis aleatdrias independentes gama cada uma com fdp (2.4) €
calculada a partir da defini¢do utilizando (2.7) e € dada por

k—1
/ C kvn = —v - i
W“mﬁzéwgﬁ F ”2&“1

em que C(k,n) =n!/(k—1)!(n—k)!eA;=1/T(0+i+1).

n—k
e WOt lgy, (2.8)

1—e "0 Y A
i=0

Ap6s simplificagdo, obtém-se,

oo N—k . o .
u,’,(k, n) = lefé’;) /0 Z {(_1)m (nmk) e—(k+m)vV6(k+m)+r—l (ZAl(k—i-m—l)vl) }dV,

m=0 i=0
(2.9)
em que A" = Y A; A;,---A;,, a soma estendendo sobre os inteiros ndo-negativos iy, i, ...,in
tais que i1 +ip + - - - +i,;, = i. A integracdo termo por termo de (2.9), que € permitido, produz
C(k,n) "k n—k\ &  (kim-1) (kO +m6 +i+r)
H(k,n) = —— —1)" AT — 2.10
.Llr( 7”) F(Q) mZ’o( ) m in i <k+m)k9+m9+z+r ( )
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Para k = n, tem-se de (2.10),

(2.11)

wy(n,n) =

d I'(n@+i+r)
Z an—H—i—r

As expressdes de u'(1,n) e y), sdo importantes para modelar tempos minimo e maximo de
sobrevida de equipamentos idénticos de um setor elétrico com n equipamentos.

2.4 Momentos de pares de estatisticas de ordem gama

Sejam U =X, eV = X} , a j-€sima e a k-€sima (1 < j < k < n) estatisticas de ordem a partir
de n varidveis aleatdrias independentes gama cada uma com fdp dada por 2.4. Entdo, para
rns=1,2,..., tem-se a formula do momento cruzado (s,r) de (U,V), que, por defini¢do, é dada
pela integral

E(UV") = / / NV G (U, V) dudv,

em que Gy, (U, V) € a distribui¢do conjunta de U* e V". Portanto,
E(U*V") = C'(j,k,n) // wV'G T (u:0)[G(v:0) — G(u; 0)F /!
O<u<v<eo
X [1—G(v;0)]" *g(u;0)g(v; 0)dudv, (2.12)

em que C'(j,k,n) =n!/(j—1)1(k—j—1)!(n—k)!. O membro a direita de (2.12) pode ser
escrito como

—1n—k i _
E(U*V") = C'(j,k,n) Z Y- N s [
x / MSGk“(u;e)g(u;e){ /mer"kb+a(v;e)g(v;9)dv}du. (2.13)
0 u

Com A™) como definido na secdo anterior, finalmente obtém-se,

E(U*V") = % Y (—pyriabol <k—j— 1) <n;k)A£k—a—2)

a,b,c,d a

XAgln—k—bm)T(Oﬂ){ I'(7) _i - prte  I(p+9) } (2.14)

B (k—a—l)Y = (p+(X+1) (n_n)p-i-S

emque @« =r+d+0n—k—b+a+1),B=n—k—b+a+1,y=s+c+0(k—a—1)e
0 =s+r+c+d+6(n—>b) e o primeiro somatdrio do lado direito € sobre os inteiros nao-
negativos a,b,c,d comaindode 0 ak—j—1,bdeOan—k,cdeOQacedde(aceo.
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A equagdo (2.14) é importante para se determinar momentos cruzados de tempos de sobre-
vida de equipamentos funcionalmente dependentes.

2.5 Equacao para a moda da k-ésima estatistica de ordem gama

O valor modal da k-ésima estatistica de ordem a partir das n varidveis gama com fdp g(x; 6)
pode ser escrito como

d
B [e”xxe_]qk_l (x;0){e* —q(x;0)}"*| =0, (2.15)
em que
i xG—i—i 0050
- Xx>0,0>
q(x:0) = (O +i+1) (2.16)
0, nos outros casos.
e q(x; 0) satisfaz a equacdo
d
3,906 8) =q(x,6 —1). (2.17)

A equacdo (2.15), apds simplificacdo, torna-se

(nx+60 —1)q(x;0){e* —q(x;0)} + (k— 1)xg(x;0 — 1){e* —q(x;0)}+ 2.18)
(n—k)xq(x;0){e* —q(x;0 —1)} =0. '
Finalmente, o valor modal x pode ser obtido com uma solucdo de
0

(6—1-)a(x:0){e" ~q(x:0)} = o0

[(n—K)q(x;0) — (k=1){e" —q(x;0)}].  (2.19)

Para casos especiais k = 1 e k = n, os valores modais sdo, respectivamente, dados por

3 0+i 0 ,—x _
l—e* r o _re (n—1) (2.20)
SIr0+i+1) I(6) (6—-1—x)

x KO+ e (n—1)
¢ ;()F(6+i+1)+ T6) (6—1—x)

=0. (2.21)

Para 6 = 1, a distribui¢do gama reduz-se a distribuicio exponencial e (2.19) d4 a moda da
k-ésima estatistica de ordem explicitamente como

x=log,n—log,(n—k+1), (2.22)
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que € a equacdo (4.8) de Gupta [Gup60].

Para o caso especial em que o parametro gama € um inteiro positivo, a funcdo densidade
de probabilidade gama pode ser expressa com a cauda de uma distribui¢ao de Poisson. Usando
este fato para o caso do pardmetro gama de valor inteiro positivo, Gupta [Gup60] obteve resul-
tados semelhantes aos das SecOes 2.2, 2.3 € 2.4. O mesmo artigo, também, trata um problema
de estimacdo, discute algumas aplicagdes e dd um conjunto de tabelas de momentos, valores
modais e pontos percentuais de alguma estatisticas de ordem gama.

Quando 0 € um inteiro positivo, os momentos de estatisticas de ordem gama sdo compu-
tadas em [Gup60] usando uma solucdo de séries semelhante a (2.10). Breiter e Krishnaiah
[BK67] computaram alguns destes momentos com precisdao de trés casas decimais usando a
féormula da quadratura de Gauss-Laguerre. Seus valores coincidem com os valores de Gupta
[Gup60]. Assim, ambas as solugdes de séries e a formula da quadratura de Gauss-Laguerre
nao podem ser dadas por resultados mais precisos, pois as derivadas do integrando, excluindo a
fung@o peso e~V em (2.8) ndo necessariamente existem na origem. Nestas situagdes, a solucio
de séries dada por (2.10) fornece a precisao desejada se forem tomados termos suficientes.

2.6 Distribuicoes de Amoroso e gama generalizada

Outra importante generalizacao de vérias familias de distribuicdes € a distribuicdo de Amoroso
[Amo25, JKB94], que ndo € sequer mencionada na analise de tempos de falhas de equipamen-
tos. Tal distribui¢do € continua, univariada e unimodal com imagem na semi-reta positiva. Esta
distribui¢do possui quatro parametros: um parametro de localiza¢do v, um parametro de escala
0 e dois parAmetros de forma o e 3 ¢ é dada por:

e

emque —o0 < Vv, 0, < +oo, ¢ > 0. Além disso,y>v,se 0 >0ey<v,se 0 <0.

1

AM(y;v,0,,B) = o)

Seguem algumas propriedades imediatas da distribuicdo de Amoroso.

Proposicao 2.1. Para a distribuicdo de Amoroso, tem-se:

1
(A2). Média, E(Y)=v + 0%.

Dla+2) T(o+3)?
(A3). Var(Y):OZ[ F(oc)ﬁ B 1“(oc)ﬁ2 }
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0,3

0,2

0,1

Figura 2.1 Distribui¢cdo de Amoroso, exemplo. Pardmetros v =0, oo = 1.225, B =1.55¢ 6 = 1.75.

(A4). Entropia, H(Y) = log erlga) +oa+ (% — oc) y(a), em que y(a) = L logT(). O

A demonstragdo dos fatos dados pela proposicdo acima segue por célculo direto.

Varias formas de distribui¢des sdo casos especiais da distribui¢do acima. Um caso de inte-
resse para este trabalho é quando o parametro de localizacdo, v, € nulo. Neste caso, a funcao
de distribuicao pode ser utilizada na modelagem de funcionamento e falhas de equipamentos
ou modelos de primeira falha de um sistema. Além disso, os demais pardmetros, @, 3 € 6, sdo
positivos, implicando que y > 0.

Especificamente, considere AM(y;0, 0, o, ). Tem-se que

AM(y;0,-,-,-) = Ol“lzoc) <%>aﬁlexp {— <%>ﬁ} ) (2.24)

A expressdo do lado direito da equag@o acima é exatamente a distribuicdo gama generalizada
[GK99], com pardmetros 8, a e 3, denotada por GG(0, ¢, B).
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2.7 Matriz de informacao da distribuicao gama generalizada

Nesta secdo, sera apresentada a matriz de informacgdo da distribui¢cdo gama generalizada com
trés pardmetros, GG(y; 0, a, ). Tal matriz é calculada com o intuito de se medir o quanto de
informacdo um conjunto de dados fornece sobre os parametros em uma familia paramétrica
com certas condi¢Oes de regularidade e suavidade [Sch95]: suponha que ® seja um espaco p-
dimensional de parAmetros e que f(y; 0) = fy.e(y; 0) seja a fun¢do densidade de probabilidade
de Y para uma medida v. As condi¢des de regularidade sdo dadas por

1. Asderivadas parciais d f(y; 0) /0 6; existem para todo 6 e para cada i, a menos paray € M
e v(M)=0.

2. [ f(y;0)v(y) pode ser diferencidvel sobre o sinal de integragdo com respeito a cada co-
ordenada de 6.

3. O conjunto C ={y: f(y;0) > 0} é o mesmo para todo 6.

Os {itens acima sdo comumente chamados de condi¢oes de regularidade de Informagdo de
Fisher.

Se yi,...,y, sdo varidveis aleatdrias identicamente distribuidas e independentes, cada qual

com fdp f(y;;0), sendo 6 = (6,...,6,), denota-se por /(0) a log-verossimilhanga para o
multi-parametro 0, definido como

1(0) =log f(y;0).

Sao consideradas as condic¢oes de regularidade da informacao de Fisher, acima, para o compor-
tamento da log-verossimilhanga total

Y log f(y:6), (2.25)
1=1

com respeito a todas as derivadas de 0, incluindo até aquelas de quarta ordem. Denota-se,
ainda, por 6 o estimador de mdxima verossimilhanca de 6, que € obtido pela maximizacdo de
(2.25).

A fim de se computar a correcao do viés de 5, procede-se o seguinte roteiro [SCO7]:

1. Obtém-se a matriz de informacao da distribui¢do, Kgg para 6, como:

KB(-) - (_ K'rs>
1<rs<n



2.7 MATRIZ DE INFORMACAO DA DISTRIBUICAO GAMA GENERALIZADA

em que ks = E(U,s) sdo os cumulantes das derivadas da log-verossimilhanga
9%1(6
Ups = (6) .
Os elemento de Ky, sdo denotados por (— k™), _ .

2. Seja B(@)
por

!'viés da estimador de maxima verossimilhanca 6, parai=1,.

~ 1
9 -1 Z K.LrK.st ( o 5 Kstu) ,

(u)

em que Ky,
indices r, s e t variando para todos os parametros em 6.

3. Os estimadores de maxima verossimilhanca corrigidos sao definidos como 0=0-—
parai=1,...,p, em que B(-) denota o valor de B(-) em um ponto 6.

13

., p,dado

= dKy /00, e Ky, = E(U;T;U,). O somatdrio acima é tomado para todos os

B(6))

Para a distribui¢do gama generalizada com fdp (2.24), segue a matriz de informacdo K,

dada em [SCO7]. Cada elemento de K € dada pela integral de

d (0
o5 <a—xﬂ°g (f<y;a,ﬁ,9>)) ,

em que x; = Q, x, = ff e x3 = 0. A mariz K é dada por:

_ ) -
—w) () ﬁ(a) _%
K=| Y% a¥O (a+1)?+a®¥WD(atr)+1  a®?O(a)+1

B B B* o ’
_B ¥ (a)+1 _ap?
L 6 6 62

em que P(-) é a fungdo digama e a inversa de K possui elementos —k'/ dados por:

) (o) o2 —i—oc—l B B

T e (@) ¥ (@) + 1 T W (o) (¥ (@) 1) -1
() + 0¥V () +1

Ki3 = ( ore ) 5 K21 = i

B (¥ (a) (0> (a)—1) —1)



2.7 MATRIZ DE INFORMACAO DA DISTRIBUICAO GAMA GENERALIZADA 14

B2 (a%( (o)~ 1) 0 (¢V(@)+ ¥ (a) (¥ V(e)-1))
2 2w (a2 + W (o) + 1 3. = —a2¥D (a2 +¥D(a)+1
0 (¥0(e)+a®(a)+1) 0 (¢(e)+¥O(a) (a¥V(e)-1))
BB E0(e) (@¥ (@ -1 1) T a2 e (@)1

62 (‘P(l)(a) (a (‘P(O)(a+ 12 490 (o + 1)) + 1) —‘P(O)(a)2>
B2 (—o2¥W ()2 + ¥ (a) +1)

K33 =

2.7.1 Casos especiais da distribuicao gama generalizada

Casos especiais decorrentes da distribuicdo gama generalizada para v=0, ® >0, 8 >0e¢
6 > 0 sao dados a seguir. Como caso especial da distribuicdo gama generalizada, para o qual o
segundo parametro de forma € unitdrio, tem-se:

Gama(y;6,a) = erl(a) (%) ew (—%)

= GG(y;0,a,1).

Outros importantes casos da distribui¢io gama incluem a distribuicio y?:

20k = 2r(}</2) (%)kﬂl xp (‘%)

= Gama(y;2,k/2)
= GG(y;2,k/2,1),

e a distribui¢do exponencial,

Exp(y;0) = O exp (—%)

= Gama(y; 0,1)
=GG(y;0,1,1).

A distribui¢do exponencial esticada (stretched) [LS98]:

ScretchedExp(y; 6,) = g (%)ﬁ_l exp{(—%)ﬁ}
=GG(y;0,1,B).
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Como casos especiais da distribuicdo gama generalizada, tem-se a distribui¢do y e a distri-
bui¢cdo Rayleigh generalizada:

r =t () ()
= GG(y; V2,k/2,2);

. B 1 y \! X
RayGen(y; 6,k) = V202 (k/2) (\/ﬁ) P (_2—92)
= GG(y;V26,k/2,2);

Agora, casos especiais da Rayleigh generalizada incluem a distribui¢do semi-normal, a
distribui¢do Rayleigh e a distribui¢do de Maxwell (Maxwell-Boltzmann):

. 2 y2
SemiNormal(y;s) = exp| —=
V2ms? 252
= RayGen(y;0,1)

= GG(y;v26,1/2,2)

: 1 y?
Rayleigh(y;s) = Sexp(—35

= RayGen(y;0,2)
= GG(y;V26,1,2)

\/E 2
Maxwell(y;s) = ﬁs3y2 exp (_Zy—sz)
= RayGen(y;0,3)
=GG(y;v26,3/2,2)

Outras distribui¢cdes podem ser consideradas como casos especiais da distribui¢do gama
generalizada com pardmetros de forma negativos. Por exemplo, a distribuicio gama inversa
pode ser dada como GG(y;0, 8, —1); a distribui¢do x2 inversa é GG(y;0,1/2,k/2,—1); a dis-
tribuigdo y inversa é dada por GG(y;0,1/v/2,k/2,—2) e as inversas exponencial e Rayleigh,
respectivamente, dadas por GG(y;0,0,1,—1) e GG(y;0,1//26,1,-2).



CAPITULO 3

Percolacao e Polinomio de Tutte

O CAPITULO QUE SE INICIA, estardo apresentados resultados sobre o polindmio de Tutte
definido inicialmente para grafos [CriO1] e generalizado para matréides. Tais polindmios
podem ser utilizados na definicdo de espagos de probabilidade sobre objetos combinatdrios,
quando estes sdo considerados juntamente com percolagdes nestes objetos. Existe, ainda, uma
pequena aplicacdo do polindmio em fisica-estatistica.

3.1 Matroides e Grafos

Nesta secdo serdo apresentados alguns conceitos combinatdrios em teoria das matréides, que
poderdo ser melhor investigados no livro de J.Oxley [Ox198].

Seja E um conjunto finito. Tome .# uma familia de subconjuntos de E tal que:

1. O €. (ou . # D).

I12. SeAc FeBCA,entioB € .¥.

Neste caso, diz-se que . € uma familia admissivel. Em adigdo, se os membros de .¥/
satisfazem

I3. SeI,J € .%, com |I| < |J|, entdo existe e € J — I tal que [Ue € .&. |
entdo o par M = (E,.¥) é chamado matréide com conjunto-base E e familia de independentes

.

Ipor simplicidade, serd usado IUe =IU {e}, I —e =1— {e}, etc.

16
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Um exemplo bem concreto pode ser dada como segue: seja G = (V, E) um grafo finito, ou
seja, um grafo para o qual os conjuntos de vértices e arestas € finito. Seja

J ={X CE:(V,X)éuma floresta.}

ou seja, o subgrafo gerado de G cujo conjunto de arestas X € aciclico. Neste caso, é facil
mostrar que M = (E,.#) é uma matréide, denotada por M = M(G) e denominada matréide
grdfica sobre E. Nao € dificil ver que toda matréide gréfica € isomorfa a uma matréide cujo
grafo correspondente é conexo.

Se M = (E,.#) é uma matréide e D C E nao é um independente, diz-se que D é um depen-
dente. Os subconjuntos de dependentes minimais de uma matréide M sdo chamados circuitos
de M. Sera denotado por € o conjunto de circuitos de uma matréide. Um membro de € com
um unico elemento é chamado lagco. Para uma matréide grafica, um circuito corresponde a um
ciclo, ou seja, um caminho fechado sem repeticao de vértices.

O conjunto de circuitos de uma matrdide satisfaz as propriedades:

Cl. o¢%.

C2. Se C; e C; sao membros de € e C; C Cy, entdo C; = C,.

C3. Se C; e C; sdo membros distintos de @ e e € C; N C,, entdo existe um membro Cz de €

tal que C3 C (C] UCz) —e.
Os independentes maximais sdo chamados bases da matréide, cujo conjunto serd denotado

por A.
Proposicao 3.1. Sejam B; e B, bases de uma matréide M. Entio |B1| = |B3]|.
Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que |Bi| < |B;|. Pela propriedade (I3) dos indepen-
dentes, existe e € By — By tal que By Ue € .#. Porém isto contradiz a maximalidade de um

elemento da base. Um argumento semelhante mostra que ndo é possivel |By| < |Bj|. Logo
todos elementos de % tém a mesma cardinalidade. U

Para uma matréide gréfica, as bases desta correspondem ao conjunto de arestas de arvores
geradoras do grafo correspondente (considerando a possivel conexidade desse grafo).

Proposicao 3.2. Se M é uma matréide e & é a colegio de bases de M entao

B1. £ é nao-vazio.
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B2. SeB|,B, € #, ee € B] — By, entdo existe f € By — B tal que (B —e) U f € A.

Demonstragdo. A propriedade (B1) segue de (I1). Agora, note que |B; — e| < |B|, pois pela
proposicéo (3.1) |By| = |Ba|. Portanto, por (I3), existe um elemento f € B, — (B — ¢) tal que
(B —e)U f € .#. Evidentemente, f € By — B;. Além disso, como (B] —e) U f é independente,
ele estd contido em um conjunto independente maximal B, Pela proposi¢do (3.1), novamente,
|B}| = |B;|. Como |B| = |(B1 —e)U f|, tem-se que B} = (B; —e) U f, ou seja (By —e) U f é
uma base de M. Portanto, % satisfaz (B2). L]

Sejam M e N matréides sobre os conjuntos E(M) e E(N), respectivamente. M é isomorfa
a N, M = N, se existe uma bijecdo, ¢, de E(M) sobre E(N) tal que para F = {ej,ez,...,ex} C
EM), o(F) ={¢(e1),9(e2),...,0(ex)} é independente de N se, e somente se, F é indepen-
dente em M.

Seja M = (E,.#) uma matréide sobre E e suponha que X C E. Defina #|X ={I C X :
I € .7} arestricdo dos independentes de M ao subconjunto X. E facil verificar que (X,.#|X)
¢ uma matréide, chamada a restricdo de M a X, ou a delecdo de E — X de M. Isto é denotado
por M|X ou M\(E —X).

Como M|X é uma matréide, ela possui uma cole¢do de bases, cujos elementos tém a mesma
cardinalidade. Fica, pois, bem definida a funcdo posto de uma matréide ou de um subconjunto
de uma matréide como sendo a cardinalidade de um elemento qualquer de sua familia de bases.
Serd denotada por ry(X), a fun¢do posto de X em M, e ndo havendo confusdo, serd usado
simplesmente r(X).

A func@o posto possui as seguintes propriedades (ver [Ox198]):

R1. Se X CE,entdo 0 < r(X) < |X|.
R2. Se X CY,entdo r(X) <r(Y).

R3. Paratodopar X,Y CE, r(XUY)+r(XNY) <r(X)+r(Y).

Para finalizar esta secao serd definida a dualidade para um matréide. Seja M uma matréide e
(M) sua familia de bases. Se for definido a familia 8* (M) = {E — B : B € #8(M)}, mostra-se
que tal familia de subconjuntos de M € a familia de bases de um matréide sobre E. Tal matrdide
¢ chamada a dual de M e denotada por M*. Assim, B(M*) = 2*(M). Também ¢é imediato
ver que (M*)* = M. Se G* é o dual geométrico do grafo planar G, entdo M(G*) = M*(G) (ver
[Ox198]).

As bases de M* sdo chamadas co-bases de M. Da mesma forma, denominam-se co-circuitos
co-independentes e co-lacos de M os circuitos, independentes e lagos de M*, respectivamente.
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E f4cil ver que um elemento e de M é um co-laco se, e somente se, e estd contido em toda base
de M.

3.2 O polindmio de Tutte para matro6ides

Seja M uma matréide definida sobre um conjunto E cuja familia de independentes é denotada
por .#. Define-se para M o polinémio do posto:

R(M;x,y) =Y xT Jylal=r(a) (3.1)
ACE

sendo que r € a funcdo posto definida sobre M. Defina, agora:
Denote ainda para e € E, M, = M|(E — e), a submatréide de M definida sobre a restrigéo a

E —ee M) =M.(E —e), a submatréide formada pela contragdo do elemento e. Usaremos L e
L* para representar as matréide isomorfas a um lago e um co-lago, respectivamente.

Tanto R(M;x,y), quanto T (M;x,y) sdo tipos especiais de invariantes sobre a classe das
matréides [oMi1A92], chamado invariante de Tutte-Grothendieck, que respeitam as seguintes
propriedades:

1. T(M;x,y) =T(N;x,y) se M = N.

2. T(M;x,y) =T(M —e;x,y) +T(M/e;x,y), se e ndo é lago, nem co-lago de M.

3. (Msx,y) =T (M(e);x,y)T(M —e;x,y) se e é lago ou co-lago.

No item 3, acima, M(e) € a matréide induzida por e
Segue um resultado importante devido a Brylawski [Bry72].

Teorema 3.1. Existe uma tnica fungdo T (o polinémio de Tutte) da classe de isomorfismos de
matréides no anel de polinémios Z|x,y] tendo as seguintes propriedades:

() T(L"x,y) =xeT(L;x,y) =y.

(i1) Se e é um elemento da matroide M e e ndo € um lago, nem um co-lago, entao

T(M:x,y) =xT (Mg;x,y) +yT (M,;x,y).
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(iii) Se e é um co-lago de uma matréide M, entdo T (M;x,y) = xT (M_.;x,y).

(iv) Se e é um lago de uma matréide M, entdo T (M;x,y) = yT (M.; x,y).
Demonstracdo. A demonstracao de (i), (ii) e (iii) segue diretamente do fato que 7' € um inva-
riante de Tutte-Grothendieck. As unicas matroides ndo-vazias que nao podem ser decompostas
usando (ii) ou (iii) sdo L e L*, para estas matrdides 7' (M;x,y) é fixado por (i). Portanto, T é

unico. Finalmente, a tltima parte do teorema pode ser provada utilizando-se um argumento de
inducdo direta sobre o nimero de elementos da matréide. O

3.3 Uma equacao para matroéide

Teorema 3.2. Existe uma unica fungdo real f do conjunto de todas as matroides sobre o anel
de polindmios R[x,y] satisfazendo

(i) f(M)=f(N).seM=N.

(i) f(M)=af(M,)+bf(M)), para alguma e b em R*

(iii) f(M;+M,) = f(M))f(M>), e M e M, sdo matroides sobre conjuntos disjuntos.
(iv) f(L*)=xe f(L) =

Esta funcao é dada para qualquer matréide M sobre E por
F(M) = a7 Ep EVT (M b x a7 y), (3.3)

e T é o polinémio de Tutte de M.

Demonstragdo. E fécil verificar que f como definida em (3.3) satisfaz (i)—(v). A unicidade
segue da unicidade do polindmio de Tutte dada pelo teorema (3.1). U
Uma aplicacdo direta do Polindmio de Tutte € dada por
Proposicao 3.3. Seja M uma matroide. Denotando por b(M), i(M) e s(M) os niimero de bases,
de conjuntos independentes e de conjuntos geradores, respectivamente, de M, tem-se:
() b(M) =T (M;1,1);

(i) i(M) =T (M;2,1);
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(iii) s(M) =T (M;1,2) e

@(iv) 2IEl =T (M;2,2).

Demonstracdo. Seja e um elemento da matréide M que ndo seja nem um laco, nem um co-
lago. Sejam %’ e %" uma parti¢do do conjunto das bases de M tal que B € %’ se, e somente
se, e € Be Be %", no outro caso. Note que como e ndo é um co-laco &’ e %" sdo nao-
vazios. Agora, %' é igual ao conjunto das bases de M — e, enquanto que o conjunto das bases
deM/e=(M*—e)*é{B—e:Be PA"}. Logo, | B'| =b(M —e) e |B"| =b(M/e). Portanto,
se e ndo é um lagco, nem um co-lago, entdo b(M) = b(M — e) + b(M/e), Por outro lado, se e é
um lago, ou um co-lago, entdo € claro que b(M) = b(M —e)b(M/e). Assim, b(M) satisfaz as
propriedades de decomposic¢ao dada pelo Teorema 3.1. Também é claro que b(L) = b(L*) = 1.
Logo, pelo Teorema 3.2, b(M) =T (M;1,1).

A prova de (ii) segue da mesma forma que (i). Para provar (iii), note que s(M) = i(M*).
Assim, por (ii) s(M) =T (M*;2,1) =T (M, 1,2).

Finalmente, tem-se da defini¢do do polindmio de Tutte que

T(M;2,2)= Y 1"E - E)IF=rE) = lEl O
FCE

Define-se, agora, uma classe de matréides denotada por .#p, que denominaremos ma-
tréides pontuadas: uma matréide M, estd em .Zp se d é um elemento distinguido de M.
Note que para cada elemento e € E(M,) — d, tem-se que My — e e M, /e sdo membros de .#p,
para os quais o ponto distinguido é d.

Proposic¢iio 3.4. Existe uma tnica fungdo Tp de .#p no anel dos polindémios Z[x', x,y’,y], tendo
as seguintes propriedades:

X', seMy(d) é um co-lago e

(i) Tr(My(d)) = {

y', se My(d) é um lago.
(ii) Se e € um elemento de um membro M, de .#p e e # d, entdo
Tp(My) = Tp(My|(E —e)) +Tp(My.(E —€)).
(iii) Se e é um lago ou um co-lago de um membro M, de #p e e # d, entao
Tp(Mg) = Tp(My|(E —¢))T (My(e)).

Em particular,
Tp(Mq(e)) = T (Ma(e)).
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Demonstracdo. A demonstragcdo destes fatos seguem da mesma forma que no Teorema 3.1.
O

O polindmio Tp(My;x',x,y',y) é chamado polindmio de Tutte pontuado. Nao é dificil mos-
trar que:

Proposicdo 3.5. Suponha que M; € .#p. Entdo existem f e g, polinbmios em Z|x,y|, tais que

(i) Tp(My,x' . x,y',y) =X f(x,y) +Y'g(x,y).
(i) Tp(Myix,y) = xf(x,y) +yg(x,y).
(i) Tp(M;x',x,y',y) = Tp(Ma;y', 3, X', x) = X'g(x,y) +¥' f(x,y).

(iv) Se d nao é nem co-lago, nem lago de M, entao

T(Mg—d;x,y) = (x—1)f(x,y) +g(x,y), e
T(Mg/d;x,y) = f(x,y)+(y—1)g(x,y).

(v) Sed é um lago ou um co-lago de My, entao

f(x,y), sed é co-lago,
T(Md_d;xvy) :T(Md/d;x7y): ( ) P
g(x,y), sed é lago.

Demonstracd@o. A demonstragdo segue do fato que M; = M Ud e que a partir da Proposi¢ao
34, f(x,y)=T(M|(E—e)) e g(x,y) =T (M.(E—e)), onde e é um elemento distintode d. [

Seja M uma matréide sobre um conjunto finito E e suponha que cada elemento de E tem,
independentemente de todos os outro elementos, uma probabilidade g = 1 — p de ser deletado
de E. O menor da restricao resultante (M) de M é chamada submatrdide aleatéria de M,
correspondendo de maneira 6bvia a um grafo aleatério quando M € a matréide grafica do grafo
completo. Suponha que Pr(p;M) seja a probabilidade que (M) tenha o mesmo posto de M.
Entdo desde que e ndo seja nem um laco, nem um co-laco de M,

Pr(p;M) = qPr(p;M,) + pPr(p; M, (3.4)
e, para M| e M, matréides definidas sobre conjuntos disjuntos,

Pr(p; M +M;) =Pr(p; M) Pr(p; M). (3.5)

Também,

Mé -1
Pr(p, M) = {p, se M é um co-laco, (3.6)

1, seM é um laco.
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Portanto pelo teorema (3.2),

Por um argumento semelhante, se p(M;0) = E( gr(eM ))> denota a fung¢do geradora de
probabilidade do posto de uma submatréide aleatéria de M, tem-se que quando e ndo é nem
lago, nem co-lago,

p(M;6) =qp(M,,0)+p6p(M,:6),
p(L*;0)=q+p8, p(L;0) =1,

e, entao,
1
p(M;0) = g EI-rE) gy E)T (M; e 1,5) . (3.8)

3.4 O modelo de percolacido para clutters

A teoria de percolagdo cléssica foi introduzida por Broadbent e Hammersley [BH57] e pre-
ocupava-se com o fluxo de liquido através de um tipo de grafo aleatério. Serd definido um
modelo de percolagc@o que tem uma maior aplicabilidade que este, mas que claramente contém
0 modelo cldssico como caso particular.

Seja E um conjunto finito e seja .«f = (A; : i € I) uma familia de subconjuntos de E com a
seguinte propriedade: A; ¢ A, para i # j. Esta familia é chamada cluster ou familia Sperner.
Suponha que cada elemento de E independentemente de todos os outros elementos seja pintado
de branco com probabilidade p ou de preto com probabilidade g = 1 — p. Isto define um espaco
de probabilidade € de realizacdes possiveis e tal espaco serd chamado modelo de percolagdo
sobre o/ . O modelo classico é um caso especial, no qual E é o conjunto de arestas de um grafo
finito e <7 € alguma cole¢do de caminhos.

Para dados .27 e p, define-se a probabilidade de percolagdo Pr(.<7; p) como sendo a proba-
bilidade que algum membro de 7 tenha todos seus elementos pintados de branco. Assim

Pr(</:p) =Y pilglFx], (3.9)

em que a soma é sobre todos os subconjuntos X de E que contenham algum membro de <7
Logo, se |E| = n e se for denotado por u; o nimero de k-subconjuntos de E que contém algum
membro de <7, fica naturalmente definido o polinémio superior, U(<7;z), por

U(e,2) =Y wi. (3.10)
k=0
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Note que Pr(«7;p) = q"U(<;p/q).

Seja G um grafo conexo finito e tome .« sendo a cole¢io do conjunto de arestas de arvores
geradoras de G. Entdo Pr(.«7; p) é apenas a probabilidade que um subgrafo aleatério de G seja
conexo. Isto claramente € o mesmo que a probabilidade que uma submatréide da matréide
grafica M(G) tenha posto cheio e por (3.7), tem-se

Pr(e/;p) = qFI7 1V pVIEI T (051,47, (3.11)
em que E e V representam o conjunto de arestas e vértices de G, respectivamente.
Se o7 € um clutter sobre E e T é um subconjunto de E defina
T ={A;:Aie oA CT}
o/ .T = {conjuntos minimais da forma A;NT : A; € o/ },
ese T = E — e, escreve-se

AT = 4, T = df.

A soma direta o) + <#5 de dois clutters sobre conjuntos disjuntos é a colecdo de conjuntos
{A1UA 1Ay € e Ay € 9h}. A unido o) Ucth ={A: A€ offoulA € oh}.

O blocker o7* de o/ é a colecdo de conjuntos minimais X tais que X NA; = &, para todo
A; € /. Sdo resultados conhecidos (ver [EF70]): (&7*)* = .o/ e

(AT =T, (o7 .T)* = o|T.

Um elemento e de E é chamado essencial para <7 se e pertence a todo A; € o/ e é redun-
dante se e ndo pertence a nenhum A;. E f4cil verificar que:

Se e € redundante,

Pr(e/;p) = Pr(e,; p). (3.12)
Se e é essencial,
Pr(</;p) = Pr(); p). (3.13)
Se e ndo é redundante, nem essencial,
Pr(.e/; p) = qPr();p) + pPr(,; p), (3.14)
Pr( + ; p) = Pr(; p) Pr(4; p). (3.15)

Se E = {e}, entio,

p, seeéessencial e .o/ é ndo-vazio,
1, se e éredundante e .o/ é ndo-vazio,
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3.5 Sobre a (nao-)extensao do polinomio de Tutte

Olhando para as equagdes (3.14) a (3.16) € natural se perguntar quando a teoria do polindmio
de Tutte pode ser estendida para clutters arbitrarios. Note primeiramente que sobre o conjunto
singleton {e} existem trés clutters, a saber,

§={{e}}, R= {2}

e o clutter vazio. Diz-se que S € o clutter essencial € R é o clutter redundante. Eles sdo os
Unicos, a menos de isomorfismo. Assim se a e b sdo reais ndo nulos, pergunta-se da existéncia
de uma fungio f(.<7;x,y) de duas varidveis reais x e y definida sobre a classe de todos os clutters
finitos ndo-vazios, tal que as seguintes regras sejam satisfeitas.

Se &7 e 4 sao clutters isomorfos,
f(x,y) = f(%:x,y). (3.17)

Se e nao € essencial, nem redundante para <7, entdo

f(esx,y) = af ();x,y) +bf () x,y), (3.18)
feh + ohix,y) = f(Dh5x,9) f(9h;x,y), (3.19)
f(S;x,y) = x, f(R;x,y) =y. (3.20)

Teorema 3.3. Se a e b sdo niimeros reais ndo nulos fixos, entdo uma fungdo f(</;x,y) satis-
fazendo (3.17) a (3.20) é unicamente definida se, e somente se, .27 € a familia de bases de uma
matréide.

Demonstracdo. Para (3.19) e (3.20) é claro que

xf();x,y), seeéredundante,
f(sx,y) = ) _ 3.21)
yvf();x,y), seeé essencial.

Serd usada inducdo sobre o tamanho n do conjunto-base E. Seja &, a colecdo de clutters
sobre os conjuntos de tamanho n. O teorema € verdadeiro quando n = 1. Suponha que também
seja verdadeiro para todo k < n. Seja &7 € &), e suponha que f seja unicamente definida para
/. Se e é essencial para .7, entdo por (3.21),

f(esx,y) =xf();x,y)

e como f é unicamente definida sobre .o, entdo deve ser unicamente definida sobre ,Qfe’ "e,
portanto, pela hipétese de indugdo «7)” é o conjunto de bases de uma matréide sobre E — e.
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Segue que < é uma extensdo livre de um tnico elemento de <7)". Um argumento semelhante
produz o resultado, quando .7 tem um elemento redundante. Logo, pode-se supor que cada
elemento de E ndo é nem redundante, nem essencial para 7.

Sejam A; e A, membros distintos de o7 e seja e € A —Ay. Se A UA, # E, seja h €
E— (Al UA2>. Entao,
f(5x,y) = af ()sx,y) +bf(sx,y).

Como f(47;x,y) é unicamente definida, entdo também serd f(7/;x,y) e como &7, € &,_1, ele
serd o conjunto de bases de uma matréide sobre E —h. Mas A1,A, € sth’ ,dafexiste g € Ay —A;
tal que (A2 — g) Ue € &7 e, portanto, estd em o7 .

Se AjUA; =E e A|NA; # &, escolhe-se h € A| NA; e como f(.o7;x,y) é unicamente de-
finida, f'(A};x,y) deve ser unicamente definida. Mas 7] € &,_ e &, pela hipétese de indugdo,
o conjunto de bases de uma matréide sobre E —h. Como A| — h, Ay — h sdo membros de .7,
existe g € (Ax —h) — (A1 —h), tal que (A2 —{h,g})Ue € «7/. Entdo, ou (A2 —g)Ue € &7, ou
(A2 —{h,g})Ue € <. Suponha que o Gltimo caso seja vdlido. Entdo e € ((A2 — {h,g})Ue) N
A, talque A| —e e Ay — {h,g} € ). Portanto, pela hipétese de indugdo com A é o conjunto
de bases de uma matréide, |A| —e| = |Ay — {h,g}|, isto é, |A2| = |A;|+ 1. Mas como A| —h e
Ap —h € &7, isto é uma contradigdo e, dai (A, —g)Ue € 7.

Finalmente, suponha que A UAy =E e AjNAy; =&. Seu € Ay, entdo A| —u € 7, e existe
A, C Ay, tal que A € 7). E

(i) AS=Asel|A| =|Az]+1;0u

(ii) Ay #AyeALUu e of e |Ay| > |AY| = Ay — 1.

Tome v € A;. Pelo mesmo argumento, existe A} C Ay, tal que A} € &7 e |A]| = |A2| — 1,
assim, ou

(iii) A} =A; e, dai

A| =1|Az|—1; 0u

(iv) Aj#£A1eAjUve o el|A] > |Az] — 1.

Primeiramente, note que (i) e (iii) ndo podem ocorrer simultaneamente. Suponha que (i)
e (iv) sejam vélidos. Se A} = @, entdo A, = {v} e, por (i), |A;| +2. Como A;UA; =E,
forcosamente £ = {u,v,w} e o = {{v},{u,w}} e é ficil verificar que f ndo é unicamente
definida para este clutter. Assim podemos considerar A} # &. Escolha ¢ € A|. Entdo <7 é
o conjunto de bases de uma matréide sobre E — ¢. Agora, como (A} Uc) —ce A} —c € <,
temo-se que (A} Uv) —c| = |A] —¢|. Portanto, |A}| = |A;|— 1. Entdo, por (iv), |A;| = |A2],
contrariando ().
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Se (ii) e (iii) forem vélidas, entdo trocando os papeis de A; e A, A’1 e A’2 euev,e pelo
mesmo argumento anterior, tem-se uma contradi¢ao.

Portanto, (ii) e (iv) sdo afirmagdes validas e, segue que |A;| = |A2|. Segue que A}, = A —z,
para algum z € A; e, por conseguinte, (Ay —z) Uu € &/. Como A|NA, =&, z€ Ay —Aj. Segue
que fazendo u = e e g = z, obtém-se o resultado desejado. L

Suponha, agora, que sejam trocadas as condi¢des (3.18)-(3.20) por suas condi¢des duais.
Neste caso, (3.18) e (3.19) tornam-se, para {e} ¢ <7 e e nem redundante, nem essencial,

f(x,y) =af(d /e;x,y)+bf (o —e;x,y), (3.17%)
flehUah;x,y) = f(h;x,y) f(9h;x,y) (3.18%)

Como o dual do clutter essencial S € ele proprio, mas o dual do clutter redundante R € o
clutter vazio, Z, o dual do Teorema (3.3) tem a seguinte forma:

Teorema 3.4. Se a e b sdo niimeros reais ndo-nulos fixos, entdo a fungdo f(</;x,y) satisfa-
zendo (3.17), (3.17") e (3.18%) e

f(S:x,y) =x f(Zx,y)=y (3.19%)

é unicamente definida para um clutter finito </ # @ se, e somente se, </ é a cole¢do de circuitos
de uma matroide.

Demonstragdo. Segue diretamente do fato que o blocker da colecdo de bases de uma matréide
¢ o conjunto de circuitos da matréide dual. L

3.6 Confiabilidade e Percolacao

Outro brago intimamente relacionado da teoria de grafos aleatorios € o estudo da confiabilidade
de umarede. A suposi¢cdo € que exista um fluxo por um grafo que sai de um determinado vértice
e que chega a outro vértice. Baseado na disponibilidade de um vértice (aberto/funcionando ou
fechado/desligado) € possivel a passagem do fluxo. Aqui, se estd interessado em determinar a
probabilidade que em um subgrafo aleatdrio da rede dois vértices distintos sejam unidos por
um caminho. Neste caso, o polindmio de Tutte € ttil no estudo das generaliza¢des de matréides
destes problemas de grafos.

Em problemas de confiabilidade e percolacio em matréides, todo elemento e; de uma ma-
tréide M(E) tem, independentemente dos outros elementos, uma probabilidade 1 — p; de ser
deletado de M em que, exceto quando afirmado ao contrario, 0 < p; < 1. Entdo, escrevendo g;
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para 1 — p;, a probabilidade Pr(A) que um subconjunto A de E consiste precisamente daqueles
elementos que nao sdo deletados € dada por

Pr(A) =[] pi [T a- (3.22)

e;€A e]‘¢A

Um problema aqui € encontrar maneiras de se computar eficientemente a probabilidade
Pr(.%) que o conjunto de elementos preservados estd em alguma familia .7 . E evidente que
Pr(#) = Y4cz Pr(A). E comum considerar a familia .# como uma familia de conjuntos as-
cendentes, ou seja, cujos elementos estdo aninhados por inclusdes sucessivas e se A € .% ¢
A CB,entdo B¢ .%.

Agora, dados dois vértices distintos s e  em um grafo G, tem-se interesse em determinar a
probabilidade que um subgrafo aleatdrio de G contenha um caminho entre s e ¢. Para fazer isso,
primeiro forma-se um novo grafo G a partir de G adicionando-se uma aresta-base d entre s e t.
Seja 2 a familia de subconjuntos A de E(G) para qual A Ud contenha um ciclo de G contendo
d. Equivalentemente, A € Z se, e somente se, d ndo € um co-lago no subgrafo de G induzido
por AUd. Desenvolveremos uma férmula para Pr(%) para uma matréide arbitraria M(EUd),
em que, num contexto mais geral, A € Z se, e somente se, d ndo é um co-lagco de M;(AUd).

Seja Pr(Z) a probabilidade de Z e para todo elemento e; de E, seja p;, a probabilidade de
nao-delecdo de e¢;, igual a uma constante p. Sendo o nimero de elementos em uma matréide
dado por |E|, tem-se que

Proposicao 3.6. Seja M uma matréide pontuada, tal que M = M4(EUd). Considere que todo
elemento de E, tem, independentemente dos outros elementos de E, a probabilidade 1 — p de
ser deletado de M, enquanto que o elemento d tem probabilidade O de ser deletado. Entao
a probabilidade que, em uma submatréide aleatéria @(M) de M, o elemento d ndo seja um
co-laco é dada por:

(i) Pr(2) = pMglEl=rM)=lg(p=1 g=1);

(i) Pr(2) =1 — p' M= 1glEI=r) p()=1 g1y
em que X' f(x,y) +Y'g(x,y) = Tp(My(EUd); X, x,y,y).

Demonstragdo. Provemos, primeiramente, que Pr( %) satisfaz

Pr(2(M)) = qP(Z(M —¢)) + pP(Z (M /e)), (3.23)
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em que e € um elemento de M distinto de d que ndo € um lago, nem um co-lago. Por (3.22)

Pr(2(M)) =Y pllglE—A

AEeD
AED AED
e¢A ecA
Assim,
AED A'CE—e
eZA A'Uec P

O primeiro somatério de (3.24) € tomado sobre aqueles subconjuntos A de E — e para os quais
d ndo é um co-laco de AUd em M — e. Assim, esse somatdrio € sobre aqueles membros A
de (M — e). Por outro lado, como d é um co-laco de M (A" Ud Ue) se, e somente se, é um
co-lago de M (A’ Ud Ue)/e, o segundo somatério em (3.24) é sobre aqueles membros A’ de
P(M/e). Logo (3.23) é vdlido. Segue que se

h(M) = (1/g) =71/ p) ™M Pe(7 (M),
entao,
h(M)=h(M —e)+h(M/e),

para todo elemento e de M — d que ndo € lago, nem co-lago de M. Além disso, é facil verificar
que se e é um elemento de M — d, entdo,

Ja'h(M—e
hM) = {p‘lh(M—e

)

, seeéum laco,
), seeéum co-lago.

Finalmente, de maneira direta, verifica-se que

WM () = {ql’ se M(d) & umlago,

0, se M(d) € um co-lago.

Pela unicidade do polindmio de Tutte segue que h(My) = Tp(My; X', x,y',y), em que X' = 0,
y=¢ ', x=pley=¢q . Portanto, como Tp(My;x',x,y,y) = X' f(x,y) +y'g(x,y), tem-se
que h(Mg) =q 'g(p~'q7 ") e

Pr(2(M)) = glEl=r D=1 prM g (p=1 g1y,

Isto demonstra (i). Se 2* = 2/El — 2, a familia de subconjuntos formada por todas as diferencas
entre elementos de E e Z, um argumento semelhante aplicado a Pr(Z*) implica (ii). 0
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3.7 O modelo de percolacio para grafos

Seja G = (V,E) um grafo arbitrdrio. Cada aresta de G pode estar em dois estados diferentes,
que serdo denotados por u e d. Para cada e € E(G), consideram-se dois eventos:

e “eestano estado 1’ = “e € uma u-aresta,” ou

e “eestano estado d”’ = “e € uma d-aresta.”

Estes eventos sao considerados complementares, ou seja, um € a negacdao do outro. Aqui
serdo denotados por u, € d,, respectivamente.

A partir destes eventos, chamados eventos-aresta, sdo construidos eventos mais detalhados,
tomando-se produtos (16gicos). Tais eventos sdo chamados eventos-produto, e sdo denotados
por produtos algébricos. Assim, u.ds é o evento “e é uma u-aresta e € ¢ uma d-aresta.” Se
E',E" C E, estende-se o conceito para o produto geral uf d=" .

Agora, u.d, = 0 = “o evento falso” e, escreve-se u? = d° = 1 = “o evento verdade”.

Eventos mais detalhados sdo da forma u“d” com CUD = E e CND = @. Estes sio
chamados eventos elementares. O conjunto de todos os eventos elementares é chamado espago
de eventos, que é denotado por Q. A soma (16gica) de dois eventos a e a’ ¢ denotada por a+d’.
Obviamente, u, +d, = 1. Dois eventos a e a’ sdo chamados incompativeis ou disjuntos se
ad' = 0.

Eventos formados por somas finitas de eventos-produto finitos sdo chamados eventos lo-
cais. Os eventos formados pelo fecho da colecdo de eventos locais sobre somas enumeraveis e
produto enumeraveis sao chamados eventos aleatorios.

Eventos mais gerais sdo obtidos tomando-se o fecho da colecdo de eventos aleatdrios sobre
produtos e somas arbitrarias. Considerando-se a completa distributividade, cada evento pode
ser escrito unicamente como uma soma de eventos elementares, logo existe uma correspondén-
cia 1-a-1 entre eventos e subconjuntos do espaco de eventos.

Denota-se por Pr a probabilidade de eventos locais e que é definida por:

P1. Pr(0)=0ePr(1) =1.
P2. Pr(u,) = p. e Pr(d,) = qe = 1 — p., para cada eventos-aresta, sendo 0 < p, < 1.

P3. Para produtos finitos u” d" com E'NE" = @, Pr (uf' a¥") = p¥'¢*", ou seja, os eventos
sdo considerados sendo independentes.
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P4. Para somas finitas de eventos-produto finitos tem-se:

Pr zn:ai = iP(ai).

i=1

Note que usando a correspondéncia entre eventos e subconjunto de espacgo de eventos, tem-
se que a probabilidade sobre eventos locais corresponde a uma medida normada sobre a dlgebra
dos conjuntos cilindricos, correspondentes a eventos locais.

Uma varidvel local é uma funcao real f sobre o espaco de eventos {2 que assume somente
um numero finito de valores diferentes f; tais que para cada i, a soma de todos os eventos
elementares com f(u“d”; G) = f; é um evento local g;. Denota-se f(u“d”;G) = f(C).

O valor de esperanca com respeito a Pr de uma varidvel local f € definida sendo:

E(f) = Y fiP(as) = E(f:G.PY).
i=1

As varidveis locais correspondem as fun¢des simples com respeito a dlgebra de conjuntos
cilindricos.

O valor de esperanga corresponde a integral com respeito a Pr de uma funcao simples. As
funcgdes obtidas pelo fecho da colecdo de varidveis locais ndo-negativas sobre o supremo e
infimo de cole¢des enumerdveis (admitindo-se o valor 4-0) sdo chamadas varidveis aleatorias
ndo-negativas. A diferenca entre duas varidveis aleatérias ndo-negativas, ambas nao nulas,
simultaneamente, € chamada varidvel aleatéria. Os termos desta diferenca sdo denominados a
parte positiva e negativa da varidvel aleatdria, respectivamente.

Usando o procedimento de extensdo da medida sobre semi-anéis, juntamente como es-
quema de integral de Daniell [Gur78], pode-se, dada uma probabilidade Pr sobre eventos locais
com o valor de esperancga correspondente E(f), estende-se de maneira dnica tais defini¢des a
uma probabilidade sobre varidveis aleatdrias [ZaaS8] para as quais sdo usadas novamente a
notacdo Pr(a) e E(a). Se o valor de esperanga de uma variavel aleatdria € finito, esta ¢ dita ser
somdvel.

Se ambos os valores da esperanga da varidvel aleatéria ndo forem oo, ela € dita ser infe-
grdvel. No caso especial que o grafo € finito o valor de esperanca de uma varidvel aleatdria
reduz-se a seguinte soma:

E(f)= Y F(O)re,
CCE
e D =E —C. Em geral, escreve-se
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Uma classe particular de varidveis aleatorias (ndo-negativas) € formulada pelo indicador de
um evento a, que € a func¢do que toma o valor 1, se a ocorre e o valor 0, se a ndo ocorre.

Um grafo enumerdvel G, juntamente com a probabilidade Pr como descrita acima € cha-
mado modelo de percolagdo e é denotada por (G,Pr). A probabilidade Pr é completamente
caracterizada por uma aplicag@o p de E no intervalo real [0, 1] tal que p(e) = p, = Pr(c,). Pode
se dizer que a medida Pr € gerada pela aplicacao p.

Seja f uma variavel aleatéria definida sobre o espago de eventos de um grafo G. Seja E' e
E" subconjuntos disjuntos de E(G). Denote por Gg,, o menor obtido de G pela contracdo das
arestas de E’ e pela delecdo das arestas de E”. Defina a fungdo f sobre o espaco de eventos de
ng, por:

f(C;Gg:/) = f(G+E';G), paratodo C C E(Gg;,) =E(G)—E' -E".

Por defini¢do, f é uma varidvel aleatéria e se f é somdvel, f também é somdvel.

Teorema 3.5. Seja (G,Pr) um modelo de percolacdo e f uma varidvel aleatdria integrdvel.
Entao para todas arestas e € E(G):

E(f;G) = p.E(f;G.) + ¢.E(f; G.) (3.25)

Demonstragdo. Pela defini¢do, E(f) = [ f(C)dPr(C). Pela construcdo, Pr pode ser decom-
posta como uma medida-produto, P = P¥ = E¢ x PE=¢, no qual o indice superior especifica
o dominio de P. Se f € somavel, pode-se aplicar o teorema de Fubini. Se f é ndo-negativa,
ela é o limite de uma seqiiéncia monétona nio-decrescente de varidveis aleatérias somaveis e,
novamente, pode-se usar o teorema de Fubini:

E—e _ e/ E—e ( ~I1 ! .
/C | JOPEe(0) = /C L, 4P /C o, APEECN(C 1 e6)

— pe / dPE=¢(C)£(C+¢;G) + qo / dPE~¢(C) f(C;G)
CCE—e CCE—e
(3.26)

Pela defini¢do da extensdo de f a G, = G —ee G = G/e, isto é igual a

pe [ dPOF(C:Gl+a. [ dPOF(C:GL) = pBIF:GL) +4.EF.GL) (27
CCE—e CCE—e

Finalmente, se f € integrdvel, mas ndo necessariamente somdvel ou nio negativa, entdo ou
a parte positiva f de f, ou a parte negativa f~ de f é somdvel. Sem perda de generalidade,
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seja f~ somdvel. Pode-se usar o teorema de Fubini sobre as partes positiva e negativa de f e
coletar os termos com p, € ¢,.
E(f;G) =E(f";G) —E(f:G)
- [peEO”; Ge) +qeE(f Gé)} - [peE<f’;G’e'> +qu<f’;G2>}

= pe|E(F*:GL) ~E(F 3G +4. [E(F*:GL) —E(F G| (3.28)

Como fN+ = ft eF = f~, ento:
Pe E<f+;G’e'>—E<f_;GZ>} +4e [E<f+ : Gé)—E<f;G2>} = pE(f;G) +q.E(f;G,). O

Corolario 3.1. O valor de esperanca de uma varidvel aleatéria f é uma funcdo linear de p,
com os valores de fronteira finitos:

E(f;G,pe=0)=E(f;G)) e  E{f;G,p.=1)=E{(f;G,).

3.8 Aplicacoes em Mecanica Estatistica

O modelo geral de clustters aleatérios sobre um grafo finito G = (V,E) é uma generaliza¢do
do modelo de bond-percolacio sobre arestas de G, descrito na secdo anterior, e € definido pela
distribui¢do de probabilidade:

uA)=¢! <Hpe> (H(l —Pf)> 0" (ACE(G)), (3.29)
ecA f¢A

em que k(A) é o nimero de componentes conexas do grafo G : A = (V,A), p., 0 < p, <1
sdo parAmetros associados a cada aresta de G, Q > 0 é um parametro do modelo e { é uma
constante normalizadora introduzida tal que

Y u@a) =1 (3.30)

ACE

Denote por ®(G), a configuracdo aleatéria produzida por i e P, a distribuigéo de probabi-
lidade associada. Assim, em particular,

1(4) = Pi{0(G) = A}.
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Quando Q =1, u é chamado modelo de percolacdo e quando cada p, sdo tomados iguais,
por exemplo, p, entdo U(A) é claramente visto como sendo a probabilidade que o conjunto de
“arestas abertas” seja A na bond-percolacdo. Quando Q = 2 tem-se o modelo de Ising com
campo magnético nulo e para outros valores de Q tem-se o modelo de Pots de Q-estados.
Assim, num certo sentido, o modelo de clutter aleatério define uma continuidade analitica do
modelo de Pots para valores nao inteiros de Q.

Existe, assim, uma preocupa¢ao com a familia de medidas de probabilidade a dois parame-
tros

p=pu(p,Q)  0<p<l Q020
definida sobre o conjunto de arestas de um grafo finito G = (V, E) por
Al lENA[ Ok (A)
plg= 0
pla) = e

em que { € uma constante normalizadora adequadae g = 1 — p.

(3.31)

O estudo de percolagdo em modelos de clutter aleatério possui uma boa razdo que € a
relacdo com transicoes de fase via funcdo de correlacdo de dois pontos. Segue uma breve
descricdo.

Seja Q um inteiro positivo e considere o modelo de Pots de O-estados sobre um grafo finito
G.Se o =(0o(1),...0(m)) denota um conjunto de spins sobre o conjunto de vértices {1,...,m}
de G, cada spins o; podendo tomar os valores no conjunto {1,2,...,Q}. O hamiltoniano H(o)
¢ definido por

H(c) = ZJU(l . 5(6(1‘),0(]‘))) (3.32)
L]

em que & ¢ a funcdo delta normal e J;; representa as energias de interagdo e a funcdo de parti¢do

z

é
Z= exp[-BH(0)]. (3.33)
{o}
em que 3 é inversamente proporcional a temperatura do sistema represento um parametro de
desordem do sistema.

A probabilidade de encontrar o sistema no estado ¢ ¢ dada por

o BH(0)
Pr(0) = — (3.34)

A esperanga com respeito a esta distribui¢do de Gibbs é dada por

E<5(G(i),6(j))> _ é"" (Qé 1)

em que Py, é a medida de clutter aleatério sobre G tomando-se p, = 1 —exp(—J;;) para cada
aresta e = (i, j).

Pufi~~ j} (3.35)



CAPITULO 4

Modelagem de Redes Elétricas

SERA DEFINIDA, neste capitulo, uma estrutura abstratamente tratada como uma rede elé-
trica. Também, serdo definidos as probabilidades de que um fluxo ocorra em tal rede.

Seja A4 = (V,E,r) uma rede elétrica, ou seja, um grafo G = (V,E), juntamente com uma
fungdo r: E — R™, em que r, = r(e) é a resisténcia da aresta e. Se existe uma diferenca de
potencial p, = p,, em uma aresta e = [ab| de a para b, entdo uma corrente elétrica obedece a

Lei de Ohm
_ Pe

Ve

@,

e flui de a para b. A Lei de Potencial de Kirchhoff postula que a soma das diferencas de
potencial ao redor de qualquer ciclo é nula. A Lei de Corrente de Kirchhoff afirma que a
corrente total em um vértice também € zero.

Um potencial absoluto V; é tal que p,, =V, —V,. Se (pyy) xyev(G) € uma distribuigdo de di-
ferencas de potencial satisfazendo a Lei de Potencial de Kirchhoff e uxix; - -xpv e uyjyr---yv
sdo dois uv-caminhos em G, entio

Puxy + Pxipxy t 0+ Py + Py = Puyy + Pyyyy T+ Dy yyy + Py 4.1)

e para definir os potenciais absolutos, toma-se um vértice de referéncia, por exemplo v, e faz-se
V, = 0. Portanto para cada vértice u € V(G) tem-se

Vu= Pux; + Pxyx; T+ Px_ v T Py 4.2)
para qualquer uv-caminho.

A idéia agora é descrever o fluxo de corrente numa rede elétrica que estd sujeita a uma
determinada configuracdo (ligacdes entre vértices). O modelo de percolacdo para grafos pode
ser aplicado a tal rede, o que indicaria uma nova abordagem ao estudo de funcdes de curto-
circuito de redes, que sdo distirbios catastréficos sobre uma rede elétrica .4”.

Se definirmos uma func¢do de risco (Probabilidade de Falha x Custo) sobre a rede elétrica,
o modelo markoviano de descricao de estados € uma forte ferramenta na descricao de cendrios
futuros.

35
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4.1 O grafo de isolamento

A rede elétrica (abstrata) considerada aqui, possui uma caracteristica especial: os vértices da
rede, ou seus componentes, sdo divididos em dois grandes grupos: 0s componentes ativos € 0s
passivos. Esta propriedade reflete apenas o fato de que sobre o vértice estd definida (ou ndo)
uma fun¢do que interrompe o fluxo da rede naquele ponto. Isto fica bem claro quando nos
referimos a uma rede elétrica real. Esta possui componentes, denominados disjuntores, que
possuem dois estados, aberto e fechado, estados nos quais ha interrup¢ao de carga ou nio.

No caso geral, entdo um conjunto (possivelmente unitdrio) de componentes estd separado
de outros conjuntos por vértices ativos, que denominaremos de chaves. Neste cendrio, define-se
o grafo de isolamento como se segue: Seja ./" = (V,E,r) umarede. Seja D CV, o conjunto de
chaves ou vértices ativos. Remova D de V e as arestas. O préximo passo € contrair as arestas
restantes. Os vértices que sdo resultantes desta ultima operacdo sao chamados setores do grafo.
Finalmente, una dois vértices-setores se, € somente se, existe, no grafo original, uma chave
entre tais setores (veja Figura 4.1).

= o

(a) Rede. o:chaves e e: demais componentes. (b) Setores.

(c) Grafo de isolamento.

Figura 4.1 Construindo o grafo de isolamento.

Note que ser for definida uma varidvel aleatdria para cada componente de uma rede que
represente o tempo de funcionamento deste componente até a sua falha, entdo cada vértice-
setor possui uma varidvel aleatéria que € funcdo das varidveis aleatérias de cada vértice deste
setor. Nas proximas secoes, serdo apresentados resultados de como se podem “compor” as
varidveis aleatdrias correlacionadas a cada vértice-setor do grafo de isolamento. No préximo
capitulo, os fatos aqui expostos serdo utilizados na definicao de confiabilidade e risco em redes
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elétricas.

4.2 Funcoes usadas em confiabilidade

O procedimento probabilistico de escolher distribuicdes de probabilidade ajustadas a dados
oriundos de confiabilidade pode ser complicado e incluir muitas dificuldades sutis que ndo sao
vislumbradas mesmo por especialistas da drea. Mesmo com o avango das ferramentas com-
putacionais disponiveis em software amigaveis como Matlab®, R®, SAS®, Reliasoft®, entre
outros, artigos ([CSS07, GKO1la, GKO1b, GK02, GK03b, GK03a, GK04, NK06]) publicados
recentemente ilustram bem este fato.

A escolha da distribui¢do de probabilidade de interesse € um procedimento dificil e ndo &,
em geral, automdtico. Isto é particularmente verdadeiro quando o nimero de observacdes é
reduzido. Em geral, o analista estd interessado em estudar estatisticas como minimo, maximo e
intervalo de variacdo dos dados, bem como parametros da distribui¢io, tais como, coeficientes
de assimetria e curtose. A partir da fdp pode-se deduzir algumas caracteristicas das distribui-
¢des como resumidas a seguir.

O tempo esperado de vida (1) de uma entidade representa uma medida do seu tempo médio
de operacgdo antes dela falhar, sendo dado por

400
u= /O yf(y)dy.

A fungdo de ponto percentual (fpp) € a inversa da funcdo de distribui¢do acumulada, ou
seja, y = F~!(a). O seu gréfico y versus a probabilidade « representa o comportamento do
valor da ordenada (variando do valor minimo ao valor maximo da variavel aleatdria) com a
abscissa que mede a probabilidade de zero a um.

A fungdo de risco acumulado é a integral da funcdo de risco. Pode ser interpretada como a
probabilidade de falha no tempo y determinada pela sobrevivéncia até y.

Serd apresentado agora uma revisdo simples de alguns dos modelos de confiabilidade co-
mumente encontrados. Quando se olha primeiramente os dados, o que se faz de imediato é
denominado de ‘Exploratory Data Analysis’ cujo objetivo € determinar uma distribui¢do que
pode representar um modelo de probabilidade adequado para esses dados.
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4.2.1 Modelo de Poisson

No processo de Poisson homogéneo admite-se que a probabilidade de algum evento ocorrer
num intervalo reduzido de tempo, h, € igual durante todo o tempo. As hipdteses para um
processo de Poisson de taxa A ocorrer durante um intervalo de tempo pequeno 2 — 0, sao:

(i) os eventos em intervalos de tempo disjuntos sao independentes, isto €, o nimero de ocor-
réncias em (0,¢) independe e ndo afeta o nimero de ocorréncias em (¢,7+ h);

(i1) a probabilidade de um evento em um intervalo de comprimento 4 quando & — 0 €, aproxi-

madamente, proporcional a 4 mais um erro desprezivel de magnitude o(4). Uma fung@o
g(h) éo(h) se g(h)/h — 0 quando h — 0;

(iii) a probabilidade de mais de uma ocorréncia em um intervalo de comprimento % é o(h).

A distribuic@o de Poisson € usada para modelar o niimero de eventos aleatérios que ocorrem
dentro de um intervalo de tempo especificado. O processo de Poisson ndo tem memdria e é
descrito através de um tnico pardmetro A que mede a sua taxa de falhas no tempo. Assim, se Y;
representa o nimero de ocorréncias num intervalo de tempo ¢, a probabilidade de haver neste
intervalo exatamente k ocorréncias é dada por

(A)*

P, =k)=eM .

A fda da distribui¢c@o de Poisson € calculada numericamente.

4.2.2 Modelo exponencial

Pode ser facilmente demonstrado que se as ocorréncias de eventos sdo determinadas por um
processo de Poisson, entdo o intervalo de tempo entre ocorréncias sucessivas segue a distribui-
¢do exponencial, ou seja, é caracterizada pela fdp

fo)=2e.

A distribuicao exponencial € usada para modelar processos de Poisson em situagdes nas quais
0 processo estocdstico varia de um estado para outro estado com taxa constante por unidade
de tempo. Entdo, a distribuicdo exponencial descreve o tempo necessdrio para um processo
continuo mudar de estado. A distribui¢cdo exponencial € uma distribui¢do comumente usada em
engenharia de confiabilidade. Devido a sua simplicidade, ela tem sido empregada amplamente
até mesmo em casos para os quais as hipéteses basicas do processo de Poisson nao se aplicam.
A distribui¢do exponencial € usada para descrever tempos de falhas que t€m uma taxa de falha
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constante. O tempo médio de falha é simplesmente p = A !, a sua fda iguala F(y) = 1 —e ™

e a fungdo de risco é igual a A.

Deve-se notar que o modelo exponencial supde uma taxa de falha constante, considerando,
assim, desprezivel, a influéncia temporal do desgaste sobre os equipamentos modelados, o que
ndo € uma suposi¢do forte para equipamentos nobres do sistema elétrico, tais como transfor-
madores, geradores e linhas de transmissdo. A distribui¢do exponencial, em geral, ndo € usada
no desenvolvimento de estratégias de manutengdo preventiva (veja, por exemplo, [BCO1]).

Como citado anteriormente, o modelo de Cox pode ser usado para avaliar a influéncia de va-
ridveis explicativas sobre as taxas de falha. Se na equagao (2.3) a taxa de falha for considerada
constante, o tempo entre falhas sucessivas serd exponencial com média p dada por:

log() =x"B, (4.3)

ou seja, obteremos um modelo log-linear para modelar o tempo médio entre falhas sucessivas.
Nestes termos, a suposi¢cao de taxa de falhas constante vinculada ao modelo de sobrevivéncia
do Cox mostra que a dependéncia das varidveis explicativas pode ser acomodada de forma
simples como um modelo log-linear para a média da distribui¢do.

A Teoria da Confiabilidade, também, dispOe de mecanismos para uso intensivo da distribui-
cdo exponencial. Por exemplo, para representar o tempo de operacdo entre falhas sucessivas
(TOFS) de uma entidade. A suposic@o da distribuicao exponencial caracteriza completamente
a distribui¢do dos dados, sendo uma métrica suficiente. Porém, se os dados sdo modelados
por outra distribui¢c@o, entdo ela ndo € suficiente para descrever os dados, sendo em muitos
casos, uma métrica pobre em termos de confiabilidade. O TOFS € muito importante na teoria
da confiabilidade, sendo rotineiramente usado nas especificacdes de confiabilidade e na andlise
de disponibilidade.

4.2.3 Modelo de Weibull

A fda da distribui¢do de Weibull com dois parametros é
Fy)=1-¢ 079",

sendo ¢ o parametro de forma e o o parametro de escala. Ambos parametros sao positivos. A
distribui¢do exponencial € uma caso particular da Weibull correspondendo a ¢ = 1. A funcdo
de risco é dada por A(y) = cy°~! /a¢, sendo crescente quando ¢ > 1, decrescente quando ¢ < 1
e constante quando ¢ = 1. O modelo de Weibull, por generalizar o modelo exponencial com
um parametro de forma c extra, pode ser usado para representar o tempo de sobrevida de equi-
pamentos com funcdo de risco de diferentes formas: crescente ou decrescente, ou em forma de
curva de banheira, isto é, mais falhas ocorrem para entidades muito jovens e para entidades
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muito velhas. Também, podem ser usado quando o sistema, se repardvel, estd sob um pro-
cesso de renovagdo onde os tempos entre falhas sucessivas sdo independentes e identicamente
distribuidos segundo uma distribui¢do de Weibull, e 0 mesmo apresenta desgaste entre falhas
consecutivas.

4.2.4 Modelo de Gumbel

Este ¢ um modelo de distribuicdo de uma estatistica de ordem extrema para uma distribuicao
de n elementos X;. Esta tem fdp e fda dadas, respectivamente, por:

- jerliy (5}

F(y):l—exp{—exp (VT“)}

Este modelo € utilizado para encontrar o minimo (ou 0 mdximo) de um nimero de varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, por exemplo, para modelar a oferta ou
a demanda méxima didria de energia de um setor elétrico. E qtil na predicdo de catéstrofes.
A distribuicdo de Gumbel € um caso especial da distribuicao de Fisher-Tippett e €, também,
conhecida como distribuicao log-Weibull.

4.2.5 Modelo gama

Uma extensao para modelar o tempo de funcionamento de um sistema nao-reparavel é obtida
considerando o tempo de funcionamento seguindo uma distribuicdo gama que tem uma fdp
dada por
f) =o'y le®/T(r),

em que I'(r) é a funcdo gama. A fun¢ao de risco e a fda sdo mais complicadas, pois dependem
da funcdo gama incompleta. A forma da funcdo de risco da distribuicdo gama é adequada
para modelar vérios desses sistemas nao-repardveis. A distribuicio gama é uma modelo de
distribui¢do de vida flexivel que pode apresentar um bom ajuste a alguns tipos de dados de
falhas. Porém, nao € usado amplamente como um modelo de distribuicdo de vida para entidades
face a dificuldades matematicas. A distribuicdo gama surge naturalmente como a soma de
varidveis aleatdrias exponenciais independentes.
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4.2.6 Modelos beta-exponencial e beta-Weibull

Como descrito na Sec¢do 2.2, novos modelos de distribuicao vém sendo desenvolvidos [ELF02,
CSS07, GN04, NK04, NKO06] para modelar tempos de falha. Pode-se definir uma nova classe
de distribui¢des por

F(y) = IG(y) (avb)v 4.4)

em que Iy(a,b) = By(a,b)/B(a,b), com By(a,b) = [fw* (1 —w)?~!dw denotando a fungio
beta incompleta e B(a,b) = Bi(a,b).

A distribuic@o beta-Weibull foi motivada pela larga utilizac¢ao da distribuicao Weibull e pelo
fato que tal generalizacio € uma extensdo continua a casos ainda mais complexos.

Explicitamente, a distribui¢ao beta-Weibull é obtida substituindo G(y) em (4.4) pela fda de
uma distribui¢do Weibull com parametros A e c:

F(y) = Ilfexp{f(ly)c}@l?b)a 4.5)

paray >0,a>0,b>0,A>0ec>0. A distribuicio de Weibull é um caso particular da
distribui¢do beta-Weibull com pardmetros a = b = 1.

No caso da distribuicdo beta-exponencial, a fun¢do G(y) é substituida pela fda G(y) =
1 —exp{—(y—c)/A}, paray > c.

4.3 Aproximacao assintética de distribuicoes

Seja .4 uma rede. Como descrito no capitulo anterior, a confiabilidade de tal rede é definida
como segue: para dois vértices s e ¢ fixados, deve haver um s —¢ caminho (que é um sub-
grafo aleatdrio da rede unindo os dois vértices) tal que seja possivel a “passagem” de um fluxo
definido sobre a rede.

Em geral, pode-se definir um indice de confiabilidade que € expresso por
Z = f(X1,Xa,...), (4.6)

em que X1,X>,... sdo varidveis aleatérias que denotam os parametros relacionados a perfor-
mance ou disponibilidade dos diversos componentes representados pela rede. Existem, tam-
bém, varidveis aleatdrias Xy, relacionadas a parametros de operacao do sistema. A varidvel Z é
aleatdria por se tratar de uma funcdo de varidveis aleatdrias , cuja distribuicao de probabilidade
depende das distribuicdes das varidveis X;’s e da funcdo f.
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Suponha que a rede .4 tenha n componentes, cujas falhas seguem uma distribuicdo de
Poisson. Sao, também, hip6teses para esta andlise: o tempo de reparo de um componente fa-
lhado € muito pequeno em relagdo ao tempo total de operagao; se o sistema modelado pela rede
estd no estado de falha, existe apenas um equipamento no estado de falha e, de fundamental
importancia, falhas de equipamentos sdo independentes umas das outras.

Passa-se a descricao das técnicas de avaliagdo dos momentos dos indices de confiabilidade
de componentes de uma rede. Em geral, as fun¢des que descrevem indices de confiabilidade
de um sistema possuem formas intrincadas definidas pelas varidveis aleatérias X1, X»,.... A
técnica € aproximar tais funcdes por fungdes elementares que apresentem maior facilidade de
manipulagdo.

Por vezes, as técnicas de avaliacdo dos indices de confiabilidade aproximam os momentos
centrais e se faz necessario associd-los aos momentos, através de conversdes adequadas.

Serdo apresentados trés tipos de fungdes elementares de varidveis aleatérias, que sdo ne-
cessdrias na andlise de confiabilidade: combinacdo de varidveis aleatdrias, fungdes algébricas
e a soma aleatéria. Deve-se observar, novamente, que as varidveis aleatdrias consideradas sao
independentes.

4.3.1 Combinacao de variaveis aleatorias

Seja Z uma fun¢do de varidveis aleatérias X1, X, ..., tal que Z pode ser igual a qualquer uma
destas varidveis aleatdrias e a probabilidade associada a Z tomar valor X; € p;. Tem-se

E(Z") =Y piE(X]). 4.7)
i=1

Os primeiros quatro momentos de Z, podem, portanto, ser obtidos conhecendo estes mo-
mentos para X1,X»,... € as probabilidades associadas pp,ps,.... Deve-se notar que a soma
destas probabilidades deve ser 1, pois qualquer valor tomado por Z tem que ser um dos valores
das varidveis aleatorias.

4.3.2 Funcoes algébricas de variaveis aleatorias

Seja Z uma funcdo algébrica das varidveis aleatorias X1,X>, ..., X, isto é,
Z=h(X,Xa,....Xn) (4.8)

em que /& € uma fungdo algébrica qualquer, por exemplo, polinomial.
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Se X; sdo varidveis aleatdrias ndo-correlacionadas, tem-se que

9%h
E(Z) = h(EX),....E(X,)+= Zax2“2’ 4.9)

" ok " d%h
Wy, = ( ) Loi + ( ) ( )u’ (4.10)
2z ,Z{ 2X; ; ox?

.Uéz = Z(
4 2
n oh dh .
Wiy = Z(&X) Mai + 622((9)() <ﬁ) oilpj, 1< j. (4.12)
- j

3
) JIEY (4.11)

Todas as equagdes acima sdo estimadas no valor médio de cada varidvel aleatéria. As
expressoes dadas aproximam valores de momentos, pois eles foram obtidas usando a expansao
em série de Taylor da func¢do 4 em torno do ponto em que cada uma as varidveis aleatérias dos
componente tomam seus valores médios. Quando % € uma func¢ao algébrica linear,

n
Z=Y aX, (4.13)

para a; € R, os valores das derivadas sdo

oh . 0%h .
a—Xi:ai,l:I,Z,...,n 8—)(1.2:07 Vi. (4.14)
Neste caso,
n
i=1
ln
Hz = ZangZi (4.16)
P
Uz = ZG?N&' @.17)
i=1
n
Mz = Y almi+6YY aidinin;, i< (4.18)
i=1 i

4.3.3 Soma aleatoria de variaveis aleatorias

Considere uma varidvel aleatéria S, tal que

N
S=Y X,
k=1
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em que N € uma varidvel aleatdria discreta, X1,X>,... sdo varidveis aleatdrias independentes
de Ne S=0, se N toma o valor 0. A variavel aleatéria S é dita ser uma soma aleatoria.
Se as varidveis aleatdrias X; sdo independentes e identicamente distribuidas, como os quatro
primeiros momentos E(X), E(X?), E(X3) e E(X*) e a varidvel aleatéria N com momentos
dados por E(N), E(N?), E(N?) e E(N*), entdo tem-se que:

E(S) =E(X)E(N), em que X = X;, para qualquer i (4.19)
B(s?) = |E(X?) — (B(X))| EQV) - (B(X)E(N?) (4.20)
E(S3) = [E<X3> _3E(X)E(X) +2(E<X>)3} E(N)

+ [3E(X2)E<X> - 3(IE(X>)3]E(N2) FEX)ENY  (4.21)

+ [4E(XE(X) +3(E(X3)* ~ 1BE(X)E(X)?+ 11 EX))*|EN?)

n [6E<X2>(E<X>)2 CH(EX))HENG) 4 (E(X))*E(N). (4.22)

Considere a varidvel aleatoria K, tal que o valor tomado por ela seja igual a soma de N
observacdes independentes de uma varidvel aleatéria X, em que N € uma varidvel aleatéria
discreta. Cada uma das varidveis aleatdrias € equivalente a varidvel aleatdria S, para qual os
momentos sdo dados pelas equagdes (4.19) — (4.22). Os momentos de K podem, portanto,
avaliados usando as mesmas equacdes utilizando-se os momentos de X ao invés dos de X;.

4.3.4 Conversao de momentos

Seguem as relacdes entre os momentos € momentos centrais que podem ser utilizados nas
subsecdes anteriores para permutagdo entre estas duas grandezas.

oy = E(X?) — (E(X))?, (4.23)

tax = E(XC) = 3E(X*)E(X) +2(E(X))?, (4.24)
tax = E(X*) —4E(X?)E(X) + 6E(X>)(E(X))>. (4.25)
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4.3.5 Método de Pearson para aproximacao de distribuicoes

A familia de distribui¢des de Pearson é composta pelas distribui¢des que podem ser geradas
pela resolu¢do da equagdo diferencial (veja Apéndice A):

_ (x+d)f(x)
by +bix+byx?’

fx)= (4.26)

em que by, b1, by e d sdo valores reais.

A fim de que seja possivel a utilizacdo do método de Pearson como aproximagao de uma
dada distribuicao sdo necessdrios para uma dada varidvel aleatdria seus valores de mediana,
momentos centrais de ordem 2, 3 e 4. O procedimento envolve o uso de uma tabela de percentis
padronizada [JNAP63], baseada na solucdo da equacao (4.26) e pode ser delineado como:

1. Calculo dos valores dos parametros /31 € B, como segue:

\V Bl — “3}2 9
\/ Hox
Hax
Br="—.
13y

2. Encontrar os percentuais padronizados na tabela z, para um o escolhido, usando +/f; e
B>, usando interpolagdo sempre que preciso.

3. O a-ésimo percentual estimado é entdo calculado como Ly +zg+/H]y-

No préximo capitulo, serd dedicada uma secdo na aplicacao das técnicas aqui explanadas no
caso de redes elétricas reais, para as quais certas fungdes de confiabilidade podem ser definidas
como processos estocdsticos. Na proxima se¢do, estd apresentada uma resolugdo exata quando
as distribui¢cdes das varidveis aleatérias que representam os diversos indices de uma rede sdo
exponenciais.

4.4 O minimo de variaveis aleatorias : o caso exponencial

Nesta se¢do, serd apresentado um caso especial de uma funcio de varidveis aleatdrias , assim
como, um caso particular de distribuicdo. A idéia € apresentar uma técnica de andlise de um
sistema sobre tais hipéteses: seja {cy,cs,...,¢c,} 0 conjunto de componentes de um sistema
elétrico. Seja X; o tempo de sobrevida de um componente ¢;. Aqui, as variaveis aleatorias X;
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serdo consideradas independentes (hipdtese fundamental) com distribuicao exponencial (hip6-
tese simplificadora), X; ~ E(A;), ou seja, a fungdo de distribui¢io acumulada para cada varidvel
¢ dada por
0 t<0

F(t)=Pr(X;<t)=1 -
em que A; > 0 é uma constante fixada. Um propriedade importante da distribui¢io é dada por
Proposicao 4.1. Se X ~ E(A), entdo

Pr(X >t+s|X >s) =Pr(X >1).

Além disso, X assim distribuida é a unica varidvel aleatoria continua com tal propriedade.

A propriedade dada pela proposicao acima é chamada falta de memdoria da varidvel aleatéria
X.

Demonstracdo. De maneira direta,

Pr(X >t+4s,X > )
Pr(X >s)

_ Pr(X >1+s5)

 Pr(X >s)

o Mi+s)

— — A _
= =¢ =Pr(X >1).

Pr(X >t+4s|X >s) =

Agora, suponha que X tenha a propriedade acima. Seja F(t) = Pr(X > r). Ento, pela pro-
priedade em questdo, F¢(-) deve satisfazer: F°(x+y) = F°(x).F°(y). Em particular,

F2) = (FC()* e FE(1/2) = (F*(1))2,

e se a € Q, tem-se que
F(a) = (F(1))".
Portanto, .
Fé(a) = (FE(1))" = ¢ (Fe)” _ e,
em que A =log (F(1)) ea € R. O

Sejam X e X, varidveis aleatorias exponenciais independentes, como no sistema descrito.
Sejam A; e A, os parAmetros de X e X», respectivamente. Se X; e X, representam o tempo de
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funcionamento de componentes, entao
PI‘(X] < Xz) = / Pl‘(Xz > X |X1 = t)lleilltdt
0
_ / Pr(X> > 1)Are M dr
0

= / e M e M dr
0

B AM+A

47

Cabe lembrar que as varidveis aleatérias exponenciais siao as Unicas varidveis aleatdrias conti-

nuas que possuem taxa de falha constante i(r) = A.

Agora, considere X| ~ E(A;) e Xo ~ E(A;), independentes e defina Z = min{X;,X,}. Se
um setor (no grafo de isolamento) possui dois componentes, ¢ € ¢z, 0 tempo de sobrevida do

setor até a primeira falha é dada por Z. Note que

Pr(Z > t) = Pr(min{X;,X,} > 1)
Pr(X1 >t1,Xp > t)
Pr(X; > t)Pr(X, > 1)

— e—)t,lte—lzt — e—(ll-i-lz)t.

Ou seja, Z ~ E(A; + A;). Note, também, que E(Z) < min{E(X),E(X2)}, pois

Ai

<A, i=1,2.
2,1—}—2,2_ l?l I

Defina, agora,

1, seZ=Xj,
N =
2, seZ=2X,.
Tem-se que
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Agora, tem-se que

Pr(Z>t,N=1)=Pr(min{X;, X2} > 1, X1 <X3)
=Pr(X; < Xp;X1 >1,Xp > 1)

%}

:/0 Pr(X, > X1:X) > 1,X2 > t|X) = 1) Aje M¥dx
= /thr(Xz > X1;x > 1,Xp > t)lle*’l‘xdx
_ /t TPr(Xs > x)Ae Midx
= /m e M) e Mdx
t

Mt

N AM+A
Da mesma forma,
A
Pr(Z > 1,N =2) = e iR, 4.27
( )= @27)
Assim, tem-se que Z e N sdo varidveis aleatdrias independentes. Generalizando as 1déias acima,
se X; ~ E(A;),i=1,2,...,nsdo varidveis aleatdrias independentes e,

n
Z=min{X;,i=1,....,n}, N=k seZ=X,k=12,...,n e A=Y A,

entao
& e—lt
A

¢ a distribui¢cdo do “nascedouro” de uma falha no sistema.

Pr(Z >t;N=k) =

Sejam X; ~ E(A;), i = 1,2, independentes. Tem-se que
PrXo —X1 > 1,X > Xy) = / Pr(X> >t +X1:Xo > X1 |X1 = x)Are M dx
0
= / Pr(X; > t+x,X > x)A4 e Mgy

_/ x+t A]e llxdx

— e—)t,gt )'1 .
M+A

E, portanto, Pr(X, — X| > t|X, > X)) = e ™' em outras palavras, se X, — X é positivo, entdo
esta diferenga € exponencialmente distribuida. Como X; representa o tempo de funcionamento
do componente c;, i = 1,2 dado que o componente ¢ falhe primeiro, o tempo de funcionamento
restante do componente ¢; é, ainda, distribuido exponencialmente. De fato, o tempo restante
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do componente c¢; independe do tempo de falha de ¢;. Ou sejam se X, > X, Xo — X ~ E(Ay)
¢ independente de X .

Considerando todo sistema {cy,c3,...,c,} com X; ~ E(A;), i = 1,2,...,n, independentes,
entao

n
H@ﬁXﬂ%ﬂJ:Llnﬂm#ﬂ&>&pmdzLmjww@:rkwh (4.28)

k=1
k#j

A fim de tornar os resultados mais claros, tem-se o seguinte exemplo. Considere o sistema
com n componentes, como antes, X; ~ E(A), i =1,2,...,n, varidveis aleatérias independentes,
representando o tempo de funcionamento de cada componente ¢;. Supondo que o sistema
funcione se pelo menos um dos componentes funcionar, defina Z; o tempo da primeira falha,
Z, o tempo da segunda, e assim por diante. Tem-se que

Z; =min{X},X,...,X,} ~E(nd) e Z, = max{X1,Xs,..., X}

No tempo Z;, apenas n — 1 componentes estdao funcionando. Note que por (4.28), o restante
dos componentes ainda sdo distribuidos exponencialmente e sd@o independentes. Portanto, o
tempo até a proxima falha, a saber, Z, — Z;, € igual ao minimo de n — 1 varidveis aleatdrias
exponenciais independentes. Assim,

Zz —Z] = min{Xil,Xi2,. . '7Xin71} ~ E((I’l— 1);{),
3 —721 = min{le,ij,...,Xjn_z} NE((I’Z—Z)A,),

Portanto,

71 .
(n—1A :

p—

B(Z)) = - E(Z,—Z)) =

E(Z, —Z, |) =
nA’ < 0

n
E(tempo de funcionamento do sistema) = E(Z,) = Z %
k=1

Pode-se ilustrar os resultados acima considerando-se dois sistemas S € S», sendo S| com-
posto de dois componentes em paralelo com tempo de funcionamento dado por varidveis aleato-
rias exponenciais identicamente distribuidas e S com somente um componente com tempo de
funcionamento com distribuicao exponencial e parametro (. Seja Z; o tempo da i-€sima falha
no sistema S (i = 1,2). O sistema S| falha em Z, (os dois componentes estdo falhados). Neste
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caso, Zy ~ E(2A) e Z, —Z) ~ E(A). Seja X o tempo de funcionamento do sistema S,. Entdo

Pr(sistema S; falhe antes que S») =Pr(Z; < X)Pr(Z, —Z; < X —Z1|X > Z)

= Pr(exp(24) <exp(u))Pr(exp(1) < exp(u))
2A A

T 2A+p At

4.4.1 Soma de exponenciais

Sejam X;, i = 1,2,...,n, varidveis aleatdrias exponenciais identicamente distribuidas. Seja
Z=X1+Xo+---+X,.
A primeira transformada de Laplace-Stieltjes de Z é:

E(e %) = E<e—S(X1+X2+-~-+X,,)>

=E(e™X) . E(e™%2) .. . E(e™*)

:(Hs) '

Tomando a transformada inversa, vé-se que a funcdo densidade de probabilidade de Z é dada

por:
0, set <0,
t pR—
JAO= pemutaart

e a funcdo acumulada € dada por

n—1
~2 (lt)
Fz(t)=Pr(Z<1) _l_,z()e ! ]

Assim, Z € uma varidvel aleatéria com distribui¢do de Erlang, Z ~ E, (1), que é o mesmo de
uma distribui¢do gama, Z ~ I'(n,1).

Supondo, agora, que X;, i = 1,2,...,n, varidveis aleatdrias exponenciais independentes,
comX;~E(A),i=1,2,...;.n,e Z=X; +Xp+---+ X,. A transformada de Laplace-Stieltjes
de Z é dada por

E<€_sz> —F e—s(X1+X2+"'+Xn)>

— E<est1> .E<est2> X ...'E<€7SX”>
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Sem perda de generalidade, pode se supor que para i # j, tem-se A; # A;. Neste caso, pode-se
usar uma expansao de fragdes e obter

n
fz(l‘> = Z OC[)l,[e_lit,
i=1
Aj
em que o; = :
' JI;II 7Lj + A
JF

4.4.2 Soma aleatoria de variaveis aleatorias

Seja {X,,n > 1} uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias exponenciais identicamente distribuidas
com pardmetro A. Seja N uma varidvel aleatéria com distribui¢do geométrica, N ~ G(p), ou
seja,

Pr(N =k) = (1—p)*'p, k21,

em que 0 < p < 1 é uma constante. Considere que N seja independente de {X,,,n > 1}. Defina

N
Z=Y X
k=1
Assim Z € uma soma aleatdria de varidveis aleatdrias. A transformada de Laplace-Stieltjes de
Z pela condicionante N é dada por
E(e™) = E(E{e™"|N)).

Como N = n implica que Z = ) ;_ nX; € uma varidvel aleatdria e possui distribuicdo gama
com parametros n e A, tem-se

Ble %) = ¥ Ble N =n iV =n) = ¥ (7 ) (1= 'y
n=1 n=1
_ A & (A(L=p)\"_ Ap 1
_7L—|—Sn§‘1( A+s ) S Ats 1ok
_ A
 Ap+s

Portanto, Z ~ E(Ap), ou seja, Z possui distribui¢do exponencial com parimetro A p.

4.5 Confiabilidade em digrafos estocasticos

Nesta secdo, serd apresentada outra abordagem de estudo de confiabilidade sobre uma estrutura
abstrata, que novamente representa uma rede elétrica. Seja 2 = ((V,E), f) um digrafo, V # &,
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ef=(f",f*) com fi:E—N,i=1,2,aaplicagio de incidéncia, definida como: se & = [a,b] €
E, f'(e) = a e f*(e) = b, os extremos inicial e final de e. Serd denotado por Dy, ao digrafo
finito, fracamente conexo, aciclico, com um unico vértice-base (fonte), denotado por s, € com
outro vértice ¢, inico sorvedouro. A partir deste ponto nesta se¢io e se ndo for mencionado em
contrdrio, os grafos considerados serdo deste tipo.

Uma questdo sobre o grafo Dy e i,j € V(Dy) € se existe um subgrafo D;; C Dy com as
mesmas propriedades do supragrafo. Em particular, dois subgrafos sdo de interesse: o subgrafo
maximal, denotado por D; ; € 0 subgrafo minimal &;;, que sdo caminhos unindo 7 a j. Denota-
se, também, por c@l-kj, k € V(Z;j), os subcaminhos de &;; de i para k e de k para j. O conjunto
de caminhos que pertencem a D;; é denotado por & (D;;).

Seja Dy um digrafo, como descrito. Defina sobre V (D) uma fungio
1:V(Dyg) —{0,1,2,...,m},
comm = |V(Dg)| — 1 eparae € E(Dy)

1(f'(e)) <1(f*(e)), e I(s)=0el(t)=m.

Com a identificagdo de V(Dy) : {0,1,...,m}, os vértices de Dy, sdo considerados topologica-
mente ordenados e, a partir deste ponto, nesta secdo, a notacao Dy, serd usada, ao invés de Dy.
V(Do) é composto de vértices ditos perfeitos, no sentido que ndo h4 falhas sobre estes (ou
sobre os componentes que sio representados por tais objetos). Também, E(Dy,,) é composto
por elementos que podem sofrer falhas, ou ndo confidveis, que podem ser representados pelo
vetor:

{X(1),te T} ={(X.(t),e € E(Dow)),t € T},

em que X, (¢) sdo varidveis aleatérias com distribui¢do de Bernoulli sobre um espago de proba-
bilidade (Q, <7, Pr) com

X.(t) = (4.29)

1, aresta e estd funcionando no tempo ¢,
0, caso contrario,

para cada e € E(Dg,) et €T C [0,0).

Para o € Q, fixo, as fun¢des de amostragem X, (¢, ®) sdo consideradas continuas a direita
em 7. Assim, para um tempo fixado t € T, o grafo estocdstico é descrito pela quadrupla:

(V(DOm),E(DOm), FAX (1), e € E(D()m)}> .

Diz-se que X1, X», ..., X sdo varidveis aleatorias associadas ou correlacionadas se

Cov(f(X),¢(X)) =0,
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para todas as fun¢des ndo-decrescentes f e g, para as quais E(f (X)), E(g(X)), e E{(f(X)g(X))
existem, em que X = (X1,X,...,X;) (ver [EPW67] para propriedades e demais resultados
sobre varidveis aleatdrias correlacionadas). Considera-se que o processo de performance de
confiabilidade descritos esteja associado ao tempo, o que significa que para todos os conjuntos
finitos de tempo T = {1,t2,...,64} C T

{X,(t),t € Ty,e € E(Doy)} éum conjunto de varidveis aleatérias correlacionadas.  (4.30)

Para dois vértices i e j de Dy, para os quais os subdigrafos D;; estejam definidos, uma
questdo interessante € se existiria um caminho 2;; com todas as arestas funcionando de 7 para
J. Mais formalmente, para todo subgrafo D;; uma fun¢do denominada caminho

I, seexiste um caminho com todas
¥p; = as arestas em funcionamento &;; € & (D;;), (4.31)

0, caso contrério,

pode ser definida com uma representacio por caminhos:

oo,X()=1- [T (1- X(1))

EJi‘,-GE”(D,‘ ) geE(ﬁ”)
~  max { X.()}. (4.32)
Zij€ 2 (Dij) eeE(gb

Seja Cj; um corte minimal de D;;, ou seja, um subconjunto C;; C E (D; j), tal que C;; N
E(Z;j) # @, para todo &;; € &(D;;). Entdo, a representagio

oo, (X0)= ] ¢c,(X()

Ci;€C(Dij)

- I (TT0-xw), 433)

CijeC(Dij) e€Cij

em que C(D;;) é o conjunto de todos os corte de D;;. Nio ¢ dificil ver que, de fato, as formas
(4.32) e (4.33) s@o equivalentes.

Para um tempo 7 € T, fixo, a fungéo de caminhos, @p,; € uma fungdo bindria néo decres-
cente, com @p,;(0,0,...,0) =0e ¢p,(1,1,...,1) = 1.

Seja Rp,;, a fungdo de confiabilidade do sistema representado pelo digrafo D;;, definida por
Rp,(t) =Pr ((pDU(X(t)) —1,Vre T(T)), (4.34)

emque 7(7) =[0,7]N7. R é uma medida intuitiva de confiabilidade para um digrafo D;;, mas
para grafos mais complexos e maiores a determinagao de seu valor exato pode ser dificil.
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4.5.1 Decomposicao de digrafos

Denote por §,, a seguinte familia de subdigrafos de D,y
0y = {Din : Djy é subdigrafo, i < n},

ou seja, a familia de subdigrafos que t€m o mesmo sorvedouro n € V(ﬁOm), 1 <n<m. Tam-
bém, denote o conjunto de vértices-fontes associados a familia 8, por:

F(8,) = {i,i € V(Dom),Din € 8}

A familia o, é chamada prdpria se

. 1 2
1. Para quaisquer D;, e D5, em Oy, tem-se

plapz — ) {onh @), sei=j .
ne ({n},@), nos outros casos.

2. Para todo &, em Dy, existe i € F(8,) NV (Do) € D;, € 8, tal que:
Pon = (Pon)i VU (Pon)', (4.36)
com (Py,)iUd, C (F(5,),9)e (:@()n)i € Z(Djy).
Digrafos préprios sempre existem, visto que 8 = {Dy,,} é préprio. A propriedade dada por
(4.35) diz que os subdigrafos da familia prépria J, sdo aresta-disjuntos e vértice-disjuntos, a

menos para o vértice-sorvedouro n e, eventualmente, um vértice-fonte i. A Equacgdo (4.36)
estabelece a relacio entre & (Dy,) e §,.

A demonstragdo da proposicao abaixo segue diretamente das definicdes dadas acima.

Proposicio 4.2. Se 6, = {D;,} é uma familia prépria de digrafos entdo:

00, =1~ T1 (1~ 98,90,) = max {05, 00, | 437)

D;, €6, Din

4.5.2 Limites para confiabilidade

E natural a busca de limites sobre os diversos indices que sdo definidos. Em particular segue-se
a determinacao de limites para a confiabilidade de um sistema.

Lema4.1. SejaA = (;j),0<0;;<1,i=1,....,rej=1,...,s. Entdo
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1) max o } < max { ¢,
() 1<z<r{ H i H 1<z<r{ U}

@ o {TTe} <11 (- [Tew)

Se o;; € {0,1},i=1,...,re j=1,...,s, e com oj, > 0j,, para j; < jp, para todo i,
entio:

s r i

_ 1 —1— (1— OC")
o s (o) - Tl ) -1 -FL - Tl
Demonstragao.

(i) E claro para as hipéteses consideradas.

(ii) Segue por indugdo sobre r com respeito a §; = j‘:l'

(iii) Se max {aij,} =0, paraalgum j, € {1,2,...,s}, nada a provar. Mas se max;<;<,{@;;} =
SISr

1, para todo j, entdo existe ip € {1,2,...,r} com o, = 1 e devido a propriedade de ¢ j
ser ndo-decrescente, ;,; = 1, para todo ;. ]

E dito que um componente com processo de confiabilidade {X (¢),7 € T'} estd em funciona-
mento em T(7), se Pr(X(¢) = 1,Vt € [0,5)|X(s) = 1) = 1, para todo s € T(7) com Pr(X(s) =
1) > 0. Neste caso,

Lema 4.2. Se D é um digrafo cujos vértices estao em funcionamento em T (7), entdo

op(X(t1)) > op(X(t2)), 1 <12, 11,1 € T(7).

Demonstracdo. Defina A = {® € Q: op(X(t,»)) =1} com Pr(A) >0 e A ={w e Q:
op(X(t1,®)) < op(X(t1,®))}. Tem-se que A C A, pois ¢p é uma fungio bindria. Como
Pr(A) >0,
Pr(gp(X (1)) = 1,V € [0,12)|pp(X (r2)) = 1) < Pr(gp(X(11)) = l|@p(X (r2)) = 1)
_ Pr(A\A)
- Pr(A) <L

0 que é uma contradi¢do. Disso segue a afirmacdo do lema. L

Seja ® C T(t) um subconjunto enumeravel e denso em 7(7). Considere, também, T} =
{t,...,t¢} C ©, um subconjunto finito de ® com 7} /" @, (k — ) e D, D; e D, subdigrafos
de uma 6-familia prépria. Entdo, pela convergéncia mondétona,

Pr(op(X (1)) =1,t € Tr) \\Pr(eop(X(t)) =1,Vt € @), (k— oo). (4.38)
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Além disso,
Rp(t) =Pr(@p(X(t)) = 1,Vr € ©®), (4.39)

pois @p(X (¢, w)) é continua a direita, para ® € Q, fixo. E, se {X(¢),t € T} é tempo associado,
entao
{op(X(t)),t € T} é tempo-associado, (4.40)

pois @p(X(¢)) é uma fungdo bindria ndo-decrescente para um ¢ € T, fixo. Como {@p(X(t)),t €
T} é um conjunto de varidveis aleatérias bindrias correlacionadas, para D e D, em §, tem-se:

B[ on Xt x0) > E( [T om0 ) [T omx0)). - caan

Agora, considere que com respeito a uma familia prépria de digrafos 6, = {D;,}, existam
limites inferior e superior de confiabilidade, Rp (7), i € F(8,), denotados por

Li(t) < Rp, (7) S Ui(1), i € F (&), (4.42)
e, defina,
L,(t) = max {L;(t)Rp,,(7)}, (4.43)
Dinean
Un(1) =1~ [] (1 - Ui(T)RDm(T))- (4.44)
Dinesn

Teorema 4.1. Se 6, = {D,} é uma familia propria de digrafos, se {X (t),t € T} é um processo
associado ao tempo de performance de confiabilidade. Entao:

Rp,, (7) = La(7).
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Demonstracdo. Considerando-se (4.38 —4.44), tem-se para um conjunto finito de tempos 7:

Pr <<p,50n (X(1) = 1,1 € Tk> - Pr(l]l 0, (X(t) = 1)

:E<xl;11(p150i(x(tx>)>

([ g {om e mm x})

2= gy {[Tom om0

> o {2 om0}

> o [T x0T on.x6)}
:iji’én{Pr ((pDOi(X(t)) —1,re Tk> Pr (<po(X(t)> =1t€ Tk)-

A primeira desigualdade segue da aplicacio da Proposi¢do 4.2 e do Lema 4.1(1). A segunda
desigualdade segue da desigualdade de Jensen (ver [Rud87]), devido a convexidade do operador
maximo. A terceira desigualdade segue de (4.41). Aplicando (4.38), (4.39) e (4.42), (4.43),
tem-se

Ry r>max{Rm1RA1:}>max{L-1:RAr}:L T). U
(1) 2 max {Rp ()R, (2)} > max {Li(1)R, (1)} = Ly(0
Teorema 4.2. Seja 6, = {Dj,} é uma familia propria de subgrafos. Se {X(t),t € T} é um
processo de performance de confiabilidade associada ao tempo e se processos dos componentes
{(Xe(t),e € E(8y)),t € T} e {(Xc(t),e € E(8,)),t € T} sdo independentes, em que E(5,) € o
conjunto de aresta que nao estao em nenhum digrafo da familia J,, entdo:

Demonstracdo. (i) Considerando-se, novamente, (4.38 — 4.44) para um conjunto finito de
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tempo 7, obtém-se
maxp, ., {Pr(«pﬁo,(x(z)) =1,t € T) - Pr(ep, (X (1)) = L1 € Tk)}

< £{ max { [T op, (X(0))m, (X(1)}

Din€6, 1

gl—E<DI;[8 <1—x
<1- HmllnE<

¢D0i<x<tx>><pnin<x<rx>>>]
D;, €6, x=1

—1- ] [1—Pr((pD0i(X(t)): l,tETk) Pr((po(X(t)):l,teTk)]

Din65n

:»

95, (X ()90, <X<tx>>) )

I
_

=

A primeira desigualdade segue dos argumentos usados na prova do Teorema 4.1. A segunda
desigualdade segue do Lema 4.1(ii). A terceira desigualdade € obtida de (4.41), pois

{1_H(PD0 %)) @D, (X (¢ ))7Din€3n}

¢ um conjunto de varidveis aleatdrias bindrias correlacionadas. Finalmente, a tltima igualdade
segue considerando-se os processos dos componentes independentes. Aplicando (4.38), (4.39)
e (4.42), (4.43) e (4.44), segue o resultado.

(i1) Como antes,

1 Din€8,
1 k
=1 —E< H6 (1 - 1—11 Ppy, (X (12)) - (po(X(tx))> >
Din€0, xX=
<1 - IL [1 _Pr (q)bm(X(;)) — 1€ Tk>

x Pr (‘PDM<X<t)) =lte Tkﬂ ’

em que a primeira igualdade segue do Teorema 4.2, a segunda igualdade segue dos Lemas
4.1(iii) e 4.2, pois os subdigrafos estdo em funcionamento em 7'(7) (em que ¢| < ... < #; s30
considerados tempos em 7'(7)) e a tltima desigualdade, novamente, segue a partir de (4.41) e a
hipétese de independéncia dos processos dos componentes. Aplicando (4.38), (4.39) e (4.42),
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(4.44), tem-se

Rp, (1) <1— [T (1=Rp Rp, (1))

n

Dinean
<1- [T (1=Ui(7)Rp, (7))
Dinean
=U,(7). O

4.6 Computacao das probabilidades via polinomio de Tutte

Como visto no capitulo 3, dada uma modelagem de uma rede elétrica que seja representada
por um grafo cujos vértices sdo os componentes de tal rede, pode-se definir um espaco de
probabilidade sobre tal grafo a partir da funcdo de probabilidade computada como uma funcao
sobre a rede e, portanto, dada pelo polindmio de Tutte (p.ex., ver Proposi¢do 3.6).

Func¢des de confiabilidade para a rede, também, podem ser estabelecidas a partir do Teo-
rema 3.5, que apresenta o modelo de percolacdo para grafos aleatorios.

No préximo capitulo, serdo apresentadas as aplica¢des das técnicas aqui indicadas.



CAPITULO 5

Aplicacao a Redes Elétricas Reais

ESTUDO DE CONFIABILIDADE e de risco em redes até aqui apresentado pode ser dire-
O tamente aplicado a sistemas reais, em particular, a redes elétricas compostas por um
sistema de geragdo e transmissdo de energia elétrica. Tais sistemas possuem uma considerdvel
quantidade de componentes, distribuidos em subestacdes e plantas de geracdo, conforme um
planejamento estratégico para sua distribui¢do ao consumidor final. Tais equipamentos e suas
conexdes podem ser representados por um grafo G = (V, E), para o qual o conjunto de vértices
corresponde ao conjunto de equipamentos € E, o conjunto de arestas, representa as ligagdes
entre os equipamentos.

Estes componentes pertencem as seguintes classes: (G) Geradores; (T) Transformadores e
Autotrafos; (R) Reatores (em série e “shunt”); (B) Barramentos; (CS) Chaves Seccionadoras;
(L) Linhas de Transmissao; (C) Compensadores (Estaticos e Sincrono); (CP) Capacitores (em
série e “shunt”); (D) Disjuntores, além dos equipamentos do sistema de protecao do sistema:
relés (diversos tipos), transformadores de corrente e de potencial, para-raios, bobinas de blo-
queio e enlace de fibra 6tica. Veja na Figura 5.1, um diagrama, exemplo de parte de uma rede
elétrica. Tal diagrama baseia-se nos diagramas unifilares fornecidos pela CHESF de suas insta-
lagdes e produzidos por software especifico que vem sendo desenvolvido para estudo de risco
na rede elétrica.

Quando se fala em um sistema elétrico, geralmente se representa por uma tripla (V,E,r),
para a qual (V,E) sdo os vértices e arestas de um grafo e r : E — R™ € uma fung¢fio, chamada
resisténcia da aresta, r(e) = r,. Se existe uma diferenca de potencial v, em uma aresta e =
[v,u], surge uma corrente elétrica, obedecendo a Lei de Ohm: i, = v, /r,, que é dita fluir de v
para u. Sobre esta representacdo, ainda exige-se que sejam satisfeitas as seguintes propriedades:

* (Lei de Corrente de Kirchhoff). A soma das correntes que entram e saem de qualquer
vértice é nula.

* (Lei de Potencial de Kirchhoff). A soma das diferencgas de potencial ao redor de qualquer
ciclo de (V,E,r) deve ser nula.

A modelagem para a avaliacdo de risco ndo considera o modelo da rede elétrica como
descrito acima, pois hd uma necessidade de analisar os equipamentos individualmente e nao

60
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os pontos elétricos (de mesmo potencial). Assim, o modelo para a rede elétrica é dado por
um grafo definido como se segue: seja G um grafo cujo conjunto de vértices representa cada
componente do sistema elétrico, e dois vértices sdo ligados por uma aresta se os componentes
representados possuem ligacdo fisica ou logica (ou seja, se o funcionamento/opera¢do de um
influencia no funcionamento/operagdo do outro).

Agora, considere a seguinte operagdo: retire todos os vértices que representam os disjun-
tores!. As componentes conexas deste subgrafo serdo denominadas sefores da rede. Constréi-
se um novo grafo: os vértices sao os setores do subgrafo definido anteriormente e as arestas
correspondem aos disjuntores que separam dois setores. Tal grafo € denominado grafo de iso-
lamento.

O interesse € calcular o risco associado a cada equipamento nos diversos setores da rede
elétrica, definidos pelo grafo de isolamento.

5.1 Enumeracao de estados

Seja C = {cy,c2,...,c,} 0 conjunto de componentes do sistema elétrico. Cada componente
pode estar em dois estados: ligado e desligado. Isso é representado pela seguinte fungdo

0, se c;estd no estado desligado;

1, caso contrdrio.

Denota-se por s = (s1,52,...,5,) a n-upla que representa um estado do sistema. Se p;
e gi = 1 — p; ((CCLO7],[CCLMO07]) denotam as probabilidades de sucesso (estado ligado) e
falha do i-ésimo componente, a probabilidade de um estado do sistema € (veja (3.22))

}’l—nf

ny
Pr(s) =[]a [] p):
=1 =l

em que ny € o nimero de componentes falhados (ou nos estados desligado). Se todos os com-
ponentes estdo ligados entdo ny = 0 e, define-se naturalmente,

Pr(s) = ﬁpi.

lequipamento de protecio que interrompe o fluxo de carga até o equipamento, ou conjunto de equipamentos
que este esteja protegendo.
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Figura 5.1 Diagrama contendo parte de uma rede elétrica.

Subestacdo Recife 1I, CHESF.
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No caso de descricdo do estado do sistema, tem-se que

f(s) =Pr(s) Zn: O, €
k=1

1
d(s) = :
Yo
em que f(s) denota a freqtiéncia de um estado e d(s) € a duragdo média de tal estado. Tem-se

o — Ay, taxa de falha
£ Ui, taxa de reparo,

usado de forma conveniente na transicao de estados s. Se denotarmos por S o conjunto de todos
os estados, entdo, a probabilidade acumulada de falha do sistema é

Py =Y Pr(s)

sES

e a freqiiéncia de falha do sistema reduz-se a

Ff:Zf(s)_ Z Jm,

seS n,mesS

em que f,;, € a freqliéncia de transi¢do do estado n para o estado m. Assim, € natural obtermos
a duracdo acumulada da freqiiéncia de falha do sistema como

Py

5.2 Simulacido de Monte Carlo

Seja s; o estado do i-€simo componente do sistema e g; sua probabilidade de falha. Novamente,
denote por s = (s1,52,...,5,) a n-upla que representa o estado do sistema. Tome R; um nimero
aleatério em [0, 1] com distribui¢do uniforme. O estado s; é dado por

0, (sucesso)se R; > g;
S =

1, (falha)se 0 <R; <g;.

O processo de simulacdo Monte Carlo ndo-seqiiencial considera
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como sendo a probabilidade do estado s do sistema, sendo m(s) o nimero de ocorréncias do
estado s do sistema e M o nimero total de amostras. Note que esse método requer um grande
nimero M de amostras para que haja significancia dos resultados obtidos.

Este método considera os processos de transi¢ao cronoldgicos de cada estado, ou seja, a
descri¢do do estado de um componente ao longo do tempo. O método considera a duracdo de
um estado do i-ésimo componente como

1
D; = —logR;,
1 al g 1

em que R; é um ndmero aleatério distribuido uniformemente em [0, 1] e ; é a taxa de falha
(A;) ou a taxa de reparo (U;), conforme o estado. O método supde uma simulagio para todos os
componentes, perfazendo uma curva de estados durante um certo periodo de tempo (um ano,
por exemplo). O estado do sistema € avaliado pela soma de cada curva individual:

Y Dax
k=1

Pf - Mgy
>

My
D+ Z Dy
k=1 =1

Como antes, Py, Fy e Dy sdo a probabilidade de falha do sistema, a freqii€ncia de falha e a
durac@o média da falha, respectivamente. D4 € a duracdo no k-ésimo estado desligado (down)
e Dyj a duragdo do j-ésimo estado ligado (up). My, e M,, representam, respectivamente, o
numero de ocorréncias de falhas e sucessos do sistema na simulagdo.

5.3 Funcgoes usadas na analise do sistema

Em todos os casos, para cada estado de falha do sistema, fun¢des de risco podem ser obtidas
através de técnicas de andlise do sistema. Por exemplo, se for considerado uma funcio de
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diminui¢ao de carga, C(s), devido ao estado do sistema s, tem-se que

E(C) =Y C(s)P(s)

seS

¢ a expectativa desta funcdo para todos os estados de falha do sistema.

Os trés métodos de analise do risco de falha t€ém como principal parametro a indisponi-
bilidade de energia provocada por uma configuragdo (estado) particular do sistema. Além da
configuracdo determinada pelo seqiienciamento dos diversos componentes, exigéncias espe-
ciais de carga do sistema podem ser consideradas.

Seja 4" = (D,R) umarede elétrica e considere que existam k vértices sorvedouros, conside-
rando a rede como um digrafo (ver Secdo 4.3). Na pratica, tais vértices representam os pontos
de carga de um sistema de geracdo e transmissao de energia elétrica que sio responsaveis pela
solicitacdo de demanda de energia (consumidores).

Seja y € V(D) um ponto de carga (ou vértice sorvedouro). O nimero de interrupgdes em
um ano, no ponto de carga y € dado por:

L= Y Fy, G.D
xel(y)

em que x € I'(y) representa os componentes da rede cuja falha implica na falha de y, e Fy, é o
nimero de falhas deste componente em um ano. Considera-se /, com distribui¢ao de Poisson.

Na proxima secao, hd uma nova defini¢cao da probabilidade de falha de um componente, que
leva em conta a configuracdo (topologia) do sistema. Tal definicdo torna possivel a defini¢io
do risco de falha, que sera utilizada na classificacdo dos equipamentos do sistema elétrico.

Como indicado na Secdo 4.3, sdo utilizadas técnicas analiticas para determinar a média e
os momentos centrais de indices de confiabilidade. Os valores dos quatro primeiros momentos
centrais dos parametros de performance e tempos de restauro do sistema sdo necessarios para
se obter os momentos nos indices de confiabilidade usando estas técnicas. Seguem alguns
exemplos de indices mais freqiientemente utilizados.

5.3.1 Duracio de interrupcao de pontos de carga

A duracdo da interrup¢do de qualquer sorvedouro da rede (pontos de carga) y, denotado por
DIPCy € definido como o tempo que se leva para restaurar o suprimento do ponto y se este for
interrompido devido a falha em algum componente. A duragdo de interrup¢ao do ponto de carga
¢ uma combinacdo de varidveis aleatdrias, RT,y, que representam o tempo de restauro do ponto
de carga y, tendo sido este interrompido devido a falha no equipamento x. Especificamente, por
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(4.7), o valor esperado para DIPCy, € dado por:

E(DIPC)) = ) PoE(RT]) (5.2)
xel(y)

A probabilidade que a dada interrup¢ao de um ponto de carga y devido ao componente x,
Py, pode ser avaliada como uma razio da taxa de falha de todos os componentes que pertengam

al(y).

5.3.2 Indisponibilidade anual de um ponto de carga

Este indice, denotado por IAPC, para um determinado ponto de carga y, € definido como o
tempo total em um ano (ou intervalo pré-definido de tempo) no qual o ponto de carga perma-
neceu fora de servigo ou indisponivel. O nimero de interrup¢des de ponto de carga y em um
ano sdo dados por /,. Cada uma destas interrup¢des sdao dadas por

Iy
IAPCy =Y DIPC,,, (5.3)
k=0

ou seja, JAPC), € a soma aleatdria das varidveis aleatorias DIPCy. A variavel aleatéria I, segue
uma distribui¢do de Poisson (por hipdtese). Os momentos de IAPC, podem, portanto, ser
obtidos utilizando-se 0os momentos de I, e DIPC, nas Equacdes (4.19 — 4.22).

5.3.3 Indice de freqiiéncia média de interrupcéo de servico

Denote por IF, o nimero de interrupcdes a consumidores do sistema® em um ano. Denote,

ainda, por IF,, o nimero de interrup¢des devido ao componente x. Seja I'(x) o conjunto de
pontos de carga que sdo interrompido por causa da falha de x. O nimero total de consumidores
prejudicados pela interrup¢do do ponto de carga y devido a falha no componente x é dado por
Zyef(x) cy, em que ¢y € o numero de consumidores ligados ao ponto y. Se o nimero total de
consumidores do sistema é denotado por c7, entdo o percentual de consumidores prejudicados
devido a falha do componente x € dado por Zyel— (cy/cr). A falha de um dado componente
pode ser devido a qualquer um dos componentes, 1ncluindo x. A contribuicdo do /F\ € dada,

portanto, por
p

EIF) =Y P | ¥ 2. (5.4)

— ¢
X yel(n) T

Zefetivamente, os consumidores sdo responsaveis pela solicitacio de carga nos pontos de carga
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Como o valor Zyef“(x) (c;/cr) é constante pode-se obter facilmente os momentos de IFs.
Existem F; eventos de falha em um ano. Cada um destes contribui com /F, para o valor de /F.
Logo, IF é uma soma aleatdria da [F e é dada por

F,
IF =Y IF,.
k=0

5.3.4 Indice de duraciao média de interrupcao de servigo

1,y € definido como o nimero de perdas em horas de consumidores por consumidor do sistema
em um ano. A contribuicao de /,,; para um evento de falhas de um dado componente x é

Y e Y S
= cT cT
yoel'(x) zelk(y)

em que I';(y) é o conjunto de componentes responséveis pela restauracdo do funcionamento do
ponto de carga y, apds a falha do componente x € I'(y). RM; é o tempo de acionamento do com-
ponente z. Na equacdo acima, I'(y), no primeiro somatério pode ser interpretado como sendo
o conjunto de pontos de carga y que sdo restaurados pelo acionamento de x (anteriormente
falhado) e R, € tempo de restauro do componente x.

A contribuicdo em /,,,; de um evento de falha do componente x dado acima € uma fun¢ao
algébrica linear das varidveis aleatdrias e seus momentos sdo obtidos usando-se as Equacoes
(4.15 — 4.18). Como os momentos obtidos sdo a média e os momentos centrais, utiliza-se
(4.23 — 4.25) para se converter estes momentos. O evento de falha pode se dar em qualquer
componente incluindo o indice x e I, (x), indice de duragdo média de interrupc¢do de servico
devido ao componente x, €, portanto, uma combinagdo destas quantidades. Usando (4.7), tem-

N
r

Bl () = LPB( [ X 22 R+ ¥ ZRut| ),

= C C
yo€l'(x) r 2€l%(y) T

Existem F; eventos de falha de componentes por ano e cada um destes eventos contribui
com I, (x) para o valor de I, portanto,

F,
Loy = Z Iout(xk>-
k=0

Os momentos de 1,,, podem ser obtidos usando-se as Equagdes (4.19 — 4.22).
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5.4 Definicao de Risco

Seja C = {cy,...,c,} 0 conjunto de componentes. Seja G = (C,E), o grafo de isolamento
(dirigido) tal que

E = {e = [cic;] : falha/desligamento ¢; = falha/desligamento c;}. (5.5)
Associados a cada vértice (componente) de G, existem dois eventos (locais):

* ¢; estd no estado u (upper, ligado), ou c; é um u-vértice, ou

* ¢; estd no estado d (down, desligado), ou c; é um d-vértice.

Estes eventos sdo considerados complementares, ou seja, um € a negacdo do outro. Aqui
serdo denotados por u,, € d.,, respectivamente. Eventos mais detalhados sdo da forma uc1d©
comCiUC, =CeC;NC, =a. Estes sdo chamados eventos elementares. O conjunto de todos
os eventos elementares € chamado espaco de eventos, que € denotado por . A soma (l6gica)
de dois eventos a e a’ é denotada por a +a’. Obviamente, u, +d., = 1. Dois eventos a e a’ sdo
chamados incompativeis ou disjuntos se a+a’ = 0.

Eventos formados por somas finitas de eventos-produto finitos sdo chamados eventos lo-
cais. Os eventos formados pelo fecho da colecdo de eventos locais sobre somas enumeraveis e
produtos enumerdveis sdo chamados eventos aleatorios.

Eventos mais gerais sdo obtidos tomando-se o fecho da colecdo de eventos aleatdrios sobre
produtos e somas arbitrarias. Considerando-se a completa distributividade, cada evento pode
ser escrito unicamente como uma soma de eventos elementares. Logo, existe uma correspon-
déncia 1-a-1 entre eventos e subconjuntos do espaco de eventos.

Defina p; = Pr(c;) a probabilidade de eventos locais sobre o vértice ¢; ser um d-vértice ou
um u-vértice, independente de todos os outros componentes. Tem-se que:

P1. Pr(0) =0ePr(1) = I.
P2. Pr(d,) =piePr(uy,) =qi=1—pi,0<p;<1l,i=1,...,n.

P3. Para produtos finitos u€ d€" com C'NC" = @, Pr (uC/dC") = p 4", ou seja, os eventos
sao considerados sendo independentes.
P4. Para somas finitas de eventos-produto finitos tem-se:
n n
Pr Zai = ZPr(a,-).
i=1 =1

1=
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Denomina-se aqui Pr como a probabilidade primdria de desligamento ou falha. Seja
custo(c¢;) = “custo desligamento/falha de ¢;.” (5.6)

A funcgdo custo(c;), para ¢; € C, é uma funcdo real ndo-negativa dada em termos absolutos do
custo de permanéncia de um componente no estado d, ou pode ser normalizada pelo “maior”
custo de falha/desligamento. Esta funcdo € obtida levando-se em conta os contratos de servigo,
multas previstas, aliados ao custo de manuteng¢do e substituicdo de componentes.

Defina, agora, um acidente em G como sendo um par

a= (v,{el,...,ek}),

em que v é um vértice de G, que representa um setor apresentando uma falha e {ey,...,e;} é
o conjunto de arestas (representando os disjuntores no grafo de isolamento), que nao estdo em
funcionamento, ou seja, que por problemas internos ou do sistema de prote¢do, tais disjuntores
ndo sdo acionados adequadamente, ndo interrompendo o fluxo de carga. Além disso, o subgrafo
de G induzido por {ey,...,e;} e contendo v é conexo.

Para a defini¢do do risco de um setor ainda deve-se considerar a seguinte hip6tese adicional:
para cada setor v o surgimento de uma falha que possa ser considerada acidente € uma variavel
aleatdria <7, que assume 1, com probabilidade p, e 0, como probabilidade 1 — p,. Ainda, cada
aresta e possui probabilidade p; de estar em estado de falha quando requerido.

Entdo, a probabilidade de ocorréncia anual de um acidente é

k
Pr(a) = py, X Hpei X H(l —Ppd)- 5.7

i=1 e¢a

Logo, o risco de ocorréncia de um acidente a é

R(a) =Pr(a) x custo(a). (5.8)

De maneira direta, tem-se que o risco de um determinado setor v reduz-se a

R(v) = Z R(a). (5.9)

a=WE")

5.5 Risco sobre caminhos

Uma outra abordagem de atribuicdo de risco pode ser dada com se segue: seja G o grafo
de isolamento, como descrito na Secdo 4.1. Note que G € conexo. Se ndo o for, considere
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as defini¢des a seguir para cada componente conexa. Para cada v € V(G), em que setores
s@o definidos como contendo um ou mais equipamentos, suponha que seja determinada uma
probabilidade Pr(v) de surgimento de um sinal de queima. Tal sinal se propaga pela rede através
de caminhos dirigidos a partir de v.

Cada aresta de G é munida de um dispositivo (funcio) que, a partir do surgimento do sinal
de queima em v, remove as arestas que saem de v (e; = [wvy],..., e = [vvg]) com probabilidade

q(ei) =de; = 1 — Pe;-

Seja custo : V(G) — R™ a fungdo custo do vértice v, definida como antes. O risco de um
vértice v, R(v), pode ser calculada pela regra do produto como:

R(v) :Pr(v){custo(v) IT o=+ Y pu 1 C]vx(CUStO(V)+CUSt0(”)) IT aw

xel'(v) uel'(v) xel'(v) yel'(u)
xF#u y#V
+Y Y (pvu I1 qvx) (puw I1 quy) X <Cust0(V)+Cust0(u)+cust0(W)) IT aw-
uel'(v) WEI;é(u) xe;(v) yg{l"(u)} zel;(w)
WV xF#u y¢{vw F#u

+falhas por 3-caminhos... }
(5.10)

Em (5.10), I'(v) representa o conjunto de vizinhos de v em G, ou seja, os vértices adjacentes a
V.

5.6 Avaliacao do Risco de um Sistema

Um sistema de poténcia consiste em muitas entidades. Desligamentos estocésticos de tais en-
tidades formam as principais causas dos processos de falha do sistema. A primeira tarefa na
avaliacdo do risco de um sistema é determinar modelos de desligamentos de seus componentes.
As falhas de uma entidade (transformador, disjuntor, linha de transmissao, etc.) de um sistema
elétrico sdo classificadas em duas categorias: desligamento independente e dependente. Cada
categoria pode ainda ser classificada de acordo com os modos de desligamento. Na maioria dos
casos, sO sdo considerados desligamentos forcados reparaveis, considerando que (em alguns ca-
sos) sdo, também, modelados desligamentos planejados. Falhas devido ao envelhecimento dos
componentes, também, sdo incorporadas na avaliacdo do risco tradicional. Ha dois métodos
basicos para selecionar os estados de um sistema elétrico: enumeracdo de estados e Simulagdo
Monte Carlo. Ambos os métodos tém prds e contras. Em geral, as condi¢des operacionais
complexas ndo sdo consideradas e as probabilidades de falha dos seus componentes sdo bas-
tante reduzidas, sendo que a técnica de enumeracdo de estados € mais eficiente. Quando as
condig¢des operacionais sdo complexas e envolvem um nimero grande de eventos, os métodos
do tipo Monte Carlo sdo preferiveis.
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A avaliag@o do risco de um sistema de poténcia é geralmente associada com as seguintes
etapas: (1) determinar modelos de desligamento de componentes; (2) selecionar estados de
sistemas e calcular as probabilidades deles estarem em funcionamento; (3) avaliar as conse-
giiéncias dos estados selecionados do sistema; (4) calcular indices de risco.

Como mencionado anteriormente, o risco € uma combinagdo de probabilidade e conse-
qiiéncia. Com a informacdo obtida na segunda e terceira etapas, pode ser criado um indice que
represente verdadeiramente o risco do sistema.

De acordo com a andlise dos estados do sistema, a avalia¢do do risco de um sistema elétrico
pode ser dividida com relagdo a dois aspectos bdsicos: suficiéncia e seguranca do sistema. A
suficiéncia relaciona a existéncia de instalacdes suficientes dentro do sistema para satisfazer
a demanda de carga dos consumidores e aos desligamentos operacionais dos componentes do
sistema. A suficiéncia é, entdo, associada com as condi¢des estaticas que nao incluem processos
dindmicos. A confiabilidade relaciona a habilidade do sistema em responder as perturbagdes
dindmicas que surgem dentro do sistema. A confiabilidade €, entdo, associada com a resposta
do sistema para quaisquer perturbacdes a que ele esteja sujeito. A maioria das técnicas de
avaliacdo de risco que foram usadas nas aplicagdes a sistemas elétricos estd no dominio da
avaliacdo de suficiéncia.

Um sistema de poténcia inclui as trés fun¢des fundamentais de geracdo, transmissao (in-
clusive subestacdo) e distribuicao. Tradicionalmente, as trés zonas funcionais sao incluidas em
uma mesma fungao de utilidade. Estas trés zonas funcionais podem ser tratadas separadamente
para formar a geracdo independente, transmissdo e companhias de distribuicdo. A avaliacdo
de risco para um sistema global, inclusive geracdo, transmissdo e distribui¢do, ndo é pratico
porque tal sistema € muito grande para controlar a capacidade de computacdo existente e as
exigéncias de precisdo. Por um lado, os algoritmos que modelam o risco sdo bastante dife-
rentes para avaliar o risco de geragdo, transmissdo, subestacdo e do sistema de distribui¢do.

Geralmente, torna-se necessario avaliar os beneficios relativos de alternativas diferentes,
inclusive a op¢do de ndo fazer nada. O nivel de necessidade das anélises ndo € mais complexo
que aquele que habilita os méritos relativos a serem avaliados. A habilidade para incluir um alto
grau de precis@o em cédlculos nunca deveria anular a incerteza inerente aos dados. Um indice
de risco absoluto, embora seja um objetivo ideal, € virtualmente impossivel de se avaliar.

A natureza dos dados deve refletir a necessidade da avaliagdo do risco. Os dados devem
ser suficientes para assegurar que um método de avaliacdo possa ser aplicado, mas restritivo
bastante para assegurar que aqueles dados desnecessarios ndo precisam ser coletados. Para
os modelos simples, os dados relacionam os dois processos principais do comportamento dos
componentes, isto €, os processos de falha e de reparo. Para modelos mais complexos, os dados
estdo associados com as taxas de transi¢ao entre os varios estados. A qualidade dos dados é um
fator importante para ser considerado no processo de coleta dos dados.
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O objetivo basico de um sistema de energia elétrica moderno € prover energia elétrica para
seus clientes ao custo mais baixo possivel e a um nivel de risco aceitdvel. H4 um conflito
entre economia e risco. A avalia¢do do custo-risco deve ser uma aproximacao apropriada na
andlise de riscos e dos fatores econdmicos em um tratamento com base no valor monetario.
O custo do risco de uma interrup¢do de energia por unidade de tempo deve ser avaliado bem
como a energia esperada ndo provida. Entretanto, a quantificacdo do custo de interrupcio é
complexa. Deve ser computada a funcdo de penalizacdo de clientes que pode ser determinada
em pesquisas de clientes durante varios anos.

Pode-se apresentar trés métodos para avaliar o custo de interrup¢do de equipamentos:

» Método baseado em funcdes de penalizacao dos clientes: Ela deve representar uma
média por dano social aos clientes devida a interrup¢des de provisdo de energia. E impor-
tante reconhecer que o custo de interrup¢do depende da regido, pais e sistema especifico.

* Método baseado em investimentos de capital: H4 uma relagdo mensuravel entre o
capital investido e o indice de risco do sistema. Os custos de interrup¢do se baseiam nos
investimentos de capital.

* Método baseado em produto doméstico total: O produto doméstico total para uma
regido pode ser obtido dividindo o custo estimado de perda de energia nesta regido num
ano pelo consumo total de energia elétrica anual correspondente. Este nimero reflete o
dano econdmico comum devido a 1 KWh de perda de energia elétrica naquela regiao.

Na simulacdo de PRA, sigla em inglés para Probabilistic Risk Assessment, sdo utilizados
atualmente os métodos chamados Minimal Cutset (MCS) e diagramas de decisdo binaria (BDD)
[OY04].

5.6.1 Implicantes primos

Seja F' uma férmula booleana e seja 7 um produto, ou seja, um conjunto de literais, no qual
ndo ocorra simultaneamente um literal e sua negacao.

Diz-se que m é um implicante primo de F se 7 implica F, ou seja, T ocorrendo acarreta a
ocorréncia de F. Um implicante  de F € chamado primo se ndo existe subconjunto préprio p
de 7 tal que p também seja um implicante de /. Como uma ilustracdo, seja F = ab + ac uma
férmula booleana. Neste caso, F possui 7 implicantes ab, bc, ac, abc, abe, abc, abe. Destes, 3
sdo primos: ab, bc, ac.

Seréa denotado por PI;(F) ao conjunto de produtos implicantes primos de F. Se L é um
subconjunto de literais significantes que sdo construidos sobre um conjunto V, entdo define-se:

PIL[F|={nNL:r € PI[F] endo existe p € PI[F| talque pNL C wNL}. (5.11)
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5.6.2 Outros modelos de simulacio: minimal cutsets e implicantes primos

Intuitivamente um Minimal Cutset (MCS) € um conjunto minimal de eventos bésicos de uma
arvore de falha que induzem aqueles eventos que estdo em posicao superior (para detalhes sobre
arvores de falha, vide [VGRHS81]).

Um literal ou € uma variavel v ou sua negacdo, —v. Os literais v e v sdo ditos opostos.
Sera denotado por p o literal oposto a p. Um produto é um conjunto de literais interpretados
como o conjunto de seus elementos. Para um produto {a,b,—c} escreve-se abc. Um minterm
sobre um conjunto de varidveis V = {v,va,---,v,} é um produto que contém exatamente um
literal construido sobre cada varidvel de V.

Existe uma ordem natural sobre os literais: —v < v que pode ser estendida para minterms:
7 < p se, e somente se, para cada varidvel v, T(v) < p(v).

Um MCS representa um cendrio minimal de falha, mas tal defini¢do se aplica no caso de
arvores de falha coerentes. No caso ndo-coerente € usada a no¢do de implicantes primos, que
sdo conjuntos quaisquer de literais, ou seja, que podem conter varidveis negativas.

5.6.2.1 Minimal Cutsets

Seja V um conjunto finito qualquer. Um produto 7 sobre V € um cutset de F' com respeito a L
se T € L e para todo minterm ¢ contendo 7, existe um minterm 6 € F tal que 6 <; 0, em que
<t denota uma relacd@o bindria sobre o conjunto de minterms de V definida por

0 < o se para qualquer varidvel v, 8[v] < c[v]
e o[v] € o literal construido sobre v que pertence a ©.

Um cutset £ ¢ minimal se ndo existem subconjuntos préprios de & que sejam cutsets. Um

MCS de uma férmula F' sdo os implicantes primos da menor aproximacio monétona de F (vide
[RauO1]).

5.6.2.2 Teoremas de Decomposi¢ao

Dois teoremas fornecem um algoritmo para computar implicantes primos e MCS do que serd
descrito na préxima se¢do como diagramas bindrios de decisao.

Teorema 5.1 (Decomposi¢do para implicantes primos (Morreale, 1970)).

Seja F = v.F1 +Vv.Fy uma férmula, tal que F e Fy ndo dependam de v. Entdo, o conjunto
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de primos implicantes de F é:
PI[F] =PI, UPI; UPI,

em que P, = PI[F\.Fy), PI, = {v.n : & € PI[F}]\ P1,} e Ply = {v.7: € PI[Fy) \ PI,}. O

Teorema 5.2 (Decomposic¢io para MCS).

Seja F = v.F; +v.Fy uma férmula tal que F; e Fy ndo dependam de v. Seja L o conjunto de
literais relevantes. Entdo, o MCS de F é descrito como segue:

Caso 1: tanto v quanto sua negacdo pertencem a L. Neste caso, o teorema de decomposi¢ao é o
mesmo que o teorema anterior de decomposi¢ao de implicantes primos.

Caso 2: v pertence a L, mas sua negacdo ndo. Neste caso, existem duas maneiras de computar
MCS[F).
PRIMEIRA DECOMPOSICAO MCS[F| = MCS; UMCS
em que MCSy = MCS[Fy| e MCS| = {v.n : m € MCS[F| + Fy| /MCSy}.
SEGUNDA DECOMPOSICAO MCS[F| =MCS; UMCS),
em que, MCSy = MCS[Fy], MCS| = {v.n: p € MCS|F}] ~MCSy}
P-Q={nePepeQ:p¢n}

Caso 3: nem v, nemV pertence a L. Entdo, MCS[F| = MCS[F;| UMCS|[F). O

A demonstra¢do do dltimo teorema encontra-se em [Rau01]).

5.6.2.3 Diagramas bindrios de decisao

O diagrama binario de decisdo (BDD) associado a uma foérmula € uma codificagdo compacta
da tabela verdade da féormula. Esta representacdo € baseada em decomposi¢do de Shannon
[Rau01]). Os teoremas de decomposicdo (5.1 e 5.2) sao o nicleo dos algoritmos de BDD para
computar MSC.

Sabe-se que qualquer expressao booleana € igual a uma expressao na forma normal conjun-
tiva (FNC), ou € uma expressao na forma normal disjuntiva (FND), a saber:

kj kj

/l\ \_/tlj ou \l/ /_\tz] ,
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em que A representa o operador de conjuncdo (e), V o operador de disjungdo (ou) e tij sao
literais.

Em geral, ¢ muito dificil estabelecer quando uma expressao booleana € satisfeita:

Teorema 5.3 (Cook, 1971). A satisfacdo de expressoes booleanas € um problema NP-completo.
O

Seja x — yp,y1 o operador se-entdo-sendo definido por:

(x —y0,y1) = (xAyo) V (=xAy1)
(=xvo+31)

x € chamado expressdo teste. Todo operador booleano pode ser expresso de tal maneira, por
exemplo, X =—wx= (x—0,1); x— y=ximplicay éx — (r — 1,0), (y — 0, 1) e, naturalmente,
x é representado por x — 1,0.

Agora, pode-se definir uma Forma Normal Se-Entdo-Sendo (FNS) como a expressiao boo-
leana construida inteiramente a partir dos operadores se-entdo-sendo e as constantes 0 (falso) e
1 (verdadeiro), tal que todos testes sejam efetuados somente sobre varidveis [And06].

Teorema 5.4. Qualquer expressdo booleana é equivalente a uma expressao em FNS. U

Se para um conjunto de expressoes booleanas concatenadas identificam-se as subexpressoes
de sua FNS correspondente, diz-se que foi obtido o diagrama bindrio de decisao (BDD) (Figura
5.2).

Arvore de Shannon Diagrama de Decisao Binaria

Figura 5.2 Arvore de decisdo e BDD para (a Ab)V (@A c).

Existem algumas regras que estabelecem BDD mais compactos ou reduzidos para uma
mesma arvores de decisdo.

Teorema 5.5. Para qualquer fungio f : B" — B, em que B = {0, 1}, existe exatamente um
BDD reduzido e ordenado u, com varidveis ordenadas x; < xp < --- < Xy, tal que

f" = ‘no terminal de uma expressao booleana’ = f(x1,x2,- -+ ,X,).
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Segue do lema que um BDD € um grafo aciclico, dirigido, com raiz, com um ou dois
vértices terminais de grau externo zero rotulados por O ou 1, e com um conjunto de vértices
varidveis u de grau externo dois.

Neste ambiente, um BDD € ordenado se sobre todo caminho do grafo as varidveis respeitam
um dada ordem linear x; < xp < --- < x, € o BDD ordenado € reduzido se (i) nenhum par de
vértices distintos u e v tem a mesma varidvel sucessora e antecessora, (ii) nenhum né variavel
tem sucessor e antecessor distintos.

5.6.3 Modelagem de Atribuiciao de Risco usando BDD

A conversdo de uma arvore de falha em um BDD € baseado nos algoritmos apresentados em
[CM93] e [CM92]. Além disso para construir o BDD € necessdrio construir uma lista ordenada
de vértices do sistema que tem um seguranga imperfeita. Esta lista pode ser construida como
uma arvore de falha, o que estabelece o esquema de ordenacdo dos eventos.

Cada n6 do BDD terd (pelo menos) as seguintes informacgdes associadas a ele [DD95]: (1)
o nome do componente; (2) um indice, baseado na ordenagdo do nd; (3) a probabilidade de
falha, ou pardmetros que podem ser usados para determinar a probabilidade de falha; (4) a
probabilidade de seguranga para o componente; (5) a desconfianca da sub-drvore percorrida
para qual o né esta na raiz. Isto é feito eliminando-se caminhos multiplos. O valor inicial sera
0; (6) ponteiros “esquerda” e “direita” que apontam para o proximo né no BDD.

O que foi mostrado nesta se¢do € que tomando-se uma representacdo grafica bem conhecida
de uma funcdo booleana e impondo-se uma restri¢do sobre os rétulos dos vértices, o grafo
de tamanho minimo representando uma fun¢ao tem uma forma candnica. Além disso, dado
qualquer grafo que represente uma fungdo, ela pode ser reduzida a um grafo de forma candnica
em tempo aproximadamente linear.

Algoritmos apresentados em [Bry86] ndo somente minimizam a quantidade de memoria
de alocacdo necessdria para representar uma fungdo, quanto o tempo requerido a execucdo de
operacdes simbdlicas de funcdes, além de tornar bastante simples perguntas de testes de equiva-
léncia, satisfabilidade e tautologia. Logo, a aplicacio de tal modelo em atribui¢do probabilistica
de risco € bastante indicada.

5.6.4 Simulacao de cenarios futuros

Um objetivo dos mais desejaveis na andlise de falhas de um equipamento € o seguinte: a partir
do histérico de falhas do equipamento, produzir rapidamente milhdes de cenérios futuros cien-
tificamente plausiveis do seu comportamento relativo a estas falhas. Para resolver esta questao,
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usando a hipétese de que a distribuicdo das falhas € exponencial definiu-se um autdomato finito,
ou seja, um grafo finito com pesos positivos nas arestas. Convém salientar que a distribuicao
exponencial tem taxa de falha constante. Associou-se a esse grafo, um algoritmo (Tabela 5.1)
muito simples capaz de simular com rapidez o comportamento futuro do equipamento com a
mesma distribui¢cdo de falhas da que foi estimada a partir do histérico. Este automato € um ele-
mento bdsico para a simulagdo de situacdes mais complexas como as que aparecem em calculo
de risco no setor de geracao e transmissao de energia.

A probabilidade de falha do equipamento nobre € calculada simulando (bilhdes de vezes)
os cendrios futuros para os fatores primitivos e lendo os vetores 0-1 nas linhas verticais que
cortam as linhas de tempo dos fatores primitivos. Cada linha vertical é um instante no tempo.
Dada a probabilidade, o risco € obtido pelo seu produto com o custo associado a falha. Em
geral, a probabilidade ¢ bem pequena e o custo muito alto. Assim, ordenar os riscos ¢ um
objetivo importante para tomar medidas preventivas.

A partir das linhas de tempo, pode-se gerar os grafos que representam os estados (vértices)
e suas transigdes (arestas), com pesos A;; representando a taxa de transi¢do do estado i para o
estado j.

Supondo que o tempo de passagem do estado i para o estado j do equipamento k tem

distribui¢do exponencial com parametro QLZ.(J.k) , tal parametro sdo obtidos por:
(k)
(k) _ Mij
oLt

(k)

em que n;; € o numero de passagens do estado i para o estado j do equipamento k e ) ;;
¢ a soma dos intervalos rotulados por i, ou seja, o total dos tempos em que o equipamento
permaneceu no estado i.

De posse dos parametros li(jk) , passa-se ao algoritmo (Tabela 5.1) que define o autdmato que
expressa o comportamento futuro de um equipamento a partir de N, que representa 0 nimero
de iteracdes, e do grafo com arestas com pesos positivos A;;.

A saida do algoritmo € a linha de tempo com falhas para os equipamentos em estudo.

5.6.5 Automato e Historico de Falhas

De maneira geral, pode-se através da histéria de falhas/reparos de um dado equipamento obter
um autdomato que simula o futuro deste. Na Figura tem-se a representacdo de um grafo que
mostra as possiveis transicoes de estados do sistema.

Na Figura 5.4, € denotado por 7; o tempo de permanéncia de um equipamento arbitrario
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Tabela 5.1 Algoritmo para o grafo de estados.

0 Comece no estado ip; n = 0;

1 Estando em um estado i, sorteie para cada
aresta (i,j) um tempo 7;; > 0 aleatério
com distribui¢do exponencial de parame-
tro ll.(jk)

2 Permaneca T;; no estado i e vd para o es-
tado j, tal que

T; = min{T;; : (i, ') é aresta.};
n=n+1

3 Se n < N+ 1, entdo volte para 2, sendo
termine.

Figura 5.3 Exemplo de grafo de falha com quatro estados possiveis.

| T1 | T2| T4 | T‘ T4 |T3|

I I I I : I I >

tempo

Figura 5.4 Exemplo de linha de tempo.

(relaxa-se aqui o k superescrito) no estado i. Se T;; denotar o tempo de permanéncia do equi-
pamento no estado i até passar para o estado j, supondo que tem distribuicao exponencial com
pardmetros A;;, tem-se que T;; ~ E(A;;). Neste caso, a fungdo de distribui¢do acumulada para
este modelo é:

Pr(T;j <x) =1—exp(—4;jx), x>0



5.6 AVALIACAO DO RISCO DE UM SISTEMA 79

sendo a funcdo densidade de probabilidade dada por:

f7}j<x) = lijexp(—lijx), x>0

O tempo de permanéncia do equipamento no estado i é T; = min;;{7;;}. Da fungdo de
distribuicao acumulada da distribui¢do considerado exponencial, tem-se 7; ~ E(4;), em que

Ai =X jzihij-
LT

n;

Para a estimacio no longo horizonte 7', pode-se calcular a média dos 7; por T; = e,

1 n;

T, LT

portanto, A; = representa a taxa de permanéncia no estado i.

Se p; € a probabilidade assintética do equipamento estar no estado i, a freqii€ncia de visitas
do estado i para o estado j é dada por f;; = p;A;;j. Logo, para a estimagio no longo horizonte
T:

T JuT

Entao,
_mp T onij
YT Yy YT

A freqiiéncia de transigdes do estado i, fi, ¢ dada por f; = p; ¥ i Aij.

E a estimacdo no longo horizonte T € f; = ¥ = % O numero de transi¢des N;(r) do
estado i no tempo ¢ pode ser tratado como um processo de Poisson de pardmetro p;A;t, ou seja,

Ni(t> ~ P(pilit), em que ).,‘ = Zj;éilij-

Agora, se N;j(t) é o nimero de transi¢des do estado i para o estado j no tempo ¢, tem-se
que
Nij(t) ~ P(pidijt).

A probabilidade de r transi¢des do estado i para o estado j no tempo ¢, parar =0,1,2,...,
¢ dada por

Pr{N;;(t) = r} = (r1) e P (pi 1),

Pr{Nj(t) > r} = 1 = Pr{x3,,1) > 2pidijt}.

No caso especifico deste trabalho, para sua otimizagdo, alguns pontos foram considerados
criticos no algoritmo. O automato designado para representar a vida de um equipamento k é

representado por um grafo dirigido com pesos nas arestas (como especificado nessa subse¢do).
(k)

O peso das arestas representam A, e

a taxa de transicao do estado i para o estado j.
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Tabela 5.2 Estatisticas para Gerador UAS-01

ID Tipo Int.Ger. Oc. | Oc(%) T(h) T(%) | média(T) | desvio padrdo(T)
41 | Possivel Trabalho em Outra Mag/Eqto | 53 33,76 551,17 0,60 10,40 4,75
6 Defeito (Desligamento Programado) 20 12,74 134,50 0,15 6,73 2,88
3 Atender Sistema De Transmissdo 15 9,55 162,22 0,18 10,81 4,69
7 Defeito Alta Grav. (Deslig. Forcado) 14 8,92 128,13 0,14 9,15 3,26
14 Falha (Desligamento Automatico) 9 5,73 2623,92 2,85 291,55 29,28
15 Falha na Partida 7 4,46 136,33 0,15 19,48 4,71
20 Atender Sistema de Linhas 4 2,55 29,17 0,03 7,29 3,17
4 Atender Sistema Protecao/Medi¢io 4 2,55 41,08 0,04 10,27 2,10
34 Mp Peridédica De 40 Mil Horas Oper. 3 1,91 75337,40 | 81,70 | 25112,47 0,00
36 Mp Periddica De 5 Mil Horas Oper. 3 1,91 851,88 0,92 283,96 7,95
35 Deslig Automdtico Externo ao Dmg 2 1,27 10,02 0,01 5,01 2,22
19 Mp Aperiddica de Cpsr 2 1,27 7,27 0,01 3,63 1,38
21 Mp Aperidédica Mecanica 2 1,27 13,45 0,01 6,73 2,42
23 Mp Periddica de 10 Mil Horas Oper. 2 1,27 878,90 0,95 439,45 21,18
24 Mp Periddica de 12 Mil Horas Oper. 2 1,27 1960,27 2,13 980,13 0,00
33 Mp Periddica de 4 Mil Horas Oper. 1 0,64 493,95 0,54 493,95 0,00
38 Mp Periddica de 6 Mil Horas Oper. 1 0,64 350,15 0,38 350,15 0,00
39 Elhorias/Modernizacoes 1 0,64 2,02 0,00 2,02 0,00
30 Mp Periddica de 3 Mil Horas Oper. 1 0,64 398,83 0,43 398,83 0,00

5.6.6 Aplicacao a sistemas reais

80

Foi produzido a partir de minuciosos dados de histéricos de todos os geradores da empresa
CHESF - Companhia Hidro Elétrica do Sao Farncisco, um modelo de predi¢do de comporta-
mento futuro. Na Figura 5.5, abaixo, vé-se uma descri¢ao das falhas para todos os geradores.
O vermelho indica acidentes graves, os retangulos verdes, acidentes de baixa complexidade e
o branco indica o equipamento em funcionamento. O cédigo em Java™ que gera as linhas de

tempo esta apresentada no Apéndice C.

Na Tabela 5.2, estdo relacionados os 23 tipos de intervengdo para o gerador UAS-01 da
usina Apoldnio Sales. Ela representa um histérico com o total de 92.217,8 horas com 157
ocorréncias. A Tabela 5.3 apresenta as taxas de transi¢@o entre os diversos estados (tipos de
intervencao).
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A partir das taxas de transicdo obtém-se as probabilidades dos diversos estados, apresenta-
dos na tabela 5.4. As técnicas utilizadas para gerar o exemplo acima serdo relembradas nesta
préxima secao.

5.6.6.1 Explanagdo da técnica aplicada

Para estimar a probabilidade de um equipamento nobre ser destruido, comece definindo os
principais fatores primitivos que ocasionariam a destrui¢do do equipamento. Esta definicdo
¢ dada como uma func¢do booleana usando portas l6gicas AND, OR, NOT (e, ou, ndo) (veja
[CCLOT7]). As situacdes que implicam na destrui¢cdo sdo os vetores bindrios associados aos
fatores primitivos (ndo ocorreu, ocorreu) que avaliam a func¢io booleana como 1.

Como dito na secdo anterior, a probabilidade de destruicdo do equipamento é calculada
promovendo a simulacdo (bilhdes de vezes) dos cendrios futuros. Suponha que uma usina
seja composta de trés geradores G1, G2 € G3 € que tais equipamentos fornecam energia a um
mesmo barramento. Suponha, também, que se tenha o histérico de falhas destes geradores,
onde se tenha a descri¢do de tais falhas. Neste caso, pode-se construir uma linha de tempo, na

qual é representado o estado de cada equipamento e o motivo pelo qual ele estaria neste estado
(Figura 5.6).

A partir das linhas de tempo, pode-se gerar os grafos que representam os estados (vértices)
e suas transigdes (arestas), com pesos A;; representando a taxa de transi¢do do estado i para o
estado j (Figura 5.7).

No caso dos geradores, os grafos sdo todos do “tipo estrela”, uma vez que todo estado vem
ou vai para o estado funcionando. O préximo passo é estimar os pardmetros A;; > 0 para que se
tenha um autémato simulador que simule o futuro, usando varidveis aleatdrias com distribuicao
exponencial com parametros li(jk).

O grafo de estados na Figura 5.9 € obtido a partir da linha de tempo. Em suas arestas
estdo representadas as freqii€ncias n;; em que cada transi¢do ocorre na correspondente linha de
tempo. No caso mais geral, tem-se um grafo completo de arestas duplas. Assim, os parametros
A}]‘.Si“a sdo obtidos por

A usina — nij
Y Yiti

em que ) ;#; € a soma dos intervalos rotulados por i.

(5.12)

Como antes, a partir dos parametros M}Si“a, passa-se ao algoritmo da Tabela 5.1 que define
o autdmato. Este, por sua vez, define o comportamento futuro de um equipamento a partir do
nimero de iteragdes, N, e do grafo com arestas com pesos positivos A;;.
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Figura 5.5 Linha de tempo dos geradores das usinas da CHESF.
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Tabela 5.3 Taxa de transicdo dos diversos estados para Gerador:UAS-01, Usina Apolonio Sales.

DE PARA TAXAS

Melhorias/Modernizagdes OK 0,4958677686
Mp Aperiédica De Cpsr OK 0,2752293578
Desligamento Automdtico Externo ao Dmg OK 0,1996672213
Defeito (Desligamento Programado) OK 0,1486988848
Mp Aperiédica Mecanica OK 0,1486988848
Atender Sistema De Linhas OK 0,1371428571
Defeito Alta Gravidade (Desligamento Forgado) | OK 0,1196410768
Ensaios Mecanicos OK 0,1183431953
Atender Sistema Protecdo/Medi¢ido OK 0,1172638436
Atender Sistema de Transmissao OK 0,0853393447
Mp Aperiddica Elétrica OK 0,0679629979
Falha Na Partida OK 0,0450619602
Mp Periddica de 5 Mil Horas Oper. OK 0,0035216090
Falha (Desligamento Automético) OK 0,0030537265
Mp Periddica de 8 Mil Horas Oper. OK 0,0028628686
Mp Periddica de 6 Mil Horas Oper. OK 0,0028559189
Mp Periddica de 3 Mil Horas Oper. OK 0,0025073130
Mp Periddica de 10 Mil Horas Oper. OK 0,0022755717
Mp Periddica de 4 Mil Horas Oper. OK 0,0020244964
Mp Periddica de 12 Mil Horas Oper. OK 0,0010202691
OK Possivel Trabalho em outra Maqg/Eqto 0,0007005814
OK Defeito (Desligamento Programado) 0,0002643703
Mp Periddica de 48 Mil Horas Oper. Ok 0,0002625349
OK Atender Sistema de Transmissao 0,0001982778
OK Defeito Alta Gravidade (Desligigamento Forcado) | 0,0001586222
OK Falha (Desligamento Automético) 0,0001057481
OK Mp Aperiddica Elétrica 0,0000793111
OK Falha na Partida 0,0000793111
OK Atender Sistema de Linhas 0,0000528741
Mp Periddica de 40 Mil Horas Oper. Ok 0,0000398209
OK Atender Sistema Prote¢ao/Medicado 0,0000396556
OK Mp Periddica de 5 Mil Horas Oper. 0,0000396556
OK Mp Periddica de 10 Mil Horas Oper. 0,0000264370
OK Deslig Automdtico Externo ao Dmg 0,0000264370
OK Mp Aperiddica Mecanica 0,0000264370
OK Mp Aperiddica de Cpsr 0,0000264370
OK Mp Periddica de 8 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periddica de 12 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Ensaios Mecénicos 0,0000132185
OK Mp Periddica de 3 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periddica de 6 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periddica de 40 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periddica de 48 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periddica de 4 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Melhorias/Modernizagdes 0,0000132185

83
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Tabela 5.4 Probabilidades dos diversos estados.

OK 0,6704640159
Mp Periddica de 40 Mil Horas Oper. 0,2225602467
Mp Periddica de 48 Mil Horas Oper. 0,0337575641
Falha (Desligamento Automadtico) 0,0232176398
Mp Periddica de 12 Mil Horas Oper. 0,0086864729
Mp Periddica de 10 Mil Horas Oper. 0,0077892866
Mp Periddica de 5 Mil Horas Oper. 0,0075498503
Possivel Trabalho em outra Mag/Eqto | 0,0055040806
Mp Periddica de 4 Mil Horas Oper. 0,0043776517
Mp Periddica de 3 Mil Horas Oper. 0,0035346765
Mp Periddica de 6 Mil Horas Oper. 0,0031032185
Mp Periddica de 8 Mil Horas Oper. 0,0030956853

Atender Sistema de Transmissao 0,0014658642
Defeito (Desligamento Programado) 0,0011920117
Falha Na Partida 0,0011800472
Defeito Alta Grav. (Deslig. Forcado) 0,0008889128
Mp Aperiédica Elétrica 0,0007824146
Atender Sistema de Linhas 0,0002584908
Atender Sistema Protecdo/Medicio 0,0002267333
Mp Aperiddica Mecanica 0,0001192012
Deslig. Automético Externo ao Dmg 0,0000887731
Ensaios Mecénicos 0,0000748885
Mp Aperiddica de Cpsr 0,0000644011
Melhorias/Modernizac¢des 0,0000178728

Funcionando —— (3,

Falha Grave G

Falha Média mmm— "2

Falha Leve Gs

Manutengdo == linhas de tempo

Figura 5.6 Linha de tempo dos geradores.

5.7 Modelagem probabilistica dos cenarios

Seja A = (V,E,r) uma rede, com Gy = (V,E). Seja A CV o conjunto de vértices ativos,
como definidos na Secdo 4.1. Nesta secdo, especificamente, serd determinado um modelo de
falha de cada vértice ativo d, cuja probabilidade de funcionamento adequado ¢ dada por p,.
Os demais componentes da rede podem receber a probabilidade 1 de funcionamento. Uma
modificacdo no grafo Gy, pode ser determinada pela transformacdo dos vértices ativos (que
no caso real representam os disjuntores da rede elétrica) em uma aresta e dois outros vértices
terminais (figura 5.10).

Seja G) o grafo obtido pela transformac@o sobre Gy, como acima. Aplicado-se, entéo,
um modelo de percolagdo (ver Sec¢do 3.4, o modelo de clustter aleatdrios) sobre o grafo G,
definido pela distribuicao de probabilidade:

@A) =z"(T]ra 1;[<1—pd) 0~ (A CE(Gy)), (5.13)
deA dEA

em que k(A) é o nimero de componentes conexas do grafo Gy : A = (V,A), ps, 0 < ps <1
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Figura 5.7 Grafo de estados do gerador k =1,2,3.

Gy
G
Gs

\{ \{
11 11 1 1111 11 11 (| W 11|

1 11 | | |
0 4 630 1 5401310262 023 2 4 0 5 42 3.

Figura 5.8 Construcdo da linha de tempo da Usina.

Figura 5.9 Grafo de falhas da usina, relativo a subconjuntos de geradores parados.

vértice d em Gy

U
@ @

aresta d em G’y

Figura 5.10 Transformacdo do grafo da rede elétrica.

sdo parametros associados a cada aresta de G;V, Q > 0 € um parametro do modelo e Z € uma
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meses
1

50 100 150 200 250 300 350

0
1

tempo

Figura 5.11 Box plot para a varidvel resposta tempo.

constante normalizadora introduzida tal que

Y u@a) =1 (5.14)

ACE

Como visto na Secdo 3.8, ®(G) denota a configuragdo aleatéria produzida por u e P, a
distribui¢do de probabilidade associada, com p(A) = Py{®(G) = A}. A familia de medidas,
com dois pardmetros 4t = u(p,Q), 0 < p <1e Q > 0, definida sobre o conjunto de arestas de
um grafo finito G = (V, E) é dada por

_ plAlglE\Al Qk(4)

K(A z

em que § é uma constante normalizadora adequadae g = 1 — p.

(5.15)

A probabilidade de encontrar o sistema no estado 6 com pardmetro de desordem f3 é dada

por
o~ BH (o)

P(o) = — (5.16)

A expectativa com respeito a esta distribui¢do de Gibbs é dada por

(8(0().00))) = 5+ (Q(; 1

em que P, ¢é a medida de cluster aleatério sobre G tomando-se p; = 1 —exp(—J;;) para cada
aresta e = (i, j) e J;j representa as energias de interagdo.

Pyf{i~ j} (5.17)
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5.8 Modelagem do tempo de funcionamento de um transformador

O tempo de funcionamento de qualquer equipamento do sistema elétrico definido como o tempo
de funcionamento até o primeiro acidente (ou falha) ¢ modelado através de um modelo expo-
nencial log-linear de regressdo. Esse modelo considera que a distribui¢cao do tempo, segue a
distribui¢do exponencial, cujo logaritmo da média é dado por uma estrutura linear contendo
as varidveis que explicam o comportamento desse tempo e parametros associados desconheci-
dos. Nessa secdo, serd apresentado resultados obtidos [CCPDO07] para os transformadores do
sistema CHESF (Companhia Hidro Elétrica do Sao Francisco).

Na Tabela B.1 (anexo no apéndice B) estdo apresentados os dados do tempo de funciona-
mento em meses de 61 transformadores e as suas respectivas caracteristicas fisicas. O objetivo
¢ estimar uma equagdo de regressdo para modelar a média do tempo de funcionamento (tempo)
dos transformadores, considerando como varidveis explicativas a espécie (especie) do equipa-
mento, o nimero de enrolamentos (enrolam), o tipo do transformador (¢ipo) e a sua poténcia
(em MVA) (pot). Apresenta-se, aqui, a modelagem do tempo de funcionamento de um trans-
formador, mas este método pode ser aplicado para qualquer equipamento.

As varidveis tempo e pot sdo quantitativas e especie, enrolam e tipo sdo varidveis qua-
litativas, também, denominadas fatores. O fator especie tem dois niveis, monofdsico (M) e
trifasico (T); o fator enrolam tem trés niveis, 1 (A), 2 (B) e 3 (C) correspondentes a um, dois
e trés, rolamentos, respectivamente; e, finalmente, o fator tipo, também, com trés niveis, trans-
formador (A), reator (B) e trafo, ou transformador, elevador (C). A poténcia (pot) é uma cova-
ridvel continua medida em MVA e o tempo (tempo) representa o nimero de meses ocorridos
entre a energizacdo e a falha detectada em um equipamento.

Inicialmente serd realizada uma andlise descritiva, a fim de melhor conhecer o comporta-
mento das varidveis em questdo. Nas Figuras 5.11 e 5.12 estdo apresentadas o box plot para a
varidvel resposta tempo e os box plots da varidvel resposta tempo por espécie, por nimero de
enrolamentos e por tipo do equipamento, respectivamente. Na Figura 5.11 nota-se que o tempo
de funcionamento apresenta uma grande variabilidade e assimetria positiva. Na Figura 5.12
mostra-se que a dispersdo do tempo de funcionamento € maior para transformadores com dois
enrolamentos e menor para transformadores do tipo trafo elevador. Observa-se, ainda, que trés
trafos elevadores apresentam grandes tempos de funcionamento. Na Figura 5.13 apresenta-se o
box plot para a varidvel explicativa pot, indicando que a poténcia apresenta assimetria negativa
e um valor extremo.
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Figura 5.12 Box plots da varidvel resposta tempo pelos fatores especie, enrolam e tipo.
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Figura 5.13 Box Plot para a varidvel explicativa pot.

Supondo que o tempo de funcionamento segue a distribuicdo exponencial e considerando
uma func¢do de ligacdo logaritmica para a média dessa distribuicdo, um modelo que melhor se
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ajusta aos dados € dado pela seguinte equagdo obtida através do software R:

logt =5.3556 —1.3078enrolamB — 2.2298enrolamC + 1.9833tipoC — 0.0089 pot
+ 1.6683especieT x enrolamB +2.6022especieT x enrolamC — 1.9019especieT X tipoC.

Essa equacdo pode, também, ser escrita como:

fl = 211.7913 x 0.2704°"7'amB 5 0.1075¢"01amC » 7.2667'1P°C x 0.99127°!
% 5.30326specieT><enrolamB % 13.4934especieT><enrolamC % 0.1493especieT><tipoC‘

O script em R para ajustar esse modelo € dado abaixo:

Call:
glm(formula = tempo ~ enrolamB + enrolamC + tipoC + pot + especieT:enrolamB +
especieT:enrolamC + especieT:tipoC, family = Gamma (log))

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>]|z])
(Intercept) 5.355601 0.414461 12.922 < 2e-16 **x*
enrolamB -1.307789 0.846933 -1.544 0.12255
enrolamC -2.229829 0.967433 -2.305 0.02117 =
tipoC 1.983301 0.756182 2.623 0.00872 *=*
pot -0.008875 0.002893 -3.068 0.00216 =«
enrolamB:especieT 1.668317 0.756337 2.206 0.02740 =«
enrolamC:especieT 2.602200 0.897710 2.899 0.00375 %%
tipoC:especieT -1.901867 1.278319 -1.488 0.13681

Signif. codes: 0 ’"*%%x’ 0.001 "xx" 0.01 ’«" 0.05 ".” 0.1 " 7 1
(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 1)

Null deviance: 35.016 on 60 degrees of freedom
Residual deviance: 21.097 on 53 degrees of freedom
AIC: 715.78

Number of Fisher Scoring iterations: 8

Este modelo foi aceito pelo teste do desvio, pois possui desvio (21.097) inferior ao ponto
critico (ou seja, valor tabelado) da distribuicdo qui-quadrado (% 2) com 53 graus de liberdade ao
nivel de 5% (70.99). As principais estimativas dos pardmetros sao significativas, com exce¢ao
do efeito principal enrolamB, e da interacdo especieT : tipoC.

Adota-se aqui os residuos de Anscombe deduzidos para o modelo exponencial, com ex-
pressao

(tempo,” —p )
~1/3 ’
H;

ai::3
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pois esses residuos podem ser considerados, aproximadamente, normais.

O gréifico de a; versus fI; mostrado na Figura 5.14 ndo revela dados aberrantes (nenhum
residuo fora do intervalo (—2,2)) e os pontos se apresentam aleatoriamente distribuidos, sem
nenhum padrao definido, concluindo-se, entdo, que esses tempos sao varidveis independentes.
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Figura 5.14 Residuos de Anscombe versus médias ajustadas.

A Figura 5.15 apresenta os valores observados versus os valores ajustados, mostrando al-
guma dispersao em torno da primeira bissetriz.
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Figura 5.15 Valores observados versus valores ajustados.
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A Figura 5.16 apresenta o grafico da varidvel dependente modificada estimada z versus o
preditor linear estimado 7] indicando que a funcdo de ligacdo logaritmica esta correta.
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Figura 5.16 Grdfico de z versus 1.

Os residuos ordenados versus os quantis da distribui¢do N(0, 1) mostrados na Figura 5.17
suportam a distribui¢do exponencial para rempo. A Figura 5.18 apresenta o grafico da estatis-
tica de Cook versus o indice das observagdes. Nota-se que as observagdes #45 e #49 sao pontos
influentes. As observacdes #45 e #49 que foram detectadas como pontos influentes no modelo
se referem a componentes do tipo transformador monofasico com dois enrolamentos, ou seja,
referentes aos componentes 02T1-A-CRD e 05T2-B-MSI, respectivamente. Como existem
apenas as duas observacdes com estas caracteristicas elas foram mantidas no modelo.
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Figura 5.17 Residuos de Anscombe ordenados versus os quantis da distribuicao N(0,1).
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Figura 5.18 Estatistica de Cook versus o indice das observagaes.
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A chance do transformador s6 sofrer acidente apds o tempo ¢ (confiabilidade ao tempo ¢)

foi calculada por:

R(t) = exp{—texp(—x"B)} = exp(—t/1).

(5.18)

Nas Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam-se as confiabilidades dos transformadores para as espécies
monofdsicos e trifasicos, respectivamente. As curvas de confiabilidades dessas duas espécies
de transformadores por tipo de equipamento estdo dadas nas Figuras 5.19 (monofésicos) e 5.20
(trifasicos). Pode-se concluir que para os equipamentos monofésicos a confiabilidade ¢ maior
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para o tipo trafo-elevador, depois reator e bem menor para o transformador. Entretanto, para os
equipamentos trifasicos, a confiabilidade € superior para o tipo reator, depois trafo-elevador e
inferior quando o equipamento é um transformador.

Tabela 5.5 Confiabilidade dos transformadores monofdsicos.

Meses Transformador Reator Trafo Elevador
02T1-A-CRD 05E2-B-OLD 01T3-A-USD
12 0.8033 0.9155 0.9646
24 0.6453 0.8381 0.9305
36 0.5183 0.7673 0.8976
48 0.4164 0.7024 0.8659
60 0.3345 0.6430 0.8353
120 0.1119 0.4135 0.6977
180 0.0374 0.2659 0.5828
240 0.0125 0.1710 0.4868
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Figura 5.19 Curva de confiabilidade dos equipamentos monofdsicos.
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Figura 5.20 Curva de confiabilidade dos equipamentos trifdsicos.

Tabela 5.6 Curva de confiabilidade dos transformadores trifdsicos.

Meses Transformador Reator Trafo Elevador
04T2-GNN 02A1-SMD 01T1-UTC
12 0.9095 0.9558 0.9286
24 0.8272 0.9135 0.8623
36 0.7524 0.8731 0.8007
48 0.6843 0.8345 0.7436
60 0.6224 0.7976 0.6905
120 0.3874 0.6361 0.4768
180 0.2411 0.5074 0.3292
240 0.1501 0.4047 0.2273

5.8.1 Modelo com taxa de falha nao-constante

Agora, supondo que o tempo de funcionamento segue a distribuicdo gama e considerando a
mesma funcao de ligacdo logaritmica do modelo anterior, um modelo que melhor se ajusta aos
dados € dado pela seguinte equacao:
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logit =

Essa equacdo pode, também, ser escrita como:

A

‘LL:

Call:
glm (formu

95

5.5905 — 1.2617especieT — 1.1019enrolamB — 2.0134enrolamC+ 1.4771tipoC —
0.0152pot 4 2.297TespecieT x enrolamB + 3.2462especieT x enrolamC —
1.9756especieT x tipoC +0.0090especieT x pot +0.0069¢ipoC x pot.

267.8811 x 0.283lespecieT % 0.3322enrolamB % 0.13356nrolamC « 4.3804”1’0C %
0.98491’0[ % 9.95106specieT><enrolamB < 25.693OespecieT><enrolamC %
0_1387especieT><tipoC % 1.009lespecieT><p0t % ]_007OfiP0C><p0t‘

la =

tempo ~ especieT + enrolamB + enrolamC + tipoC +

pot + especieT:enrolamB + especieT:enrolamC + especieT:tipoC +

Coefficie

(Intercep
especieT
enrolamB
enrolamC
tipoC
pot
especieT:
especieT:
especieT:
especieT:
tipoC:pot

especieT:pot + tipoC:pot, family = Gamma (log))

nts:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])

t) 5.590543 0.235904 23.698 < 2e-16 **x*
-1.261754 0.575191 -2.194 0.032939 =«
-1.101927 0.515898 -2.136 0.037604 =«
-2.013436 0.573255 -3.512 0.000952 *xx

1.477141 0.575762 2.566 0.013347 =
-0.015229 0.003505 -4.345 6.8e-05 #*#*=*

enrolamB 2.297676 0.734997 3.126 0.002949 x«

enrolamC 3.246217 0.775719 4.185 0.000115 #*#*=*

tipoC -1.975617 0.656273 -3.010 0.004083 =*=*

pot 0.009051 0.004282 2.114 0.039563 =

0.006947 0.004117 1.688 0.097704
odes: 0 ’"x%x%’" 0.001 "%%" 0.01 "« 0.05".” 0.1 " 7 1

Signif. c

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.2568743)

Null
Residual
AIC: 7lo.

deviance: 35.016
deviance: 19.348
21

on 60
on 50

degrees of freedom
degrees of freedom

Number of Fisher Scoring iterations: 6

Este modelo, também, foi aceito pelo teste do desvio, pois possui desvio (19.348) infe-
rior ao ponto critico (ou seja, valor tabelado) da distribuicdo qui-quadrado com 50 graus de
liberdade ao nivel de 5% (67.5048). As estimativas dos pardmetros sdo significativas.
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A expressao dos residuos de Anscombe para o modelo gama é a mesma deduzida para o
modelo exponencial. Segundo o grafico dos residuos de Anscombe versus médias ajustadas,
mostrado na Figura 5.21, nenhuma observagdo excedeu o intervalo (—2,2) e, portanto, nio
existe dados aberrantes e os pontos se apresentam aleatoriamente distribuidos, sem nenhum
padrdo definido, concluindo-se, entdo, que esses tempos sdo varidveis independentes.
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Figura 5.21 Residuos de Anscombe versus médias ajustadas.

A Figura 5.22 apresenta os valores observados versus os valores ajustados para o modelo
gama, mostrando alguma dispersdao em torno da primeira bissetriz. Alguns pontos foram mel-
hor ajustados quando comparados ao modelo exponencial. Foi verificado que a funcdo de
ligacdo logaritmica também estd correta para o modelo gama.
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Figura 5.22 Valores observados versus valores ajustados.

Os residuos ordenados versus os quantis da distribui¢do N(0, 1) mostrados na Figura 5.23
suportam a distribuicao gama para tempo.
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Figura 5.23 Residuos de Anscombe ordenados versus os quantis da distribuicdo N(0,1).

Para o modelo gama, também, foi detectada a presenca de pontos influentes através da
estatistica de Cook. Esses pontos foram as mesmas observacoes, #45 e #49, encontradas para
o modelo exponencial.

A chance do transformador s6 sofrer acidente apds o tempo ¢ (confiabilidade ao tempo t),
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modelo gama, foi calculada por:

RO =P(X>1)=1— r(1¢3) <%3>¢3/0’x¢;_1 exp <_;¢;)dx.

As Tabelas 5.7 e 5.8 apresentam as confiabilidades dos transformadores para as espécies
monofésicos e trifasicos, respectivamente. As curvas de confiabilidades dessas duas espécies
de transformadores por tipo de equipamento estdo dadas nas Figuras 5.24 (monofésicos) e 5.25
(trifasicos). O mesmo comportamento para os equipamentos monofasicos e trifasicos foi obtido
em relacdo ao modelo anterior, sendo que para o modelo gama a confiabilidade foi maior para
todos os equipamentos, com excecao do tipo transformador e reator monofésicos para o tempo
maior que 120 meses e para todos os equipamentos trifasicos para o tempo igual a 240 meses
em que a confiabilidade diminuiu.

Tabela 5.7 Confiabilidade dos transformadores monofdsicos.

Meses Transformador Reator Trafo Elevador

02T1-A-CRD 05E2-B-OLD 01T3-A-USD
12 0.9966 0.9992 1.0000
24 0.9671 0.9913 0.9997
36 0.8959 0.9682 0.9986
48 0.7891 0.9265 0.9961
60 0.6635 0.8673 0.9916
120 0.1701 0.4646 0.9292
180 0.0270 0.1765 0.8005

240 0.0033 0.0546 0.6372
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Figura 5.24 Curva de confiabilidade dos equipamentos monofdsicos.

Tabela 5.8 Confiabilidade dos transformadores trifdsicos.

Meses Transformador Reator Trafo Elevador
04T2-GNN 02A1-SMD 01T1-UTC
12 0.9995 0.9999 0.9997
24 0.9940 0.9989 0.9963
36 0.9777 0.9955 0.9859
48 0.9469 0.9882 0.9653
60 0.9013 0.9759 0.9334
120 0.5511 0.8336 0.6518
180 0.2485 0.6093 0.3520

240 0.0926 0.3938 0.1601
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Figura 5.25 Curva de confiabilidade dos equipamentos trifdsicos.

A aplicacdo das técnicas apresentadas nesta se¢do podem ser estendidas a todo tipo de
equipamento do sistema elétrico, incluindo a linhas de transmissdo. No caso das linhas, ha de
se considerar o comprimento de cada uma delas.



CAPITULO 6

Conclusoes e Consideracoes Finais

ADA UMA REDE ELETRICA REAL, mostrou-se, aqui, que esta pode ser modelada como
D um grafo .4, em que os vértices representam os componentes desta rede. As arestas
representam as conexdes (fisicas ou ldgicas) entre tais componentes. Esta primeira modelagem
pode considerar uma certa direc@o das arestas (direcdo do fluxo de carga). Neste caso, pode-se
considerar o modelo de percolacdo de vértices dado no Capitulo 3, para indicar a disponibili-
dade de carga nos diversos pontos da rede. Tal modelo descreve um espago de probabilidade
sobre o grafo .4 e as probabilidades podem ser dadas em fun¢o do polindmio de Tutte.

Quando se define a rede elétrica real deve-se levar em consideracdo os chamados pontos
elétricos, que s@o correspondentes locais da rede em relacao a propriedades elétricas, tais como
mesma corrente e/ou mesmo potencial. Para se definir o risco em redes elétricas definiu-se o
acidente e grande acidente que indicam a “participa¢do” de cada equipamento em eventos na
rede que possam causar danos e classifica todos os componentes da rede.

Dentre as ferramentas necessdrias para a defini¢do de confiabilidade e risco em redes elétri-
cas pode-se destacar: o espaco de probabilidade sobre grafos (como dito acima, definido pelo
polindmio de Tutte); a relacdo entre confiabilidade e o modelo de percolacdo em grafos; e a
definicao de digrafos estocdsticos (Secao 4.5).

Alguns indices de confiabilidade foram apresentados no Capitulo 5 e correspondem a fa-
tores de decisdo de relativa importancia em andlise de confiabilidade em redes elétricas. Os
modelos de atribuicao de risco, andlise de confiabilidade e classificacdo de riscos em compo-
nentes de um sistema elétrico, também, puderam ser apreciados no Capitulo 5.

Como se V€, esta tese teve como objetivos a elaboracdo e demonstracdo de técnicas de
andlise de confiabilidade e risco em sistemas que possam ser modelados por grafos. A aplicagcdo
a redes elétricas foi obtida naturalmente, devido a natureza das estruturas reais envolvidas.

Em termos tedricos, pode-se avancgar no estudo de modelos mais gerais, tais como reticu-
lados (lattices), ou grafos infinitos. Uma outra aplicacdo em sistemas reais, que tem especial
interesse, € uso de risco em sistemas epidemiolégicos, que podem ser apreciados com grafos,
nos quais vértices sdo individuos e arestas o contato fisico possivel entre duas pessoas.
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APENDICE A

Familia de distribuicoes de Pearson

EGUEM OS RESULTADOS segundo Nair e Sankaran [NS91] sobre a caracterizacdo da fami-
lia de distribui¢Oes de Pearson, usadas na Secdo 4.3.

Seja X uma variavel aleatdria continua em (a,b), em que a pode ser —eo ¢ b pode ser o,
com funcgdo de distribui¢do de probabilidade f(x) e confiabilidade R(x).

Teorema A.1. A condi¢do necessdria e suficiente para que a distribui¢do de X pertenga a fami-
lia de Pearson é:
_ 2
m(x) = u+ (ao +aix+axx”)h(x), (A.1)

em que m(x) = E(X|X > x), u é a mediana de X, ag, a| e ap sdo constantes reais e h(X) é a
taxa de falha associada a distribui¢io de X .

Demonstracdo. Suponha que X € distribuido como um membro da familia de Pearson. Entao

(x+d)f(x)

'(x) = — A2
F) bo+bix+byx?’ (A-2)
b b
/ (bo+b1x+byx®) f'(1)dt = / (t+d)dR(t). (A.3)
X X
Integrando por partes e considerando lim bx2 f(x) =0 e apés simplificacdo de (A.3), obtém-
- , X—a ou
(1—2by) / R(t)dt = (bo+ b1x+ bax?) f(x) + [bo+ (2b2 — 1)x — d]R(x). (A.4)
X
Fazendo as substituigdes f(x) = h(x)R(x) e [” R(t)dt = [m(x) —x|R(x) em (A.4), tem-se
by —d
(ao + arx+ axx*)h(x) + 1 =m(x), (A.5)
1—2b,
para a; = 71', i=1,2,3. Comox — aem (A.5), entdo
1—-2by
by —d
=m(a) = ———, (A.6)
=mla) =15

e, portanto, (A.5) implica (A.1).
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Por outro lado, se (A.1) é valida, entdo

/xbff(f)df = (ao + arx+axx”)h(x) + LR(x).

Diferenciando com respeito a x e simplificando a expressao resultante usando, novamente que

1 12 b i=1,2,3 e (A.6), obtém-se a equacao diferencial (A.2). ]
—2b2

i =

Suponha agora que X seja uma varidvel aleatdria discreta com probabilidades positivas
sobre {0,1,2,...,n}, em que n pode ser e, com funcdo de probabilidade f,, confiabilidade
R(x) e taxa de falha h(x) = f,/Pr(X > x), entdo,

Teorema A.2. A distribuicdo de X é um membro da familia definida por

(x+d)fx

fx+1 _fx — _b0+b1x+b2x2

(A7)

se, e somente se, a relagao
_ 2
m(x) = m+ (ao +a1x+ axx”)hyi 1, (A.8)
é satisfeita para valores inteiros ndo-negativos de x, em que
_ar—ay—H
2612 +1
ai

bj=——,i=1,2,3.
2 2a2+1al <

Demonstracdo. Quando (A.8) € satisfeita para um conjunto de valores de x,

n
Z tf; = (ag+ a1x+ asx®) fer1 + URx
x+1

n
(x+ 1R+ Z R, = (ao —|—a1x+a2x2)fx+1 + UR,. (A.9)
x+1

Mudando x por x — 1 em (A.9) e subtraindo-se de (A.9), tem-se

(fer1 — f(x)(ap+arx+a®) = — ((2a2 + )x+a; —ar — ) fi.

Substituindo d por b; como afirmado no teorema, obtém-se a forma (A.7). A volta da demons-
tracdo € obtida seguindo os mesmos passos acima de maneira inversa. L



APENDICE B

Tempo funcionamento de transformadores

Tabela B.1 Dados de Tempos de Funcionamento de Transformadores.

COMPONENTE TEMPO DE ESPECIE NUMERO DE TIPO POTENCIA
FUNCIONAMENTO ENROLAMENTOS (MVA)
04T1-BGI 178 Trifasico 2 Transformador 100
04T3-MRD 135 Trifasico 2 Transformador 100
04T3-MTT 187 Trifasico 2 Transformador 100
04T3-RLD 29 Trifasico 2 Transformador 100
04T2-SNB 302 Trifasico 2 Transformador 33.34
01T3-C-ULG 36 Monofasico 3 Trafo Elevador 92.5
01T4-C-USD 288 Monofasico 2 Trafo Elevador 30
01T3-A-USD 314 Monofésico 2 Trafo Elevador 25
01T4-B-USQ 135 Monofasico 2 Trafo Elevador 150
01T6-B-USQ 121 Monofasico 2 Trafo Elevador 150
04T6-FNL 314 Trifasico 2 Transformador 100
05E2-B-OLD 141 Monofasico 1 Reator 50
04T1-PRI 230 Trifasico 3 Transformador 33.34
02A1-SMD 127 Trifdsico 2 Reator 15.25
04T1-TSA 85 Trifasico 3 Transformador 33.34
01T3-C-ULG 51 Monofasico 3 Trafo Elevador 92.5
01T2-C-USQ 86 Monofasico 2 Trafo Elevador 150
01T1-UTC 162 Trifasico 2 Trafo Elevador 80
02T8-A-BGI 342 Trifasico 2 Transformador 5
04T2-BJS 247 Trifasico 3 Transformador 39.9
04T3-BJS 144 Trifasico 3 Transformador 39
04T2-GNN 102 Trifasico 3 Transformador 100
04T3-MRR 163 Trifasico 3 Transformador 100
04T1-MTT 31 Trifasico 2 Transformador 100
04T1-TAC 97 Trifasico 2 Transformador 100
04E1-C-TSA 277 Monofasico 1 Reator 3.33
01T3-B-USQ 142 Monofasico 2 Trafo Elevador 150
01T3-B-USQ 141 Monofasico 2 Trafo Elevador 150
04T2-ACD 54 Trifasico 1 Transformador 55
02T8-A-BGI 353 Trifasico 2 Transformador 5
04T6-FNL 344 Trifasico 2 Transformador 100
04T2-JCR 128 Trifasico 3 Transformador 100
04T3-MRD 6 Trifasico 2 Transformador 100
04T2-MRR 191 Trifasico 3 Transformador 100
04E1-B-TSA 291 Monofasico 1 Reator 3.33
04T1-TSA 115 Trifasico 3 Transformador 33.34
04T1-TSA 117 Trifasico 3 Transformador 33.34
06T2-A-UFL 359 Monofasico 2 Trafo Elevador 4.8
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Dados de Tempos de Funcionamento de Transformadores. Continua¢do

COMPONENTE TEMPO DE ESPECIE NUMERO DE TIPO POTENCIA
FUNCIONAMENTO ENROLAMENTOS (MVA)
01T2-C-ULG 72 Monofasico 3 Trafo Elevador 92.5
01T1-C-USQ 104 Monofasico 2 Trafo Elevador 150
01T5-A-USQ 131 Monofasico 2 Trafo Elevador 150
01T3-C-USQ 142 Monofasico 2 Trafo Elevador 150
01T4-B-UST 268 Monofasico 2 Trafo Elevador 80
03T1-CRD 234 Trifasico 3 Transformador 38.6
02T1-A-CRD 87 Monofasico 2 Transformador 5
04E1-B-FTZ 123 Monofasico 1 Reator 3.33
04T1-GNN 96 Trifasico 3 Transformador 100
04T2-IRE 280 Trifasico 3 Transformador 39.9
05T2-B-MSI 4 Monofasico 2 Transformador 200
02T5-NTD 81 Trifasico 2 Transformador 1
04T1-OLD 160 Trifasico 2 Transformador 40
01T1-B-ULG 83 Monofasico 3 Trafo Elevador 92.5
04T4-ACD 350 Trifasico 3 Transformador 39
04T2-BJS 294 Trifasico 3 Transformador 39.9
04T2-GNN 137 Trifasico 3 Transformador 100
04T1-RIB 26 Trifasico 2 Transformador 100
05E1-C-SJT 187 Monofasico 1 Reator 333
06T1-C-UFL 272 Monofasico 2 Trafo Elevador 4.8
01T1-B-ULG 93 Monofasico 3 Trafo Elevador 92.5
01T1-B-ULG 102 Monofasico 3 Trafo Elevador 92.5
01T4-C-UXG 12 Monofasico 2 Trafo Elevador 185
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APENDICE C

Parte do codigo desenvolvido para estudo de risco

em redes elétricas

OMO PARTE DO ESTUDO de risco e confiabilidade em redes elétricas reais, segue abaixo o

nicleo do cédigo desenvolvido em Java™ para descricdo e mapeamento de riscos numa

rede elétrica, devido a Lauro Lins (Scientific Computing and Imaging Institute da University
of Utah) e Christian Diego (Centro de Informatica, UFPE).

package riskchesf.chart;

import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import

import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import
import

import
import

java.awt.Color;
java.awt.Component;
java.awt.Dimension;
java.awt.Font;

java.awt.Frame;
java.awt.GridBagConstraints;
java.awt.GridBagLayout;
java.awt.Insets;
java.awt.event.ActionEvent;
java.awt.event.ActionListener;
java.awt.event.KeyEvent;
java.awt.event .MouseWheelEvent;
java.awt.event .MouseWheellListener;
java.awt.geom.Rectangle2D;
java.io.IOException;
java.sqgl.SQLException;
java.text.ParseException;
java.text.SimpleDateFormat;
java.util.ArrayList;
java.util.Date;
java.util.List;

javax.swing.AbstractAction;
javax.swing.ActionMap;
javax.swing.Icon;
javax.swing.InputMap;
javax.swing.JButton;
javax.swing.JComponent;
javax.swing.JDialog;
javax.swing.JFormattedTextField;
javax.swing.JFrame;
javax.swing.JOptionPane;
javax.swing.JPanel;
javax.swing.JScrollPane;
javax.swing.JTextArea;
javax.swing.JToolBar;
javax.swing.KeyStroke;
javax.swing.text.MaskFormatter;

riskchesf.Gerador;
riskchesf.IntervencaoGerador;
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riskchesf.cli.FunctionMountTimeLineMachine;
riskchesf.cli.FunctionStatistics;
riskchesf.util.DataUtils;

class PanelDesenholIntervencoesGeradores extends JPanel {

private Interval _timeInterval;
private ArrayList<ObjectWithProperties<Gerador>> _geradores =
new ArrayList<ObjectWithProperties<Gerador>>();

private Action ACTION_ZOOM = new Action("Zoom",null,"Zoom") {

public void actionPerformed (ActionEvent actionEvent) {

System.out.println("Zoom") ;
_timelInterval.scale(1.05);
repaint () ;

bi

}

private Action ACTION_UNZOOM = new Action ("Unzoom",null, "Unzoom") {

public void actionPerformed (ActionEvent actionEvent) {

System.out.println ("Unzoom") ;
_timelInterval.scale(0.952380952);
repaint () ;

bi

}

private Action ACTION_LEFT = new Action("<<",null, "Move Left") {

System.

public void actionPerformed (ActionEvent actionEvent) {
out.println ("Left");

_timelInterval.translate(-0.05);
repaint () ;

bi

}

private Action ACTION_RIGHT = new Action(">>",null, "Move Right") {

public void actionPerformed (ActionEvent actionEvent) {

System.out.println("Left");
_timelInterval.translate (+0.05);
repaint () ;

bi

}

private Action ACTION_INTERVAL = new Action("Intervalo",null,"Intervalo") {

System.

public void actionPerformed (ActionEvent actionEvent) {
out.println("Interval");

setIntervalo();
repaint () ;

bi

private Action ACTION_ESTATISTICAS = new Action("Estatisticas",null, "Estatisticas")

bi

}

public void actionPerformed (ActionEvent actionEvent) {
Gerador g = getSelectedGerador();
if (g == null) {
JOptionPane.showMessageDialog(null, "Selecione um gerador antes.");
}

else openDetailsGerador (g);

private Action ACTION_AUTOMATO = new Action ("Autdémato",null, "Autdmato") {

public void actionPerformed (ActionEvent actionEvent) {
Gerador g = getSelectedGerador();
if (g == null) {
JOptionPane.showMessageDialog(null, "Selecione um gerador antes.");

}
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else openAutomatoGerador (g) ;
}
bi

public Gerador getSelectedGerador () {

for (ObjectWithProperties<Gerador> o: _geradores) {
Object selected = o.getPropety("selected");
if (selected != null && Boolean.TRUE.equals (selected)) {

return o.getObject ();
}
}

return null;

public PanelDesenhoIntervencoesGeradores (ArrayList<Gerador> geradores) throws
SQLException, IOException, ClassNotFoundException {

// desenho dos geradores
DesenhoWindow wDesenhoIntervencoesGerador = new DesenhoWindow () ;

double y = 0;

double minX = Double.POSITIVE_INFINITY;

double maxX = Double.NEGATIVE_INFINITY;

for (Gerador g: geradores) {

ObjectWithProperties<Gerador> gg = new ObjectWithProperties<Gerador> (g);
_geradores.add(gg) ;

DesenholIntervencoesGerador d = new DesenholIntervencoesGerador (gg,y++);
Rectangle2D r = d.getRectangularBoundary();

if (minX > r.getMinX()) minX = r.getMinX();

if (maxX < r.getMaxX()) maxX = r.getMaxX();
wDesenhoIntervencoesGerador.addDesenho (d) ;

}

wDesenhoIntervencoesGerador.setWindow (minX, maxX,0,v);

// time ruler

DesenhoWindow wTimeRuler = new DesenhoWindow () ;
wTimeRuler.setWindow (minX, maxX,0,1);

wTimeRuler.addDesenho (new DesenhoTimeRuler (wTimeRuler,0.0,1.0));

// time ruler

DesenhoWindow wRotuloGeradores = new DesenhoWindow () ;
wRotuloGeradores.setWindow(0,1,0,1);
wRotuloGeradores.addDesenho (new DesenhoRotuloGeradores (_geradores)) ;

// intervalo
_timeInterval = new Interval (minX,maxX) ;

// sync commands
wTimeRuler.syncX_with(_timeInterval);
wDesenhoIntervencoesGerador.syncX_with(_timeInterval);

//

this.setLayout (new GridBagLayout ());

PanelDesenhoWindow desenhoPrincipal = new PanelDesenhoWindow (wDesenhoIntervencoesGerador) ;
// listen to mouse clicks on the correct panel!

desenhoPrincipal.addListener (new PanelDesenhoWindow.Listener () {

public void mouseClicked(List<Object> list) {
System.out.println ("Found!");

for
if

(Object o: list) {
(o instanceof DesenholIntervencaoGerador) {
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select ( ( (DesenhoIntervencaoGerador) o) .getParent () .getGerador());

break;
}
}

ArrayList<IntervencaoGerador> listig = new ArraylList<IntervencaoGerador> () ;
for (Object o: list) {

if (o instanceof DesenhoIntervencaoGerador) {

listig.add (((DesenhoIntervencaoGerador) o) .getIntervencaoGerador());

}
}

openDetails (listiqg);

PH) i

PanelDesenhoWindow desenhoReguaDoTempo = new PanelDesenhoWindow (wTimeRuler) ;
desenhoReguaDoTempo.setPreferredSize (new Dimension (100, 30));

PanelDesenhoWindow desenhoRotulosGeradores = new PanelDesenhoWindow (wRotuloGeradores) ;
desenhoRotulosGeradores.setPreferredSize (new Dimension (45,100));
desenhoRotulosGeradores.addListener (new PanelDesenhoWindow.Listener () {

public void mouseClicked(List<Object> list) {
System.out.println ("Found!");

for (Object o: list) {

if (o instanceof ObjectWithProperties) {
select (0);

return;
}

}

P

this.setBackground (Color.WHITE) ;

// panel botoes

JToolBar toolBar new JToolBar () ;
toolBar.add (ACTION_ZOOM) ;

toolBar.add (ACTION_UNZOOM) ;

toolBar.add (ACTION_LEFT) ;

toolBar.add (ACTION_RIGHT) ;

toolBar.add (ACTION_INTERVAL) ;

toolBar.add (ACTION_ESTATISTICAS) ;
toolBar.add (ACTION_AUTOMATO) ;
toolBar.setFocusTraversalKeysEnabled (false);
toolBar.setFocusCycleRoot (true);
toolBar.setFocusable (false);
toolBar.setBackground (Color.white);

for (Component c: toolBar.getComponents()) {
c.setFocusable (false);
c.setFocusTraversalKeysEnabled(false);

}

//toolBar.setPreferredSize (new Dimension (100,25));

this.add(toolBar,new GridBagConstraints (
OI O!
2/ l!
O! OI
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(0,0,0,0), 0, 0));

this.add (desenhoPrincipal, new GridBagConstraints (
l! 1/
1, 1,
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1.0, 1.0,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(0,0,0,0), 0, 0));
this.add (desenhoReguaDoTempo, new GridBagConstraints (
1, 2,
1, 1,
1.0, 0.0,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(0,0,0,0), 0, 0));
this.add (desenhoRotulosGeradores, new GridBagConstraints (
0, 1,
1, 1,
0.0, 1.0,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(0,0,0,0), 0, 0));

private static abstract class Action extends AbstractAction {
public Action(String name, Icon icon, String description) {
super (name, icon);

this.putValue (Action.SHORT_DESCRIPTION, description);
this.putValue (Action.LONG_DESCRIPTION, description);

}

}

public void select (Object obj) {

if (obj == null) {

for (ObjectWithProperties<Gerador> g: _geradores) {
g.setPropety ("selected", false);

repaint () ;

}

}

else if (! (obj instanceof ObjectWithProperties)) {
return;

}

else {

for (ObjectWithProperties<Gerador> g: _geradores) {
g.setPropety ("selected", false);

}

ObjectWithProperties owp = (ObjectWithProperties) obj;
owp.setPropety ("selected", true);
repaint () ;

}
}

public void openDetailsGerador (Gerador g) {

JFrame f = (JFrame) this.getTopLevelAncestor();

JDialog d = new JDialog(f,"Estatisticas Gerador "+g.getCodigo());
JTextArea t = new JTextAreal();

JScrollPane sp = new JScrollPane(t);

t.setFont (new Font (Font .MONOSPACED,Font.PLAIN,10));

try {

t.setText (FunctionStatistics.getStatisticsOfGerador (g));
} catch (SQLException e) {

// TODO Auto-generated catch block

e.printStackTrace();
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} catch (IOException e) {

// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();

} catch (ClassNotFoundException e) {
// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();

.setDefaultCloseOperation (JDialog.DISPOSE_ON_CLOSE) ;
.setContentPane (sp) ;

.setEditable (false);

.setCaretPosition(0);
riskchesf.util.GUIUtils.resizeAndCenterWindow (d, 620,385);
d.setLocation(d.getLocation() .x, d.getLocation() .y);
d.setVisible (true);

}

[ O M O R cg

public void openAutomatoGerador (Gerador g) {

JFrame f = (JFrame) this.getTopLevelAncestor();

JDialog d = new JDialog(f, "Autdmato Gerador "+g.getCodigo());
JTextArea t new JTextAreal();

JScrollPane sp = new JScrollPane(t);

t.setFont (new Font (Font .MONOSPACED,Font.PLAIN,10));

try {

t.setText (FunctionMountTimeLineMachine.mountTimeLineMachine (g));
} catch (SQLException e) {

// TODO Auto-generated catch block

e.printStackTrace();

} catch (IOException e) {

// TODO Auto-generated catch block

e.printStackTrace();

} catch (ClassNotFoundException e) {

// TODO Auto-generated catch block

e.printStackTrace();

.setDefaultCloseOperation (JDialog.DISPOSE_ON_CLOSE) ;
.setContentPane (sp) ;

.setEditable (false);

.setCaretPosition (0);
riskchesf.util.GUIUtils.resizeAndCenterWindow(d, 620,385);
d.setLocation(d.getLocation() .x, d.getLocation() .y);
d.setVisible (true);

}

QO -

public void openDetails (List<IntervencaoGerador> list) {

int count = 0;
for (IntervencaoGerador ig: list) {

System.out.println(""+ig.getPrintHeaderString());
for (String st: ig.getPrintString())
System.out.println(st);

JFrame f = (JFrame) this.getTopLevelAncestor();
JDialog d = new JDialog(f, "Intervencdo Gerador "+ig.getId());
JTextArea t = new JTextAreal();

JScrollPane sp = new JScrollPane(t);
t.setFont (new Font (Font .MONOSPACED,Font.PLAIN,10));
t.setText (String.format (

"ID $-7d\n"+
"GERADOR $—-7s\n"+
"T.INIC %-16s\n"+
"T.FINAL $-16s\n"+
"cODIGO $-16s\n"+
"TIPO $-34s\n"+
"NAT $-3s\n"+
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"T.PARADA $%-3s\n"+

"T.TOT $-8s\n"+
"\nINFO\n%s",
ig.getId(),

ig.get_gerador () .getCodigo (),
DataUtils.formatDate (ig.get_t0()),
DataUtils.formatDate (ig.get_t1l()),
ig.get_codigo(),
ig.get_tipo () .get_descricaol(),
ig.get_naturezal(),

DataUtils.formatMinutesInHourMinutes (ig.get_tempoParadaEmMinutos()),
DataUtils.formatMinutesInHourMinutes (ig.get_tempoEntreInicioEFimDaIntervencaoEmMinutos()),

ig.get_informacoesComplementares()));
d.setDefaultCloseOperation (JDialog.DISPOSE_ON_CLOSE) ;
d.setContentPane (sp) ;

t.setEditable (false);

t.setCaretPosition (0);

riskchesf.util.GUIUtils.resizeAndCenterWindow (d,
d.setLocation(d.getLocation () .x + count=*20,

d.setVisible (true);

count++;

}

private void setIntervalo() {
DialogbDatas d = new DialogDatas (

new Date(Time.timeInMillisFromTimeInMinutes (_timeInterval.getX0())),
new Date(Time.timeInMillisFromTimeInMinutes (_timeInterval.getX1l()))

) i

if (!d.getOk())
return;

double x0 = Time.timeInMinutesFromTimeInMillis (d.getDatel().getTime());
double x1 = Time.timeInMinutesFromTimeInMillis (d.getDate2().getTime()) + 24.0x60.0;

this._timeInterval.setInterval (x0,

this.repaint ();

}

private static class DialogDatas extends JDialog {
private JFormattedTextField _datel;
private JFormattedTextField _date2;
public DialogDatas (Date dl, Date d2)
super ( (Frame)null, "Entre com intervalo",true);

_datel = new JFormattedTextField(createFormatter ("##/##/###4"));
_date2 = new JFormattedTextField(createFormatter ("##/##/###4"));

SimpleDateFormat sf = new SimpleDateFormat ("dd/MM/yyyy");

_datel.setText (sf.format (dl));
_date2.setText (sf.format (d2));

JPanel p = new JPanel();
p.setLayout (new GridBagLayout ());

p.add(_datel,new GridBagConstraints (

0,0,

1,1,

1,0.5,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,

d.getLocation() .y + countx20);
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new Insets(5,5,5,5),

0,0

)) i

.add(_date2,new GridBagConstraints (

GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(5,5,5,5),

0,0

)) i

JButton btnOk = new JButton ("OK");
JButton btnCancel = new JButton ("Cancel");

btnOk.addActionListener (new ActionListener () {
public void actionPerformed (ActionEvent e) {
ok ();

}

1N

btnCancel.addActionListener (new ActionListener () {
public void actionPerformed (ActionEvent e) {
cancel () ;

}

1)

JPanel panelButtons = new JPanel();
panelButtons.add (btnOk) ;

panelButtons.add (btnCancel) ;

p.add (panelButtons, new GridBagConstraints (
0,2,
1,1,
0,0,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(5,5,5,5),

0,0

)) i

this.setContentPane (p);
riskchesf.util.GUIUtils.resizeAndCenterWindow (this, 200, 150);

this.setVisible (true);

}

private boolean _ok = false;
private void ok () {
SimpleDateFormat sf = new SimpleDateFormat ("dd/MM/yyyy");

Date dl = null,d2 = null;

try {

dl = sf.parse(_datel.getText());

d2 = sf.parse(_date2.getText ());

} catch (ParseException e) {
JOptionPane.showMessageDialog (this, "Datas mal formadas");
return;

}

if (d2.getTime() - dl.getTime() < 0) {

JOptionPane.showMessageDialog (this, "Data Final - Data Inicial tem que ser ndo negativo ");

return;
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_ok = true;
this.setVisible (false);
}

public boolean getOk () {
return _ok;

}

public void cancel() {
_ok = false;
this.setVisible (false);
}

public Date getDatel () {

SimpleDateFormat sf = new SimpleDateFormat ("dd/MM/yyyy");
try {

return sf.parse(_datel.getText ());

} catch (ParseException e) {

// TODO Auto-generated catch block

e.printStackTrace();

return null;

}

}

public Date getDate2 () {

SimpleDateFormat sf = new SimpleDateFormat ("dd/MM/yyyy");
try {

return sf.parse(_date2.getText ());

} catch (ParseException e) {

// TODO Auto-generated catch block

e.printStackTrace();

return null;

}

}

protected MaskFormatter createFormatter (String s) {
MaskFormatter formatter = null;
try {
formatter = new MaskFormatter(s);
} catch (java.text.ParseException exc) {

System.err.println("formatter is bad: " + exc.getMessage());

System.exit (-1);
}

return formatter;

public void installKeys () {

this.addMouseWheellListener (new MouseWheellListener () {

public void mouseWheelMoved (MouseWheelEvent e) {
// TODO Auto-generated method stub

if ((e.getModifiers() & KeyEvent.CTRL_MASK) != 0) {

int x = e.getWheelRotation();
System.out.println ("Wheel");
double translate = -x » 0.05;
_timelInterval.translate (translate);
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repaint () ;

}

else {
int x = e.getWheelRotation();
System.out.println ("Wheel");

double scale = (x > 0 ? Math.pow(0.952380952,
_timelInterval.scale(scale);

repaint () ;

}

P

// map the keys of the keyboard
ActionMap amap this.getActionMap () ;
amap.put ("left", ACTION_LEFT);
amap.put ("right", ACTION_RIGHT) ;
amap.put ("zoom", ACTION_ZOOM) ;
amap.put ("unzoom", ACTION_UNZOOM) ;
amap.put ("setinterval",

InputMap imap
imap.put (KeyStroke.
imap.put (KeyStroke.
imap.put (KeyStroke.
imap.put (KeyStroke.
imap.put (KeyStroke

(
getKeyStroke (
getKeyStroke (

(

Math.abs (x))

awt
awt

awt .

awt
awt

ACTION_INTERVAL) ;

.event
.event

.event
.event

event.

.KeyEvent
.KeyEvent
KeyEvent.
.KeyEvent.
.KeyEvent

Math.pow (1.05,

.VK_LEFT,
.VK_RIGHT,

LVK_I,

115

Math.abs (x)));

this.getInputMap (JComponent .WHEN_IN_FOCUSED_WINDOW) ;
getKeyStroke (java.
getKeyStroke (java.
java.
java.
.getKeyStroke (java.

0, false),
0, false), "right");
false), "zoom");

0, false), "unzoom");

false), "setinterval");

"left");

VK_UP, 0,
VK_DOWN,
O 14
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