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Resumo

CONFIABILIDADE DE UM ITEM é a probabilidade deste desempenhar bem suas funções, sob
condições específicas. Oposto ao conceito de confiabilidade, tem-se a noção de risco, que

é definido com a probabilidade de falha versus o custo associando a tal falha.
Modelos matemáticos são freqüentemente utilizados em projetos de engenharia e na análise

de confiabilidade, robustez e vulnerabilidade de tais projetos. Este trabalho tem como princi-
pais objetivos a abstração de uma rede elétrica, que é definida como um grafo com pesos nas
arestas e vértices, usando-a como ferramenta no estudo de avaliação probabilística de risco,
além da indicação de todo ferramental necessário ao primeiro objetivo. São obtidos resultados
a respeito de distribuições estatísticas, resultados sobre a definição de funções de probabili-
dade sobre estruturas combinatórias, definidas como polinômios de Tutte a quatro variáveis e
resultados computacionais a partir de simulações sobre redes elétricas reais.

Palavras-chave: Confiabilidade; distribuição de probabilidade; grafos; matróides; modela-
gem matemática; percolação; polinômio de Tutte; risco em sistemas; taxa de falha.

vii



Abstract

RELIABILITY OF AN COMPONENT is the probability that it perform its functions under spe-
cific conditions. Unlike the concept of reliability is the concept of risk, which is defined

as the probability of failure versus the cost associating with such failure.
Mathematical models are often used in engineering projects and the analysis of reliability,

robustness and vulnerability of such projects. This work has as main objectives the abstraction
of an electrical network, which is defined as a graph with weights on the edges and corners,
using it as a tool in the study of probabilistic risk assessment, in addition to the indication of
all tooling necessary to the first goal. Results are obtained in respect of distributions statistics,
results on the definition of functions of probability on combinatorial structures, defined as
polynomials of Tutte to four variables and computational results from simulations on actual
electrical networks.

Keywords: Graphs; hazard rate; reliability; mathematical modeling; matroids; systems risk;
percolation; probability distribution; Tutte polynomial.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Não há ramo da matemática, por abstrato que
seja, que não possa um dia ser aplicado aos fe-
nômenos do mundo real.

Lobachevsky

AMODELAGEM DE SISTEMAS REAIS que indicam todos os parâmetros de funcionamento
de uma determinada entidade, equipamento ou sistema, bem como, a previsibilidade de

falhas ou insucessos de atuação é trabalho de difícil realização, mas que é justificado pela ma-
neira precisa e, por vezes rápida, de respostas que visam a melhoria de operações ou mitigação
de danos conseqüentes de eventos que, comumente, são chamados de acidentes.

A primeira parte de qualquer modelagem é a descrição precisa (às vezes, concisa) da reali-
dade que cabe em parte aos especialistas da área estudada. A motivação desta etapa, indica os
caminhos da abstração para modelos matemáticos.

Neste trabalho, a motivação inicial corresponde às respostas de questões reais: como estu-
dar grandes acidentes que possam ocorrer em um sistema de geração, transmissão e distribuição
de energia elétrica? Qual é o risco de tais acidentes e como atribuir tais riscos a cada compo-
nente de maneira sistemática e significativa?

Partiu-se para a abstração do sistema elétrico, utilizado-se de maneira natural um grafo
dirigido sobre o qual define-se um fluxo (de carga). Cada vértice deste grafo corresponde
a um componente do sistema. As arestas podem ser vistas como ligações físicas ou lógicas
entre os componentes. Vértices (componentes) especiais são definidos como vértices ativos
que possuem a propriedade, através de uma função liga-desliga, de interromper o fluxo. No
sistema original, estes vértices representam componentes de proteção do sistema, representados
por disjuntores.

De várias maneiras, será definida a probabilidade de falha de um equipamento, interpretada
como uma anormalidade de funcionamento e que é origem de um acidente no sistema.

1



CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO 2

Por exemplo, considere a rede (fragmento) dada pelo diagrama unifilar da Figura 1.1. A
Figura 1.2 apresenta um outro diagrama representativo de parte de uma rede elétrica. Os vários
equipamentos podem, então ser considerados como vértices de um grafo, incluindo as linhas
de transmissão.

Figura 1.1 Digrama unifilar de parte de um sistema elétrico.

A idéia é se estudar o risco associado a cada equipamento em termos de probabilidade de
falha × custo resultante desta falha.

Várias técnicas são utilizadas em engenharia e em matemática aplicada ao risco nas respos-
tas de tais estudos, como por exemplo, PRA, sigla em inglês de Probabilistic Risk Assessment,
ou avaliação probabilística de risco, método que atribui um modelo markoviano de funciona-
mento de um sistema e estuda as diversas permutações entre os estados do mesmo, ou seja, da
passagem de uma configuração de equipamentos em funcionamento para outra, na qual haja
situações indesejadas.

No Capítulo 2, a despeito da modelagem acima indicada, serão apresentados resultados teó-
ricos em probabilidade, que têm por objetivo fixar a notação subseqüente e indicar importantes
aspectos úteis à modelagem. Neste capítulo, também, estão apresentadas algumas generaliza-
ções de funções de distribuição, a saber, as famílias de distribuições beta, de Amoroso e expo-
nencial generalizada. Ambas são atualmente utilizadas na modelagem de diversos aspectos de
sistemas para casos especiais de parâmetros.

No Capítulo 3, haverá de uma rápida explanação sobre matróides, objetos combinatórios
que também podem ser utilizados na modelagem de sistemas, apesar de serem uma generali-
zação de grafos. A apresentação do Polinômio de Tutte é feita neste capítulo. Tal polinômio

Figura 1.2 Outro diagrama de parte de uma rede elétrica. G - geradores, T - transformadores, D -
disjuntores, B - barramentos, L - linhas de transmissão.



CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO 3

é uma função definida sobre a classe de matróides cujos resultados de existência e unicidade
foram dados por Brylawski [Bry72]. A partir do polinômio de Tutte pode-se definir uma per-
colação sobre a matróide, ou seja, um par (M,P), em que M é uma matróide e P é uma função
de probabilidade definida sobre os elementos de E(M) de serem removidos, ou, equivalente-
mente, a probabilidade de que uma submatróide aleatória de M tenha posto cheio. Também, é
apresentada um pequeno resultado sobre percolação e física-estatística.

No Capítulo 4, define-se abstratamente a rede elétrica e de falha de seus componentes.
Também, são apresentadas técnicas de avaliação de função de distribuição de probabilidades
sobre tais componentes em relação às suas falhas. Encerrando o capítulo, é apresentado um
modelo de estudo de confiabilidade em grafos estocásticos, neste caso, sobre digrafos finitos,
fracamente conexos, acíclicos, com um único vértice-base (fonte), s e com t, único sorvedouro.

A modelagem real de um sistema elétrico através de grafos especiais é apresentada no Capí-
tulo 5. Neste capítulo, tornam-se concretas as idéias apresentadas e indicam-se os resultados
no estudo de risco de sistema elétricos reais em dois casos particulares, o estudo de geradores e
transformadores da CHESF - Companhia Hidro Elétrica do São Francisco. Também neste capí-
tulo estão propostos índices de confiabilidade em sistemas que podem ser avaliados a partir de
técnicas apresentadas em capítulos anteriores.



CAPÍTULO 2

Distribuições, Modelagem Probabilística

NESTE PRIMEIRO CAPÍTULO estarão apresentados vários resultados sobre funções de dis-
tribuições de determinadas variáveis aleatórias que, também, serão úteis na fixação de

notação. O estudo de generalizações das diversas distribuições é uma importante vertente no
estudos de Probabilidade, pois visa uma maior compreensão e modelagem de diversos fenôme-
nos e processos reais.

2.1 Definições Preliminares e Notação

Seja X uma variável aleatória contínua definida em (Ω,F ,Pr), um espaço de probabilidade
(Ω é um conjunto, F uma σ -álgebra sobre Ω e Pr uma função de probabilidade). O valor
esperado (ou esperança) de X é definido por

E〈X〉 =

∫
Xd Pr =

∫

Ω
X(ω)Pr(dω),

no caso em que a integral esteja definida.

Se X tem função densidade de probabilidade f e h é uma função real, então

E〈h(X)〉=
∫ ∞

−∞
h(x) f (x)dx,

obtida por simples mudança de variável.

Define-se, ainda os momentos absolutos de X por

E〈|X |k〉 =
∫ ∞

−∞
|x|k f (dx)

=

∫ ∞

−∞
|x|kdF(x)

para k = 1,2, . . ., em que F é função de distribuição acumulada de X . Para k finito, o k-ésimo
momento para X é dado por

µ ′
k = E〈X〉 =

∫ ∞

−∞
xk f (dx) =

∫ ∞

−∞
xkdF(x).

4



2.2 BETA DISTRIBUIÇÕES 5

Seja X uma variável aleatória integrável. O k-ésimo momento central de X , µk, é definido
como o k-ésimo momento em torno da média, ou seja, µk = E〈(X − E〈X〉)k〉. O primeiro
momento central é nulo: E〈X −E〈X〉〉 = 0. O segundo momento central é chamado variância
de X , Var(X), é

Var(X)
def.
= E〈(X −E〈X〉)2〉
= E〈X2〉− (E〈X〉)2.

2.2 Beta distribuições

Ao descrever a incerteza de uma variável contínua, usa-se o conceito de função densidade de
probabilidade (fdp) definida em intervalos da reta real, onde eventos possíveis estão associados
a probabilidades. No caso discreto, a incerteza é modelada por uma função chamada de função
de probabilidade.

Seja Y uma variável aleatória contínua não-negativa que expressa o tempo de vida de
certa entidade. A fdp f (y) de Y é a função matemática mais importante na análise de tem-
pos de vida dessas entidades. A partir de f (y), pode-se deduzir outras funções de interes-
se como a função de confiabilidade, a função de risco, a função de risco acumulada, etc.
Na análise de confiabilidade, as principais distribuições estudadas são: exponencial, Wei-
bull, Gumbel e gama, e cada uma delas tem uma forma f (y) pré-definida que depende de
parâmetros desconhecidos. Atualmente, trabalha-se com classes generalizadas de distribui-
ções ([ELF02, CSS07, GN04, NK04, NK06]), denominadas beta-exponencial, beta-Weibull,
beta-Gumbel e beta-gama, que são deduzidas da função de distribuição acumulada de uma
distribuição conhecida F(y) através da seguinte equação:

G(y) = IF(y)(a,b) =
BF(y)(a,b)

B(a,b)
, (2.1)

em que IF(y) é a função razão da beta incompleta, a e b são parâmetros reais positivos e

By(a,b) =
∫ y

0
wa−1(1−w)b−1dw

= ya
[

1
a

+
1−b
1+a

y+ · · ·+ (1−b) · · ·(n−b)

n!(a+n)
yn + · · ·

]
, (2.2)

além de B(a,b)≡ B1(a,b).

O objetivo do trabalho com tais classes de distribuições, oriundas da equação (2.1), é en-
contrar modelos probabilísticos com um maior número de parâmetros que melhor se ajustem
ao tempos de funcionamento de um equipamento até que este falhe pela primeira vez.
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A função de distribuição acumulada (fda) mede a probabilidade de Y assumir valores in-
feriores ou iguais a y, ou seja, F(y) = P(Y ≤ y). Assim, F(y) mede a probabilidade acumu-
lada da entidade falhar antes de um tempo y especificado. Esta função, também, é chamada
de função de insegurança. A função de confiabilidade R(y) desta entidade é expressa por
R(y) = P(Y ≥ y) = 1−F(y),y ≥ 0, e representa a probabilidade dela falhar após um tempo
y. A função R(y) é deduzida da fdp f (y). Outra função que pode ser deduzida da fdp é aquela
que representa a função de risco (taxa de falha) em função do tempo. A função de risco de uma
entidade expressa a freqüência de falhas de forma instantânea baseada na sua idade acumulada.
A função de risco é definida por h(y) = f (y)/R(y) e, portanto, iguala ao quociente entre a fdp
e a função de confiabilidade, sendo sua unidade “falhas por unidade de tempo”. A função de
risco determina, então, o número de falhas por unidade de tempo. Ela só é constante para a
distribuição exponencial. Na maioria dos casos, a função de risco varia no tempo, como são os
casos das distribuições de Weibull e gama.

Uma forma simples de modelar a função de risco foi desenvolvida por Cox [Cox72], ao
definir uma função paramétrica de risco

h(y;x) = h0(y)exp(xT β ), (2.3)

em que x é um vetor p×1 de variáveis explicativas conhecidas, β é um vetor p×1 de parâme-
tros desconhecidos e h0(y) é uma função desconhecida representando o risco temporalmente
para x = 0. Na prática, dada uma função de risco h(y;x) associada a um modelo probabilístico
para ser ajustado a um conjunto de tempos de falha y = (y1, . . . ,yn)

T , e dados valores da matriz
modelo associada (n× p), x, de variáveis explicativas xT = (x1, . . . ,xn), estima-se usualmente
o vetor β pelo método de máxima verossimilhança. A estimativa de máxima verossimilhança
de β independe de h0(y) e, geralmente, é obtida por algoritmos iterativos.

2.3 Momentos da k-ésima estatística de ordem da distribuição gama

Em seções futuras, serão utilizadas técnicas de avaliação de risco e atribuição de confiabilidade
de sistemas que podem ser modelados por estruturas combinatórias, tais como grafos. Dentre
elas está a aproximação assintótica das funções de distribuição cujas entradas são variáveis
aleatórias com função de distribuição conhecida. Nesta seção serão apresentados resultados
sobre a obtenção de momentos da k-ésima estatística de ordem gama, modelo de distribuição
que pode ser utilizado na descrição de variáveis aleatórias associadas ao comportamento de
componentes de um sistema elétrico ou físico.

Sejam X1, . . . ,Xn variáveis aleatórias independentes identicamente distribuídas com função
de densidade de probabilidade (fdp) gama com um único parâmetro dada por

g(y;θ) =
yθ−1e−y

Γ(θ)
, θ > 0, y > 0 (2.4)
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e a função de distribuição acumulada (fda) dada por

G(y;θ) =

∫ y

0
g(u;θ)du = e−y

∞

∑
i=0

yθ+i

Γ(θ + i+1)
, θ > 0, y > 0 (2.5)

e ambas são iguais a zero para y≤ 0. Deve-se notar que G(y;θ), também, pode ser escrita como
g(y;θ +1)M(1,θ +1;y), em que M(a,b;y) é a função confluente hiper-geométrica definida por

M(a,b;y) =
∞

∑
i=0

Γ(a+ i)Γ(b)

Γ(b+ i)Γ(a)

yi

Γ(i+1)
. (2.6)

Denote por Yk,n a k-ésima (1 ≤ k ≤ n) estatística de ordem quando as variáveis Y ’s estão
arranjadas em uma ordem ascendente, a saber, Y1,n ≤ Y2,n ≤ ·· · ≤ Yn,n.

A função de distribuição acumulada da r-ésima estatística de ordem da distribuição gama é
dada por

Gr(y;θ) =
r

∑
i=0

(
n
i

)
Gi(y;θ)

[
1−G(y;θ)

]n−i

= IG(y,θ )(r,n− r +1), (2.7)

em que, novamente, IG(y;θ ) é a função razão da beta incompleta.

O r-ésimo (r = 1,2, . . .) momento a respeito da origem µ ′
r(k,n) da k-ésima estatística de

ordem Xk,n a partir de n variáveis aleatórias independentes gama cada uma com fdp (2.4) é
calculada a partir da definição utilizando (2.7) e é dada por

µ ′
r(k,n) =

C(k,n)

Γ(θ)

∫ ∞

0

[
e−vvθ

∞

∑
i=0

Aivi

]k−1[
1− e−vvθ

∞

∑
i=0

Aivi

]n−k

e−vvθ+r−1dv, (2.8)

em que C(k,n) = n!/(k−1)!(n− k)! e Ai = 1/Γ(θ + i+1).

Após simplificação, obtém-se,

µ ′
r(k,n) =

C(k,n)

Γ(θ)

∫ ∞

0

n−k

∑
m=0

{
(−1)m

(
n− k

m

)
e−(k+m)vvθ (k+m)+r−1

(
∞

∑
i=0

A(k+m−1)
i vi

)}
dv,

(2.9)

em que Am
i = ∑Ai1Ai2 · · ·Aim , a soma estendendo sobre os inteiros não-negativos i1, i2, . . . , im

tais que i1 + i2 + · · ·+ im = i. A integração termo por termo de (2.9), que é permitido, produz

µ ′
r(k,n) =

C(k,n)

Γ(θ)

n−k

∑
m=0

(−1)m
(

n− k
m

) ∞

∑
i=1

A(k+m−1)
i

Γ(kθ +mθ + i+ r)
(k +m)kθ+mθ+i+r . (2.10)
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Para k = n, tem-se de (2.10),

µ ′
r(n,n) =

n
Γ(θ)

∞

∑
i=1

A(n−1)
i

Γ(nθ + i+ r)
nnθ+i+r . (2.11)

As expressões de µ ′(1,n) e µ ′
n são importantes para modelar tempos mínimo e máximo de

sobrevida de equipamentos idênticos de um setor elétrico com n equipamentos.

2.4 Momentos de pares de estatísticas de ordem gama

Sejam U = X j,n e V = Xk,n a j-ésima e a k-ésima (1 ≤ j < k ≤ n) estatísticas de ordem a partir
de n variáveis aleatórias independentes gama cada uma com fdp dada por 2.4. Então, para
r,s = 1,2, . . ., tem-se a fórmula do momento cruzado (s,r) de (U,V), que, por definição, é dada
pela integral

E〈U sV r〉 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
usvrGsr(U,V)dudv,

em que Gsr(U,V ) é a distribuição conjunta de U s e V r. Portanto,

E〈U sV r〉 = C′( j,k,n)
∫∫

0<u<v<∞
usvrG j−1(u;θ)[G(v;θ)−G(u;θ)]k− j−1

× [1−G(v;θ)]n−kg(u;θ)g(v;θ)dudv, (2.12)

em que C′( j,k,n) = n!/( j − 1)!(k− j − 1)!(n− k)!. O membro à direita de (2.12) pode ser
escrito como

E〈U sV r〉 = C′( j,k,n)
k− j−1

∑
a=0

n−k

∑
b=0

(−1)n− j−a−b−1
(

k− j−1
a

)(
n− k

b

)

×
∫ ∞

0
usGk−a−2(u;θ)g(u;θ)

{∫ ∞

u
vrGn−k−b+a(v;θ)g(v;θ)dv

}
du. (2.13)

Com A(m) como definido na seção anterior, finalmente obtém-se,

E〈U sV r〉 =
C′( j,k,n)

[Γ(θ)]2 ∑
a,b,c,d

(−1)n− j−a−b−1
(

k− j−1
a

)(
n− k

b

)
A(k−a−2)

c

×A(n−k−b+a)
d

Γ(α)

β α

{
Γ(γ)

(k−a−1)γ −
∞

∑
p=0

β p+α

Γ(p+α +1)
· Γ(p+δ )

(n−n)p+δ

}
, (2.14)

em que α = r + d + θ(n− k − b + a + 1), β = n− k − b + a + 1, γ = s + c + θ(k − a− 1) e
δ = s + r + c + d + θ(n− b) e o primeiro somatório do lado direito é sobre os inteiros não-
negativos a,b,c,d com a indo de 0 a k− j−1, b de 0 a n− k, c de 0 a ∞ e d de 0 a ∞.
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A equação (2.14) é importante para se determinar momentos cruzados de tempos de sobre-
vida de equipamentos funcionalmente dependentes.

2.5 Equação para a moda da k-ésima estatística de ordem gama

O valor modal da k-ésima estatística de ordem a partir das n variáveis gama com fdp g(x;θ)

pode ser escrito como

∂
∂x

[
enxxθ−1qk−1(x;θ){ex −q(x;θ)}n−k

]
= 0, (2.15)

em que

q(x;θ) =





∞

∑
i=0

xθ+i

Γ(θ + i+1)
, x > 0, θ > 0

0, nos outros casos.
(2.16)

e q(x;θ) satisfaz a equação
∂
∂x

q(x;θ) = q(x,θ −1). (2.17)

A equação (2.15), após simplificação, torna-se

(nx+θ −1)q(x;θ){ex −q(x;θ)}+(k−1)xq(x;θ −1){ex −q(x;θ)}+
(n− k)xq(x;θ){ex −q(x;θ −1)} = 0.

(2.18)

Finalmente, o valor modal x pode ser obtido com uma solução de

(θ −1− x)q(x;θ){ex −q(x;θ)} =
xθ

Γ(θ)
[(n− k)q(x;θ)− (k−1){ex−q(x;θ)}]. (2.19)

Para casos especiais k = 1 e k = n, os valores modais são, respectivamente, dados por

1− e−x
∞

∑
i=0

xθ+i

Γ(θ + i+1)
=

xθ e−x

Γ(θ)
· (n−1)

(θ −1− x)
(2.20)

e

e−x
∞

∑
i=0

xθ+i

Γ(θ + i+1)
+

xθ e−x

Γ(θ)
· (n−1)

(θ −1− x)
= 0. (2.21)

Para θ = 1, a distribuição gama reduz-se à distribuição exponencial e (2.19) dá a moda da
k-ésima estatística de ordem explicitamente como

x = loge n− loge(n− k +1), (2.22)
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que é a equação (4.8) de Gupta [Gup60].

Para o caso especial em que o parâmetro gama é um inteiro positivo, a função densidade
de probabilidade gama pode ser expressa com a cauda de uma distribuição de Poisson. Usando
este fato para o caso do parâmetro gama de valor inteiro positivo, Gupta [Gup60] obteve resul-
tados semelhantes aos das Seções 2.2, 2.3 e 2.4. O mesmo artigo, também, trata um problema
de estimação, discute algumas aplicações e dá um conjunto de tabelas de momentos, valores
modais e pontos percentuais de alguma estatísticas de ordem gama.

Quando θ é um inteiro positivo, os momentos de estatísticas de ordem gama são compu-
tadas em [Gup60] usando uma solução de séries semelhante a (2.10). Breiter e Krishnaiah
[BK67] computaram alguns destes momentos com precisão de três casas decimais usando a
fórmula da quadratura de Gauss-Laguerre. Seus valores coincidem com os valores de Gupta
[Gup60]. Assim, ambas as soluções de séries e a fórmula da quadratura de Gauss-Laguerre
não podem ser dadas por resultados mais precisos, pois as derivadas do integrando, excluindo a
função peso e−v em (2.8) não necessariamente existem na origem. Nestas situações, a solução
de séries dada por (2.10) fornece a precisão desejada se forem tomados termos suficientes.

2.6 Distribuições de Amoroso e gama generalizada

Outra importante generalização de várias famílias de distribuições é a distribuição de Amoroso
[Amo25, JKB94], que não é sequer mencionada na análise de tempos de falhas de equipamen-
tos. Tal distribuição é contínua, univariada e unimodal com imagem na semi-reta positiva. Esta
distribuição possui quatro parâmetros: um parâmetro de localização ν , um parâmetro de escala
θ e dois parâmetros de forma α e β e é dada por:

AM(y;ν,θ ,α,β ) =
1

Γ(α)

∣∣∣∣
β
θ

∣∣∣∣
(

y−ν
θ

)αβ−1

exp

[
−
(

y−ν
θ

)β
]

, (2.23)

em que −∞ ≤ ν,θ ,β ≤ +∞, α > 0. Além disso, y ≥ ν , se θ > 0 e y ≤ ν , se θ < 0 .

Seguem algumas propriedades imediatas da distribuição de Amoroso.

Proposição 2.1. Para a distribuição de Amoroso, tem-se:

(A1). E

〈(
Y −ν

θ

)n〉
=

Γ(α + n
β )

Γ(α)
.

(A2). Média, E(Y ) = ν +θ
Γ(α+ 1

β )

Γ(α) .

(A3). Var(Y ) = θ 2
[

Γ(α+ 2
β )

Γ(α) − Γ(α+ 1
β )2

Γ(α)2

]
.
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Figura 2.1 Distribuição de Amoroso, exemplo. Parâmetros ν = 0, α = 1.225, β = 1.55 e θ = 1.75.

(A4). Entropia, H〈Y 〉 = log θΓ(α)
β +α +

(
1
β −α

)
ψ(α), em que ψ(α) = d

dα logΓ(α). �

A demonstração dos fatos dados pela proposição acima segue por cálculo direto.

Varias formas de distribuições são casos especiais da distribuição acima. Um caso de inte-
resse para este trabalho é quando o parâmetro de localização, ν , é nulo. Neste caso, a função
de distribuição pode ser utilizada na modelagem de funcionamento e falhas de equipamentos
ou modelos de primeira falha de um sistema. Além disso, os demais parâmetros, α , β e θ , são
positivos, implicando que y > 0.

Especificamente, considere AM(y;0,θ ,α,β ). Tem-se que

AM(y;0, ·, ·, ·) =
β

θΓ(α)

( y
θ

)αβ−1
exp
[
−
( y

θ

)β
]
. (2.24)

A expressão do lado direito da equação acima é exatamente a distribuição gama generalizada
[GK99], com parâmetros θ , α e β , denotada por GG(θ ,α,β ).
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2.7 Matriz de informação da distribuição gama generalizada

Nesta seção, sera apresentada a matriz de informação da distribuição gama generalizada com
três parâmetros, GG(y;θ ,α,β ). Tal matriz é calculada com o intuito de se medir o quanto de
informação um conjunto de dados fornece sobre os parâmetros em uma família paramétrica
com certas condições de regularidade e suavidade [Sch95]: suponha que Θ seja um espaço p-
dimensional de parâmetros e que f (y;θ) = fY ;Θ(y;θ) seja a função densidade de probabilidade
de Y para uma medida ν . As condições de regularidade são dadas por

1. As derivadas parciais ∂ f (y;θ)/∂θi existem para todo θ e para cada i, a menos para y∈ M
e ν(M) = 0.

2.
∫

f (y;θ)ν(y) pode ser diferenciável sobre o sinal de integração com respeito a cada co-
ordenada de θ .

3. O conjunto C = {y : f (y;θ) > 0} é o mesmo para todo θ .

Os ítens acima são comumente chamados de condições de regularidade de Informação de
Fisher.

Se y1, . . . ,yn são variáveis aleatórias identicamente distribuídas e independentes, cada qual
com fdp f (yi;θ), sendo θ = (θ1, . . . ,θp), denota-se por l(θ) a log-verossimilhança para o
multi-parâmetro θ , definido como

l(θ) = log f (y;θ).

São consideradas as condições de regularidade da informação de Fisher, acima, para o compor-
tamento da log-verossimilhança total

n

∑
1=1

log f (yi;θ), (2.25)

com respeito a todas as derivadas de θ , incluindo até aquelas de quarta ordem. Denota-se,
ainda, por θ̂ o estimador de máxima verossimilhança de θ , que é obtido pela maximização de
(2.25).

A fim de se computar a correção do viés de θ̂ , procede-se o seguinte roteiro [SC07]:

1. Obtém-se a matriz de informação da distribuição, Kθθ para θ , como:

Kθθ =
(
−κrs

)
1≤r,s≤n
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em que κrs = E〈Urs〉 são os cumulantes das derivadas da log-verossimilhança

Urs =
∂ 2l(θ)

∂θrθs
.

Os elemento de K−1
θθ são denotados por

(
−κrs

)
1≤r,s≤n.

2. Seja B(θ̂i) o n−1 viés da estimador de máxima verossimilhança θ̂i para i = 1, . . . , p, dado
por

B(θ̂i) = n−1 ∑
θ

κ irκst
(

κ(u)
st − 1

2
κstu

)
,

em que κ(u)
st = ∂κst/∂θu e κstu = E〈UsTtUu〉. O somatório acima é tomado para todos os

índices r, s e t variando para todos os parâmetros em θ .

3. Os estimadores de máxima verossimilhança corrigidos são definidos como θ̃ = θ̂ − B̂(θ̂i)

para i = 1, . . . , p, em que B̂(·) denota o valor de B(·) em um ponto θ̂ .

Para a distribuição gama generalizada com fdp (2.24), segue a matriz de informação K,
dada em [SC07]. Cada elemento de K é dada pela integral de

− f ◦ ∂
∂x j

(
∂

∂xi
log
(

f (y;α,β ,θ)
))

,

em que x1 = α , x2 = β e x3 = θ . A mariz K é dada por:

K =




−Ψ(1)(α) Ψ(0)(α)
β −β

θ

Ψ(0)(α)
β −αΨ(0)(α+1)2+αΨ(1)(α+1)+1

β 2
αΨ(0)(α)+1

θ

−β
θ

αΨ(0)(α)+1
θ −αβ 2

θ 2




,

em que Ψ(·) é a função digama e a inversa de K possui elementos −κ i j dados por:

κ11 =
Ψ(1)(α)α2 +α −1

−α2Ψ(1)(α)2 +Ψ(1)(α)+1
, κ12 =

β
Ψ(1)(α)

(
α2Ψ(1)(α)−1

)
−1

,

κ13 =
θ
(

Ψ(0)(α)+αΨ(1)(α)+1
)

β
(
Ψ(1)(α)

(
α2Ψ(1)(α)−1

)
−1
) , κ21 =

β
Ψ(1)(α)

(
α2Ψ(1)(α)−1

)
−1

,
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κ22 =
β 2
(

αΨ(1)(α)−1
)

−α2Ψ(1)(α)2 +Ψ(1)(α)+1
κ23, =

θ
(

Ψ(1)(α)+Ψ(0)(α)
(

αΨ(1)(α)−1
))

−α2Ψ(1)(α)2 +Ψ(1)(α)+1
,

κ31 =
θ
(

Ψ(0)(α)+αΨ(1)(α)+1
)

β
(
Ψ(1)(α)

(
α2Ψ(1)(α)−1

)
−1
) , κ32 =

θ
(

Ψ(1)(α)+Ψ(0)(α)
(

αΨ(1)(α)−1
))

−α2Ψ(1)(α)2 +Ψ(1)(α)+1
,

κ33 =
θ 2
(

Ψ(1)(α)
(

α
(

Ψ(0)(α +1)2 +Ψ(1)(α +1)
)

+1
)
−Ψ(0)(α)2

)

β 2
(
−α2Ψ(1)(α)2 +Ψ(1)(α)+1

) .

2.7.1 Casos especiais da distribuição gama generalizada

Casos especiais decorrentes da distribuição gama generalizada para ν = 0, α ≥ 0, β ≥ 0 e
θ > 0 são dados a seguir. Como caso especial da distribuição gama generalizada, para o qual o
segundo parâmetro de forma é unitário, tem-se:

Gama(y;θ ,α) =
1

θΓ(α)

( y
θ

)α−1
exp
(
− y

θ

)

= GG(y;θ ,α,1).

Outros importantes casos da distribuição gama incluem a distribuição χ 2:

χ2(y;k) =
1

2Γ(k/2)

(y
2

)k/2−1
exp
(
−y

2

)

= Gama(y;2,k/2)

= GG(y;2,k/2,1),

e a distribuição exponencial,

Exp(y;θ) = θ exp
(
−y

2

)

= Gama(y;θ ,1)

= GG(y;θ ,1,1).

A distribuição exponencial esticada (stretched) [LS98]:

ScretchedExp(y;θ ,β ) =
β
θ

( y
θ

)β−1
exp
{(

− y
θ

)β
}

= GG(y;θ ,1,β ).
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Como casos especiais da distribuição gama generalizada, tem-se a distribuição χ e a distri-
buição Rayleigh generalizada:

χ(y;k) =
1√

2Γ(k/2)

(
y√
2

)k−1

exp
(
−x2

2

)

= GG(y;
√

2,k/2,2);

RayGen(y;θ ,k) =
1√

2θ 2Γ(k/2)

(
y√
2θ 2

)k−1

exp
(
− x2

2θ 2

)

= GG(y;
√

2θ ,k/2,2);

Agora, casos especiais da Rayleigh generalizada incluem a distribuição semi-normal, a
distribuição Rayleigh e a distribuição de Maxwell (Maxwell-Boltzmann):

SemiNormal(y;s) =
2√

2πs2
exp
(
− y2

2s2

)

= RayGen(y;θ ,1)

= GG(y;
√

2θ ,1/2,2)

Rayleigh(y;s) =
1
s

exp
(
− y2

2s2

)

= RayGen(y;θ ,2)

= GG(y;
√

2θ ,1,2)

Maxwell(y;s) =

√
2√

πs3 y2 exp
(
− y2

2s2

)

= RayGen(y;θ ,3)

= GG(y;
√

2θ ,3/2,2)

Outras distribuições podem ser consideradas como casos especiais da distribuição gama
generalizada com parâmetros de forma negativos. Por exemplo, a distribuição gama inversa
pode ser dada como GG(y;0,θ ,−1); a distribuição χ2 inversa é GG(y;0,1/2,k/2,−1); a dis-
tribuição χ inversa é dada por GG(y;0,1/

√
2,k/2,−2) e as inversas exponencial e Rayleigh,

respectivamente, dadas por GG(y;0,θ ,1,−1) e GG(y;0,1/
√

2θ ,1,−2).



CAPÍTULO 3

Percolação e Polinômio de Tutte

NO CAPÍTULO QUE SE INICIA, estarão apresentados resultados sobre o polinômio de Tutte
definido inicialmente para grafos [Cri01] e generalizado para matróides. Tais polinômios

podem ser utilizados na definição de espaços de probabilidade sobre objetos combinatórios,
quando estes são considerados juntamente com percolações nestes objetos. Existe, ainda, uma
pequena aplicação do polinômio em física-estatística.

3.1 Matróides e Grafos

Nesta seção serão apresentados alguns conceitos combinatórios em teoria das matróides, que
poderão ser melhor investigados no livro de J.Oxley [Oxl98].

Seja E um conjunto finito. Tome I uma família de subconjuntos de E tal que:

I1. ∅ ∈ I (ou I 6= ∅).

I2. Se A ∈ I e B ⊆ A, então B ∈ I .

Neste caso, diz-se que I é uma família admissível. Em adição, se os membros de I

satisfazem

I3. Se I,J ∈ I , com |I|< |J|, então existe e ∈ J − I tal que I ∪ e ∈ I . 1

então o par M = (E,I ) é chamado matróide com conjunto-base E e família de independentes
I .

1por simplicidade, será usado I∪ e = I∪{e}, I− e = I −{e}, etc.

16
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Um exemplo bem concreto pode ser dada como segue: seja G = (V,E) um grafo finito, ou
seja, um grafo para o qual os conjuntos de vértices e arestas é finito. Seja

I = {X ⊆ E : (V,X) é uma floresta.}

ou seja, o subgrafo gerado de G cujo conjunto de arestas X é acíclico. Neste caso, é fácil
mostrar que M = (E,I ) é uma matróide, denotada por M = M(G) e denominada matróide
gráfica sobre E. Não é difícil ver que toda matróide gráfica é isomorfa a uma matróide cujo
grafo correspondente é conexo.

Se M = (E,I ) é uma matróide e D ⊆ E não é um independente, diz-se que D é um depen-
dente. Os subconjuntos de dependentes minimais de uma matróide M são chamados circuitos
de M. Será denotado por C o conjunto de circuitos de uma matróide. Um membro de C com
um único elemento é chamado laço. Para uma matróide gráfica, um circuito corresponde a um
ciclo, ou seja, um caminho fechado sem repetição de vértices.

O conjunto de circuitos de uma matróide satisfaz as propriedades:

C1. ∅ /∈ C .

C2. Se C1 e C2 são membros de C e C1 ⊆C2, então C1 = C2.

C3. Se C1 e C2 são membros distintos de C e e ∈C1 ∩C2, então existe um membro C3 de C

tal que C3 ⊆ (C1 ∪C2)− e.

Os independentes maximais são chamados bases da matróide, cujo conjunto será denotado
por B.

Proposição 3.1. Sejam B1 e B2 bases de uma matróide M. Então |B1| = |B2|.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que |B1| < |B2|. Pela propriedade (I3) dos indepen-
dentes, existe e ∈ B2 −B1 tal que B1 ∪ e ∈ I . Porém isto contradiz a maximalidade de um
elemento da base. Um argumento semelhante mostra que não é possível |B2| < |B1|. Logo
todos elementos de B têm a mesma cardinalidade.

Para uma matróide gráfica, as bases desta correspondem ao conjunto de arestas de árvores
geradoras do grafo correspondente (considerando a possível conexidade desse grafo).

Proposição 3.2. Se M é uma matróide e B é a coleção de bases de M então

B1. B é não-vazio.
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B2. Se B1,B2 ∈ B, e e ∈ B1 −B2, então existe f ∈ B2 −B1 tal que (B1 − e)∪ f ∈ B.

Demonstração. A propriedade (B1) segue de (I1). Agora, note que |B1 − e| < |B2|, pois pela
proposição (3.1) |B1| = |B2|. Portanto, por (I3), existe um elemento f ∈ B2 − (B1 − e) tal que
(B1−e)∪ f ∈I . Evidentemente, f ∈ B2−B1. Além disso , como (B1−e)∪ f é independente,
ele está contido em um conjunto independente maximal B′

1, Pela proposição (3.1), novamente,
|B′

1| = |B1|. Como |B′
1| = |(B1 − e)∪ f |, tem-se que B′

1 = (B1 − e)∪ f , ou seja (B1 − e)∪ f é
uma base de M. Portanto, B satisfaz (B2).

Sejam M e N matróides sobre os conjuntos E(M) e E(N), respectivamente. M é isomorfa
a N, M ∼= N, se existe uma bijeção, ϕ , de E(M) sobre E(N) tal que para F = {e1,e2, . . . ,ek} ⊆
E(M), ϕ(F) = {ϕ(e1),ϕ(e2), . . . ,ϕ(ek)} é independente de N se, e somente se, F é indepen-
dente em M.

Seja M = (E,I ) uma matróide sobre E e suponha que X ⊆ E. Defina I |X = {I ⊆ X :
I ∈ I } a restrição dos independentes de M ao subconjunto X . É fácil verificar que (X ,I |X)
é uma matróide, chamada a restrição de M a X , ou a deleção de E −X de M. Isto é denotado
por M|X ou M\(E −X).

Como M|X é uma matróide, ela possui uma coleção de bases, cujos elementos têm a mesma
cardinalidade. Fica, pois, bem definida a função posto de uma matróide ou de um subconjunto
de uma matróide como sendo a cardinalidade de um elemento qualquer de sua família de bases.
Será denotada por rM(X), a função posto de X em M, e não havendo confusão, será usado
simplesmente r(X).

A função posto possui as seguintes propriedades (ver [Oxl98]):

R1. Se X ⊆ E, então 0 ≤ r(X) ≤ |X |.

R2. Se X ⊆ Y , então r(X) ≤ r(Y ).

R3. Para todo par X ,Y ⊆ E, r(X ∪Y )+ r(X ∩Y ) ≤ r(X)+ r(Y ).

Para finalizar esta seção será definida a dualidade para um matróide. Seja M uma matróide e
B(M) sua família de bases. Se for definido a família B∗(M) = {E−B : B ∈B(M)}, mostra-se
que tal família de subconjuntos de M é a família de bases de um matróide sobre E. Tal matróide
é chamada a dual de M e denotada por M∗. Assim, B(M∗) = B∗(M). Também é imediato
ver que (M∗)∗ = M. Se G∗ é o dual geométrico do grafo planar G, então M(G∗) = M∗(G) (ver
[Oxl98]).

As bases de M∗ são chamadas co-bases de M. Da mesma forma, denominam-se co-circuitos
co-independentes e co-laços de M os circuitos, independentes e laços de M∗, respectivamente.
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É fácil ver que um elemento e de M é um co-laço se, e somente se, e está contido em toda base
de M.

3.2 O polinômio de Tutte para matróides

Seja M uma matróide definida sobre um conjunto E cuja família de independentes é denotada
por I . Define-se para M o polinômio do posto:

R(M;x,y) = ∑
A⊆E

xr(E)−r(A)y|A|−r(A), (3.1)

sendo que r é a função posto definida sobre M. Defina, agora:

T (M;x,y) = R(M;x−1,y−1). (3.2)

Denote ainda para e ∈ E, M′
e = M|(E − e), a submatróide de M definida sobre a restrição a

E − e e M′′
e = M.(E − e), a submatróide formada pela contração do elemento e. Usaremos L e

L∗ para representar as matróide isomorfas a um laço e um co-laço, respectivamente.

Tanto R(M;x,y), quanto T (M;x,y) são tipos especiais de invariantes sobre a classe das
matróides [oMiA92], chamado invariante de Tutte-Gröthendieck, que respeitam as seguintes
propriedades:

1. T (M;x,y) = T (N;x,y) se M ∼= N.

2. T (M;x,y) = T (M− e;x,y)+T (M/e;x,y), se e não é laço, nem co-laço de M.

3. (M;x,y) = T (M(e);x,y)T (M− e;x,y) se e é laço ou co-laço.

No item 3, acima, M(e) é a matróide induzida por e

Segue um resultado importante devido a Brylawski [Bry72].

Teorema 3.1. Existe uma única função T (o polinômio de Tutte) da classe de isomorfismos de
matróides no anel de polinômios Z[x,y] tendo as seguintes propriedades:

(i) T (L∗;x,y) = x e T (L;x,y) = y.

(ii) Se e é um elemento da matróide M e e não é um laço, nem um co-laço, então

T (M;x,y) = xT (M′
e;x,y)+ yT (M′′

e ;x,y).
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(iii) Se e é um co-laço de uma matróide M, então T (M;x,y) = xT (M ′
e;x,y).

(iv) Se e é um laço de uma matróide M, então T (M;x,y) = yT (M ′
e;x,y).

Demonstração. A demonstração de (i), (ii) e (iii) segue diretamente do fato que T é um inva-
riante de Tutte-Gröthendieck. As únicas matróides não-vazias que não podem ser decompostas
usando (ii) ou (iii) são L e L∗, para estas matróides T (M;x,y) é fixado por (i). Portanto, T é
único. Finalmente, a última parte do teorema pode ser provada utilizando-se um argumento de
indução direta sobre o número de elementos da matróide.

3.3 Uma equação para matróide

Teorema 3.2. Existe uma única função real f do conjunto de todas as matróides sobre o anel
de polinômios R[x,y] satisfazendo

(i) f (M) = f (N), se M ∼= N.

(ii) f (M) = a f (M′
e)+b f (M′′

e ), para algum a e b em R∗

(iii) f (M1 +M2) = f (M1) f (M2), e M1 e M2 são matróides sobre conjuntos disjuntos.

(iv) f (L∗) = x e f (L) = y.

Esta função é dada para qualquer matróide M sobre E por

f (M) = a|E|−r(E)br(E)T (M;b−1x,a−1y), (3.3)

e T é o polinômio de Tutte de M.

Demonstração. É fácil verificar que f como definida em (3.3) satisfaz (i)–(v). A unicidade
segue da unicidade do polinômio de Tutte dada pelo teorema (3.1).

Uma aplicação direta do Polinômio de Tutte é dada por

Proposição 3.3. Seja M uma matróide. Denotando por b(M), i(M) e s(M) os número de bases,
de conjuntos independentes e de conjuntos geradores, respectivamente, de M, tem-se:

(i) b(M) = T (M;1,1);

(ii) i(M) = T (M;2,1);
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(iii) s(M) = T (M;1,2) e

(iv) 2|E| = T (M;2,2).

Demonstração. Seja e um elemento da matróide M que não seja nem um laço, nem um co-
laço. Sejam B′ e B′′ uma partição do conjunto das bases de M tal que B ∈ B ′ se, e somente
se, e ∈ B e B ∈ B′′, no outro caso. Note que como e não é um co-laço B ′ e B′′ são não-
vazios. Agora, B′ é igual ao conjunto das bases de M − e, enquanto que o conjunto das bases
de M/e = (M∗− e)∗ é {B− e : B ∈ B′′}. Logo, |B′| = b(M − e) e |B′′| = b(M/e). Portanto,
se e não é um laço, nem um co-laço, então b(M) = b(M− e)+ b(M/e), Por outro lado, se e é
um laço, ou um co-laço, então é claro que b(M) = b(M − e)b(M/e). Assim, b(M) satisfaz as
propriedades de decomposição dada pelo Teorema 3.1. Também é claro que b(L) = b(L∗) = 1.
Logo, pelo Teorema 3.2, b(M) = T (M;1,1).

A prova de (ii) segue da mesma forma que (i). Para provar (iii), note que s(M) = i(M∗).
Assim, por (ii) s(M) = T (M∗;2,1) = T (M;1,2).

Finalmente, tem-se da definição do polinômio de Tutte que

T (M;2,2) = ∑
F⊆E

1r(E)−r(F)1|F|−r(F) = 2|E|.

Define-se, agora, uma classe de matróides denotada por MP, que denominaremos ma-
tróides pontuadas: uma matróide Md está em MP se d é um elemento distinguido de Md .
Note que para cada elemento e ∈ E(Md)−d, tem-se que Md − e e Md/e são membros de MP,
para os quais o ponto distinguido é d.

Proposição 3.4. Existe uma única função TP de MP no anel dos polinômios Z[x′,x,y′,y], tendo
as seguintes propriedades:

(i) TP(Md(d)) =

{
x′, se Md(d) é um co-laço e
y′, se Md(d) é um laço.

(ii) Se e é um elemento de um membro Md de MP e e 6= d, então

TP(Md) = TP(Md|(E − e))+TP(Md.(E − e)).

(iii) Se e é um laço ou um co-laço de um membro Md de MP e e 6= d, então

TP(Md) = TP(Md|(E − e))T (Md(e)).

Em particular,
TP(Md(e)) = T (Md(e)).
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Demonstração. A demonstração destes fatos seguem da mesma forma que no Teorema 3.1.

O polinômio TP(Md;x′,x,y′,y) é chamado polinômio de Tutte pontuado. Não é difícil mos-
trar que:

Proposição 3.5. Suponha que Md ∈ MP. Então existem f e g, polinômios em Z[x,y], tais que

(i) TP(Md,x′,x,y′,y) = x′ f (x,y)+ y′g(x,y).

(ii) TP(Md;x,y) = x f (x,y)+ yg(x,y).

(iii) TP(M∗
d ;x′,x,y′,y) = TP(Md;y′,y,x′,x) = x′g(x,y)+ y′ f (x,y).

(iv) Se d não é nem co-laço, nem laço de Md , então

T (Md −d;x,y) = (x−1) f (x,y)+g(x,y), e
T (Md/d;x,y) = f (x,y)+(y−1)g(x,y).

(v) Se d é um laço ou um co-laço de Md , então

T (Md −d;x,y) = T (Md/d;x,y) =

{
f (x,y), se d é co-laço,
g(x,y), se d é laço.

Demonstração. A demonstração segue do fato que Md = M ∪ d e que a partir da Proposição
3.4, f (x,y) = T (M|(E −e)) e g(x,y) = T (M.(E−e)), onde e é um elemento distinto de d.

Seja M uma matróide sobre um conjunto finito E e suponha que cada elemento de E tem,
independentemente de todos os outro elementos, uma probabilidade q = 1− p de ser deletado
de E. O menor da restrição resultante ω(M) de M é chamada submatróide aleatória de M,
correspondendo de maneira óbvia a um grafo aleatório quando M é a matróide gráfica do grafo
completo. Suponha que Pr(p ;M) seja a probabilidade que ω(M) tenha o mesmo posto de M.
Então desde que e não seja nem um laço, nem um co-laço de M,

Pr(p ;M) = qPr(p ;M′
e)+ pPr(p ;M′′

e ) (3.4)

e, para M1 e M2 matróides definidas sobre conjuntos disjuntos,

Pr(p ;M1 +M2) = Pr(p ;M1)Pr(p ;M2). (3.5)

Também,

Pr(p,M) =

{
p, se M é um co-laço,
1, se M é um laço.

(3.6)
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Portanto pelo teorema (3.2),

Pr(p ;M) = q|E|−r(E)pr(E)T (M;1,q−1) (3.7)

Por um argumento semelhante, se ρ(M;θ) = E〈θ r(ω(M))〉 denota a função geradora de
probabilidade do posto de uma submatróide aleatória de M, tem-se que quando e não é nem
laço, nem co-laço,

ρ(M;θ) = qρ(M′
e,θ)+ pθρ(M′′

e ;θ),

ρ(L∗;θ) = q+ pθ , ρ(L;θ) = 1,

e, então,

ρ(M;θ) = q|E|−r(E)(pθ)r(E)T
(

M;
q

pθ
+1,

1
q

)
. (3.8)

3.4 O modelo de percolação para clutters

A teoria de percolação clássica foi introduzida por Broadbent e Hammersley [BH57] e pre-
ocupava-se com o fluxo de líquido através de um tipo de grafo aleatório. Será definido um
modelo de percolação que tem uma maior aplicabilidade que este, mas que claramente contém
o modelo clássico como caso particular.

Seja E um conjunto finito e seja A = (Ai : i ∈ I) uma família de subconjuntos de E com a
seguinte propriedade: Ai * A j, para i 6= j. Esta família é chamada clutter ou família Sperner.
Suponha que cada elemento de E independentemente de todos os outros elementos seja pintado
de branco com probabilidade p ou de preto com probabilidade q = 1− p. Isto define um espaço
de probabilidade Ω de realizações possíveis e tal espaço será chamado modelo de percolação
sobre A . O modelo clássico é um caso especial, no qual E é o conjunto de arestas de um grafo
finito e A é alguma coleção de caminhos.

Para dados A e p, define-se a probabilidade de percolação Pr(A ; p) como sendo a proba-
bilidade que algum membro de A tenha todos seus elementos pintados de branco. Assim

Pr(A ; p) = ∑ p|X |q|E−X |, (3.9)

em que a soma é sobre todos os subconjuntos X de E que contenham algum membro de A .
Logo, se |E| = n e se for denotado por uk o número de k-subconjuntos de E que contém algum
membro de A , fica naturalmente definido o polinômio superior, U(A ;z), por

U(A ,z) =
n

∑
k=0

ukzk. (3.10)
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Note que Pr(A ; p) = qnU(A ; p/q).

Seja G um grafo conexo finito e tome A sendo a coleção do conjunto de arestas de árvores
geradoras de G. Então Pr(A ; p) é apenas a probabilidade que um subgrafo aleatório de G seja
conexo. Isto claramente é o mesmo que a probabilidade que uma submatróide da matróide
gráfica M(G) tenha posto cheio e por (3.7), tem-se

Pr(A ; p) = q|E|−|V |+1 p|V |−1T (M;1,q−1), (3.11)

em que E e V representam o conjunto de arestas e vértices de G, respectivamente.

Se A é um clutter sobre E e T é um subconjunto de E defina

A |T = {Ai : Ai ∈ A ,Ai ⊆ T}

A .T = {conjuntos minimais da forma Ai ∩T : Ai ∈ A },

e se T = E − e, escreve-se
A |T = A

′
e , A .T = A

′′
E .

A soma direta A1 +A2 de dois clutters sobre conjuntos disjuntos é a coleção de conjuntos
{A1 ∪A2 : A1 ∈ A1 e A2 ∈ A2}. A união A1 ∪A2 = {A : A ∈ A1 ou A ∈ A2}.

O blocker A ∗ de A é a coleção de conjuntos minimais X tais que X ∩Ai = ∅, para todo
Ai ∈ A . São resultados conhecidos (ver [EF70]): (A ∗)∗ = A e

(A |T )∗ = A .T, (
A .T )∗ = A |T.

Um elemento e de E é chamado essencial para A se e pertence a todo Ai ∈ A e é redun-
dante se e não pertence a nenhum Ai. É fácil verificar que:

Se e é redundante,
Pr(A ; p) = Pr(A ′

e ; p). (3.12)

Se e é essencial,
Pr(A ; p) = Pr(A ′′

e ; p). (3.13)

Se e não é redundante, nem essencial,

Pr(A ; p) = qPr(A ′
e ; p)+ pPr(A ′′

e ; p), (3.14)

Pr(A1 +A2; p) = Pr(A1; p)Pr(A2; p). (3.15)

Se E = {e}, então,

Pr(A ; p) =





p, se e é essencial e A é não-vazio,

1, se e é redundante e A é não-vazio,
(3.16)



3.5 SOBRE A (NÃO-)EXTENSÃO DO POLINÔMIO DE TUTTE 25

3.5 Sobre a (não-)extensão do polinômio de Tutte

Olhando para as equações (3.14) a (3.16) é natural se perguntar quando a teoria do polinômio
de Tutte pode ser estendida para clutters arbitrários. Note primeiramente que sobre o conjunto
singleton {e} existem três clutters, a saber,

S = {{e}}, R = {∅}

e o clutter vazio. Diz-se que S é o clutter essencial e R é o clutter redundante. Eles são os
únicos, a menos de isomorfismo. Assim se a e b são reais não nulos, pergunta-se da existência
de uma função f (A ;x,y) de duas variáveis reais x e y definida sobre a classe de todos os clutters
finitos não-vazios, tal que as seguintes regras sejam satisfeitas.

Se A e B são clutters isomorfos,

f (A ;x,y) = f (B;x,y). (3.17)

Se e não é essencial, nem redundante para A , então

f (A ;x,y) = a f (A ′
e ;x,y)+b f (A ′′

e ;x,y), (3.18)

f (A1 +A2;x,y) = f (A1;x,y) f (A2;x,y), (3.19)

f (S;x,y) = x, f (R;x,y) = y. (3.20)

Teorema 3.3. Se a e b são números reais não nulos fixos, então uma função f (A ;x,y) satis-
fazendo (3.17) a (3.20) é unicamente definida se, e somente se, A é a família de bases de uma
matróide.

Demonstração. Para (3.19) e (3.20) é claro que

f (A ;x,y) =





x f (A ′
e ;x,y), se e é redundante,

y f (A ′′
e ;x,y), se e é essencial.

(3.21)

Será usada indução sobre o tamanho n do conjunto-base E. Seja En a coleção de clutters
sobre os conjuntos de tamanho n. O teorema é verdadeiro quando n = 1. Suponha que também
seja verdadeiro para todo k < n. Seja A ∈ En e suponha que f seja unicamente definida para
A . Se e é essencial para A , então por (3.21),

f (A ;x,y) = x f (A ′′
e ;x,y)

e como f é unicamente definida sobre A , então deve ser unicamente definida sobre A ′′
e e,

portanto, pela hipótese de indução A ′′
e é o conjunto de bases de uma matróide sobre E − e.
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Segue que A é uma extensão livre de um único elemento de A ′′
e . Um argumento semelhante

produz o resultado, quando A tem um elemento redundante. Logo, pode-se supor que cada
elemento de E não é nem redundante, nem essencial para A .

Sejam A1 e A2 membros distintos de A e seja e ∈ A1 − A2. Se A1 ∪ A2 6= E, seja h ∈
E − (A1 ∪A2). Então,

f (A ;x,y) = a f (A ′
h ;x,y)+b f (A ′′

h ;x,y).

Como f (A ;x,y) é unicamente definida, então também será f (A ′
h ;x,y) e como A ′

h ∈ En−1, ele
será o conjunto de bases de uma matróide sobre E −h. Mas A1,A2 ∈ A ′

h , daí existe g ∈ A2−A1
tal que (A2 −g)∪ e ∈ A ′

h e, portanto, está em A .

Se A1 ∪A2 = E e A1 ∩A2 6= ∅, escolhe-se h ∈ A1 ∩A2 e como f (A ;x,y) é unicamente de-
finida, f ′(A′′

h;x,y) deve ser unicamente definida. Mas A ′
h ∈ En−1 e é, pela hipótese de indução,

o conjunto de bases de uma matróide sobre E − h. Como A1 − h, A2 − h são membros de A ′′
h ,

existe g ∈ (A2 −h)− (A1 −h), tal que (A2 −{h,g})∪ e ∈ A ′
h . Então, ou (A2 −g)∪ e ∈ A , ou

(A2 −{h,g})∪ e ∈ A . Suponha que o último caso seja válido. Então e ∈
(
(A2−{h,g})∪ e

)
∩

A1, tal que A1 − e e A2 −{h,g} ∈ A ′′
e . Portanto, pela hipótese de indução com A′′

e é o conjunto
de bases de uma matróide, |A1 − e| = |A2 −{h,g}|, isto é, |A2| = |A1|+1. Mas como A1 −h e
A2 −h ∈ A ′′

e , isto é uma contradição e, daí (A2 −g)∪ e ∈ A .

Finalmente, suponha que A1∪A2 = E e A1∩A2 = ∅. Se u ∈ A1, então A1−u ∈ A ′
u e existe

A′
2 ⊆ A2, tal que A′

2 ∈ A ′′
u . E

(i) A′
2 = A2 e |A1| = |A2|+1; ou

(ii) A′
2 6= A2 e A′

2 ∪u ∈ A e |A2| > |A′
2| = |A1|−1.

Tome v ∈ A2. Pelo mesmo argumento, existe A′
1 ⊆ A1, tal que A′

1 ∈ A ′′
v e |A′

1| = |A2|− 1,
assim, ou

(iii) A′
1 = A1 e, daí |A1| = |A2|−1; ou

(iv) A′
1 6= A1 e A′

1 ∪ v ∈ A e |A1| > |A2|−1.

Primeiramente, note que (i) e (iii) não podem ocorrer simultaneamente. Suponha que (i)
e (iv) sejam válidos. Se A′

1 = ∅, então A2 = {v} e, por (i), |A1|+ 2. Como A1 ∪A2 = E,
forçosamente E = {u,v,w} e A = {{v},{u,w}} e é fácil verificar que f não é unicamente
definida para este clutter. Assim podemos considerar A′

1 6= ∅. Escolha c ∈ A′
1. Então A ′′

c é
o conjunto de bases de uma matróide sobre E − c. Agora, como (A′

1 ∪ c)− c e A1 − c ∈ A ′′
c ,

temo-se que |(A′
1 ∪ v)− c| = |A1 − c|. Portanto, |A′

1| = |A1| − 1. Então, por (iv), |A1| = |A2|,
contrariando (i).
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Se (ii) e (iii) forem válidas, então trocando os papeis de A1 e A2, A′
1 e A′

2 e u e v, e pelo
mesmo argumento anterior, tem-se uma contradição.

Portanto, (ii) e (iv) são afirmações válidas e, segue que |A1| = |A2|. Segue que A′
2 = A2− z,

para algum z ∈ A2 e, por conseguinte, (A2−z)∪u ∈A . Como A1∩A2 = ∅, z ∈ A2−A1. Segue
que fazendo u = e e g = z, obtém-se o resultado desejado.

Suponha, agora, que sejam trocadas as condições (3.18)-(3.20) por suas condições duais.
Neste caso, (3.18) e (3.19) tornam-se, para {e} /∈ A e e nem redundante, nem essencial,

f (A ;x,y) = a f (A /e;x,y)+b f (A − e;x,y), (3.17∗)

f (A1 ∪A2;x,y) = f (A1;x,y) f (A2;x,y) (3.18∗)

Como o dual do clutter essencial S é ele próprio, mas o dual do clutter redundante R é o
clutter vazio, Z, o dual do Teorema (3.3) tem a seguinte forma:

Teorema 3.4. Se a e b são números reais não-nulos fixos, então a função f (A ;x,y) satisfa-
zendo (3.17), (3.17∗) e (3.18∗) e

f (S;x,y) = x f (Z;x,y) = y (3.19∗)

é unicamente definida para um clutter finito A 6= ∅ se, e somente se, A é a coleção de circuitos
de uma matróide.

Demonstração. Segue diretamente do fato que o blocker da coleção de bases de uma matróide
é o conjunto de circuitos da matróide dual.

3.6 Confiabilidade e Percolação

Outro braço intimamente relacionado da teoria de grafos aleatórios é o estudo da confiabilidade
de uma rede. A suposição é que exista um fluxo por um grafo que sai de um determinado vértice
e que chega a outro vértice. Baseado na disponibilidade de um vértice (aberto/funcionando ou
fechado/desligado) é possível a passagem do fluxo. Aqui, se está interessado em determinar a
probabilidade que em um subgrafo aleatório da rede dois vértices distintos sejam unidos por
um caminho. Neste caso, o polinômio de Tutte é útil no estudo das generalizações de matróides
destes problemas de grafos.

Em problemas de confiabilidade e percolação em matróides, todo elemento ei de uma ma-
tróide M(E) tem, independentemente dos outros elementos, uma probabilidade 1− pi de ser
deletado de M em que, exceto quando afirmado ao contrário, 0 < pi < 1. Então, escrevendo qi
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para 1− pi, a probabilidade Pr(A) que um subconjunto A de E consiste precisamente daqueles
elementos que não são deletados é dada por

Pr(A) = ∏
ei∈A

pi ∏
e j /∈A

q j. (3.22)

Um problema aqui é encontrar maneiras de se computar eficientemente a probabilidade
Pr(F ) que o conjunto de elementos preservados está em alguma família F . É evidente que
Pr(F ) = ∑A∈F Pr(A). É comum considerar a família F como uma família de conjuntos as-
cendentes, ou seja, cujos elementos estão aninhados por inclusões sucessivas e se A ∈ F e
A ⊆ B, então B ∈ F .

Agora, dados dois vértices distintos s e t em um grafo G, tem-se interesse em determinar a
probabilidade que um subgrafo aleatório de G contenha um caminho entre s e t. Para fazer isso,
primeiro forma-se um novo grafo G a partir de G adicionando-se uma aresta-base d entre s e t.
Seja D a família de subconjuntos A de E(G) para qual A∪d contenha um ciclo de G contendo
d. Equivalentemente, A ∈ D se, e somente se, d não é um co-laço no subgrafo de G induzido
por A∪ d. Desenvolveremos uma fórmula para Pr(D) para uma matróide arbitrária M(E ∪̇d),
em que, num contexto mais geral, A ∈ D se, e somente se, d não é um co-laço de Md(A∪d).

Seja Pr(D) a probabilidade de D e para todo elemento ei de E, seja pi, a probabilidade de
não-deleção de ei, igual a uma constante p. Sendo o número de elementos em uma matróide
dado por |E|, tem-se que

Proposição 3.6. Seja M uma matróide pontuada, tal que M = Md(E∪̇d). Considere que todo
elemento de E, tem, independentemente dos outros elementos de E, a probabilidade 1− p de
ser deletado de M, enquanto que o elemento d tem probabilidade 0 de ser deletado. Então
a probabilidade que, em uma submatróide aleatória ω(M) de M, o elemento d não seja um
co-laço é dada por:

(i) Pr(D) = pr(M)q|E|−r(M)−1g(p−1,q−1);

(ii) Pr(D) = 1− pr(M)−1q|E|−r(M) f (p−1,q−1);

em que x′ f (x,y)+ y′g(x,y) = TP(Md(E∪̇d);x′,x,y′,y).

Demonstração. Provemos, primeiramente, que Pr(D) satisfaz

Pr(D(M)) = qP(D(M− e))+ pP(D(M/e)), (3.23)
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em que e é um elemento de M distinto de d que não é um laço, nem um co-laço. Por (3.22)

Pr(D(M)) = ∑
A∈D

p|A|q|E−A|

= ∑
A∈D
e/∈A

p|A|q|E−A|+ ∑
A∈D
e∈A

p|A|q|E−A|.

Assim,
Pr(D(M)) = q ∑

A∈D
e/∈A

p|A|q|(E−e)−A|+ p ∑
A′⊆E−e
A′∪e∈D

p|A
′|q|(E−e)−A′| (3.24)

O primeiro somatório de (3.24) é tomado sobre aqueles subconjuntos A de E − e para os quais
d não é um co-laço de A∪ d em M − e. Assim, esse somatório é sobre aqueles membros A
de D(M − e). Por outro lado, como d é um co-laço de Md(A′∪ d ∪ e) se, e somente se, é um
co-laço de Md(A′ ∪ d ∪ e)/e, o segundo somatório em (3.24) é sobre aqueles membros A′ de
D(M/e). Logo (3.23) é válido. Segue que se

h(M) = (1/q)|E|−r(M)(1/p)r(M) Pr(D(M)),

então,
h(M) = h(M− e)+h(M/e),

para todo elemento e de M−d que não é laço, nem co-laço de M. Além disso, é fácil verificar
que se e é um elemento de M−d, então,

h(M) =

{
q−1h(M− e), se e é um laço,
p−1h(M− e), se e é um co-laço.

Finalmente, de maneira direta, verifica-se que

h(M(d)) =

{
q−1, se M(d) é um laço,
0, se M(d) é um co-laço.

Pela unicidade do polinômio de Tutte segue que h(Md) = TP(Md;x′,x,y′,y), em que x′ = 0,
y′ = q−1, x = p−1 e y = q−1. Portanto, como TP(Md;x′,x,y′,y) = x′ f (x,y)+ y′g(x,y), tem-se
que h(Md) = q−1g(p−1,q−1) e

Pr(D(M)) = q|E|−r(M)−1 pr(M)g(p−1,q−1).

Isto demonstra (i). Se D∗ = 2|E|−D , a família de subconjuntos formada por todas as diferenças
entre elementos de E e D , um argumento semelhante aplicado a Pr(D ∗) implica (ii).
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3.7 O modelo de percolação para grafos

Seja G = (V,E) um grafo arbitrário. Cada aresta de G pode estar em dois estados diferentes,
que serão denotados por u e d. Para cada e ∈ E(G), consideram-se dois eventos:

• “e está no estado u” = “e é uma u-aresta,” ou

• “e está no estado d” = “e é uma d-aresta.”

Estes eventos são considerados complementares, ou seja, um é a negação do outro. Aqui
serão denotados por ue e de, respectivamente.

A partir destes eventos, chamados eventos-aresta, são construídos eventos mais detalhados,
tomando-se produtos (lógicos). Tais eventos são chamados eventos-produto, e são denotados
por produtos algébricos. Assim, uedẽ é o evento “e é uma u-aresta e ẽ é uma d-aresta.” Se
E ′,E ′′ ⊆ E, estende-se o conceito para o produto geral uE ′

dE ′′
.

Agora, uede = 0 ≡ “o evento falso” e, escreve-se u∅ = d∅ = 1 ≡ “o evento verdade”.

Eventos mais detalhados são da forma uCdD com C ∪ D = E e C ∩ D = ∅. Estes são
chamados eventos elementares. O conjunto de todos os eventos elementares é chamado espaço
de eventos, que é denotado por Ω. A soma (lógica) de dois eventos a e a′ é denotada por a+a′.
Obviamente, ue + de = 1. Dois eventos a e a′ são chamados incompatíveis ou disjuntos se
aa′ = 0.

Eventos formados por somas finitas de eventos-produto finitos são chamados eventos lo-
cais. Os eventos formados pelo fecho da coleção de eventos locais sobre somas enumeráveis e
produto enumeráveis são chamados eventos aleatórios.

Eventos mais gerais são obtidos tomando-se o fecho da coleção de eventos aleatórios sobre
produtos e somas arbitrárias. Considerando-se a completa distributividade, cada evento pode
ser escrito unicamente como uma soma de eventos elementares, logo existe uma correspondên-
cia 1-a-1 entre eventos e subconjuntos do espaço de eventos.

Denota-se por Pr a probabilidade de eventos locais e que é definida por:

P1. Pr(0) = 0 e Pr(1) = 1.

P2. Pr(ue) = pe e Pr(de) = qe = 1− pe, para cada eventos-aresta, sendo 0 ≤ pe ≤ 1.

P3. Para produtos finitos uE ′
dE ′′

com E ′∩E ′′ = ∅, Pr
(
uE ′

dE ′′)
= pE ′

qE ′′
, ou seja, os eventos

são considerados sendo independentes.
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P4. Para somas finitas de eventos-produto finitos tem-se:

Pr

(
n

∑
i=1

ai

)
=

n

∑
i=1

P(ai).

Note que usando a correspondência entre eventos e subconjunto de espaço de eventos, tem-
se que a probabilidade sobre eventos locais corresponde a uma medida normada sobre a álgebra
dos conjuntos cilíndricos, correspondentes a eventos locais.

Uma variável local é uma função real f sobre o espaço de eventos Ω que assume somente
um número finito de valores diferentes fi tais que para cada i, a soma de todos os eventos
elementares com f (uCdD;G) = fi é um evento local ai. Denota-se f (uCdD;G) = f (C).

O valor de esperança com respeito a Pr de uma variável local f é definida sendo:

E〈 f 〉 =
n

∑
i=1

fiP(ai) = E〈 f ;G,Pr〉.

As variáveis locais correspondem às funções simples com respeito à álgebra de conjuntos
cilíndricos.

O valor de esperança corresponde à integral com respeito a Pr de uma função simples. As
funções obtidas pelo fecho da coleção de variáveis locais não-negativas sobre o supremo e
ínfimo de coleções enumeráveis (admitindo-se o valor +∞) são chamadas variáveis aleatórias
não-negativas. A diferença entre duas variáveis aleatórias não-negativas, ambas não nulas,
simultaneamente, é chamada variável aleatória. Os termos desta diferença são denominados a
parte positiva e negativa da variável aleatória, respectivamente.

Usando o procedimento de extensão da medida sobre semi-anéis, juntamente como es-
quema de integral de Daniell [Gur78], pode-se, dada uma probabilidade Pr sobre eventos locais
com o valor de esperança correspondente E〈 f 〉, estende-se de maneira única tais definições a
uma probabilidade sobre variáveis aleatórias [Zaa58] para as quais são usadas novamente a
notação Pr(a) e E〈a〉. Se o valor de esperança de uma variável aleatória é finito, esta é dita ser
somável.

Se ambos os valores da esperança da variável aleatória não forem +∞, ela é dita ser inte-
grável. No caso especial que o grafo é finito o valor de esperança de uma variável aleatória
reduz-se à seguinte soma:

E〈 f 〉 = ∑
C⊆E

f (C)pCqD,

e D = E −C. Em geral, escreve-se

E〈 f 〉 =
∫

C⊆E
f (C)d Pr(C).
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Uma classe particular de variáveis aleatórias (não-negativas) é formulada pelo indicador de
um evento a, que é a função que toma o valor 1, se a ocorre e o valor 0, se a não ocorre.

Um grafo enumerável G, juntamente com a probabilidade Pr como descrita acima é cha-
mado modelo de percolação e é denotada por (G,Pr). A probabilidade Pr é completamente
caracterizada por uma aplicação p de E no intervalo real [0,1] tal que p(e) = pe = Pr(ce). Pode
se dizer que a medida Pr é gerada pela aplicação p.

Seja f uma variável aleatória definida sobre o espaço de eventos de um grafo G. Seja E ′ e
E ′′ subconjuntos disjuntos de E(G). Denote por GE ′

E ′′ , o menor obtido de G pela contração das
arestas de E ′ e pela deleção das arestas de E ′′. Defina a função f̃ sobre o espaço de eventos de
GE ′

E ′′ por:

f̃ (C;GE ′
E ′′) = f (G+E ′;G), para todo C ⊆ E(GE ′

E ′′) = E(G)−E ′−E ′′.

Por definição, f̃ é uma variável aleatória e se f é somável, f̃ também é somável.

Teorema 3.5. Seja (G,Pr) um modelo de percolação e f uma variável aleatória integrável.
Então para todas arestas e ∈ E(G):

E〈 f ;G〉 = peE〈 f̃ ;G′′
e〉+qeE〈 f̃ ;G′

e〉 (3.25)

Demonstração. Pela definição, E〈 f 〉 =
∫

f (C)d Pr(C). Pela construção, Pr pode ser decom-
posta como uma medida-produto, P = PE = Ee ×PE−e, no qual o índice superior especifica
o domínio de P. Se f é somável, pode-se aplicar o teorema de Fubini. Se f é não-negativa,
ela é o limite de uma seqüência monótona não-decrescente de variáveis aleatórias somáveis e,
novamente, pode-se usar o teorema de Fubini:

∫

C⊆E
f (C)dPE−e(C) =

∫

C′⊆{e}
dPe(C′)

∫

C′′⊆E−e
dPE−e(C′′) f (C′+ c′′;G)

= pe

∫

C⊆E−e
dPE−e(C) f (C + e;G)+qe

∫

C⊆E−e
dPE−e(C) f (C;G)

(3.26)

Pela definição da extensão de f a G′
e = G− e e G′′

e = G/e, isto é igual a

pe

∫

C⊆E−e
dP(C) f̃ (C;G′′

e)+qe

∫

C⊆E−e
dP(C) f̃ (C;G′

e) = peE〈 f̃ ;G′′
e 〉+qeE〈 f̃ ,G′

e〉 (3.27)

Finalmente, se f é integrável, mas não necessariamente somável ou não negativa, então ou
a parte positiva f + de f , ou a parte negativa f− de f é somável. Sem perda de generalidade,
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seja f− somável. Pode-se usar o teorema de Fubini sobre as partes positiva e negativa de f e
coletar os termos com pe e qe.

E〈 f ;G〉 = E〈 f +;G〉−E〈 f−;G〉

=
[

peE〈 f̃ +;G′′
e 〉+qeE〈 f̃ +;G′

e〉
]
−
[

peE〈 f̃−;G′′
e 〉+qeE〈 f̃−;G′

e〉
]

= pe

[
E〈 f̃ +;G′′

e 〉−E〈 f̃−;G′′
e 〉
]
+qe

[
E〈 f̃ +;G′

e〉−E〈 f̃−;G′
e〉
]

(3.28)

Como f̃ + = f̃ + e f̃− = f̃−, então:

pe

[
E〈 f̃ +;G′′

e 〉−E〈 f̃−;G′′
e 〉
]
+qe

[
E〈 f̃ + : G′

e〉−E〈 f̃ ;G′
e〉
]
≡ peE〈 f̃ ;G′′

e 〉+qeE〈 f̃ ;G′
e〉.

Corolário 3.1. O valor de esperança de uma variável aleatória f é uma função linear de pe
com os valores de fronteira finitos:

E〈 f ;G, pe = 0〉 = E〈 f̃ ;G′′
e〉 e E〈 f ;G, pe = 1〉 = E〈 f̃ ;G′

e〉.

�

3.8 Aplicações em Mecânica Estatística

O modelo geral de clustters aleatórios sobre um grafo finito G = (V,E) é uma generalização
do modelo de bond-percolação sobre arestas de G, descrito na seção anterior, e é definido pela
distribuição de probabilidade:

µ(A) = ζ−1

(

∏
e∈A

pe

)(

∏
f /∈A

(1− p f )

)
Qk(A), (A ⊆ E(G)), (3.29)

em que k(A) é o número de componentes conexas do grafo G : A = (V,A), pe, 0 ≤ pe ≤ 1
são parâmetros associados a cada aresta de G, Q ≥ 0 é um parâmetro do modelo e ζ é uma
constante normalizadora introduzida tal que

∑
A⊆E

µ(A) = 1. (3.30)

Denote por ω(G), a configuração aleatória produzida por µ e Pµ a distribuição de probabi-
lidade associada. Assim, em particular,

µ(A) = Pµ{ω(G) = A}.
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Quando Q = 1, µ é chamado modelo de percolação e quando cada pe são tomados iguais,
por exemplo, p, então µ(A) é claramente visto como sendo a probabilidade que o conjunto de
“arestas abertas” seja A na bond-percolação. Quando Q = 2 tem-se o modelo de Ising com
campo magnético nulo e para outros valores de Q tem-se o modelo de Pots de Q-estados.
Assim, num certo sentido, o modelo de clutter aleatório define uma continuidade analítica do
modelo de Pots para valores não inteiros de Q.

Existe, assim, uma preocupação com a família de medidas de probabilidade a dois parâme-
tros

µ = µ(p,Q) 0 ≤ p ≤ 1 Q ≥ 0,

definida sobre o conjunto de arestas de um grafo finito G = (V,E) por

µ(A) =
p|A|q|E\A|Qk(A)

ζ
(3.31)

em que ζ é uma constante normalizadora adequada e q = 1− p.

O estudo de percolação em modelos de clutter aleatório possui uma boa razão que é a
relação com transições de fase via função de correlação de dois pontos. Segue uma breve
descrição.

Seja Q um inteiro positivo e considere o modelo de Pots de Q-estados sobre um grafo finito
G. Se σ = (σ(1), . . .σ(m)) denota um conjunto de spins sobre o conjunto de vértices {1, . . . ,m}
de G, cada spins σi podendo tomar os valores no conjunto {1,2, . . . ,Q}. O hamiltoniano H(σ)

é definido por
H(σ) = ∑

i, j
Ji j

(
1−δ

(
σ(i),σ( j)

))
(3.32)

em que δ é a função delta normal e Ji j representa as energias de interação e a função de partição
é

Z = ∑
{σ}

exp[−βH(σ)]. (3.33)

em que β é inversamente proporcional à temperatura do sistema represento um parâmetro de
desordem do sistema.

A probabilidade de encontrar o sistema no estado σ é dada por

Pr(σ) =
e−βH(σ)

Z
(3.34)

A esperança com respeito a esta distribuição de Gibbs é dada por

E
〈

δ (σ(i),σ( j))
〉

=
1
Q

+
(Q−1)

Q
Pµ{i j} (3.35)

em que Pµ é a medida de clutter aleatório sobre G tomando-se pe = 1− exp(−Ji j) para cada
aresta e = (i, j).



CAPÍTULO 4

Modelagem de Redes Elétricas

SERÁ DEFINIDA, neste capítulo, uma estrutura abstratamente tratada como uma rede elé-
trica. Também, serão definidos as probabilidades de que um fluxo ocorra em tal rede.

Seja N = (V,E,r) uma rede elétrica, ou seja, um grafo G = (V,E), juntamente com uma
função r : E → R+, em que re = r(e) é a resistência da aresta e. Se existe uma diferença de
potencial pe = pab em uma aresta e = [ab] de a para b, então uma corrente elétrica obedece a
Lei de Ohm

ωe =
pe

re
,

e flui de a para b. A Lei de Potencial de Kirchhoff postula que a soma das diferenças de
potencial ao redor de qualquer ciclo é nula. A Lei de Corrente de Kirchhoff afirma que a
corrente total em um vértice também é zero.

Um potencial absoluto Vx é tal que pxy = Vx−Vy. Se (pxy)x,y∈V (G) é uma distribuição de di-
ferenças de potencial satisfazendo a Lei de Potencial de Kirchhoff e ux1x2 · · ·xkv e uy1y2 · · ·ylv
são dois uv-caminhos em G, então

pux1 + px1x2 + · · ·+ pxk−1xk + pxkv = puy1 + py1y2 + · · ·+ pyl−1yl + pylv (4.1)

e para definir os potenciais absolutos, toma-se um vértice de referência, por exemplo v, e faz-se
Vv = 0. Portanto para cada vértice u ∈V (G) tem-se

Vu = pux1 + px1x2 + · · ·+ pxk−1xk + pxkv (4.2)

para qualquer uv-caminho.

A idéia agora é descrever o fluxo de corrente numa rede elétrica que está sujeita a uma
determinada configuração (ligações entre vértices). O modelo de percolação para grafos pode
ser aplicado a tal rede, o que indicaria uma nova abordagem ao estudo de funções de curto-
circuito de redes, que são distúrbios catastróficos sobre uma rede elétrica N .

Se definirmos uma função de risco (Probabilidade de Falha × Custo) sobre a rede elétrica,
o modelo markoviano de descrição de estados é uma forte ferramenta na descrição de cenários
futuros.

35
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4.1 O grafo de isolamento

A rede elétrica (abstrata) considerada aqui, possui uma característica especial: os vértices da
rede, ou seus componentes, são divididos em dois grandes grupos: os componentes ativos e os
passivos. Esta propriedade reflete apenas o fato de que sobre o vértice está definida (ou não)
uma função que interrompe o fluxo da rede naquele ponto. Isto fica bem claro quando nos
referimos a uma rede elétrica real. Esta possui componentes, denominados disjuntores, que
possuem dois estados, aberto e fechado, estados nos quais há interrupção de carga ou não.

No caso geral, então um conjunto (possivelmente unitário) de componentes está separado
de outros conjuntos por vértices ativos, que denominaremos de chaves. Neste cenário, define-se
o grafo de isolamento como se segue: Seja N = (V,E,r) uma rede. Seja D ⊆V , o conjunto de
chaves ou vértices ativos. Remova D de V e as arestas. O próximo passo é contrair as arestas
restantes. Os vértices que são resultantes desta última operação são chamados setores do grafo.
Finalmente, una dois vértices-setores se, e somente se, existe, no grafo original, uma chave
entre tais setores (veja Figura 4.1).

(a) Rede. ◦:chaves e •: demais componentes. (b) Setores.

(c) Grafo de isolamento.

Figura 4.1 Construindo o grafo de isolamento.

Note que ser for definida uma variável aleatória para cada componente de uma rede que
represente o tempo de funcionamento deste componente até a sua falha, então cada vértice-
setor possui uma variável aleatória que é função das variáveis aleatórias de cada vértice deste
setor. Nas próximas seções, serão apresentados resultados de como se podem “compor” as
variáveis aleatórias correlacionadas a cada vértice-setor do grafo de isolamento. No próximo
capítulo, os fatos aqui expostos serão utilizados na definição de confiabilidade e risco em redes
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elétricas.

4.2 Funções usadas em confiabilidade

O procedimento probabilístico de escolher distribuições de probabilidade ajustadas a dados
oriundos de confiabilidade pode ser complicado e incluir muitas dificuldades sutis que não são
vislumbradas mesmo por especialistas da área. Mesmo com o avanço das ferramentas com-
putacionais disponíveis em software amigáveis como Matlab©, R©, SAS©, Reliasoft©, entre
outros, artigos ([CSS07, GK01a, GK01b, GK02, GK03b, GK03a, GK04, NK06]) publicados
recentemente ilustram bem este fato.

A escolha da distribuição de probabilidade de interesse é um procedimento difícil e não é,
em geral, automático. Isto é particularmente verdadeiro quando o número de observações é
reduzido. Em geral, o analista está interessado em estudar estatísticas como mínimo, máximo e
intervalo de variação dos dados, bem como parâmetros da distribuição, tais como, coeficientes
de assimetria e curtose. A partir da fdp pode-se deduzir algumas características das distribui-
ções como resumidas a seguir.

O tempo esperado de vida (µ) de uma entidade representa uma medida do seu tempo médio
de operação antes dela falhar, sendo dado por

µ =
∫ +∞

0
y f (y)dy.

A função de ponto percentual (fpp) é a inversa da função de distribuição acumulada, ou
seja, y = F−1(α). O seu gráfico y versus a probabilidade α representa o comportamento do
valor da ordenada (variando do valor mínimo ao valor máximo da variável aleatória) com a
abscissa que mede a probabilidade de zero a um.

A função de risco acumulado é a integral da função de risco. Pode ser interpretada como a
probabilidade de falha no tempo y determinada pela sobrevivência até y.

Será apresentado agora uma revisão simples de alguns dos modelos de confiabilidade co-
mumente encontrados. Quando se olha primeiramente os dados, o que se faz de imediato é
denominado de ‘Exploratory Data Analysis’ cujo objetivo é determinar uma distribuição que
pode representar um modelo de probabilidade adequado para esses dados.
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4.2.1 Modelo de Poisson

No processo de Poisson homogêneo admite-se que a probabilidade de algum evento ocorrer
num intervalo reduzido de tempo, h, é igual durante todo o tempo. As hipóteses para um
processo de Poisson de taxa λ ocorrer durante um intervalo de tempo pequeno h → 0, são:

(i) os eventos em intervalos de tempo disjuntos são independentes, isto é, o número de ocor-
rências em (0, t) independe e não afeta o número de ocorrências em (t, t +h);

(ii) a probabilidade de um evento em um intervalo de comprimento h quando h → 0 é, aproxi-
madamente, proporcional a h mais um erro desprezível de magnitude o(h). Uma função
g(h) é o(h) se g(h)/h → 0 quando h → 0;

(iii) a probabilidade de mais de uma ocorrência em um intervalo de comprimento h é o(h).

A distribuição de Poisson é usada para modelar o número de eventos aleatórios que ocorrem
dentro de um intervalo de tempo especificado. O processo de Poisson não tem memória e é
descrito através de um único parâmetro λ que mede a sua taxa de falhas no tempo. Assim, se Yt
representa o número de ocorrências num intervalo de tempo t, a probabilidade de haver neste
intervalo exatamente k ocorrências é dada por

P(Yt = k) = e−λ t (λ t)k

k!
.

A fda da distribuição de Poisson é calculada numericamente.

4.2.2 Modelo exponencial

Pode ser facilmente demonstrado que se as ocorrências de eventos são determinadas por um
processo de Poisson, então o intervalo de tempo entre ocorrências sucessivas segue a distribui-
ção exponencial, ou seja, é caracterizada pela fdp

f (y) = λe−λy.

A distribuição exponencial é usada para modelar processos de Poisson em situações nas quais
o processo estocástico varia de um estado para outro estado com taxa constante por unidade
de tempo. Então, a distribuição exponencial descreve o tempo necessário para um processo
contínuo mudar de estado. A distribuição exponencial é uma distribuição comumente usada em
engenharia de confiabilidade. Devido à sua simplicidade, ela tem sido empregada amplamente
até mesmo em casos para os quais as hipóteses básicas do processo de Poisson não se aplicam.
A distribuição exponencial é usada para descrever tempos de falhas que têm uma taxa de falha
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constante. O tempo médio de falha é simplesmente µ = λ−1, a sua fda iguala F(y) = 1−e−λy

e a função de risco é igual a λ .

Deve-se notar que o modelo exponencial supõe uma taxa de falha constante, considerando,
assim, desprezível, a influência temporal do desgaste sobre os equipamentos modelados, o que
não é uma suposição forte para equipamentos nobres do sistema elétrico, tais como transfor-
madores, geradores e linhas de transmissão. A distribuição exponencial, em geral, não é usada
no desenvolvimento de estratégias de manutenção preventiva (veja, por exemplo, [BC01]).

Como citado anteriormente, o modelo de Cox pode ser usado para avaliar a influência de va-
riáveis explicativas sobre as taxas de falha. Se na equação (2.3) a taxa de falha for considerada
constante, o tempo entre falhas sucessivas será exponencial com média µ dada por:

log(µ) = xT β , (4.3)

ou seja, obteremos um modelo log-linear para modelar o tempo médio entre falhas sucessivas.
Nestes termos, a suposição de taxa de falhas constante vinculada ao modelo de sobrevivência
do Cox mostra que a dependência das variáveis explicativas pode ser acomodada de forma
simples como um modelo log-linear para a média da distribuição.

A Teoria da Confiabilidade, também, dispõe de mecanismos para uso intensivo da distribui-
ção exponencial. Por exemplo, para representar o tempo de operação entre falhas sucessivas
(TOFS) de uma entidade. A suposição da distribuição exponencial caracteriza completamente
a distribuição dos dados, sendo uma métrica suficiente. Porém, se os dados são modelados
por outra distribuição, então ela não é suficiente para descrever os dados, sendo em muitos
casos, uma métrica pobre em termos de confiabilidade. O TOFS é muito importante na teoria
da confiabilidade, sendo rotineiramente usado nas especificações de confiabilidade e na análise
de disponibilidade.

4.2.3 Modelo de Weibull

A fda da distribuição de Weibull com dois parâmetros é

F(y) = 1− e−(y/α)c
,

sendo c o parâmetro de forma e α o parâmetro de escala. Ambos parâmetros são positivos. A
distribuição exponencial é uma caso particular da Weibull correspondendo a c = 1. A função
de risco é dada por h(y) = cyc−1/αc, sendo crescente quando c > 1, decrescente quando c < 1
e constante quando c = 1. O modelo de Weibull, por generalizar o modelo exponencial com
um parâmetro de forma c extra, pode ser usado para representar o tempo de sobrevida de equi-
pamentos com função de risco de diferentes formas: crescente ou decrescente, ou em forma de
curva de banheira, isto é, mais falhas ocorrem para entidades muito jovens e para entidades
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muito velhas. Também, podem ser usado quando o sistema, se reparável, está sob um pro-
cesso de renovação onde os tempos entre falhas sucessivas são independentes e identicamente
distribuídos segundo uma distribuição de Weibull, e o mesmo apresenta desgaste entre falhas
consecutivas.

4.2.4 Modelo de Gumbel

Este é um modelo de distribuição de uma estatística de ordem extrema para uma distribuição
de n elementos Xi. Esta tem fdp e fda dadas, respectivamente, por:

f (y) =
1
β

exp
{

y−α
β

− exp
(

y−α
β

)}
e

F(y) = 1− exp
{
−exp

(
y−α

β

)}
.

Este modelo é utilizado para encontrar o mínimo (ou o máximo) de um número de variáveis
aleatórias independentes e identicamente distribuídas, por exemplo, para modelar a oferta ou
a demanda máxima diária de energia de um setor elétrico. É útil na predição de catástrofes.
A distribuição de Gumbel é um caso especial da distribuição de Fisher-Tippett e é, também,
conhecida como distribuição log-Weibull.

4.2.5 Modelo gama

Uma extensão para modelar o tempo de funcionamento de um sistema não-reparável é obtida
considerando o tempo de funcionamento seguindo uma distribuição gama que tem uma fdp
dada por

f (y) = αryr−1e−αy/Γ(r),

em que Γ(r) é a função gama. A função de risco e a fda são mais complicadas, pois dependem
da função gama incompleta. A forma da função de risco da distribuição gama é adequada
para modelar vários desses sistemas não-reparáveis. A distribuição gama é uma modelo de
distribuição de vida flexível que pode apresentar um bom ajuste a alguns tipos de dados de
falhas. Porém, não é usado amplamente como um modelo de distribuição de vida para entidades
face a dificuldades matemáticas. A distribuição gama surge naturalmente como a soma de
variáveis aleatórias exponenciais independentes.



4.3 APROXIMAÇÃO ASSINTÓTICA DE DISTRIBUIÇÕES 41

4.2.6 Modelos beta-exponencial e beta-Weibull

Como descrito na Seção 2.2, novos modelos de distribuição vêm sendo desenvolvidos [ELF02,
CSS07, GN04, NK04, NK06] para modelar tempos de falha. Pode-se definir uma nova classe
de distribuições por

F(y) = IG(y)(a,b), (4.4)

em que Ix(a,b) = Bx(a,b)/B(a,b), com Bx(a,b) =
∫ x

0 wa−1(1−w)b−1dw denotando a função
beta incompleta e B(a,b) = B1(a,b).

A distribuição beta-Weibull foi motivada pela larga utilização da distribuição Weibull e pelo
fato que tal generalização é uma extensão contínua a casos ainda mais complexos.

Explicitamente, a distribuição beta-Weibull é obtida substituindo G(y) em (4.4) pela fda de
uma distribuição Weibull com parâmetros λ e c:

F(y) = I1−exp{−(λy)c}(a,b), (4.5)

para y > 0, a > 0, b > 0, λ > 0 e c > 0. A distribuição de Weibull é um caso particular da
distribuição beta-Weibull com parâmetros a = b = 1.

No caso da distribuição beta-exponencial, a função G(y) é substituída pela fda G(y) =

1− exp{−(y− c)/λ}, para y > c.

4.3 Aproximação assintótica de distribuições

Seja N uma rede. Como descrito no capítulo anterior, a confiabilidade de tal rede é definida
como segue: para dois vértices s e t fixados, deve haver um s− t caminho (que é um sub-
grafo aleatório da rede unindo os dois vértices) tal que seja possível a “passagem” de um fluxo
definido sobre a rede.

Em geral, pode-se definir um índice de confiabilidade que é expresso por

Z = f (X1,X2, . . .), (4.6)

em que X1,X2, . . . são variáveis aleatórias que denotam os parâmetros relacionados à perfor-
mance ou disponibilidade dos diversos componentes representados pela rede. Existem, tam-
bém, variáveis aleatórias Xk, relacionadas a parâmetros de operação do sistema. A variável Z é
aleatória por se tratar de uma função de variáveis aleatórias , cuja distribuição de probabilidade
depende das distribuições das variáveis Xi’s e da função f .
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Suponha que a rede N tenha n componentes, cujas falhas seguem uma distribuição de
Poisson. São, também, hipóteses para esta análise: o tempo de reparo de um componente fa-
lhado é muito pequeno em relação ao tempo total de operação; se o sistema modelado pela rede
está no estado de falha, existe apenas um equipamento no estado de falha e, de fundamental
importância, falhas de equipamentos são independentes umas das outras.

Passa-se à descrição das técnicas de avaliação dos momentos dos índices de confiabilidade
de componentes de uma rede. Em geral, as funções que descrevem índices de confiabilidade
de um sistema possuem formas intrincadas definidas pelas variáveis aleatórias X1,X2, . . .. A
técnica é aproximar tais funções por funções elementares que apresentem maior facilidade de
manipulação.

Por vezes, as técnicas de avaliação dos índices de confiabilidade aproximam os momentos
centrais e se faz necessário associá-los aos momentos, através de conversões adequadas.

Serão apresentados três tipos de funções elementares de variáveis aleatórias, que são ne-
cessárias na análise de confiabilidade: combinação de variáveis aleatórias, funções algébricas
e a soma aleatória. Deve-se observar, novamente, que as variáveis aleatórias consideradas são
independentes.

4.3.1 Combinação de variáveis aleatórias

Seja Z uma função de variáveis aleatórias X1,X2, . . ., tal que Z pode ser igual a qualquer uma
destas variáveis aleatórias e a probabilidade associada a Z tomar valor Xi é pi. Tem-se

E〈Zr〉 =
n

∑
i=1

piE〈X r
i 〉. (4.7)

Os primeiros quatro momentos de Z, podem, portanto, ser obtidos conhecendo estes mo-
mentos para X1,X2, . . . e as probabilidades associadas p1, p2, . . .. Deve-se notar que a soma
destas probabilidades deve ser 1, pois qualquer valor tomado por Z tem que ser um dos valores
das variáveis aleatórias.

4.3.2 Funções algébricas de variáveis aleatórias

Seja Z uma função algébrica das variáveis aleatórias X1,X2, . . . ,Xn, isto é,

Z = h(X1,X2, . . . ,Xn) (4.8)

em que h é uma função algébrica qualquer, por exemplo, polinomial.
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Se Xi são variáveis aleatórias não-correlacionadas, tem-se que

E〈Z〉 ∼= h
(
E〈X1〉, . . . ,E〈Xn〉

)
+

1
2

n

∑
i=i

∂ 2h
∂X2

i
µ2i (4.9)

µ ′
2Z =

n

∑
i=1

(
∂h
∂Xi

)2

µ2i +
n

∑
i=i

(
∂h
∂Xi

)(
∂ 2h
∂X2

i

)
µ ′

3i (4.10)

µ ′
3Z =

n

∑
i=i

(
∂h
∂Xi

)3

µ3i (4.11)

µ ′
4Z =

n

∑
i=i

(
∂h
∂Xi

)4

µ4i +6∑
i

∑
j

(
∂h
∂Xi

)2( ∂h
∂X j

)2

µ2iµ2 j, i < j. (4.12)

Todas as equações acima são estimadas no valor médio de cada variável aleatória. As
expressões dadas aproximam valores de momentos, pois eles foram obtidas usando a expansão
em série de Taylor da função h em torno do ponto em que cada uma as variáveis aleatórias dos
componente tomam seus valores médios. Quando h é uma função algébrica linear,

Z =
n

∑
i=1

aiXi, (4.13)

para ai ∈ R, os valores das derivadas são

∂h
∂Xi

= ai, i = 1,2, . . . ,n
∂ 2h
∂X2

i
= 0, ∀i. (4.14)

Neste caso,

µ ′
1Z =

n

∑
i=1

aiµ ′
1i (4.15)

µ2Z =
n

∑
i=1

a2
i µ2i (4.16)

µ3Z =
n

∑
i=1

a3
i µ3i (4.17)

µ4Z =
n

∑
i=1

a4
i µ4i +6∑

i
∑

j
a2

i a2
j µ2iµ2 j, i < j. (4.18)

4.3.3 Soma aleatória de variáveis aleatórias

Considere uma variável aleatória S, tal que

S =
N

∑
k=1

Xk,
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em que N é uma variável aleatória discreta, X1,X2, . . . são variáveis aleatórias independentes
de N e S = 0, se N toma o valor 0. A variável aleatória S é dita ser uma soma aleatória.
Se as variáveis aleatórias Xk são independentes e identicamente distribuídas, como os quatro
primeiros momentos E〈X〉, E〈X 2〉, E〈X3〉 e E〈X4〉 e a variável aleatória N com momentos
dados por E〈N〉, E〈N2〉, E〈N3〉 e E〈N4〉, então tem-se que:

E〈S〉 =E〈X〉E〈N〉, em que X = Xi, para qualquer i (4.19)

E〈S2〉 =
[
E〈X2〉− (E〈X〉)2

]
E〈N〉− (E〈X〉)2E〈N2〉 (4.20)

E〈S3〉 =
[
E〈X3〉−3E〈X2〉E〈X〉+2(E〈X〉)3

]
E〈N〉

+
[
3E〈X2〉E〈X〉−3(E〈X〉)3

]
E〈N2〉+(E〈X〉)3E〈N3〉 (4.21)

E〈S4〉 =
[
E〈X4〉−4E〈X3〉E〈X〉−3(E〈X2〉)2 +12E〈X2〉(E〈X〉)2−6(E〈X〉)4

]
E〈N〉

+
[
4E〈X3〉E〈X〉+3(E〈X2〉)2 −18E〈X2〉(E〈X〉)2 +11(E〈X〉)4

]
E〈N2〉

+
[
6E〈X2〉(E〈X〉)2−6(E〈X〉)4

]
E〈N3〉+(E〈X〉)4E〈N4〉. (4.22)

Considere a variável aleatória K, tal que o valor tomado por ela seja igual à soma de N
observações independentes de uma variável aleatória X , em que N é uma variável aleatória
discreta. Cada uma das variáveis aleatórias é equivalente à variável aleatória S, para qual os
momentos são dados pelas equações (4.19) – (4.22). Os momentos de K podem, portanto,
avaliados usando as mesmas equações utilizando-se os momentos de X ao invés dos de Xi.

4.3.4 Conversão de momentos

Seguem as relações entre os momentos e momentos centrais que podem ser utilizados nas
subseções anteriores para permutação entre estas duas grandezas.

µ2X = E〈X2〉− (E〈X〉)2, (4.23)

µ3X = E〈X3〉−3E〈X2〉E〈X〉+2(E〈X〉)3, (4.24)

µ4X = E〈X4〉−4E〈X3〉E〈X〉+6E〈X2〉(E〈X〉)2. (4.25)
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4.3.5 Método de Pearson para aproximação de distribuições

A família de distribuições de Pearson é composta pelas distribuições que podem ser geradas
pela resolução da equação diferencial (veja Apêndice A):

f ′(x) = − (x+d) f (x)
b0 +b1x+b2x2 , (4.26)

em que b0,b1,b2 e d são valores reais.

A fim de que seja possível a utilização do método de Pearson como aproximação de uma
dada distribuição são necessários para uma dada variável aleatória seus valores de mediana,
momentos centrais de ordem 2, 3 e 4. O procedimento envolve o uso de uma tabela de percentis
padronizada [JNAP63], baseada na solução da equação (4.26) e pode ser delineado como:

1. Cálculo dos valores dos parâmetros
√

β1 e β2 como segue:

√
β1 =

µ3X√
µ3

2X

,

β2 =
µ4X

µ2
2X

.

2. Encontrar os percentuais padronizados na tabela zα para um α escolhido, usando
√

β1 e
β2, usando interpolação sempre que preciso.

3. O α-ésimo percentual estimado é então calculado como µX + zα
√

µ ′
1X .

No próximo capítulo, será dedicada uma seção na aplicação das técnicas aqui explanadas no
caso de redes elétricas reais, para as quais certas funções de confiabilidade podem ser definidas
como processos estocásticos. Na próxima seção, está apresentada uma resolução exata quando
as distribuições das variáveis aleatórias que representam os diversos índices de uma rede são
exponenciais.

4.4 O mínimo de variáveis aleatórias : o caso exponencial

Nesta seção, será apresentado um caso especial de uma função de variáveis aleatórias , assim
como, um caso particular de distribuição. A idéia é apresentar uma técnica de análise de um
sistema sobre tais hipóteses: seja {c1,c2, . . . ,cn} o conjunto de componentes de um sistema
elétrico. Seja Xi o tempo de sobrevida de um componente ci. Aqui, as variáveis aleatórias Xi
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serão consideradas independentes (hipótese fundamental) com distribuição exponencial (hipó-
tese simplificadora), Xi ∼ E(λi), ou seja, a função de distribuição acumulada para cada variável
é dada por

Fi(t) = Pr(Xi ≤ t) =

{
0, t ≤ 0,

1− e−λit , t > 0,

em que λi > 0 é uma constante fixada. Um propriedade importante da distribuição é dada por

Proposição 4.1. Se X ∼ E(λ ), então

Pr(X > t + s|X > s) = Pr(X > t).

Além disso, X assim distribuída é a única variável aleatória contínua com tal propriedade.

A propriedade dada pela proposição acima é chamada falta de memória da variável aleatória
X .

Demonstração. De maneira direta,

Pr(X > t + s|X > s) =
Pr(X > t + s,X > s)

Pr(X > s)

=
Pr(X > t + s)

Pr(X > s)

=
e−λ (t+s)

e−λ s
= e−λ t = Pr(X > t).

Agora, suponha que X tenha a propriedade acima. Seja F c(t) = Pr(X > t). Então, pela pro-
priedade em questão, Fc(·) deve satisfazer: Fc(x+ y) = Fc(x).Fc(y). Em particular,

Fc(2) = (Fc(1))2 e Fc(1/2) = (Fc(1))1/2,

e se a ∈ Q, tem-se que
Fc(a) = (Fc(1))a.

Portanto,

Fc(a) =
(
Fc(1)

)a
= elog

(
Fc(1)

)a

= e−λa,

em que λ = log
(
Fc(1)

)
e a ∈ R.

Sejam X1 e X2 variáveis aleatórias exponenciais independentes, como no sistema descrito.
Sejam λ1 e λ2 os parâmetros de X1 e X2, respectivamente. Se X1 e X2 representam o tempo de
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funcionamento de componentes, então

Pr(X1 < X2) =
∫ ∞

0
Pr(X2 > X1|X1 = t)λ1e−λ1tdt

=
∫ ∞

0
Pr(X2 > t)λ1e−λ1tdt

=

∫ ∞

0
e−λ2tλ1e−λ1tdt

=
λ1

λ1 +λ2
.

Cabe lembrar que as variáveis aleatórias exponenciais são as únicas variáveis aleatórias contí-
nuas que possuem taxa de falha constante h(t) = λ .

Agora, considere X1 ∼ E(λ1) e X2 ∼ E(λ2), independentes e defina Z = min{X1,X2}. Se
um setor (no grafo de isolamento) possui dois componentes, c1 e c2, o tempo de sobrevida do
setor até a primeira falha é dada por Z. Note que

Pr(Z > t) = Pr(min{X1,X2} > t)

= Pr(X1 > t,X2 > t)

= Pr(X1 > t)Pr(X2 > t)

= e−λ1te−λ2t = e−(λ1+λ2)t .

Ou seja, Z ∼ E(λ1 +λ2). Note, também, que E(Z) ≤ min{E(X1),E(X2)}, pois

λi

λ1 +λ2
≤ λi, i = 1,2.

Defina, agora,

N =

{
1, se Z = X1,

2, se Z = X2.

Tem-se que

Pr(N = 1) =
λ1

λ1 +λ2
e Pr(N = 2) =

λ2

λ1 +λ2
.
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Agora, tem-se que

Pr(Z > t,N = 1) = Pr(min{X1,X2} > t,X1 < X2)

= Pr(X1 < X2;X1 > t,X2 > t)

=

∫ ∞

0
Pr(X2 > X1;X1 > t,X2 > t|X1 = t)λ1e−λ1xdx

=
∫ ∞

t
Pr(X2 > X1;x > t,X2 > t)λ1e−λ1xdx

=

∫ ∞

t
Pr(X2 > x)λ1e−λ1xdx

=

∫ ∞

t
e−λ2xλ1e−λ1xdx

=
λ1

λ1 +λ2
e−(λ1+λ2)t .

Da mesma forma,

Pr(Z > t,N = 2) =
λ2

λ1 +λ2
e−(λ1+λ2)t . (4.27)

Assim, tem-se que Z e N são variáveis aleatórias independentes. Generalizando as idéias acima,
se Xi ∼ E(λi), i = 1,2, . . . ,n são variáveis aleatórias independentes e,

Z = min{Xi, i = 1, . . . ,n}, N = k, se Z = Xk,k = 1,2, . . . ,n e λ =
n

∑
i=1

λi,

então

Pr(Z > t;N = k) =
λk

λ
e−λ t

é a distribuição do “nascedouro” de uma falha no sistema.

Sejam Xi ∼ E(λi), i = 1,2, independentes. Tem-se que

Pr(X2−X1 > t,X2 > X1) =
∫ ∞

0
Pr(X2 > t +X1;X2 > X1|X1 = x)λ1e−λ1xdx

=
∫ ∞

0
Pr(X2 > t + x;X2 > x)λ1e−λ1xdx

=

∫ ∞

0
e−λ2(x+t)λ1e−λ1xdx

= e−λ2t λ1

λ1 +λ2
.

E, portanto, Pr(X2 −X1 > t|X2 > X1) = e−λ2t , em outras palavras, se X2 −X1 é positivo, então
esta diferença é exponencialmente distribuída. Como Xi representa o tempo de funcionamento
do componente ci, i = 1,2 dado que o componente c1 falhe primeiro, o tempo de funcionamento
restante do componente c2 é, ainda, distribuído exponencialmente. De fato, o tempo restante
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do componente c2 independe do tempo de falha de c1. Ou sejam se X2 > X1, X2 −X1 ∼ E(λ2)

é independente de X1.

Considerando todo sistema {c1,c2, . . . ,cn} com Xi ∼ E(λi), i = 1,2, . . . ,n, independentes,
então

Pr(Xi−X j > t j; i, j = 1,2, . . . ,n; i 6= j|Xi > X j para i = 1, . . . , ĵ, . . . ,n) =
n

∏
k=1
k 6= j

eλktk . (4.28)

A fim de tornar os resultados mais claros, tem-se o seguinte exemplo. Considere o sistema
com n componentes, como antes, Xi ∼ E(λ ), i = 1,2, . . . ,n, variáveis aleatórias independentes,
representando o tempo de funcionamento de cada componente ci. Supondo que o sistema
funcione se pelo menos um dos componentes funcionar, defina Z1 o tempo da primeira falha,
Z2 o tempo da segunda, e assim por diante. Tem-se que

Z1 = min{X1,X2, . . . ,Xn} ∼ E(nλ ) e Zn = max{X1,X2, . . . ,Xn}

No tempo Z1, apenas n− 1 componentes estão funcionando. Note que por (4.28), o restante
dos componentes ainda são distribuídos exponencialmente e são independentes. Portanto, o
tempo até a próxima falha, a saber, Z2 − Z1, é igual ao mínimo de n− 1 variáveis aleatórias
exponenciais independentes. Assim,

Z2 −Z1 = min{Xi1,Xi2, . . . ,Xin−1} ∼ E((n−1)λ ),

Z3 −Z1 = min{X j1,X j2, . . . ,X jn−2} ∼ E((n−2)λ ),

...

Portanto,

E〈Z1〉 =
1

nλ
, E〈Z2 −Z1〉 =

1
(n−1)λ

, · · · , E〈Zn −Zn−1〉 =
1
λ

e

E〈tempo de funcionamento do sistema〉 = E〈Zn〉 =
n

∑
k=1

1
kλ

.

Pode-se ilustrar os resultados acima considerando-se dois sistemas S1 e S2, sendo S1 com-
posto de dois componentes em paralelo com tempo de funcionamento dado por variáveis aleató-
rias exponenciais identicamente distribuídas e S2 com somente um componente com tempo de
funcionamento com distribuição exponencial e parâmetro µ . Seja Zi o tempo da i-ésima falha
no sistema S1 (i = 1,2). O sistema S1 falha em Z2 (os dois componentes estão falhados). Neste
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caso, Z2 ∼ E(2λ ) e Z2 −Z1 ∼ E(λ ). Seja X o tempo de funcionamento do sistema S2. Então

Pr(sistema S1 falhe antes que S2) = Pr(Z1 < X)Pr(Z2 −Z1 < X −Z1|X > Z1)

= Pr(exp(2λ ) < exp(µ))Pr(exp(λ ) < exp(µ))

=
2λ

2λ + µ
· λ

λ + µ
.

4.4.1 Soma de exponenciais

Sejam Xi, i = 1,2, . . . ,n, variáveis aleatórias exponenciais identicamente distribuídas. Seja

Z = X1 +X2 + · · ·+Xn.

A primeira transformada de Laplace-Stieltjes de Z é:

E〈e−sZ〉 = E
〈

e−s(X1+X2+···+Xn)
〉

= E〈e−sX1〉 ·E〈e−sX2〉 · . . . ·E〈e−sXn〉

=

(
λ

λ + s

)n

.

Tomando a transformada inversa, vê-se que a função densidade de probabilidade de Z é dada
por:

fZ(t) =

{
0, se t ≤ 0,

λe−λ t (λ t)n−1

(n−1)! , t > 0,

e a função acumulada é dada por

FZ(t) = Pr(Z ≤ t) = 1−
n−1

∑
r=0

e−λ t (λ t)r

r!
.

Assim, Z é uma variável aleatória com distribuição de Erlang, Z ∼ En(λ ), que é o mesmo de
uma distribuição gama, Z ∼ Γ(n,λ ).

Supondo, agora, que Xi, i = 1,2, . . . ,n, variáveis aleatórias exponenciais independentes,
com Xi ∼ E(λi), i = 1,2, . . . ,n, e Z = X1 + X2 + · · ·+ Xn. A transformada de Laplace-Stieltjes
de Z é dada por

E〈e−sZ〉 = E
〈

e−s(X1+X2+···+Xn)
〉

= E〈e−sX1〉 ·E〈e−sX2〉 · . . . ·E〈e−sXn〉

=
n

∏
i=1

λi

λi + s
.
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Sem perda de generalidade, pode se supor que para i 6= j, tem-se λi 6= λ j. Neste caso, pode-se
usar uma expansão de frações e obter

fZ(t) =
n

∑
i=1

αiλie−λit ,

em que αi = ∏
j=1
j 6=i

λ j

λ j +λi
.

4.4.2 Soma aleatória de variáveis aleatórias

Seja {Xn,n ≥ 1} uma seqüência de variáveis aleatórias exponenciais identicamente distribuídas
com parâmetro λ . Seja N uma variável aleatória com distribuição geométrica, N ∼ G(p), ou
seja,

Pr(N = k) = (1− p)k−1 p, k ≥ 1,

em que 0 ≤ p ≤ 1 é uma constante. Considere que N seja independente de {Xn,n ≥ 1}. Defina

Z =
N

∑
k=1

Xk.

Assim Z é uma soma aleatória de variáveis aleatórias. A transformada de Laplace-Stieltjes de
Z pela condicionante N é dada por

E〈e−sZ〉 = E〈E〈e−sZ|N〉〉.
Como N = n implica que Z = ∑k=1 nXk é uma variável aleatória e possui distribuição gama
com parâmetros n e λ , tem-se

E〈e−sZ〉 =
∞

∑
n=1

E〈e−sZ|N = n〉Pr(N = n) =
∞

∑
n=1

(
λ

λ + s

)n

(1− p)n−1 p

=
λ p

λ + s

∞

∑
n=1

(
λ (1− p)

λ + s

)n

=
λ p

λ + s
· 1

1−λ 1−p
λ+s

=
λ p

λ p+ s
.

Portanto, Z ∼ E(λ p), ou seja, Z possui distribuição exponencial com parâmetro λ p.

4.5 Confiabilidade em digrafos estocásticos

Nesta seção, será apresentada outra abordagem de estudo de confiabilidade sobre uma estrutura
abstrata, que novamente representa uma rede elétrica. Seja D = ((V,E), f ) um digrafo, V 6= ∅,
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e f = ( f 1, f 2) com f i : E →N, i = 1,2, a aplicação de incidência, definida como: se~e = [a,b]∈
E, f 1(e) = a e f 2(e) = b, os extremos inicial e final de e. Será denotado por Dst ao digrafo
finito, fracamente conexo, acíclico, com um único vértice-base (fonte), denotado por s, e com
outro vértice t, único sorvedouro. A partir deste ponto nesta seção e se não for mencionado em
contrário, os grafos considerados serão deste tipo.

Uma questão sobre o grafo Dst e i, j ∈ V (Dst) é se existe um subgrafo Di j ⊆ Dst com as
mesmas propriedades do supragrafo. Em particular, dois subgrafos são de interesse: o subgrafo
maximal, denotado por D̂i j e o subgrafo minimal Pi j, que são caminhos unindo i a j. Denota-
se, também, por Pk

i j, k ∈V (Pi j), os subcaminhos de Pi j de i para k e de k para j. O conjunto
de caminhos que pertencem a Di j é denotado por P(Di j).

Seja Dst um digrafo, como descrito. Defina sobre V (Dst) uma função

l : V (Dst) −→ {0,1,2, . . .,m},

com m = |V (Dst)|−1 e para e ∈ E(Dst)

l
(

f 1(e)
)

< l
(

f 2(e)
)
, e l(s) = 0 e l(t) = m.

Com a identificação de V (Dst) : {0,1, . . . ,m}, os vértices de Dst são considerados topologica-
mente ordenados e, a partir deste ponto, nesta seção, a notação D̂0m será usada, ao invés de Dst .
V (D̂0m) é composto de vértices ditos perfeitos, no sentido que não há falhas sobre estes (ou
sobre os componentes que são representados por tais objetos). Também, E(D̂0m) é composto
por elementos que podem sofrer falhas, ou não confiáveis, que podem ser representados pelo
vetor:

{X(t), t ∈ T} = {
(
Xe(t),e ∈ E(D̂0m)

)
, t ∈ T},

em que Xe(t) são variáveis aleatórias com distribuição de Bernoulli sobre um espaço de proba-
bilidade (Ω,A ,Pr) com

Xe(t) =

{
1, aresta e está funcionando no tempo t,
0, caso contrário,

(4.29)

para cada e ∈ E(D̂0m) e t ∈ T ⊂ [0,∞).

Para ω ∈ Ω, fixo, as funções de amostragem Xe(t,ω) são consideradas contínuas à direita
em T . Assim, para um tempo fixado t ∈ T , o grafo estocástico é descrito pela quádrupla:

(
V (D̂0m),E(D̂0m), f ,

{
Xe(t),e ∈ E(D̂0m)

})
.

Diz-se que X1,X2, . . . ,Xk são variáveis aleatórias associadas ou correlacionadas se

Cov( f (X),g(X))≥ 0,
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para todas as funções não-decrescentes f e g, para as quais E〈 f (X)〉, E〈g(X)〉, e E〈 f (X)g(X)〉
existem, em que X = (X1,X2, . . . ,Xk) (ver [EPW67] para propriedades e demais resultados
sobre variáveis aleatórias correlacionadas). Considera-se que o processo de performance de
confiabilidade descritos esteja associado ao tempo, o que significa que para todos os conjuntos
finitos de tempo Tk = {t1, t2, . . . , tk} ⊂ T

{Xe(t), t ∈ Tk,e ∈ E(D̂0m)} é um conjunto de variáveis aleatórias correlacionadas. (4.30)

Para dois vértices i e j de D̂0m para os quais os subdigrafos Di j estejam definidos, uma
questão interessante é se existiria um caminho Pi j com todas as arestas funcionando de i para
j. Mais formalmente, para todo subgrafo Di j uma função denominada caminho

ϕDi j =





1, se existe um caminho com todas
as arestas em funcionamento Pi j ∈ P(Di j),

0, caso contrário,

(4.31)

pode ser definida com uma representação por caminhos:

ϕDi j(X(t)) = 1− ∏
Pi j∈P(Di j)

(
1− ∏

e∈E(Pi j)

Xe(t)
)

= max
Pi j∈P(Di j)

{
∏

e∈E(Pi j)

Xe(t)
}
. (4.32)

Seja Ci j um corte minimal de Di j, ou seja, um subconjunto Ci j ⊆ E(Di j), tal que Ci j ∩
E(Pi j) 6= ∅, para todo Pi j ∈ P(Di j). Então, a representação

ϕDi j(X(t)) = ∏
Ci j∈C(Di j)

ϕCi j(X(t))

= ∏
Ci j∈C(Di j)

(
∏

e∈Ci j

(1−Xe(t))
)
, (4.33)

em que C(Di j) é o conjunto de todos os corte de Di j. Não é difícil ver que, de fato, as formas
(4.32) e (4.33) são equivalentes.

Para um tempo t ∈ T , fixo, a função de caminhos, ϕDi j é uma função binária não decres-
cente, com ϕDi j(0,0, . . . ,0) = 0 e ϕDi j(1,1, . . . ,1) = 1.

Seja RDi j , a função de confiabilidade do sistema representado pelo digrafo Di j, definida por

RDi j(τ) = Pr
(

ϕDi j(X(t)) = 1, ∀ t ∈ T (τ)
)
, (4.34)

em que T (τ) = [0,τ]∩T . R é uma medida intuitiva de confiabilidade para um digrafo Di j, mas
para grafos mais complexos e maiores a determinação de seu valor exato pode ser difícil.
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4.5.1 Decomposição de digrafos

Denote por δn, a seguinte família de subdigrafos de D̂0m:

δn = {Din : Din é subdigrafo, i < n},

ou seja, a família de subdigrafos que têm o mesmo sorvedouro n ∈ V (D̂0m), 1 ≤ n ≤ m. Tam-
bém, denote o conjunto de vértices-fontes associados à família δn por:

F(δn) = {i, i ∈V (D̂0m),Din ∈ δn}

A família δn é chamada própria se

1. Para quaisquer D1
in e D2

jn em δn, tem-se

D1
in ∩D2

jn =

{
({i,n},∅), se i = j
({n},∅), nos outros casos.

(4.35)

2. Para todo P0m em D̂0m existe i ∈ F(δn)∩V (D̂0m) e Din ∈ δn tal que:

P0n = (P0n)i∪ (P0n)
i, (4.36)

com (P0n)i∪δn ⊂ (F(δn),∅) e (P0n)
i ∈ P(Din).

Digrafos próprios sempre existem, visto que δ = {D̂0m} é próprio. A propriedade dada por
(4.35) diz que os subdigrafos da família própria δn são aresta-disjuntos e vértice-disjuntos, a
menos para o vértice-sorvedouro n e, eventualmente, um vértice-fonte i. A Equação (4.36)
estabelece a relação entre P(D̂0n) e δn.

A demonstração da proposição abaixo segue diretamente das definições dadas acima.

Proposição 4.2. Se δn = {Din} é uma família própria de digrafos então:

ϕD̂0n
= 1− ∏

Din∈δn

(
1−ϕD̂0i

ϕDin

)
= max

Din∈δn

{
ϕD̂0i

ϕDin

}
. (4.37)

4.5.2 Limites para confiabilidade

É natural a busca de limites sobre os diversos índices que são definidos. Em particular segue-se
a determinação de limites para a confiabilidade de um sistema.

Lema 4.1. Seja A =
(
αi j
)
, 0 ≤ αi j ≤ 1, i = 1, . . . ,r e j = 1, . . . ,s. Então
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(i) max
1≤i≤r

{ s

∏
j=1

αi j

}
≤

s

∏
j=1

max
1≤i≤r

{αi j}.

(ii) max
1≤i≤r

{ s

∏
j=1

αi j

}
≤ 1−

r

∏
i=1

(
1−

s

∏
j=1

αi j

)
.

Se αi j ∈ {0,1}, i = 1, . . . ,r e j = 1, . . . ,s, e com αi j1 ≥ αi j2 , para j1 ≤ j2, para todo i,
então:

(iii) max
1≤i≤r

{ s

∏
j=1

αi j

}
=

s

∏
j=1

max
1≤i≤r

{αi j} = 1−
r

∏
i=1

(
1−

s

∏
j=1

αi j

)

Demonstração.

(i) É claro para as hipóteses consideradas.

(ii) Segue por indução sobre r com respeito a βi = ∏s
j=1.

(iii) Se max
1≤i≤r

{αi j0}= 0, para algum jo ∈ {1,2, . . . ,s}, nada a provar. Mas se max1≤i≤r{αi j}=

1, para todo j, então existe i0 ∈ {1,2, . . . ,r} com αi0s = 1 e devido à propriedade de αi j
ser não-decrescente, αi0 j = 1, para todo j.

É dito que um componente com processo de confiabilidade {X(t), t ∈ T} está em funciona-
mento em T (τ), se Pr(X(t) = 1,∀t ∈ [0,s)|X(s) = 1) = 1, para todo s ∈ T (τ) com Pr(X(s) =

1) > 0. Neste caso,

Lema 4.2. Se D é um digrafo cujos vértices estão em funcionamento em T (τ), então

ϕD(X(t1)) ≥ ϕD(X(t2)), t1 < t2, t1, t2 ∈ T (τ).

Demonstração. Defina A = {ω ∈ Ω : ϕD(X(t2,ω)) = 1} com Pr(A) > 0 e Ã = {ω ∈ Ω :
ϕD(X(t1,ω)) ≤ ϕD(X(t1,ω))}. Tem-se que Ã ⊂ A, pois ϕD é uma função binária. Como
Pr(Ã) > 0,

Pr(ϕD(X(t)) = 1,∀t ∈ [0, t2)|ϕD(X(t2)) = 1) ≤ Pr(ϕD(X(t1)) = 1|ϕD(X(t2)) = 1)

=
Pr(A\ Ã)

Pr(A)
< 1,

o que é uma contradição. Disso segue a afirmação do lema.

Seja Θ ⊂ T (τ) um subconjunto enumerável e denso em T (τ). Considere, também, Tk =

{t1, . . . , tk} ⊂ Θ, um subconjunto finito de Θ com Tk ↗ Θ, (k → ∞) e D, D1 e D2 subdigrafos
de uma δ -família própria. Então, pela convergência monótona,

Pr(ϕD(X(t)) = 1, t ∈ Tk) ↘ Pr(ϕD(X(t)) = 1,∀t ∈ Θ), (k → ∞). (4.38)
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Além disso,
RD(τ) = Pr(ϕD(X(t)) = 1,∀t ∈ Θ), (4.39)

pois ϕD(X(t,ω)) é contínua à direita, para ω ∈ Ω, fixo. E, se {X(t), t ∈ T} é tempo associado,
então

{ϕD(X(t)), t ∈ T} é tempo-associado, (4.40)

pois ϕD(X(t)) é uma função binária não-decrescente para um t ∈ T , fixo. Como {ϕD(X(t)), t ∈
T} é um conjunto de variáveis aleatórias binárias correlacionadas, para D1 e D2 em δ , tem-se:

E
〈 k

∏
x=1

ϕD1(X(tx))ϕD2(X(tx))
〉
≥ E

〈 k

∏
x=1

ϕD1(X(tx))
〉

E
〈 k

∏
x=1

ϕD2(X(tx))
〉
. (4.41)

Agora, considere que com respeito a uma família própria de digrafos δn = {Din}, existam
limites inferior e superior de confiabilidade, RD̂0i

(τ), i ∈ F(δn), denotados por

Li(τ) ≤ RD̂0i
(τ) ≤Ui(τ), i ∈ F(δn), (4.42)

e, defina,

Ln(τ) = max
Din∈δn

{Li(τ)RDin(τ)}, (4.43)

Un(τ) = 1− ∏
Din∈δn

(
1−Ui(τ)RDin(τ)

)
. (4.44)

Teorema 4.1. Se δn = {Dn} é uma família própria de digrafos, se {X(t), t ∈ T} é um processo
associado ao tempo de performance de confiabilidade. Então:

RD̂0n
(τ) ≥ Ln(τ).



4.5 CONFIABILIDADE EM DIGRAFOS ESTOCÁSTICOS 57

Demonstração. Considerando-se (4.38 – 4.44), tem-se para um conjunto finito de tempos Tk:

Pr
(

ϕD̂0n
(X(t)) = 1, t ∈ Tk

)
= Pr

( k

∏
x=1

ϕD̂0n
(X(tx)) = 1

)

= E
〈 k

∏
x=1

ϕD̂0i
(X(tx))

〉

= E
〈 k

∏
x=1

max
Din∈δn

{
ϕD̂0i

(X(tx))ϕDin(X(tx))
}〉

≥ E
〈

max
Din∈δn

{ k

∏
x=1

ϕD̂0i
(X(tx))ϕDin(X(tx))

}〉

≥ max
Din∈δn

{
E
〈 k

∏
x=1

ϕD̂0i
(X(tx))ϕDin(X(tx))

〉}

≥ max
Din∈δn

{
E
〈 k

∏
x=1

ϕD̂0n
(X(tx))

〉
E
〈 k

∏
x=1

ϕDin(X(tx))
〉}

= max
Din∈δn

{
Pr
(

ϕD̂0i
(X(t)) = 1, t ∈ Tk

)
Pr
(

ϕDin(X(t)) = 1, t ∈ Tk

)
.

A primeira desigualdade segue da aplicação da Proposição 4.2 e do Lema 4.1(i). A segunda
desigualdade segue da desigualdade de Jensen (ver [Rud87]), devido à convexidade do operador
máximo. A terceira desigualdade segue de (4.41). Aplicando (4.38), (4.39) e (4.42), (4.43),
tem-se

RD̂0n
(τ) ≥ max

Din∈δn

{
RD̂0i

(τ)RDin(τ)
}
≥ max

Din∈δn

{
Li(τ)RDin(τ)

}
= Ln(τ).

Teorema 4.2. Seja δn = {Din} é uma família própria de subgrafos. Se {X(t), t ∈ T} é um
processo de performance de confiabilidade associada ao tempo e se processos dos componentes
{(Xe(t),e ∈ E(δn)), t ∈ T} e {(Xe(t),e ∈ E(δn)), t ∈ T} são independentes, em que E(δn) é o
conjunto de aresta que não estão em nenhum digrafo da família δn, então:

(i) Ln(τ) ≤Un(τ);

(ii) RD̂0n(τ) ≤Un(τ).

Demonstração. (i) Considerando-se, novamente, (4.38 – 4.44) para um conjunto finito de
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tempo Tk, obtém-se

maxDin∈δn

{
Pr(ϕD̂0i

(X(t)) = 1, t ∈ Tk) ·Pr(ϕDin(X(t)) = 1, t ∈ Tk)
}

≤ E
〈

max
Din∈δn

{ k

∏
x=1

ϕD̂0i
(X(tx))ϕDin(X(tx))

}〉

≤ 1−E
〈

∏
Din∈δn

(
1−

k

∏
x=1

ϕD̂0i
(X(tx))ϕDin(X(tx))

)〉

≤ 1− ∏
Din∈δn

[
1−E

〈 k

∏
x=1

ϕD̂0i
(X(tx))ϕDin(X(tx))

〉]

= 1− ∏
Din∈δn

[
1−Pr

(
ϕD̂0i

(X(t)) = 1, t ∈ Tk

)
Pr(ϕDin(X(t)) = 1, t ∈ Tk)

]

A primeira desigualdade segue dos argumentos usados na prova do Teorema 4.1. A segunda
desigualdade segue do Lema 4.1(ii). A terceira desigualdade é obtida de (4.41), pois

{
1−

k

∏
x=1

ϕD̂0i
(X(tx))ϕDin(X(tx)),Din ∈ δn

}

é um conjunto de variáveis aleatórias binárias correlacionadas. Finalmente, a última igualdade
segue considerando-se os processos dos componentes independentes. Aplicando (4.38), (4.39)
e (4.42), (4.43) e (4.44), segue o resultado.

(ii) Como antes,

Pr
(

ϕD̂0n
(X(t)) = 1, t ∈ Tk

)
= E

〈 k

∏
x=1

max
Din∈δn

(
ϕD̂0i

(X(tx)) ·ϕDin(X(tx))
)〉

= 1−E
〈

∏
Din∈δn

(
1−

k

∏
x=1

ϕD̂0i
(X(tx)) ·ϕDin(X(tx))

)〉

≤ 1− ∏
Din∈δn

[
1−Pr

(
ϕD̂0i

(X(t)) = 1, t ∈ Tk

)

×Pr
(

ϕDin(X(t)) = 1, t ∈ Tk

)]
,

em que a primeira igualdade segue do Teorema 4.2, a segunda igualdade segue dos Lemas
4.1(iii) e 4.2, pois os subdigrafos estão em funcionamento em T (τ) (em que t1 < .. . < tk são
considerados tempos em T (τ)) e a última desigualdade, novamente, segue a partir de (4.41) e a
hipótese de independência dos processos dos componentes. Aplicando (4.38), (4.39) e (4.42),
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(4.44), tem-se

RD̂0n
(τ) ≤ 1− ∏

Din∈δn

(1−RD̂0i
RDin(τ))

≤ 1− ∏
Din∈δn

(1−Ui(τ)RDin(τ))

= Un(τ).

4.6 Computação das probabilidades via polinômio de Tutte

Como visto no capítulo 3, dada uma modelagem de uma rede elétrica que seja representada
por um grafo cujos vértices são os componentes de tal rede, pode-se definir um espaço de
probabilidade sobre tal grafo a partir da função de probabilidade computada como uma função
sobre a rede e, portanto, dada pelo polinômio de Tutte (p.ex., ver Proposição 3.6).

Funções de confiabilidade para a rede, também, podem ser estabelecidas a partir do Teo-
rema 3.5, que apresenta o modelo de percolação para grafos aleatórios.

No próximo capítulo, serão apresentadas as aplicações das técnicas aqui indicadas.



CAPÍTULO 5

Aplicação a Redes Elétricas Reais

O ESTUDO DE CONFIABILIDADE e de risco em redes até aqui apresentado pode ser dire-
tamente aplicado à sistemas reais, em particular, a redes elétricas compostas por um

sistema de geração e transmissão de energia elétrica. Tais sistemas possuem uma considerável
quantidade de componentes, distribuídos em subestações e plantas de geração, conforme um
planejamento estratégico para sua distribuição ao consumidor final. Tais equipamentos e suas
conexões podem ser representados por um grafo G = (V,E), para o qual o conjunto de vértices
corresponde ao conjunto de equipamentos e E, o conjunto de arestas, representa as ligações
entre os equipamentos.

Estes componentes pertencem às seguintes classes: (G) Geradores; (T) Transformadores e
Autotrafos; (R) Reatores (em série e “shunt”); (B) Barramentos; (CS) Chaves Seccionadoras;
(L) Linhas de Transmissão; (C) Compensadores (Estáticos e Síncrono); (CP) Capacitores (em
série e “shunt”); (D) Disjuntores, além dos equipamentos do sistema de proteção do sistema:
relés (diversos tipos), transformadores de corrente e de potencial, pára-raios, bobinas de blo-
queio e enlace de fibra ótica. Veja na Figura 5.1, um diagrama, exemplo de parte de uma rede
elétrica. Tal diagrama baseia-se nos diagramas unifilares fornecidos pela CHESF de suas insta-
lações e produzidos por software específico que vem sendo desenvolvido para estudo de risco
na rede elétrica.

Quando se fala em um sistema elétrico, geralmente se representa por uma tripla (V,E,r),
para a qual (V,E) são os vértices e arestas de um grafo e r : E → R+ é uma função, chamada
resistência da aresta, r(e) = re. Se existe uma diferença de potencial νe em uma aresta e =
[v,u], surge uma corrente elétrica, obedecendo a Lei de Ohm: ie = νe/re, que é dita fluir de v
para u. Sobre esta representação, ainda exige-se que sejam satisfeitas as seguintes propriedades:

• (Lei de Corrente de Kirchhoff). A soma das correntes que entram e saem de qualquer
vértice é nula.

• (Lei de Potencial de Kirchhoff). A soma das diferenças de potencial ao redor de qualquer
ciclo de (V,E,r) deve ser nula.

A modelagem para a avaliação de risco não considera o modelo da rede elétrica como
descrito acima, pois há uma necessidade de analisar os equipamentos individualmente e não

60
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os pontos elétricos (de mesmo potencial). Assim, o modelo para a rede elétrica é dado por
um grafo definido como se segue: seja G um grafo cujo conjunto de vértices representa cada
componente do sistema elétrico, e dois vértices são ligados por uma aresta se os componentes
representados possuem ligação física ou lógica (ou seja, se o funcionamento/operação de um
influencia no funcionamento/operação do outro).

Agora, considere a seguinte operação: retire todos os vértices que representam os disjun-
tores1. As componentes conexas deste subgrafo serão denominadas setores da rede. Constrói-
se um novo grafo: os vértices são os setores do subgrafo definido anteriormente e as arestas
correspondem aos disjuntores que separam dois setores. Tal grafo é denominado grafo de iso-
lamento.

O interesse é calcular o risco associado a cada equipamento nos diversos setores da rede
elétrica, definidos pelo grafo de isolamento.

5.1 Enumeração de estados

Seja C = {c1,c2, . . . ,cn} o conjunto de componentes do sistema elétrico. Cada componente
pode estar em dois estados: ligado e desligado. Isso é representado pela seguinte função

s(ci) = si =

{
0, se ci está no estado desligado;
1, caso contrário.

Denota-se por s = (s1,s2, . . . ,sn) a n-upla que representa um estado do sistema. Se pi
e qi = 1− pi ([CCL07],[CCLM07]) denotam as probabilidades de sucesso (estado ligado) e
falha do i-ésimo componente, a probabilidade de um estado do sistema é (veja (3.22))

Pr(s) =
n f

∏
i=1

qi

n−n f

∏
j=1

p j,

em que n f é o número de componentes falhados (ou nos estados desligado). Se todos os com-
ponentes estão ligados então n f = 0 e, define-se naturalmente,

Pr(s) =
n

∏
i=1

pi.

1equipamento de proteção que interrompe o fluxo de carga até o equipamento, ou conjunto de equipamentos
que este esteja protegendo.
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Figura 5.1 Diagrama contendo parte de uma rede elétrica. Subestação Recife II, CHESF.
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No caso de descrição do estado do sistema, tem-se que

f (s) = Pr(s)
n

∑
k=1

αk, e

d(s) =
1

∑αk
,

em que f (s) denota a freqüência de um estado e d(s) é a duração média de tal estado. Tem-se

αk =

{
λk, taxa de falha
µk, taxa de reparo,

usado de forma conveniente na transição de estados s. Se denotarmos por S o conjunto de todos
os estados, então, a probabilidade acumulada de falha do sistema é

Pf = ∑
s∈S

Pr(s)

e a freqüência de falha do sistema reduz-se a

Ff = ∑
s∈S

f (s)− ∑
n,m∈S

fnm,

em que fnm é a freqüência de transição do estado n para o estado m. Assim, é natural obtermos
a duração acumulada da freqüência de falha do sistema como

D f =
Pf

Ff
.

5.2 Simulação de Monte Carlo

Seja si o estado do i-ésimo componente do sistema e qi sua probabilidade de falha. Novamente,
denote por s = (s1,s2, . . . ,sn) a n-upla que representa o estado do sistema. Tome Ri um número
aleatório em [0,1] com distribuição uniforme. O estado si é dado por

si =





0, (sucesso) se Ri > qi

1, (falha) se 0 ≤ Ri ≤ qi.

O processo de simulação Monte Carlo não-seqüencial considera

Pr(s) =
m(s)

M
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como sendo a probabilidade do estado s do sistema, sendo m(s) o número de ocorrências do
estado s do sistema e M o número total de amostras. Note que esse método requer um grande
número M de amostras para que haja significância dos resultados obtidos.

Este método considera os processos de transição cronológicos de cada estado, ou seja, a
descrição do estado de um componente ao longo do tempo. O método considera a duração de
um estado do i-ésimo componente como

Di =
1
αi

logRi,

em que Ri é um número aleatório distribuído uniformemente em [0,1] e αi é a taxa de falha
(λi) ou a taxa de reparo (µi), conforme o estado. O método supõe uma simulação para todos os
componentes, perfazendo uma curva de estados durante um certo período de tempo (um ano,
por exemplo). O estado do sistema é avaliado pela soma de cada curva individual:

Pf =

Mdn

∑
k=1

Ddk

Mdn

∑
k=1

Ddk +
Mup

∑
j=1

Du j

,

Ff =
Mdn

Mdn

∑
k=1

Ddk +
Mup

∑
j=1

Du j

,

D f =

Mdn

∑
k=1

Ddk

Mdn
.

Como antes, Pf , Ff e D f são a probabilidade de falha do sistema, a freqüência de falha e a
duração média da falha, respectivamente. Ddk é a duração no k-ésimo estado desligado (down)
e Du j a duração do j-ésimo estado ligado (up). Mdn e Mup representam, respectivamente, o
número de ocorrências de falhas e sucessos do sistema na simulação.

5.3 Funções usadas na análise do sistema

Em todos os casos, para cada estado de falha do sistema, funções de risco podem ser obtidas
através de técnicas de análise do sistema. Por exemplo, se for considerado uma função de
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diminuição de carga, C(s), devido ao estado do sistema s, tem-se que

E〈C〉 = ∑
s∈S

C(s)P(s)

é a expectativa desta função para todos os estados de falha do sistema.

Os três métodos de análise do risco de falha têm como principal parâmetro a indisponi-
bilidade de energia provocada por uma configuração (estado) particular do sistema. Além da
configuração determinada pelo seqüenciamento dos diversos componentes, exigências espe-
ciais de carga do sistema podem ser consideradas.

Seja N = (D,R) uma rede elétrica e considere que existam k vértices sorvedouros, conside-
rando a rede como um digrafo (ver Seção 4.3). Na prática, tais vértices representam os pontos
de carga de um sistema de geração e transmissão de energia elétrica que são responsáveis pela
solicitação de demanda de energia (consumidores).

Seja y ∈ V (D) um ponto de carga (ou vértice sorvedouro). O número de interrupções em
um ano, no ponto de carga y é dado por:

Iy = ∑
x∈Γ(y)

Fxy, (5.1)

em que x ∈ Γ(y) representa os componentes da rede cuja falha implica na falha de y, e Fxy é o
número de falhas deste componente em um ano. Considera-se Iy com distribuição de Poisson.

Na próxima seção, há uma nova definição da probabilidade de falha de um componente, que
leva em conta a configuração (topologia) do sistema. Tal definição torna possível a definição
do risco de falha, que será utilizada na classificação dos equipamentos do sistema elétrico.

Como indicado na Seção 4.3, são utilizadas técnicas analíticas para determinar a média e
os momentos centrais de índices de confiabilidade. Os valores dos quatro primeiros momentos
centrais dos parâmetros de performance e tempos de restauro do sistema são necessários para
se obter os momentos nos índices de confiabilidade usando estas técnicas. Seguem alguns
exemplos de índices mais freqüentemente utilizados.

5.3.1 Duração de interrupção de pontos de carga

A duração da interrupção de qualquer sorvedouro da rede (pontos de carga) y, denotado por
DIPCy é definido como o tempo que se leva para restaurar o suprimento do ponto y se este for
interrompido devido a falha em algum componente. A duração de interrupção do ponto de carga
é uma combinação de variáveis aleatórias, RTxy, que representam o tempo de restauro do ponto
de carga y, tendo sido este interrompido devido à falha no equipamento x. Especificamente, por
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(4.7), o valor esperado para DIPCy é dado por:

E〈DIPCr
y〉 = ∑

x∈Γ(y)
PxyE〈RT r

xy〉 (5.2)

A probabilidade que a dada interrupção de um ponto de carga y devido ao componente x,
Pxy, pode ser avaliada como uma razão da taxa de falha de todos os componentes que pertençam
à Γ(y).

5.3.2 Indisponibilidade anual de um ponto de carga

Este índice, denotado por IAPCy para um determinado ponto de carga y, é definido como o
tempo total em um ano (ou intervalo pré-definido de tempo) no qual o ponto de carga perma-
neceu fora de serviço ou indisponível. O número de interrupções de ponto de carga y em um
ano são dados por Iy. Cada uma destas interrupções são dadas por

IAPCy =
Iy

∑
k=0

DIPCyk, (5.3)

ou seja, IAPCy é a soma aleatória das variáveis aleatórias DIPCy. A variável aleatória Iy segue
uma distribuição de Poisson (por hipótese). Os momentos de IAPCy podem, portanto, ser
obtidos utilizando-se os momentos de Iy e DIPCy nas Equações (4.19 – 4.22).

5.3.3 Índice de freqüência média de interrupção de serviço

Denote por IF, o número de interrupções a consumidores do sistema2 em um ano. Denote,
ainda, por IFx, o número de interrupções devido ao componente x. Seja Γ̃(x) o conjunto de
pontos de carga que são interrompido por causa da falha de x. O número total de consumidores
prejudicados pela interrupção do ponto de carga y devido à falha no componente x é dado por
∑y∈Γ̃(x) cy, em que cy é o número de consumidores ligados ao ponto y. Se o número total de
consumidores do sistema é denotado por cT , então o percentual de consumidores prejudicados
devido à falha do componente x é dado por ∑y∈Γ̃(x)(cy/cT ). A falha de um dado componente
pode ser devido a qualquer um dos componentes, incluindo x. A contribuição do IFx é dada,
portanto, por

E〈IFr
x 〉 = ∑

x
Px


 ∑

y∈Γ̃(x)

cy

cT




r

. (5.4)

2efetivamente, os consumidores são responsáveis pela solicitação de carga nos pontos de carga
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Como o valor ∑y∈Γ̃(x)(cz/cT ) é constante pode-se obter facilmente os momentos de IFx.
Existem Ft eventos de falha em um ano. Cada um destes contribui com IFx para o valor de IF .
Logo, IF é uma soma aleatória da IFx e é dada por

IF =
Ft

∑
k=0

IFxk.

5.3.4 Índice de duração média de interrupção de serviço

Iout é definido como o número de perdas em horas de consumidores por consumidor do sistema
em um ano. A contribuição de Iout para um evento de falhas de um dado componente x é


 ∑

y0∈Γ̃(x)

cy0

cT


Rx + ∑

z∈Γx(y)

cz

cT
RMz,

em que Γx(y) é o conjunto de componentes responsáveis pela restauração do funcionamento do
ponto de carga y, após a falha do componente x ∈ Γ(y). RMz é o tempo de acionamento do com-
ponente z. Na equação acima, Γ̃(y), no primeiro somatório pode ser interpretado como sendo
o conjunto de pontos de carga y que são restaurados pelo acionamento de x (anteriormente
falhado) e Rx é tempo de restauro do componente x.

A contribuição em Iout de um evento de falha do componente x dado acima é uma função
algébrica linear das variáveis aleatórias e seus momentos são obtidos usando-se as Equações
(4.15 – 4.18). Como os momentos obtidos são a média e os momentos centrais, utiliza-se
(4.23 – 4.25) para se converter estes momentos. O evento de falha pode se dar em qualquer
componente incluindo o índice x e Iout(x), índice de duração média de interrupção de serviço
devido ao componente x, é, portanto, uma combinação destas quantidades. Usando (4.7), tem-
se

E〈Iout(x)〉 = ∑
x

Px ·E
〈



 ∑

y0∈Γ̃(x)

cy0

cT


Rx + ∑

z∈Γx(y)

cz

cT
RMz




r〉
.

Existem Ft eventos de falha de componentes por ano e cada um destes eventos contribui
com Iout(x) para o valor de Iout , portanto,

Iout =
Ft

∑
k=0

Iout(xk).

Os momentos de Iout podem ser obtidos usando-se as Equações (4.19 – 4.22).
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5.4 Definição de Risco

Seja C = {c1, . . . ,cn} o conjunto de componentes. Seja G = (C,E), o grafo de isolamento
(dirigido) tal que

E = {e = [cic j] : falha/desligamento ci ⇒ falha/desligamento c j}. (5.5)

Associados a cada vértice (componente) de G, existem dois eventos (locais):

• ci está no estado u (upper, ligado), ou ci é um u-vértice, ou

• ci está no estado d (down, desligado), ou ci é um d-vértice.

Estes eventos são considerados complementares, ou seja, um é a negação do outro. Aqui
serão denotados por uci e dci , respectivamente. Eventos mais detalhados são da forma uC1dC2

com C1∪C2 = C e C1∩C2 = ∅. Estes são chamados eventos elementares. O conjunto de todos
os eventos elementares é chamado espaço de eventos, que é denotado por Ω. A soma (lógica)
de dois eventos a e a′ é denotada por a+a′. Obviamente, uci +dci = 1. Dois eventos a e a′ são
chamados incompatíveis ou disjuntos se a+a′ = 0.

Eventos formados por somas finitas de eventos-produto finitos são chamados eventos lo-
cais. Os eventos formados pelo fecho da coleção de eventos locais sobre somas enumeráveis e
produtos enumeráveis são chamados eventos aleatórios.

Eventos mais gerais são obtidos tomando-se o fecho da coleção de eventos aleatórios sobre
produtos e somas arbitrárias. Considerando-se a completa distributividade, cada evento pode
ser escrito unicamente como uma soma de eventos elementares. Logo, existe uma correspon-
dência 1-a-1 entre eventos e subconjuntos do espaço de eventos.

Defina pi = Pr(ci) a probabilidade de eventos locais sobre o vértice ci ser um d-vértice ou
um u-vértice, independente de todos os outros componentes. Tem-se que:

P1. Pr(0) = 0 e Pr(1) = 1.

P2. Pr(dci) = pi e Pr(uci) = qi = 1− pi, 0 ≤ pi ≤ 1, i = 1, . . . ,n.

P3. Para produtos finitos uC′
dC′′

com C′∩C′′ = ∅, Pr
(
uC′

dC′′)
= pC′

qC′′
, ou seja, os eventos

são considerados sendo independentes.

P4. Para somas finitas de eventos-produto finitos tem-se:

Pr

(
n

∑
i=1

ai

)
=

n

∑
i=1

Pr(ai).
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Denomina-se aqui Pr como a probabilidade primária de desligamento ou falha. Seja

custo(ci) = “custo desligamento/falha de ci.” (5.6)

A função custo(ci), para ci ∈ C, é uma função real não-negativa dada em termos absolutos do
custo de permanência de um componente no estado d, ou pode ser normalizada pelo “maior”
custo de falha/desligamento. Esta função é obtida levando-se em conta os contratos de serviço,
multas previstas, aliados ao custo de manutenção e substituição de componentes.

Defina, agora, um acidente em G como sendo um par

a = (v,{e1, . . . ,ek}),

em que v é um vértice de G, que representa um setor apresentando uma falha e {e1, . . . ,ek} é
o conjunto de arestas (representando os disjuntores no grafo de isolamento), que não estão em
funcionamento, ou seja, que por problemas internos ou do sistema de proteção, tais disjuntores
não são acionados adequadamente, não interrompendo o fluxo de carga. Além disso, o subgrafo
de G induzido por {e1, . . . ,ek} e contendo v é conexo.

Para a definição do risco de um setor ainda deve-se considerar a seguinte hipótese adicional:
para cada setor v o surgimento de uma falha que possa ser considerada acidente é uma variável
aleatória Av, que assume 1, com probabilidade pv e 0, como probabilidade 1− pv. Ainda, cada
aresta e possui probabilidade pd de estar em estado de falha quando requerido.

Então, a probabilidade de ocorrência anual de um acidente é

Pr(a) = pv ×
k

∏
i=1

pei ×∏
e/∈a

(1− pd). (5.7)

Logo, o risco de ocorrência de um acidente a é

R(a) = Pr(a)× custo(a). (5.8)

De maneira direta, tem-se que o risco de um determinado setor v reduz-se a

R(v) = ∑
a=(v,E ′)

R(a). (5.9)

5.5 Risco sobre caminhos

Uma outra abordagem de atribuição de risco pode ser dada com se segue: seja G o grafo
de isolamento, como descrito na Seção 4.1. Note que G é conexo. Se não o for, considere
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as definições a seguir para cada componente conexa. Para cada v ∈ V (G), em que setores
são definidos como contendo um ou mais equipamentos, suponha que seja determinada uma
probabilidade Pr(v) de surgimento de um sinal de queima. Tal sinal se propaga pela rede através
de caminhos dirigidos a partir de v.

Cada aresta de G é munida de um dispositivo (função) que, a partir do surgimento do sinal
de queima em v, remove as arestas que saem de v (e1 = [vv1], . . . ,ek = [vvk]) com probabilidade
q(ei) = qei = 1− pei .

Seja custo : V (G) → R+ a função custo do vértice v, definida como antes. O risco de um
vértice v, R(v), pode ser calculada pela regra do produto como:

R(v) = Pr(v)
{

custo(v) ∏
x∈Γ(v)

qvx + ∑
u∈Γ(v)

pvu ∏
x∈Γ(v)

x6=u

qvx

(
custo(v)+ custo(u)

)
∏

y∈Γ(u)
y6=v

quy

+ ∑
u∈Γ(v)

∑
w∈Γ(u)

w6=v

(
pvu ∏

x∈Γ(v)
x6=u

qvx

)(
puw ∏

y∈Γ(u)
y/∈{v,w}

quy

)
×
(

custo(v)+ custo(u)+ custo(w)
)

∏
z∈Γ(w)

z6=u

qwz

+falhas por 3-caminhos...
}
.

(5.10)

Em (5.10), Γ(v) representa o conjunto de vizinhos de v em G, ou seja, os vértices adjacentes a
v.

5.6 Avaliação do Risco de um Sistema

Um sistema de potência consiste em muitas entidades. Desligamentos estocásticos de tais en-
tidades formam as principais causas dos processos de falha do sistema. A primeira tarefa na
avaliação do risco de um sistema é determinar modelos de desligamentos de seus componentes.
As falhas de uma entidade (transformador, disjuntor, linha de transmissão, etc.) de um sistema
elétrico são classificadas em duas categorias: desligamento independente e dependente. Cada
categoria pode ainda ser classificada de acordo com os modos de desligamento. Na maioria dos
casos, só são considerados desligamentos forçados reparáveis, considerando que (em alguns ca-
sos) são, também, modelados desligamentos planejados. Falhas devido ao envelhecimento dos
componentes, também, são incorporadas na avaliação do risco tradicional. Há dois métodos
básicos para selecionar os estados de um sistema elétrico: enumeração de estados e Simulação
Monte Carlo. Ambos os métodos têm prós e contras. Em geral, as condições operacionais
complexas não são consideradas e as probabilidades de falha dos seus componentes são bas-
tante reduzidas, sendo que a técnica de enumeração de estados é mais eficiente. Quando as
condições operacionais são complexas e envolvem um número grande de eventos, os métodos
do tipo Monte Carlo são preferíveis.
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A avaliação do risco de um sistema de potência é geralmente associada com as seguintes
etapas: (1) determinar modelos de desligamento de componentes; (2) selecionar estados de
sistemas e calcular as probabilidades deles estarem em funcionamento; (3) avaliar as conse-
qüências dos estados selecionados do sistema; (4) calcular índices de risco.

Como mencionado anteriormente, o risco é uma combinação de probabilidade e conse-
qüência. Com a informação obtida na segunda e terceira etapas, pode ser criado um índice que
represente verdadeiramente o risco do sistema.

De acordo com a análise dos estados do sistema, a avaliação do risco de um sistema elétrico
pode ser dividida com relação a dois aspectos básicos: suficiência e segurança do sistema. A
suficiência relaciona a existência de instalações suficientes dentro do sistema para satisfazer
a demanda de carga dos consumidores e aos desligamentos operacionais dos componentes do
sistema. A suficiência é, então, associada com as condições estáticas que não incluem processos
dinâmicos. A confiabilidade relaciona a habilidade do sistema em responder às perturbações
dinâmicas que surgem dentro do sistema. A confiabilidade é, então, associada com a resposta
do sistema para quaisquer perturbações a que ele esteja sujeito. A maioria das técnicas de
avaliação de risco que foram usadas nas aplicações a sistemas elétricos está no domínio da
avaliação de suficiência.

Um sistema de potência inclui as três funções fundamentais de geração, transmissão (in-
clusive subestação) e distribuição. Tradicionalmente, as três zonas funcionais são incluídas em
uma mesma função de utilidade. Estas três zonas funcionais podem ser tratadas separadamente
para formar a geração independente, transmissão e companhias de distribuição. A avaliação
de risco para um sistema global, inclusive geração, transmissão e distribuição, não é prático
porque tal sistema é muito grande para controlar a capacidade de computação existente e as
exigências de precisão. Por um lado, os algoritmos que modelam o risco são bastante dife-
rentes para avaliar o risco de geração, transmissão, subestação e do sistema de distribuição.

Geralmente, torna-se necessário avaliar os benefícios relativos de alternativas diferentes,
inclusive a opção de não fazer nada. O nível de necessidade das análises não é mais complexo
que aquele que habilita os méritos relativos a serem avaliados. A habilidade para incluir um alto
grau de precisão em cálculos nunca deveria anular a incerteza inerente aos dados. Um índice
de risco absoluto, embora seja um objetivo ideal, é virtualmente impossível de se avaliar.

A natureza dos dados deve refletir a necessidade da avaliação do risco. Os dados devem
ser suficientes para assegurar que um método de avaliação possa ser aplicado, mas restritivo
bastante para assegurar que aqueles dados desnecessários não precisam ser coletados. Para
os modelos simples, os dados relacionam os dois processos principais do comportamento dos
componentes, isto é, os processos de falha e de reparo. Para modelos mais complexos, os dados
estão associados com as taxas de transição entre os vários estados. A qualidade dos dados é um
fator importante para ser considerado no processo de coleta dos dados.
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O objetivo básico de um sistema de energia elétrica moderno é prover energia elétrica para
seus clientes ao custo mais baixo possível e a um nível de risco aceitável. Há um conflito
entre economia e risco. A avaliação do custo-risco deve ser uma aproximação apropriada na
análise de riscos e dos fatores econômicos em um tratamento com base no valor monetário.
O custo do risco de uma interrupção de energia por unidade de tempo deve ser avaliado bem
como a energia esperada não provida. Entretanto, a quantificação do custo de interrupção é
complexa. Deve ser computada a função de penalização de clientes que pode ser determinada
em pesquisas de clientes durante vários anos.

Pode-se apresentar três métodos para avaliar o custo de interrupção de equipamentos:

• Método baseado em funções de penalização dos clientes: Ela deve representar uma
média por dano social aos clientes devida a interrupções de provisão de energia. É impor-
tante reconhecer que o custo de interrupção depende da região, país e sistema específico.

• Método baseado em investimentos de capital: Há uma relação mensurável entre o
capital investido e o índice de risco do sistema. Os custos de interrupção se baseiam nos
investimentos de capital.

• Método baseado em produto doméstico total: O produto doméstico total para uma
região pode ser obtido dividindo o custo estimado de perda de energia nesta região num
ano pelo consumo total de energia elétrica anual correspondente. Este número reflete o
dano econômico comum devido a 1 KWh de perda de energia elétrica naquela região.

Na simulação de PRA, sigla em inglês para Probabilistic Risk Assessment, são utilizados
atualmente os métodos chamados Minimal Cutset (MCS) e diagramas de decisão binária (BDD)
[OY04].

5.6.1 Implicantes primos

Seja F uma fórmula booleana e seja π um produto, ou seja, um conjunto de literais, no qual
não ocorra simultaneamente um literal e sua negação.

Diz-se que π é um implicante primo de F se π implica F , ou seja, π ocorrendo acarreta a
ocorrência de F . Um implicante π de F é chamado primo se não existe subconjunto próprio ρ
de π tal que ρ também seja um implicante de F . Como uma ilustração, seja F = ab + ac uma
fórmula booleana. Neste caso, F possui 7 implicantes ab, bc, ac, abc, abc, abc, abc. Destes, 3
são primos: ab, bc, ac.

Será denotado por PIL(F) ao conjunto de produtos implicantes primos de F . Se L é um
subconjunto de literais significantes que são construídos sobre um conjunto V , então define-se:

PIL[F] = {π ∩L : π ∈ PI[F] e não existe ρ ∈ PI[F] tal que ρ ∩L ⊂ π ∩L}. (5.11)
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5.6.2 Outros modelos de simulação: minimal cutsets e implicantes primos

Intuitivamente um Minimal Cutset (MCS) é um conjunto minimal de eventos básicos de uma
árvore de falha que induzem aqueles eventos que estão em posição superior (para detalhes sobre
árvores de falha, vide [VGRH81]).

Um literal ou é uma variável v ou sua negação, ¬v. Os literais v e ¬v são ditos opostos.
Será denotado por p o literal oposto a p. Um produto é um conjunto de literais interpretados
como o conjunto de seus elementos. Para um produto {a,b,¬c} escreve-se abc. Um minterm
sobre um conjunto de variáveis V = {v1,v2, · · · ,vn} é um produto que contém exatamente um
literal construído sobre cada variável de V .

Existe uma ordem natural sobre os literais: ¬v < v que pode ser estendida para minterms:
π ≤ ρ se, e somente se, para cada variável v, π(v) ≤ ρ(v).

Um MCS representa um cenário minimal de falha, mas tal definição se aplica no caso de
árvores de falha coerentes. No caso não-coerente é usada a noção de implicantes primos, que
são conjuntos quaisquer de literais, ou seja, que podem conter variáveis negativas.

5.6.2.1 Minimal Cutsets

Seja V um conjunto finito qualquer. Um produto π sobre V é um cutset de F com respeito a L
se π ∈ L e para todo minterm σ contendo π , existe um minterm δ ∈ F tal que δ ≤L σ , em que
≤L denota uma relação binária sobre o conjunto de minterms de V definida por

δ ≤L σ se para qualquer variável v,δ [v] ≤ σ [v]

e σ [v] é o literal construído sobre v que pertence a σ .

Um cutset π é minimal se não existem subconjuntos próprios de π que sejam cutsets. Um
MCS de uma fórmula F são os implicantes primos da menor aproximação monótona de F (vide
[Rau01]).

5.6.2.2 Teoremas de Decomposição

Dois teoremas fornecem um algoritmo para computar implicantes primos e MCS do que será
descrito na próxima seção como diagramas binários de decisão.

Teorema 5.1 (Decomposição para implicantes primos (Morreale, 1970)).

Seja F = v.F1 + v.F0 uma fórmula, tal que F1 e F0 não dependam de v. Então, o conjunto
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de primos implicantes de F é:
PI[F] = PIn∪PI1 ∪PI0,

em que PIn = PI[F1.F0], PI1 = {v.π : π ∈ PI[F1]\PIn} e PI0 = {v.π : π ∈ PI[F0]\PIn}. 2

Teorema 5.2 (Decomposição para MCS).

Seja F = v.F1 + v.F0 uma fórmula tal que F1 e F0 não dependam de v. Seja L o conjunto de
literais relevantes. Então, o MCS de F é descrito como segue:

Caso 1: tanto v quanto sua negação pertencem a L. Neste caso, o teorema de decomposição é o
mesmo que o teorema anterior de decomposição de implicantes primos.

Caso 2: v pertence a L, mas sua negação não. Neste caso, existem duas maneiras de computar
MCS[F].

PRIMEIRA DECOMPOSIÇÃO MCS[F] = MCS1 ∪MCS0

em que MCS0 = MCS[F0] e MCS1 = {v.π : π ∈ MCS[F1 +F0]/MCS0}.

SEGUNDA DECOMPOSIÇÃO MCS[F] = MCS1 ∪MCS0,

em que, MCS0 = MCS[F0], MCS1 = {v.π : p ∈ MCS[F1]÷MCS0}
P÷Q = {π ∈ P e ρ ∈ Q : ρ * π}

Caso 3: nem v, nem v pertence a L. Então, MCS[F] = MCS[F1]∪MCS[F0]. 2

A demonstração do último teorema encontra-se em [Rau01]).

5.6.2.3 Diagramas binários de decisão

O diagrama binário de decisão (BDD) associado a uma fórmula é uma codificação compacta
da tabela verdade da fórmula. Esta representação é baseada em decomposição de Shannon
[Rau01]). Os teoremas de decomposição (5.1 e 5.2) são o núcleo dos algoritmos de BDD para
computar MSC.

Sabe-se que qualquer expressão booleana é igual a uma expressão na forma normal conjun-
tiva (FNC), ou é uma expressão na forma normal disjuntiva (FND), a saber:

l∧

j=1




k j∨

i=1

t j
i


 ou

l∨

j=1




k j∧

i=1

t j
i


 ,
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em que ∧ representa o operador de conjunção (e), ∨ o operador de disjunção (ou) e t j
i são

literais.

Em geral, é muito difícil estabelecer quando uma expressão booleana é satisfeita:

Teorema 5.3 (Cook, 1971). A satisfação de expressões booleanas é um problema NP-completo.
�

Seja x → y0,y1 o operador se-então-senão definido por:

(x → y0,y1) = (x∧ y0)∨ (¬x∧ y1)
(

= xy0 + xy1

)

x é chamado expressão teste. Todo operador booleano pode ser expresso de tal maneira, por
exemplo, x =¬x = (x→ 0,1); x−− y = x implica y é x → (t → 1,0),(y→ 0,1) e, naturalmente,
x é representado por x → 1,0.

Agora, pode-se definir uma Forma Normal Se-Então-Senão (FNS) como a expressão boo-
leana construída inteiramente a partir dos operadores se-então-senão e as constantes 0 (falso) e
1 (verdadeiro), tal que todos testes sejam efetuados somente sobre variáveis [And06].

Teorema 5.4. Qualquer expressão booleana é equivalente a uma expressão em FNS. �

Se para um conjunto de expressões booleanas concatenadas identificam-se as subexpressões
de sua FNS correspondente, diz-se que foi obtido o diagrama binário de decisão (BDD) (Figura
5.2).

Figura 5.2 Árvore de decisão e BDD para (a∧b)∨ (a∧ c).

Existem algumas regras que estabelecem BDD mais compactos ou reduzidos para uma
mesma árvores de decisão.

Teorema 5.5. Para qualquer função f : Bn → B, em que B = {0,1}, existe exatamente um
BDD reduzido e ordenado u, com variáveis ordenadas x1 < x2 < · · · < xn, tal que

f u = ‘nó terminal de uma expressão booleana’ = f (x1,x2, · · · ,xn).
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Segue do lema que um BDD é um grafo acíclico, dirigido, com raiz, com um ou dois
vértices terminais de grau externo zero rotulados por 0 ou 1, e com um conjunto de vértices
variáveis u de grau externo dois.

Neste ambiente, um BDD é ordenado se sobre todo caminho do grafo as variáveis respeitam
um dada ordem linear x1 < x2 < · · · < xn e o BDD ordenado é reduzido se (i) nenhum par de
vértices distintos u e v tem a mesma variável sucessora e antecessora, (ii) nenhum nó variável
tem sucessor e antecessor distintos.

5.6.3 Modelagem de Atribuição de Risco usando BDD

A conversão de uma árvore de falha em um BDD é baseado nos algoritmos apresentados em
[CM93] e [CM92]. Além disso para construir o BDD é necessário construir uma lista ordenada
de vértices do sistema que tem um segurança imperfeita. Esta lista pode ser construída como
uma árvore de falha, o que estabelece o esquema de ordenação dos eventos.

Cada nó do BDD terá (pelo menos) as seguintes informações associadas a ele [DD95]: (1)
o nome do componente; (2) um índice, baseado na ordenação do nó; (3) a probabilidade de
falha, ou parâmetros que podem ser usados para determinar a probabilidade de falha; (4) a
probabilidade de segurança para o componente; (5) a desconfiança da sub-árvore percorrida
para qual o nó esta na raiz. Isto é feito eliminando-se caminhos múltiplos. O valor inicial será
0; (6) ponteiros “esquerda” e “direita” que apontam para o próximo nó no BDD.

O que foi mostrado nesta seção é que tomando-se uma representação gráfica bem conhecida
de uma função booleana e impondo-se uma restrição sobre os rótulos dos vértices, o grafo
de tamanho mínimo representando uma função tem uma forma canônica. Além disso, dado
qualquer grafo que represente uma função, ela pode ser reduzida a um grafo de forma canônica
em tempo aproximadamente linear.

Algoritmos apresentados em [Bry86] não somente minimizam a quantidade de memória
de alocação necessária para representar uma função, quanto o tempo requerido à execução de
operações simbólicas de funções, além de tornar bastante simples perguntas de testes de equiva-
lência, satisfabilidade e tautologia. Logo, a aplicação de tal modelo em atribuição probabilística
de risco é bastante indicada.

5.6.4 Simulação de cenários futuros

Um objetivo dos mais desejáveis na análise de falhas de um equipamento é o seguinte: a partir
do histórico de falhas do equipamento, produzir rapidamente milhões de cenários futuros cien-
tificamente plausíveis do seu comportamento relativo a estas falhas. Para resolver esta questão,
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usando a hipótese de que a distribuição das falhas é exponencial definiu-se um autômato finito,
ou seja, um grafo finito com pesos positivos nas arestas. Convém salientar que a distribuição
exponencial tem taxa de falha constante. Associou-se a esse grafo, um algoritmo (Tabela 5.1)
muito simples capaz de simular com rapidez o comportamento futuro do equipamento com a
mesma distribuição de falhas da que foi estimada a partir do histórico. Este autômato é um ele-
mento básico para a simulação de situações mais complexas como as que aparecem em cálculo
de risco no setor de geração e transmissão de energia.

A probabilidade de falha do equipamento nobre é calculada simulando (bilhões de vezes)
os cenários futuros para os fatores primitivos e lendo os vetores 0-1 nas linhas verticais que
cortam as linhas de tempo dos fatores primitivos. Cada linha vertical é um instante no tempo.
Dada a probabilidade, o risco é obtido pelo seu produto com o custo associado a falha. Em
geral, a probabilidade é bem pequena e o custo muito alto. Assim, ordenar os riscos é um
objetivo importante para tomar medidas preventivas.

A partir das linhas de tempo, pode-se gerar os grafos que representam os estados (vértices)
e suas transições (arestas), com pesos λi j representando a taxa de transição do estado i para o
estado j.

Supondo que o tempo de passagem do estado i para o estado j do equipamento k tem
distribuição exponencial com parâmetro λ (k)

i j , tal parâmetro são obtidos por:

λ (k)
i j =

n(k)
i j

∑i ti
,

em que n(k)
i j é o número de passagens do estado i para o estado j do equipamento k e ∑i ti

é a soma dos intervalos rotulados por i, ou seja, o total dos tempos em que o equipamento
permaneceu no estado i.

De posse dos parâmetros λ (k)
i j , passa-se ao algoritmo (Tabela 5.1) que define o autômato que

expressa o comportamento futuro de um equipamento a partir de N, que representa o número
de iterações, e do grafo com arestas com pesos positivos λi j.

A saída do algoritmo é a linha de tempo com falhas para os equipamentos em estudo.

5.6.5 Autômato e Histórico de Falhas

De maneira geral, pode-se através da história de falhas/reparos de um dado equipamento obter
um autômato que simula o futuro deste. Na Figura tem-se a representação de um grafo que
mostra as possíveis transições de estados do sistema.

Na Figura 5.4, é denotado por Ti o tempo de permanência de um equipamento arbitrário
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Tabela 5.1 Algoritmo para o grafo de estados.

0 Comece no estado i0; n = 0;
1 Estando em um estado i, sorteie para cada

aresta (i, j) um tempo Ti j > 0 aleatório
com distribuição exponencial de parâme-
tro λ (k)

i j
2 Permaneça Ti j no estado i e vá para o es-

tado j, tal que

Ti = min{Ti j′ : (i, j′) é aresta.};

n = n+1
3 Se n < N + 1, então volte para 2, senão

termine.

Figura 5.3 Exemplo de grafo de falha com quatro estados possíveis.

Figura 5.4 Exemplo de linha de tempo.

(relaxa-se aqui o k superescrito) no estado i. Se Ti j denotar o tempo de permanência do equi-
pamento no estado i até passar para o estado j, supondo que tem distribuição exponencial com
parâmetros λi j, tem-se que Ti j ∼ E(λi j). Neste caso, a função de distribuição acumulada para
este modelo é:

Pr(Ti j < x) = 1− exp(−λi jx), x > 0
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sendo a função densidade de probabilidade dada por:

fTi j(x) = λi j exp(−λi jx), x > 0

O tempo de permanência do equipamento no estado i é Ti = min j 6=i{Ti j}. Da função de
distribuição acumulada da distribuição considerado exponencial, tem-se Ti ∼ E(λi), em que
λi = ∑ j 6=i λi j.

Para a estimação no longo horizonte T , pode-se calcular a média dos Ti por T i = ∑Ti
ni

e,

portanto, λ̂i = 1
T i

= ni
∑Ti

representa a taxa de permanência no estado i.

Se pi é a probabilidade assintótica do equipamento estar no estado i, a freqüência de visitas
do estado i para o estado j é dada por fi j = piλi j. Logo, para a estimação no longo horizonte
T :

P̂i =
∑ ti
T

, f̂i j =
ni j

T
.

Então,

λ̂i j =
ni j

T
T

∑ ti
=

ni j

∑Ti
.

A freqüência de transições do estado i, fi, é dada por fi = pi ∑ j 6=i λi j.

E a estimação no longo horizonte T é f̂i = ∑Ti
T =

∑ j 6=i ni j

∑ti
. O número de transições Ni(t) do

estado i no tempo t pode ser tratado como um processo de Poisson de parâmetro piλit, ou seja,
Ni(t)∼ P(piλit), em que λi = ∑ j 6=i λi j.

Agora, se Ni j(t) é o número de transições do estado i para o estado j no tempo t, tem-se
que

Ni j(t) ∼ P(piλi jt).

A probabilidade de r transições do estado i para o estado j no tempo t, para r = 0,1,2, . . .,
é dada por

Pr{Ni j(t) = r} = (r!)−1e−piλi jt(piλi jt)r,

Pr{Ni j(t) > r} = 1−Pr{χ2
2(r+1) > 2piλi jt}.

No caso específico deste trabalho, para sua otimização, alguns pontos foram considerados
críticos no algoritmo. O autômato designado para representar a vida de um equipamento k é
representado por um grafo dirigido com pesos nas arestas (como especificado nessa subseção).
O peso das arestas representam λ (k)

i j , a taxa de transição do estado i para o estado j.
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Tabela 5.2 Estatísticas para Gerador UAS-01

ID Tipo Int.Ger. Oc. Oc(%) T(h) T(%) média(T) desvio padrão(T)
41 Possível Trabalho em Outra Maq/Eqto 53 33,76 551,17 0,60 10,40 4,75
6 Defeito (Desligamento Programado) 20 12,74 134,50 0,15 6,73 2,88
3 Atender Sistema De Transmissão 15 9,55 162,22 0,18 10,81 4,69
7 Defeito Alta Grav. (Deslig. Forçado) 14 8,92 128,13 0,14 9,15 3,26
14 Falha (Desligamento Automático) 9 5,73 2623,92 2,85 291,55 29,28
15 Falha na Partida 7 4,46 136,33 0,15 19,48 4,71
20 Atender Sistema de Linhas 4 2,55 29,17 0,03 7,29 3,17
4 Atender Sistema Protecao/Medição 4 2,55 41,08 0,04 10,27 2,10
34 Mp Periódica De 40 Mil Horas Oper. 3 1,91 75337,40 81,70 25112,47 0,00
36 Mp Periódica De 5 Mil Horas Oper. 3 1,91 851,88 0,92 283,96 7,95
35 Deslig Automático Externo ao Dmg 2 1,27 10,02 0,01 5,01 2,22
19 Mp Aperiódica de Cpsr 2 1,27 7,27 0,01 3,63 1,38
21 Mp Aperiódica Mecânica 2 1,27 13,45 0,01 6,73 2,42
23 Mp Periódica de 10 Mil Horas Oper. 2 1,27 878,90 0,95 439,45 21,18
24 Mp Periódica de 12 Mil Horas Oper. 2 1,27 1960,27 2,13 980,13 0,00
33 Mp Periódica de 4 Mil Horas Oper. 1 0,64 493,95 0,54 493,95 0,00
38 Mp Periódica de 6 Mil Horas Oper. 1 0,64 350,15 0,38 350,15 0,00
39 Elhorias/Modernizacoes 1 0,64 2,02 0,00 2,02 0,00
30 Mp Periódica de 3 Mil Horas Oper. 1 0,64 398,83 0,43 398,83 0,00

5.6.6 Aplicação a sistemas reais

Foi produzido a partir de minuciosos dados de históricos de todos os geradores da empresa
CHESF - Companhia Hidro Elétrica do São Farncisco, um modelo de predição de comporta-
mento futuro. Na Figura 5.5, abaixo, vê-se uma descrição das falhas para todos os geradores.
O vermelho indica acidentes graves, os retângulos verdes, acidentes de baixa complexidade e
o branco indica o equipamento em funcionamento. O código em JavaTM que gera as linhas de
tempo está apresentada no Apêndice C.

Na Tabela 5.2, estão relacionados os 23 tipos de intervenção para o gerador UAS-01 da
usina Apolônio Sales. Ela representa um histórico com o total de 92.217,8 horas com 157
ocorrências. A Tabela 5.3 apresenta as taxas de transição entre os diversos estados (tipos de
intervenção).
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A partir das taxas de transição obtém-se as probabilidades dos diversos estados, apresenta-
dos na tabela 5.4. As técnicas utilizadas para gerar o exemplo acima serão relembradas nesta
próxima seção.

5.6.6.1 Explanação da técnica aplicada

Para estimar a probabilidade de um equipamento nobre ser destruído, comece definindo os
principais fatores primitivos que ocasionariam a destruição do equipamento. Esta definição
é dada como uma função booleana usando portas lógicas AND, OR, NOT (e, ou, não) (veja
[CCL07]). As situações que implicam na destruição são os vetores binários associados aos
fatores primitivos (não ocorreu, ocorreu) que avaliam a função booleana como 1.

Como dito na seção anterior, a probabilidade de destruição do equipamento é calculada
promovendo a simulação (bilhões de vezes) dos cenários futuros. Suponha que uma usina
seja composta de três geradores G1, G2 e G3 e que tais equipamentos forneçam energia a um
mesmo barramento. Suponha, também, que se tenha o histórico de falhas destes geradores,
onde se tenha a descrição de tais falhas. Neste caso, pode-se construir uma linha de tempo, na
qual é representado o estado de cada equipamento e o motivo pelo qual ele estaria neste estado
(Figura 5.6).

A partir das linhas de tempo, pode-se gerar os grafos que representam os estados (vértices)
e suas transições (arestas), com pesos λi j representando a taxa de transição do estado i para o
estado j (Figura 5.7).

No caso dos geradores, os grafos são todos do “tipo estrela”, uma vez que todo estado vem
ou vai para o estado funcionando. O próximo passo é estimar os parâmetros λi j > 0 para que se
tenha um autômato simulador que simule o futuro, usando variáveis aleatórias com distribuição
exponencial com parâmetros λ (k)

i j .

O grafo de estados na Figura 5.9 é obtido a partir da linha de tempo. Em suas arestas
estão representadas as freqüências ni j em que cada transição ocorre na correspondente linha de
tempo. No caso mais geral, tem-se um grafo completo de arestas duplas. Assim, os parâmetros
λ usina

i j são obtidos por

λ usina
i j =

ni j

∑i ti
(5.12)

em que ∑i ti é a soma dos intervalos rotulados por i.

Como antes, a partir dos parâmetros λ usina
i j , passa-se ao algoritmo da Tabela 5.1 que define

o autômato. Este, por sua vez, define o comportamento futuro de um equipamento a partir do
número de iterações, N, e do grafo com arestas com pesos positivos λi j.
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Figura 5.5 Linha de tempo dos geradores das usinas da CHESF.
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Tabela 5.3 Taxa de transição dos diversos estados para Gerador:UAS-01, Usina Apolônio Sales.

DE PARA TAXAS
Melhorias/Modernizações OK 0,4958677686
Mp Aperiódica De Cpsr OK 0,2752293578
Desligamento Automático Externo ao Dmg OK 0,1996672213
Defeito (Desligamento Programado) OK 0,1486988848
Mp Aperiódica Mecânica OK 0,1486988848
Atender Sistema De Linhas OK 0,1371428571
Defeito Alta Gravidade (Desligamento Forçado) OK 0,1196410768
Ensaios Mecânicos OK 0,1183431953
Atender Sistema Proteção/Medição OK 0,1172638436
Atender Sistema de Transmissão OK 0,0853393447
Mp Aperiódica Elétrica OK 0,0679629979
Falha Na Partida OK 0,0450619602
Mp Periódica de 5 Mil Horas Oper. OK 0,0035216090
Falha (Desligamento Automático) OK 0,0030537265
Mp Periódica de 8 Mil Horas Oper. OK 0,0028628686
Mp Periódica de 6 Mil Horas Oper. OK 0,0028559189
Mp Periódica de 3 Mil Horas Oper. OK 0,0025073130
Mp Periódica de 10 Mil Horas Oper. OK 0,0022755717
Mp Periódica de 4 Mil Horas Oper. OK 0,0020244964
Mp Periódica de 12 Mil Horas Oper. OK 0,0010202691
OK Possível Trabalho em outra Maq/Eqto 0,0007005814
OK Defeito (Desligamento Programado) 0,0002643703
Mp Periódica de 48 Mil Horas Oper. Ok 0,0002625349
OK Atender Sistema de Transmissão 0,0001982778
OK Defeito Alta Gravidade (Desligigamento Forçado) 0,0001586222
OK Falha (Desligamento Automático) 0,0001057481
OK Mp Aperiódica Elétrica 0,0000793111
OK Falha na Partida 0,0000793111
OK Atender Sistema de Linhas 0,0000528741
Mp Periódica de 40 Mil Horas Oper. Ok 0,0000398209
OK Atender Sistema Proteção/Medição 0,0000396556
OK Mp Periódica de 5 Mil Horas Oper. 0,0000396556
OK Mp Periódica de 10 Mil Horas Oper. 0,0000264370
OK Deslig Automático Externo ao Dmg 0,0000264370
OK Mp Aperiódica Mecânica 0,0000264370
OK Mp Aperiódica de Cpsr 0,0000264370
OK Mp Periódica de 8 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periódica de 12 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Ensaios Mecânicos 0,0000132185
OK Mp Periódica de 3 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periódica de 6 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periódica de 40 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periódica de 48 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Mp Periódica de 4 Mil Horas Oper. 0,0000132185
OK Melhorias/Modernizações 0,0000132185
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Tabela 5.4 Probabilidades dos diversos estados.

OK 0,6704640159
Mp Periódica de 40 Mil Horas Oper. 0,2225602467
Mp Periódica de 48 Mil Horas Oper. 0,0337575641
Falha (Desligamento Automático) 0,0232176398
Mp Periódica de 12 Mil Horas Oper. 0,0086864729
Mp Periódica de 10 Mil Horas Oper. 0,0077892866
Mp Periódica de 5 Mil Horas Oper. 0,0075498503
Possível Trabalho em outra Maq/Eqto 0,0055040806
Mp Periódica de 4 Mil Horas Oper. 0,0043776517
Mp Periódica de 3 Mil Horas Oper. 0,0035346765
Mp Periódica de 6 Mil Horas Oper. 0,0031032185
Mp Periódica de 8 Mil Horas Oper. 0,0030956853
Atender Sistema de Transmissão 0,0014658642
Defeito (Desligamento Programado) 0,0011920117
Falha Na Partida 0,0011800472
Defeito Alta Grav. (Deslig. Forçado) 0,0008889128
Mp Aperiódica Elétrica 0,0007824146
Atender Sistema de Linhas 0,0002584908
Atender Sistema Proteção/Medição 0,0002267333
Mp Aperiódica Mecânica 0,0001192012
Deslig. Automático Externo ao Dmg 0,0000887731
Ensaios Mecânicos 0,0000748885
Mp Aperiódica de Cpsr 0,0000644011
Melhorias/Modernizações 0,0000178728

Figura 5.6 Linha de tempo dos geradores.

5.7 Modelagem probabilística dos cenários

Seja N = (V,E,r) uma rede, com GN = (V,E). Seja A ⊆ V o conjunto de vértices ativos,
como definidos na Seção 4.1. Nesta seção, especificamente, será determinado um modelo de
falha de cada vértice ativo d, cuja probabilidade de funcionamento adequado é dada por pd .
Os demais componentes da rede podem receber a probabilidade 1 de funcionamento. Uma
modificação no grafo GN , pode ser determinada pela transformação dos vértices ativos (que
no caso real representam os disjuntores da rede elétrica) em uma aresta e dois outros vértices
terminais (figura 5.10).

Seja G′
N o grafo obtido pela transformação sobre GN , como acima. Aplicado-se, então,

um modelo de percolação (ver Seção 3.4, o modelo de clustter aleatórios) sobre o grafo G′
N ,

definido pela distribuição de probabilidade:

µ(A) = Z−1

(

∏
d∈A

pd

)(

∏
d /∈A

(1− pd)

)
Qκ(A), (A ⊆ E(GN)), (5.13)

em que κ(A) é o número de componentes conexas do grafo G′
N : A = (V,A), pd , 0 ≤ pd ≤ 1
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Figura 5.7 Grafo de estados do gerador k = 1,2,3.

Figura 5.8 Construção da linha de tempo da Usina.

Figura 5.9 Grafo de falhas da usina, relativo a subconjuntos de geradores parados.

Figura 5.10 Transformação do grafo da rede elétrica.

são parâmetros associados a cada aresta de G′
N , Q ≥ 0 é um parâmetro do modelo e Z é uma
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Figura 5.11 Box plot para a variável resposta tempo.

constante normalizadora introduzida tal que

∑
A⊆E

µ(A) = 1. (5.14)

Como visto na Seção 3.8, ω(G) denota a configuração aleatória produzida por µ e Pµ a
distribuição de probabilidade associada, com µ(A) = Pµ{ω(G) = A}. A família de medidas,
com dois parâmetros µ = µ(p,Q), 0 ≤ p ≤ 1 e Q ≥ 0, definida sobre o conjunto de arestas de
um grafo finito G = (V,E) é dada por

µ(A) =
p|A|q|E\A|Qk(A)

ζ
(5.15)

em que ζ é uma constante normalizadora adequada e q = 1− p.

A probabilidade de encontrar o sistema no estado σ com parâmetro de desordem β é dada
por

P(σ) =
e−βH(σ)

Z
(5.16)

A expectativa com respeito a esta distribuição de Gibbs é dada por

〈
δ (σ(i),σ( j))

〉
=

1
Q

+
(Q−1)

Q
Pµ{i j} (5.17)

em que Pµ é a medida de cluster aleatório sobre G tomando-se pd = 1− exp(−Ji j) para cada
aresta e = (i, j) e Ji j representa as energias de interação.
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5.8 Modelagem do tempo de funcionamento de um transformador

O tempo de funcionamento de qualquer equipamento do sistema elétrico definido como o tempo
de funcionamento até o primeiro acidente (ou falha) é modelado através de um modelo expo-
nencial log-linear de regressão. Esse modelo considera que a distribuição do tempo, segue a
distribuição exponencial, cujo logaritmo da média é dado por uma estrutura linear contendo
as variáveis que explicam o comportamento desse tempo e parâmetros associados desconheci-
dos. Nessa seção, será apresentado resultados obtidos [CCPD07] para os transformadores do
sistema CHESF (Companhia Hidro Elétrica do São Francisco).

Na Tabela B.1 (anexo no apêndice B) estão apresentados os dados do tempo de funciona-
mento em meses de 61 transformadores e as suas respectivas características físicas. O objetivo
é estimar uma equação de regressão para modelar a média do tempo de funcionamento (tempo)

dos transformadores, considerando como variáveis explicativas a espécie (especie) do equipa-
mento, o número de enrolamentos (enrolam), o tipo do transformador (tipo) e a sua potência
(em MVA) (pot). Apresenta-se, aqui, a modelagem do tempo de funcionamento de um trans-
formador, mas este método pode ser aplicado para qualquer equipamento.

As variáveis tempo e pot são quantitativas e especie, enrolam e tipo são variáveis qua-
litativas, também, denominadas fatores. O fator especie tem dois níveis, monofásico (M) e
trifásico (T); o fator enrolam tem três níveis, 1 (A), 2 (B) e 3 (C) correspondentes a um, dois
e três, rolamentos, respectivamente; e, finalmente, o fator tipo, também, com três níveis, trans-
formador (A), reator (B) e trafo, ou transformador, elevador (C). A potência (pot) é uma cova-
riável contínua medida em MVA e o tempo (tempo) representa o número de meses ocorridos
entre a energização e a falha detectada em um equipamento.

Inicialmente será realizada uma análise descritiva, a fim de melhor conhecer o comporta-
mento das variáveis em questão. Nas Figuras 5.11 e 5.12 estão apresentadas o box plot para a
variável resposta tempo e os box plots da variável resposta tempo por espécie, por número de
enrolamentos e por tipo do equipamento, respectivamente. Na Figura 5.11 nota-se que o tempo
de funcionamento apresenta uma grande variabilidade e assimetria positiva. Na Figura 5.12
mostra-se que a dispersão do tempo de funcionamento é maior para transformadores com dois
enrolamentos e menor para transformadores do tipo trafo elevador. Observa-se, ainda, que três
trafos elevadores apresentam grandes tempos de funcionamento. Na Figura 5.13 apresenta-se o
box plot para a variável explicativa pot, indicando que a potência apresenta assimetria negativa
e um valor extremo.
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Figura 5.12 Box plots da variável resposta tempo pelos fatores especie, enrolam e tipo.
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Figura 5.13 Box Plot para a variável explicativa pot.

Supondo que o tempo de funcionamento segue a distribuição exponencial e considerando
uma função de ligação logarítmica para a média dessa distribuição, um modelo que melhor se
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ajusta aos dados é dado pela seguinte equação obtida através do software R:

log µ̂ = 5.3556−1.3078enrolamB−2.2298enrolamC+1.9833tipoC−0.0089pot

+1.6683especieT × enrolamB+2.6022especieT × enrolamC−1.9019especieT × tipoC.

Essa equação pode, também, ser escrita como:

µ̂ = 211.7913×0.2704enrolamB×0.1075enrolamC ×7.2667tipoC ×0.9912pot

×5.3032especieT×enrolamB ×13.4934especieT×enrolamC ×0.1493especieT×tipoC.

O script em R para ajustar esse modelo é dado abaixo:

Call:
glm(formula = tempo ~ enrolamB + enrolamC + tipoC + pot + especieT:enrolamB +

especieT:enrolamC + especieT:tipoC, family = Gamma(log))

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) 5.355601 0.414461 12.922 < 2e-16 ***
enrolamB -1.307789 0.846933 -1.544 0.12255
enrolamC -2.229829 0.967433 -2.305 0.02117 *
tipoC 1.983301 0.756182 2.623 0.00872 **
pot -0.008875 0.002893 -3.068 0.00216 **
enrolamB:especieT 1.668317 0.756337 2.206 0.02740 *
enrolamC:especieT 2.602200 0.897710 2.899 0.00375 **
tipoC:especieT -1.901867 1.278319 -1.488 0.13681
---
Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 1)

Null deviance: 35.016 on 60 degrees of freedom
Residual deviance: 21.097 on 53 degrees of freedom
AIC: 715.78

Number of Fisher Scoring iterations: 8

Este modelo foi aceito pelo teste do desvio, pois possui desvio (21.097) inferior ao ponto
crítico (ou seja, valor tabelado) da distribuição qui-quadrado (χ 2) com 53 graus de liberdade ao
nível de 5% (70.99). As principais estimativas dos parâmetros são significativas, com exceção
do efeito principal enrolamB, e da interação especieT : tipoC.

Adota-se aqui os resíduos de Anscombe deduzidos para o modelo exponencial, com ex-
pressão

ai = 3
(tempo1/3

i − µ̂1/3
i )

µ̂1/3
i

,
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pois esses resíduos podem ser considerados, aproximadamente, normais.

O gráfico de ai versus µ̂i mostrado na Figura 5.14 não revela dados aberrantes (nenhum
resíduo fora do intervalo (−2,2)) e os pontos se apresentam aleatoriamente distribuídos, sem
nenhum padrão definido, concluindo-se, então, que esses tempos são variáveis independentes.

0 100 200 300 400

−2
.0

−1
.5

−1
.0

−0
.5

0.
0

0.
5

1.
0

médias ajustadas

re
sí

du
os

 d
e 

A
ns

co
m

be

Figura 5.14 Resíduos de Anscombe versus médias ajustadas.

A Figura 5.15 apresenta os valores observados versus os valores ajustados, mostrando al-
guma dispersão em torno da primeira bissetriz.
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Figura 5.15 Valores observados versus valores ajustados.
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A Figura 5.16 apresenta o gráfico da variável dependente modificada estimada z versus o
preditor linear estimado η̂ indicando que a função de ligação logarítmica está correta.

3 4 5 6
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5

6

η̂

z

Figura 5.16 Gráfico de z versus η̂ .

Os resíduos ordenados versus os quantis da distribuição N(0,1) mostrados na Figura 5.17
suportam a distribuição exponencial para tempo. A Figura 5.18 apresenta o gráfico da estatís-
tica de Cook versus o índice das observações. Nota-se que as observações #45 e #49 são pontos
influentes. As observações #45 e #49 que foram detectadas como pontos influentes no modelo
se referem a componentes do tipo transformador monofásico com dois enrolamentos, ou seja,
referentes aos componentes 02T1-A-CRD e 05T2-B-MSI, respectivamente. Como existem
apenas as duas observações com estas características elas foram mantidas no modelo.



5.8 MODELAGEM DO TEMPO DE FUNCIONAMENTO DE UM TRANSFORMADOR 92

−2 −1 0 1 2

−2
.0

−1
.5

−1
.0

−0
.5

0.
0

0.
5

1.
0

quantis da N(0,1)

re
sí

du
os

 o
rd

en
ad

os

Figura 5.17 Resíduos de Anscombe ordenados versus os quantis da distribuição N(0,1).
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Figura 5.18 Estatística de Cook versus o índice das observações.

A chance do transformador só sofrer acidente após o tempo t (confiabilidade ao tempo t)
foi calculada por:

R(t) = exp{−t exp(−xT β̂ )} = exp(−t/µ̂). (5.18)

Nas Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam-se as confiabilidades dos transformadores para as espécies
monofásicos e trifásicos, respectivamente. As curvas de confiabilidades dessas duas espécies
de transformadores por tipo de equipamento estão dadas nas Figuras 5.19 (monofásicos) e 5.20
(trifásicos). Pode-se concluir que para os equipamentos monofásicos a confiabilidade é maior
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para o tipo trafo-elevador, depois reator e bem menor para o transformador. Entretanto, para os
equipamentos trifásicos, a confiabilidade é superior para o tipo reator, depois trafo-elevador e
inferior quando o equipamento é um transformador.

Tabela 5.5 Confiabilidade dos transformadores monofásicos.

Meses Transformador Reator Trafo Elevador
02T1-A-CRD 05E2-B-OLD 01T3-A-USD

12 0.8033 0.9155 0.9646
24 0.6453 0.8381 0.9305
36 0.5183 0.7673 0.8976
48 0.4164 0.7024 0.8659
60 0.3345 0.6430 0.8353

120 0.1119 0.4135 0.6977
180 0.0374 0.2659 0.5828
240 0.0125 0.1710 0.4868

Figura 5.19 Curva de confiabilidade dos equipamentos monofásicos.
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Figura 5.20 Curva de confiabilidade dos equipamentos trifásicos.

Tabela 5.6 Curva de confiabilidade dos transformadores trifásicos.

Meses Transformador Reator Trafo Elevador
04T2-GNN 02A1-SMD 01T1-UTC

12 0.9095 0.9558 0.9286
24 0.8272 0.9135 0.8623
36 0.7524 0.8731 0.8007
48 0.6843 0.8345 0.7436
60 0.6224 0.7976 0.6905

120 0.3874 0.6361 0.4768
180 0.2411 0.5074 0.3292
240 0.1501 0.4047 0.2273

5.8.1 Modelo com taxa de falha não-constante

Agora, supondo que o tempo de funcionamento segue a distribuição gama e considerando a
mesma função de ligação logarítmica do modelo anterior, um modelo que melhor se ajusta aos
dados é dado pela seguinte equação:
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log µ̂ = 5.5905−1.2617especieT −1.1019enrolamB−2.0134enrolamC+1.4771tipoC−
0.0152pot +2.2977especieT × enrolamB+3.2462especieT × enrolamC−
1.9756especieT × tipoC +0.0090especieT × pot +0.0069tipoC× pot.

Essa equação pode, também, ser escrita como:

µ̂ = 267.8811×0.2831especieT ×0.3322enrolamB ×0.1335enrolamC ×4.3804tipoC ×
0.9849pot ×9.9510especieT×enrolamB ×25.6930especieT×enrolamC ×
0.1387especieT×tipoC ×1.0091especieT×pot ×1.0070tipoC×pot.

Call:
glm(formula = tempo ~ especieT + enrolamB + enrolamC + tipoC +

pot + especieT:enrolamB + especieT:enrolamC + especieT:tipoC +
especieT:pot + tipoC:pot, family = Gamma(log))

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 5.590543 0.235904 23.698 < 2e-16 ***
especieT -1.261754 0.575191 -2.194 0.032939 *
enrolamB -1.101927 0.515898 -2.136 0.037604 *
enrolamC -2.013436 0.573255 -3.512 0.000952 ***
tipoC 1.477141 0.575762 2.566 0.013347 *
pot -0.015229 0.003505 -4.345 6.8e-05 ***
especieT:enrolamB 2.297676 0.734997 3.126 0.002949 **
especieT:enrolamC 3.246217 0.775719 4.185 0.000115 ***
especieT:tipoC -1.975617 0.656273 -3.010 0.004083 **
especieT:pot 0.009051 0.004282 2.114 0.039563 *
tipoC:pot 0.006947 0.004117 1.688 0.097704 .
---
Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.2568743)

Null deviance: 35.016 on 60 degrees of freedom
Residual deviance: 19.348 on 50 degrees of freedom
AIC: 716.21

Number of Fisher Scoring iterations: 6

Este modelo, também, foi aceito pelo teste do desvio, pois possui desvio (19.348) infe-
rior ao ponto crítico (ou seja, valor tabelado) da distribuição qui-quadrado com 50 graus de
liberdade ao nível de 5% (67.5048). As estimativas dos parâmetros são significativas.
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A expressão dos resíduos de Anscombe para o modelo gama é a mesma deduzida para o
modelo exponencial. Segundo o gráfico dos resíduos de Anscombe versus médias ajustadas,
mostrado na Figura 5.21, nenhuma observação excedeu o intervalo (−2,2) e, portanto, não
existe dados aberrantes e os pontos se apresentam aleatoriamente distribuídos, sem nenhum
padrão definido, concluindo-se, então, que esses tempos são variáveis independentes.
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Figura 5.21 Resíduos de Anscombe versus médias ajustadas.

A Figura 5.22 apresenta os valores observados versus os valores ajustados para o modelo
gama, mostrando alguma dispersão em torno da primeira bissetriz. Alguns pontos foram mel-
hor ajustados quando comparados ao modelo exponencial. Foi verificado que a função de
ligação logarítmica também está correta para o modelo gama.
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Figura 5.22 Valores observados versus valores ajustados.

Os resíduos ordenados versus os quantis da distribuição N(0,1) mostrados na Figura 5.23
suportam a distribuição gama para tempo.
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Figura 5.23 Resíduos de Anscombe ordenados versus os quantis da distribuição N(0,1).

Para o modelo gama, também, foi detectada a presença de pontos influentes através da
estatística de Cook. Esses pontos foram as mesmas observações, #45 e #49, encontradas para
o modelo exponencial.

A chance do transformador só sofrer acidente após o tempo t (confiabilidade ao tempo t),



5.8 MODELAGEM DO TEMPO DE FUNCIONAMENTO DE UM TRANSFORMADOR 98

modelo gama, foi calculada por:

R(t) = P(X ≥ t) = 1− 1
Γ(φ̂)

(
φ̂
µ̂

)φ̂ ∫ t

0
xφ̂−1 exp

(−xφ̂
µ̂

)
dx.

As Tabelas 5.7 e 5.8 apresentam as confiabilidades dos transformadores para as espécies
monofásicos e trifásicos, respectivamente. As curvas de confiabilidades dessas duas espécies
de transformadores por tipo de equipamento estão dadas nas Figuras 5.24 (monofásicos) e 5.25
(trifásicos). O mesmo comportamento para os equipamentos monofásicos e trifásicos foi obtido
em relação ao modelo anterior, sendo que para o modelo gama a confiabilidade foi maior para
todos os equipamentos, com exceção do tipo transformador e reator monofásicos para o tempo
maior que 120 meses e para todos os equipamentos trifásicos para o tempo igual a 240 meses
em que a confiabilidade diminuiu.

Tabela 5.7 Confiabilidade dos transformadores monofásicos.

Meses Transformador Reator Trafo Elevador
02T1-A-CRD 05E2-B-OLD 01T3-A-USD

12 0.9966 0.9992 1.0000
24 0.9671 0.9913 0.9997
36 0.8959 0.9682 0.9986
48 0.7891 0.9265 0.9961
60 0.6635 0.8673 0.9916

120 0.1701 0.4646 0.9292
180 0.0270 0.1765 0.8005
240 0.0033 0.0546 0.6372
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Figura 5.24 Curva de confiabilidade dos equipamentos monofásicos.

Tabela 5.8 Confiabilidade dos transformadores trifásicos.

Meses Transformador Reator Trafo Elevador
04T2-GNN 02A1-SMD 01T1-UTC

12 0.9995 0.9999 0.9997
24 0.9940 0.9989 0.9963
36 0.9777 0.9955 0.9859
48 0.9469 0.9882 0.9653
60 0.9013 0.9759 0.9334

120 0.5511 0.8336 0.6518
180 0.2485 0.6093 0.3520
240 0.0926 0.3938 0.1601
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Figura 5.25 Curva de confiabilidade dos equipamentos trifásicos.

A aplicação das técnicas apresentadas nesta seção podem ser estendidas a todo tipo de
equipamento do sistema elétrico, incluindo a linhas de transmissão. No caso das linhas, há de
se considerar o comprimento de cada uma delas.



CAPÍTULO 6

Conclusões e Considerações Finais

DADA UMA REDE ELÉTRICA REAL, mostrou-se, aqui, que esta pode ser modelada como
um grafo N , em que os vértices representam os componentes desta rede. As arestas

representam as conexões (físicas ou lógicas) entre tais componentes. Esta primeira modelagem
pode considerar uma certa direção das arestas (direção do fluxo de carga). Neste caso, pode-se
considerar o modelo de percolação de vértices dado no Capítulo 3, para indicar a disponibili-
dade de carga nos diversos pontos da rede. Tal modelo descreve um espaço de probabilidade
sobre o grafo N e as probabilidades podem ser dadas em função do polinômio de Tutte.

Quando se define a rede elétrica real deve-se levar em consideração os chamados pontos
elétricos, que são correspondentes locais da rede em relação a propriedades elétricas, tais como
mesma corrente e/ou mesmo potencial. Para se definir o risco em redes elétricas definiu-se o
acidente e grande acidente que indicam a “participação” de cada equipamento em eventos na
rede que possam causar danos e classifica todos os componentes da rede.

Dentre as ferramentas necessárias para a definição de confiabilidade e risco em redes elétri-
cas pode-se destacar: o espaço de probabilidade sobre grafos (como dito acima, definido pelo
polinômio de Tutte); a relação entre confiabilidade e o modelo de percolação em grafos; e a
definição de digrafos estocásticos (Seção 4.5).

Alguns índices de confiabilidade foram apresentados no Capítulo 5 e correspondem a fa-
tores de decisão de relativa importância em análise de confiabilidade em redes elétricas. Os
modelos de atribuição de risco, análise de confiabilidade e classificação de riscos em compo-
nentes de um sistema elétrico, também, puderam ser apreciados no Capítulo 5.

Como se vê, esta tese teve como objetivos a elaboração e demonstração de técnicas de
análise de confiabilidade e risco em sistemas que possam ser modelados por grafos. A aplicação
a redes elétricas foi obtida naturalmente, devido à natureza das estruturas reais envolvidas.

Em termos teóricos, pode-se avançar no estudo de modelos mais gerais, tais como reticu-
lados (lattices), ou grafos infinitos. Uma outra aplicação em sistemas reais, que tem especial
interesse, é uso de risco em sistemas epidemiológicos, que podem ser apreciados com grafos,
nos quais vértices são indivíduos e arestas o contato físico possível entre duas pessoas.
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APÊNDICE A

Família de distribuições de Pearson

SEGUEM OS RESULTADOS segundo Nair e Sankaran [NS91] sobre a caracterização da famí-
lia de distribuições de Pearson, usadas na Seção 4.3.

Seja X uma variável aleatória contínua em (a,b), em que a pode ser −∞ e b pode ser +∞,
com função de distribuição de probabilidade f (x) e confiabilidade R(x).

Teorema A.1. A condição necessária e suficiente para que a distribuição de X pertença à famí-
lia de Pearson é:

m(x) = µ +(a0 +a1x+a2x2)h(x), (A.1)

em que m(x) = E〈X |X > x〉, µ é a mediana de X , a0, a1 e a2 são constantes reais e h(X) é a
taxa de falha associada à distribuição de X .

Demonstração. Suponha que X é distribuído como um membro da família de Pearson. Então

f ′(x) = − (x+d) f (x)
b0 +b1x+b2x2 , (A.2)

∫ b

x
(b0 +b1x+b2x2) f ′(t)dt =

∫ b

x
(t +d)dR(t). (A.3)

Integrando por partes e considerando lim
x→a ou b

x2 f (x) = 0 e após simplificação de (A.3), obtém-
se

(1−2b2)
∫ b

x
R(t)dt = (b0 +b1x+b2x2) f (x)+ [b0 +(2b2 −1)x−d]R(x). (A.4)

Fazendo as substituições f (x) = h(x)R(x) e
∫ ∞

x R(t)dt = [m(x)− x]R(x) em (A.4), tem-se

(a0 +a1x+a2x2)h(x)+
b1 −d
1−2b2

= m(x), (A.5)

para ai =
bi

1−2b2
, i = 1,2,3. Como x → a em (A.5), então

µ = m(a) =
b1 −d
1−2b2

, (A.6)

e, portanto, (A.5) implica (A.1).
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Por outro lado, se (A.1) é válida, então
∫ b

x
t f (t)dt = (a0 +a1x+a2x2)h(x)+ µR(x).

Diferenciando com respeito a x e simplificando a expressão resultante usando, novamente que

ai =
bi

1−2b2
, i = 1,2,3 e (A.6), obtém-se a equação diferencial (A.2).

Suponha agora que X seja uma variável aleatória discreta com probabilidades positivas
sobre {0,1,2, . . .,n}, em que n pode ser ∞, com função de probabilidade fx, confiabilidade
R(x) e taxa de falha h(x) = fx/Pr(X ≥ x), então,

Teorema A.2. A distribuição de X é um membro da família definida por

fx+1 − fx = − (x+d) fx

b0 +b1x+b2x2 (A.7)

se, e somente se, a relação

m(x) = µ +(a0 +a1x+a2x2)hx+1, (A.8)

é satisfeita para valores inteiros não-negativos de x, em que

d =
a1 −a2 −µ

2a2 +1

bi =
ai

2a2 +1
, i = 1,2,3.

Demonstração. Quando (A.8) é satisfeita para um conjunto de valores de x,

n

∑
x+1

t ft = (a0 +a1x+a2x2) fx+1 + µRx

(x+1)Rx +
n

∑
x+1

Rt = (a0 +a1x+a2x2) fx+1 + µRx. (A.9)

Mudando x por x−1 em (A.9) e subtraindo-se de (A.9), tem-se

( fx+1 − f (x)(a0 +a1x+a2x2) = −
(
(2a2 +1)x+a1 −a2 −µ

)
fx.

Substituindo d por bi como afirmado no teorema, obtém-se a forma (A.7). A volta da demons-
tração é obtida seguindo os mesmos passos acima de maneira inversa.



APÊNDICE B

Tempo funcionamento de transformadores

Tabela B.1 Dados de Tempos de Funcionamento de Transformadores.
COMPONENTE TEMPO DE ESPÉCIE NÚMERO DE TIPO POTÊNCIA

FUNCIONAMENTO ENROLAMENTOS (MVA)
04T1-BGI 178 Trifásico 2 Transformador 100

04T3-MRD 135 Trifásico 2 Transformador 100
04T3-MTT 187 Trifásico 2 Transformador 100
04T3-RLD 29 Trifásico 2 Transformador 100
04T2-SNB 302 Trifásico 2 Transformador 33.34

01T3-C-ULG 36 Monofásico 3 Trafo Elevador 92.5
01T4-C-USD 288 Monofásico 2 Trafo Elevador 30
01T3-A-USD 314 Monofásico 2 Trafo Elevador 25
01T4-B-USQ 135 Monofásico 2 Trafo Elevador 150
01T6-B-USQ 121 Monofásico 2 Trafo Elevador 150

04T6-FNL 314 Trifásico 2 Transformador 100
05E2-B-OLD 141 Monofásico 1 Reator 50

04T1-PRI 230 Trifásico 3 Transformador 33.34
02A1-SMD 127 Trifásico 2 Reator 15.25
04T1-TSA 85 Trifásico 3 Transformador 33.34

01T3-C-ULG 51 Monofásico 3 Trafo Elevador 92.5
01T2-C-USQ 86 Monofásico 2 Trafo Elevador 150

01T1-UTC 162 Trifásico 2 Trafo Elevador 80
02T8-A-BGI 342 Trifásico 2 Transformador 5

04T2-BJS 247 Trifásico 3 Transformador 39.9
04T3-BJS 144 Trifásico 3 Transformador 39

04T2-GNN 102 Trifásico 3 Transformador 100
04T3-MRR 163 Trifásico 3 Transformador 100
04T1-MTT 31 Trifásico 2 Transformador 100
04T1-TAC 97 Trifásico 2 Transformador 100

04E1-C-TSA 277 Monofásico 1 Reator 3.33
01T3-B-USQ 142 Monofásico 2 Trafo Elevador 150
01T3-B-USQ 141 Monofásico 2 Trafo Elevador 150
04T2-ACD 54 Trifásico 1 Transformador 55

02T8-A-BGI 353 Trifásico 2 Transformador 5
04T6-FNL 344 Trifásico 2 Transformador 100
04T2-JCR 128 Trifásico 3 Transformador 100

04T3-MRD 6 Trifásico 2 Transformador 100
04T2-MRR 191 Trifásico 3 Transformador 100

04E1-B-TSA 291 Monofásico 1 Reator 3.33
04T1-TSA 115 Trifásico 3 Transformador 33.34
04T1-TSA 117 Trifásico 3 Transformador 33.34

06T2-A-UFL 359 Monofásico 2 Trafo Elevador 4.8
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Dados de Tempos de Funcionamento de Transformadores. Continuação

COMPONENTE TEMPO DE ESPÉCIE NÚMERO DE TIPO POTÊNCIA
FUNCIONAMENTO ENROLAMENTOS (MVA)

01T2-C-ULG 72 Monofásico 3 Trafo Elevador 92.5
01T1-C-USQ 104 Monofásico 2 Trafo Elevador 150
01T5-A-USQ 131 Monofásico 2 Trafo Elevador 150
01T3-C-USQ 142 Monofásico 2 Trafo Elevador 150
01T4-B-UST 268 Monofásico 2 Trafo Elevador 80
03T1-CRD 234 Trifásico 3 Transformador 38.6

02T1-A-CRD 87 Monofásico 2 Transformador 5
04E1-B-FTZ 123 Monofásico 1 Reator 3.33
04T1-GNN 96 Trifásico 3 Transformador 100
04T2-IRE 280 Trifásico 3 Transformador 39.9

05T2-B-MSI 4 Monofásico 2 Transformador 200
02T5-NTD 81 Trifásico 2 Transformador 1
04T1-OLD 160 Trifásico 2 Transformador 40

01T1-B-ULG 83 Monofásico 3 Trafo Elevador 92.5
04T4-ACD 350 Trifásico 3 Transformador 39
04T2-BJS 294 Trifásico 3 Transformador 39.9

04T2-GNN 137 Trifásico 3 Transformador 100
04T1-RIB 26 Trifásico 2 Transformador 100

05E1-C-SJI 187 Monofásico 1 Reator 33.3
06T1-C-UFL 272 Monofásico 2 Trafo Elevador 4.8
01T1-B-ULG 93 Monofásico 3 Trafo Elevador 92.5
01T1-B-ULG 102 Monofásico 3 Trafo Elevador 92.5
01T4-C-UXG 12 Monofásico 2 Trafo Elevador 185



APÊNDICE C

Parte do código desenvolvido para estudo de risco
em redes elétricas

COMO PARTE DO ESTUDO de risco e confiabilidade em redes elétricas reais, segue abaixo o
núcleo do código desenvolvido em JavaTM para descrição e mapeamento de riscos numa

rede elétrica, devido a Lauro Lins (Scientific Computing and Imaging Institute da University
of Utah) e Christian Diego (Centro de Informática, UFPE).

package riskchesf.chart;

import java.awt.Color;
import java.awt.Component;
import java.awt.Dimension;
import java.awt.Font;
import java.awt.Frame;
import java.awt.GridBagConstraints;
import java.awt.GridBagLayout;
import java.awt.Insets;
import java.awt.event.ActionEvent;
import java.awt.event.ActionListener;
import java.awt.event.KeyEvent;
import java.awt.event.MouseWheelEvent;
import java.awt.event.MouseWheelListener;
import java.awt.geom.Rectangle2D;
import java.io.IOException;
import java.sql.SQLException;
import java.text.ParseException;
import java.text.SimpleDateFormat;
import java.util.ArrayList;
import java.util.Date;
import java.util.List;

import javax.swing.AbstractAction;
import javax.swing.ActionMap;
import javax.swing.Icon;
import javax.swing.InputMap;
import javax.swing.JButton;
import javax.swing.JComponent;
import javax.swing.JDialog;
import javax.swing.JFormattedTextField;
import javax.swing.JFrame;
import javax.swing.JOptionPane;
import javax.swing.JPanel;
import javax.swing.JScrollPane;
import javax.swing.JTextArea;
import javax.swing.JToolBar;
import javax.swing.KeyStroke;
import javax.swing.text.MaskFormatter;

import riskchesf.Gerador;
import riskchesf.IntervencaoGerador;
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import riskchesf.cli.FunctionMountTimeLineMachine;
import riskchesf.cli.FunctionStatistics;
import riskchesf.util.DataUtils;

public class PanelDesenhoIntervencoesGeradores extends JPanel {

private Interval _timeInterval;
private ArrayList<ObjectWithProperties<Gerador>> _geradores =
new ArrayList<ObjectWithProperties<Gerador>>();

private Action ACTION_ZOOM = new Action("Zoom",null,"Zoom") {
public void actionPerformed(ActionEvent actionEvent) {

System.out.println("Zoom");
_timeInterval.scale(1.05);
repaint();

}
};

private Action ACTION_UNZOOM = new Action("Unzoom",null,"Unzoom") {
public void actionPerformed(ActionEvent actionEvent) {

System.out.println("Unzoom");
_timeInterval.scale(0.952380952);
repaint();

}
};

private Action ACTION_LEFT = new Action("<<",null,"Move Left") {
public void actionPerformed(ActionEvent actionEvent) {

System.out.println("Left");
_timeInterval.translate(-0.05);
repaint();

}
};

private Action ACTION_RIGHT = new Action(">>",null,"Move Right") {
public void actionPerformed(ActionEvent actionEvent) {

System.out.println("Left");
_timeInterval.translate(+0.05);
repaint();

}
};

private Action ACTION_INTERVAL = new Action("Intervalo",null,"Intervalo") {
public void actionPerformed(ActionEvent actionEvent) {

System.out.println("Interval");
setIntervalo();
repaint();

}
};

private Action ACTION_ESTATISTICAS = new Action("Estatísticas",null,"Estatísticas") {
public void actionPerformed(ActionEvent actionEvent) {
Gerador g = getSelectedGerador();
if (g == null) {
JOptionPane.showMessageDialog(null, "Selecione um gerador antes.");
}
else openDetailsGerador(g);

}
};

private Action ACTION_AUTOMATO = new Action("Autômato",null,"Autômato") {
public void actionPerformed(ActionEvent actionEvent) {
Gerador g = getSelectedGerador();
if (g == null) {
JOptionPane.showMessageDialog(null, "Selecione um gerador antes.");
}
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else openAutomatoGerador(g);
}

};

public Gerador getSelectedGerador() {
for (ObjectWithProperties<Gerador> o: _geradores) {
Object selected = o.getPropety("selected");
if (selected != null && Boolean.TRUE.equals(selected)) {
return o.getObject();
}
}
return null;

}

public PanelDesenhoIntervencoesGeradores(ArrayList<Gerador> geradores) throws
SQLException, IOException, ClassNotFoundException {

// desenho dos geradores
DesenhoWindow wDesenhoIntervencoesGerador = new DesenhoWindow();

double y = 0;
double minX = Double.POSITIVE_INFINITY;
double maxX = Double.NEGATIVE_INFINITY;
for (Gerador g: geradores) {
ObjectWithProperties<Gerador> gg = new ObjectWithProperties<Gerador>(g);
_geradores.add(gg);
DesenhoIntervencoesGerador d = new DesenhoIntervencoesGerador(gg,y++);
Rectangle2D r = d.getRectangularBoundary();
if (minX > r.getMinX()) minX = r.getMinX();
if (maxX < r.getMaxX()) maxX = r.getMaxX();
wDesenhoIntervencoesGerador.addDesenho(d);
}
wDesenhoIntervencoesGerador.setWindow(minX,maxX,0,y);

// time ruler
DesenhoWindow wTimeRuler = new DesenhoWindow();
wTimeRuler.setWindow(minX,maxX,0,1);
wTimeRuler.addDesenho(new DesenhoTimeRuler(wTimeRuler,0.0,1.0));

// time ruler
DesenhoWindow wRotuloGeradores = new DesenhoWindow();
wRotuloGeradores.setWindow(0,1,0,1);
wRotuloGeradores.addDesenho(new DesenhoRotuloGeradores(_geradores));

// intervalo
_timeInterval = new Interval(minX,maxX);

// sync commands
wTimeRuler.syncX_with(_timeInterval);
wDesenhoIntervencoesGerador.syncX_with(_timeInterval);

//
this.setLayout(new GridBagLayout());
PanelDesenhoWindow desenhoPrincipal = new PanelDesenhoWindow(wDesenhoIntervencoesGerador);
// listen to mouse clicks on the correct panel!
desenhoPrincipal.addListener(new PanelDesenhoWindow.Listener(){

public void mouseClicked(List<Object> list) {
System.out.println("Found!");

for (Object o: list) {
if (o instanceof DesenhoIntervencaoGerador) {
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select(((DesenhoIntervencaoGerador) o).getParent().getGerador());
break;
}
}

ArrayList<IntervencaoGerador> listig = new ArrayList<IntervencaoGerador>();
for (Object o: list) {
if (o instanceof DesenhoIntervencaoGerador) {
listig.add(((DesenhoIntervencaoGerador) o).getIntervencaoGerador());
}
}
openDetails(listig);

}});

PanelDesenhoWindow desenhoReguaDoTempo = new PanelDesenhoWindow(wTimeRuler);
desenhoReguaDoTempo.setPreferredSize(new Dimension(100,30));

PanelDesenhoWindow desenhoRotulosGeradores = new PanelDesenhoWindow(wRotuloGeradores);
desenhoRotulosGeradores.setPreferredSize(new Dimension(45,100));
desenhoRotulosGeradores.addListener(new PanelDesenhoWindow.Listener(){

public void mouseClicked(List<Object> list) {
System.out.println("Found!");
for (Object o: list) {
if (o instanceof ObjectWithProperties) {
select(o);
return;
}
}
}});

this.setBackground(Color.WHITE);

// panel botoes
JToolBar toolBar = new JToolBar();
toolBar.add(ACTION_ZOOM);
toolBar.add(ACTION_UNZOOM);
toolBar.add(ACTION_LEFT);
toolBar.add(ACTION_RIGHT);
toolBar.add(ACTION_INTERVAL);
toolBar.add(ACTION_ESTATISTICAS);
toolBar.add(ACTION_AUTOMATO);
toolBar.setFocusTraversalKeysEnabled(false);
toolBar.setFocusCycleRoot(true);
toolBar.setFocusable(false);
toolBar.setBackground(Color.white);
for (Component c: toolBar.getComponents()) {
c.setFocusable(false);
c.setFocusTraversalKeysEnabled(false);
}

//toolBar.setPreferredSize(new Dimension(100,25));

this.add(toolBar,new GridBagConstraints(
0, 0,

2, 1,
0, 0,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(0,0,0,0), 0, 0));

this.add(desenhoPrincipal,new GridBagConstraints(
1, 1,

1, 1,
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1.0, 1.0,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(0,0,0,0), 0, 0));

this.add(desenhoReguaDoTempo,new GridBagConstraints(
1, 2,

1, 1,
1.0, 0.0,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(0,0,0,0), 0, 0));

this.add(desenhoRotulosGeradores,new GridBagConstraints(
0, 1,

1, 1,
0.0, 1.0,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(0,0,0,0), 0, 0));

}

private static abstract class Action extends AbstractAction {
public Action(String name, Icon icon, String description) {
super(name, icon);
this.putValue(Action.SHORT_DESCRIPTION, description);
this.putValue(Action.LONG_DESCRIPTION, description);
}
}

public void select(Object obj) {
if (obj == null) {
for (ObjectWithProperties<Gerador> g: _geradores) {
g.setPropety("selected", false);
repaint();
}
}
else if (!(obj instanceof ObjectWithProperties)) {
return;
}
else {
for (ObjectWithProperties<Gerador> g: _geradores) {
g.setPropety("selected", false);
}
ObjectWithProperties owp = (ObjectWithProperties) obj;
owp.setPropety("selected", true);
repaint();
}
}

public void openDetailsGerador(Gerador g) {
JFrame f = (JFrame) this.getTopLevelAncestor();
JDialog d = new JDialog(f,"Estatísticas Gerador "+g.getCodigo());
JTextArea t = new JTextArea();
JScrollPane sp = new JScrollPane(t);
t.setFont(new Font(Font.MONOSPACED,Font.PLAIN,10));
try {
t.setText(FunctionStatistics.getStatisticsOfGerador(g));
} catch (SQLException e) {
// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();
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} catch (IOException e) {
// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();
} catch (ClassNotFoundException e) {
// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();
}
d.setDefaultCloseOperation(JDialog.DISPOSE_ON_CLOSE);
d.setContentPane(sp);
t.setEditable(false);
t.setCaretPosition(0);
riskchesf.util.GUIUtils.resizeAndCenterWindow(d, 620,385);
d.setLocation(d.getLocation().x, d.getLocation().y);
d.setVisible(true);
}

public void openAutomatoGerador(Gerador g) {
JFrame f = (JFrame) this.getTopLevelAncestor();
JDialog d = new JDialog(f,"Autômato Gerador "+g.getCodigo());
JTextArea t = new JTextArea();
JScrollPane sp = new JScrollPane(t);
t.setFont(new Font(Font.MONOSPACED,Font.PLAIN,10));
try {
t.setText(FunctionMountTimeLineMachine.mountTimeLineMachine(g));
} catch (SQLException e) {
// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();
} catch (IOException e) {
// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();
} catch (ClassNotFoundException e) {
// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();
}
d.setDefaultCloseOperation(JDialog.DISPOSE_ON_CLOSE);
d.setContentPane(sp);
t.setEditable(false);
t.setCaretPosition(0);
riskchesf.util.GUIUtils.resizeAndCenterWindow(d, 620,385);
d.setLocation(d.getLocation().x, d.getLocation().y);
d.setVisible(true);
}

public void openDetails(List<IntervencaoGerador> list) {

int count = 0;
for (IntervencaoGerador ig: list) {

System.out.println(""+ig.getPrintHeaderString());
for (String st: ig.getPrintString())
System.out.println(st);

JFrame f = (JFrame) this.getTopLevelAncestor();
JDialog d = new JDialog(f,"Intervencão Gerador "+ig.getId());
JTextArea t = new JTextArea();
JScrollPane sp = new JScrollPane(t);
t.setFont(new Font(Font.MONOSPACED,Font.PLAIN,10));
t.setText(String.format(
"ID %-7d\n"+
"GERADOR %-7s\n"+
"T.INIC %-16s\n"+
"T.FINAL %-16s\n"+
"CÓDIGO %-16s\n"+
"TIPO %-34s\n"+
"NAT %-3s\n"+



APÊNDICE C CÓDIGO PARA ESTUDO DE RISCO EM REDES ELÉTRICAS 112

"T.PARADA %-3s\n"+
"T.TOT %-8s\n"+
"\nINFO\n%s",
ig.getId(),
ig.get_gerador().getCodigo(),
DataUtils.formatDate(ig.get_t0()),
DataUtils.formatDate(ig.get_t1()),
ig.get_codigo(),
ig.get_tipo().get_descricao(),
ig.get_natureza(),
DataUtils.formatMinutesInHourMinutes(ig.get_tempoParadaEmMinutos()),
DataUtils.formatMinutesInHourMinutes(ig.get_tempoEntreInicioEFimDaIntervencaoEmMinutos()),

ig.get_informacoesComplementares()));

d.setDefaultCloseOperation(JDialog.DISPOSE_ON_CLOSE);
d.setContentPane(sp);
t.setEditable(false);
t.setCaretPosition(0);
riskchesf.util.GUIUtils.resizeAndCenterWindow(d, 400, 245);
d.setLocation(d.getLocation().x + count*20, d.getLocation().y + count*20);
d.setVisible(true);

count++;
}

}

private void setIntervalo() {
DialogDatas d = new DialogDatas(
new Date(Time.timeInMillisFromTimeInMinutes(_timeInterval.getX0())),
new Date(Time.timeInMillisFromTimeInMinutes(_timeInterval.getX1()))
);

if (!d.getOk())
return;

double x0 = Time.timeInMinutesFromTimeInMillis(d.getDate1().getTime());
double x1 = Time.timeInMinutesFromTimeInMillis(d.getDate2().getTime()) + 24.0*60.0;

this._timeInterval.setInterval(x0, x1);

this.repaint();
}

private static class DialogDatas extends JDialog {
private JFormattedTextField _date1;
private JFormattedTextField _date2;
public DialogDatas(Date d1, Date d2) {
super((Frame)null,"Entre com intervalo",true);

_date1 = new JFormattedTextField(createFormatter("##/##/####"));
_date2 = new JFormattedTextField(createFormatter("##/##/####"));

SimpleDateFormat sf = new SimpleDateFormat("dd/MM/yyyy");
_date1.setText(sf.format(d1));
_date2.setText(sf.format(d2));

JPanel p = new JPanel();
p.setLayout(new GridBagLayout());
p.add(_date1,new GridBagConstraints(
0,0,
1,1,
1,0.5,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
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new Insets(5,5,5,5),
0,0
));
p.add(_date2,new GridBagConstraints(
0,1,
1,1,
1,0.5,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(5,5,5,5),
0,0
));

JButton btnOk = new JButton("OK");
JButton btnCancel = new JButton("Cancel");

btnOk.addActionListener(new ActionListener() {
public void actionPerformed(ActionEvent e) {
ok();
}
});

btnCancel.addActionListener(new ActionListener() {
public void actionPerformed(ActionEvent e) {
cancel();
}
});
JPanel panelButtons = new JPanel();
panelButtons.add(btnOk);
panelButtons.add(btnCancel);

p.add(panelButtons,new GridBagConstraints(
0,2,
1,1,
0,0,
GridBagConstraints.CENTER,
GridBagConstraints.BOTH,
new Insets(5,5,5,5),
0,0
));

this.setContentPane(p);
riskchesf.util.GUIUtils.resizeAndCenterWindow(this, 200, 150);

this.setVisible(true);
}

private boolean _ok = false;
private void ok(){
SimpleDateFormat sf = new SimpleDateFormat("dd/MM/yyyy");

Date d1 = null,d2 = null;
try {
d1 = sf.parse(_date1.getText());
d2 = sf.parse(_date2.getText());
} catch (ParseException e) {
JOptionPane.showMessageDialog(this,"Datas mal formadas");
return;
}

if (d2.getTime() - d1.getTime() < 0) {
JOptionPane.showMessageDialog(this,"Data Final - Data Inicial tem que ser não negativo ");
return;
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}

_ok = true;
this.setVisible(false);
}

public boolean getOk() {
return _ok;
}

public void cancel() {
_ok = false;
this.setVisible(false);
}

public Date getDate1() {
SimpleDateFormat sf = new SimpleDateFormat("dd/MM/yyyy");
try {
return sf.parse(_date1.getText());
} catch (ParseException e) {
// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();
return null;
}
}

public Date getDate2() {
SimpleDateFormat sf = new SimpleDateFormat("dd/MM/yyyy");
try {
return sf.parse(_date2.getText());
} catch (ParseException e) {
// TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();
return null;
}
}

protected MaskFormatter createFormatter(String s) {
MaskFormatter formatter = null;
try {

formatter = new MaskFormatter(s);
} catch (java.text.ParseException exc) {

System.err.println("formatter is bad: " + exc.getMessage());
System.exit(-1);

}
return formatter;

}
}

public void installKeys() {

this.addMouseWheelListener(new MouseWheelListener() {

public void mouseWheelMoved(MouseWheelEvent e) {
// TODO Auto-generated method stub

if ((e.getModifiers() & KeyEvent.CTRL_MASK) != 0) {

int x = e.getWheelRotation();
System.out.println("Wheel");
double translate = -x * 0.05;
_timeInterval.translate(translate);
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repaint();

}
else {

int x = e.getWheelRotation();
System.out.println("Wheel");
double scale = (x > 0 ? Math.pow(0.952380952, Math.abs(x)) : Math.pow(1.05, Math.abs(x)));
_timeInterval.scale(scale);
repaint();
}
}});

// map the keys of the keyboard
ActionMap amap = this.getActionMap();
amap.put("left", ACTION_LEFT);
amap.put("right", ACTION_RIGHT);
amap.put("zoom", ACTION_ZOOM);
amap.put("unzoom", ACTION_UNZOOM);
amap.put("setinterval", ACTION_INTERVAL);

InputMap imap = this.getInputMap(JComponent.WHEN_IN_FOCUSED_WINDOW);
imap.put(KeyStroke.getKeyStroke(java.awt.event.KeyEvent.VK_LEFT, 0, false), "left");
imap.put(KeyStroke.getKeyStroke(java.awt.event.KeyEvent.VK_RIGHT, 0, false), "right");
imap.put(KeyStroke.getKeyStroke(java.awt.event.KeyEvent.VK_UP, 0, false), "zoom");
imap.put(KeyStroke.getKeyStroke(java.awt.event.KeyEvent.VK_DOWN, 0, false), "unzoom");
imap.put(KeyStroke.getKeyStroke(java.awt.event.KeyEvent.VK_I, 0, false), "setinterval");

}

}
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