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RESUMO

Obtivemos a boa-colocacdo global de solugdes pequenas em espacos de Marcinkiewicz
LP1=) 5 [(P20) para um sistema semilinear. Solu¢des brandas sdo obtidas em espagos com
indices certos para permitir a existéncia de solucdo auto-similar. Usando nossas estimati-
vas dos termos de acoplamento ndo lineares, provamos a unicidade de solugdes na classe
C([0,00); LPI(R") x LP2(R")), sem qualquer hipétese de pequenez. Provamos algumas estimati-
vas de decaimento e analisamos o comportamento assint6tico das solu¢des. Estudamos também
o problema de Cauchy para a equacdo da onda semilinear, com dados singulares em espagos de

Marcinkiewicz, provando um resultado de boa-colocagdo local e decaimento préoximo de ¢ = 0.

Palavras-Chaves - Sistema semilinear do calor. Equa¢do semilinear da onda. Existéncia e

unicidade. Comportamento assintético. Espagos de Lorentz



ABSTRACT

We obtain well-posedeness of small global solutions in Marcinkiewicz spaces L)
L(P2) for semilinear systems. Mild solutions are obtained in this space with the right index to
allow the existence of self-similar solutions. Using our estimates of the nonlinear coupling term,
we prove the uniqueness of solutions in the class C([0,0); LP1(R") x LP2(R")), without any
smallness assumptions. We obtain some decay estimates and analyze the asymptotic behavior
of the solutions. We also study the Cauchy problem for semilinear wave equations with singular
initial date in Marcinkiewicz spaces , proving local well-posedeness results and a decay estimate

nextt =0.

Keywords - Semilinear system heat equation. Semilinear wave equation. Existence and

uniqueness. Asymptotic behavior. Lorentz spaces
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Introducao

Nesta tese, estamos interessados em estudar dois problemas de Cauchy associados com
equagdes nao lineares. O primeiro trata-se do problema de Cauchy associado com o seguinte

sistema semilinear :

(

u—Au =g (u,v), xeR" >0
v —Av = ga(u,v), xeR" >0
u(0) =up, v(0)=vg xeR”

\

onde n € N e as funcdes g; : RZ - R, i = 1,2, sdo dadas por
g1(t,) = [ ® = Duly| P27y e g 1, v) = Ju] 1Dy 2V,
com 1 < p;,ri<oo i=1,2.

O sistema (1) ¢ um exemplo de sistema de reagdo-difusdao (neste caso reagcdo), os quais
aparecem naturalmente como modelos no mundo real. Por exemplo, eles podem modelar a
transferéncia de calor entre duas substancias interagindo entre si, € também reacdes quimicas,
onde u e v representam a concentracdo de duas substancias distintas. Para mais detalhes, re-

comendamos a referéncia [14] e sua bibliografia.

Para o sistema (1), nosso objetivo é demonstrar resultados de boa-colocagao global de pe-
quenas solucdes, auto-similaridade, decaimento e comportamento assintdtico nos espacgos de
Marcinkiewicz L) (R"). Além dos resultados de boa-colocagio terem um valor em si mesmo,

as principais motivagdes para estudar o problema de Cauchy (1) em L(P=) s30 duas:

A primeira é que esse espago contém fungdes homogéneas de grau —n/p (ver Capitulo 1,

pagina 16), e assim, escolhendo os indices compativeis com a homogeneidade caracteristica do
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sistema (ver (2.4)), podemos mostrar a existéncia de solu¢des auto-similares (Ver Teorema 2.3 ).
A segunda € que, em espacos de Marcinkiewicz, as estimativas do termo ndo linear da equagao
integral associada (2.6) funcionam melhor que nos espacos de Lebesgue L”, no sentido que nao
precisamos de normas auxiliares regularizantes para obter as estimativas necessarias. De posse
dessas estimativas, observando que L? C L(P*) ¢ com um argumento que controla a perturbacao
em relacdo a parte linear, conseguimos um resultado "perfeito"de unicidade de solugdes para
o sistema (1) na classe C([0,e0); LP! x LP?)(ver Teorema 2.2), onde os indices pj, p, tornam a
norma da classe, invariante pela relacdo de escala caracteristica de (1) (ver (2.72)). Deixe-nos
observar que neste teorema de unicidade nao é assumida qualquer condi¢do de pequenez sobre

as solugoes.

O sistema (1) generaliza a equacao do calor semilinear, a qual tem sido estudada por varios
autores. A titulo de exemplo, citamos [19, 23, 48, 49]. Agora, deixe-nos falar sobre alguns
resultados relacionados com o problema (1). Nas referéncias [6, 15, 16, 40], os autores estu-
daram existéncia ou unicidade em espacos de Lebesgue L”, assumindo certas condi¢des sobre
o dominio, de positividade e restricdes nos indices dos espacos que nao cobrem os relevantes
casos em que a norma € invariante pela relacdo de escala de (1). Por outro lado, em [45],
0 autor mostra a existéncia e o comportamento assintético de solucdes auto-similares peque-

nas, no contexto de espacos de Besov. Mais precisamente, assumindo que a condicdo inicial

(1o, vo) € B;l(l_"/m)’w X B;z(l_"/m)’w, ele obtém um par solu¢do (u,v) na classe
&4 %
max{sup? 2 [lu(t,-)[|za ,supt T [[v(z,")[| 10 }, (2)
t>0 >0

onde o; = n(1/p;i—1/q;) >0, p; = n/k;, e k; sdo os pardmetros de homogeneidade do sistema
(ver Definicdo 2.1). Fazendo uma comparacdo, primeiro observamos que os resultados que
obtivemos nos espagos de Marcinkiewicz, além de tratar com dados homogéneos e mostrar a
existéncia de soluc¢des auto-similares, permitem estimativas dos termos de acoplamento g;(u,v)
sem o uso de normas auxiliares que impdem uma regularizagdo a priori do tipo (2)(ver Lema
2.2). Esse ponto é fundamental para obter a unicidade na classe C([0,00); L1 x LP?) sem qual-
quer restri¢do de tamanho das solucdes ou sobre o dado inicial (ver Teorema 2.2). Segundo, as
solugdes sdao encontradas na mesma classe do dado inicial, obtendo assim, a persisténcia e uma

6rbita no produto de espagos de Marcinkiewicz L(P1°°) x L(P2)

Além disso, obtemos resultados de comportamento assintético (ver Teorema 2.8), os quais

mostram a existéncia de uma bacia atratora para a solu¢do auto-similar (ver Observagdo 2.7).
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No contexto dos espacos de Lebesgue, mostramos uma perfeita simplificacido assintética, no
sentido que a 6rbita no espaco de Lebesgue produto LP! x LP2 converge para zero (ver Teorema
2.7). Desde que os espacos de Lebesgue L” ndo contém fungdes homogéneas, a tnica solugdo
auto-similar, no sentido da Defini¢do 2.6, é a solucdo nula (ver Observagdo 2.5). Note que
esse fato produz uma conexao entre os resultados de comportamento assintético em espagos de

Marcinkiewicz e de Lebesgue.

O segundo problema que estamos interessados € o seguinte problema de Cauchy para a

equacgdo da onda ndo linear:

Opu—Au=ulPu, xeR" teR, 3)
u(0,x) = f(x), xeR"
u;(0,x) = g(x), xeR" %)

onde u = u(t,x) é uma fungdo real, 0 < p <o e f:R" - R, g: R" — R sdo as condi¢des

iniciais.

Em equagdes diferenciais parciais, uma questao natural, e importante, é saber se a equacao
admite solu¢c@o com o dado inicial sob condi¢des singulares. Em geral, o problema (3)-(4) é
mais dificil que as correspondentes versdes parabdlicas. Essencialmente, o motivo estd conec-
tado com o fato de a solu¢do fundamental da equacgdo linear do calor (ou nicleo do calor) ser
mais regular e ter mais propriedades de decaimento que a solu¢do fundamental da equagdo linear
da onda (ou nucleo da onda). Geralmente, essa diferenca limita a existéncia e as propriedades

das solucdes do caso hiperbdlico em relagdo ao parabdlico.

Motivados por isso, um dos objetivos desta tese também serd estudar a boa-colocacio lo-
cal do problema (3)-(4) em espacos de Marcinkiewicz. Nossos resultados serdo para ondas

planares, ou seja, o caso n = 2. Como ja observado acima, o espago L) (R™) contém fungdes

singulares do tipo homogéneas de grau —n/p, isto é, fungdes f(x) = Ihl(:/)’” onde &(x) é ho-
X

mogénea de grau 0. Por outro lado, € digno de se destacar que esse espaco contém funcdes que

nao possuem qualquer regularidade do tipo Sobolev, e em particular, sdo fungdes de energia

infinita.

Nas tltimas décadas, esse problema tem atraido a atenc¢do de vdrios autores. Por exem-
plo, em [7, 24, 30, 35, 36, 37, 38, 39, 42, 43] encontramos importantes resultados de auto-

similaridade e de existéncia solu¢des com dados iniciais em espagos singulares. Devido a baixa
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regularidade do nicleo da onda, os resultados de existéncia encontrados nestas referéncias im-
poem restricdes como: paridade da dimensao de R” e limitagdes no parametro p de acordo com
a dimensdo. Mais precisamente, em [38, 39], o autor estuda o problema com condicao inicial
em certos espacos de Besov com uma regularidade tipo Sobolev local e, respectivamente assu-
mindo as seguintes restricoesempen:1)n>2ep > %,ej) p>2sen=3ep>4sen=2.
Assumindo n = 3, em [35, 36], foi provado a existéncia de solu¢do quando p > (1 + \/ﬁ) /3e
V2 < p < 3, respectivamente. Em [42, 43], os resultados de [35] foram estendidos para outras
dimensdes, assumindo algumas restri¢des no intervalo admissivel para p. Por exemplo, no caso
de ondas planares n =2, p > (po — 1), onde pg = po(n) = po(2) = (4 +2+/3) /3 é a maior raiz

da equacio

(n* —n)p* — (> +3n—2)p+2=0

(22 —2)p* — (22 +3-2—2)p+2=0.

Por outro lado, em ([30]), usando estimativas do tipo Strichartz com peso em espacos de
Marcinkiewicz, os autores estenderam os resultados de [36] de n = 3 para qualquer dimensdo
impar. Para completar essa revisao bibliogréfica, em [24], demonstra-se a existéncia de peque-

nas solugdes globais no caso n =2 com a restri¢do (1 ++/17)/2 < p < 4.

Fazendo uma comparacdo com a bibliografia comentada acima, nosso resultado nao exige
qualquer restricao do dado inicial e no tamanho da solugao, e principalmente, qualquer restricao
no intervalo admissivel para p. De fato, apenas assumiremos que 0 < p < . Qutro ponto que
¢ digno de se observar, € a simplicidade da nossa abordagem. Provamos as estimativas para
o operador da onda, sem usar complexas estimativas do tipo Strichartz, e sim, usando uma
abordagem mais direta, via convolucdo e a desigualdade de Young. Para isso, usando uma
expressdo explicita e conhecida para a solucdo fundamental da onda em R", foi necessario
calcular em que espacos L) jaz esta solugdo no instante ¢t = 1 (ver Proposi¢do 3.1). Neste
ponto, para termos p > 1 e L(P=) ser Banach, aparece a restricdo do nosso método para ondas
planares. A desvantagem do nosso resultado, é que obtemos solu¢des locais no tempo, 0 <
T < oo, e temos que trabalhar fora de um espaco invariante pela relacdo de escala de (3). Para
finalizar, sob certas condi¢des, fizemos também uma andlise do comportamento da solucdo
proximo do instante ¢ = 0, o qual € um resultado simples e que pode ser estendido para outras

equacgoes.
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Esta tese estd organizada da seguinte maneira: No primeiro capitulo apresentamos pre-
liminares essenciais sobre os espacos de Lorentz L7 e suas propriedades como densidade,
reflexividade, desigualdade de Young e Holder, aproximacdo da identidade e etc. Finalizamos
o capitulo com algumas conhecidas estimativas e propriedades do semigrupo associado com
a equacdo linear do calor. No segundo capitulo apresentamos os resultados de boa colocacao
global em espacos L{P1) x L{P2°) ¢ o resultado de unicidade na classe invariante C ([0,00); LPY x
LP?), para o sistema (1). Em seguida, usando o teorema de existéncia e a andlise da relagdo
de escala, provamos também a existéncia de solu¢do auto-similar. Depois estudamos a boa-
colocagdo local, e global de pequenas solugdes, em espagos de Lebesgue. Logo apés demon-
strar algumas estimativas de decaimento, provamos a convergéncia das solu¢des para zero nos
espacos de Lebesgue LP! x LP2. Para finalizar, mostramos o teorema de comportamento ass-
intético e a existéncia da bacia atratora para a solu¢do auto-similar do sistema (1) obtida. No
terceiro capitulo estudamos o problema de Cauchy (3)-(4), onde mostramos 0 nosso teorema de

boa-colocacdo local e analisamos o comportamento das solugdes quando ¢ — O.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo definiremos espagos de fungdes relevantes para estudar o problema de Cauchy
associado aos problemas do sistema semilinear do calor e da equacdo semilinear da onda, es-
pacos de Lorentz, introduzidos por G.G. Lorentz (ver [32]), e denotados por L(P9)_ Indicare-
mos algumas propriedades importantes nestes espacos como completude e as desigualdades de
Young e Holder . Estas desigualdades sao de suma importincia para estudar propriedades dos
termos nao lineares das equacdes integrais de cada problema estudado, o que serd fundamental

para mostrarmos a existéncia de solu¢des de cada problema.

1.1 Espacos de Lorentz L7

Seja (X,9,u) um espago de medida 6—finita. No decorrer desta tese X = R", 9t é a
o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis a Lebesgue e u € e medida de Lebesgue. Denotaremos
também, ao longo da tese, p’ como o expoente conjugado de p, ou seja, %%—% =lcoml1<p<

oo, Ao longo desta tese, a constante C pode variar na mesma linha ou de uma linha para outra.

Para definirmos os Espacos L), comecaremos definindo duas funcdes relacionadas a uma

funcdo mensurdvel f: R" — R.

Definicao 1.1 Dada uma fungdo mensurdvel f : R" — R, definimos a fungdo distribui¢do

associada a f como a fungdo uy : [0,0) — [0,0] definida por

up(s) =u({x €R"; [f(x)] > s}).
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Definicao 1.2 Dada uma fungcdo mensurdvel f : R" — R, a fungdo rearranjo de f é definida

como f*:1]0, ) — [0, o|, dada por

FE(6) =inf{s >0 up(s) <1} (1.1)

As préximas proposigdes fornecem algumas propriedades bésicas de ur e f*, que podem ser

encontradas em [25, 47].

Proposicao 1.1 Se f,g: R" — R sdo funcdes mensurdveis, entdo

(i) pre f* sdo ndo-crescentes e continuas a direita;

(ii) Se |f(x)| < |g(x)| g.t.p em R", entdo us(s) < pg(s), Vs >0;
(iii) upig(s1+s2) <pp(si) +pg(s2), Vst 20 > 0;
(iv) f e f* tem a mesma funcdo distribuicdo;

(v) fH(up(s)) > seur(f(t) <t;

vi) (f+8)"(h+r) < f(n)+g" ()

Demonstracao. Para provar (i), observe que 0 < 51 < s, implica

{xeR"

) > 52} C{x e R |f(x)] > s1}.

Assim, pela monotonicidade de medida, temos

my(s2) < pp(sn).

Para provar que uy € continua a direita, considere
Af(s) = {x e R [f(x)] > s},

e so > 0. Note que os conjuntos A s(s) sdo crescentes quando s decresce, e

Arts0) = UArtso+ ).

n=1

Logo, pela continuidade por baixo de medidas, temos

) 1 . 1
Him pap(so+ ) = lim u(Ap(so+—)) = p(Ar(s0)) = uy(so),
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ou seja, uy € continua a direita.
Como | f(x)| < |g(x)| q.t.p em R”", entdo
Ap(s) ={x e R"; [f(0)] > s} C{x e R"; |g(x)] > s} = Ag(s)-
Portanto u(Ar(s)) < u(Ag(s)), isto &, ur(s) < pg(s), provando (ii).
Para provar (iii), basta observar que
{xeR"; |f () +g(x)| > 5145} C{xe R [f(x)[ > 51} Ufx e R [g(x)] > 52}
e aplicar a monotonicidade de medidas.

No intuito de mostrar (iv), note primeiro que da defini¢do de f* segue que, f*() > s se e
somente se t < us(s). Entdo Ef = {r > 0: f*(¢) > s} € precisamente o intervalo (0,uy(s)). A
Propriedade (iv) segue do fato que o valor da funcéo distribuicdo de f* é justamente a medida

de Lebesgue de E; .

A Propriedade (v) segue da continuidade a direita de uy. De fato, pela continuidade a
direita de uy, existe uma sequéncia (s,) com s,41 < sp, tal que, s, — f* e us(s,) <t. Logo,

pr(f*(t)) =lim,—epyr(s,) <t. Para ver que f*(us(s)) > s, observemos que

ffup(s)) =inf{z > 0; pp(z) <wpp(s)} >inf{z; s <z} =s,

pois uy € ndo-crescente. ]

Observacdo 1.1 Do item (v) da Proposicdo 1.1, assumindo que uy é decrescente, concluimos

que f* é a fungdo inversa de uy.

Proposiciio 1.2 A equagdo f*(t) = py,(t), para todo t > 0, é verdadeira.

Demonstracgio. Desde que uy é ndo-crescente, Proposicao 1.1 item (i), temos
sup{s : us(s) >t} =u({s : up(s) >1}).
Assim, pela defini¢io de uy,

t (1) = p ({5 = pp(s) > 1}) =sup{s 1 py(s) >t} =inf{s > 05 pp(s) <r}.
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Observacao 1.2 A Proposicdo 1.2 nos mostra, de uma maneira mais clara, como o rearranjo
de f herda algumas propriedades da fungdo distribuicdo de f, como por exemplo ndo cresci-

mento e continuidade a direita mostradas na Proposigdo 1.1.

Do fato que f* e f tem a mesma fung¢io distribui¢do, segue que, se f € L”, 1 < p < oo, entdo

([tras) = ([ rera) = ([erors)

Isto sugere a introdu¢do de uma familia mais geral de espagos, nos quais os espacos L estejam

contidos. Estes espacos sdo chamados espacos de Lorentz cuja defini¢do vem a seguir.

Definicao 1.3 (Espagos de Lorentz) Sejam 0 < p < oo, 0 < g < oo. O espago de Lorentz, L),

é o conjunto de todas funcoes mensurdveis f : R" — R, tais que || f H ) <o, onde

1
) 1 p
. [fo (er f )T | se0 < p <eo, 0<g<eo,
Hf”(p,q)_ 1 L
sup~.o 17 f*( )—SuPs>O{S,Uf( s)},  se0Q<p<oo, g=oo

Observacio 1.3 Quando p = e 0 < q < 1 0 espaco de Lorentz L'"9) = {0}, ou seja, L'P9) é

trivial (ver [25]). Os espagos LP sdo casos particulares dos espagosL(p ), pois

= ([ rmae) = ([ rra) = ([or0r®) =1l

Mais precisamente, LP = L(P:p)

Os espagos L) (g = o0) sdo chamados espacos de Marcinkiewicz. Uma classe de fungdes
importantes que pertencem a L(P=) (R") sdo as fun¢des homogéneas de grau ’7”. Com efeito,
considere f(x) = |x|_% g(x), onde g(x) é homogénea de grau zero. Sem perda de generalidade,

suponha que g(x) = 1. Assim, f(x) = |x|71% e
up(s) =u({x €R": x| 7 > 5}) = p({x R": 577 > [x]}) = Cus 7.
Com isso,

fi(t) = inf{s>0:pup(s) <t} =inf{s >0:C,s? <t}
1 1
— inf{s>0:Clr P <s}=Clr .
Portanto,

1 1
1 g = supt# ) =sup (5CE17 ) =i

>0 >0
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Outra caracteristica interessante dos espacos de Lorentz, é que eles possuem a mesma relacao
de escala dos espacgos LP. Mais precisamente, dado A > 0 e uma fungdo mensuravel f: R” — R,

deixe-nos denotar f (x) = f(Ax). Temos que,

A, o =2 P U@, ) (1.2)

onde 1 < p, g < . Com efeito, uma vez que u é a medida de Lebesgue em R”, entdo

up(s) = p{x 2 |f(x)| > s})
= A "u({x o [f(0)]>s})
= LA "up(s).

Assim,
() () = inf{s: up(s) <1}
= inf{s >0; pp(s) <A't}
= fH(\'").
Inicialmente analisaremos o caso 0 < g < oo. Neste caso,

1ACNG.q = (/Ow [ﬂl’(fk)*(f)r?);z(/Ow[tif*(xnl)]q?>5

1
q dt

_n o PN q _n %
= w ([T [ombram] ) <Al
No caso em que g = o temos

LA, = sup 17 (f)7() = sup 17 (/)" (W)

t>0 t>0

= AT sup (W) (A) (W) = A7F £y

>0

O espaco de Lorentz L(P4) ¢ um espaco vetorial topoldgico com a topologia gerada pela
grandeza || - Hz‘p g) - Mas |- Hz}) ;) 130 € uma norma, uma vez que ndo satisfaz a desigualdade

triangular. Contudo, podemos metrizd-lo com auxilio da fungéo f** = f**(¢) definida por

1 t
£ = /O F*(s)ds para ¢ > 0. (1.3)

Em [44] encontramos uma defini¢cdo equivalente a (1.3) para f** como segue:

0 = }p{ [ Ild: i) :r}. (14
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Note que de (1.4), obtemos a propriedade de subaditividade para f**:
(f+8)" @) < f7 )+ ). (1.5)
De fato,

a0 = psw{ [ 17+ dausne) =i f < psup{ [ 171+ eldus ) 1}
< poupd [ Uridusue) =1 b+ L sop [ leldu: By =t} = 104270

Agora, considere a quantidade | - [|(, 4) definida sobre L4 da seguinte forma:

1
=3 1 S
[fo (17 f**(1))4 %]q, sel < p<oo,l<g< oo,
I
sup;~q 17 (1), se l <p<oo,g=nco.

Hf“(p.,q) =

Mais adiante mostraremos que || ||, ;) € uma norma e que a topologia gerada por |- ||,

equivalente aquela gerada por || - H’(‘p‘q). Para isso precisamos de um resultado devido a Hardy:

Lema 1.1 (Desigualdade de Hardy) Se 1 < g < oo, r > 0 e f é uma funcdo mensurdvel em

(/Ooo (/Otf(u)du)qt_"ldt); < % (/Om(tf(t))qt—r—ldt)‘l’ (L6)

</0°° (/twf(u)duytr_ldt); < % (Am(ff(t))qtr_ld[)q' A7

Demonstracao. A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada em [53, pg.35]. Como a

(0, =), entdo

funcdo @(x) = x7 é convexa em (0, 0), entdo

o [ rwan) = ([ stae) = | )
_ </f =51y ) (/Olt du> (q/o:ué ldu)
< (/(p =) "’du> </0 u’;_ldu>

= (= tr_q/f(u)quq_r+frl_ldu.
I" 0

Integrando de sobre [0, o) e usando o Teorema de Fubini, temos

/Ow (/Otf(u)du)qt_r_ldt < (€> / i (/f q"+5‘1du)dr
- ()" 1/ Flu)tud ! (/:t_;_ldt)du

= (%)q/o (uf(u))qu_r_ldu.
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Portanto obtemos (1.6). De maneira andloga obtemos (1.7). n

A préxima proposicdo estuda a equivaléncia entre as quantidades || - H?pﬂ) el g

Proposicao 1.3 Sejam f € L9 1 < p<wel <g<oo Entdo

* P %
11, < £l < 211y 0 (1.8)
Demonstracio. Como f* é ndo-crescente, temos que () < f*(s) sempre que 0 < s < 1.

Portanto f*(¢) < f**(¢). E assim, a primeira desigualdade da proposi¢do é imediata. Para
provar a segunda desigualdade, inicialmente considere 1 < p < o e 1 < g < o. Assim, pela

desigualdade de Hardy com r = g(1 —1/p), estimamos || f|(,, 4) obtendo

Il = /Ooo[t'l’f**(t)]th/t)q
- (F (from)rera)
= ([ (f rom)era)

(/j(rf()) )’

= LAl

S IR

No caso 1 < p < oo, g = oo, temos

17y = supers @) =sup 15~ [ (s

>0 >0

1 ft _11
= supt» /s pse f*(s)ds
0

>0

1oy [t 1
= suptr 1/s P(supu/’f()) s
>0 0 u>0
1

1

= Al supw - / srds
0

- pnfu(p

Mostraremos agora que a quantidade || - [[(, 4) € de fato uma norma.

Proposiciio 1.4 Sejam 1 < p <eoel < g < oo A grandeza |- || ) € wma norma em L),
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Demonstragdo. Observe que ||f][(,, ) > 0¢€ || fll(p, 9 =0 =0 f"=0& f=0 q.t.p.

Agora, provaremos a desigualdade triangular. Se g = oo, temos

1 o
If+gll(p,ey = suptr(f+g)™(t)

t>0

Assim, da subaditividade f** (Propriedade (1.5)), obtemos

1 *% 1 *%
1f +8ll(p, ) < sup 7 (f)™(t) +sup 17 ()™ (r)
>0 >0

= [ fllip, ) 118l (p, o0)-

1
Por outro lado, quando 1 < g < o, usamos a subaditividade de ([;°(-)74)? e de f** (Pro-

priedade (1.5)), para obter

If +8lpa = (/Ow(t;(f-kg)**(t))qﬂ)q

t
1

® 1 1 dt\ ¢
< ([fororeeory)
1 1
< ([orord) +([eeord)’
0 t 0 t
< | fllpg) T 18l (p.g)s
e assim concluimos a prova. [

Observacao 1.4 Além disso, os espagos Lr9) 1 < p <o el < g < oo, munidos da norma

|- [/(p,q) S@o espagos de Banach. Para uma demonstragdo veja [25]. Ainda mais, usando (1.2)

e a equivaléncia entre || - ||>("p 0 € | [l(p,q) (Proposicdo 1.3), note que || - ||, q) satisfaz a mesma
relacdo de escala que || - Hz‘p gy OU seja, na igualdade (1.2) podemos substituir |- pr g Por

H . H(p,q)’ isto €,

F O (.00 = 1.0 = A 21 L@ (.- (1.9)

1.2 O Espaco Dual de L(»9

Os dois lemas a seguir sdo importantes para estudar o dual do espaco de Lorentz L),
Os enunciados e as demonstracdes encontram-se em ([44], pag.44). Antes mostraremos que

funcdes simples sdo densas em L9,
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Proposicao 1.5 Sejam 1 < p <ooe 1 < g <oo. O conjunto S, de todas funcoes simples é denso

em LP:4),

Demonstracao. Para provar que o conjunto S € denso em L7 mostraremos que existe uma

sequéncia de fungdes simples (s,),

n—fll(p,q) — 0, quando n — 0. De fato, seja
f e LP9 (sem perda de generalidade, assuma f positiva). Entdo existe uma sequéncia de
funcgdes simples, tal que, 0 < s, < f e s, — f, quando n — oo. Pela Proposicdo 1.1 item (vi),

obtemos
(f =sn)* (1) S f5(1/2) +s3(t/2) <2f*(1/2) e L".

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos

t

: * * 1/p1; * dt /a
tim =5l = ([ 1P =5 @05 ) =0

como f & arbitrario, segue que S = L{P4). L]

Lema 1.2 Sejam g : R" — R uma funcdo simples ndo-negativa e Q um subconjunto mensurdvel

de R". Entdo
u(Q)
/ g(x)dx < / g"(r)du.
0 0
Demonstracao. Escreva g como

n
ZaJXF

onde i CFH C..CF,eb; >0, j=1...,n Agora, calculando a integral em Q, obtemos

/Qg(X)dX= iaju(QﬂF i ymin(u(Q), u(Fj))

j=1
n (o) u©) (&

= L4 / X o)) (5)ds = / Y @iXoury)(s) | ds
=1 70 0 j=1

/,U(Q)

(=]

Lema 1.3 Se f:R" — R e g: R" — R sdo duas funcoes mensurdveis, entdo

[ Vrglav< [ )g s)as (110
R" 0
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Demonstracao. Como f* e g* dependem somente dos valores absolutos de f e g, € suficiente
considerar f e g positivas. Como podemos aproximar f e g por fun¢des simples e temos as
respectivas convergéncias para as fungdes rearranjo, usando o teorema da convergéncia mono-
tona, podemos assumir, sem perda de generalidade, que f e g sdo fungdes simples. Assim

escrevemos
m

=Y ajg/(x)
=1

onde E; C Ej;1 e a; > 0. Calculando a funcdo rearranjo de f, obtemos

=) aiXjou( ()
=1

Usando o lema anterior, podemos estimar

- ()
/. |fg|dx—2a] [ o< B [ 0
B / Z ajXiou))(8)8" (s)ds
(i

= | reg s

Sejam 1 < p<owe 1< g<oo, p eq osrespectivos expoentes conjugados e f € L),
Entdo Ty(g) = [gn fgdx define um funcional linear continuo em L{79). De fato, para 1 < p < oo
el < g <oo(casoqg=c ougqg=1¢anilogo), usando (1.10) e desigualdade de Holder em LY,

temos

[ s < [ g s = [ 7 ol )

S

2 g A\ (s
S(/O [s? f*(s)] Ss) (/0 [Spg*(sﬂq?s)
<Nl )18l p.g)-

Isso demonstra que L) c Lpa) A seguir enunciamos a caracterizacao precisa de dualidade

para espacgos de Lorentz. Para uma demonstracdo, recomendamos [44] ao leitor.

Proposicao 1.6 (veja [44]) Sejam 1 < p <o e 1 < g < oo. Entdo o espago dual de LY ¢
LP=) e o espago dual de L\P9) ¢ L),

Observacao 1.5 Como consegiiéncia imediata da Proposicdo 1.6, os espagos de Lorentz L(P4)

sao reflexivos paral < p <oel < g < oo,
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1.3 Aproximacao da Identidade em L(Pa)

Os resultados desta secdo sdo muito usados, sem demonstracao, em alguns artigos que
tratam ou usam espagos de Lorentz para estudar algumas EDP’s (ver, por exemplo, [1] e [51]).
Como ndo encontra-se uma farta bibliografia com as demonstracdes, para conveniéncia do
leitor, resolvemos inclui-las. Nosso objetivo, nesta se¢ao, € demonstrar um teorema de aprox-
imacdo (via regularizag¢do), em espagos de Lorentz L), andlogo ao teorema que garante que
convolugdes por um molificador de Friedrichs fornecem uma aproximacao da identidade em L7,
ver [12]. A demonstracdo deste resultado, baseia-se na continuidade da translacio em L(P9), a

qual € uma consequéncia da proposi¢do abaixo.

Proposicao 1.7 Se 1 < p < el < g < oo, entdo o conjunto C;° é denso em L),

Demonstracao. Mostraremos que toda fungdo caracteristica X4 pode ser aproximada na quasi-
norma | - szn ;) Por uma fungéo em C(R"), concluindo assim que o conjunto C°(R") é denso
em L(P9) . Considere A C R" um conjunto mensurdavel e u, como definimos, a medida de
Lebesgue em R". Como u € regular interior e exterior, dado € > 0, existe um aberto U e um
compacto K satisfazendo K CA C U e u(U \K) < €. Pelo lema de Urysohn, existe g € C’, tal
que,0<g<1,g(x)=1sexeKeg(x)=0sexecU". Note que, |[Xs —g| < Xy g € por isso

(Xa—g)"(t) <X, / «(t) para todo ¢ > 0. Por fim, calculando a quasi-norma || - Hz‘p_ 4)» Obtemos

. . u(U/K) 7_ % p é 1
1Xa =gl o) < 1 Xv/kll(p, 9 = (/0 P dt) = (5) <

e, usando a Proposicdo 1.3, concluimos a demonstragao. [

Proposicao 1.8 (Continuidade da Translagcdo) Sejam 1 < p < o e 1 < g < oo. Entdo

1F(x=2) = f®)l(p,q) — O, quando z — 0.

Demonstracdo. Denote A = {x € R" : d(x,A) < 8}. Note que ¢ suficiente supor que f €
C=(R"), uma vez que o conjunto C*(R") é denso em LP?) quando 1 < p < e e 1 < g < oo.
Denote g.(x) = f(x—z) — f(x). Como f tem suporte compacto (suppf = A), dado € > 0 existe
d tal que, se |z| < & entdo [g;(x)| < € Xy, (x) para todo x e portanto g7 () < €(Xa;)*(¢). Assim,

limsupg; () <€, paratodo s > 0.
7—0
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Como € ndo depende ¢, entdo g} (¢) — 0 para todo ¢ > 0. Note que
[ gy <t [T () ey
0 0

0

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos
||gZ||>(kp, q) - 07 quando i O

Como os funcionais || - ||, 4) € || - ||>("p. ;> $80 equivalentes, segue que l&zll(p,q) — O "

A proxima proposi¢do € uma generalizagdo, para espagos de Lorentz, dos resultados de
aproximacio da identidade usando molificadores de Friedrichs em L? (ver [22, Teorema 8.14,

Cap.8]). A demonstracdo € uma aplicacao interessante da dualidade em espacos de Lorentz.

Proposiciio 1.9 (Aproximacdo da Identidade em L'P9)) Seja ¢ € L' (R™), tal que, [ ¢(y)dy=1.
Para cada € > 0, defina o molificador de Friedrichs @¢(x) = %(p(g) Se fe LP?) com1 < p<
e 1 < g < oo entdo

|9e* f— fll(p,q) — 0, quando € — 0.

A familia (Q¢)e~0 € chamada uma aproximagdo da identidade em LP4),

Demonstracao. Fazendo a mudancga de varidvel €z =y e usando que [ @¢(y)dy = 1, temos
0 =S = [ @O r—) = £y (1L11)
= [, Q@IS (x—22) = f(x)]dz.

Calculando a norma | - [|,,, ) de Qe * f — f € usando a equagdo (1.11), obtemos

905 = Fllipg = sup | [ (@ f2) ~ £x)) o)

19l 4=

// f(x—gz) — f(x)]0(x)dzdx

dx) dz

Como |£(x—€2) ~ f(X)l| ) < 2@, g) € IFx—2) — )], g — O, quando e — 0.

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos a demonstragao. [

H¢H ')

< [ o) ( sup
! 91l g =1

= [ 19@IIf(x—e2) = £, gz

[f (x —€2) = f(x)]0(x)

R~
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1.4 Desigualdade de Young e de Holder em L (7%

Iniciamos a se¢do lembrando algumas propriedades importantes sobre convolugdo de
fungdes e alguns resultados de duplo rearranjo, cujas demonstracdes sdo essencialmente as mes-
mas contidas em [53]. Estas propriedades serdo importantes para a demonstracdo, de versdes

em L7, das desigualdade de Young e de Holder.

1.4.1 Desigualdade de Young

Sejam f: R" — R e g: R" — R fungdes mensurdveis. Denote a convolugdo de f e g
por h(x) = (f*g)(x) = Jpn f(x —y)g(y)dy. Inicialmente, discutiremos algumas propriedades

do rearranjo do operador convolugdao. Comegemos a recordar a estimativa conhecida para 7**.

Lema 1.4 Sejam f:R" — R e g: R" — R funcoes mensurdveis. Entdo

WO <108 0+ [ (68" 6)ds, (1.12)

para todo t > 0.

Omitiremos a demonstracdo, mas podemos encontrd-la em [25, 34]. A razdo € que a prova €
bastante enfadonha e acreditamos que as idéias usadas nela estdo contidas em outros resultados

destas preliminares. Uma consequéncia desta formula € a seguinte.
Proposicao 1.10 Sejam f:R" — R e g: R" — R fungdes mensurdveis. Entdo

B0 < [ )

para todo t > 0.

Demonstracao. A demonstracdo deste lema estd contida essencialmente na demonstracao do
Lema 1.6 de [34]. Se a integral do lado direito for infinita, ndo h4d nada que mostrar. Caso

contrario, como f**(¢) e g**(¢) sdo ndo-crescentes, temos que

lim¢f**(t)g™ (t) = 0.

t—o0

Usando o fato que f*(r) < f**(¢) e a desigualdade (1.12), obtemos

(1) <t ()™ (1) + /t " (5)g" (s)ds, ¥Vt > 0. (1.13)
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Agora, observando que

dt dt \ t Jo
1 1
Z;f*(f)—t—z Of*(s)ds
1
Z;(f*(f)—f**(f)),

obtemos

Portanto, integrando por partes em (1.13), conclufmos
B0 <0870+ 6 WO+ [ U6) = £ (6)g (5)ds
<[ 1@ ds— [ 1 g (s)ds
< [ 1 s

Os lemas a seguir estabelecem uma relagdo de inclusio entre L4 e L(P7) As demon-
stracdes destes dois lemas sdo baseadas nas demonstragcdes do Lema 2.4 e do Lema 2.5 de [34],

respectivamente. As mesmas demonstracoes também podem ser encontradas em ([53], pag.36).

Lema 1.5 Seja f: R" — R uma funcdo mensurdvel. Se 1 < p < e 1 < g < oo, entdo

f“1x><:(€)5'“w“nqk
= p 1

xXr

Demonstracdo. Como f**(x) é ndo-crescente, podemos estimar

17y = [ 077 @)t
> [M

ook x %71 o B Kok X X%

> () [ o di =217 ()t

Lema 1.6 (Calderén) Se 1 < p <owe1<q<r<oo,entdo L\»? C L\P"). Mais ainda,

1_
q q
£l < (2)" Uelipa

~ =

para toda f € L),
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Demonstracao. Note que
AR R O
= [ o o)

-, 11l p.0)
< - L1 ek d
—/0’ UL [(1) 7 ] t
L_1
g\ r— 0 9 1¢ pxex
:(;) ”f“(pZ)/O v [f7 ()] dr
L_1
q\* r—
_ (E) 1AL

1_
q q
1l = (2)" Ufllpa

Logo

~ =

para toda f € L(P4),

Uma consegqiiéncia imediata do lema anterior é que as inclusdes LP41) ¢ LP ¢ L(P42)

L(Pv°°), para 1< p<oe 1< g1 < p < gy < oo, 830 continuas.

A proxima proposicao nos diz como o operador convolucdo se comporta em espacos de
Lorentz. De fato, ela estende a conhecida desigualdade de Young em espacos de Lebesgue L”

para contexto de espacos de Lorentz L(P49).

Proposicao 1.11 (Desigualdade Generalizada de Young) Sejam 1 < p1,pa,r < oo, 1 < q1,q2 <

o e s > 1 tais que 1+ pll —}—plz e % < qll—kqlz. Se f € LPra) g€ LP2:2)  entgo

h=gxfeL () com a seguinte estimativa

)y SCOIS (10 181 (p2.90)- (1.14)

Demonstracao. Primeiro considere o caso s = c. Usando a Proposi¢do 1.10, estimamos

1 1 ** **
ey = sl 0] < sup e [ (506" ()

t>0 t>0

<sup[¢ [T 1o £l s >st}

t>0
R B Y|
< 1AMl py ) 1l s o) SUP “/ o
>0 ?

=1l fllipy o) 181l (p2,00) < TUS N (o100 18]l (92,00)
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Considerando o caso s finito e usando a Proposi¢do 1.10, podemos estimar

o = [ 0P < 7] [T ) &

, 8= %, obtemos

Fazendo a mudanca de varidvel t = %

OROEE
- /O (/()yf**(l/uiz**(l/u) >yy1dy
(D, oy, e

=/</f )”dy,

onde f(u) = w. Usando a desigualdade de Hardy (1.6) e o Lema 1.1, obtemos

i < (3) ) brodyas
_ ,J/ f**(l/y)g**(l/y)]syﬁd_y

i »? y
= [Cprameram) e

y
s dt

= [ et

P

Como —|— 2 , existem m; > 1 e my > 1, tais que,

d

Usando a desigualdade de Holder em L”(0,%0) com a medida u = < e o Lema 1.6, deduzimos

que

il < /Ow[t”if**(t)g**(t)]S?); = ([wrone g**(t)]s%i

<r ([)m[tﬁlf**(t)]m ?) g (/()M[tég**(t)]smz?) 3

= 7l Wy omn) 181l pr.sma)

Como g1 < smyp e g2 < smy, pelo Lema 1.6, obtemos

1all¢rsy < N pr g 1€l (p2.g2)
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A préxima proposi¢ao trata o caso limite da Proposicdo 1.11, quando uma das fungdes

fougelLl
Proposicio 1.12 Seja g € L?™) com 1 < p < oo, e f € L'(R"), entdo h =g« f € L") ¢

1Al (o) < CO)If 11118l (p,00) - (1.15)

Antes de mostrar esta proposi¢ao, introduziremos uma outra norma para L), equivalente a

| - |(p,e0)> @ qual serd 1til para nossos fins. Para cada f : R” — R mensurdvel denote

fllwr = sup {u<E>1/P’ L1 dx}.

H(E)<eo
O préximo lema mostra que de fato || - ||>(kp ) € equivalente | - ls,. Como por sua vez
|| - H?p,w) € equivalente a || - ||, ) (Proposi¢do 1.3), entdo || - ||, .) também € equivalente a

|| la,.- Este resultado pode ser encontrado em [3] e a demonstragdo apresentada é basicamente

uma reproduc¢do do que estd 14 contido.

Lema 1.7 (veja [3]) Seja 1 < p < oo. Entdo para toda fungcdo mensurdvel f :R" — R, temos

as seguintes desigualdades

(p—1)?
pp+1

1713, < sup{s"As(s)} < 113, (1.16)
§>

Demonstracdo. Considere o conjunto E; = {x € R" : |x| <ie |f(x)| > s}. Da defini¢do de
| £l , temos que

s-(E) < [ |FG)ldx < 1 o ()7

Assim s - (u(E;))"/? < ||f||mr. Portanto, calculando o limite para i — oo e depois 0 supremo
em s, obtemos a desigualdade a segunda desigualdade. Agora vamos demonstrar a primeira

desigualdade. Dado sg > 0, claramente

Ll <souE)+ [ (1.17)
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Por outro lado,

/{If(x)|>s0} [F()ldx = _/ s (dhy)(s) = /SO Ar(s)ds—+Ar(s0)so

S0

<sup{s”As(s)} (/s:spds—i— (so)1p>

s>0
— sup{s”As(s)} < b (so)l_p) (1.18)
s>0 pP— 1
Agora, depois de usar (1.18) em (1.17) e escolher sg de tal forma que (so)”u(E) = p-supyo{s"As(s)},
obtemos
1
L 17G0ldx < sou(E) + ——sou(E)
E p—1
plti/p 5 Uy
=2 (suptomas60}) ut) e
- s>0
que € a desigualdade desejada. [

Agora estamos prontos pra demonstrar a Proposicado 1.12.

Demonstracao da Proposicao 1.12. Estimando diretamente, temos

J neolax< | ( /. \g(x—y)Hf(y)!dy) dx
< [ 1o ( [ etr-iax)

= Lol ([ lewiar)ay
<\ £ll lgllage - ((E = )P = ||l lgllee - ((ENYP,

a qual implica que

e = sp {17 [ 11l x| < 7L el

H(E)<eo

Usando a desigualdade (1.16) e a Proposicdo 1.3, concluimos a demonstracao. [

1.4.2 Desigualdade de Holder

A seguir daremos uma generalizacdo da Desigualdade de Holder para os espacos de

Lorentz LP9), Para uma referéncia ver [25].
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Proposicao 1.13 (Desigualdade de Holder Generalizada ) Sejam 1 < py1,pa,r <oo, 1 < q1,q2 <
o ; r_ 1,1 ,1 1,1 (p1,q1) (P2,92) 0 h — (rs)
es > 1tais que . p1+pzes§q1+q2‘sef€L L) e ge L\P292) entdoh=gf €L

com a seguinte estimativa

1A

(rs) = C(r/)Hf“(Ph%)||g||(P27€2)' (1.19)

Demonstracdo. Sejat > 0. Escreva h = fg e considere o conjunto E = {x € R" : |h(x)| >

h*(t)}. Por defini¢do de i*, note que u(E) >t e

* u b )2 dx i
w10 < s (g ol e}

< s (o [ d}@p{ﬁ [ lstolax}

< 087 (1),
Como q]—l + ;—2 > %, podemos encontrar m; > 1 e my > 1, tais que,
1 1 1 s 1 S
—+—=1le — < —, — < —.
mp  mp my q1 my q2

Usando a desigualdade de Holder em LP(0,0) e 0 Lema 1.6, temos

* “ L * ) s
il <l = [0 @t

o |—

</ (/w[”’l‘f**(t)]s[tplzg**(t)]s?>
0
<N o1 smi) 181 (pa,sma)

< C(r/)||f|’(p17q1) Hg”(pz,qz)‘

Observaciio 1.6 Seja (-,-) : LPv9) x L(P2 %) — [(%9) o operador bilinear dado por, (f, g)(x) =
f(x)g(x). A Desigualdade de Hilder Generalizada (Proposigdo 1.13), afirma que este operador
é continuo sobre os Espacos de Lorentz LPr4) x [(P2:4) quando assumimos certas condi¢oes
nos indices dos espagos. Em particular, quando p = p1 = q1, ¢ = p2» = g2 e r = s obtemos a

bem conhecida desigualdade de Holder em Espacos de Lebesgue LP. Isto é,

1 1 1
rellr <l fllpligllg, se —=—+-. (1.20)
12l < 1Nl - se =+
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1.5 Espacos de Interpolacao

Comegemos introduzindo algumas notacOes e defini¢cOes basicas da teoria de interpolagdo.

Nos restringiremos ao K—Mzétodo.

Sejam X e X; dois espacos de Banach. Denote o par X = (Xp,X]). Seja Z(X) = Xp +X; a

soma dos espacos de Banach Xy e X;. Para cada t > 0 fixo, definimos o K—funcional como
K(t,a,X) = inf{||aollx, +l|la1llx, : a0 € X0, a1 € X1 ea=ap+a1}.

Note que K(z,-,X) é uma norma no espaco de Banach £(X). Para cada a € £(X), denotamos

|| || f(;o(t_eK(nav)_())q% , S€ 0<e<1,1§q<oo,
alle,g,Kk = .
supt>0t_eK(t,a,X) ,se 0<0<1,q=0.

Definimos o espago Xg , = (Xo,X1)g,4 » cOMO 0 conjunto
Xog={a€X(X): |lallogx <}

Em [4] foi demonstrado que Xp , = (Xo,X1)e 4 € um espago de interpolacdo entre (Xo,X)g 4.
Isto €; sejam os pares X = (Xo,X1) e Y = (Yp,Y1).Se T : Xo — Yo e T : X; — Y sdo aplicagdes

continuas e sublineares, entao
T : (X0,X1)e,g — (Y0.Y1)0,4>
¢ continua.

Agora, estamos em condicdes de enunciar um resultado cldssico de teoria de interpolacao

em espacos de Lorentz, cuja demonstracio serd omitida por ser um resultado cldssico.

Proposicao 1.14 ([4], p.113) Sejam 1 < qgo <ooce 1l < gy <oo. Assuma que pg e p1 sdo niimeros

positivos tais que 1% = 117_—07‘ + pll’ onde 0 < A < 1. Entdo, se py # p1,

(LPog0) p(pran)y, —— [(p4),

Aa

A igualdade continua verdadeira no caso py = p1 = p, contanto que (l] = 1;—07‘ + q—7‘1.

A préxima proposi¢do € uma conseqiiéncia da proposicao anterior € vamos enuncid-la por uma

questdo de conveniéncia do leitor.
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Proposicao 1.15 ([47], p.197) Seja T um operador sublinear em LPi75) onde j=1,2. Sejam

po < p1, ro # rie p,r dados por
1

A1 1-A A
— € — = +_’

p Po prr ro 1
onde 0 < A < 1. Entdo, para todo 1 < q < oo, existe B= B(A) tal que

1-A
=——+

1T (p.q) < BIlSl (rq)

para toda f pertencente a L),

Para uma demonstracao referimos [47], por sua abordagem direta e sem usar elementos pesados

de teoria de interpolacdo em espacos de Banach abstratos.

A préxima Proposic¢do revela uma das principais diferencas entre os espagos L e os de
Marcinkiewicz L(#*). Essa diferenca, como veremos mais adiante, tem implicacOes diferentes
sobre a de solugdes auto similares nestes dois espacos. O fato de L(P=) conter funcdes ho-

mogéneas e L” ndo, é fundamental para que isso ocorra.

Proposiciio 1.16 Sejam 1 < p,r < oo e p # r. Entdo L'P*°) NLU*)ndo é denso em LP=).

Demonstraciio. Os espagos de Lorentz sio espagos de interpolacio entre os Espacos L! e L*

([44], pag. 300), isto &, para [l) =1—0 tem-se
<L17Loo)67q — 1(P4)

Usando a formula de Holmstedt [44, Teorema 2.1, Capitulo 5], podemos estimar assintotica-

mente o K—funcional da interpolacdo entre os espacos L) g () por

K@@, f,LP=) L)) ~ sup (s_l/pl /Sf*(r)d’c) +1sup (s_l/r/ /Sf*(’c)d’c> , (12D
0 0

O<s<t s>t
onde 8 = (r—p)/pr > 0.

Além disso, C. Bennett and R. Sharpley em [44, Proposicdo 1.15, Cépitulo 5] demonstram,

em espacos de Banach abstratos, que Xp N X é denso em X se e somente se

lir%K(t,f,Xo,Xl) =0,

r—
para toda f € Xo+ X;. Tome Xo = L(P=) ¢ X; = L") Considere a funcdo homogénea de grau
—n/p dada por |x| "/? que claramente pertence a Xo = L{P**)e nio pertence a X; = L"), E fécil

verificar usando (1.21) que K(f,¢) — K* > 0 quando t — 0 e assim concluimos a demonstragao.
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1.6 A Solu¢ao Fundamental do Calor em R”

Nesta secdo iremos relembrar algumas propriedades da solucao fundamental do calor em
R” impl icleo do cal i do utei do do si ili
, ou simplesmente, o nicleo do calor, os quais serdo tteis no estudo do sistema semilinear

que abordaremos nesta tese.

Precisamos comecar relembrando a definicdo de transformada de Fourier de uma fungdo

f € L*(R"). A transformada de Fourier de f € L? é

(NE =F©) = [ fix)e ax

X2
Seja g(t,x) = (4tn‘)_%e’% definida em (z,x) € R x R". Para cada ¢t > 0, g(¢,x) tem a
seguinte transformada de Fourier:
81,8) =7,
Note que g(¢,x) é a solucdo equacdo linear

00—AG=0, r>0 e xeR" (1.22)

De fato, aplicando formalmente a Transformada de Fourier em (1.22), obtemos uma equagdo

linear equivalente em varidveis de Fourier
(3 +[E*)0(1,§) =0, 1>0 e E€R,

a qual é satisfeita por g(z,§). Por outro lado, lirél+ g(t,x) = 8 em '(R"), o conjunto das
11—

distribui¢des temperadas. Assim, temos que g(¢,x) € uma solug¢do fundamental de (1.22).

Observemos que valem as seguintes propriedades de homogeneidade para g(z,x):

glt,x) =1"3g(1,072) (1.23)
e
(VEQ)(tx) = 173 (Vi) (1) (k=1,2,). (1.24)
De fato, (1.23) segue de
n 2 n n ‘,—%X‘Z
g(t,x) = (dtm) e & = ( 2(4n) 2¢ 4

1

= 2g(1,1 2x).

A prova da igualdade (1.24) é uma aplicacdo da regra da cadeia k vezes na igualdade (1.23).
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Observacio 1.7 Pela propriedade de homogeneidade (1.23), g(t,x) =t 2g(1, t_%x) =e7"0(3),
ondee =12 e ¢ = g(1,x). Como € — 0 se e somente se t'/2 — 0, e

X2
/ g(t,x)dx:/t_Zg(l,t_ix)a’x:/t_2+2g(1,x)dx:/ (47'[)_76_% =1,
Rn

n

pela Proposi¢do 1.9, concluimos que a familia g(t,x), indexada em t > 0, é uma aproximagdo

da identidade em L'P9), para 1 < p < e 1 < g < oo,

Aqui deixe-nos denotar por {G(t)},~ a familia de operadores de convolug¢do com os re-
spectivos niicleos g(t,x), t > 0, e no caso em que t =0, G(0) = Id(identidade), a qual é a
convolugdo com a dirac 8. Com isso, observe que {G(t)},~ define uma estrutura de semi-
grupo em espagos de Lorentz, quando 1 < p < o e 1 < g < oo, Esse semi-grupo é continuo
quando q # oo e fracamente continuo quando q = o=. De fato, para q # oo, como {g(t,x)}s>0 €

uma aproximagcdo da identidade, segue que,

llgl(l) HG(Z +s)u0 — G(S)uoH(pg) =0 (S > 0) ell_i)r({l_’_ HG(Z‘)MO — uoH(pg) =0.
Por outro lado, no Capitulo 2 (ver (2.48)), iremos provar que, quando ugy € L) e < p<

lim <G(l‘)bt() — u0,¢> =0

t—0+

para toda ¢ € LD, onde (-,-) denota o par dualidade (via integral) entre L) o (1),

Agora, mostraremos algumas estimativas ja conhecidas do semi-grupo G(z), em espagos de
Lorentz L(P9), que serdo de grande valia para obtermos, futuramente, solucdes para o sistema

semilinear (1).

Lema 1.8 Sejam 1 <p<r<oo, 1 <d|<dy<oejec{0}UN. Se fe L) entgo ViG(t)f €
L(}’,dz) e

1
v

s nel 1N\ J
IVIG) fll(rayy < C 2272l prar) (1.25)

Demonstracao. Primeiro, observe que V,{G(t) f= (Vf;g(t,x)) * f. Sejam ¢ > 1,1 > 1 tais que
I+ % = [l) + %1 e % + % > %. Como f € L(P4) aplicando a Desigualdade Generalizada de Young

(1.14) quando p < r (no caso p = r, aplicamos (1.15)) , obtém-se V,{G(t)f e Lind) ¢

IVAG() 1l 5,4y < COMNVER) (.2 g, ) LW, - (1.26)
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Por outro lado pela igualdade (1.24) e a relacdo de escala em espacos de Lorentz L) (Pro-

priedade (1.9)), obtemos

(Vi) (D)l = ™= (Vig)(L,ar72) g,

.. j nl_1y_J
X 9 = Y . .
Substituindo [|(Vxg)(#,x)]| (4, = C(g,1)t>* 7’2 em (1.26) o resultado segue

Observacao 1.8 No caso dos espagos de Lebesgue L', pode-se provar (1.25) paral < p <r <

oo (assim, inclui-se os casos extremos p =1 e r = =), isto é,

) 2||f||p (1.27)

(11
-

IViG(t)f]|, < C 2!

De fato, a prova é essencialmente a mesma do Lema 1.8, com excessdo que neste caso, apli-

camos a desigualdade de Young em L', a qual é dada por:

178l < [f1lpllgllq (1.28)

para 1 < p,q,r < o, com 1+% = %4—5 (ver [22, pg. 235]). Como a norma ||g(t,x)||; = 1

YVt > 0, note que no caso j =0r = p, a constante C = 1.

Proposicao 1.17 (Estimativa de Yamazaki) Seja 1 < p < q < oo. Existe uma constante C > 0

tal que,
 nel_1y_
|G gy ds < ol (1.29)

para todo ¢ € LIPD(R™).

nel_ 1
Demonstracdo. Defina §(7) = 271 |G(2)9|(4,1) € suponha p; < p < pa < q tal que (% -
1%) <2.De(1.25) paral < pr < g<oo,k=1,2¢ j=0, obtemos que

1
&) <m0 )

Seja - = l( 4_n —|— 2) satisfazendo 0 < [} < 1 < I,. Assim, a propriedade anterior de &(¢) pode

ser subst1tu1da por E(1) € L%>(0,00) e ||&(t Mt.00) < ClIOll(py.1)> for k = 1,2. Agora, suponha
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A € (0,1) de maneira que 119 = pil + 119_—27” e, portanto, 1 = %—l— % Assim, pela Proposic¢do 1.14

e o fato dos espacos de Lorentz serem espacos de interpolagdo obtemos que

16|21 (0.00) < ClIDl p,1):

pois
(Lp'"/l(R”)?LPZ’I(R”))M :LPJ(]R”)
e
(#0270, ~2'0
]
Lema 1.9 Sejam 1 < p < g < oo, uoeLPeazﬁ—g. Entdo
sup 2 [|G(t)uolly < Clluoll, (1.30)
>0
lim 2 ||G(f)uolly =0, Lim ||G(r)uo — uo, = 0. 1.31
Tim 15/Gle)uol, =0, lim G(1)uo ol 1.31)

Demonstracao. A desigualdade (1.30) segue diretamente de (1.27). De fato, basta tomar j =0,

r = q e p = p na desigualdade (1.27) para obtermos
1G@)uollg < €13 uo]l - (1.32)

A seguir, mostraremos (1.31). Pela Observagio 1.7, temos que {g(z,x)};~0 é uma aproxi-
macao da identidade em L?. Portanto G(t)ug — ug, t — 0, quando ug € LP. Para concluir (1.31),
falta mostrar a convergéncia para zero da norma g. Como L N LY é denso em L4, existe uma
sequéncia, {ugx} em LP N LY, tal que, ug « gy ug em LP. Aplicando a desigualdade (1.27) com

¢> quando uq x € L4. Logo, lim, o+ 13 |G(t)uo kg <

r=p=q, obtemos |G(t)uo r||q < C|luox
Clim,_+ 17 ||ug||l, = 0. Mas, pela desigualdade (1.30), temos 2 ||G(1)ug k||, € BC((0,00); LY)

€

lim 12(|G(1)up e~ G(yuolly = lim 13]G (1) (o — uo) |

k—o0

< Clim ||u0k—u0||p =0.
k— o0 ’

Ou seja, a convergéncia da sequéncia {2 ||G(t)ug |4}« € uniforme em 7 € (0,c0). Portanto,

podemos comutar o limite e obter

lim 72 ||G(z — lim (lim 72 ||G(t —0.
lim G(t)uoll4 HO(HW 1G(t)uo k)
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Observacao 1.9 Para um dado arbitrdrio ug € LP>=) q versdo fraca das igualdades (1.31)

ndo sdo verdadeiras. Ou seja, afirmamos que

tEr(?*tj HG(I)M()”(%OO) #0 e tl—1>r(§1+ ||G(t)u0 — u0]|(p7w) #£0. (1.33)

Com efeito, suponha que lim,_q+ 12 |G(t)uol|(g,00) = O seja verdadeira. Considere up(x) =

Lo e LP*) ¢ uy(t,x) = G(t)ug(x) = g(t,x) xug. Usando a propriedade de homogeneidade

x| P

do niicleo do calor (1.23), obtemos u;(t,x) = k%ul(kzt,kx) (Para maiores detalhes ver prova

Coroldrio 2.3). Usando A = 2 ea relagcdo de escala (1.9) em espagos de Lorentz, temos

. o . a.n 2
Oztlir(%tz a1 (8,) [ (g00) = }E&ﬂhHm(k £,05) || (g,00)

S
_ tlir&t P20 [y (1,%) || (g.00)

= t1—1>r(I)l+ Hul(l,x)H(%oo) = Hul(lvx)H(qx)'

Assim, uj(1,x) = 0 g.t.p.. Portanto, obtém-se uma contradi¢do, pois uy e g(t,x) sdo ndo nulas
1 1 .~
e, no entanto, g(t,x) xuy = uy(t,x) =1 2u;(1,t72x) =0, parat > 0 e x € R". A contradi¢do

para igualdade envolvendo a norma || - || .y segue de maneira semelhante.



Capitulo 2

Existéncia de Solucoes Brandas para um

Sistema Semilinear do Calor

Neste capitulo estamos interessados em estudar o problema de Cauchy para o seguinte sis-

tema semilinear parabdlico

ur — Au= g1 (u,v), xeR" t>0
v —Av = go(u,v), xeR" t>0 (2.1)
u(0) =up, v(0)=vyp xeRY

onde

g1 (u,v) = |u| P Dy P2~ Dy e go (u,v) = [u] 1~ D]y 2Ny, (2.2)

1 < pj,ri <oo,i=1,2en € N. Analisamos a boa-colocaciao do problema de valor inicial (2.1)
no produto de espacos de Marcinkiewicz L(P1:°) x L(P2*) Obtemos solugdes brandas no espago
com a homogeneidade certa para a existéncia de solu¢des auto-similares. Mostramos também
que o espago C([0,00); LP1(R™) x LP2(R")) ¢ suficiente para garantir a unicidade das solugdes
sem assumir qualquer condi¢c@o de pequenez. Analisamos a boa-colocacdo do problema de valor
inicial (2.1) no produto de espagos de Lebesgue LP! x LP2. Assumindo mais regularidade para
o dado inicial, mostramos um decaimento para a solu¢cao maior que o fornecido pela normas
do espago quqz (ver Defini¢dao 2.5). Com essas estimativas e um argumento de densidade,
provamos que a 6rbita no espago de Lebesgue LP! x LP2? converge para zero. Finalizamos com
um teorema de estabilidade assintética, nos espagos de Marcinkiewicz, que garante a existéncia

de uma bacia atratora para cada solu¢do auto-similar.
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2.1 Resultados de Boa-colocagio em L")

O objetivo desta secdo € obter resultados de boa-colocacdo nos espacos L) 5 [(p22)

Faremos também algumas considerac¢des sobre a boa colocacdo no espaco de Lebesgue LP! x

LP2,

2.1.1 Relacao de Escala e Espacos Funcionais

Com o intuito de encontrar espagos funcionais adequados para o estudo do problema de
Cauchy (2.1), iniciaremos com a andlise da relacdo de escala do sistema (2.1). Suponha que

(u,v) é uma solugio cldssica do problema (2.1), e k1, k» niimeros reais tais que
uy (,x) = Mu (A1, hx), v (1,x) = M2v(A%r,Ax)
¢ também uma solugdo de (2.1). Substituindo uy (¢,x), v (z,x) em (2.1) obtemos
kk1+2u(k2t,kx) — kk‘+2Au(k2t,M) = kk‘pl+k2pz\u|pl’1u(7»2t,M)\v\pflv(?xzt,?\.x)

Mea+2,(02¢ hx) — M F2Ap(A27, ) = NR1THRr2 = (021 ) [v] 2~ (A2, ).

para todo A > 0, > 0 e x € R". Usando o fato que (#,v) é uma solugdo de (2.1), encontramos

o seguinte sistema relacionando ky,k>,p1,P2,71,72 :

ki(p1—1)+kopa =2

(2.3)
k1r1—|—k2(r2—1):2.
A unica solugdo para esse sistema € dada por
2(rp—p2—1 2(py—r1—1
=Pl o 2eion D) 2.4)
(p1—=1D(r2—1)—rip2 (p1—=1D(r2—1)—rip2

desde que o determinante (p; —1)(r2 — 1) —r1p2 # 0.

Denotamos o(t,x) = (u(t,x),v(t,x)) e @y (t,x) = (A u(A%t, Ax), A2v(A%t, Ax)). Com isso

surge uma pergunta natural: Existe uma soluc¢do particular de (2.1) satisfazendo

o(1,x) = oy (1,x), (2.5)
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paratodor >0, xeR"eA>0?

Estas solucdes sdo chamadas solucdes auto-similares do problema e € claro que fazendo
t — 0" em (2.5), up = u(0,x) e vo = v(0,x) devem ser fungdes homogéneas de graus —k; e
—ky, respectivamente. Esta observagdo sugere que um espago adequado para encontrar solucoes
auto-similares devera ser um espago que contenha fun¢des homogéneas de grau —kj na primeira
e —k na segunda coordenada. Por exemplo, (up,vp) € LP1=) x [(P2) com pi = kl,-’ ki > 0,

parai=1,2.
Definicao 2.1 Sejam p; = kﬂ, 1 <pi<oo, 1 <gqj<oo parai= 1,2 onde k; é dado por (2.4),

o= Pll — qll eP= p% — ;—2. Definimos os seguintes espacos de Banach

E = BC((()’oo);L(plv‘x’) X L(P2,°°))
Egpgr = {(u,v) € E : (1%2u,1P/2v) € BC((0,00); L\ 5 LL42))},

com normas definidas, respectivamente, como

[ (u,v)]|g = max{sup ||M||(p1,m),sug VIl (paeo) }
>

t>0
1), ,, = 1) e+ max{supr®? a(t)] g,y 502 [0(1) | g -
t>0 t>0

Aqui, denotamos BC((0,T);X) como a classe das funcdes continuas e limitadas, no intervalo

correspondente, com valores no espago de Banach X.

Agora estamos prontos para formalizar a definicao de solucdo branda que usaremos no decorrer

deste capitulo.

Definicao 2.2 Uma solugdo branda global do sistema (2.1) em E, com condig¢do inicial 0 =

(ug,vo), € um par ® = (u(t),v(t)) € E, satisfazendo
(u(t),v(t)) = (G(t)uo, G(t)vo) +B(u,v)(t), (2.6)

onde

! t
B(M,V)(I)Z(/O G(I—S)|u|p1_lu|v|p2_]vds,/0G(t—s)|u|’1_lu|v|fz—1vds)

u(t) —ug e v(t) — vy quando t — 0"

sendo o limite tomado na topologia fraca-* de L) ¢ [(P22) respectivamente.
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Mostraremos os seguintes teoremas de boa-colocagdo para o sistema (2.1).

Teorema 2.1 Sejam n >3, 1 <p; < p;, 1 <r; <pj, com p; > "5, i=1.2, e (up,v) €
L(P1:2°) 5 [ (P2,°)

1. (Boa - Colocagdo) Existem € > 0 e uma constante 6 = 8(€) > 0, tal que, se |[uo||(p, o) <

S, [|voll¢

a0y < O, entdo o sistema (2.1) tem uma solugdo branda global (u,v) € E, com

condigdo inicial ®y = (ug,vo). A solugdo ® é a tinica na bola fechada Bg (0, 2€).

2. Suponha que ug € LP+=) N L@1=) ¢ yo e LP2) N L(@2:)  com g; > s, i=1,2. Ex-

iste 8q, 4y > 0 com 0 < 8y, 4, <9, tal que, se HuoH( < 84y ) HVOH(pz,OO) < 84y M-

Pl»°°)
tdo a solucdo (u(t,x),v(t,x)), obtida no item 1, verifica que (u,v) € BC((0,00), L(41>) x

L(@2),

3. (Regularizacdo) Para quaisquer p1 < qi, p2 < q2 satisfazendo %pl + %pz <1, %rl +

%rz <1, existe 0 < 84,4, <, tal que, se |[uol|(p, 00) < g1.455 [VOll(py,00) < V14, €ntdo a

solugao (u(t,x),v(t,x)), obtida no item 1, pertence a Eg,4,.

Pela Proposi¢do 1.6 a inclusdo LP! C L(P1=) ¢ continua e, como conseqiiéncia, temos a in-
clusdo C([0,T),LP' x LP?) C C ([O, T),LP1=) x L(P27°°)). O item 1 do Teorema 2.1 indica uni-
cidade de solugdes na classe C ([O, T),LP1>) x L(”27°°)> , e portanto na subclasse C ([0, 7T); LP! x
LP?), quando as solugdes sdo suficientemente pequenas. No caso da subclasse mencionada,
essa hipétese de pequenez pode ser retirada, como garante o proximo resultado. Este dltimo
nao pode ser estendido para os espacos de Marcinkiewicz L(P1=)  [(P2)  essencialmente, e
como ficard claro na prova do Teorema 2.2, porque nao se verifica o Lema 1.9 no contexto deste
espacos (ver Observacdo 1.9). Deixe-nos lembrar que isto estd relacionado com o fato de L)
conter fun¢des homogéneas e a intersecio de dois L(P*) ndo ser densa em nenhum deles (ver

Proposi¢do 1.16).

Teorema 2.2 (Unicidade em C([0,0); LP! x LP?)) Suponha 1 < p; < p;, 1 <r; < p;, com p; >
s, i=1,2. Sejam (u,v) e (u,v) duas solugdes brandas de (2.1) na classe C([0,00); LP' x LP?)

com condig¢do inicial (ug,vo) € LP' X LP2. Entdou=1uev=".

Observacao 2.1 (Comentdrios e resultados adicionais)
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e As condicoes dadas no Teorema 2.1 sdo ndo vazias. De fato, é suficiente notar que
casory—1>pyepr—1>ry, comry—1 e p;— 1 suficientemente proximos de p; e
r1 respectivamente, obtemos 0 < ki < n, i = 1,2 . Note que, por continuidade, podemos

p

escolher q; suficientemente proximo de p; de maneira que % pi+5p2<le %rl + %rz <1.

® No Teorema 2.1, podemos incluir o caso n = 2 e substituir a condi¢do p; > -5, i =
1,2, por uma mais conveniente. Para isso, temos que fazer a andlise e as estimativas
usando a norma auxiliar ou regularizante, isto é, trabalhar na norma do espago Eg 4, .
Por exemplo, a condi¢do py > ;"5 vem da estimativa (2.23 e 2.24), onde precisamos que

pll < 3; usando a norma regularizante, podemos substitui-la por
1 —1
L ) S 2
Pi q1 q2

Por outro lado, nesse caso perderiamos a estimativa (2.8) no espaco E, a qual é funda-

mental para provar a unicidade de solug¢oes dada no Teorema 2.2.

e Supondo que limsuptﬁot%HG(I)MOH(ql,w) e limsuptﬁot%HG(z‘)voH( sdo suficiente-

42,°)
mente pequenas, o Teorema 2.1 tem uma versdo correspondente para solucoes locais
no tempo: Basta supor o tempo suficientemente pequeno em vez de supor condig¢oes ini-
ciais suficientemente pequenas, e proceder como na prova do Teorema 2.4 da sec¢do 2.2
(solugoes locais em espagos de Lebesgue), trocando os espacos Eg4, 4, pelos espagos l:fql g

Como veremos na se¢do 2.2, no caso da andlise no espaco de Lebesgue, esta condigdo

ndo é necessdria, pois pelo Lema 1.9, jd sabemos que

. [ . B
lim sup 72 ||G(t)ugl|q, = 0 e lim sup ¢2||G(t)vo|l4, =O.
t—0t t—0+

e Supondo que (ug,vo) € L) x L7 com r > p1 T > pa, podemos resolver o problema de
valor inicial (2.1) na classe C([0,T); LU x L7, onde 0 < T < oo. Neste caso a prova
é mais simples. Podemos estimar diretamente a norma do termo ndo linear, sem usar
argumentos de dualidade e interpolacdo ou abordagem com duas normas. E necessdrio
apenas as estimativas do semi-grupo (1.8), e a desigualdade de Holder em espagos de

Marcinkiewicz.

e Todos os teoremas relativos ao sistema (2.1) continuariam verdadeiros, se substituissimos

os termos de acoplamento

g1 (,v) = [u]®P = Duly|P2Dy o oo (u,v) = Ju| "1 Duly| 2Dy, (2.7)
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por quaisquer outros g; que satisfacam

181 (u,v) — g1 (@,v)] < Clu— ] (|u|® =D 4 |@)P1=D) P2,

181(u,v) = g1(,9)] < Clv =] (jv] 27 4 [7] P27V ),

as mesmas desigualdades para g, apenas trocando p; por ri, i = 1,2. Observe que se
gi € como em (2.7), entdo ele satisfaz a propriedade acima. Note também que usamos
essa propriedade para mostrar que B(u,v) satisfaz a estimativa (2.8) do Lema 2.1 com o

correspondente espaco de Banach X . Por exemplo, no caso X = E, ver estimativa (2.41).

2.1.2 Demonstraciao do Teorema 2.1

Neste se¢do apresentaremos a prova do Teorema 2.1, enunciado na sec¢do anterior. Iniciare-
mos com um lema técnico para uma equagdo nao-linear em um espaco de Banach X, com uma
estrutura relacionada a do sistema (2.1). Esse lema serd util para evitarmos enfadonhas contas
de ponto fixo no decorrer desta tese. A prova € baseada no método de interagdo de Picard com

o auxilio do Teorema do ponto fixo de Banach.

Lema 2.1 Sejam 1 < p;,ri < oo, i = 1,2, X um espago de Banach com norma || -||e B: X — X

uma aplicacdo, tal que, B(0) = 0 e satisfaz a seguinte condicdo:

1BC) =B < Kl —zl[{(IxlP ="+ [1lP =) P2+ (llelP2= "+ 1121P271) 2]

(= ) el (el 2l =) 2l (2.8)

paratodoxe 7 € X. Seja R > 0 a iinica raiz positiva de 2P1 P21 RP1+P2—1 L pritra+l pritn—1 _
% =0. Dado0<e<ReyeX,y#0, tal que ||y|| <€, existe uma solucdo x € X para a equagdo
x =y -+ B(x) satisfazendo ||x|| < 2¢. A solugdo x é tinica na bola fechada Bae := B(0,2€). Além
disso, a solugdo depende continuamente de y no seguinte sentido: se ||j|| <€, ¥ =3+ B(%), e
||1%]| < 2¢, entdo

1

— (2p1+p2+1K£p1+p2—1 +2r1+r2+1K8r1+r2—1) Hy—yH (29)

—%| <
Jx -3 < <

Demonstracdo. Defina F : X — X como F(x) = y+ B(x). Afirmamos que F é uma contra¢do

na bola Bye. De fato: Primeiramente note que F(Bye) C Bag, pois se x € Byg, tomando z =0 em
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(2.8) e usando que 0 < € < R, temos que

1F GOl < Il + B < [yl +K ([lx][PP2 + [l 772) (2.10)
<e+ 2P1+P2 gePi+P2 + It geritn (2.11)

< 8+8(291+Pz+1891+pz—1 _|_2”1+r2+1£”1+"2_1)K <e4e=2¢.

Agora, sejam x,z € Bye. Temos que

1F(x) = F(2)[| < [[B(x) = B(z)I| < K] —2ll[([lx[[P1 ="+ [1z][P ) [1x]]P
+ (P2 201270 flzl1Pr 4+ (el =l ) 2
+ (Il 2l 1) 2l
< (2p1+p2+1K€p1+p2—1 +2r1+r2+1K8r1+r2—1) e —z|| < [lx—z|l,
onde novamente na Gltima desigualdade usamos 2P1 P2+ gePiHP2=1 4 poritntlgentn-1 -1
uma vez que 0 < € < R . Logo a aplica¢do F € uma contra¢do na bola B,¢. Pelo Teorema do

ponto fixo de Banach, concluimos as afirmacdes de existéncia e unicidade do lema, e a solugdo

x é obtida através do método de aproximacdes sucessivas . Com efeito, defina a seqiiencia

X1 =Y

Xnt1 =F(x,), n=1,2,3...

A solug@o x é obtida como limite da seqiiencia {x,} em X. Para mostrar a continuidade do
operador em relagdo ao parametro y, seja X e x como definidos no enunciado do lema. Entdo,

temos

Ix—%|| < ly =5+ |B(x) = BE)|| < ||ly— || + (2P P2+ 1 gePripa—! (2.12)

+ 2r1+r2+1K8r1+r271> Hx _fua
o que implica na desigualdade (2.9), uma vez que

0<e<R e(2P1TPtlgpitpa—l ontntlentn—lyg o

Demonstracao do Item 1 do Teorema 2.1

Comecgaremos descrevendo a estrutura geral da prova. Primeiramente, provaremos a pro-

priedade (2.8) do Lema 2.1 para termo no linear B(u,v) da equagdo integral (2.6) com X = E.
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Depois, usando o Lema 1.8 obteremos uma estimativa para a parte linear e, finalmente, apli-

caremos o Lema 2.1 para obtermos os resultados de boa-colocagao.

Considere a termo ndo-linear B(u,v) da equag@o integral (2.6) definida como:

B(u,v)(t) = (Bi(u,v)(1),B2(u,v)(1)), (2.13)

t
Bl(u,v):/o G(t —s)|ulPulv|P>"Tvds, B(u,v) /G Y| w2 Yds.

Considere o operador ndo-linear F (hy,hy)(x) = (Fi(h1,h2)(x), Fa(h1,h2)(x)),

Fi(hi,ho)(x) = /O " Gs) ([P P ) (s) s, (2.14)

Filhho) () = |G (" ol ha)(5)ds, (2.15)
e G(s) é o semi-grupo do calor.

O préximo lema diz respeito a uma propriedade do operador F(hy,h;), que serd usada para

mostrar a propriedade (2.8) do Lema 2.1 da parte ndo-linear B(u,v) da equagdo integral (2.6).

Antes de enunciarmos o mencionado lema, deixe-nos relembrar uma bem conhecida de-

sigualdade de niimeros reais, a qual serd ttil para nossos fins.
Para 1 < p < oo, existe uma constante C > 0, tal que
lla|P~'a—|b|P~'b| < Cla—b|||al’~" +[pP~!], Va,beR. (2.16)

Lema 2.2 Sejam 1 < p; < p;, 1 <r; < p;, com p; > -5, i=1,2. Se (h,hy) € L”((0,0);

L(Pl,‘x’) X L(p27°°)), entao

1
) < Kifsupl|(h1 = 1)l (p, ) (Sup||hl||pl

t>0 plm

1 —
))Suthsz +SupH(hz—hz)szooSup(thsz Vi )Suthalll,m)}

| (h1,h2) = Fi (7, 2|y o)

sup||/ ()
>0

(2.17)
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B2 (1, h2) = Fa (1, o) |y o) <K2{SUPH( —12) (e (SuthzHr2 )
>

| -
Su1D||hz|\ )SuthlH +Sup||(h1 1)y ) Sup(|lh1\|r},1w + A, )Sugllhzl\g,z,w)}
t>

(2.18)

onde K| e Ky sdo constantes independentes de hy,hy,hy e hy. Além disso, assuma que a; >

i=1,2. Se (hi,h) € L”((0,00); LP1=2) N L(@12°) 5 [(P22) N [(92°)) " Entéio

_n_
n—2’

> 7 7 1
|1F1(h1,h2) — Fi(h1,12) || (a) ) < Kal{sup [[(B1 = h1) ] 4y 00) (SUP |21 ||p,§1 o)

Suthall )Suthsz Jrsupll(hz—hz)l\a2 Sup(thHpr +||h2|\p27 )Suthal;lw}
1>
(2.19)
1F> (R, h2) — Fa(hy 7o) || (a0 <Kaz{sup||(h2_h2)||a27 (Su}DthHr21
SuthzH )SuthlH +suPH(h1 1) (a0 (SuthlH”_ +Sup\|h1|!”_ )Supl\hzﬂ (ry.oo)
(2.20)

onde K,, e K,, sdo constantes independentes de hy,hy,h; e h;.

Demonstracdo. Para provar o lema, vamos estimar cada coordenada separadamente. Con-

sidere o operador linear
Fi(hy,ho)(x / G(5)(Jh1 P~ hy [ [P>hy ) (s)ds,
onde G(s) é o semi-grupo do calor.

Inicialmente note que

|F (h1,h2) = Fi (b)) (py o) = [F1 (hts o) = Fi (B ) + Fy (o) — F (b o)

H P1°°

< ||Fi(h k) = Fi (1, 10) || (o) + [ F1 (1, 2) = Fi (B, B2) |y o)

(2.21)
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Vamos estimar || F (hy,hy) — F) (h1,hy) [[(p1,00)- Da dualidade em espagos de Lorentz (Proposigdo

1.6) e de propriedades de convolugao temos

| Fi(hi,hy) — Fi(hy,ha)

sup

loll | /IR" (Fi(h1,h2) = Fi (h1,h2))0(x)dx
Py~

HP1°° =

$)(|h [P iy g |P2 g — |hyp' U ha P2 ) ()0 (x) dxed s

n

||¢H 1)

(A [Pty — |0~ Y1) 1o |P2 ) (G(s)0)dxds | (2.22)

|¢H )=

iam L =PL P21 1y j — = o 5
Sejam i i s Observe que, para i = 1,2, com p; i k; sendo solug@o

de (2.3), temos que

n,l1 1 n, P2 p1—1 n pzkz k](pl—l)
o AR = S R R (et ~1-
Py T 2°'p2 P 2\ n n
ky ki(p1—1
_ (Pzz 101 ))_1:0 (2.23)
1 1 —1 ki k —1
n Ly o nsly ok 2 —1)) _
2, N 2'p1 p 2\ n n
r1k1 kz(rz—l)
—1=0. 2.24
( > t——> (2.24)
Assim, como p; > -, implica de (2.23) que
1 2 1
_:&+&:_+_<1_ (2.25)

T p1 P2 n pi1

Portanto, podemos aplicar a desigualdade de Holder (Proposicdo 1.13) e a desigualdade (2.16)
em (2.22) obtendo

| Fi(h,h2) — Fl(hl h2)|l (py,00) <

< C sup !![(\hllp“lhl—!hl\p“lhl)!hz\pﬂhz]H(n,oo)H(G(S)d))H(cq,ndS
H¢H(,,’171):1 0
< C sup [(ay = ha) ([P 1 [P ) 12 P2 | 1 ) (G (9)0) | 1l
|‘¢H(p/171):1 0
< Clsup||( - 1)l (py.e0) (sup||h1||'°;,lm
+ SUPthHp,',lw Jsup||h2[I{, . sup 1(G(5)0) | (v,1)ds}-
>0 ol =170

(2.26)
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Note que de (2.23) T} > p| e, portanto, podemos aplicar estimativa de Yamazaki (Proposi¢ao
1.17) com g = T}, p = p/, obtendo

P AHK%WWw@ﬁSCMmm ol =c. (227)
=1

Agora, usando (2.27) em (2.26) obtemos

”Fl(l’ll,hz) Fl(hl hz) <K1 sup||( hl)

p1—1 rop1—1 P2
sup l(p1,00) Sgg(thH(pl,wﬁHh1||(p1.,w))§ggHh2||(p2,oo)

1.0

(2.28)

Analogamente, obtemos

N | -
) < Ki sup [[(h2 = h2) || (py.e0) Sup(llhzllp2 )t ||hz||p2 )Sup Iy 17, ce

1>
(2.29)

|1F1 (1, ko) — Fl(hlahZ)H (p1.0°)

Assim, de (2.21), (2.28) e (2.29)

|Fi (h1,ha) — Fi (1, o) ) < Ki{sup |(h1 = 11) | (py o) (SUI;)thllpl 1 )+
>0

H p1°° 171°°

- ~ -1 -1
sup [0, L)) up a7, .y +0p 2 = i) oy stpCl 5, L Wi L) sup |, ) )
> >

Para estimar | F>(h1,ha) — Fo(h1, o) || (pa,00)> ODSETVE qUE

B> (1, h2) = Fa(hy )| (pyowy = |21, 112) = Fa(B1,12) + Fa(hy 1) — B (i1, 12) ||y o)
< ||F2(h17h2)_Fz(hlazz)n(pz,oo)+||F2(h17E2)_F2(1/717]/72)H(p2 )
(2.30)

Novamente da dualidade em espagos de Lorentz (Proposi¢ao 1.6) e de propriedades de con-

volugdo temos

| Ba(hi,h2) — Ba(h1, 1) || (ppeey = sUP

[ (Polh, o) = Falln o)) o(x)dx

101l 1) =1
= G(s) ([t |~y |~ g — || a5 ) (x) 0 (x) dxds
\|¢\| R”
= [(ha| " iy — R o) [ |7 g ) (G (5)0) dxds (2.31)
|¢\| /1 !
Uma vez que py > %5, de (2.24) observamos que
1 2 1
~_nn_ s (2.32)

T p1 p2 n D2
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Assim, podemos, novamente, aplicar a desigualdade de Holder (Proposi¢do 1.13), desigualdade
(2.16) e a estimativa de Yamazaki (Proposi¢ao 1.17) com g = ’C/z, p= p’2 em (2.31) (como na
prova da desigualdade (2.28)) obtendo

| B(hi,ho) = Fa(hy,h) | (o) <

(o]

r— rn—17 r
< sup 112l 2 = (B[ ) A ' B gy ) [ (G (5)0) | 105
||¢H(p/2,,1):1 0
< C sup (2 = ) ([~ o a2~ ) | | 2. [ (G (5)0) | 1)l
H¢H(,,’271):1 0
< Kasupl|(ha = o) () ) (sup Il : +suthzH’2* Psup il o sup (191
>0 J0ll1) =1
= Kasup||(h2 —h2)ll .0 ) (Suplliall(, . . +sup|\hz||’2* ) SUp 1Al o (2.33)

>0

De maneira andloga,

- I -
1F2 (R, h2) = Fa (i )|y o) < Kasup|(h1 - 1)l (py.e0 Sug(|lh1|lz,')hw)+||h1||f},17m))§gg||h2|\f§,

(2.34)
Portanto, de (2.30), (2.33) e (2.34) , obtemos
1F> (R, ) = Fa (1, 1)y o <K2{SuPH(h2_h2)” (P2,%°) (SuPHhZHr;zlo
Supl|h2|\ (p2.e) )SuthlH (P1.) +§gg|l(h1 1)l (py.e0) Sup(||h1||’},1i, +ImlIfh )suthzll
(2.35)

Agora, mostraremos a tltima afirmag@o do lema. Inicialmente, note que a; > ~*5 implica

que % > %, onde lembremos que a} é o conjugado de a;, i = 1,2. De (2.23) e (2.24), temos que

1 -1 1 rp rp—1
> Q+P1 e_/>_1+2 .
a p2 P1 a p1 P2

- L _ 1y ppypi=l 1 _ 1 —1
Portanto, podemos encontrar d; e d; > 1 tais que o=t p_i + ;,, CL =aunt 1r7_ll + %
Pela desigualdade de Holder (Proposigio 1.13), note que se (hi (1), ha(t)) € LP1=) N L“1=) x
L(P2=) [ (a2e) q.t.pt >0, entdo

[y ()P Ry (0|2 ()P [ (1) € L)

() 1 ()] )2 o (0)] € L460),

2,°)
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com as seguintes estimativas:
1
1P |22 2 gy o) < Cl ]y o) 1 [y o 1216, (2.36)

—1 Fo— 1
| iVl oty o) < CllR2 0y ) 12 11, - (2.37)

Agora, observe que a; > d;,i=1,2¢

n 1 1

n,1
Y1 =(—__y_ —1=0 2.38
z(a” al) 2'ay  dy 2P2 Pl) (239)
n 1 1 n, 1 1 n,rn rn-—1
(= )]l =—(—— V= 1= —(— —1=0 (2.39)
2(d§ ag) 2'ay dp 2 p1 Pz)

Portanto, usando dualidade em espacos de Lorentz (Proposi¢ao 1.6), propriedades de con-
volucdo, desigualdade de Holder (Proposicdo 1.13), estimativa de Yamazaki (Proposicao 1.17)
com g =d|, p = a., e procedendo de maneira andloga a prova das desigualdades (2.17) e (2.18),

obtemos (2.19) e (2.20), respectivamente. n

Deixe-nos volta a prova da primeira parte do Teorema 2.1, o qual nos fala sobre a boa-
colocagdo da equagdo integral (2.6) em L) s [(P2) - A prova do Teorema 2.1 € uma apli-

cacdo dos lemas anteriores. Inicialmente aplicaremos o Lema 2.1 para a equacgdo integral (2.6)

comX =E, y=(G(t)ug,(G(t)vo), x = (u,v) e
B(x) := B(u,v) = (B (u,v),B2(u,v)). (2.40)

Considere R satisfazendo a equagdo 2°1TP2HIRPIHP2=1 4 pritnatlgritn=l _ 1 — 0 onde K =

maX{Kl,Kz} e Ki,K> sdo as constantes das desigualdades (2.17) e (2.18). Seja0 <e <Re

8 =9(¢) = ¢, onde C € a constante Lema 1.8. Portanto, usando o Lema 1.8, temos
Iz = 1(G(@)uo, G(t)vo)llp = max{sug HG(f)uoH(pl,oo),SulgHG(t)VOH(pz,oo)}
> t>

< max{Clluol|(, ), ClIvoll (p.) } < €

pois HuoH (p1,00) < O, HvoH ) < 8. Observe ainda que B definida como em (2.40) satisfaz

B(0) = 0. Agora, para poder aphcar o Lema 2.1, mostraremos que o termo ndo-linear
B(u,v) = (B1(u,v) , Ba(u,v)),
satisfaz a desigualdade (2.8) do Lema 2.1 com X = F , i.e,
1B(x) — B(@) 15 < Kllx— 2l (el + 1202~ ) Il + (el + 122" ) Dl

o (I ) iz + (™ + D22 ) 2l Wz € B 24
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onde x = (u,v),z = (u,v) e K = max{K;,K>} com Kj, K, s@o as constantes das desigualdades

(2.17) e (2.18). De fato, definindo

entao

Bl(u,v) :Fl(hl,hz) (& Bz(u,v) :Fz(/’ll,/’lz).

De maneira andloga, definindo

obtemos

Bl(ﬁ,\j) :Fl(%l,%z) € Bz(ﬁ,?f) :Fz(zl,ﬁz).

Assim, de (2.43), (2.45) e pela desigualdade (2.17) do Lema 2.2, temos que

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

~ —1 ~p1—1
IB1(0.9) —BA@ P gy < K50 =) sy, ) sp

t>0

- p2—1 p2—1 ~1P1
- sup =)y (4103, )+ 712, L s 1, )

IN

onde K = max{K1,K,},

|2 = 2ll = max{sup | = @)1l py ) SUP 17 = ) o)
>0 >0

%]l e = max{sup |[u]|(p, c0),SUP [V[|(p,.c0) } €
t>0 t>0

|zl e = max{sup [|&]|(, oo}, SUP V][ (1,00) } -
t>0 t>0

-1 -1 -1 -1
K= 2l (R ™"+ el ™) Il + (el + el ) el

-1 -1 -1 -1
(I D) el (Ol Dzl ) )

(2.46)
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Agora, novamente de (2.43), (2.45) e pela desigualdade (2.18) do Lema 2.2 obtemos

- 1-1 1
1B2(u:v) = B2 (W)l (o) < KASUP (v =) [y )8 Sup(HVH'i,zm +H”H’§,ZM)SHPHMH (p1,59)

1 ~ 1
o sup =)y sl G, ) sup Iy )
>
1 1 1 1
< Kle—zlsl(h8 ™+ ) Il + (2" + 2" ) Dz

1 1 1 1
(el ) e (e 2 ) g @4

Como ||B(x) —B(z)||z = max{sup;.q [|B1(u,v) = B1(it, V) | (p; c0) SUP;0 || B2 (1, v) = Ba (1t V) || (o) }
de (2.46) e (2.47) obtemos (2.41).

Portanto, uma aplicacdo direta do Lema 2.1 garante a existéncia de uma solu¢@o branda
global u € E. Esta solugio € tinica na bola By := B(0,2¢) C E. Note que o Lema 2.1 garante
unicidade somente na bola Bye := B(0,2¢) C E. Mostraremos agora que (u(t),v(t)) 'l (u0,v0)
sendo este limite tomado na topologia fraca-* de L) 5 [(P2) " concluindo que a solucdo

(u(t),v(t)) é, de fato, uma solugdo branda, no sentido da Defini¢do 2.2. Com efeito, note que

para todo ¢ € L(P1:)

[(G(t)uo —uo,¢1)| = |{uo, G(t)91 — 1)
< Nluoll(p, e 1G(#)01 = 01| (1) = O, (2.48)

pois [|G(1)d1 — 1| i) =9 O(ver Observacgdo 1.7). De maneira semelhante
[(G(t)vo—vo,02)] =2 0, onde ¢, € L5,

Para concluir vamos mostrar que B(u,v) — 0. Observe que das desigualdades (2.17) e (2.18)

do Lema 2.2, com 7{1 = }72 =0, e pela equacdes (2.42) e (2.43) temos

Bi(u,v ) < Kysup||u Pro sup ||v]|P? (2.49)
1B1(1,)]] () 0 ‘t>§” ||(p1,w>t>g|| II(,,Z,X,)
[1B2(14,v) || py00) SKzfglgHuHE supHVH (ps00)” (2.50)

Pela Proposicdo 1.7, o conjunto C;° € denso tanto em LD quanto em LPaD), Logo pelas
desigualdades (2.49) e (2.50) € suficiente mostrar por argumento de densidade que dada ¢1,02 €

CZ, entdo

(B1(u,v),01) / /G $) )P ulv|P>Yvds ¢ dx — 0 quando 1 — 0. (2.51)
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e
(By(u,v),02) / / s)u) " Lulv|?tvds ¢ dx — 0 quando r — 0T (2.52)
Comecaremos com (2.51). Dado ¢ € C°, temos de (2.51) que
t
[Bau) 00| = | [ (Gl tvas.on)|.
Portanto

t
| (B1(u,v),01)] < /0 Gt — ) [u® ulv[P2 v s o 01| 1) s (2.53)

Seja & =1 +5 p1 +5 p2 —1 com 7 < pj. Assim, usando as desigualdades de Holder e Young

(Proposigoes 1.13 e 1.1 1) obtemos

_ _ n 1
1G (=)l P>y < €= 5)2T D lg(e, D gl oy VI
Q(L,&I,M)
< Ct—s)27 o » (2.54)
Como 7’ < py, de (2.23)
n (1_&_%) E<i_&_&) B
2\ p1 p2 2\pt p1 P2
Portanto substituindo (2.54) em (2.53), obtemos
! (L_ﬂ_&)
(B1(u,v),01) | < )/@—ﬁ =8B s,
0
Logo
B(h-BL_f2)1g
[ (B1(u,v),01) | < Cll0n]|(riye> 7" 7720, (2.55)
concluindo que (B (u,v),0;) — 0 quando t — 0T, uma vez que —(l - % - 1%) > —1.
Analisaremos agora (2.52). Dado ¢, € C°, temos de (2.52) que
| (Ba(u,v),00) | = ‘/ Ml v vds, 02| - (2.56)
Portanto,
B, 00| < [ 16— 5) > g 921 2.57)
Seja 1 + 5 ” +5 ’2 —1 com ¢’ < py. Assim, usando as desigualdades de Holder e Young

(Proposigoes 1.13 e 1.1 1) obtemos

Clt— )3 D g (e, 1) 1o 1]

IN

—1 —1 r
Gt = )" a2 (0 ) () V1 0)

(2.58)

AN
a
—
-~
|
“
N—
Iz
—
oy
|
3|
|
S|
[\S]
—
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Uma vez que ¢’ < p3, de (2.24) observamos que 5 (? — B) > 5 ( ————— > =—1.

Assim, substituindo (2.58) em (2.57) obtemos

t n
|(Bz(u,v),¢2)|§C||¢2||(€71)/0(t_s)2(g ) g

Logo
nl_rn_n
| (B2(u,v),02) | SCH(I)lH(r,l)tZ(Q, )t (2.59)
concluindo que (B>(u,v),02) — 0 quando t — O, pois %(é — =) > —1. Portanto
B(u,v) — 0.

Agora deixe-nos tratar o caso geral onde (¢1,,) € L) 5 L(P2:) | Vamos mostrar apenas a
convergéncia fraca de B (u,v), pois a convergéncia fraca de B, (u,v) segue analogamente. Seja

{014} € C2(R") ¢ LED ALPLY com ¥ < py, tal que O 4 % 01 em LP1D. Assim,

limsup| (B (u,v),01)| < limsup]| <Bl(u,v),¢1 —¢17k> | 4+ limsup| <Bl(u,v),¢17k>\
t—0t

t—0+ t—0+
= limsup /1 +limsup 5. (2.60)
t—0+ t—0+

o+
Antes de tratar com I;, como {{;} € C°(R"), j4 mostramos que I» ‘2%, 0, Vk € N. Para

— + .
finalizar, mostraremos agora que /; 2970, Pela desigualdade de Holder, obtemos

I < [|B1(u,9)[[ (py o) 101 = 01kl (1) (2.61)

Observe que fazendo (u,v) = (0,0) em (2.46), usando que (u,v) € Bg(0,2¢), de (2.61) temos

limsup I; < limsup Ki|u|®! v||P? - ,
thP 1= tHO+P il ||(p17oo)|| ||(p2,oo)||¢1 ¢1,k||(p171)
< K hms(;lp (2€)P1P2 |, —01kll(p,1) — O
—

Demonstracao do Item 2 do Teorema 2.1.

Vamos mostrar o segundo item do teorema, ou seja, (1,v) € BC((0,00),L(@1>) x [(92))

quando as condigdes iniciais ug € L) n @) ey e L) qpla=) g > —=5. Note que

esta dltima condi¢do, como mostramos na prova do Lema 2.2, equivale a dizer que 1 < d} <

-1 —1
[ / . n—1
(o) er<a<(pest)
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Lembremos que as solu¢des obtidas no Lema 2.1 sdo construidas por recursdo. Em nosso

caso, temos que a seqiiéncia

up(t,x) = G(t)up(x), vi(t,x) = G(t)vo(x),
e 1 (8,x) = wy (£,%) + B(ug, vie) s view1 (£,x) = vi(t,x) + B(ug, vi), k€N,

converge para (u,v) em E. Observe que da estimativa (1.25), obtemos

sup [|u1 (#) |l (ay.,00) < Clluo| (ay 00)
t>0

sup [[vi (1) | (ay,00) < Clltt0]](45,00)-
>0
Além disso, as desigualdades (2.19) e (2.20) do Lema 2.2, nos permite afirmar que
|P1*

SUP [|utg 11 (£) | (a1.00) < Cllull @y 00) + Kay SUP [[11(2) [ () .0) SUP ([ (1) [}, ) SUP (Vi ()]
>0 >0 >0 >0

|Pz
(p2,%)

(2.62)

n—-
[ fgg!luk( M (py o)

(2.63)

SUP[Vie1 ()|, ee) < ClI0 | (a,00) + Kt SUP [V (1) (05,0 SUP 1V (7)
>0 >0 >0

Seja Ky, 4, = max{Kg,,Ks,}. Escolha 0 < 8, 4, < 8 de tal forma que 0 < &,,4, <€e

1 1 o
PPl bty ontntlg el Tl 1 (g, 4y = C84ya, € € = C3). Por hipbtese
temos que [[uol|(p, e) < Oay.ay € [[VOl|(py,e0) < Oay.ap- Do item 1 do Teorema 2.1 e do Lema 2.1

concluimos que

Sup ([ () (py o) < 28ay,ar SUP VA (1)](p3.00) < 2801,
>0 >0

Seja {(sk,2x) }x>2 uma seqiiéncia definida por
Skl = g1 — Uk = By (ug, vie) — B (ug—1,vi—1)

Tt 1 = Vir1 — Vi = Bo(ug, vie) — Bo(utg—1,vi—1)-
Das desigualdades (2.19) e (2.20) do Lema 2.2, temos que

SUp [[$k-+11[(a) o) SKal,azSup||S1<(f)II(al,oo){(SupIIMkIIp1 +Supl|uk iIf), )SUPHVk 5y e
>

>0 (P1,°

Pz— pa—1

(S [Vl coy - SUP IV, ey ) SUP 1t Oy o)}

(2.64)
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(¥
80D 51 o) < K SUP 1249l (50D il ) s0p o [ L) sup v,
t>0 t>0
sup el Ly sup a1 ) sup o 7, ) (2.65)
t>0

Denote My = sup;~ ||k () || (a, 00) € Nk = SUP;~0 [|2%(?)] (ay,0)- Das desigualdades (2.62) e (2.63),

temos que 0 < My < w0 e 0 < N, < oo. Observe que as seqiiéncias {Mj }r>2 € {Ny }r>2 satisfazem

p1+p2—1
17a2€a1 ,an M,

M < oP1+p2+l

Nk 1<2r1+r2+1Ka r1+r2 1N

1a2 ay,ap

o 1
Agora, das hipéteses sobre €, 4,, temos que A = 291+92+1Ka17@82}252 <leA =

pnAntlg, et ' < 1. Portanto as seqiiéncias {u;} e {v;} sdo contrativas e entdo sdo
seqiiéncias de Cauchy em BC((0,00); L(41>)) e BC((0,00); L(%2>)), com uy — @i e vy — v em
BC((0,00); L41>)) & BC((0,00); L(%2)), respectivamente. Como (uy,vi) — (u,v) em E, pela
unicidade do limite no sentido de distribuicdo & = u e V= ve, assim, (1,v) € BC((0,0); L(@1°) x

L(@2),
Demonstraciao da Parte 3 do Teorema 2.1

Para demonstrar a parte 3 do Teorema 2.1, usaremos mais uma vez o Lema 2.1, agora com
X = E; 4,- Para isso, iniciaremos a demonstragdo encontrando estimativas para a parte linear

da equacdo integral (2.6).

Seja o = Pil — ;—l ef= piz — ;—2 com p; < g1 € p2 < g2. Do Lema (1.8) podemos estimar
o B . .
SuP;~022 ||| (4, 00) © SUP=072 ||l (4,,00) Tazendo j =0, r =g, p=pi, di =dy =0, i=1,2,

obtendo respectivamente

_ncl 1
1G ()10l gy .oy < €12 P12 [t o

=t~ Fuoll (p, o)

_n L,
1G()0ll(gro)C < 1222702 0| (0

_B
= C172[[voll (py,e0) -

Portanto

81110>t2 1G()uol| (4, 00y < Csup|luo|| (P1.=2)
>
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€

supt? [|G(1 V0l g < €SP [V0 |y o)
t>0

Logo, para provar a segunda parte do teorema aplicando o Lema 2.1, precisamos mostrar a
desigualdade (2.8) para o termo nao-linear B(u,v) = (B1(u,v),B2(u,v)) no espago X = E,, 4.
Como provamos tal propriedade na norma do espago E, resta-nos provar a correspondente es-

timativa nas normas sup,- 72 ||B; (x) —B1(y) l(g1,00) © supt>0t% [B2(x) = B2(¥) || (4,00) Para todo

x = (u,v),z = (&,7) € Eg4,- E 0 que faremos agora.

Inicialmente, note que

1B1(ut,v) = B1(u,9) (g, 00) = [|B1 (1, v) = B (s, v) + B1(4,v) = B1 (4, V)| (g, =)

< ||B1(u,v) = B1(4,v) || (g, ,00) T [|1B1(#t,v) — B1 (1, V)] (g, 00)

Fixe v e suponha que % = + 2; e ql—l = % =— 1. Uma vez que p; < g;, i = 1,2 observe

que de (2.25) temos l; = % + 2—; < 1. Portanto, utilizando as desigualdades Young e Holder

(Proposicoes 1.11 e 1.13), temos que

1B1(ut,v) = Bi(u,v)| (g o) = /HGI—S)(IM\pl bu— (@ D) [P g o ds <

t
-1 ~1p1—1 —1
<c / 18t =)l oy N1 CluP 2= [P ) 912 s
<c / P = ) (Jul? [P VP ey s
1y 1 1 ~ 1
<€ [[=) =D gy 2+ 1705 DIV o
—ngn D — B B
=C / (=) 23| (=)l gy o) 7P ull) NG5~ 20 2P2202 P2 s
n 1
B PO e %(p1—1) (||, (P11 P1=1 y —%pi—5pa+5pay 11P2
—C/0<t )2 (=)l gy 0y STy NG, s EPT 2R P2 dis.
Entao,
t —n(p1—1) _npy
HBl(u,v) Bl(l/t V)H (g1.,) S (C/ (t—s) 241 290 g~ 5p1— 2P2ds>A1,
0
onde

a 1, i~ P B
A= SuthH(”_mH q1.%°) suptz(Pl 1) (Hquqll ) T [ le )Sugtzpzuvupqzz o)’
> 1=

Observe que

t (p1—=1) _npy —n(p1=1) _mp o, P 1 —n(p1—1) _npy
/(t—s) 2 2 g 2P 2p2ds—t 2, 2g, ~2P1 292+1/ (1—y) 21 24y~ Sp1— 2p2dy
0 0
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Note que, por hipétese, —5p| — %pz > —1. Como p; < g;, de (2.23) temos que % — % >
—nlpi=D) _mpp
—1. Portanto fol(l —y) y‘fpl_%pzdy < oo,
Veja ainda que
—npi=l) mpy O By ZMPL o mPy_ nPi_mp2 nPy
2q, 2q0 2 2 21 291 292 2p1 2p2 2
n n np—1 p
= — —— = +—)+1
21 2p1 2( 14 p2>
Portanto, usando (2.23), obtemos
—n(p1—1) npy a B n n o
_— = -t == (2.66)
2q1 2q2 P17 5P 291 2p; 2
e assim,
sup?? || By (u,v) — By (@, v)]| (4 .00) < C1A1- (2.67)

>0

De maneira andloga
1B1(&;v) = B1(u,v) [ (g),00) < Cat ™2 Ag,

onde

[S/xes)

B
A2 = supt 2| (v =) | g ) SUP?
>0

>0

—1 —1 -1 < ~
(P2 )<HVH?327°°) + ||ﬂ]'(3;2’oo)) ?glgtzpl ||“”F();1700).

Portanto, fazendo Kp, = max{Cj,C,}, obtemos

sugz%‘ 1B (1t,v) — By (,9) | (g, =) < KB, (A1 +A2)
>

Analogamente,
[B2(u,v) — B (V)] (4,,00) = |B2(ut,v) — Ba(u,v) + Ba (u,v) — B2 (4, V) | (g5.00)
< ”Bz(uvv) _Bz(u7‘7)|‘(q2,°°) + ||B2(u7‘7) _B2(1’77{;>H(q2,°°)

Agora fixe u e suponha que % = :1—‘1 + ;—i e qil = % %— 1. Uma vez que p; < g;, i = 1,2,

observe que de (2.32) % = % + % < 1. Portanto, utilizando as desigualdades Young e Holder
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(desigualdades (1.14) e (1.19)), temos que

1B2(u3) = Ba6 P g1 < [ NG =) (W2 = 1% )" g s <
SC/ 182 =) G we) |I(\V|r2’1v—!W’Z’lﬁ)lu\”’luﬂ(r,w)ds

<C [ =) T E =T+ Bl s

—n

—n 4 1 1
<c/ (6 =) 2=l gy (VI L)+ IR S el

(g2,%) le°°

—ngn P E -1 1 1\ B, _a. @
=C / (t=3) TSI (v =) | gy 5202 ><||v||;§,27m)+||ﬂ|z;2,w>>s 2N ullf] L ds
S(1-1) B B 1) 1 ~ 1 _B
=C /O (t—5)7 l)s2\|(v—V)H<q2.,oo>s2(’2 (WP L+ IR L s Emedn s
Entao,
t —n(rp—1) nry B N
2(u,v) — ba(u,v o) S tr—s 92 a1 52727271 dg 1,
B B (o) < (€ o gTaRTENgs | A
0
onde
B 1 1
Al—suprZII(v—ﬁ)H (q2.:%0) suptz(’z 1(||v||r2 VI, °c,)suptzr‘llull o)
t>0 >0 (22, (a1,

Observe que

t —n(rp—1) nry B —n(rp—1) o B g 1 —n(rp—1) nry B
e R b tngs R e [y Ty bntngs
0 0

Por hipétese, —$r1 — Erz > —1. Como p; < g, de (2.24), temos que —7’1(22;1) - ’21;11 > —L
—n(rp—1) nrp

p
Portantofol(l—y) %y T %igT32 3T s < oo,

Note também que

—n(r—1 nr o n n n, ro rmn—1
292 21 2 2 2o 2p2 2'py P2

Portanto, usando (2.24), obtemos

—n(rn—1) nrp B o n n B
— 5 - —;h—% l=———=—=. 2.68
2g> 2q1 2T 2q0  2p> 2 (2.68)
Assim,
B ~
sup?? || Bz (u,v) — B2(4,V) || (4,,00) < D1AT, (2.69)
t>0

De maneira analoga

~ _B~
||BZ(M7T;) _BZ(Mv‘A;)”(qZ,OO) < Dt 2A27
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onde

Az = supi || (u—1) | (g, o supt%(’1 D(ullgs oy + ) o )Supﬂ“HT\
>0

t>0 (g1,) (q2,%)
Portanto, fazendo Kp, = max{Dj,D,}
E . ~ —
supit? HBz(u,v) _BZ(uvﬂu(qz,oo) < Kp, (Al —|—A2). (2.70)
t>0
Assim de (2.68) e (2.70), obtemos a seguinte estimativa
o ~ B ~
max{supz2||By(u,v) _Bl(uvﬂu(ql,‘x))vsuptz [|B2(u,v) = B2 (14, ) | (4,000 } <
t>0
<K _ p1—1 p1—1 p2—1 p2—1
< Kl =2l L2 12 el (el ) e,
1 1 1 1
e e = 1 TR (T = o N 2 1 @71

onde K, 4, = max{Kp,,Kp, },

[l =2l £, —max{sugﬂll(u—ﬁ)ll G1:)> SupﬁII(V—V)II (g200) }>
>

el,y, = max{sups? [lul] g, o) ):Supt? I
>0

I2llE,,,, = max{sup:? [y, - ) SUpE [T gy}
>0 t>0

Ou seja, B(u,v) satisfaz a propriedade (2.8) do Lema 2.1 com X = E,,, finalizando assim

192>

a prova da terceira parte do teorema.

2.1.3 Demonstraciao do Teorema 2.2 (Unicidade)

Seja ® = (u,v) e ® = (#,v) duas solugdes brandas de (2.1) em C([0,00);LP! x LF?), com
condigdes iniciais wg = (ug,vp) € LP! x LP2. Para mostrar o Teorema 2.2, é suficiente provar
que ®=wem [0,T], 0 < T < oo, T suficientemente pequeno. O caso geral segue cobrindo a
semi-reta [0, o) por intervalos de comprimento 7. Denote W = ® — ®, onde ®; e @, denotam
primeira e segunda coordenada de W, respectivamente. Sejam y= (G(t)up —u,G(t)vo—v) e

Y= (G(t)up — u,G(t)vo —v) onde y; e V;, i = 1,2, s@o as coordenadas de Y e Y respectivamente.
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Assim, para a primeira coordenada de W, temos a seguinte estimativa

t
H [ Gl s)ulP P e e s
0

(p17°°)

t
/ Gt —s)(JulP = u— [P = ) [P~y [P~ a((v] P2y — [P ds
0

(p1,%)

t
|Gl s) (@ @) vl s
0

(pl 7°°)

t
+] [ Gt syap =P s
0

(P1,%°)

t
< || Gte=santtuer e bletvas
0

(p1,%)

t
| [ st stand et
0

(p17°°)

=5L+D.

Contudo, como u = G(t)ug — Y1 e u = G(t)ug — Y1, temos

t
h< CH [ 6= s)lonl(nlP"+ P s
0

(P1,)
t

+2C H/ Gt —s)|@1||G(s)uo P~ H|v[P>vds
0

(pl 7°°)

=h,+1,.

Com célculos andlogos aos feitos para encontrar a desigualdade (2.17) do Lema 2.2 e utilizando
o fato que L C L") 1 < r < oo (Proposicio 1.6), obtemos:
Iy, <CK sup [|o1]|(p,e( sup il 5+ sup [Fl5h ) sup_ V1T, w0
0<t<T 0<t<T O<t<T 0<
Por outro lado, temos que
I, <C sup_[|on]|(p, o) sup 17| G(t)uolpon )P~ sup_ V17,
O<t<T 0O<t<T Oo<r<
Observe que a finitude da tltima integral, segue analogamente da finitude da integral do Teo-

rema de existéncia.

Portanto, /1, +11, < CA(T) supy; <1 [|®1](p, o) SUPo </ <7 HVH?;Z,OO)’ onde

AT =[(sup yalfh "+ sup [WlI05 ")+ ( sup £2[|G(r)uollra )P~

0<t<T O<t<T 0<t<T

! _nP1=l P2y —afpy-1)
/(l—s) A T
,D2°°) 0

S.
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Como v = G(t)vo — Y2 € v= G(t)vp — Y2, temos que

t
12ch | Ga=sloal(pP + Pl ds

(p1,%°)

t

—|—2CH/ G(t—s)|(x)2||G(s)vo|pz_l||mp‘ds
0 (pl’oo)

2121+122-

Entdo, analogamente
| SCK sup [[al|(p, (Sup all3, "+ sup !Wzllﬁf{) sup ||~le',1°0
0<t<T 0<t<T

Por outro, lado temos que

P21, P1y —B(pr—1)
( 9 +P1)s+ds'

(ST

22 SC sup [|a] (o) (50D 12[[G(0)vp [ 102)> ! sup 1@l

t
o =)
0<t<T 0<t<T 0<t< (p1; 0

Observe que a finitude da dltima integral, também segue analogamente da finitude da integral

do Teorema de existéncia.

Assim, I, + I, < CB(T) supo; <1 || 2] () SUPo<; <7 ||ﬁ||‘()11717oo)’ onde

; -
B(T)=[( sup |[allgs '+ sup [2l75 ) +( sup 12 Gl)vollze)*")]:

0<t<T 0<t<T 0<t<T

A estimativa para ®; segue de maneira semelhante. De fato,

(P27°°)

H/ G |r1 1M‘V|r2_lv—’ﬁ‘rl_lﬁ|ﬂr2_l\7)ds

(p2,%°)

= '/ Gt —s) (o>~ v = 7 9) [~ 91 (e (] ) s
0
t

, =) (V[ = 27 9) | uds

(p2,%°)

+' / Glt =) 51 5(Jul = "~ @)

(P27°°)

< / Gt =)@y} 7> ful" uds
0

(p2.20)

t
| [ sttt e tas
0

(p2,0°)

=N +D.
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Contudo, comov=G(t)vo—Y2 e vV=G(t)vo — Y2

o~ t ~
= CH/O Gt — ) ol (yal> 1+ 1l ul"ds

(p27°°)

t
—|—2CH/ G(t —s)|(02||G(s)vo|r2_1||u\r‘ds
0

(p2,%°)
=0, +1,.

Utilizando cdlculos andlogos aos feitos para encontrar a desigualdade (2.18) no Lema 2.2 e
novamente utilizando que L" C L(”""), 1 < r < ootemos que:

-1 ~ -1
 SCK sup Jroxt| pzoo( sup |2l + sup [[Tall: ) sup_ [
0<t<T 0<t<T 0<

Por outro lado, temos que

B _ ! _n(n=l iy —B(n-1)
L SC sup [[onllpnen( sp GO ln)™ " sup [l y [0
0<t<T 0<t<T 0<t<T TJ0

Portanto, 11, +1;, < CB(T)supy, ||(’)2||(P27°°) SUPo<r<T ||u||8717°°)’ onde

E(T)=[( sup \|Y2\|£2pzl+ sup HYZHLpz )+ ( sup tz”G( )VO”qu)rz—l)]'

0<t<T 0<t<T 0<t<T
Como u = G(t)up —y1 € u = G(t)up — Y1, temos

- t N
R<c| [/ G- glonlnl + I ras

(P2,°°)

t
+ch [ Gt sonliGisyuol " [7ds
0

(p2.2°)

=Dh,+Db,.
Entdo, similarmente obtemos

Dy <CK sup |01l sup il + sup [Tll ") SuPTHWIEZW)-
o<t<

0<t<T 0<t<T 0<t<T

Por outro, lado temos que

ﬂ(’ﬁl 2y za(r-1)
a1 P’y 2

t

o _ _

» <C Sup || ploo( sup £2[|G(t)uo|| )" " sup Hﬂ!fﬁ,m/(t—s) ’
0<t<T 0<t<T ’ 0

Assim, I, + I, < CA(T) supo; <7 [|o1 ] (p, ) SUPo<s <7 ”W&Lm), onde

AT) =[(sup [l + sup [Willp )+ ( sup 22 [|G()uollza ) 1)),

0<t<T O<t<T 0<t<T
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Entao,

sup [|@1[|(p;00) + sUP_ @2}, 00) <
0<t<T 0<t<T

< (A1) sup VI3 0y +A(T) sup (P17, c1+) s0p 101y,
<<

0<t<T O<r<

+c(B<T> sup_ [

0<t<T (P1,22) ( )0 p I ” (p1 oo))0<p | H (p2s

onde

A(T) =[(sup g+ sup [Wllgh )+ sup 13[|G@)uoflze)* )],

0<t<T 0<t<T 0<t<T
— B B
BT) =[( sup el + sup [Rellzin )+ sup 211G (volln) ),
0<t<T 0<t<T

AT) =1 swp i+ sup [l ")+ sup o8 |G(euolln) )L

0<t<T O<t<T 0<t<T

- , B e
B(T)=( sup |lvallfh’ + sup [Relih')+( sup 12 G(t)vollze)™")].

0<t<T 0<t<T 0<t<T

Da hipétese (u,v) € C([0,00); LP' x LP?) segue que (u(t),v(t)) 20 (up,vo) em LP1 x LP2.

Assim, o fato que (y1,72) = (G(t)uo —u, G(t)vo —v) e (V,v2) = (G(t)uo — u,G(t)vo — V), junta-

mente com o Lema 1.9, nos diz que

. . p
1. limsup, o+ 12 ||G(t)ugl|za =0, limsup, g+ 12||G(t)voze =0

p1—1

2. hmsuptﬂ0+<supo<t<THYIHLM ‘|‘SUP0<;<T‘WIHE;1_> 0, hmsuptﬂ0+(sup0<t<THYIHLH +

~ -1
supg<;<7 M1 ||21P1 ) =0;

. -1 ~ —1 . -1
3. llmsuptﬁo+(sup0<,<T||72||E%2 —|—sup0<,<T||72||E§2 )=0, hmsupt_>0+(sup0<t<T||72||221,2 +

~ im—1
supo<;<7 |[V2ll 2 ) = 0.

Logo A(T),A(T),B(T),B(T) tendem a 0 para T suficientemente pequeno. Portanto, podemos
escolher T suficientemente pequeno, de maneira que

c(A<T> sup ||v||§’;2,m)+K<T>Osng||ﬂ|z§,2,w)) <1
<I<

O<t<T

C(B(T) sup Hqul +B(T) sup Hu|| ( w)) <1

0<t<T 0<t<T

Dessa forma concluimos que W =0 eentiou =uev =v. n
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2.1.4 Auto-similaridade

Nesta sub-secdo, mostraremos a existéncia de solu¢des auto-similares para o problema (2.1)
em LP1=) x L(P2>) desde que as condicdo inicial (up,vp) tenha a homogeneidade certa: ug
homogénea de grau —k; e vp homogénea de grau —kj, onde k; e ky sdo definidos como em
(2.4). Um ponto importante a se destacar € que as normas dos espagcos com dependéncia no

tempo, E e Ej,4,, sd0 invariantes pela transformacao de escala
((,x),v(1,)) — (MWt ho), M2v(W2r, M), ¥ 4> 0,

relembrando que k; = 1%' De fato, usando a relagdo de escala (1.9) dos espacos de Lorentz ,

temos que

Iur,va)lle = max{A" supl|u(A’r,\x)

t>0

) A SupH (W21, A0) ] o)}

i1 )

= max{\A” o sup ||lu(A%t, x) kkzk 3 sup|| (A%t 5 X) | (paoe) }

>0

(p1.00):
= max{sup|[u(A*,X)||(, c0)» SUP [[V(A’1,X) |y co) }

t>0 t>0
= [[(uy)|e- (2.72)

A demonstracdo para o espaco E,, 4, € andloga, e portanto a omitiremos.

Teorema 2.3 Assuma todas as hipotese do Teorema 2.1. Se ugy € L) ¢ Vo € LP2=) sao
fungdes homogéneas de grau —k e —ky respectivamente, entdo, a solu¢ao (u(t,x),v(t,x))

proveniente do Teorema 2.1 é auto-similar, isto é,
(u(t,2),v(t,%)) = (M1 u(Wt, Do), M2 (W1, M)

g.t.p, x e R" t >0 e todo A > 0. Além disso, se a condi¢do inicial for suficientemente pequena,

entdo a solugdo auto-similar obtida previamente pode ser regularizada, isto é, (u,v) € Eg,g,.

Demonstracao. Do Lema 2.1, observamos que a solucdo pode ser obtida como limite da

seguinte seqiiéncia recursiva:
i (1,%) = G(t)uo(x) v (£,:%) = G(t)vo(x),
Ukt 1 (t,x) = ul(t,x) —I—B(uk,vk) vk+1(t,x) = vl(t,x) —|—B(uk,vk), k € N.
Essa seqiiéncia é a seqiiéncia associada com sistema (2.1). Inicialmente temos que uj(¢,x) e

v1(t,x) satisfazem

up (t,x) = Ay (A%, Ax)
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vy (t,x) = M2v (A1, Ax).

De fato,
(M, hx) = /R»lg(Kzva_Y)MO(y)dy
- /Rn g\, Mx—A""y))uo(y)dy
- /R A g (t,x— A y)uo(y)dy
= g(t,x —2)up(Az)dz
Rf’l
= Ah Rnglx 2Juo(z)dz = A"y (1,x)
€
(A2t,0) = g\, hx — y)vo (y)dy

A
_ /R g(X2t, Mx =2 7"y))vo(v)dy
/R A g(t,x— A"y vo(y)dy

_ g(t,x—z)vo(Az)dz

— k_kz/R g(t,x —2)vo(z)dz = A2 (2,x).

Assim, por argumento de indugao, concluimos que u, e v, satisfazem a propriedade u,(¢,x) =
M, (A, A%t), vy (t,x) = A¥1v, (Ax, A?t) para todo n. Com efeito, suponha que u,,, v, satisfagam
as relagdes uy, (1,x) = M, (A%, Ax) e v, (t,x) = M2y, (A1, Ax). Assim,
2 Wi 2 1 1
Bty (02025) = [ [ g0 =25 = )l (.3) P2 (5,90
t
=2 [ [ 02 =) hx =)l ) 025,) (P2 1) (A2, 3)dys
0 JRe
t
= 7‘2/ kng(xZ(t - s),}n(x—y))(|un|p1_lun)(7\,2s,}Ly)(|vn|p2_lvn)0\,2s,ky)dyds
0 JRe
t
=22 [ [ gl soxmy)A PR (a1, (5,9) (9, ) (5,9)dvds
0 JRe
t
=22 [ [ gt = s.x =y 5D (P ) 5, (P ) 5. 9) v
0 n

t
=27 [l = =) (P ) ) (P2 ) s, ) v

= k_le(un, Vn) (I,X)
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€
Bz(u"’v")(xzt’x‘x):/O%/ng(kzt—S,706—y)(|Mn|”_lun)(s,y)(lvn|’2_1vn)(s,y)dyds
==kzjétjéng<k2(t——s>,kx-—>0(\unvﬁlun><x2s,y)qvnrv1»%)<x2s,y)dyds
::kzjgt Rnk"g<x2(f-S)ak(X-—y))OunV“‘lun)<x2s,xy)qvnrv—lvn)(xzs,xy)dyds
=W /0 /Rng@ — s, = y)A TR (g, ) (s,9) (vl > ) (5, ) dyds
=¥ /Ot / 8t =5, = YA (fug [ ) (5, 9) (vl > ) (5, 9)dyds
=27 [ gl ) ) () )
= A %2B5 (v (£, %).
Portanto

Up+1(t,x) = uy (t,x) + By (tp,vy) = % (ul(kzt,bc) +B1(un,vn)(7u2t,7ux)) = A, (W21, Ax).
De maneira andloga, obtemos

Va1 (6,) = 1 (1) & Bty vr) = 2 (11 (A2, 000) £ Ba () (02,0)) = 2w, (21, A).

Além disso, como a solugdo branda (u(t,x),v(f,x)) é obtida como limite da seqiiéncia

{(un,vn)} no espaco E, chegamos a conclusdo que ((u(t,x),v(t,x)) verifica
u(t,x) = uy (1,x) = M u(dx, A1), v(t,x) = vy (£, x) = M2v(dx, A%)

para todo A > 0, todo ¢ > 0 e quase todo x € R”. De fato, usando a invariancia da norma || - |, o)

pela transformacio de escala (2.72) e que u,(t,x) = M1, (A%, Ax), temos que

(2, x) — Mru (A1, Ax) = lu(t,x) — un(t,%) +un(t,x) — NV u (N2, Ax,)

1.0

< [lee(t,x) = un (1) |y o) + A 200 (W20, 00) = M (328, 0) ]y o

11,

n
=20.

= 2/u(t,x) — un(t,)]| () o)

De maneira similar
||V<t7x) _}‘k2v(}‘2tv7\‘x)”(p2,°°) < ZHV(Z‘,X) _Vn(tax)H(pz, = 0.

Assim,

(= up, v =wa)l|e < 2max{sugllu(t ) =t (1,2) | () o) Su10>|IV(t»X)—vn(t,X)||(p =)} =0,
t> >
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donde concluimos que
(11,2, v(1,3)) = (13 (1,), v (0,3)) = (Wu(he, W21), Vv (e, 321))
para quase todo x € R", 7 > 0 e todo A > 0.

Observacdo 2.2 Na secdo 2.3.3, Observagdo 2.5, mostraremos que se (ug,vo) € L1 X LP2, en-
tdo a unica solugcdo auto-similar que podemos encontrar é a solug¢do nula. Por outro lado,
pelo Coroldrio 2.3 podemos encontrar solucdes auto-similares em espagos de Marcinkiewicz
LP1=) 5 [(P2) | Egsaq diferenca de comportamento do sistema (2.1) estd essencialmente rela-
cionado com o fato do espago L) 5 [(P2) conter funcoes homogéneas com o grau certo,
enquanto que a versdo correspondente em espaco de Lebesgue LP' x LP? ndo contém fungdes

homogéneas de qualquer grau.

2.2 Solucoes Brandas Locais em L?

Nesta secdo estabeleceremos condi¢des sobre os espacos L para existéncia de solucdes
branda locais para a equacdo integral (2.73). Veremos na préxima se¢io que na prova do teo-
rema de existéncia de solucdes globais em LP! x LP? (Teorema 2.5), a existéncia segue ime-
diatamente dos argumentos do teorema de existéncia em L(P1=) 5 [(P2) " Diferentemente,
para garantir a existéncia local, aplicaremos o Lema 2.1 em um espacgo apropriado e posteri-
ormente, mostraremos que a seqiiéncia de Picard associada também converge para a solucdo
(u(t,x), v(¢.x)) na norma max {supy_, || | 5uPos< || -, }. onde || |, denota a norma do

espaco L’ e que de fato a solucio pertence a Equ 4> Cuja defini¢do veremos a seguir.
Definicao 2.3 Sejam p; = kﬂ, ki>0,1<p;i<oo, 1< gqj<oo parai= 1,2 onde k; é dado por

(24), o= pil — ﬁ e = p% — %. O espaco de Banach l:,:quqz ¢ o espago de todas as fungoes

vetoriais (u(t,-),v(t,")) :R* = R xR com0 <t <T, tal que,
(u(t,),v(t,x)) € BC(0,T), L7 x L) ¢ (tSu(t,x),15v(t,%)) € BC(0, T),L x L),

a norma em Equ ¢ € dada por:

a B
[(u,v)|lgr =max{ sup t2[ju(t,x)|lg,+ sup [[u(t,x)|lp,, sup t2[|v(t,x)[lg,+ sup [[v(z,x)p,}-
a1492 0<t<T 0<t<T 0<t<T 0<t<T
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Observe que na defini¢do 2.3, além da fungdo (u,v) € BC((0,T),LP! x LP?), estamos assumindo

que (u,v) é continua em ¢ = 0 na topologia da norma do espago LP! x LP2.

A seguir, daremos a defini¢do precisa de solucdes brandas locais no espacos E qT] B
Definicao 2.4 Uma solugcdo branda global do Problema do valor inicial (2.1) em EqT] g, € uma
fungao ® = (u(t),v(t)) no espago correspondente , satisfazendo

(u(t),v(t)) = (G(t)uo,G(t)vo) + B(u,v)(t), 0<t <T (2.73)

onde

4 t
B(M,V)(t)=(/0 G(t—s)!u|p1‘1u|v|92—1vds,/0G(;_s)|u|r1—1u|v|rz—1vds>

(u(t),v(t)) — (uo,vo) quando t — 0

sendo este limite tomado na || (-, )| p,xp, = max{|| - ||p,, || * || p, } de LP* x LP2.

Observemos, pelo Lema 1.9, que a parte linear da equagdo integral (2.73) é dominada pela
norma do dado inicial (ug,vp). O préximo lema garante que a parte no linear da equagio (2.73)

satisfaz a propriedade (2.8) do Lema 2.1 no espago Equ 0

-1
Lema 2.3 Sejam 0 <T <oo, 1 <p;,ri <pi<gqi<oo, i—12 1<a)< (p_2+plq:1> 1<

-1 ~
a’2<<&+ﬂ) eu,veEy g7 Se%p1+ﬁp2<1e r1+Br2<1 entdo

q1 q2
1.
~ s [o4
sup_|[|Bi(u,v) —Bi(u,v)| p, SKl{ sup ()|, sup 2= ([luffpr~!
O<t<T 0<t<T
+ [l 1) sup t2"2||v||"2)+ sup tZII(v—V)IIp sup (P2~ D(|lv)52!
0<t<T 0<t<T 0O<t<T
+ I8 ,sup (2P| P}
<t<T
2.74)
2.

sup 17|By(u,v) — By(#,9) g, < Kof sup t2[|(u—)]lg, sup r2P1~"(JJullp1~"!
0<t<T 0<t<T 0<t<T

+[[@§i~") sup ﬁp2||v(f)|| + sup 12]|(v—)[g, sup 12> D(|vile "+
0<t<T 0<t<T 0<t<T

(91127 sup 22 [a]|Pr ) (2.75)

0<t<T
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3.
~ ~ [o4
sup [|B1(u,v) —Bi(u,V)]|, SKs{ sup (=) )la, sup £2PT=D(|Juf B
0<t<T 0<t<T
+ || ~1) sup t2p2||v||p2+ sup t2||<v—9>||a2 sup 2P~ D(|Ivl[e2"+
0<t<T 0<t<T 0<t<T
+ (w15 S (2P| P} (2.76)
<t<T
4.
B
sup |[Ba(u,v) — Bz(uﬂ!\pzélﬁ{ sup [[v—7]|,, sup 227 D(|jy[|2"!
0<t<T 0<t<T 0<t<T
+P127"Y) sup 2 Jullft + sup [|[(u—)p, sup 2D (flull "+
0<t<T 0<t<T 0<t<T
B
+[lall ") sup £272 (972} (2.77)
0<t<T
S.
B ~ ~ [} ~ a
sup 12||By(u,v) — By(it, V)| g, < Ks{ sup 2|[u—illg, sup 2= ([lull] "+
0<t<T 0<t<T 0<t<T
~ 1 B
il ) sup 27|Vl + P ﬂ\l(v—qu sup 120~ D(vliz"+
0<t<T O<t<T
+HP27Y) sup e2ulls )
0<t<T
(2.78)
6.
B
sup ||Ba(u,v) — Ba(u, 9’>Ha2<K6{ sup [[v—"lla, sup #2727V ([jv)2~!
0<t<T 0<t<T 0<t<T
+P27Y) sup 27 Jullft + sup [[(u—)]la, sup £ (Jfuflrt M+
0O<t<T O<t<T 0<t<T

r Er 1%
+ a7ty sup £272|[v|2 ), (2.79)
0<t<T

onde El, Ez, 1?3, E4, 125, 1?6 sdo constantes independentes de u.

Demonstracdo. A idéia da demonstracdo deste Lema ja foi apresentada anteriormente. Por

esse motivo, algumas passagens serdo omitidas.

Considere
t
Bl(u,v):/ G(t — ) |ulP tulv|P>~ Lvds
0
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e
t
Bz(u,v):/ G(t — 5)|ul"~ulv]™> Lvds.
0
Inicialmente, note que
1B1(ut,v) = B1(u,V)llay = [|B1(ut,v) = B1(ut,v) + Bi(u,v) — B1 (4, V)|,
< |[Bi(u,v) = Bi (V) ||y + [[B1 (it v) = B1 (i, ) [lay (2.80)
Primeiramente, analisaremos || B (u,v) —B; (i, Vv)||4, . Fixe v e suponha que l»f = % + p'q—:l +
1 _ 1,1 Loz 1 1 .
% e = 7—1— = — L. Da hipétese sobre a) observe que == + plql + % < 1. Assim, pelas

desigualdades Young e Holder em espagos L” (desigualdades (1.28) e (1.20) das Observagoes

1.8 e 1.6), temos que
t
|B1(u,v) = B1(ut,v)]|ay S/O 1G(t =) (Jul®~ u— [P~ ) |v]P>~ g ds

t
S/O g (e =)l 1P~ e — [P =) [v]P>~ s

! >+ Pi—1 4 |71P1—1y|,|P2— 1|~
< ), =) 2 (=) (Quf™ 4 [ P v

t —n(pl l) np2
</(t_s)2q1 2 s~ 2 (P1=1)=52 g o
0

a ~ B
X sup [|(u—)[l, sup t3® D (([ull 5 [[@ll5! ") sup £2P2|v]2. (2.81)
0<t<T 0<t<T 0<t<T

Observe que fazendo a simples mudanga de varidvel s = yz, obtemos

t —n(p1—1) npy —ne1 =) P oy 1y_B
/ (; — s) 291 29 ¢ 2([31 1)— szds —¢ 24 2¢; 2 (p1—1)—5p2+1 <
0

1 —n( 1) n
></ (1—y) e zggy F(p1—1)— 2p2dy.
0

Note que de (2.66) concluimos que

—npi—1) npy o = B B

Calculando sup,_, s em (2.81), obtemos

~ o
sup [|B1(u,v) = Bi(@,v)llay <My sup [|(u—@)[la, sup 2P (|Julff "+
0<t<T 0<t<T 0<t<T

]|~ sup ﬁ"ZHvHZ; (2.82)
0<t<T
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De maneira andloga,

~ B
sup [|B1 (@.v) = B1 (@), < M2 sup 12]|(v=9)ll,, sup 122~ D(|vlig+
0O<t<T 0<t<T 0<t<T

[9110271) sup £2P1|a]|P. (2.83)

0<t<T

Portanto de (2.80),(2.82) e (2.83) obtemos (2.76), com K3 = max{M,M;}. Fazendo a; = p;
obtemos (2.74).

Agora mostraremos (2.79). Primeiramente, fixe u e suponha que % = —|— an L+ - 2q21 qll =

% +ot rzq—;l <. Logo, pelas desigualdades

1,1 L 1
7 +5— 1. Da hipdtese sobre a, observe que =

Young e Holder em espacos L? (desigualdades (1.28) e (1.20)), temos que
1B2(u,v) = Ba (4, V)| ay < /Ol G =) ("> v =727 9) ||~ ]y ds <
SD/t gt =) Gony 1V = 27 19) ]t s
<D/ A=) (ol )l ] ey s

—n(rp—1) nrg B |
</(t—s) 2y a2 ()5 g
0

B a
X sup [[v—"la, sup 22 I(|l27 4+ |[F271) sup £2ful|7 (2.84)
O<t<T O<t<T 0O<t<T

Novamente fazendo a simples mudanca de varidvel s = yr, obtemos

t —n(rp=1) _nry (=) nnp B gy a
/(t—s) 20 2157 S(n-1)- Srigs = 2y 2y 22mlmanly
0

1 —n(rp—1) nr
X/ (]_y) 2‘122 2‘111); g(’? 1)— rldy_
0

De (2.68) segue que

(04
— = Sn—1)=5n+1=0,

e, portanto, calculando sup,_; 7 em (2.84), obtemos

B
sup ||B2(u,v) — Ba(,9)lay <M sup [[v—7a, sup 227D ([lv]27"4
0<t<T 0<t<T 0O<t<T

Wz supTﬁ”HuH;‘l. (2.85)
<t<

De maneira andloga,

sup [|B (i, %) — Ba(u, ) lay <Ma sup ||(u—1)lla, sup #2717V (|luf|2i ="+
0<t<T 0<t<T 0<t<T

]l ~") sup ﬂ”\lﬂlgi- (2.86)
0<t<T
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Note ainda que

“Bz(”?v) _B2(ﬁ,\7)||a2 = ||B2(M7v) —Bz(u,f/') +B2(u7‘7) _Bz(ﬁﬂ;’)”az
< [[B2(u,v) = B2 (u,V)||ay + [|B2(u, V) — B2 (£, V) ||, (2.87)

Logo de (2.85), (2.86) e (2.87) obtemos (2.79), onde K; = max{]\z ,AA/I;} Note que para obter-

mos (2.77), basta fazermos p; = a,.

Vamos agora a prova de (2.75). De maneira anédloga a prova de (2.76) obtemos

—n(p1—1) npy

t
1B1(u,v) = (#,9) g, S/(t—S) T L szds{suptzl\(u—m\\ql sup 11! ([|uf|f
0

t>0 0<t<T

B _
gy sup (3P v(e) |82+ sup o3|y =), sup 2O V(I [FI ) sup fEP gy

0<t<T 0<t<T 0<t<T 0<t<T

<Kt { sup 12 (u—1)g sup 2P~ T(|[uefl "+ [lufl517") sup ﬁpznv(z)ngg
0<t<T 0<t<T 0<t<T

s 11—l sup_ (2P DI ++IP192 ") sup 120 flafd, (2.88)
0< 0< 0<t<T

uma vez que

t n(p1—=1) npy —n(p1—1) npy @ B 1 —n(p;—1) npy
/ (t—s) 20 “2mg —5p1— ngds =t 2 2, ~2P17 3Pt / (1—y) 2 "2y~ 2p1— 292dy
0 0

e —n(zp(;]—l) — % —%p1— sz + 1 = —%. Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.88)

por 12 e tomando Supy;.7 obtemos (2.75).

Semelhantemente obtemos (2.79). [

Teorema 2.4 (Solugcdes Locais, n > 2) Sejam (ugp,vo) € LP! X LP? e 1 < pj,ri < pi < qi < o,

i = 1,2, satisfazendo $p1 + sz <le%r+ Brz <1

1. Existe T > 0, tal que, o problema de valor inicial (2.1) tem uma solugcdo branda local

T
(u,v) em quq2

2. Além disso, quando assumimos (ug,vo) € L x L™, tal que 1 < a} < (2—;+p'q—jl>

-1
el <d,< (%—Fri]—;l) , a solucdo (u,v) tem a propriedade adicional de estd em

BC([0,T),L% x L®).

Observacao 2.3 e (Unicidade) Note que se n >3 e p; > -5, (u,v) é a tinica solu¢do em
ET = C([0,T);LP' x LP?) para o sistema (2.1). Isto segue diretamente do Teorema 2.2
pois

C([0,0); L7 x L) D C([0,T); L x L) D EL .
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e Usando a finitude da norma auxiliar ("regularizante”) das solugdes pertencentes a E qu @
e adaptando os argumentos de ([27], [11]) podemos mostrar que as solucoes do Teorema

2.4 sdo suaves e satisfazem o sistema (2.1) no sentido cldssico quando t > 0.

e Pelo item 5 da Observacdo 2.1, o Teorema 2.4 continua verdadeiro se trocarmos o sinal

de gi(u,v) em (2.1), isto é, se tomarmos
g0:v) = ™Dy 2D ¢ go(u,v) = —Ju Dy,

Desde que a convolu¢do com o niicleo do calor preserva a positividade, se as condi¢oes
iniciais uy > 0 e vo > 0 (e ndo identicamente nulas), entdo a solugcdo satisfaz u > 0 e
v > 0 (e ndo identicamente nulas). De fato, por inducdo podemos mostrar que todos os
elementos da sequéncia de Picard {(uy,v)}, que converge para (u,v), sdo positivos, e
como a convergéncia no sentido de distribuicdo preserva a positividade, entdo a solucdo

(u,v) € positiva. Como pelo primeiro item da observagdo a solucdo é cldssica, temos

up — Au = —|u| P~ Dy |y|P2~D) < 0,
v — Av = —|u| 17 Dy|p| 27Dy < 0,
e entdo, pelo principio do mdximo para equacoes parabdlicas e usando argumentos prox-

imos aos de ([27] e [11]), podemos mostrar que a solugdo é global. Mais ainda, podemos

oo . ;T —
mostrar que ela pertence ao espaco Eg 4, = Eq 4, comT =oo.

2.2.1 Demonstracao do Teorema 2.4

Assumindo (ug,vg) € LP! x LP2, vamos provar que existe 71 > 0 e €, > 0 suficientemente

pequeno e uma unica solugdo para equagdo integral (2.73), tal que,

lim 22 Ju(t,x)|lg, =0 e sup £2||u(,x)||4, < 261 (2.89)
t—07F 0<t<T,

. B B

lim #2{jv(t,x)||s, =0 e sup #2||v(t,x)]4, < 2&1. (2.90)
t—07F 0<t<Ty

Seja He, ;, = {(u,v) : [|(u,v)|n, -, <2€1},onde anorma |- ||g,, , € dada por

o B
[(, V)| e, 7, = max{ sup 22 u(t,x)|lg,, sup 22|v(t,x)|g,}-
0<t<Ty 0<t<Ty
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Note que o espago He,,;, nao ¢ vazio. De fato, como (ug,vo) € LP! x LP2, da propriedade (1.31)

do Lema 1.9, temos que para cada €; > 0, podemos encontrar 77 suficientemente pequeno, tal

que
sup 12]|G(f)uolly, < €1 < 2€ (2.91)
0<t<Ty
e
B
sup 12]|G(t)vollg, < €1 < 2€. (2.92)
0<t<Ty

Assim, escolhendo €1,7; suficientemente pequenos, as desigualdades (2.75) e (2.78) do
Lema 2.3 garante que o operador B satisfaz a propriedade (2.8) do Lema 2.1 com X = Hg, 7y,
K =max{Ky,Ks}, x= (u,v) e z= (&,7). Observe que de (2.91) e (2.92) temos || (G(t)ug, G(r)vo) e, 7, <
€1. Portanto, podemos aplicar o Lema 2.1, com X = Hg, 7, ¢ y = (G(t)uo, G(t)vo), garantindo
assim, a existéncia de uma solugdo (u(t,x),v(,x)) da equacdo integral (2.73) em He, . . As

igualdades em (2.89) e (2.90) segue exatamente como no Lema 1.9 .

Mostraremos agora que (u,v) € BC([0,T),LP! x LP?) para algum 0 < T < 7. Inicialmente
escolha, 0 < e <g; e 0 < T < T, tal que, 2P TP2H1 g ePritP2—1  pritntlg entrn—1 _ 1 <
0, K14 = max{K;, K4} e sup0<,<Tt%||u0||q1 < 2¢, sup0<t<Tt%||u0||q2 < 2¢e. Pelo Lema 2.1,
sabemos que a soluc@o (u,v) pode ser obtida como limite em He, ;. da seguinte sequéncia de

Picard:

ui (t,x) = G(t)uo
(2.93)
\uk—i-l(t?x) = ul(tax) +B(uk7vk)(t7x)7 keN
vi(t,x) = G(t)vo (2.0
| Vi1 (£,2) = vi ;%) + Bug, vie) (1, %), k € N

Usando a desigualdade (1.27) da Observacdo 1.8, com k = 0,r = pj, e o Lema 2.3 fazendo
(u,v) = (0,0) e (u,v) = (ug,vg), obtemos

IN

a1 (£)]]py o]y

luri1 (6,01 py - < Moaa (2,2) [ py 4[| B (g, vie) (2, 2) |

IN

o[,

_|_

~ Ay, _ B
Ky sup 12Dl (r,x) 0070 sup £2P2|[ue(r,x) |02 sup [Jug(t,x)],,-
0<t<T 0O<t<T O<t<T
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Villp, < lvollp,

Vi1 6,21y < Mva (e, py + [1Ba (ke vie) (2,) |

< vollp,
~ a Brr_ _
+ Ky sup 12" |ug(t, )] sup 022D (e, x)|270 sup [|vi(t,x)]] o
0<t<T 0<t<T 0<t<T

Denote sy | = g1 —ug = B(ug,vi) —B(tg—1,Vi—1) € g1 = U1 — g = Bug, vi) — B(ug—1,vk—1)-
De maneira andloga a demonstragdo do segundo item do Teorema 2.1, agora em espagos LF! x
LP? com a) = py, ay = pa, obtemos que a seqiiéncia (uy,vy) é contrativa e portanto de Cauchy
em BC([0,T);LP! x LP?). Por unicidade do limite no sentido de distribui¢do, e como a (u, vy)

também converge para (u,v) em Hg, ;. , a solucdo (u,v) € BC([0,T);LP! x L?). "

2.3 Solucoes Brandas Globais em L?

2.3.1 Boa-Colocacido em L”

Uma pergunta que pode ser feita em relagdo aos Teoremas de boa-colocacdo € se eles
também valem nos espacos de Lebesgue L”. A resposta é positiva e esta se¢ao serd dedicada
a demonstrar tais resultados. Comecaremos definindo, como anteriormente, os espacos fun-
cionais adequados nos quais iremos procurar as solucdes para as equacdes do sistema semilinear

(2.1).

Definicao 2.5 Seja 1l < g < oo, 1 < gp <o, 0= PLI — % eP= plz — %. Definimos os seguintes

espacos de Banach

E = BC((0,%), L7 x LP?}
Egq, = {(u,v) € E: (1°7u,1P72v) € BC((0,00); L x 1)},
com normas definidas, respectivamente, como

[1(u, v) || 7 = max{sup [ul| p, ,sup [[v][ 5, }
>0 >0

(v, = I v)lg +maX{§glgt“/2 [lu(®)ll, ,fglgtﬁ/z V), -
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Nosso préximo passo € definir solu¢cdes branda nos espagos L”. A defini¢ao coincide com
a definicio em espacos de Marcinkiewicz L") a menos da condigdo de convergéncia para o
dado inicial, uma vez que agora exigiremos convergéncia forte em vez de fraca. E razoavel
esperar que tal convergéncia aconte¢a uma vez que o nucleo do calor é uma aproximacao da

identidade em L”, além das convergéncia dadas no Lema 1.9.

Definicio 2.6 Uma solucio branda global do Problema do valor inicial (2.1) em E e Ecnqz é

uma fungdo ® = (u(t),v(t)) no espago correspondente , satisfazendo

(u(t),v(t)) = (G(t)uo, G(t)vo) + B(u,v)(1), (2.95)

onde

t i

B(u,v)(1) = (/ G(t — 5)|ulP'~ ulv[P>~vds | / G(t—s)|u|”_lu|v|’2_1vds)

0 0

e
t—0T
(u(t),v(t)) — (u0,v0)

sendo este limite tomado na || - || p, xp, = max{|| - ||p,, || - | p,} de L' x LP2.

Agora, estamos prontos para enunciar o Teorema de boa-coloca¢ido em espacos L”
Teorema 2.5 Sejamn>21<p;<p;<q;, 1<ri<p;<g;i=1,2, satisfazendo 5p, —|—%p2 <
le %rz—k Sr1 <1, com (ug,vo) € LP' x L.

1. Dado € > 0 existe 0 < 8,4,, tal que, se ||uol|p, < 4,42+ Vol ps < O4yq,» entdo existe a

solugdo branda (u,v) para o sistema (2.1) em E. Além disso, (u,v) € qu,qz e satisfaz

. g B
Jim 5 a(t.x)lgy =0 ¢ lim r¥(0.0) g, =0

-1
2. Suponha (ug,vo) € LP*NLY x LP2NL*2, com 1 < d); < (% + p;—i) el<d,< (r—l + ol

TR
Existe 84, 4, > 0, tal que, se |lug||p, < Oa;.a,11vV0llpy < Oay,apr @ sOlugdo (u(t,x),v(t,x))

verifica que (u,v) € BC((0,e0), L% x L?).

Observaciio 2.4 Note que se n >3 e p; > -5, (u,v) € a iinica solugdo em Epara o sistema

(2.1). Isto segue diretamente do Teorema 2.2, pois

C([0,00);LP' X LP2) D E D Eyyy,

)_1.
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2.3.2 Demonstraciao do Teorema 2.5

Existéncia em £, ,,

Assim como no Teorema 2.1, usaremos o Lema 2.1. Para isso temos que mostrar inicial-

mente que o operador
B(u,v)(t,x) = (/Gt—s)|u|p1 Lulv|P~vds, /Gt—s)|u|r1 Lulv2=1y )

satisfaz a propriedade (2.8) do Lema 2.1 no espaco Ecnqz- De fato, fazendo 7" = oo nas desigual-

dades (2.74), (2.77), (2.75) e (2.78) do Lema 2.3, e tomando X = K= max{Kl,Kz,K4K5}

IQZ’

x = (u,v) e z= (u,v), obtemos o desejado procedendo como na prova do Teorema 2.1.

Por outro lado, o Lema 1.9 mostra que podemos controlar a norma em Ej,4,, da parte linear

da equacdo integral (2.95), pela norma do dado inicial em LP! x LP!, ou seja,

1(G(0)uo, G(t)vo) £,y < 1(G(8)uo, G(2)v0) | + max{supt® | G(t)uo, ,fugfﬁ/z IG()volly, }
>

t>0

< 2max{Clluollp,Clluol,} <.
pois ||uol](; e) < Bg1qs5 HvoH ) < 84,4,> €OM 8y, 4, = 5= onde C é a constante do Lema 1.9.
Assim, supondo que a norma H |l p1xp, do dado inicial (uo,vo) é suficientemente pequena,

podemos mais uma vez aplicar o Lema 2.1 com X = E,,4, obtendo a existéncia de solu¢@o para

a formulagdo integral (2.95).

Agora, mostraremos que a soluco obtida (u,v) € BC((0,0), L% x L*?). Suponha (ug,vo) €

LPrO LM x [P2N L%, Fazendo T = o no Lema 2.3, temos

sup || By (u,v) = B1(4,)|a, SI}3{SUPH(M—I7)Ha1 Supt%(p‘ D ([l
>0

+ [lall§) ™ 1)SupﬂszVII +supt2H(V—V)Ilazsupﬂ(pz D(vig '+

+ [[9]1P2~ ) supr 2P | a]|P1 (2.96)
t>0

~ = B
sup || B2 (u,v) = Ba(#,V)]|, SKs{supHv—ﬂlazsupﬂ(r2 V(v
>0 >0

+ 911" supe 7 ul Jrsupll(u—ii)llalSupﬂ(’l Y(lullg =+
>0

- B
+{Jalpt ) supe 22 [[9])22 3 (2.97)
t>0
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Primeiramente, relembremos mais uma vez que a solugao (u,v) é obtida como o limite em E; 4,

da seguinte seqiiéncia recorrente:

xX)=G
up(t,x) (t)uo 299
\ukﬂ(t,x) = ul(t,x) —l—B(uk,vk)(t,x)
© ¢
x)=G
vi(t,x) (t)vo 299)
\vk+1(t7x) = Vl(f,X) +B(uk7vk>(t7x)'

De maneira anédloga ao caso L(@1:) 5 [(@2) (prova do item 2 do Teorema 2.1), agora us-
ando as estimativas (2.96) e (2.97), mostra-se que as seqiiéncias {u; } e {vi} sdo contrativas em
BC((0,00); L) e BC((0,00); L), respectivamente. Assim, elas sdo seqiiéncias de Cauchy neste
respectivos espagos. Entdo uy — u e vy — v em BC((0,00); L) e BC((0,00); L), respectiva-
mente. Novamente pela unicidade do limite no sentido de distribui¢do u = u e v = v e assim,

(u,v) € BC((0,00); L4 x L?2).

Logo para concluir a demonstracdao do Teorema 2.5, ainda falta mostrar que a solu¢do con-

verge em LP! x LP? para o dado inicial, quando # — 0 e que a solugfo satisfaz
. [ . B
lim 2 ||u(t,x)||q, =0 e lim £2|v(t,x)||4, = 0. (2.100)
t—0F t—0T

Inicialmente, mostraremos que (2.100) € verdadeira. Com efeito, pelo Lema 1.9, temos

. a . B
Jim £2[|G()uollg, =0e Lim r2[G(r)vollg, =0 (2.10D)
lim [|G(t)ug —uol|,, =0e lim [|G(t)vo—vol|p,- (2.102)

t—07t t—0t

Uma vez que a solugdo (u,v) € o limite da seqiiéncia {(u,vx)} em Ey4,, isto é, o limite é

tomado na norma

o o
max{sup | -[| p, +sup £2| - |lg,,sup [ - |, +sup 22| -[lg, },
>0 >0 >0 >0

¢ suficiente mostrar (2.100) para a seqiiéncia {(uy,vx)}. Observe que (2.101) corresponde a
propriedade (2.100) para (ug,vx) com k = 1. Por hipétese de indugéo assuma que {(ug,vg)}

satisfaz (2.100). Vamos mostrar que (ugr1 = uy + By (ug, i), vir1 = vi + Ba(ug, vy )) satisfaz e
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referida propriedade. De fato, do Lema 2.3 e da hipétese de inducdo temos

t
o _ _
t2HB1(uk,Vk)Hq1=/o 1G(t — ) (g | e — i |P2 ") [ g, ds

> a P B P2 t—0T
< Ko ( sup 2 [|u(s)llg,)"" ( sup s [[vi(s) ;) — 0
0<s<t O<s<t

g f _ _
r2||Bz(uk,Vk)Hq2=/0 1G(t = ) (|ug| "~ uge = [vid >~ vi) [l g

r2 t—0T

= [ - B
< Ks( sup 52 |ux(s)llq)" ( sup s2[[ve(s)llq,) 0.

O<s<t O<s<t

Em nosso ultimo argumento usamos que

Tim | (1)| =timsup | £(¢)| = Tim ( sup ().

t—0+ =0 0<s<s

Assim concluimos a veracidade de (2.100).

Agora, mostraremos a convergéncia forte para o dado inicial. Usando as desigualdades

(2.74) e (2.77) do Lema 2.3 temos as seguintes estimativas

4 _ B
1By (u,v)(t,%) ||, < C sup [|u(s)]|p, ( sup 52 [u(s)]lg)? " ( sup s2|[v(s)[|g,)?>  (2.103)
O<s<t O<s<t O<s<t

o B .
1B2(u,v) (£,%) || p, < sup [[v(s)[lp, ( sup 2 [|u(s)[|g,)"" ( sup s2[[v(s)]lg,)>"".  (2.104)

O<s<t O<s<t O<s<t

Finalmente por (2.102) e (2.100) com (2.103) e (2.104) obtemos que
t—0t

(u(t),v(t)) — (uo,vo) em LP'xLP?

concluindo assim a demonstragao.

2.3.3 Estimativas de Decaimento e Convergéncia a Zero em L' x L2

Nesta se¢do provaremos alguns resultados de decaimento das solugdes, supondo condi¢des

iniciais mais regulares
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Teorema 2.6 Suponha as condicoes do Teorema 2.1 (partes 2 e 3) com a; < p;, i = 1,2. Se
a) <r<oeay<r< o satisfazem %4—%—:1—1—%—% <%e $+:1—11+r2q—;1—%< %, entdo a
solucdo dada pelo Teorema 2.1 satisfaz

(t(ﬁ_%)u,t(ﬁ_%)v) € BC((0,00), L) x L)),
Além disso, se substituirmos as condigoes do Teorema 2.1 (partes 2 e 3) pelas condigdes do
Teorema 2.5, o resultado continua verdadeiro substituindo o espaco de Marcinkiewicz L) x

L) pelos respectivos espagos de Lebesgue L' x L.

Prova do Teorema 2.6.

Inicialmente observe que do Lema 1.8 obtemos

suPt(ij)HG(t)MOH(nw) < Clloll@ )
t>0

sup' %221 G )10l ) < €0l a0
>0

Da segunda parte do Teorema 2.1, sabemos que ug € L@=) q L(P1) 5 [(@22) A [(P2:) jm-
plica que a solugdo (u(t),v(t)) satisfaz max{sup, [|u(t)] (4, o0)>SUPs0 [[V(#)[l (ay,e0) } < o Por-

n _n
tanto, para concluir a demonstracdo do Teorema 2.6, € suficiente estimar as normas sup;, t( 2 ) I|-

(

[ (1.00)> SUPs=0 1 2 %) | - || 7:00) das coordenadas do termo n@o linear de (2.6) (B(u,v)), usando

a B -
as normas 12 {[u[ (g, eo)» £ 2 [[V[[ (ga,e0)> SUPs=0 14| (4 00) € SUP;=0 [[V]] (ay,00)- O Préximo lema garante

tal estimativa:

Lema 2.4 Supondo as condicoes do Teorema 2.6, concluimos que

P2

>0

p1—1
n_n o B
supr 2173 || B (u,v) [ (r00) < CSUIOD ()] (ay.00) (Sulgf2 () ”(ql,oo)) <Sulgf2 Hv(t)H(qz,OO))
> > >

n_n o r B rn—1
supt 58 B0 ) < 50 900 0 (ggruru(r)u(g,,m)) (supﬂuv<r>|r<q2,m>) .

>0 t> t>0

Além disso, valem as versoes fortes destas desigualdades, isto é, em espagos de Lebesgue.

Demonstracdo. Seja m > 1 tal que +

m

— 1yl pp 11,1 1
_P+ q1 +qz €5 Pl 1. Observe al-|-
1

pi=l P 1 2 pia n(l
+ 0 < & implica 5 (.,

@ . - %) < 1. Portanto, pelas desigualdades de Holder e Young
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(ver Preposicdes 1.13 e 1.11), e pelo Lema 1.8, temos

t ) o
||Bl(u,v)’|(r7oo)§/(t—s)2(ml)sz(Pll)gpzdsX
0

o p1—1 8 P2
w sup (1) ey (sur0m||u<r>||<ql,m>) (suprzuv(r)n(qz,w))
>

>0 >0

n ) . p—1 p
< Cr 3D 008021 G (1) (Suprznu(z)u@l,w) () i)
>0

t>0

i o p1—1 B P2
=t 2 sup [ (t) | gy o (SuP”“”(’)||(q1,oo>> <t2||v(t)”(927°°>) ’
>0

a7t 1_ 1,y n g n-l 1 1,1 lyn gl 1 2
Sejam>ltalqueﬁi—az%—ql%—q2 67_'71+7 1. Observea2+q1+q2 > <z
implica %(% — %) < 1. Portanto pelas desigualdades de Holder e Young (Propriedades 1.13

1.11), e pelo Lema 1.8 temos
! ok ly o B,
Ba(t )|y < [ (1= 5) 867y~ =E g
0

o, r B rn—1
X sup [[v(1) [ (a,00) <Sugt2 ‘Hu(t)H(ql,oo)) <Supt2 HV(I)H(qz,oo))
>

>0 >0
) ) . r r—1
< Cr3G-h-3n-8(n-1+1 sup [[v(2) [ (ay,e0) (SuP”H”(I)”(QuW)) <t%||v<t)”(‘12’°°)> 2
t>0 i >0
7ﬂ(iiz) a Il E rzfl
=Ct 22 7 sup |[v(1)]](4y,00) <SuPt2””(t)H(qu°°)) (lev(t)H(qz’w)) ’
t>0 >0

Para finalizar, deixe-nos lembrar que no caso dos espagos de Lebesgue L" x L" a demon-
stracdo € essencialmente a mesma, agora usando as desigualdades de Holder e Young em es-

pacos L? (desigualdades (1.20) e (1.28)). n

Teorema 2.7 Suponha as hipoteses do Teorema 2.5. Entdo as solugcoes correspondentes satis-

fazem

lim [|u(z) [ = Tim [|v()]|r2 = O.
Demonstracao.

Como p; < g; < oo de (2.23) e (2.24)

1—1 b 2 rn mrn—1 2
Tl Pty 2T 2,
q1 q2 n q1 q2 n
1 _pi=l_p 2 1L ol _n_n-l 21 : .
Portanto > 0 ™ +5> 27 € o T 7 + 5> > Assim, podemos escolher q;
P 1 _p=l_ppy 2 1L o1 o1 _n_n-t_ 211
(i=1,2) de tal forma que . 7 i vl i it i
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Sejam (ug x,vox) € LY (LP'x € L2(LP2, k € N, de norma || || 5, x p, suficientemente pequena.
Agora, fazendo r = p; e ¥ = p; no Teorema 2.6, obtemos que a solugdo correspondente (i, vy)
satisfazem

gl 1
uk(t)|| L < Ct 3(ar—pp)
_ngl 1
Hvk(t)HLl’z < (Ct 2(“2 pz).

Portanto,

tim [[ue(¢) 11 = lim [|vi(0)] 12 = . (2.105)

Denote por BCy o subespaco fechado de BC formado por todas as fun¢des que se anulam
quando t — co. Uma vez que L% (L sdo densos em L’ (a; < p;),i = 1,2, dados ug € LP1, vy €
L2, eles podem ser aproximados, nas normas || - ||z» € || - [[zr2 respectivamente, por fungdes
(1o k,vo k) € L"(LPY x L2 LP2. Relembramos que usamos o Lema 2.1 para obter solugdes
do Teorema 2.5. Logo, pela desigualdade (2.9) temos a continuidade em relagdo ao dado inicial,
isto é,

k—s o0

Qs vie) = ()| 5 < || (st vie) = (u,v) < C||(uo k> vox) = (uo,v0) || Lr1 x1r2 — 0.

| Fyres

Isto implica que a solug@o (uy,v) converge na norma do espago E para a solugdo branda (u,v).
De (2.105) vemos que (ug,vi) € BCy([0,00);LP1 x LP2). Como BCy([0,00);LP1 x LP?) é um
subespaco fechado de BC([0,e0); LP1 x LP?), obtemos (u,v) € BCy([0,0); LP1 x LP?), ou seja,

tim [|u(t)|[zr1 = lim [[v(£) |1 = 0. (2.106)

Observacao 2.5 Como resultado imediato do Teorema 2.7, a tinica solucdo auto-similar, no
sentido da Defini¢do 2.6, em LP' x LP2 é a solugdo nula. Com efeito, suponha que (u(t),v(t)) €

BC((0,00); LP! x LP2) é uma solug¢do auto-similar, isto é,
u(t,x) = wy (1,x) = Mu(W,\x) v(t,x) = v (t,x) = M2u (W%, hx), (2.107)

(t,x) € RT x R*(q.t.p), para todo A > 0, onde ki e ky sdo definidos como em (2.3). Substituindo
A=1"2em (2.107), obtemos

u(t,x) = t_ﬁu(t_%x, 1) v(t,x) = t_%v(t_%x, 1).
Portanto, tomando o limite t — oo concluimos que

. .ok _1
0= lim [Ju(t) | = lim ™2 flu(e 22, 1)[on = Julx, )]
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k 1
0= tim (1)l = lim 1~ % [v(e~ 2. 1) 2 = e 1)
k k
Assim, u(x,1) =v(x,1)=0gq.t.p., e entdo u(t,x) = t_Tlu(t_%x, 1)=v(t,x) = t_%u(t_%x, 1)=
0,gtpt>0execR"

0t
De fato, uma outra prova mais imediata, vem do fato que (u(t),v(t)) ‘=9, (uo,vo) em LP! x

LP2, como veremos agora.

_0F
Suponha (u,v) uma solugdo auto-similar. Uma vez que (uy,vy) = (u,v) temos que (uy,vy.) ‘=0,

ot
(uo,vo). Mas observe que (uy,vy) ‘=9, (Mrug(Ax), A*2vg(Ax)).  Como o limite é iinico na
topologia da norma max{|| - || p,, || - ||, } em LP' x LP2, temos (ug,vo) = (M1up(Ax), A2vp(hx)).
Mas como a vinica fun¢cdo homogénea nos espacos de Lebesgue LP é a funcdo nula, concluimos

que (up,vo) = (0,0). Portanto (u(t,x),v(t,x)) = (0,0).

2.4 Estabilidade Assintotica

O objetivo desta se¢do € estudar o comportamento no infinito das solugdes da sistema (2.1).
Em particular, mostraremos que solu¢des brandas, com condig¢do inicial no espaco de Lebesgue
LP' x LP2 tem um comportamento dissipativo, isto €, a solucdo decai a 0 em LP! x LP2 quando

t — oo, Nossos resultados sdo os seguintes:

Teorema 2.8 Assuma as hipdtese do item 1 do Teorema 2.1. Sejam (u,v) e (u,v) sdo solugdes
de (2.1) dada pelo item 1 Teorema 2.1, com as condi¢des inicias (ug,vo) e (ip,vg) € LIP1) x

L(P2), respectivamente, e satisfazendo

lim (|G (1) (40— @0) |, ) = O, G(8) (v0 = T0) ] .0y = O- (2.108)
Entdo
i || (u(t) = (1) |y oy = O, Tim [[9(6) = (1) o) = 0 (2.109)

Além disso, suponha as hipéteses do item 3 do Teorema 2.1. Se (ug,vo) e (#p,vo) € LP1=) x

L) sdo tais que

. o ~ : B Ve
Yim 2 [|G(2) (o = Ho) gy ) = 0, fim £ [|G () (v0 = ¥0) | g, ) = O-
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Entdo

B ~
=0, lim 2 |[v(r) = (1) = 0. (2.110)

I (g2.00)

Tim 12 [Ju(t) = (1) (g, o0

Como consegiiéncia, se (ug,vo) € LP' x LP2, com ||ug|| p, e ||voll p, suficientemente pequenas,

entdo as solugcoes correspondentes satisfazem
tlijl;lonu(t)HL(msw) = }LTOHV(I)HL(W’“) =0.
Demonstracao do Teorema 2.8

Seja (u,v) e (u,v) duas solu¢des brandas com condig¢des iniciais (uo, vo) e (1o, Vo). Primeira-
mente, vamos estimar a norma ||.||», ) da diferenga entre u e u. Usando a equagio integral (2.6)

podemos estimar a diferenca da seguinte forma:
[Ju(t) = u()[] 5y =) < G (2) (0 — 110) || 9.0

ot
+ H/ G(t —s)(JulP Tuly|P>~ty — |@Pr = 1a)P2~ ly)ds (2.111)
0

P1:°)

t
| [ =)t~ i s
ot

(P1,)

=Ily+hLH+1D,

onde o constante 0 serd escolhida apropriadamente.

Depois de passar a norma ||.||(», ) para dentro da integral em ds, usamos a desigualdade de

Holder e Young (Proposi¢des 1.13 e 1.11, respectivamente) para estimar /; como

(P1:>) (P1:>)

ot
_ - 1 epi—]
IlSC/O (t =)™ =l .0 [([leel§, o) + 1Ny VI, o s
ot
~ N N
+C/O (t =)~ v =wpen [V, ) + VN0 ), )
10
<apmcen 0 [ ) 0
0
18
+291+92C8P1+921/ (t —5) " Hv(s) = V(5) || ppenr s
0

(2.112)

Agora, fazendo a simples mudancga de varidveis s = 7z, obtemos a seguinte expressao

5
I S2pl+p2€&pl+p2‘]/0 (1=2)"Hlu(tz) = u(t2) i, dz

5
+2P1HP2CgP1 P2~ /0 (1=2) " Ylv(t2) = ¥(12) [ iy,

(2.113)
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para todo t > 0. Por outro lado, para estimar />, usamos a desigualdade (2.46) do termo ndo-
linear By (u,v) (proveniente do Lema 2.2), para obter
~ —1 ~1p1—1
L <K ( sup |[u(s) — u(S)||<m,oo>) sup [([lull§) 2 + a0 ) v )]
Sr<s<t Sr<s<t

- | i~
e ( sup ||v<s>—v<s>||<p2,m>) sup (P22 4+ 17122 )

dr<s<t or<s<t

< 2P PP (Csup (fu(s) — () [ ipy . + sup [[V(s) = (5) [l (pyen),
Ot <s<t Ot <s<t

(2.114)

para todo ¢ > 0. Portanto, pelas desigualdades (2.111), (2.113) e (2.114), encontramos

lu(t) = w(@) [ ipy.00 < G (2) (0 = t0) [l g

d
| PP CgPI P2 /0 (1= )" u(es) — i(t5)]] (py oy s

5
2P cePr Pl (1 — ) T |u(ts) — (25)]] 1y o) dS
0

+ 2002 €PN qup lu(s) — 1(8) ] (py o+ sUP [[V(s) = V() [ (p)),
Ot <s<t Ot <s<t

(2.115)

para todo ¢ > 0.

Agora deixe-nos estimar a norma da diferenga entre v e v. Usando a equag@o satisfeita por

v €V, temos

[v(t) = V() [y < [IG(#)(vo = V0) [ 1y,

ot
+H [ 6= )= e = s
0

(P2,°)

1
[ Gl )l vy e s
ot

(pg.2°)

¢
=lo+1 +b, (2.116)

onde a constante 6 é a mesma definida acima.
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Procedendo de maneira andloga a (2.112) e novamente fazendo uma simples mudanca de

variaveis s = tz, estimamos /; como

~ 1 ~ 1
11<C/ t—3) " = ll, o [l ) + 1752 VG, o 1ds

+C/ t =) =y [V )+ IV1 ) N, o s
< pntncgntn-l /05(1 —2) Mu(tz) — u(t2) ||y = dz
Lo cgn ] /0 5(1 ) Y v(t2) = 512 |y
2.117)

Por outro lado, para estimar 72, usamos a desigualdade (2.47 do termo ndo-linear B (u,v) (no-

vamente proveniente do Lema 2.2),para obter

INzSKz( sup IIM(S)—ﬁ(S)IIm,w)) sup. [([lull{3 22+ 11y V()1 o)

Ot <s<t Ot <s<t

+K2< sup |\v(s)—V(S)H<p2,w>) sup (VI + P12l o))

Sr<s<t Sr<s<t

<2TREE R sup u(s) ~ (S i + 50 V() ~ TSl gam)  (2118)

dr<s<t or<s<t

Portanto, das desigualdades (2.116),(2.117) e (2.118), obtemos
[v(£) = V(E) a0 < 1G(2)(vo = V0) [l (p.)
)
(1 =)~ u(zs) = (t5)[| (p, o) s

+ 2}’1 +r Cgrl +ry—1

+ 2}’1 +r Cgrl +ry—1

)
S
=) 1v(25) = F05)] s

+ 212K sup [lu(s) = i(s) oo+ sup [[v(5) = V() |y

Ot <s<t Ot <s<t
(2.119)
Agora, defina
Ty = limsup u(r) = @(t) [y = _lim sup[lu(r) = (t)]] i, = (2.120)
—o0 kGNkHoo l>k
I =limsup [[v(t) = v(?)[[ (e = lim Supll () = V() [l (- (2.121)
[—o0 k Nk—>°° [>

Queremos mostrar que I'y =0e I =0.

Da monotonicidade da integral, note que

8 8
sup (1—S)lllu(tS)—ﬁ(tS)Hm,m)dsS/0 (1=5)"sup Ju(ts) = ii(ts) | i, = .

>k J0 t>k
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8 d
sup (1—S)_1IIV(IS)—V(tS)H(pz,oo)dSS/o (1=5)" sup [v(rs) = 5(ts) | iy .

t>k /0 t>k

Este fato, junto com o teorema da convergéncia dominada, implica

d 5 1
limsup [ (1—s)"|u(ts) — (ts)]| (o ) ds < F1/ (1—s)"'ds=Tlog (ﬁ) :
t—o0 0 -
S d 1
limsup [ (1—s)"v(ts) = ¥(25)]| (y.)ds < Fz/ (1—s)"'ds=Tlog (ﬁ) :
t—o0J 0 0 -
Como
sup sup [u(s) — )01 < sup llu(s) — (s) i 2.122)
1>k dt<s<t 5>0k
sup sup [|[v(s) = (s)[lpp < sup [[v(s) = V(s) [y (2.123)
1>k dt<s<t 5>0k

por (2.120) e (2.121) , obtemos

limsup sup |Ju(s)—u(s)|/p. <Ti. (2.124)
I—00§t <5<t

limsup sup |[[v(s) —V(s)||(pye) <T2. (2.125)
[—00 5t <5<t

Adicionado (2.115) e (2.119), calculando limsup,_,,,, usando as ultimas desigualdades e

tomando K = max{K,K>},

1
I+ < (2p1+92891+92*1 +2r1+r2€r1+r271> (Clog <ﬁ) —l—K) (Fl —|—F2).

Uma vez que (2P1HP2H1gpiHp2—1 4 ondntlerntn-g 1 e lims_,,log (ﬁ) = 0, podemos

escolher 6 > 0 suficientemente pequeno tal que

(2P1FP2gPitP2—l 4 pritragritn—ly (Clog (11—5) +K) < 1.

Como I'y, I'; sdo nimeros ndo negativos, concluimos que I'y = I'; = 0 o que é equivalente a

(2.109).
Demonstragdo da segunda parte do Teorema 2.8

Seja (u,v) e (u,v) duas solu¢des brandas com condi¢des iniciais (ug,vo) e (1o, Vo). Primeira-
mente, vamos estimar a norma ||. ||, .- da diferenca entre u e u. Usando a equagdo integral (2.6)

podemos estimar a diferenca da seguinte forma:

() = () [lay. 00 < NG(2) (0 — tt0) |41

t
o R L e L LT
0

((1] 7°°)

=Il+1 (2.126)
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Neste caso ndo serd necessdrio dividir a integral acima em duas partes como na demonstragao
da primeira parte do teorema, uma vez que o comportamento das estimativas na norma regular-

izante sup,- ot 2 y € melhor.

I Nl gr.)

Depois de passar a norma || - || (4, -) para dentro da integral em ds, usamos as desigualdades
de Holder e Young (Proposi¢cdes 1.13 e 1.11) para estimar /; (de maneira andloga a estimativa

do termo nao linear do item 3 do Teorema 2.1), como

—n(p;—1) npy

! B
no<CcQ / (c—s) " o 205~ 3PP |y (s) — ()] gy 1l
0

—n(p1—1) npy

! p
b0 (-9 B ) T s, @127
0

onde
o 1 ~ — B
Q= suprz(P1- l(Hqu;,w + [|u H‘“ ) supz2P2[v[|P*
t>0 t>0
E 1 — a
_ (p2—1) P2— P2 P1 P1
Qz—fggtz (v l{gy.0) + IV qzm)sggﬂ [all{g, o)

Usando que ||(u,v)][g,,,, <2849, € [|(#:V)|E,,, < 2€4,4,, € fazendo a simples mudanga de
coordenadas, s = yr (analogamente a mudanca de coordenadas na prova do item 3 do Teorema

2.1), obtemos

—n(p1—1) npy

a 1 B
11§t2(2p‘+pzcep‘+p21/o (L—y) 2 200y~ 2P 22 (y) 3 |lu(ey) — a(ty) || oy oo dy

1 —n(p;—1) npy B -
+2P1+PZCepl+F’21/O (=) 23y 3050 (1) 3 u(ry) = T(0y) gy dly):

(2.128)

Assim,

2 [Ju(t) —u(t) |l .= <12 ||G(t) (1o —uo)|| ). +

1 —n(p;—1) _npy B
aprtce et [y TRy 8 ) S () — ey)

—n(p1—1) npy

1
p -
+2F’1+F’2Ce"‘+p2_1/0 (1—y) o w3050 (1) 8 u(ry) — T(0y) gy

(2.129)
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De maneira andloga,

N

B ~
2 () =v() gy <1

ri+r ri+r—1 ! _anl (r22 ) l3r B =
T2 C g, /(1—y) a Iy IR ()2 [v(ey) = V(ey) | dy

1G()(vo = vo)lligz.) +

—nrp  n(rp-1)

1
(1—y) 2

B
4 ontnegntn=l By I (1) 2 |[u(ty) — (1) ] gy dy

q192

(2.130)

Defina
Ty = lim sup 2 [[u(t) — &(t) ] 4y =)

[—o0

. B ~
[y = limsup 72 [v(z) = V()| gp)

{—o0

Adicionando (2.129) e (2.130), calculando limsup,_,,, usando o monotonicidade da integral

e o Teorema da convergéncia dominada, obtemos

—n(p1—1) _npy

1
F1+F2§{291+chgp1+92—1/0 (1—y) 21 242y~ Sp1— 2p2dy

1 —nry (rp—1)
+2rCeg / (1—y)n %y $1-32ay (1) +T). (2.131)
0

Da demonstragdo do item 3 do Teorema 2.1, temos que:

2p11 ;pz FP1— Pz
C/ 1_ 4 DQy2 2 dy<KBl e

7}111 (rp—1)

Assim,

[y + T2 < (2P P2 KeR P21 427 2 Kegh o2 ) (0 + 1),

onde K = max{Kp,,Kp, }. Uma vez que 2"1“’2“1(8p1+p2 1+2’1+r2+1K8r‘+r2 Letler, Iy

sdo numeros nao negativos, I'y =1, =0, o que € equivalente a (2.110).

Mostraremos agora que limy ... ||G(¢)uo||;p; = limy—e [|G(#)vo||;», = 0, quando (ug,vo) €
LP1 x LP2. Entdo, obteremos o resultado desejado aplicando o Teorema 2.8 com (up,vo) = (0,0)
no Teorema 2.8. De fato, suponha 1 < d; < p1, 1 < dp < p> e seja a seqiiéncia (ugx,vox) €

LY NLP x L2 N LP2. Pelo lema 3.1, temos que
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[—o0

_neL_ 1
|G(O)uo |y < Ct 2 p‘))HL‘O»kHLdl -0

nel 1
3 7y) —
|G@e)vol|py < Ct %72 ||| 0y "= 0.
Uma vez que a interse¢io LY NLP' é densa em LP! e L% NLP? é densa em L2, concluimos que

lim; o0 ||G(t)uo||;p1 = ||G(t)vol;p, = 0 € assim,

}LI?OH“(t)H(PhW) = Hv(t)H(Pz,W) =0.

Observacao 2.6 e Mais geralmente, se (ug,vo) € L(@1:=) N L(P1:=) x [(@2:°) VL(P22), pode-

mos provar de maneira andloga que

Jim, IG@)uoll (o) = Jim 1G(E)voll () = 0

e Note que no enunciado do Teorema 2.8, dissemos que uma conseqiiéncia imediata é a
convergéncia a zero na norma do espaco LP1=) x [(12%) | se assumirmos que as condigcoes
inciais estdo na versdo forte, isto é, nos espagos de Lebesgue LP' x LP2. Contudo, observe
que essa conclusdo é mais fraca que a do Teorema 2.7, onde mostramos que a orbita con-

verge a zero na norma de LP' x LP2.

Observacao 2.7 ( Bacia atratora auto-similar) Se tomarmos (ug,vo) com as coordenadas ho-
mogéneas com o grau certo para a existéncia de solugcdo auto-similar (Teorema 2.3), entdo o
Teorema 2.8 garante a existéncia de uma bacia atratora (por exemplo, pertubagoes de suporte
compacto das condigoes iniciais homogéneas) em torno de cada solugdo auto-similar. Do Teo-
rema 2.1, observe que para aplicar o Teorema 2.8, estamos sempre falando de pertubacoes de

tamanho pequeno.



Capitulo 3

Existéncia de Solucoes Brandas para a

Equacao da Onda Semilinear

Neste capitulo estamos interessados em estudar o problema de Cauchy associado com a
equacgdo semilinear da onda:
Oyt —Au= [ulPu, xe R", r e R
u(0,x) = f(x), x e R, (3.1
u (0,x) = g(x), x e R"
onde u = u(t,x) é uma fungdoreal, 0 < p < oo e f:R" = R, g: R" — R sdo condi¢des iniciais
dadas. Encontramos estimativas para o grupo da onda nos espagos de Marcinkiewicz L) ¢
obtemos um resultado de boa-colocacdo local do problema (3.1) nestes espacos. Estudamos o

decaimento das solu¢des quando o tempo ¢ se aproxima de zero.

3.1 Resultados de Boa-colocacao e Decaimento quando r — 0

3.1.1 Problema Linear e Formulac¢ao Integral

Considere o seguinte problema de valor inicial para a equagao linear da onda
ouu—Au=0,xcR" teR,
u(0,x) = f(x), xe R", (3.2)
u;(0,x) = g(x), x € R™.
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Note que se g,f € ./ (R"), entdo u definida através da transformada de Fourier como

i(1,8) = F(&) cos(2nfe]r) +2(8) 5, vE € R, satifaz

s+ |EPu=0, EcR" teR,

u(0,8) = f(§), &EeR",
I//‘\t<07§):§<§)7 §€Rn-

(3.3)

\
Portanto, tomando a transformada inversa de Fourier, obtemos que u satisfaz o problema de

valor inicial (3.2).

Suponha n > 2. Para cada ¢ # 0 fixado, podemos escrever u(t) = 9,;K; * f + K; * g, onde

K (x) = <Sin§12t7‘t§‘|&|’)> . Mais explicitamente, K;(x) tem a seguinte expressao

(=D)W2=10((n41)/2)sgn t 1

Ki(x) = K(t,x) = (n— 1) +D/2 (12— |x[2)

k< (- G4

Para maiores detalhes indicamos ao leitor a referéncia [21].

Observacdo 3.1 Uma propriedade importante de K(t,x) é que K(1,x) € L'(B1(0)) se n = 2.

De fato, observe que

1
K(1,x) = _
(-2
1 1
= Cn n—1 n—1
(I=[x[) 7 (1 +|x[) =
1
< C — 3.5
(I—=1|x[) =
Como
1 bt Lo
Bi(0) (1 —|x|) = 0 (1—-r)z 0 (1—r)2

e a ultima integral ¢ finita se n < 2. De (3.5) e (3.6) provamos nossa afirmacdo.

Pelo principio de Duhamel, podemos reduzir o problema de Cauchy (3.1) a seguinte equacao
integral

u(t)=oW(t)f+wi(t)g+ /Ot W (t —s)(Ju(s)[Pu(s))ds, (3.7)
onde a familia de operadores {W (¢)};cr € o operador convolugdo W(zr)g = K; * g, para cada

t # 0 fixado e W(0) = Id (Identidade).
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3.1.2 Estimativa da Familia de Operadores da Onda {W (¢) },cr

Nesta subsec¢do provaremos estimativas para o operador da onda W (r) em Espagos de Lorentz.

Primeiramente, note que vale a seguinte propriedade de homogeneidade para K; (x) = K (¢, x):

K(t,x) = f| """ VK (1,x71). (3.8)
De fato,
K(t.x) = C—8"M0) e, 80 g 1y,
e Tty |

Desde que vamos estudar (3.1) em espagos L(P=) ¢ de fundamental importancia conseguir
estimativas para a familia {W(r)};cr em espacos de Marcinkiewicz L(P>). Pela relacio de
escala (3.8), observe que é importante saber em que espacos de Marcinkiewicz jaz o nucleo

K(t,x) quando r = 1. Este € o contetido da préxima proposi¢ao.

Proposicao 3.1 Sejamn > 2 e K| (x) dado como em (3.4). Se 0 <1 < nTZI entdo K;(x) € L),

Demonstracio. Seja As(s) = u(x € R":|f(x)| > s) a funcdo distribui¢do de f, onde u é a
medida de Lebesgue. Analisaremos os casos s > 1 e s < 1 separadamente afim de concluirmos

em qual espaco L") encontra-se K| (x).

Uma vez que supp K; C B1(0), observe que

1
(12— Mz)("—l)/Z

Ak, (s) =p <x € B;(0):

> s) . (3.9

1

—————— > s obtemos
(12,‘)42)(”*1)/2

Note que se s < 1, obtemos Ak, (s) = 1 uma vez que x € B1(0). De

=21 .
|x| > (1 —sn-T)2. Assim, no caso em que s > 1, temos que

1 0 =21
{xe€ B(0): (12—|x|2)("_1)/2 >sh={xeR": (1—sm1)2 <|x|<1}.
Logo
A, (5) :cn(l—u_s%)%).
Entao,
I, if s<1
Ak, (s) = (3.10)

Cn<1—(1—s%)"/2), if s> 1.
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ST
IN

T

Temos que ( sup s'Ak, (s)) = 1 para todo / > 0. Por outro lado, usando que 1 — (1 —x)
O<s<1

5x, Vx € (0,1), observe que

1

_ T
(supsl (1 —(1 —sn—zl)”/2>) < sup (sl-gs_%)l < oo,

s>1

somente quando 0 </ < % Assim , assumindo 0 < [ < %, chegamos a seguinte estimativa:

1K @)l = <supslxz<1<s>>5:max{<sup s’xm(s))?,<supsl>u<1<s>)?}

O<s<1 s>1

1
- 7
< max{l,(supsl<1—(1—s"21)"/2>> } < oo.

s>1

Agora estamos prontos para encontrar estimativas para o operador W(r) em espagos de

Lorentz. Esta estimativa serd importante no intuito de encontrar solucdes brandas de (3.1).

Lema 3.1 (Estimativa de W (t) em espagos de Lorentz) Sejamn =2,1 <d <oo, | <p < g<oo

e~ — % < % Existe uma constante C = C(p,q) > 0 tal que

1

p
_y(l_1

W (@O0l g < Clel > 0]l (3.11)

para todo @ € L\P4) ¢ t £ 0. Além disso, se p = q temos

Iwell,, <Dllloll, (3.12)

Demonstracao. Desde que K(¢,x) = —K(—1,x), sem perda de generalidade, podemos supor

1 1
;1<§e

1 <1 <2 tais que cl] = %+ % —1. Se p#¢q, entdo 1 <[ < 2, e pela desigualdade de Young

t > 0. Primeiramente, observe que W(7)¢ = K(t,x) *¢. Sejam 1 < p < g < oo,% -

(Proposicao 1.11) ,

W@ell,, < 1K) lollq- (3.13)

Por outro lado, pela igualdade (3.8) e relacdo de escala em espacos de Lorentz Lt pro-

priedade (1.9), temos que

1K (O] 1,00y @1l (.0) = =70 HK(LXI_I)H(LM) 1ll(p.a)
(1 _1
= 2 DK (L,2) | oy 10l () = C 2070 @l gy (314)
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Portanto, de (3.13) e (3.14) obtemos (3.11).

Da Observagio 3.1, temos que K(1,x) € L. Logo, pela Proposi¢io 1.12 e, novamente pela

igualdade (3.8) e pela relacdo de escala (1.9), obtemos

(goo) =1 FV K@ |0 10l g0y = LK LX) [ 11191l (g.00):

1K: ()1 1[0

e portanto

Wl ., < 1K1l e < Drloll, - (3.15)

onde D = ||K(1,x)||,1. "

3.1.3 Relacao de Escala e Espacos Funcionais

De agora em diante, denotaremos o := p”—o — g, Po = %, onde k € determinado pela relagdo

de escala de (3.1) como a seguir. Supondo que u € uma solucdo cléssica de (3.1), queremos

encontrar valores de k tais que
uy (,x) = Mu(hr, Ax)
¢ também uma solug@o (3.1), para todo ¢ > 0. Assim, substituindo u; (¢,x) em (3.1), obtemos
20 (M, ) — M2 A, Ax) = MPHD 4P (A, A (Mt , Ax)

paratodor € R e x € R". Portanto, k+2 = k(p+ 1) e entdo k = %.

Definicao 3.1 Sejam 0 <T < oo e 1 < g < oo. Definimos os seguintes espagos de Banach

T P 7D()
El =BC((-T,T),L%)

Hy={fe 7" (R"); sup [[0:W(t)fl(ge) <o}
0<|t|<T

Hy={fe " (R"): sup [[W(t)fll(ge) <o}

0<|t|<T

com as normas definidas, respectivamente, como

lullgr = sup[Ju()]l(g.e0)
0<|t|<T

1fller = sup [0:W (1) £ll(g.0)

o<|t|<T

1Fllmy = sup [[W(£) ]l (g,

o<|t|<T
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Definicao 3.2 Uma solucdo branda global para o problema (3.1) em EqT € uma fungdo u ,

satisfazendo, para t # 0,

u(t) = oW () f +W(t)g+B(u)(t) =W () f+W(t)g+ /OZW(f —8)|ulPu(s)ds.  (3.16)

Mostraremos os seguintes resultados para o problema de Cauchy nao-linear (3.2).
Teorema 3.1 (Solugdes locais no tempo) Sejamn =2, 0 < p < o0 e max{2p,p+1} < q.
e Sejam f,g sdo distribuicdes tais que f € Hy e g € Hy. Entdo, existeme = || f|| g, + |||, >

0e0<T=TI(g) < oo, tal que, o problema de valor inicial (3.1) tem uma vinica solucdo

branda u(t,x) € EqT. A solugdo é tinica na bola fechada EEqT (0,2¢).
e Em particular, se f =0e g € L9 entdo as condigoes sobre f e g sdo satisfeitas.

Observacao 3.2 Acreditamos que os resultados do Teorema 3.1 possam ser estendidos para
condigdes iniciais pertencentes a outros espacos que contenham fungoes singulares. Isso fard

parte de estudos futuros.

Analisaremos também o comportamento das solu¢des quando ¢+ — 0. Mais precisamente temos

o seguinte resultado:

Teorema 3.2 Sejam uy,u; € EqT duas solugées obtidas no Teorema (3.1) e h > 0 . Suponha

f1,81 e f2,8> condicdes iniciais de uy e uy, respectivamente. Se

) _h o . —h _
tim 1| W (1) (81~ 82) gy =0 & i [t] ™ AW (@) (i — )] gy =0,

entao

tim |e| ™ {Ju1 (1) = w2 (1)} ) = 0. (3.17)

3.2 Demonstracao dos Resultados de Boa-Colocacao e Decai-

mento

Como no capitulo anterior, iniciaremos com um lema técnico sobre existéncia de solucdes

de uma equacdo abstrata em um espago de Banach que possui uma estrutura relacionada a do
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sistema (3.1). A demonstracdo deste lema € conhecida, e para esta referimos [12] ao leitor .

Incluiremos a demonstrag¢do para comodidade do leitor.

Lema 3.2 Seja 0 < p < o e X um espaco de Banach com norma || - ||. Suponha que B : X — X

seja uma aplicagdo satisfazendo
1B(x) = B(2)l] < Kllx—z| (|lx[|” +[Iz][°) (3.18)

e seja R > 0 a iinica raiz positiva da equacdo 2PT'K(R)? —1=0. Dado0 <& <Reyc X,
y#0, tal que ||y|| < €, existe uma solugdo x € X para a equagdo x =y + B(x) tal que ||x|| < 2e.
A solugdo x é uinica na bola Bae := B(0,2¢). Além disso, a solu¢do depende continuamente de

y no seguinte sentido: Se ||y|| < € X =3+ B(X), e |X|| < 2¢, entdo

1
—xll <
||x )c||_1

—ZP—HKePHy_yH'

Demonstracdo. Defina F : X — X como F(x) = y+ B(x). Afirmamos que F é uma contra¢do
na By. De fato: Primeiramente note que F(Bae) C Bag, pois se x € Byg, escolhendo z =0 em

(3.18), temos que

IF@ < I+ IBEON < [yl |1l
< 8+K(2p+18p+1)’

<e+e(K(2PTleP) < 2¢ (3.19)

Agora, sejam x, z € Bye. Temos que

IF (x) = F )|l < 1B(x) = B(2)[| < Kl =z ([lx[[” + [I]|”)

< K@PHeP)|lx—z]| < [lx—zl,

onde na dltima desigualdade usamos 2P+t KeP — 1 < 0, uma vez que 0 < € < R . Logo a apli-
cacdo F € uma aplicacdo na Bye¢. Pelo Teorema do ponto fixo de Banach, concluimos a existéncia
e unicidade, onde a solug¢do x é obtida através do método de aproximacdes sucessivas . Com

efeito, defina a seqiiéncia

X1 =Yy

Xnt1 =F(x,), n=1,2,3...
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A solugdo x é obtida como limite da seqiiéncia {x,}. Para mostrar a continuidade do operador

em relacio ao parametro y, seja X € x como definidos no teorema. Entdo, temos
~ ~ ~ ~ 1 -
be =% < [y =5l + [1B(x) = BE)I| < [ly — 51| + 27" KeP||x — 7],

Portanto temos (3.18). [

Mostraremos agora que o termo ndo-linear de (3.16), ou seja, B(u) = [{W (t —s)|ulPu(s)ds,
satisfaz (3.18) com X = EqT . Antes disso deixe-nos lembrar que quando n = 2, pg = %, onde

k= %. Ou seja p = po.
Lema 3.3 Sejamn =2, 0 < p < oo e B definido como

B(u) = /0 W= ) (|uls) Puls) )ds.

Considere q tal que max{p + 1,2p} < g < co. Entdo existe uma constante K,, de maneira que

_P
18(a) = BOlgg < Ko™ sup [llu=vl o) (Il + M6,y | 3200

o<|t|<T

para todo u, v € EqT

Demonstracao. Sem perda de generalidade, vamos assumir que ¢ > 0. Seja r = p%. Uma vez

que ¢ > p+1, entdo 1 <r:#<q§oo. Como g > 2p, temos que

11 11
L e
q

rq q q

1
5 (3.21)

Portanto, podemos aplicar o Lema 3.1 com g = g ,p = r e d = o, obtendo

' “2(E=0)+1yp, 1o P
1B~ B <C [ (=)0 ulPa— P s

! “By p p
1B(1t) = B(v)||(g,00) SC/O (t=s) a7 lu=vll(ge) <||u||(q7w)+||v||(q,oo)> ds

t 2p
< a2 B p p
< [l as (sup u=vligey s0p (10l 101

0<t<T

~-®4
<K 0 u=llgr (lul, + 15, )

Portanto

2(1-2
1B) =B gy < KT Ju—v]g, (1l +IV1,)

e entdo concluimos a prova. [
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3.2.1 Demonstraciao do Teorema 3.1

Sejam y = oW (1) f + W(1)g e € = || f|m, + ¢l - Entdo,

IVlgr < sup [0W (@) fll(geo) + sup [IW(1)gll(g.es)
0<|t|<T 0<t|<T

< oW @) fllgr +1IW@)ller = I1f1la, + llglls, =&

Assim, utilizando o Lema 3.3, encontramos a seguinte limitagao

B 5 . P P
180 =80y < Kar® s [l (Wl + 11y )]

onde 6 = 2(1 — g) > (0. Observe que esta estimativa corresponde a propriedade (3.18) para
B(u) = [y W(t—s)(|u(s)|Pu(s))ds no espago EqT. Considere R satisfazendo a equaciio 2P K (R)P —
1
1=0,onde K = KqTS. Escolha 0 < T < oo suficientemente pequeno, tal que € < (WIKQTS) ’.
Observe que com essa escolha de T, 2P*!KeP < 1. Portanto, podemos aplicar o Lema 3.2
para obter uma solucdo branda global u € EqT . Além disso esta solugdo € unica na bola fechada

By := B(0,2e) CE].

Agora, deixe-nos tratar com a ultima afirmagéo. Observe que se f = 0, obviamente || f||x, =

0 < oo. Por outro lado, tomando ¢ = g e @ = g na desigualdade (3.12) do Lema 3.1, temos que

gl = sup [[W(0)gll(ge) < sup [e[[[K(1,2))][11]Igll(ge) < DT|gll(g0) = DTE < eo.
o<|t|<T o<|t|<T

Escolhendo 0 < T < oo, tal que, 2F’+1DI{qT3Jrl (e)P < 1, obtemos o desejado. n

3.2.2 Demonstraciao do Teorema 3.2

Inicialmente considere 6 = — %p +2, u; e uy solugdes brandas com condi¢des iniciais f1,g1 €
/2,82, respectivamente. Sem perda de generalidade, deixe-nos assumir que ¢ > 0. Para provar o
Teorema 3.2, primeiramente vamos estimar a norma || - [ ;... da diferenga entre u; e u. Usando

a equacdo integral (3.7) para u; e up podemos estimar a diferenca da seguinte forma

1 (2) =2 ()| go0) < [IW(2)(81 = 82) (g .0) + 19 W (1) (1 = f2)l] (4 0)

t
" H/o W (r—s)(ur |u1|? — ua Juz|P)ds

(g:>)
<Ih+1. (3.22)
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Depois de passar a norma || - || (4. para dentro da integral em ds, usamos as desigualdades

de Holder e Young (Proposicoes 1.13 e 1.14) para estimar /; como

5 <C/ )P ()17, oy + 2017, o)) 57" 101 (5) = 2(5) | .00y
1
< C2PH1gh Oth / (1= )2 5" (t5) 7" Ju (t5) — ua (t5) ] (g o s (3.23)
0

Portanto, de (3.22) e (3.23)

£ () = w2(0) | ooy ST IW()(81 = 82) g0y +1 " IOW () (f1 = f2) | o) +

1
€21 [ (1)1 05) s 1) ) g .

Considere A := limsup, ot " |lu1 (t) —ua(1)|| (q.00)- Assim, calculando limsup,_,, na tltima de-

sigualdade, obtemos
A <C2F’+1ePA/ 5)%1sds hn(l)t =0,
—

uma vez que a ultima integral € finita, pois 7 >0e d—1 > —1. Como A é nao-negativo,
concluimos que

=0.

Tim =l (1) — 2 (1) g
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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