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Resumo

Neste trabalho investigamos posśıveis variações no movimento e na constituição de

estrelas de nêutrons: a inclusão da rotação em contraposição a estrelas estáticas e a

inclusão de carga elétrica em contraposição a estrelas neutras. Os cálculos são feitos

separadamente. Na primeira parte usamos o método proposto por Hartle e Thorne para

calcular as propriedades de estrelas de nêutrons em rotação. Na segunda parte estudamos

o efeito da carga elétrica nas estrelas de nêutrons assumindo que a distribuição de carga

é proporcional a densidade de energia numa proposta ingênua.

Em ambos os estudos torna-se necessário rever as equações de Tolman-Oppenheimer-

Volkoff, obtidos originalmente para descrever estrelas homogêneas e estáticas.

Todos os cálculos foram efetuados a partir de equações de estado derivadas de modelos

nucleares relativ́ısticos para temperatura zero e também para entropias fixas.



Abstract

In the present work we investigate two possible variations on the usual static and

electrically neutral pulsars: the inclusion of rotation and the inclusion of electric charge.

The calculations are done separately. In the first part we use a formalism proposed by

Hartle and Thorne to calculate the properties of rotating pulsars. In the second part

we study the effect of electric charge in pulsars assuming that the charge distribution is

proportional to the energy density. All calculations were performed for zero temperature

and fixed entropy equations of state.

For both studies a review of the Tolman-Oppenheimer-Volkoff equations, originally

obtained to describe static and homogeneous stars was necessary.

All calculates were performed with equations of state derivated from relativistic nu-

clear models at zero temperature and fixed entropies.
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Introdução

Em 1967, a astrônoma irlandesa Jocelyn Bell Burnell descobriu acidentalmente um

objeto celeste na nebulosa de caranguejo que emitia vibrações regulares de ondas de

rádio. Posteriormente mais destes sinais foram descobertos, com peŕıodos diferentes, e

vindos de diferentes zonas do universo. Os emissores de tais sinais foram denominados

pulsares. Acredita-se que um pulsar seja o resultado da morte de uma estrela massiva

(> 8M¯, onde M¯ é a massa do sol), que colapsou e explodiu liberando uma enorme

quantidade de energia. A todo instante, a estrela está sob ação de um constante “cabo

de guerra”; de um lado, a força gravitacional, atuando de fora para dentro da estrela; do

outro, o gradiente de pressão interna do gás, atuando de dentro para fora. Do resultado

deste “cabo de guerra”; temos expansão, contração ou equiĺıbrio hidrostático, conforme

o gradiente de pressão for maior, menor ou igual à força gravitacional, respectivamente.

Desta forma, existe contração estelar quando a pressão interna do gás é insuficiente para

contrabalançar a força gravitacional, como é o caso de estrelas com massa superior à

massa de Chandrasekhar que é de 1.4 M¯. A massa de Chandrasekhar é a massa máxima

que uma estrela do tipo anã branca pode ter sem colapsar devido a atração gravitacional.

A contração transforma-se em colapso, quando a escala de tempo da contração passa a ser

da ordem do tempo de queda livre do sistema, que é proporcional a (R3/2GM)1/2, onde

R é o raio da estrela, M é a massa da estrela e G é a constante de gravitação. No caso de

pré-supernova de massa M ∼ 2M¯ e raio R ∼ 102km, o tempo de queda livre é ∼ 10−3s.

A energia liberada pelo colapso ejeta parte da massa da estrela, criando o evento que é

conhecido por explosão de supernova tipo II e que assinala a morte catastrófica da estrela.

A explosão da supernova tipo II deixa, atrás de si, um objeto remanescente denso que se

transforma em um pulsar ou se colapsa para formar um buraco negro.
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A massa de um pulsar fica em torno de 1 − 2M¯, seu raio é da ordem de 10 km,

inicialmente tem uma temperatura da ordem de 1011K e em poucos dias resfria-se para

uma temperatura de 1010K pela emissão de neutrinos. Teoricamente, pulsares são estrelas

de nêutrons com alt́ıssimas velocidades de rotação e com campos magnéticos muito fortes.

Nos primeiros modelos propostos para descrever uma estrela de nêutrons, usava-se um gás

de part́ıculas não interagentes. A hipótese que os nêutrons constituintes de uma estrela

de nêutrons podem ser tratados como um gás de Fermi sem interações não é razoável:

o efeito da força forte precisa ser levado em conta. Além disso, sabe-se que há mais

constituintes do que simplesmente nêutrons. A constituição f́ısica das pulsares é uma

fonte de especulação, sendo que uma das possibilidades é a presença de h́ıperons [1, 2, 3],

uma fase mixa de h́ıperons e quarks [4, 5, 6, 7, 8], uma fase de quarks desconfinados

ou condensados de ṕıons e kaons [9]. Outra possibilidade seria a de que pulsares são

estrelas de quarks [10]. Em modelos convencionais, assume-se que o estado fundamental

da força nuclear forte é composto de hádrons (nêutrons, prótons,...). Contudo, já foi

discutido [11, 12, 13, 14, 15] que a matéria estranha (ou quarkiônica) composta de quarks

desconfinados u, d e s pode ser o estado fundamental da interação forte a altas densidades.

Em modelos estelares, a estrutura da estrela depende da equação de estado (EdE) do

sistema, que é diferente em cada caso mencionado acima. Uma importante distinção que

existe entre estrelas de quarks e estrelas de nêutrons convencionais é que as estrelas de

quarks são auto-ligadas pela interação forte e pela força gravitacional, enquanto que as

estrelas de nêutrons convencionais são ligadas exclusivamente pela força gravitacional.

Isso permite que estrelas de quarks tenham velocidades de rotação superiores a estrelas

de nêutrons convencionais [10, 15].

Uma vez escolhida uma EdE adequada, ela é usada como entrada para as equações

de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [16]. As equações de TOV são derivadas das

equações de Einstein para a métrica de Schwarzchild, ou seja, para uma estrela esférica e

estática. Algumas propriedades da estrela como raio, massa gravitacional, massa bariônica

e densidade central de energia são obtidas. Esses resultados são comparados com alguns
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v́ınculos fornecidos pelos astronômos e astrof́ısicos [17, 18] mostrando que algumas EdE

são inapropriadas para descrever pulsares [5, 6, 9].

Por outro lado, os pulsares não são estrelas esféricas e muito menos estáticas. A

rotação dos pulsares é evidenciado pelo alargamento Doppler de suas linhas espectrais [19].

A rotação quebra a simetria esférica da estrela devido ao achatamento polar, mas mantém

a simetria axial. Assim sendo, as equações de TOV deixam de ser válidas. Hartle e Thorne

desenvolveram um método que trata a rotação de uma estrela como uma perturbação [20].

No entanto, estudos feitos [21] mostraram que o método é válido para velocidades até um

pouco acima das freqüências de Kepler. Num trabalho recente [22], os resultados obtidos

pela aproximação de Hartle-Thorne foram comparados com os resultados obtidos por um

modelo numérico exato acesśıvel na biblioteca numérica LORENE (Langage Objet pour

la RElativité NumériquE). O resultado da comparação foi que o método de Hartle-Thorne

é apropriado para a maioria das aplicações em astrof́ısica.

No caṕıtulo 1 deste trabalho apresentaremos todas as equações derivadas do método

de Hartle-Thorne. Inicialmente apresentaremos as equações de TOV que são válidas para

estrela com velocidades de rotação nula. As soluções de TOV são necessárias porque,

como já mencionado, a rotação é uma perturbação no método de Hartle-Thorne. Em

seguida, apresentaremos o efeito da rotação da estrela sobre o espaço-tempo derivando

uma equação diferencial cuja solução é a velocidade angular de arraste do referencial

inercial. O momento angular e o momento de inércia são calculados a partir da velocidade

angular de arraste do referencial inercial. Por fim, as correções de monopolo e quadrupolo

serão apresentadas. Tais correções são importantes para o cálculo da massa, ecentricidade,

raio polar e raio equatorial da estrela em rotação.

No caṕıtulo 2 deste trabalho apresentaremos os resultados obtidos por aplicar o

método de Hartle-Thorne para um conjunto de EdE. Propriedades como massa máxima,

raio equatorial, raio polar, densidade central, momento de inércia e ecentricidade são

calculadas. Em trabalhos anteriores [23, 24] muitas EdE foram utilizadas para calcular
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configurações de estrelas em rotação, mas todas restritas a matéria hadrônica a tempe-

ratura zero. No entanto, apresentaremos neste caṕıtulo resultados concernentes a todas

as classes posśıveis de pulsares (estrela hadrônica, estrela h́ıbrida e estrela de quarks)

para temperatura zero e para temperatura finita. É importante distinguir a EdE que leva

em consideração os neutrinos ainda presos na estrela e a EdE que não leva em conta a

presença dos neutrinos. Os cálculos feitos estão restritos ao segundo caso considerando

o pulsar como uma estrela estável que esfria com o tempo. É importante notar também

que a temperatura no interior estelar não é constante [8, 25], mas a entropia por bárion

é. A razão de usarmos EdE com entropia fixa é levar em conta os efeitos da temperatura.

A entropia máxima por bárion alcançada no caroço de uma estrela recém nascida fica em

torno de 2 (em unidades da constante de Boltzmann) [26]. Os resultados obtidos são para

EdE com S = 0 (T = 0), 1 e 2.

No caṕıtulo 3 apresentaremos um formalismo que nos permite estudar o efeito da

carga elétrica na estrutura de uma estrela estática. Incluindo o campo elétrico no ten-

sor momento-energia e resolvendo as equações de campo de Einstein para a métrica de

Schawarzchild obteremos as equações necessárias para resolver o problema. Veremos como

calcular o campo elétrico, a carga elétrica total no interior da estrela, a massa da estrela

e a equação de equiĺıbrio hidrostático. A inclusão da carga elétrica será feita had hoc,

de um modo ingênuo. A principal motivação desta parte do trabalho, que é puramente

acadêmico, uma vez que as EdE são constrúıdas com a imposição de neutralidade de

carga, é investigar os posśıveis efeitos da carga elétrica na estrutura da estrela.

No caṕıtulo 4 apresentaremos os resultados obtidos ao aplicar o formalismo do caṕıtulo

3 para um conjunto de EdE supondo que a distribuição de carga no interior da estrela

seja proporcional a densidade de energia. Propriedades como massa máxima, raio, den-

sidade central e carga total são calculadas para todas as posśıveis classes de pulsares

eletricamente carregados. O principal enfoque do trabalho é o desenvolvimento de pro-

gramas numéricos, e não a obtenção das EdE, obtidas de trabalhos anteriores. No último

caṕıtulo as principais conclusões são reforçadas.
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1 Estrelas de Nêutrons em
Rotação

Uma das variações posśıveis no estudo de estrelas de nêutrons estáticas é a inclusão

da rotação. A rotação da estrela é evidenciado pelo alargamento Doppler das linhas

espectrais. Como exemplo, o sol gira com velocidade equatorial de 2 km/s. Outras

estrelas chegam a ter alt́ıssimas velocidades equatoriais que excedem 400 km/s [19]. O

efeito da rotação na estrutura de estrelas relativ́ısticas será o foco de interesse nesse

caṕıtulo.

Um importante efeito no espaço tempo causado pela rotação de estrelas é o arraste do

referencial inercial local conhecido como efeito de Lense-Thirring e que afeta a estrutura

interna de estrelas em rotação [19]. O efeito Lense-Thirring está ilustrado na figura 1,

onde vemos que a part́ıcula atráıda do infinito sofre um desvio não previsto pela mecânica

newtoniana. Na figura 1, Ω é a velocidade angular da estrela medida por um observador

no infinito e ω(r) é a velocidade de arraste do referencial inercial. Outro importante

efeito que a rotação causa é a quebra da simetria esférica devido ao achatamento nos

pólos e assim temos um sistema com simetria axial. Levando em conta o fato que uma

estrela relativ́ıstica em rotação e o campo gravitacional criado por ela tem simetria axial,

a geometria do espaço-tempo pode ser representada pela seguinte métrica [20]

ds2 = eν(r,θ)dt2 − eλ(r,θ)dr2 − eµ(r,θ)[r2dθ2 + r2 sin2 θ(dφ− ω(r, θ)dt)2]. (1.1)

onde adotamos unidades gravitacionais em que G = c = h̄ = 1. Supondo que a estrela

seja constitúıda de um fluido de viscosidade nula e desprezando o transporte de calor, o



1 Estrelas de Nêutrons em Rotação 16

ω( )=r

Ω

2I Ω
r 3

Figura 1: Esquema da trajetória percorrida pela part́ıcula atráıda do infinito
até a estrela (representada pelo ćırculo).

tensor energia-momento fica

T ab = (ε+ p)uaub + pgab, (1.2)

onde ε é a densidade de energia, p é a pressão, ua é a quadrivelocidade do fluido e gab é a

métrica. Resolvendo as quatro componentes das equações de campo de Einstein

Rab = 8π

(
Tab − 1

2
gabT

)
,

obtemos um conjunto de equações diferenciais parciais acopladas que apresentaremos a

seguir. Aqui Rab é o tensor de Ricchi [27]. Para contornar o dif́ıcil problema de resolver

um complicado sistema de equações diferenciais parciais, usamos o método de Hartle-

Thorne que trata a rotação como uma perturbação. Por muitos anos o método de Hartle-

Thorne era usado para velocidades de rotação abaixo das freqüências de Kepler que é

o limite máximo de velocidade que uma estrela pode ter sem perda de massa devido

a força centŕıfuga. No entanto, estudos posteriores revelaram que o método de Hartle-

Thorne é válido para velocidades de rotação até um pouco acima das freqüências de

Kepler [19]. Este limite se aplica apenas a estrelas ligadas pela força gravitacional como

estrelas hadrônicas. Estrelas quarkiônicas são ligadas pela interação forte e o limite nas

velocidades de rotação são bem superiores às frequências de Kepler.
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As maiores velocidades de rotação de pulsares estão na faixa de 270-619 rotações por

segundo. No entanto, recentemente foi descoberto um pequeno objeto estelar com uma

posśıvel freqüência de rotação de 1122 rotações por segundo. Este objeto é conhecido como

XTE J1739-285 [28]. Caso seja confirmada a alta velocidade de rotação do objeto XTE

J1739-285, teremos catalogado a estrela com maior velocidade de rotação já observada,

provavelmente uma estrela de quarks. Estrelas hadrônicas que são ligadas exclusivamente

pela força gravitacional se desintegrariam com uma velocidade de rotação dessa magnitude

devido a força centŕıfuga.

1.1 A Equação de Estado

Como primeiro passo precisamos conhecer a equação de estado do sistema (EdE),

ε = ε(p), n = n(p), (1.3)

onde p é a pressão, ε é a densidade de energia e n é a densidade do número de bárions.

A EdE serve como entrada para o sistema de equações do método de Hartle-Thorne e ela

reflete a constituição f́ısica da estrela.

As EdE utilizadas neste trabalho foram derivadas de modelos nucleares relativ́ısticos

(ver apêndice A). Matéria e energia deformam a geometria do espaço-tempo de maneira

que para calcular a estrutura f́ısica de uma estrela compacta precisamos de uma métrica

que nos dê a geometria correta. Por exemplo, para uma estrela estática temos uma métrica

com simetria esférica. Para calcular as propriedades de uma estrela em rotação temos uma

métrica com simetria axial. No entanto, no interior de uma estrela de nêutrons podemos

utilizar localmente um referencial Lorentziano [19], mesmo que tal estrela esteja no limite

de colapsar para um buraco negro. Portanto, todos os cálculos relacionados a equações de

estado são feitos para uma geometria de espaço-tempo plano e podemos fazer isso porque

a mudança relativa na métrica em relação a distância média entre os bárions é despreźıvel.
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No caso de buracos negros a mudança relativa na métrica em relação a distância média

entre os bárions não é despreźıvel e seria impraticável utilizar um referencial Lorentziano

local para o cálculo da equação de estado.

1.2 O método de Hartle-Thorne

O método de Hartle-Thorne [20] trata a rotação como uma perturbação e por isso

precisamos resolver primeiramente o problema para velocidade de rotação nula. Isto

equivale a resolver as equações de Tolman-Oppenheimer-Volkoff que trata a estrela como

sendo uma esfera estática.

1.2.1 As equações de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Para calcular a estrutura de uma estrela relativ́ıstica estática, ou seja, simetricamente

esférica, usamos a métrica de Schwarzschild que é dada por

ds2 = e2ν(r)dt2 + e2λ(r)dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2). (1.4)

Usando o tensor momento energia (1.2) e o tensor de Ricci, obtemos o seguinte sistema

de equações diferenciais

dp

dr
= −(p+ ε)(m+ 4πr3p)

r2 − 2mr
, (1.5)

dm

dr
= 4πεr2, (1.6)

dν

dr
=

m+ 4πr3p

r2 − 2mr
, (1.7)
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onde as condições de contorno são

m(0) = 0,

p(R) = 0,

onde R é definido como o raio da estrela e m(R) é a massa gravitacional total da estrela.

A equação (1.7) é desnecessária para descrever estrelas estáticas. No entanto, conhecer

a solução da equação (1.7) é de vital importância no método de Hartle-Thorne como

veremos adiante.

A quadri-corrente bariônica é relacionada com a densidade do número de bárions da

seguinte forma

jµ = uµn(r), (1.8)

onde uµ é a quadri-velocidade. No caso estático a quadri-velocidade é dada por

ut = e−ν ,

ur = uθ = uφ = 0.

Para estrelas estáticas, a quadri-corrente fica então

jµ = δµ0e−νn(r). (1.9)

O número bariônico total N da estrela estática é obtido integrando [19]

N =

∫

V

√−gj0d3x, (1.10)

onde
√−g = eν+λr2senθ e V é o volume no interior da estrela. Temos assim

N = 4π

∫ R

0

eλr2n(r)dr = 4π

∫ R

0

(
1− 2m

r

)−1/2

r2n(r)dr. (1.11)

Para calcular a massa bariônica total de uma estrela com velocidade de rotação nula basta

multiplicarmos a expressão anterior pela massa de repouso do nucleon

A = 4πmn

∫ R

0

(
1− 2m

r

)−1/2

r2n(r)dr, (1.12)
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onde mn é massa do nucleon. Assim, uma dada equação de estado (1.3) serve como

entrada para as equações de Tolman-Oppenheimer-Volkoff de forma que podemos calcular

algumas propriedades como raio, massa, massa bariônica, densidade central de energia,

entre outras. Tais propriedades se referem a uma estrela cuja velocidade de rotação é

nula. A solução das equações (1.5), (1.6) e (1.7) servirá de entrada para as equações do

método de Hartle-Thorne.

1.2.2 Freqüência de arraste do referencial inercial local

Na relatividade geral, bem como na mecânica newtoniana, é conhecido que a força

centŕıfuga que age sobre um elemento de fluido é dado pela velocidade angular do elemento

de fluido relativo ao referencial inercial. No entanto, na relatividade geral o referencial

inercial local não está parado em relação a observadores distantes. O referencial iner-

cial local é arrastado pelo fluido em rotação, ou seja, o referencial inercial local possui

velocidade angular. Calcular a velocidade de arraste do referencial é importante para

determinarmos o equiĺıbrio entre a força gravitacional, a pressão e a força centŕıfuga. O

arraste do referencial inercial local, conhecido como efeito Lense-Thirring, faz com que

a força centŕıfuga que atua sobre um elemento de fluido não dependa só da velocidade

angular Ω (medida por um observador no infinito) da estrela, mas faz com que a força

centŕıfuga dependa da diferença entre a velocidade angular Ω e a velocidade angular do

referencial inercial local ω(r), tal que

ω(r) = Ω− ω(r).

A partir da equação de Einstein que relaciona a geometria com a energia do sistema

Rt
φ = 8πT t

φ,
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Hartle [20] obteve uma equação diferencial que descreve o comportamento da função ω

1

r4

d

dr

(
r4j

dω

dr

)
+

4

r

dj

dr
ω = 0, (1.13)

onde a função j(r) para r < R, tem a seguinte forma

j(r) = eν/2

(
1− 2m

r

)1/2

, (1.14)

sendo que as condições de contorno são dadas por

ω(0) = ωc,

dω

dr

∣∣∣∣
r=0

= 0,

ω(R) = Ω.

O valor de ωc é uma constante qualquer. Para cada valor de ωc encontramos um valor

diferente para velocidade angular Ω da estrela. É importante notar que a função ω(r)/Ω

é uma função universal para uma dada equação de estado e para uma dada densidade

central. Para obter um valor espećıfico de Ω reescalonamos a função ω(r) da seguinte

maneira

ω(r)novo = ω(r)antigo

(
Ωnovo

Ωantigo

)
,

onde o subscrito ’novo’ se refere a função ω(r) que está relacionada ao valor espećıfico

da velocidade angular da estrela que desejamos calcular e o subscrito ’antigo’ se refere a

função ω(r) relacionada a constante escolhida qualquer ωc para integrar a equação (1.13).
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A função ω(r) pode ser facilmente calculada no exterior da estrela notando que

j(r) = 1, r ≥ R.

Com isso, a equação (1.13) se torna para r ≥ R

d

dr

(
r4dω

dr

)
= 0,

que integrando fica

dω

dr
=
A

r4
, (1.15)

onde A é uma constante. Para calcular a constante A usamos

dj

dr
= − 4πr(p+ ε)e−ν

√
1− 2M(r)/r

, (1.16)

e a equação (1.13), obtendo

(
r4dω

dr

)

R

= 16π

∫ R

0

drr4 ε+ p√
1− 2m/r

ω(r)eν . (1.17)

Comparando a expressão acima com a equação (1.30) conclúımos que

(
dω

dr

)

R

=
6J

R4
,

e conseqüentemente que A = 6J . Integrando (1.15) ficamos com

Ω− ω(r) = −2J

r3
+B, (1.18)

onde B é uma constante. Quando r → 0 sabemos que

ω(r) = 0, (1.19)

conclúımos então que B = Ω. Assim o comportamento da velocidade angular de arraste

no exterior da estrela é dado por

ω(r) =
2J

r3
Ω. (1.20)

A função anterior juntamente com a solução da equação (1.13) para uma dada equação de
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estado nos permite calcular a velocidade angular de arraste em todo espaço. Para termos

uma idéia do comportamento da velocidade angular de arraste do referencial inercial, o

gráfico da figura 2 mostra a razão da velocidade angular de arraste pela velocidade angular

da estrela em função da razão da distância do centro da estrela pelo raio da estrela para

uma estrela hadrônica a T = 0 cuja densidade central é 1.98× 1015g/cm3.

ω/Ω 

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6
r/R

Figura 2: Comportamento da função que descreve a velocidade angular de
arraste do referencial inercial.

A forma do gráfico anterior é independente da velocidade angular Ω da estrela devido

a linearidade da equação (1.13). Fica claro também que ω/Ω é sempre menor que 1

porque a velocidade angular da estrela é sempre maior que velocidade angular de arraste

do referencial inercial.

1.2.3 Momento Angular e Momento de Inércia

Iniciaremos derivando uma expressão exata para o momento angular para uma estrela

relativ́ıstica em rotação [29]

J =

∫

A
drdθdφT t

φ

√−g. (1.21)

Na equação acima A denota a região no interior da estrela e a quantidade g é o determi-

nante da métrica. Para calcular o determinante da métrica, utilizamos a equação (1.1)
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obtendo assim

(gab) =




e2ν − ω2r2sen2θe2θ 0 0 ωr2sen2θe2µ

0 −e2λ 0 0

0 0 −r2e2µ 0

ωr2sen2θe2µ 0 0 −r2sen2θe2µ




(1.22)

onde o determinante fica

g = −r4sen2θe2νe2λe4µ. (1.23)

Para calcular o tensor momento energia precisamos calcular a quadri-velocidade do fluido

em rotação. Para rotação ŕıgida, duas componentes da quadri-velocidade do fluido se

anulam

ur = 0,

uθ = 0,

Para obter as outras duas componentes da quadri-velocidade utilizamos a equação (1.1)

obtendo

[e2ν − r2sen2θ(Ω− ω)2e2µ](ut)2 = 1, (1.24)

o que nos fornece

ut =
e−ν

[1− e2(µ−ν)(Ω− ω)2r2sen2θ]1/2
. (1.25)

Sabendo que uφ é dado por

uφ =
dφ

dt

dt

dφ
= Ωut, (1.26)

conclúımos que

uφ = gφtu
t + gφφu

φ = −(Ω− ω)r2sen2θe2µut. (1.27)

O tensor momento-energia fica

T t
φ = −(p+ ε)(Ω− ω)r2sen2θe2µ

e2ν − r2(Ω− ω)2e2µ
. (1.28)

Assim, obtemos uma expressão exata tanto para o momento angular quanto para o mo-
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mento de inércia da estrela

J = IΩ = −
∫
drdθdφ

(p+ ε)(Ω− ω)r4sen3θeν+λ+2µ

e2(ν−µ) − r2sen2θ(Ω− ω)2
. (1.29)

Na expressão acima temos que ω, ν, µ e λ são funções de r e θ e para calcular tais funções

precisaŕıamos resolver o problema exatamente. Como estamos, em prinćıpio, interessados

em baixas velocidades de rotação, podemos supor que a estrela tenha simetria esférica e

portanto a expressão para o momento angular e momento de inércia fica [20]

J = IΩ =
8π

3

∫ R

0

drr4 ε+ p√
1− 2m(r)/r

ω(r)eν . (1.30)

Para calcular a integral dada pela expressão (1.30) precisamos conhecer a função ω, que

descreve o comportamento da velocidade angular de arraste do referencial inercial. Tra-

taremos dela na próxima seção.

1.2.4 A perturbação na métrica

Como já mencionado, o nosso sistema tem simetria axial e é descrito pela métrica

(1.1). O método de Hartle-Thorne consiste em expandir as funções da métrica e2ν(r,θ),

e2λ(r,θ) e e2µ(r,θ) em polinômios de Legendre. As funções ficam

eλ(r,θ) = eλ

[
1 + 2

m0 +m2P2(cos(θ))

r − 2m

]
,

eν(r,θ) = eν [1 + 2(h0 + h2P2(cos(θ)))] , (1.31)

eµ(r,θ) = eµ [1 + 2(v2 − h2)P2(cos(θ))] ,

onde m0, m2, h0, h2 e v2 são funções de r e obedecem às equações derivadas por Hartle

e Thorne [20]. A função P2(cos θ) é um polinômio de Legendre. O primeiro termo em

cada uma das funções anteriores representa a métrica de Schwarzschild. O termo com o

subscrito “0” representa a correção de monopolo. O termo com o subscrito “2” representa
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a correção de quadrupolo.

1.2.5 A deformação de monopolo

A deformação de monopolo é calculada por integrar os termos correspondentes a l = 0

dm0

dr
= 4πr2 dε

dp
(ε+ p)p0 +

1

12
j2r4

(
dω

dr

)2

− 1

3
r3dj

2

dr
ω2,

dp0

dr
= −m0(1 + 8πr2p)

(r − 2m)2
− 4π(ε+ p)r2

(r − 2m)
p0 +

1

12

r4j2

(r − 2m)

(
dω

dr

)2

+
1

3

d

dr

(
r3j2ω2

r − 2m

)
, (1.32)

onde m0 é fator de perturbação da massa e p0 é o fator de perturbação da pressão. As

condições de contorno são

m0(0) = 0,

p0(0) = 0.

A solução de m0 fora da estrela, ou seja, para r > R é

m0 = δM − J2

r3
, (1.33)

onde δM é uma constante. Conseqüentemente a massa-energia total de uma estrela com

velocidade angular Ω e densidade central εc é

M(R) + δM = M(R) +m0(R) +
J2

R3
, (1.34)

onde R é o raio da estrela. Uma vez conhecidos p0, δM e J , estaremos aptos a calcular a

função h0(r) usando as seguintes relações algébricas

h0 = − δM

r − 2M
+

J2

r3(r − 2M)
r < R ,

h0 = −p0 +
1

3
r2e−νω2 + h0c r > R ,

(1.35)
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onde h0c é uma constante obtida para tornar a função h0 cont́ınua em r = R. De acordo

com [20], a energia de ligação de uma estrela relativ́ıstica de rotação nula é dada por

EB = A−M,

onde A é dado por (1.12). Para calcular a energia de ligação de uma estrela com velocidade

de rotação não nula precisamos calcular a seguinte correção

δEB = −J
2

R3
+

∫ R

0

4πr2B(r)dr,

B(r) = (ε+ p)p0

[
dε

dp

((
1− 2M

r

)−1/2

− 1

)
− dεi
dp

(
1− 2M

r

)−1/2
]

+ (ε− εi)

(
1− 2M

r

)−3/2 [
m0

r
+

1

3
j2r2ω2

]

− 1

4πr2

[
1

12
j2r4

(
dω

dr

)2

− 1

3

dj2

dr
r3ω2

]
, (1.36)

onde εi é a densidade de energia interna

εi = ε−mnn.

Assim a massa bariônica total de uma estrela com velocidade de rotação não nula é

MB = A+ δEB + δm. (1.37)
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1.2.6 A deformação de quadrupolo

A deformação de quadrupolo é calculada ao integrar os termos correspondentes a l = 2

dv2

dr
=

(
1

r
+

1

2

dν

dr

) [
−1

3
r3dj

2

dr
ω2 +

1

6
j2r4

(
dω

dr

)2
]
− dν

dr
h2, (1.38)

dh2

dr
=

[
−dν
dr

+
r

r − 2m

(
dν

dr

)−1 [
8π(ε+ p)− 4m

r3

]]
h2

− 4v2

r(r − 2m)

(
dν

dr

)−1

− 1

3

[
1

2

dν

dr
+

1

r − 2M

(
dν

dr

)−1
]
r3j2

(
dω

dr

)2

+
1

6

[
1

2

dν

dr
r − 1

r − 2m

(
dν

dr

)−1
]
r2dj

2

dr
ω2, (1.39)

onde as condições de contorno são dadas por

v2(0) = 0,

h2(0) = 0.

O fator de perturbação da massa e o fator de perturbação da pressão são dados por

m2 = (r − 2m)

[
−h2 − 1

3
r3

(
dj2

dr

)
ω2 +

1

6
r4j2

(
dω

dr

)2
]
,

p2 = −h2 − 1

3
r2e−νω2. (1.40)

A ecentricidade e é dada por

e =

(
1− R2

p

R2
e

)1/2

, (1.41)



1.3 Método de resolução 29

ondeRp eRe são o raio polar e o raio equatorial respectivamente. Para calcularRp (S(π/2))

e Re (S(0)) usamos as seguintes relações

S(θ) = r + ξ0(r) + ξ2(r)P2(cos(θ)),

ξ0 = −p0(ε+ p)/(dp/dr), (1.42)

ξ2 = −p2(ε+ p)/(dp/dr).

onde S(θ) é uma superf́ıcie de densidade constante.

1.3 Método de resolução

O método de resolução consiste em resolver primeiramente as equações de TOV (1.5),

(1.6) e (1.7). Em seguida resolvemos a equação (1.13) para obter o momento angular da

estrela para uma determinada velocidade angular Ω. A velocidade angular Ω usada neste

trabalho é derivada de uma aproximação newtoniana para as freqüências de Kepler. De

acordo com [30], o valor da freqüência de Kepler pode ser obtido dos valores da massa e

do raio da correspondente configuração com rotação nula e sua relação emṕırica é

Ω = 0.57(M/R3)1/2. (1.43)

onde M é a massa total e R é o raio da estrela para a configuração estática. Para obter

a massa gravitacional total corrigida, massa bariônica e energia de ligação da estrela com

velocidade de rotação Ω precisamos resolver as equações (1.32). Por fim, para calcular a

ecentricidade, raio polar e raio equatorial resolvemos as equações (1.38) e (1.39). Todas

as equações são resolvidas numericamente utilizando o método de Runge-Kutta de oitava

ordem.
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2 Resultados para estrelas de
Nêutrons em rotação

O efeito da rotação em estrelas compactas é mostrado na tabela 1. A Mmax e R são

respectivamente a massa máxima e o raio para estrela com velocidade de rotação nula. A

M1
max é a massa máxima corrigida em primeira ordem para uma estrela com velocidade

angular Ω. Re é o raio equatorial, Rp é o raio polar, εc é a densidade de energia central,

I é o momento de inércia e e é a ecentricidade. As EdE para estrelas hadrônicas e

h́ıbridas foram tiradas de [8] e a EdE para estrelas quarkiônicas foram tiradas de [10].

Para estrelas hadrônicas e h́ıbridas escolhemos trabalhar com um conjunto de parâmetros

que descrevem as propriedades de saturação da matéria nuclear proposto em [19].

Notamos que o nosso resultado para a estrela hadrônica a temperatura nula é muito

semelhante aos modelos O, P, Q e R das tabelas I e II da referência [23] (ver apêndice C). A

densidade central e o momento de inércia são da mesma ordem e a massa máxima é muito

similar. Sabemos que não há resultado na literatura para estrelas de nêutrons em rotação

com entropia diferente de zero (temperatura finita), mas podemos examinar os efeitos da

rotação na tabela I. Com o aumento da entropia a massa máxima diminui para todos os

tipos de pulsares, exceto para o modelo de sacolas do MIT. O raio da configuração estática

diminui com o aumento da entropia (exceto novamente para o modelo de sacolas do MIT).

As ecentricidades de todos os modelos são praticamente as mesmas, ou seja, o achatamento

polar é semelhante para todas as configurações. Como esperado, os momentos de inércia

das estrelas quarkiônicas são muito menores que os momentos de inércia das estrelas

hadrônicas e h́ıbridas, tendo como conseqüência maiores velocidades de rotação. Podemos
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facilmente ver na tabela 1 que para todos os modelos considerados, há um ligeiro aumento

da massa da estrela em rotação em comparação com sua análoga de velocidade de rotação

nula. A ecentricidades para todos os modelos fica em torno de (0.34-0.39). As estrelas de

quarks são ligadas também pela força forte e conseqüentemente podem girar mais rápido

que as estrelas hadrônicas e h́ıbridas.

De acordo com o diagrama de fase da cromodinâmica quântica (QCD) é posśıvel que

a erupção de raios gama seja uma posśıvel transição de fase no interior de uma estrela de

nêutrons [31, 32]. Há duas classes de erupções de raios gama: erupções curtas e erupções

longas. A diferença entre elas está na duração e na energia liberada durante a erupção.

Estes fenômenos estão associados a explosões de estrelas supermassivas. Recentemente

resultados precisos foram obtidos para duas erupções curtas: GRB 050509B [33] e GRB

050709 [34]. A energia total liberada nos primeiros centésimos de segundos foi da ordem

de 1050erg, o qual é duas ou três ordens de magnitude menor que a menor erupção longa

de raios gama observada.

A seguir calcula-se a energia liberada no decaimento de uma estrela metaestável

para uma estrela estável. As estrelas metaestáveis posśıveis são as estrelas hadrônicas

e h́ıbridas. As estrelas estáveis posśıveis são as estrelas h́ıbridas e quarkiônicas. A con-

servação da massa bariônica é levada em conta no processo de conversão de uma estrela

mestaestável para uma estrela estável. No mecanismo de conversão de uma estrela meta-

estável (MS) para uma estrela estável, a energia liberada é dada pela mudança na energia

gravitacional, expresso em unidades c.g.s.

∆E = [(MG(MS)−MG(SS))/M¯]× 17.88× 1053erg

onde MG(MS) é a massa gravitacional da estrela metaestável e MG(SS) é a massa gra-

vitacional da estrela estável. Para ∆E ser positivo, a massa gravitacional da estrela

metaestável com massa bariônica fixa tem que ser maior que a massa gravitacional da

estrela estável. As energias liberadas no processo de conversão de uma estrela hadrônica
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para uma estrela h́ıbrida, a energia liberada no processo de conversão de uma estrela

hadrônica para um estrela quarkiônica e a energia liberada no processo de conversão de

uma estrela h́ıbrida para uma estrela quarkiônica foram calculadas. Todos os cálculos

foram feitos para estrelas com entropia nula, com velocidade de rotação máxima e massa

bariônica fixa. A energia liberada é sempre negativa, exceto no processo de conversão da

estrela hadrônica (MS) para estrela h́ıbrida (SS) com massa bariônica fixa de 1.56M¯, o

qual forneceu ∆E = 1.14× 1051erg, compat́ıvel com a erupção de raios gama curto.
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3 Estrelas de Nêutrons
Eletricamente Carregadas

Neste caṕıtulo estudaremos o efeito da carga elétrica em estrelas de nêutrons estáticas

assumindo que a distribuição de carga é proporcional a densidade de energia [35]. Faremos

isso ao introduzir o campo elétrico no tensor momento energia alterando, assim, a equação

relativ́ıstica de equiĺıbrio hidrostático de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. É importante

entender que a inclusão da carga não é feita na EdE, cujos cálculos implicam neutralidade

de carga (ver apêndice A). Podemos fazer isso porque as forças nucleares são afetadas pelas

forças eletromagnéticas somente quando a densidade do número das part́ıculas carregas

é da ordem da densidade do número bariônico, ou seja, Z ∼ A [35]. Em nosso caso,

as forças elétricas são da ordem da força gravitacional e portanto Z/A ∼ 10−18. Isto

significa que a quantidade de part́ıculas carregadas presentes em estrelas compactas não

afetam a estrutura nuclear da matéria sendo despreźıvel o efeito na equação de estado.

No entanto, veremos que a quantidade de part́ıculas carregadas presentes em estrelas

compactas alteram a estrutura da estrela como a massa e o raio.

Para facilitar a resolução do problema usaremos a mesma suposição dos autores da re-

ferência [35] com relação a distribuição de carga no interior da estrela. A distribuição de

carga terá simetria esférica e será diretamente proporcional a densidade de energia. Tal

suposição é razoável no sentido que uma quantidade maior de matéria pode conter uma

quantidade maior de carga.
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3.1 Formalismo

Apresentaremos as equações para calcular as propriedades de estrelas compactas eletri-

camente carregadas. Como se trata de estrelas estáticas, ou seja, estrelas com velocidade

de rotação nula, utilizaremos a métrica (1.4). No tensor energia-momento T µ
ν incluiremos

os termos das equações de Maxwell e ficaremos com

T µ
ν = (p+ ε)uµuν − pδµ

ν +
1

4π

(
F µαFαν − 1

4
δµ
νFαβF

αβ

)
, (3.1)

onde p é a pressão, ε é a densidade de energia, uµ é a quadri-velocidade do fluido e o

tensor do campo eletromagnético é dado por

(Fαβ) =




0 U1 0 0

−U1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




(3.2)

onde U é o campo elétrico. As outras componentes do campo elétrico são nulas porque

o sistema tem simetria esférica. As componentes do campo magnético são nulas porque,

neste caso, estamos supondo que o campo deve-se somente a carga elétrica. A única

componente não nula da quadri-velocidade é a componente temporal,

ut = e−ν/2.

As outras componentes da quadri-velocidade são todas nulas porque estamos interessados

na configuração estática da estrela,

ur = 0, uθ = 0, uφ = 0.

As componentes do tensor do campo eletromagnético obedecem as equações de Maxwell

na seguinte formulação

[
√−gF µν ],ν = 4πjµ

√−g, (3.3)
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onde g é o determinante da métrica e jµ é o vetor quadri-corrente densidade dado por

jµ = (j0,~j).

Como estamos interessados no caso estático, temos que ~j = ~0 e, portanto, a única com-

ponente não nula da quadri-corrente é a componente temporal

jµ = (j0, 0, 0, 0),

sendo que j0 é função apenas de r porque o sistema tem simetria esférica. Podemos

aplicar os mesmos argumentos para o vetor quadri-potencial eletromagnético Aµ que tem

a seguinte forma

Aµ = (φ, ~A),

onde φ é o potencial elétrico e ~A é o potencial vetor magnético. O potencial vetor

magnético é nulo porque estamos interessados no caso estático e φ é função apenas de r

porque o sistema tem simetria esférica.

Calculando as componentes do tensor momento-energia obtemos

(T µ
ν ) =




−
(
ε+ U2

8π

)
0 0 0

0 p− U2

8π
0 0

0 0 p+ U2

8π
0

0 0 0 p+ U2

8π
,




(3.4)

onde U2

8π
é a densidade de energia do campo elétrico.

Utilizando as equações de campo de Einstein

Rµ
ν −

1

2
Rδµ

ν = −8πT µ
ν , (3.5)

juntamente com a métrica (1.4) podemos calcular as funções da métrica

e−λ

r2

(
r
dλ

dr
− 1

)
+

1

r2
= 8π

(
ε+

U2

8π

)
,
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e−λ

r2

(
r
dν

dr
− 1

)
+

1

r2
= 8π

(
p− U2

8π

)
.

A função da métrica e−λ tem a seguinte forma

e−λ = 1− 2M

r
, (3.6)

onde M é a massa total da estrela.

3.2 O Campo elétrico e a carga total da estrela

Para calcularmos o campo elétrico U basta integrarmos a equação (3.3) notando que ela

não se anula somente quando ν = r. Sabendo que j0 é a única componente não nula da

quadri-corrente a equação (3.3) fica

[
√−gF 01],r = 4πj0

√−g, (3.7)

que é facilmente integrada

F 01 = U(r) =
1

r2

∫ r

0

4πr2j0e(ν+λ)/2dr. (3.8)

A densidade de carga da estrela pode ser expressa como [36]

ρ = eν/2J0. (3.9)

Utilizando a expressão anterior, podemos reescrever (3.8) como

U(r) =
1

r2

∫ r

0

4πr2ρeλ/2dr. (3.10)

A carga total no interior da estrela é dado pela seguinte expressão

Q =

∫ R

0

4πr2ρeλ/2dr, (3.11)

onde R é o raio da estrela.
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3.3 A massa da estrela

Para calcularmos a massa total da estrela precisamos levar em consideração a contri-

buição da densidade de energia do campo elétrico além da contribuição da densidade de

energia. Portanto a massa total da estrela tem a seguinte forma

M(r) =

∫ r

0

4πr2

(
ε+

U2

8π

)
dr. (3.12)

No entanto, a massa total da estrela M é a massa medida do referencial da estrela. Para

um observador no infinito, a massa é dada por

M∞ =

∫ ∞

0

4πr2

(
ε+

U2

8π

)
dr, (3.13)

no qual podemos reescrever a equação anterior da seguinte forma

M∞ =

∫ R

0

4πr2

(
ε+

U2

8π

)
dr +

∫ ∞

R

4πr2

(
ε+

U2

8π

)
dr, (3.14)

onde o primeiro termo do lado esquerdo da equação acima é a massa total da estrela

medida no referencial da estrela e o segundo termo está relacionado com a carga total no

interior da estrela. Portanto

M∞ = M(R) +
Q(R)2

2R
, (3.15)

onde R é o raio da estrela.

3.4 A equação de equiĺıbrio hidrostático

Para calcularmos a equação de equiĺıbrio hidrostático vamos impor a conservação do

tensor momento-energia (T µ
ν;µ = 0) obtendo assim

dp

dr
= −

M + 4πr3
(
p− U2

8π

)
(ε+ p)

r2
(
1− 2M

r

) + ρUeλ/2. (3.16)

A equação de equiĺıbrio hidrostático é semelhante a equação de Tolman-Oppenheimer-
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Volkoff. O primeiro termo do lado direito da equação anterior expressa a parte gravita-

cional atrativa. O segundo termo do lado direito da equação anterior expressa a parte

repulsiva devido à força coulombiana.

3.5 Método de resolução

Para calcular as propriedades de estrelas compactas eletricamente carregadas precisamos

resolver um sistema de equações diferenciais não lineares acopladas formado pelas equações

(3.10), (3.6), (3.12) e (3.20). São elas

dU

dr
= −2U

r
+ 4πρeλ/2, (3.17)

dM

dr
= 4πr2

(
ε+

U2

8π

)
, (3.18)

dλ

dr
= 8πreλ

(
ε+

U2

8π

)
−

(
eλ − 1

r

)
, (3.19)

dp

dr
= −

M + 4πr3
(
p− U2

8π

)
(ε+ p)

r2
(
1− 2M

r

) + ρUeλ/2. (3.20)
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As condições de contorno para resolver o sistema acima são

U(0) = 0,

eλ(0) = 1,

ε(0) = εc,

p(R) = 0,

onde εc é a densidade de energia central da estrela. É interessante notar que a forma

das equações não se alteram com o sinal da carga. Nas equações (3.18), (3.19) e (3.20)

o campo elétrico aparece elevado ao quadrado e, portanto, é invariante frente a mudança

de sinal da carga. Notamos que o produto ρU que aparece na equação (3.20) também é

invariante frente a uma mudança de sinal da carga.

Para resolver o sistema acima temos que definir a distribuição de carga no interior da

estrela. Para isso vamos supor que a distribuição de carga é dada por

ρ = fε, (3.21)

onde f é uma constante de proporcionalidade, cujas dimensões serão melhor discutidas no

apêndice A. Como já mencionado na introdução desse caṕıtulo, essa h́ıpotese é bastante

razoável porque uma maior densidade de energia será necessária para contrabalançar as

forças gravitacionais com as forças repulsivas elétricas. O sistema acima foi resolvido

utilizando o método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem.
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4 Resultados para estrelas
compactas eletricamente
carregadas

Neste caṕıtulo apresentaremos os resultados obtidos para estrelas compactas eletrica-

mente carregadas com velocidade de rotação nula. Nas tabelas 2, 3, 4 e 5 apresentamos

48 diferentes configurações para estrelas compactas eletricamente carregadas. Em todas

as tabelas a carga elétrica Q é dada em Coulomb e f varia de 0 (configuração com carga

nula) até f = 0.0006 km−1(MeV/fm3)−1/2. As unidades “misturadas” de f serão me-

lhor discutidas no apêndice B. Apesar dos pequenos valores utilizados para f , um valor

f = 0.0006 sugere que um pouco mais de 52% da matéria da estrela está eletricamente

carregada, o que seria um caso extremo. Como veremos nas tabelas 2, 3, 4 e 5 a carga

total da estrela é da ordem de 1020C para valores de f > 0.0004. Para cargas superiores a

esse valor o campo elétrico é tão grande que o gradiente de força associado a ele somado ao

gradiente de força gravitacional faz com que o gradiente total de forças se torne cada vez

mais próximo de zero impedindo a formação de uma estrela estável. A relação massa-raio

para estrelas hadrônicas, h́ıbridas e quarkiônicas são dados nas figuras 3, 4, 5 e 6. Para

estrela quarkiônicas apresentamos dois conjuntos de configurações, um conjunto de EdE

derivadas do modelo de sacolas do MIT e outro conjunto de EdE derivadas do modelo

Nambu-Jona-Lasinio. A equação de estado usada nesse trabalho não inclui a parte mais

externa da estrela, ou seja, estamos tratando de uma estrela sem crosta.

Os efeitos da carga elétrica na estrela obtidos seguem a mesma tendência dos resul-

tados da referência [35]. Na referência [35] os autores utilizam uma simples equação de
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estado politrópica e observam que a carga elétrica, massa máxima, massa observada no

infinito e raio aumentam com a fração de carga f . Como esperávamos, utilizando equações

de estado realistas e para temperaturas diferentes de 0 obtivemos também um aumento

da carga elétrica, massa máxima, massa observada no infinito e raio com o aumento da

fração de carga f . Apesar da grande diferença existente entre as equações de estado uti-

lizadas nesse trabalho e da equação de estado usada em [35], os valores do raio, massa

máxima e da carga elétrica para um valor fixo f são compat́ıveis. As figuras 3, 4, 5 e 6

também mostram o mesmo comportamento da figura 2 da referência [35], ou seja, quando

f aumenta a massa máxima e o raio de uma famı́lia de estrelas aumenta. O efeito da

entropia em estrelas compactas eletricamente carregadas é o mesmo observado em estrelas

neutras: a massa máxima e o raio diminuem com o aumento da entropia para estrelas

hadrônicas e estrelas quarkiônicas no modelo Nambu-Jona-Lasinio. Para estrelas h́ıbridas

e estrelas quarkiônicas no modelo do MIT o comportamento não é bem definido.
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rô

n
ic

a
1

0.
00

02
2.

00
2.

02
11

.1
5

2.
13
×

10
1
5

7.
69
×

10
1
9

H
ad

rô
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rô
n
ic

a
1

0.
00

06
2.

39
2.

55
12

.0
1

1.
85
×

10
1
5

2.
78
×

10
2
0

H
ad

rô
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iô

n
ic

a(
N

J
L
)

1
0.

00
04

1.
28

1.
31

8.
00

3.
50
×

10
1
5

9.
31
×

10
1
9

Q
u
ar

k
iô
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Figura 3: Soluções para estrelas hadrônicas eletricamente carregadas com dife-
rentes valores de f .
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Figura 4: Soluções para estrelas h́ıbridas eletricamente carregadas com diferen-
tes valores de f .
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Figura 5: Soluções para estrelas quarkiônicas eletricamente carregadas obtidas
com o modelo de sacolas do MIT para diferentes valores de f .



4 Resultados para estrelas compactas eletricamente carregadas 50

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 1.3

 1.4

 6  6.5  7  7.5  8  8.5  9

M
 
(
M

o
)

R (km)

s=0

a)f=0
f=0.0002
f=0.0004

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 1.3

 1.4

 6  6.5  7  7.5  8  8.5  9

M
 
(
M

o
)

R (km)

s=1

b)f=0
f=0.0002
f=0.0004

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 1.3

 1.4

 6  6.5  7  7.5  8  8.5  9

M
 
(
M

o
)

R (km)

s=2

c)f=0
f=0.0002
f=0.0004

Figura 6: Soluções para estrelas quarkiônicas eletricamente carregadas obtidas
com o modelo NJL para diferentes valores de f .
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5 Conclusão

Neste trabalho avaliamos os efeitos na estrutura de estrelas compactas ao investigar

duas posśıveis variações: a inclusão da rotação em contraposição a estrelas estáticas e a

inclusão de carga elétrica em contraposição a estrelas nêutras.

No caṕıtulo 1 deste trabalho apresentamos um conjunto de equações derivadas do

método perturbativo de Hartle-Thorne que, apesar de tratar a rotação como uma per-

turbação, é válido para velocidades até um pouco acima das frequências de Kepler [19].

Para tratar o efeito de arraste do referencial inercial tratamos a estrela como uma esfera,

ou seja, não levamos em conta o achatamento polar da estrela. O valor da velocidade

angular de arraste do referencial inercial é obtido a partir da solução de uma equação

diferencial. O momento angular e o momento de inércia da estrela são obtidos a partir

do cálculo da velocidade angular de arraste. Vimos que a deformação de monopolo é

calculada a partir de duas equações diferenciais acopladas cujas soluções nos permitem

avaliar a massa total corrigida em primeira ordem para uma estrela com velocidade de

rotação não nula. Por fim, apresentamos a deformação de quadrupolo que nos permite

avaliar a deformação da estrela, ou seja, são calculados o raio polar, o raio equatorial e a

sua ecentricidade.

No caṕıtulo 2 deste trabalho apresentamos os resultados obtidos ao implementar o

método de Hartle-Thorne numericamente. O efeito da rotação em estrelas compactas é

mostrado na tabela 1. A Mmax e R são respectivamente a massa máxima e o raio para

estrela com velocidade de rotação nula. A M1
max é a massa máxima corrigida em primeira

ordem para uma estrela com velocidade angular Ω. Re é o raio equatorial, Rp é o raio
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polar, εc é a densidade de energia central, I é o momento de inércia e e é a ecentricidade.

Analisando os resultados, vimos que a massa diminui com o aumento da entropia para

todos os tipos de pulsares, exceto para o modelo de sacolas do MIT. O achatamento polar é

semelhante para todas as configurações. Outra conclusão importante é que o momento de

inércia das estrelas quarkiônicas são muito menores que o momento de inércia das estrelas

hadrônicas e h́ıbridas. De acordo com os resultados obtidos neste trabalho conclúımos

que o objeto XTE J1739-285 pode realmente ser uma estrela de quarks.

No caṕıtulo 3 deste trabalho apresentamos um formalismo que permite avaliar os

efeitos da carga elétrica na estrutura das estrelas compactas. Um sistema de quatro

equações diferenciais ordinárias acopladas é obtido ao resolver as equações de campo

de Einstein para a métrica de Schwarzchild e para um tensor momento-energia com os

termos do campo elétrico incluso. Tal sistema nos permite obter algumas propriedades

fenomenológicas da estrela como massa máxima, raio, campo elétrico e carga elétrica

total. No entanto, como vimos, resolvemos definir uma determinada distribuição de carga

no interior da estrela. Supusemos que a distribuição da carga é simetricamente esférica

e proporcional a densidade de energia por um fator f . É importante notar que as EdE

utilizadas neste trabalho são todas neutras (ver apêndice B) e isto é permitido porque

a interação forte não é afetada quando Z/A ∼ 10−18 de acordo com [35]. Para calcular

a massa total da estrela temos de levar em consideração a contribuição da densidade

de energia do campo elétrico. A equação de equiĺıbrio hidrostático é semelhante a de

Tolman-Oppenheimer-Volkoff com um termo adicional associado a repulsão elétrica e um

novo termo no fator associado ao gradiente de pressão gravitacional.

No caṕıtulo 4 apresentamos os resultados obtidos ao implementar o formalismo do

caṕıtulo 3 numericamente. Os resultados mostrados nas tabelas 2, 3, 4 e 5 e nas figuras 3,

4, 5 e 6 nos revelaram um aumento da massa máxima e do raio com o aumento da fração

de carga f para todas as EdE utilizadas. Notamos que o aumento da massa e do raio

não é linear com o aumento de fração de carga f . Como vimos, uma pequena variação

no valor de f reflete uma grande alteração na massa e no raio da estrela. Isto acontece
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porque a medida que inclúımos uma quantidade maior de carga no interior da estrela um

campo elétrico cada vez maior se estabelece fazendo com que o gradiente de forças total

se torne cada vez mais próximo de zero na equação de equiĺıbrio hidrostático.

.
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6 Perspectivas Futuras

Como perspectivas futuras:

• Incluir o campo eletromagnético no tensor momento-energia e resolver as equações de

campo de Einstein para a métrica (1.1). Teremos assim a possibilidade de calcular as

propriedades das estrelas compactas levando em conta o efeito do campo magnético.

• Calcular o tempo de relaxação, ı́ndices adiabáticos e a viscosidade para equações

de estado com entropia fixa para estrelas compactas em rotação segundo proposta

apresentada em [37].
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APÊNDICE A -- Modelos nucleares

relativ́ısticos

As EdE refletem a constituição f́ısica do interior estelar e, em geral, são derivadas de mo-

delos nucleares relativ́ısticos. No cálculo da EdE para estrelas h́ıbridas, a fase hadrônica

foi obtida com o modelo de Walecka não linear e a fase quarkiônica foi derivada do modelo

de sacolas do MIT. Apresentaremos a seguir uma breve descrição dos modelos:

A.1 O modelo Nambu-Jona-Lasinio

O modelo Nambu-Jona-Lasinio é utilizado para descrever matéria quarkiônica e tem como

densidade Lagrangiana [38, 39, 40, 41]

L = q̄ ( i γµ ∂µ − m) q + gS

8∑
a=0

[ ( q̄ λa q )2 + ( q̄ i γ5 λ
a q )2 ]

+ gD {det [q̄i (1 + γ5) qj] + det [q̄i (1− γ5) qj] }, (A.1)

onde q = (u, d, s) são os campos de quarks e λa ( 0 ≤ a ≤ 8 ) são as componentes da

matriz sabor U(3). Os parâmetros do modelos são: m = diag (mu ,md ,ms ) é a matriz

corrente para a massa dos quarks (md = mu), as constantes de acoplamento são dadas por

gS e gD e o cutoff no espaço dos momentos é dado por Λ. O conjunto de parâmetros da

EdE para estrelas quarkiônicas no modelo Nambu-Jano-Lasinio foi escolhido de forma a

ajustar os valores da massa do ṕıon no vácuo, a constante de decaimento do ṕıon, a massa

do kaon e o condensado de quarks [41, 42]: Λ = 631.4 MeV, gS Λ2 = 1.824, gD Λ5 = −9.4,

mu = md = 5.6 MeV and ms = 135.6 MeV onde foram ajustadas, para as seguintes
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propriedades: mπ = 139 MeV, fπ = 93.0 MeV, mK = 495.7 MeV, fK = 98.9 MeV, 〈ūu〉 =

〈d̄d〉 = −(246.7 MeV)3 e 〈s̄s〉 = −(266.9 MeV)3.

A.2 O modelo de sacolas do MIT

Outro modelo muito utilizado para descrever matéria quarkiônica é o modelo de sacola

do MIT [43]. Os quarks são considerados livres dentro de uma sacola e as propriedades

termodinâmicas são derivadas do modelo do gás de Fermi. A densidade de energia, a

pressão e a densidade de quarks são dados respectivamente por

ε = 3× 2
∑

q=u,d,s

∫
d3k

(2π)3

√
k2 +m2

q (fq+ + fq−) +Bag, (A.2)

p =
2

π2

∑
q

∫
k4dk√
k2 +m2

q

(fq+ + fq−)−Bag, (A.3)

ρq = 3× 2

∫
d3k

(2π)3
(fq+ − fq−), (A.4)

onde 3 significa o número de cores para cada sabor de quark, 2 é a degenerescência do spin,

mq é a massa dos quarks e Bag representa a pressão da sacola. As funções distribuição

para os quarks e anti-quarks são dados por

fq± = 1/(1 + exp[(ε∓ µq)/T ]) , (A.5)

onde µq é o potencial qúımico para quarks e anti-quarks do tipo q e ε =
√
k2 +m2

q. As

equações acima são obtidas para temperatura finita. Para estrelas de quarks no modelo

de sacolas do MIT, o conjunto de parâmetros é dado por mu = md = 5.5 MeV, ms =

150.0 MeV e Bag = (180 MeV)4.
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A.3 O modelo não linear de Walecka

As EdE utilizadas neste trabalho para descrever matéria hadrônica são derivadas a partir

de uma extensão do modelo não linear de Walecka [44]. A extensão significa a inclusão

do octeto bariônico (n, p, Λ, Σ+, Σ0, Σ−, Ξ−, Ξ0). A densidade Lagrangiana é dada por

L = LB + Lmesons + Lleptons, (A.6)

onde

LB =
∑
B

ψ̄B [γµ (i∂µ − gvBV
µ − gρBτ · bµ)− (MB − gsBφ)]ψB,

Lmesons =
1

2
(∂µφ∂

µφ−m2
sφ

2)− 1

3!
κφ3 − 1

4!
λφ4

− 1

4
ΩµνΩ

µν +
1

2
m2

vVµV
µ +

1

4!
ξg4

v(VµV
µ)2

− 1

4
Bµν ·Bµν +

1

2
m2

ρbµ · bµ,

Lleptons =
∑

l

ψ̄l (iγµ∂
µ −ml)ψl,

sendo que a soma em B está relacionada ao octeto bariônico e a soma em l aos léptons,

l = e−, µ−. Temos também que:

• iψγµ∂
µψ − ψMψ: termo cinético dos nucleons.

• 1
2
(∂µφ∂µφ−m2

sφ
2): termo cinético do méson σ.

• −1
4
ΩµνΩ

µν + 1
2
m2

vVµV
µ: termo cinético do méson ω.

• −1
4
BµνB

µν + 1
2
m2

ρbµ · bµ: termo cinético do méson vetorial ρ.

• −gvψγµV
µψ: termo que descreve a interação entre os nucleons, neste caso mediada

pelo méson ω.

• −gρ

2
ψγµ~τ ·bµψ: termo responsável pela interação entre nucleons, mediada pelo méson

ρ.
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• ψ(gsφ)ψ: descreve a variação da massa efetiva devido a ação do campo escalar φ,

mediada pelo méson σ.

• − 1
3!
κφ3 e − 1

4!
λφ4: termos não lineares necessários para que haja um melhor ajuste

da compressibilidade e da massa efetiva, a densidade da ordem da densidade de

saturação da matéria nuclear, com os dados experimentais.

Aplicando a equação de Euler-Lagrange em A.6, obtemos as equações de movimento

deste sistema: (
∂2

∂t2
−∇2 +m2

s

)
φ = gsρs − κ

2
φ2 − λ

6
φ3,

(
∂2

∂t2
−∇2 +m2

v

)
V µ = gvj

µ,

(
∂2

∂t2
−∇2 +m2

ρ

)
bµ =

gρ

2
jµ +

gρ

2
(bν ×Bνµ) + gρ∂ν(b

ν × bµ),

i
∂φ

∂t
=

[
~α · (−i~∇− gvV − gρ

2
τ3 · b) + β(M − gsφ) + gvV

0 +
gρ

2
τ3b

0
]
ψ,

(iγν∂
µ −ml)ψl = 0,

onde

ρs =< ψψ >,

jµ =< ψγµψ >,

jµ =< ψγµ~τψ > .

Supondo que não há correntes na matéria nuclear, as equações do movimento ficam:

∇2φ = m2
sφ+

κ

2
φ2 +

λ

6
φ3 −

∑
B

gsBρsB,

∇2V 0 = m2
vV

0 −
∑
B

gvBρB,

∇2b0 = mρb
0 −

∑
B

gρBτ3ρB,
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onde ρ3 = ρp − ρn. Aplicando a aproximação de campo médio

φ ≡< φ >= φ0,

V 0 ≡< V 0 >= V0,

b0 ≡< b0 >= b0,

e definindo a razão entre as constantes de acoplamento dos h́ıperons e dos nucleons da

seguinte forma

χi =
giB

giN

, i = s, v, ρ

onde χsB, χvB e χρB são iguais a 1 para os nucleons. Assim, ficamos com

φ0 = − κ

2m2
s

φ2
0 −

λ

6m2
s

φ3
0 +

∑
B

gs

m2
s

χsBρsB,

V0 =
∑
B

gv

m2
v

χvBρB,

b0 =
∑
B

gρ

m2
ρ

χρBτ3ρB,

sendo que

ρsB =
M∗

B

π2

∫ KFB

0

k2dk√
k2 +M∗2

B

,

ρB =
1

3π2
K3

FB. (A.7)

onde KFB é o momento de Fermi. A Lagrangeana de campo médio fica

L =
∑
B

ψB

[
iγµ∂

µ −M∗
B − gvBγ0V0 − 1

2
gρBγ0τ3b03

]
ψB

+
∑

l

ψl(iγµ∂
µ −ml)ψl − m2

s

2
φ2

0 +
m2

v

2
V 2

0 +
m2

ρ

2
b20 −

κ

6
φ3

0 −
λ

24
φ4

0. (A.8)

O tensor momento energia para a Lagrangeana de campo médio fica

Tµν = −gµν

(
−m

2
s

2
φ2

0 +
m2

v

2
V 2

0 +
m2

ρ

2
b20 −

κ

6
φ3

0 −
λ

24
φ4

0

)

+
∑
B

iψBγµ∂νψB

+
∑

l

iψlγµ∂νψl.
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A densidade de energia é definida por

ε =< T00 >,

que aplicada ao tensor energia-momento nos dá

ε =
γ

2π2

(∑
B

∫ KFB

0

k2dk
√
p2 +M∗2

B +
∑

l

∫ KFl

0

k2dk
√
k2 +m2

l

)

+
m2

v

2
V 2

0 +
m2

ρ

2
b20 +

m2
s

2
φ2

0 +
κ

6
φ3

0 +
λ

24
φ4

0. (A.9)

A pressão é definida como

p =
1

3
< Tii >,

que aplicada no tensor momento energia obtemos

p =
γ

6π2

(∑
B

∫ KFB

0

k4dk√
k2 +M∗2 +

∑

l

∫ KFl

0

k4dk

k2 +m2
l

)

+
m2

v

2
V 2

0 +
m2

ρ

2
b20 −

m2
s

2
φ2

0 −
κ

6
φ3

0 −
λ

24
φ4

0. (A.10)

Assim, a solução das equações (A.9) e (A.10) formam a EdE que descreve matéria

hadrônica com base no modelo não linear de Walecka. O procedimento para derivar

as EdE do modelo do Nambu-Jona-Lanasinio e do MIT é semelhante ao descrito acima.

O conjunto de parâmetros escolhidos é dado por g2
s/m

2
s = 11.79 fm2, g2

v/m
2
v = 7.148 fm2,

g2
ρ/m

2
ρ = 4.41 fm2, κ/M = 0.005896 e λ = −0.0006426, para o qual a energia de ligação

é -16.3 MeV na densidade de saturação ρ0 = 0.153 fm−1, o coeficiente de simetria é 32.5

MeV, o módulo de compressão é 300 MeV e a massa efetiva é 0.7M . A constante de

acoplamento méson-h́ıperon está vinculada a energia do h́ıperon Λ na matéria nuclear,

ńıveis hipernucleares (χsB e χvB = χρB = 0.783) e assumimos que os acoplamentos Σ e Ξ

são iguais aos do h́ıperon Λ [45, 19].
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A.4 Neutralidade da carga e equiĺıbrio qúımico

Como já foi mencionado, todas as EdE utilizadas neste trabalho são neutras. Para garantir

a neutralidade da carga, as EdE derivadas do modelo de sacolas do MIT e do modelo

Nambu-Jona-Lasinio obedecem o seguinte v́ınculo

ρe + ρµ =
1

3
(2ρu − ρd − ρs), (A.11)

e para garantir o equiĺıbrio qúımico

µs = µd = µu + µe, µe = µµ.

Para garantir a neutralidade da carga, as EdE derivadas do modelo não linear de Walecka

estendido obedecem o seguinte v́ınculo

∑
B

qBρB +
∑

l

qlρl = 0,

onde qB e ql são a carga dos bárions e dos léptons respectivamente. Para garantir o

equiĺıbrio qúımico no modelo não linear de Walecka, os seguinte v́ınculos são obedecidos

µΣ0 = µΞ0 = µΛ = µn,

µΣ− = µΞ− = µn + µe,

µΣ+ = µp = µn − µe,

onde todos os µ são potenciais qúımicos da fração de part́ıculas denotadas pelo seu subs-

crito.



65

APÊNDICE B -- A constante f

As unidade utilizadas para a distribuição de carga são

[ρ] =
1

km

(
MeV

fm3

)1/2

. (B.1)

Quanto integramos ρ utilizamos a variável r em km e portanto a constante f deve ter as

seguintes dimensões

[f ] =
1

km

(
MeV

fm3

)−1/2

. (B.2)

Escrevendo a relação ρ = fε em unidades geométricas

ρ = αε, (B.3)

onde a carga é escrita em unidades de massa e a densidade de carga em unidades de

densidade de massa. Assim f pode ser relacionada com α da seguinte maneira

α = f
0.224536√

G
= f × 0.86924× 103. (B.4)

Substituindo os valores de f utilizados neste trabalho

f = 0.0002 → α = 0.1738,

f = 0.0004 → α = 0.3476,

f = 0.0006 → α = 0.5215,

(B.5)

Assim, por exemplo, para f = 0.0002 pouco mais de 17% da densidade de matéria da

estrela está carregada.



66

APÊNDICE C -- Os modelos O, P, Q, R

Na tabela abaixo apresentaremos uma breve descrição dos modelos O, P, Q e R.

Tabela 6: Modelos O, P, Q e R

Intervalo Método de
modelo densidade Part́ıculas Interações Muitos-Corpos

(g/cm3) Constituintes utilizados

2× 1013 n, p, Λ, Σ0 Troca dos mésons Aproximação
O - de

5× 1015 ∆, e−, µ−, π− π, σ, ω, ρ, K e K∗ Campo Médio

2× 1013 n, p, Λ, Σ0 Troca dos mésons Aproximação
P - de

5× 1015 ∆, e−, µ− σ, ω e ρ Campo Médio

2× 1013 n, p, Λ, Σ0 Troca dos mésons Aproximação
Q - σ, ω, ρ,K e K∗ de

5× 1015 ∆, e−, µ− com acoplamento Campo médio
bariônico universal

2× 1013 n, p, Λ, Σ0 Troca dos mésons Aproximação
R - de

5× 1015 ∆, e−, µ− σ e ω Campo médio
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