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Resumo

MODELO FATORIAL DINAMICO COM CARGAS ESPACIALMENTE
ESTRUTURADAS

Esther Salazar Gongzales

Orientadores: Dani Gamerman e Hedibert Freitas Lopes

Resumo da tese de Doutorado submetida ao programa de Pés-graduagao em Estatistica do
Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro como parte dos requisitos

necessarios a obtencao do grau de Doutora em Estatistica.

Nesta tese, uma nova classe de modelos espaco-temporais derivados do modelo fatorial
dindmico é proposta. A dependéncia temporal é modelada através dos fatores latentes en-
quanto que a dependéncia espacial é modelada através das cargas dos fatores. A evolucao
temporal dos fatores é descrita de diversas formas as quais permitem a inclusao de tendéncia
e sazonalidade. A dependéncia espacial é incorporada nas cargas dos fatores combinando ele-
mentos deterministicos e estocédsticos dando maior flexibilidade aos modelos e generalizando
abordagens previas. Inferéncia Bayesiana é feita para tratar o problema de estimagao dos
parametros, incluindo a estimagao do nimero de fatores para a qual um algoritmo Monte

Carlo via cadeias de Markov com saltos reversiveis é proposto.

O modelo proposto é utilizado para o tratamento de dados espaciais continuos Gaussianos
e nao Gaussianos. Numa primeira fase, o modelo é proposto para tratar dados Gaussianos
considerando cargas estaticas. Numa segunda fase, uma extensao é feita ao considerar cargas
variando no tempo. Finalmente o modelo é estendido para dados pertencentes a familia

exponencial considerando cargas estaticas na sua estrutura.

Estudos simulados sdo apresentados para testar a aplicabilidade dos modelos e algoritmos
propostos. Adicionalmente, trés aplicacoes sao mostradas. Na primeira o modelo para dados
Gaussianos é utilizado na modelagem de concentragoes de SO2 na regiao leste dos EUA. Nas
duas ultimas, modelos com resposta Bernoulli sdo especificados para modelar as ocorréncias

de chuva numa regiao da Oceania e no estado de Minas Gerais.

Palavras-chave: Inferéncia Bayesiana, modelos fatoriais, modelos dinamicos, métodos

MCMUC, processo Gaussiano.



Abstract

DYNAMIC FACTOR MODEL WITH SPATTALLY STRUCTURED
LOADINGS

Esther Salazar Gonzales

Orientadores: Dani Gamerman e Hedibert Freitas Lopes

Resumo da tese de Doutorado submetida ao programa de Pés-graduacgao em Estatistica do
Instituto de Matemaética da Universidade Federal do Rio de Janeiro como parte dos requisitos

necessarios a obtencao do grau de Doutora em Estatistica.

In this work, a new class of spatio-temporal models derived from standard dynamic fac-
tor models is proposed. The temporal dependence is modeled by latent factors while the
spatial dependence is modeled by the factor loadings. The temporal evolution of the factors
is described in a number of forms which allows inclusion of trend and seasonality. The spa-
tial dependence is incorporated into the factor loadings by a combination of deterministic
and stochastic elements, giving more flexibility to the models and generalizing previous a-
pproaches. Bayesian inference is done to account with the problem of parameter estimation,
including the estimation of the number of factors where a reversible jump Markov Chain

Monte Carlo algorithm is proposed.

The proposed model is used to deal with Gaussian and non Gaussian spatial continuous
data. In a first stage, the model is proposed to deal with Gaussian data considering static
loadings. In the second stage, an extension is done considering time-varying loadings. Finally,
the model is extended to deal with data belonging to the exponential family considering static

loadings into its framework.

Simulation studies are showed to test the applicability of proposed models and algorithms.
Additionally, three applications are developed. In the first, a model for Gaussian data is used
to modeling SO4 concentrations in eastern US. In the last two, models with Bernoulli response

are specified to modeling the occurrence of rainfall in Oceania and Minas Gerais state.

Key-words: Bayesian Inference, factor models, dynamic models, MCMC methods, Gau-

ssian process.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese é formulado um modelo fatorial espacial dinamico para dados continuos Gaussianos
e nao Gaussianos seguindo uma abordagem completamente Bayesiana. Neste tipo de modelo,
para cada instante de tempo tem-se um vetor de observagoes continuamente distribuidas numa
determinada area de estudo. Desta forma, para cada localizagdo tem-se uma série temporal
associada. A idéia é reduzir a dimensao do vetor de observagoes através de fatores latentes.
Os fatores sao ponderados por coeficientes chamados cargas do fator que medem a proporgao
com a qual o fator contribui a variancia da observagao. A variacao espacial existente entre as
observacoes é modelada através da matriz de cargas dos fatores. O comportamento dinamico
é modelado através dos fatores comuns que seguem processos auto-regressivos de ordem um.
Devido a flexibilidade do modelo, diversas estruturas podem ser incorporadas nestas duas
componentes tais como tendéncia e sazonalidade, tanto na média do processo quanto nas

cargas espacialmente estruturadas.

Nesta tese, o modelo proposto serd chamado de Modelo Fatorial Espacial Dindmico
(MFED). Inferéncia para este tipo de modelo sera feita usando uma abordagem completa-
mente Bayesiana. Amostras das distribuigoes a posteriori dos parametros serao obtidas uti-
lizando métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC), em particular, o amostrador
de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings. Para o caso nao Gaussiano, um algoritmo
que permite amostrar os fatores latentes em bloco é proposto. Em geral, esta proposta
é sugerida como uma alternativa para estimar o vetor de estados em modelos dinamicos
espaco-temporais.

Numa primeira abordagem, a matriz de cargas dos fatores é invariante no tempo (estatica),
neste caso as colunas da matriz de cargas sao espacialmente estruturadas seguindo proce-
ssos Gaussianos (PG). Aqui, inferéncia no nimero de fatores é introduzida via o algoritmo

Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversiveis (abreviacao do inglés RIMCMC)
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(ver Green, 1995, para mais detalhes). Numa segunda abordagem, a matriz de cargas dos
fatores tem um comportamento dinamico. Para este modelo sdo propostos algoritmos para
fazer inferéncia de todas as quantidades desconhecidas, considerando o numero de fatores
conhecido. Finalmente, o MFED ¢ estendido para dados pertencentes a familia exponencial,
em que um esquema de amostragem para os fatores latentes é proposto como alternativa para

amostrar os estados em modelos dinamicos nao lineares.

Em geral, trés tipos de modelos sao utilizados e generalizados ao longo da tese: i) a
andlise fatorial para dados espaciais, i) os modelos dindmicos espago-temporais e iii) os
modelos lineares dinamicos generalizados. A seguir, estes trés temas sao apresentados de

forma resumida.

1.1 Analise Fatorial

A andlise fatorial é uma ferramenta estatistica bastante utilizada na modelagem de dados
multivariados, na qual o principal propésito é a reducao de uma série de varidveis a um
conjunto menor chamado de fatores latentes. Este tipo de modelagem, utilizado inicialmente
para tratar dados relacionados ao comportamento humano, tem sido, nos 1iltimos anos, am-
plamente desenvolvido e expandida a outras areas da ciéncia. Isto, devido basicamente ao
aparecimento de ferramentas computacionais adequadas e acessiveis. No contexto Bayesiano,
a apari¢ao de técnicas como o método MCMC, representou um avango importante na im-
plementacao de algoritmos de inferéncia para modelos com muitos parametros, incluindo o
modelo fatorial. Algumas abordagens nessa linha podem ser encontradas em Polasek (1997),
Arminger & Muthén (1998) e Press & Shigemasu (1997). Adicionalmente, foram feitas ex-
tensoes utilizando fatores dindmicos na modelagem de séries temporais financeiras como po-
dem ser vistas em Aguilar (1998), Pitt & Shephard (1999), Aguilar & West (2000) e Lopes
& West (2004).

O modelo fatorial bésico é definido da seguinte forma. Seja y; um vetor de dimensao
N x1,t=1,...,T, Para algum inteiro positivo m < N, um modelo m-fatorial relaciona
cada y; a um vetor m-dimensional de variaveis aleatérias f;, chamadas de fatores comuns,

com a seguinte equacao

yr = Bfi + &

onde (§ é a matriz de cargas do fator de dimensao N X m, os fatores f; m-dimensionais sao
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independentes com f; ~ N (0, 1,,), €; sdo vetores normais independentes tal que ¢; ~ N(0,X),
¥ = diag(c?,...,0%), e & e fy sao independentes para todo ¢ e t'.
Mais especificamente, cada y;; ¢ expressado pela combinacao linear dos fatores comuns,

tal que yit = Bi1fit + Biafor + ... + Bimfmt + €i¢. Sob este modelo, a estrutura de covariancia

dos dados é dada por V(y|3,%) = 86’ + X, com
var(y|8,%) = Y B +o0f, Vi,
j=1

Cov(yituykt|/67 E) = Zﬁl]ﬂk] Vz,k:,z ;é ka

=1
ou seja, a variancia de y; é dividida em duas partes: i) variancia explicada pelos fatores

comuns (comunalidade) e i7) varidncia dinica ou especifica.

Dados variando no espaco e no tempo, tém sido também incorporados na modelagem
fatorial. Na literatura existem muitas aplicacoes referidas principalmente a analise de dados
espaciais multivariados, nas quais o objetivo é encontrar estruturas latentes nao observadas
(fatores) que preservam a correlagao espacial dos dados. Por exemplo, na andlise de da-
dos puramente espaciais, Christensen & Amemiya (2002, 2003) propuseram uma analise de
varidveis latentes para modelar estruturas subjacentes (fatores) em dados multivariados geo-
referenciados. Em Wang & Wall (2001) a idéia é estimar um unico fator que explique a
correlacao espacial dos dados. J4 em Wang & Wall (2003) este modelo é estendido, per-
mitindo que o fator comum seja estimado a partir da média dos dados com uma funcao de

ligagao apropriada. Este modelo é chamado de modelo fatorial espacial generalizado.

1.2 Modelos dinamicos espaco-temporais

Os modelos lineares dinamicos (MLD) (West & Harrison, 1997) se caracterizam por repre-
sentar varidveis com evolugao temporal. Nos modelos dindmicos lineares uma estrutura de
evolugdo temporal é facilmente incorporada na estrutura dos dados. Este modelo é carac-
terizado por um par de equagoes, chamadas de observacao e de evolucgao, representadas pelo

seguinte sistema:

Yyt = Ft'é?t + €, €~ N(O, V}) (11)
0,5 = Gtet—l + wy, Wt ~ N(O, Wt) (12)
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tal que y; é uma seqiiéncia de observacoes ao longo do tempo, t =1,...,7T onde T é o ultimo
tempo observado da série y;, F; € uma matriz de valores conhecidos, ; é chamado de vetor de
estados do modelo e G; é uma matriz que descreve a evolugao temporal dos parametros. As
matrizes V; e Wy representam as matrizes de covaridncia do erro de observacao e de evolucao
respectivamente. Inferéncia nesta classe de modelos pode ser feita de maneira seqiiencial
seguindo o paradigma Bayesiano. Se {F,G,V, W}, sao conhecidos pode ser utilizado o filtro
de Kalman que fornece a distribui¢dao condicional de 6; dada a informacao disponivel até o

tempo .

Este tipo de estrutura pode ser generalizado ao considerar as matrizes {F,G,V, W},
desconhecidas e incorporando intimeras estruturas nas equagoes de observagao e de evolucao
para representar fendmenos mais complexos. A extensao para o caso espago-temporal é
facilitada ao considerar y; como o vetor de observagoes que contém medidas em N locais

(dados continuos) ou N regides (dados de area).

1.3 Modelos lineares dinamicos generalizados

Os MLD podem ser estendidos para definir a classe dos modelos lineares dinamicos genera-
lizados (MLDG) introduzida por West, Harrison & Migon (1985), na qual é permitido que
as observagoes sigam qualquer distribuicdo pertencente a familia exponencial. A equagao de

observagao (1.1) é substituida por

p(yelme) o< exp{lyime — b(me)] + c(ye, )} (1.3)
g(ue) = F/b; (1.4)

onde 7y é o parametro natural ou candnico, ¥ é chamado de parametro de dispersao, a fungao
b(n:) é convexa e duas vezes diferenciavel e ¢ é uma funcao conveniente que depende de y; e
¥. A média e varidncia dependem de b da seguinte forma F(y:|n:) = pe = ' () = 7(me) e
V(yelme) = X¢ = V" () /1. Desde que b é convexa, b’ é mondtona crescente. Isto implica que
7 é injetiva com inversa 77! e, desta forma, temos que a variancia pode ser expressa como

uma funcao da média.

Esta nova classe é uma extensdo natural dos modelos lineares generalizados (MLG) e
permite uma dependéncia temporal nos parametros do preditor linear. Os MLDG tém sido

amplamente estudados na literatura como por exemplo West, Harrison & Migon (1985),
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Kitagawa (1987), Gamerman (1998) e Geweke & Tanizaki (2001) para o caso univariado e;
Fahrmeir (1992), Fahrmeir & Tutz (1994) e Knorr-Held (1999) para o caso multivariado.

O MLDG ¢ especificado da seguinte forma:

(i) Componente aleatéria: y;.

(ii) Componente sistemética: F; e 6; influenciam a distribuigao de y; através do preditor

linear ¢, = F}6,.

(1ii) Ligagao entre as componentes aleatdria e sistemadtica: a ligacdo entre a média uy e ¢y
é especificada através da funcao resposta h tal que uy = h(p:). A inversa da fungao

resposta é a funcao de ligacao g onde g(ut) = ¢r.

Aqui, a fungé@o que transforma o preditor linear no parametro natural é dada por v(¢;) =
ne. Com u = v~! temos que ¢; = u(n;). Se u é a identidade podemos dizer que g é uma

funcao de ligacao canonica e, portanto, 1 = ©s.

O modelo é completado com a equagao de evolugao em (1.2). O procedimento de inferéncia
para o MLDG nao é trivial. A principal dificuldade estd na estimacao dos estados, sendo
necessarias técnicas como, por exemplo Linear Bayes, andlise utilizando prioris conjugadas
(West, Harrison & Migon, 1985), passos de Metropolis-Hastings com distribuigbes propostas

eficientes (Gamerman, 1998), entre outras.

1.4 Objetivos

Os objetivos gerais desta tese sdo: i) propor uma nova classe de modelos espago-temporais
para dados Gaussianos e nao Gaussianos baseada na anélise fatorial, #7) propor um algoritmo
de estimagao eficiente para os modelos propostos, i) aplicar esta nova classe a dados reais

que apresentem estruturas e dindmicas complexas.

Os objetivos especificos da tese sdo: i) estudar diversas especificagoes do modelo proposto
tais como fatores sazonais, tendéncias, inclusao de covaridveis (estaticas e dindmicas) tanto na
média das observagoes quanto na média do processo Gaussiano; i) investigar e implementar
técnicas de amostragem recursiva para o modelo com cargas dindmicas; e iii) propor um
algoritmo de amostragem em blocos para estimar os estados latentes em modelos dinamicos

nao lineares.
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1.5 Organizacao da tese

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, o modelo fatorial espacial
dinamico para dados Gaussianos é proposto. Um esquema MCMC com saltos reversiveis
¢é especificado para fazer inferéncia completa do modelo, incorporando o nimero de fatores
como parametro. No Capitulo 3, uma extensao do modelo para dados Gaussianos é proposta
considerando as cargas dos fatores variando no tempo. Esta generalizacao estd baseada na
decomposicao da coluna dos fatores em duas componentes, uma puramente temporal e a
outra espacgo-temporal. Um esquema MCMC é desenvolvido para este caso considerando
técnicas eficientes de amostragem para reduzir o tempo computacional. No Capitulo 4, uma
aplicagao com dados reais é apresentada, utilizando dados de concentracées de SO na regiao
leste dos EUA. No Capitulo 5, o modelo fatorial espacial dindmico é estendido permitindo o
tratamento de dados pertencentes a familia exponencial. Neste capitulo, uma alternativa para
amostrar os estados latentes dos modelos dindmicos nao normais é sugerida. No Capitulo
6, duas aplicacoes sao apresentadas para modelar ocorréncias de chuva em estagoes situadas
na Oceania e no estado de Minas Gerais. Por ultimo, no Capitulo 7 sdo apresentadas as

conclusoes e possiveis extensoes.



Capitulo 2

Modelo fatorial espacial dinamico

Neste capitulo, uma nova classe de modelos espaco-temporais para dados Gaussianos é pro-
posta. Esta classe, derivada do modelo fatorial dinamico, modela a dependéncia temporal
através dos fatores latentes, enquanto que a dependéncia espacial é modelada através das
cargas dos fatores. Esta especificacao permite a inclusao de diversas estruturas temporais
e espaciais, tais como tendéncia e sazonalidade na evolucdo dos fatores e elementos deter-
ministicos e estocdsticos nas cargas espacialmente estruturadas. Desta forma, o modelo pro-
posto permite a incorporacao de estruturas mais flexiveis e generaliza modelos j& propostos
na literatura. Inferéncia para esta classe de modelos ¢ feita utilizando o paradigma Bayesiano
considerando dois casos: (i) o nimero de fatores fixo e (i) o nimero de fatores como um
parametro do modelo. No segundo caso, inferéncia completamente Bayesiana é desenvolvida
via o algoritmo RIMCMC (do inglés Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo). Final-
mente, exemplos com dados simulados sao apresentados para mostrar a aplicabilidade do

modelo e dos algoritmos propostos.

2.1 Introducao

A analise fatorial e a estatistica espacial vém recebendo especial atencido da comunidade
cientifica nos ultimos anos. Isto deve-se, em grande parte, ao aparecimento de esquemas com-
putacionalmente eficientes que permitem a modelagem de estruturas mais complexas nestas
areas da estatistica. No contexto Bayesiano, os métodos de simulagago MCMC (Gamerman
& Lopes, 2006; Robert & Casella, 2004) tornaram acessivel o tratamento completamente
Bayesiano de modelos fatoriais e espaciais, como feito em Lopes & West (2004) e Banerjee,

Carlin & Gelfand (2004), respectivamente.

A utilizacao destas duas ferramentas na modelagem de dados espaciais multivariados, ja
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foi explorada em abordagens anteriores, tanto para dados Gaussianos como nao Gaussianos,
em que mais de uma varidvel de interesse é medida em cada local ou regiao. Por exemplo,
Wang & Wall (2001) introduziram um modelo fatorial espacial comum, o qual estende a
andlise fatorial tradicional permitindo estruturas espaciais nos fatores latentes. Em Wang &
Wall (2003) foi ajustado um modelo fatorial espacial as taxas de mortalidade de trés tipos
de cancer, medidas em varias cidades de Minnesota, utilizando um modelo fatorial espacial
comum generalizado. Christensen & Amemiya (2002, 2003) propuseram um método denomi-
nado shift-factor analysis para modelar dados espaciais multivariados, com variagao temporal
modelada através de componentes auto-regressivas. Por outro lado, Hogan & Tchernis (2004)
ajustaram um modelo fatorial espacial considerando um tnico fator que admite diversas for-
mas de dependéncia espacial. Em todas estas aplicacGes a analise fatorial é utilizada de forma
usual e para dados espaciais multivariados, ou seja, os fatores comuns sdo responséveis por

reduzir potencialmente a dimensao total do vetor resposta em cada local.

Nesta tese, a andlise fatorial é utilizada em outro contexto. Suponha que uma unica

variavel de interesse é medida em N locais si,...,sy em véarios instantes de tempo t =
1,...,T. Assim, a varidvel resposta y; (i = 1,...,N) medida no local i e no tempo ¢ é
univariada com y; = (y14,...,ynt) representando as observagoes medidas em todos os locais.

Assim, a andlise fatorial é utilizada para reduzir a dimensao de 3 a um conjunto menor
de m fatores latentes f; = (fit,. .., fmt)’, com o propdésito de identificar clusters/grupos de
locais/regides. Na Figura 2.1 esta idéia é representada de forma grafica. O comportamento
temporal é descrito através dos m fatores latentes dinamicos f; onde m < N. Um aspecto
importante da modelagem proposta é que, informacao a priori espacialmente estruturada com
respeito aos grupos ou clusters, pode ser introduzida através das colunas da matriz de cargas
dos fatores (3; (cargas espacialmente estruturadas). Pode ser mostrado que esta nova
classe pertence a classe de modelos espago-temporais nao separaveis e nao estacionarios. Nao
separaveis porque em geral a estrutura de covariancia nao pode ser expressada em termos da

soma ou produto de uma funcao de covariancia puramente espacial e puramente temporal.

O modelo proposto se diferencia das abordagens anteriores nos seguintes dois aspectos: (i)
dado um instante de tempo, as observagoes univariadas de todos os locais (y;,i =1,...,N)
sao agrupados no vetor 1, representando o vetor de dados ou atributos da andlise fatorial
usual e (i7) dependéncia espacial é introduzida através das colunas da matriz de cargas

dos fatores. Com esta especificacao, os fatores dindmicos podem ser interpretados como
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(m>d)

i
S

Figura 2.1: Exemplo da reducao da dimensao do vetor de observacoes 3 a um nidmero
menor de fatores latentes.

medidas que descrevem similaridades entre as N séries temporais, tais como ciclos sazonais
ou tendéncias (estacionérias ou nao estacionarias). A influéncia de cada fator em descrever a
observacao medida em cada local é quantificada através das componentes da matriz de cargas
do fator, as quais sao modeladas através de processos Gaussianos (PG) ou campos aleatérios
Gaussianos (CAG). Por outro lado, a capacidade do modelo de interpretar naturalmente a
dindmica dos fatores comuns e o comportamento das cargas é um aspecto muito importante a
ser ressaltado. A interpretabilidade de ambas componentes tem papel fundamental na andlise

de dados espaco-temporais e em geral na andalise de dados com estruturas complexas.

Outra caracteristica relevante do modelo proposto € a capacidade de representar, de forma,
geral, diversos modelos existentes na literatura, os quais estao restritos a incluir, na maioria
dos casos, ou fatores comuns ou matrizes de cargas nao estocdsticas. Mais especificamente,
quando os fatores comuns sao nao estocasticos (por exemplo, modelos de regressao multivari-
ada ou nucleos ponderados) e as cargas estocdsticas tém prioris estruturadas hierarquicas, as

seguintes duas classes caem na classe proposta nesta tese:

(i) modelos com estrutura espacial nos coeficientes de regressao, como proposto em Gamer-

man, Moreira & Rue (2003) e Nobre, Schmidt & Lopes (2005),

(#i) modelos dinamicos para dados espago-temporais, como proposto em Stroud, Miiller &

Sansé (2001).

Adicionalmente, quando a matriz de cargas dos fatores é fixa, completamente deter-

ministica ou uma funcao que depende de um nimero pequeno de parametros, o modelo
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proposto pode incorporar as seguintes estruturas:

(i) B fixo utilizando fungdes ortogonais empiricas, como proposto em Mardia, Goodall,

Redfern & Alonso (1998) (modelo chamado de Kriged Kalman filter),
(7i) [ construido a partir de bases ortonormais conhecidas, como em Wikle & Cressie (1999),

(1i1) [ baseado em nicleos (kernels) suavizados como em Sansé, Schmidt & Nobre (2008) e

Calder (2007).

Nesta tese, ambas formas, a deterministica e a estocastica, sdo consideradas na especi-
ficacdo das cargas dos fatores, podendo incorporar facilmente informacao como covariaveis
através de fungoes de regressao. Por outro lado, nota-se que o ntimero de fatores comuns
tem um papel fundamental na redugdo da dimensionalidade, ou seja, as N séries tempo-
rais sao parcimoniosamente representadas por um pequeno conjunto de m séries temporais
e, portanto, um numero “adequado” de fatores tem que ser considerado de acordo com o
numero de locais. Nesta tese, o nimero de fatores é tratado como um parametro adicional
do modelo onde um algoritmo MCMC com saltos reversiveis é derivado. A proposta para
estimar o numero de fatores representa uma das principais contribuigoes da tese no contexto
da modelagem espago-temporal e da andlise fatorial dinamica.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 2.2 é apresentado o modelo
proposto. Na Secao 2.3, propostas para fazer interpolacao espacial e previsao sdo apresen-
tadas. Na Secao 2.4, um algoritmo MCMC é proposto para fazer inferéncia a posteriori de
todos os parametros do modelo, incluindo o nimero de fatores. Na Secao 2.5, um estudo
simulado é apresentado para testar os algoritmos de estimagao propostos. Finalmente, na

Secao 2.6, as consideracOes finais sdo apresentadas.

2.2 Modelo proposto

Seja N o numero de locais numa determinada drea S e v = (yit,...,ynt) 0 vetor de ob-
servacoes de dimensdao N medido nos locais si,...,sy (s; € S;i = 1,...,N) no tempo ¢

t=1,...,7. O modelo fatorial espacial dinAmico (MFED) proposto é
yr = i +0f+e, e~ N(0,X) (2.1a)
ft Fft—l + Wi, Wt ~ N(O, A) (21b)

Byy ~ PG 7ipe, (), G=1,...,m (2.1¢)
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onde " representa o nfvel médio do processo, f; é um vetor de dimensdo m x 1 chamado
de fator comum, m < N representa o numero de fatores comuns tal que m é muito menor
que N e 3= (ﬁ(l), . ,5(m)) é a matriz de cargas dos fatores de dimensao N x m. A matriz
I' caracteriza a evolugdo dindmica dos fatores comuns, enquanto que Y e A representam a
variancia de observacao e de evolucao, respectivamente. Por simplicidade é assumido que
¥ = diag(o?,...,0%) e A = diag(\1,..., Am). A evolugio dinamica dos fatores é caracte-
rizada por I' = diag(v1,...,7vm), a qual pode ser facilmente estendida considerando valores
fora da diagonal, como, por exemplo, na modelagem de fatores sazonais. Além disso, fatores

estaciondrios (]v;| < 1) ou nao estaciondrios (|y;| = 1) podem ser considerados.

Dependéncia temporal
Analogamente a analise fatorial, é assumido que os m fatores sdo condicionalmente indepen-

dentes e capturam toda a estrutura de covariancia temporal de ;.

Dependéncia espacial

A dependéncia espacial é modelada através das colunas da matriz de cargas dos fatores [3.
Mais especificamente, cada coluna de 8 denotada por By = (B;)(s1),---,8;)(sn))’, para
j=1,...,m, é modelada através de um processo Gaussiano condicionalmente independente.
O processo Gaussiano ¢ especificado pelas funcoes m(s;) e C(sy,s) (I, k € {1,...,N}) que
correspondem, respectivamente, a média na localizacao s; e a covariancia do processo en-
tre as localizagdes s; e s;, (ver Billingsley, 1986, para mais detalhes) e, portanto, B;)(-) ~
PG(m(-),C(-,-)). Se M?* = (m(s1),...,m(sn)) é o vetor de médias de dimensao N x 1 e

C(s,s) = Tfp¢j(|sl — skl|) € o elemento (I, k) da matriz Ry, entdo
By ~ PG 73 ps, () = N(u* 77 Ry,

onde Ry, representa a matriz de correlagao espacial e pg () define algum tipo de fungao de

correlagao espacial.

Os parametros ¢;’s sao tipicamente escalares ou vetores de dimensao 2. Por exemplo,
¢ é univariado quando a funcao de correlacao é exponencial pg(d) = exp{—d/¢} ou esférica
pe(d) = (1 — 1.5(d/¢) + 0.5(d/9)*)114/9<1}- Por outro lado, ¢ é bivariado (¢ = (¢1,¢2))
quando a fungdo de correlagao é exponencial ps(d) = exp{—(d/¢1)??} ou Matérn py(d) =
217927 (¢9) ~1(d/ 1) ?2 K, (d/p1), onde Ky,(+) é a funcdo de Bessel modificada de segundo
tipo de ordem ¢o. Em cada uma destas fungoes, d representa a distancia euclidiana entre
as localizacoes (|s; — si|), o parametro de escala ¢; > 0 controla a taxa de decaimento da

correlagao quando a distancia entre locais se incrementa, enquanto que o parametro de forma
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10 00

(a) Cargas do fator 3 = (8(1), B2), B(3))

f10 =(0.27,0.11,—-0.13)’ f11 =(0.30,0.10,0.18)’ f12 = (0.26, —0.06, —0.05)’
Y10 Y11 Y12

10 00 10 00

(b) yr = E?:l B [t + €t

Figura 2.2: Dados simulados: y; segue um modelo fatorial espacial dinamico com 3 fatores.
(a) Processos Gaussianos para as 3 colunas da matriz de cargas dos fatores. (b) Processo de
Yy para t = 10,11,12.

(ou suavidade) ¢9 controla o grau de diferenciabilidade do processo latente (ver Cressie, 1993;
Stein, 1999, para mais detalhes). Por outro lado, formulagoes nao paramétricas poderiam ser
incluidas no modelo, como por exemplo as introduzidas em Gelfand, Kottas & MacEachern
(2005).

A Figura 2.2 ilustra a dindmica do modelo através de dados simulados a partir de um
MFED com trés fatores. Estes dados foram gerados considerando como area de analise um
quadrado [0, 1] x [0, 1]. Nesta figura pode-se perceber o comportamento das superficies de y;
ao longo de trés instantes de tempo t = 10,11, 12. Nota-se que a primeira coluna da matriz
de cargas do fator, (1), sugere que o primeiro fator é mais importante no nordeste que no
sudoeste da regido. Por outro lado, dada a superficie de () e f(3), tem-se que o segundo e o
terceiro fatores sao mais importantes nas regides sudoeste e noroeste, respectivamente. Nesta
figura pode-se perceber claramente a interacdo das cargas e dos fatores ao longo do tempo,
por exemplo nota-se que as superficies de y12 e (1) sdo bastante parecidas, isto devido a
influéncia positiva do primeiro fator e a pouca ou quase nula influéncia do segundo e terceiro

fatores.
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Comparagao com outros modelos

Modelos alternativos podem ser vistos como casos particulares do MFED. Entre eles podem

ser mencionados os seguintes:

e Mardia, Goodall, Redfern & Alonso (1998) introduziram o método denominado kriged
Kalman filter. Com esta abordagem as colunas de § sao fixadas no inicio da anélise

baseadas em funcoes ortogonais empiricas.

o Wikle & Cressie (1999) considera a redugao da dimensao do vetor de estados através
de projecoes de polinomios ortogonais empiricos. Neste caso, as colunas de 3 sao

deterministicas, baseadas em bases ortonormais conhecidas.

e Calder (2007) prop6s um modelo de convolugao fatorial dinamico Bayesiano na qual os

B(;)’s sao nucleos suavizados conhecidos.

e Sansd, Schmidt & Nobre (2008) consideraram uma classe de modelos baseado em pro-
cessos de convolucao independentes com ntcleos discretos, na qual § representa a raiz

quadrada da matriz de correlacao.

2.2.1 Efeito de covariaveis no nivel médio e nas cargas

Muitas especificagoes para o nivel médio do processo espaco temporal e do processo Gaussiano
podem ser incorporadas. As mais comuns sao baseadas em covaridveis variando no tempo e
covaridveis que dependem da localizacao (por exemplo a latitude e longitude do local). Para

o nivel médio do processo, uf”, (equagao 2.1a) algumas alternativas sdo:
(i) nivel médio constante: uf™ = ¥, Vt (em geral ¥ = 0);

(i) modelo de regressao: uf” = X/p¥, onde X} = (1n, X7, ..., Xy;) contém g covaridveis

variando no tempo;
(iii) modelo com coeficientes dindmicos: pf” = X/ u?, onde uf ~ N(u?_ 1, W).

Analogamente, covaridveis podem ser incluidas na média das cargas do fator u]g . Dado o

comportamento estatico de [, covaridveis variando no espago podem ser consideradas unica-
N o 9F iderad : ificacoes: (i) u® = o0: (i) 1’ = uf1

mente. Nesta tese, sdo consideradas as seguintes especificagoes: (%) p; =0; (ii) wy =yl

e (iii) ,u]ﬁ-* = Xjﬁuf, onde Xjﬂ ¢ a matriz de covaridveis de dimensao N x p;. No 1ltimo caso,
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mais flexibilidade é incorporada na modelagem de § ao permitir diferentes covaridveis para
cada processo Gaussiano. Adicionalmente, especificagoes deterministicas podem ser incorpo-
radas como covaridveis tais como nucleos suavizados (Calder, 2007; Sansé et al., 2008) ou

bases ortogonais (Stroud et al., 2001; Wikle & Cressie, 1999).

2.2.2 Inclusao de fatores sazonais

Padroes ciclicos ou periddicos estao presentes em muitas aplicagoes e podem ser naturalmente
incluidos no MFED. Por exemplo, combinagoes lineares de fungdes trigonométricas (formas
de Fourier) podem ser usadas para modelar sazonalidade (como em West & Harrison, 1997,
Capitulo 8). Padrdes sazonais podem ser incorporados de duas maneiras (i) através dos
fatores dinamicos ou (i) através do nivel médio do processo. Na primeira abordagem, os
fatores sazonais comuns sao ponderados pelas colunas da matriz de cargas associadas ao
fator sazonal, sugerindo diferentes padroes sazonais em cada local. Na segunda abordagem,
o mesmo padrao sazonal é assumido para todos os locais. Por exemplo, um fator sazonal de

periodo p (p = 12 para dados mensais com ciclos anuais) pode ser incorporado considerando

B = (81),0,...,81,0) e I' = diag(1, . .., y») onde

. cos(27l/p)  sin(27l/p) . l=1...,h=p/2,

—sin(27l/p) cos(27l/p)
tal que h = p/2 é o ntimero de harmonicos necessarios para capturar o comportamento sazonal
da série temporal (ver West & Harrison, 1997, Capitulo 8 para mais detalhes). Neste caso a
matriz de covariancia A nao é mais diagonal dado que agora os fatores sao correlacionados,
ou seja, A = diag(A1,...,Ap), em que cada A; (I = 1,...,h) é uma matriz de covariancia de
dimensao 2 x 2. Na pratica, poucos harmoénicos sao necessarios para descrever adequadamente

o padrao sazonal e, portanto, a dimensao da componente sazonal é pequena.

2.2.3 Funcao de verossimilhanca

Sem perda de generalidade, e para facilitar a notagao ¢ assumido que pf” =0 e ,uf =X f ,u]@ .
Portanto, dado f;, parat =1,...,T, o modelo (2.1a) pode ser reescrito seguindo uma notagao
matricial como y = Ff' + ¢, onde y = (y1,...,yr) e F = (f1,..., fr)’ sdo matrizes de
dimensao T x N e T x m, respectivamente. A matriz de erro, €, tem dimensao T'x N e segue

uma distribui¢do normal matriz-variada denotada por € ~ N(0, I, ¥) (Dawid, 1981; Brown,
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Vannucci & Fearn, 1998), assim, a fungao de verossimilhanga de (O, F, 3,m) é dada por
1
IO, F.5.m) = (2) VIS et { -y - FOY - FR)| L (22)

onde © = (0, \, 7, i1, 7, ¢) (O vetor de hiperparametros), o = (07,...,0%), A = (A1,..., Am),
Y = (’Yl,- . 'a’Ym)/, no= (H?a 7”%)7 T = (7—12’" . 57—72)7,)/7 ¢ = (¢17'--’¢m), € etT(X) =
exp(tra¢o(X)) para alguma matriz quadrada X. Nota-se que a dependéncia do nimero de
parametros m € feita de maneira explicita e posteriormente considerada como outro parametro

do modelo na Secao 2.4.3.

2.2.4 Nao separabilidade

As funcoes de covariancia separaveis de processos espago-temporais podem ser escritas como
o produto ou soma de uma funcao de covariancia puramente espacial e uma funcao de co-
variancia puramente temporal. Mais especificamente, seja Z(s,t) um processo aleatério in-

dexado no espaco e no tempo. O processo é separavel se

Covs(u|f)Cove(h|6) ou

Cov(Z(s1,11), Z(s2,12)) = Cov(ulf) + Covy(h|6)

onde # € © CRP, u = ||sg — s1]| e h = |[ta — t1].

No MFED, quando m = 1 e u/* = 0, a covariancia entre locais 4, j nos instantes de tempo

t,t + h é dada por

Cov(yit, Yje+n) = E((Bafie) Birfisn)) = Eg(Bir B Er(fiefie+n))
= (MM =+ ""Es(Bufir)
= (=) (0l 0) + ).

Neste caso, as fungoes de covaridncia espacial e temporal sdo separaveis e identificaveis.

Em Cressie & Huang (1999) é enfatizado que estruturas separdveis sao usualmente esco-
lhidas mais por conveniéncia que pela sua capacidade de ajustar fenémenos sob estudo. De
fato, estruturas de covariancia separaveis sao muito limitadas pela incapacidade de mode-
lar interacoes espago-tempo. Para contornar este problema, alguns tipos de estruturas nao
separaveis j& foram propostas na literatura. Cressie & Huang (1999), por exemplo, introduzi-

ram uma classe de fungoes de covariancia estacionarias nao separdveis que permitem iteragoes
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espago-tempo baseadas em inversoes da transformada de Fourier. J4 Gneiting (2002) esten-
deu a classe anterior através de construgoes de fungoes avaliadas diretamente no espago e no

tempo.

No MFED, quando m = 2 e u/* = 0, a covariancia entre locais 4, j nos instantes de tempo

t,t + h é dada por

Cov(yit, yje+n) = E((Birfre + Biafa) (Bjrfrean + Bj2f2,4+n))
= E(BuBj1fief1,e+n) + E(Bi2Bi2 for fo,e4n)
= a1 = D) (o, dn) + i)
+00B)(L = 3) 7 (0w, 02) + piaiiy)

Em geral, para m > 1, o resultado anterior pode ser generalizado e, portanto, pode ser

ser mostrado que
m
Cov(yir, yjern) = »_ ki) (1 —7) " (7 p(u, é) + Mlk/i]k)
k=1

indicando claramente uma estrutura nao separavel. Portanto, uma importante propriedade
do MFED é que o modelo permite formas nao separaveis na funcao de covariancia quando o

numero de fatores comuns é maior que 1.

2.3 Interpolacao e previsao

2.3.1 Interpolacao

Neste ponto, o interesse estd em interpolar a resposta para N, localizagoes onde a varidvel
resposta y nao tenha sido observada. Mais especificamente, seja y° o vetor de observacoes
medido nos locais S = {s1,...,sn} € y" o vetor (latente) de medidas (ndo observadas) nos
locais S;, = {SN+1,---,SN+N, }- Analogamente, sejam ﬂ&) e [36) a j-ésima coluna da matriz
de cargas do fator correspondentes aos valores observados e nao observados respectivamente.

Interpolacao, neste contexto, consiste em encontrar a distribuicao a posteriori de ("

(krigagem Bayesiana),
P81 = [ (515, ©)p(6", Bly*)d"de,

onde p(3"|3°,0) =[]} 1p( B5)1B%)» M?,TJZ,(ZSJ')GGZ(O' ANy, T, @), Paraj=1,...,m, as

distribuicoes p( |ﬂ ,uj, ; ,qﬁj) podem ser facilmente obtidas utilizando as propriedades
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da normal multivariada. Logo, dado O,

0 8° o o,n
B ) ~ N[N )2 B R
n B8 7’ n,0 n
B6) X; Ry B,
onde jo ¢é a matriz de correlacao, de dimensao N, X N,,, entre os locais onde as observagoes
nao foram medidas, R;Jn é uma matriz de dimensao N x N™ onde cada elemento representa
a correlacao entre o local medido ¢ e o local nao medido j, para¢i =1,...,Ne j = N +

., N + N,,. Portanto,
n o gn B 7,0 po —1/ 0o B° B\. 2(pn n,0 po —1 po,n
BiylBG, © ~ N (Xj i+ Ry PR (00 — X5 wg)i Ty (R, — Ry Rg, Ry, ))
e a aproximagao Monte Carlo de p("|y°) é dada por
1 L
pA"y) ~ Zp(ﬁ”lﬂ"(”,@‘”)
onde {(g°M,0M), ... (8°E), ©@))} é uma amostra de p(5°, O|y) (ver Secio 2.4 para mais
detalhes). Se 3™ é amostrado de p(ﬂ”\ﬂo(”, 0W), paral=1,..., M, entao {0, ... gL}

¢ uma amostra de p(f"|y°). Assim, o valor esperado das medidas nao observadas y™ pode

ser aproximado por

L
. 1
E(y"y) ~ 7 > 6" 0

=1
2.3.2 Previsao

Fazer previsao nesta classe de modelos é teoricamente direto. Freqiientemente surge o inte-

resse em aprender sobre densidade preditiva, h passos a frente p(yri|y), ou seja

p(yr+nly) = /p<yT+h’fT+hw37 O)p(frinlfr, 3,0)p(fr, 3,0ly) dfrn dfr dB dO,
onde (yrinl|frin, 3,0) ~ N(Bfrin, X), (fT+h|fT7/37 ) N(pn, Vi), pn = T fr e Vi =
ZZZI IF=IA(T*=1)| para h > 0. Portanto, se {( ), m,fT ), ...,(ﬂ(L),@(L),f}L))} é
uma amostra de p(fr,3,0|y) (ver Segdo 2.4 para mais detalhes), é facil amostrar f%)_h de

p(frenl £, 89, ©0), para todo j = 1,..., L, tal que

~

pyr+nly) = Z (rnlf),, 89, 00))

é a aproximagao via Monte Carlo de p(yrip|y). Analogamente, se y%)rh é amostrado de
p(yT+h|f;(leh,ﬁ(j), 0W), para j = 1,..., L, entdo {ygplj_h, e yg,,L_gh} representa uma amostra

de p(yr4+nly).
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2.4 Procedimento de inferéncia

Nesta secao um procedimento de inferéncia baseado no paradigma Bayesiano é proposto.
Inicialmente distribuicoes a priori para todos os hiperparametros sao apresentadas. Em
seguida, dado o numero de fatores, o algoritmo MCMC ¢é utilizado para obter amostras
a posteriori de todos os parametros do modelo. Por dltimo, o nimero de fatores é tratado
como um parametro desconhecido e uma andlise completamente Bayesiana é desenvolvida

através de um algoritmo MCMC com saltos reversiveis.

2.4.1 Distribuicoes a priori

Por simplicidade, distribuicoes a priori conjugadas sao utilizadas para todos os parametros que
definem a dinamica dos fatores, enquanto que dois diferentes tipos de priori sdo consideradas
para os parametros que definem os processos espaciais. A distribuigéo a priori para os fatores
comuns sao especificadas na equagao (2.1b) e completada pela informagao inicial fy tal que
fo ~ N(mg, Cp) onde mg e Cy sao hiperparametros conhecidos. As distribuigoes a priori para
os hiperparametros o e \ sdo as seguintes: i) 07 ~ GI(ny/2,n,8,/2), i = 1,...,N; e ii)
Aj ~ GI(ny/2,nx80/2), j =1,...,m, onde ny, s5,n) € s\ sao hiperparametros conhecidos.

Para v, véarias especificagdes a priori podem ser consideradas. Por exemplo, i) v; ~
Ntr_1,1)(m~, Sy), em que Ntr. 4(a,b) refere-se a uma distribuicio normal N(a,b) truncada
nos valores do intervalo [¢,d]; e ii) v; ~ aNtr_; 1)(my,Sy) + (1 — a)d1(v;), onde m,, S, e
a € (0,1] sao hiperparametros conhecidos, d1(y;) = 1 se y; =1 e d1(y;) = 0se v; # 1. No
primeiro caso, é assumido que todos os fatores dindmicos sao estacionarios. No segundo caso,
possiveis fatores nao estaciondrios podem ser incorporados no modelo. Nota-se que quando
a = 1, o caso i) é contemplado. Ver Pena & Poncela (2004, 2006) para mais detalhes de
modelos fatoriais dindmicos nao estacionarios.

Dois tipos de priori sao especificadas para os parametros /Lf , @5 e Tj2, j=1....m:
i) prioris préprias mas vagas i) prioris de referéncia. No primeiro caso é assumido que,
,uf ~ N(my,S,), ¢; ~ GI(2,b) e Tj2 ~ GI(n:/2,n:5:/2), j = 1,...,m, onde my, Sy, n, e
sr sdo hiperparametros conhecidos, b = po/(—21In(0.05)) e pg = max; j=1_. N |s; — s;j| (ver

Banerjee, Carlin & Gelfand (2004) e Schmidt & Gelfand (2003), para mais detalhes). Ou

seja, T(1], 72, 6;) = mn (1) )mau (72, ;) com

—\nr 7.n7—5.,—‘r-2— — 1
ma1(77, 0;) = 71 (7)) mar (o) OCTj( 205 175 g et (2.3)
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onde N e GI denotam as densidades normal e gama inversa respectivamente. No segundo

caso, uma analise de referéncia proposta por Berger, Oliveira & Sansé (2001) é considerada.

Mais especificamente, WR(/LJ, ~,¢]) = WR(MJ \T (bj)ﬂR( ,$5), com WR(MJ \T pj)=1e

) 1/2
P CLLCN SESCY

72 2
(7.0 = ma(r)nter) x5 w3 -
-1 ' -1 — " h—1
com Wy, = ((8/8¢j)R¢j)R¢j (In — Xjﬁ(Xjﬁ Ry Xf) lX]@ Ry ). Vale a pena ressaltar que
ﬂ'G[(TjQ) e 7rR(Tj2) sao similares quando n, tende para 0. Berger et al. (2001) propoem e
recomendam o uso de prioris de referéncia para os parametros da funcdo de correlacao. A
justificativa é que a priori de referéncia garante distribuigoes a posteriori préprias comparadas

com outras prioris nao informativas. Neste ponto, vale a pena enfatizar que esta especificacao

define uma priori de referéncia condicionada a matriz de cargas dos fatores.

2.4.2 Inferéncia a posteriori

Condicional ao nimero de fatores m, a distribuigao a posteriori conjunta de (F, 3,0) é dada

por

T T
p(F757@’y) X Hp(yt‘ftwga ) fo‘m(bco Hp ft’ft—h)\vf}l)
t=1

t=1
m N

< [IpBulil. 72 e0)p(i)p) (s p(rE, ¢5) T p(e?) (2.5)
Jj=1 i=1

a qual é analiticamente intratavel e, portanto, inferéncia a posteriori exata é feita utilizando
o esquema MCMC. Neste caso, os fatores comuns sao amostrados conjuntamente utilizando
o algoritmo FFBS (do inglés forward filtering backward sampling) de Carter & Kohn (1994) e
Frithwirth-Schnatter (1994). Para o resto de parametros, © e 3, todas as distribui¢oes condi-
cionais completas s@o: distribui¢oes normais (univariadas ou multivariadas) ou distribuigoes
Gama inversa, exceto para o pardmetro ¢ que caracteriza a correlagao espacial. Neste tltimo
caso a amostragem do parametro ¢ é feita com passos de Metropolis-Hastings. Todas as

condicionais completas e densidades propostas estao detalhadas no Apéndice A.1.

2.4.3 Inferéncia para o nimero de fatores

Inferéncia para o ntimero de fatores latentes é obtida através do calculo da probabilidade a
posteriori do modelo (PPM), conhecido por ter um papel importante na selegdo Bayesiana

de modelos.
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Lopes & West (2004) introduziram um esquema completamente Bayesiano ao tratar o
numero de fatores como parametro em modelos fatoriais dindmicos normais. Isto é feito
através de um esquema MCMC com saltos reversiveis, denotado por RIMCMC. O algoritmo
proposto por eles é construido a partir de um conjunto preliminar de resultados do algoritmo
MCMC rodado para um conjunto de valores de m pré-especificado. As cadeias resultantes
produzem um conjunto de amostras a posteriori para V., = (Fi,, Bm, Om) que aproxima a
distribuigao a posteriori de p(¥,,|m,y). Os primeiros momentos destas amostras sao utiliza-
dos para construir distribuicdes propostas que sao usadas para gerar valores candidatos a

cada passo do algoritmo RJMCMC.

Nesta secao é adaptada e generalizada esta abordagem para o MFED proposto. Para o

MFED a distribuicao proposta conjunta é

(V) = HfN(f(J‘ﬁMf(j)’avﬂﬂ)fN(ﬁ(j)?Mﬂ(j)’bvﬁ(j))fN(7j;M%'?cv%')
j=1
X HfG[()‘jvdu dM/\J)fN(/'Lj7Mujaevuj)fG'I(¢]7f? fMd)J) (26)

j=1
m
j=1

onde a, b, ¢, d, e, f, g e h sao chamadas de constantes sintonizadoras e M, e V, sdo as médias
e variancias amostrais baseadas nos resultados preliminares do algoritmo MCMC. A escolha
da constante sintonizadora depende da forma da distribuicdo a posteriori. Por exemplo,
sao recomendados valores menores que 1 para a, b, ¢ e e utilizados nas distribuicoes propostas
normais, e valores maiores que 1,5 para d, f, g e h utilizados nas distribuigoes propostas Gama

inversa.

Considerando p(y,m, V,,) = p(y|m, ¥, )p(Vy,|m)Pr(m) e dando valores iniciais para m
e VU,,, o algoritmo RJMCMC se comporta de forma similar ao algoritmo de Metropolis-
Hastings, ou seja, um valor candidato m’ é amostrado da distribuicao proposta g(m,m’) e

entdao, dado m’, ¥, é amostrado de g, (V,,/). O par (m/, ¥,,/) é aceito com probabilidade

(2.7)

I\Ilm’ m \I/m /7
a:min{l’p(y,m, ) am(Wm)q(m',m) }

p(ya m, \Ijm) Qm/(qjm’)Q(mv m/)
A distribuicao proposta g(m,m’) pode tomar intimeras formas, a mais simples é consi-
derar que ¢(m,m’) tem distribuigdo uniforme discreta com probabilidade 1/M, em que M

¢ o numero maximo de fatores. Mais especificamente e com fins ilustrativos, o algoritmo é
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resumido nos seguintes passos:

Algoritmo 2.1. (Algoritmo RIMCMC para o MFED)

1. Escolher valores iniciais para m e V,,. Uma escolha natural para V., sao as médias a

posteriori obtidas das andlises preliminares utilizando o algoritmo MCMC' (ver Subse¢ao

2.4.2).
2. Entre modelos:

2.a Gerar um valor candidato m' a partir da distribuicdo proposta q(m,m').
2.b Dado m/, amostrar U, da distribuicao proposta g (V).

2.¢ O wvalor proposto m’ € aceito com probabilidade

p(y)m,awm/) qm(‘ljm)q(mlvm) }
p(yvma ‘l}m) Qm’(q]m’)Q(m7m,) ‘

a = mz’n{l,

3. Se o modelo com m' fatores for aceito, atualizar o vetor paramétrico W, com os valores
candidatos V,,:. Caso contrdrio manter o modelo com m fatores e os valores correntes

de U,,.
4. Repetir os passos 2 e 3 um numero grande de vezes.

Para este algoritmo é assumido que Pr(m) = 1/M, em que M é o nimero méaximo
de fatores comuns a ser considerado. Vale a pena enfatizar que a escolha das distribuigoes
propostas, ¢n(®,,), ndo garante sempre aproximagoes acuradas da posteriori condicional
p(®pn|m, y). Por outro lado, o algoritmo RJMCMC proposto pode ser considerado um caso
particular do método Metropolized Carlin € Chib (Godsill, 2001 e Dellaportas, Forster &
Ntzoufras, 2002) onde as distribuigdes propostas, que geram tanto uma nova dimensao do
modelo como novos parametros, dependem do estado atual da cadeia somente através de
m. A denominagao mais correta do algoritmo proposto é métodos RIMCMC independentes,
andloga & terminologia padrao para métodos de Metropolis-Hastings independentes (como

indicado em Gamerman & Lopes, 2006, Capitulo 7).

2.5 Estudo simulado

Dois exemplos com dados simulados sao apresentados nesta secao. O primeiro considerando

que a fungao de correlagao do processo Gaussiano é a exponencial e o segundo com funcao de
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correlagao Matérn. No primeiro caso, estruturas mais simples do processo Gaussiano foram
consideradas, ou seja, sem covaridveis e considerando a média do processo fixa no valor zero.
Além disso, dois tipos de prioris (vagas e de referéncia) foram utilizadas para fazer inferéncia a
posteriori dos parametros do processo Gaussiano. No segundo exemplo, covaridveis estdticas
sao incorporadas na média do processo Gaussiano. Em ambos estudos o algoritmo RJIMCMC
é utilizado para estimar o nimero de fatores. Adicionalmente, outros critérios de selegao de

modelos sao utilizados.

2.5.1 Exemplo 1: Correlagcao exponencial

Foram simulados dados considerando N = 50 localizagoes geradas num quadrado [0, 1] x [0, 1]
com m = 4 fatores para T' = 100 instantes de tempo. Para cada instante de tempo foram ge-
radas observagoes y; = (y1t, - - - , ynt) seguindo um MFED. A fungao de correlagao do processo
Gaussiano ;) é a exponencial da forma p(d; ¢;) = exp(—d/¢;). Os parametros considerados
foram: A = diag(0,15,0,1,0,2,0,07), I' = diag(0,6,0,5,0,2,0,3), = = (1,0,6,0,8,0,5) e
¢ = (0,2,0,5,0,3,0,1). Valores para o?,i = 1,...,50, foram simulados da distribuicao
uniforme no intervalo [0,01;0,05]. A Figura 2.3 mostra a evolucao dos dados ao longo do
tempo em 6 locais. A Figura 2.5 os fatores comuns (linha verde cheia) e a Figura 2.4 as cargas

dos fatores interpoladas em todo o quadrado unitario. Nota-se nestas figuras a influéncia dos

fatores no comportamento das observagoes geradas.
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Figura 2.3: Ezxemplo 1: Dados gerados do MFED. Cada gréfico representa a série temporal
nos locais sq, ..., Sg.
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As distribuigoes a priori utilizadas foram: o, A e 7 tém distribui¢ao gama inversa centradas
no valor absoluto da média de y e desvio padrao igual a um, v tem distribuicao normal
truncada com média igual ao valor verdadeiro e desvio padrao igual a um, e ¢; ~ GI(2,b),
j=1,...,4 com b = max(dist)/(—2log0.05). Adicionalmente foram consideradas as pri-
oris de referéncia para estimar os parametros do processo Gaussiano. Neste caso nenhum
hiperparametro a priori tem que ser definido. O algoritmo MCMC proposto na Secao 2.4
foi utilizado para gerar amostras a posteriori de todos os parametros do modelo, incluindo o
nimero de fatores, estimado via o algoritmo RJMCMC. Para cada parametro foram geradas
duas cadeias paralelas (iniciando de valores diferentes) de tamanho 50.000, descartando-se as
primeiras 10.000 iteracoes, consideradas periodo de aquecimento, guardando-se uma a cada
10 iteragoes. Portanto, o tamanho final das amostras é 4.000. Para verificar a convergéncia
das cadeias foi utilizada estatistica R (ver Gelman & Rubin, 1992, para mais detalhes),
em que valores préximos de 1 indicam convergéncia das cadeias. Os dados simulados foram
ajustados considerando modelos com 3, 4, 5 e 6 fatores. Os resultados para estes 4 modelos sao
comparados utilizando critérios de informacao como o AIC (Akaike, 1974) e o BIC (Schwarz,
1978), assim como medidas de erro como, por exemplo, o erro quadratico médio (EQM). O
algoritmo RJMCMC fornece uma estimativa da probabilidade a posteriori do modelo (PPM),

util na selecao do nuimero 6timo de fatores.

Tabela 2.1: Ezemplo 1: Critérios de comparacao de modelos. Akaike Information Criterion
(AIC), Bayesian Information Criterion (BIC), Erro Quadrético Médio (EQM) e Probabilidade
a Posteriori do Modelo (PPM). Os melhores modelos para cada critério aparecem en itdlico.

Prioris vagas proprias

Numero de fatores

Critério m=3 m=4 m=2>5 m==6
AlIC 7503,10 6296,00 6596,50 7510,90
BIC 10839,80 10656,50 11940,60 13858,70
EQM 305,40 144,47 144,49 154,36
PPM 0,000 0,840 0,158 0,002
Prioris de Referéncia
AIC 8957,30 6263,20 6829,40 6891,91
BIC 12294,10 10603,70 12173,50 13239,70
EQM 295,40 140,60 140,70 146,20
PPM 0,005 0,755 0,180 0,060

A Tabela 2.1 mostra os diferentes critérios de comparagao para todos os modelos ajustados

e para os dois tipos de priori utilizadas. Nota-se que o modelo com maior PPM é o modelo com
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4 fatores, como esperado. A probabilidade a posteriori do modelo com 5 fatores é a segunda
maior, sugerindo que este modelo pode ser considerado, por exemplo, no procedimento de
mistura de modelos. Adicionalmente, os critérios de informacao e a medida de erro também
indicam o modelo com 4 fatores como o melhor. Nota-se também que o ajuste com 4 fatores e
utilizando prioris de referéncia fornece os menores valores tanto para os critérios de informagao
quanto para a medida de erro. A comparacao entre estas medidas é possivel dado que o calculo
das duas primeiras estd baseado na verossimilhanca do modelo e a terceira em medidas de

similaridade entre os valores ajustados e observados.

Para efeitos demonstrativos, os resultados apresentados a seguir estao baseados no ajuste
do modelo com 4 fatores e com prioris de referéncia. A Figura 2.4 mostra as superficies
simuladas e estimadas de todas as colunas da matriz de cargas, cada par de figuras apresenta
a mesma escala de variagdo e, portanto, os valores podem ser comparados. As cores mais
claras indicam os valores mais altos e as mais escuras os valores mais baixos. Nota-se que as

estimativas sao bastantes parecidas indicando um bom ajuste destes valores.

Simulado Estimado Simulado Estimado

¥ Coord
¥ Coord
¥ Coord
¥ Coord

X Coord X Coord X Coord

(a) Interpolagdo de 1) (b) Interpolagao de B

simulado Estimado Simulado Estimado

¥ coord
¥ Coord
¥ Coord
¥ Coord

X Coord X Coord X Coord

(c) Interpolagao de S (d) Interpolagao de B4

Figura 2.4: Ezemplo 1: Interpolagao espacial das componentes ;) para j = 1,...,4. Em
cada gréfico, a figura da esquerda representa a superficie simulada e o da direita a superficie
estimada via krigagem Bayesiana. Os pontos azuis indicam os locais onde as observagoes
foram consideradas.

Na Figura 2.5 sao apresentadas as médias a posteriori e os intervalos de credibilidade de
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95% dos fatores comuns. Nota-se que as estimativas a posteriori captaram a dinamica dos
fatores ao longo do tempo, com intervalos de credibilidade contendo os valores verdadeiros em
todo o periodo. A Tabela 2.2 mostra as estimativas a posteriori dos parametros do modelo.
Em geral, todos os parametros foram bem estimados exceto Ao e A4 que apresentam médias

a posteriori acima do valor verdadeiro.

-05 0.0 05 10 15

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

(a) Fator 1 (b) Fator 2

-05 00 05 10 15

0 v N v
o v L

T T T T T T ) T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

(c) Fator 3 (d) Fator 4

Figura 2.5: FExemplo 1: Fatores simulados vs. fatores estimados. A linha cheia verde
representa os valores simulados, a linha cheia preta representa as médias a posteriori e as
linhas pontilhas os intervalos de credibilidade de 95%.

Tabela 2.2: Ezemplo 1: Sumario a posteriori dos parametros estimados. R: diagnéstico de
Gelman & Rubin.

6 Valor  E(0) /Var(0) R| 6 Valor  E(0) \/Var(0) R
Al 0,15 0,16 0,07 1,02 m 0,60 0,54 0,09 1,01
A2 0,10 0,24 0,14 1,01 | 72 0,50 0,50 0,09 1,00
Az 020 0,15 0,05 1,02 ~5 020 0,18 0,09 101
A 0,07 0,17 0,06 1,08 ~ 030 029 0,10 1,01
2 1,00 083 043 1,02 ¢ 02 0,19 0,08 1,00
2 060 031 023  1,03| ¢ 0,5 044 048 1,01
2 080 064 0,34 1,03| ¢ 0,3 022 0,16 1,02
2050 027 0,11 1,04 | ¢y 0,1 017 0,08 1,03
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2.5.2 Exemplo 2: Correlacao Matérn

Para este segundo exemplo, N = 25 locais foram aleatériamente selecionados no quadrado
[0,1] x[0,1]. Logo, parat =1,...,100, vetores y; de dimensao 25 x 1 foram simulados a partir
do MFED com 3 fatores comuns onde i) I' = diag(0, 6;0,4;0.3) e A = diag(0,02;0,03;0,01),
ii) as colunas da matriz de cargas do fator seguem processos Gaussianos com funcao de
correlagao Matérn com ¢ = (0,15;0,4;0,25), Kk = 1,5 e 7 = (1,00;0, 75;0, 56), e iii) ,uf* =
Xﬁ,uf», ,u/lg = (5,5,4), ug = (5,—6,—7), ug = (5,-8,6), X? contém na primeira coluna
um termo constante igual a 1 e na segunda e terceira colunas os valores correspondentes a

2

latitude e longitude do local e iv) o7,

no intervalo (0,01;0,05).

1 =1,...,25, foram geradas da distribui¢ao uniforme

Neste exemplo, as ultimas 10 observagoes foram deixadas de fora da anélise para efeitos
de comparacao e previsao. Os dados gerados neste exemplo s@o os mesmos apresentados

na Figura 2.2. Nota-se neste grafico as superficies dos processos Gaussianos influenciados

diretamente pelos valores da latitude (eixo y) e longitude (eixo x) através dos valores de ,u?
(j = 1,2,3). Na terceira coluna da matriz de cargas, nota-se a forte influéncia negativa da
longitude (valores maiores na regiao oeste) e a influéncia positiva da latitude (valores maiores
na regido norte). Para i = 1,...,25, a distribui¢do a priori para o7 e GI(e,€) com € = 0.01.
Para j =1,...,3, \j ~ IG(¢¢€), v; ~ N(0,5;1,0), 7']-2 ~ GI(2;0,75) e ¢; ~ GI(2;b) onde

b = max(dist)/(—21n(0.05)) e max(dist) representa a maxima distancia entre dois locais. Por

ultimo M? é normalmente distribuido com média igual ao valor verdadeiro e desvio padrao
igual a 5. Neste exemplo, o parametro de forma da Matérn nao foi estimado, permanecendo

fixo no seu verdadeiro valor durante todo o processo de estimagao.

Modelos com 2, 3, 4 e 5 fatores foram ajustados. A comparagao entre os resultados
destes modelos estéd baseada na probabilidade a posteriori do modelo (PPM) e nos critérios
de informacao utilizados no exemplo anterior. O algoritmo MCMC ¢é utilizado para obter
amostras a posteriori dos parametros de interesse seguindo as mesmas especificagoes do exem-
plo anterior. Na Tabela 2.3, estimativas para todos os critérios de comparacao de modelos sao
apresentadas. Todos os critérios apontam o modelo com trés fatores como o melhor, tanto no
ajuste quanto na previsao (EQMp). Entretanto, as probabilidades a posteriori dos modelos
com 2 e 4 fatores nao podem ser ignoradas, podendo ser utilizadas em técnicas como mistura
Bayesiana de modelos para melhorar as estimativas de interpolagao e previsao (ver Raftery,

Madigan & Hoeting, 1997 e Clyde, 1999 para mais detalhes).
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Tabela 2.3: FExemplo 2: Critérios de comparacao de modelos. Akaike’s information criterion
(AIC); Schwartz’s information criterion (BIC); Erro Quadratico Médio (EQM); Erro Absoluto
Médio (EAM); EQM baseado nos ultimos 10 valores previstos (EQMp) e Probabilidade a
Posteriori do Modelo (PPM). Os melhores modelos para cada critério aparecem em itdlico.

m AIC BIC EQM EAM EQMp PPM
2 1127.9 2643.3 0.11195 0.23822 2.3145 0.394
3 -1005.5 1196.2 0.029108 0.18397 2.3030 0.437
4 27589.7 30477.6 0.31112 0.41101 2.2565 0.101
5 42183.2 45757.3 0.46835 0.52360 2.2614 0.068

Tabela 2.4: Exemplo 2: Sumaério a posteriori dos parametros que caracterizam a dinamica

dos fatores comuns e as colunas da matriz de cargas dos fatores. R: diagndstico de Gelman
& Rubin.

Percentis
0 Valor E(0) Var(0) 2.5% 50% 97.5% R
" 0,60 0,504 0,091 0,325 0,504 0,687 1,03
Y2 0,40 0,491 0,095 0,303 0,492 0,671 1,05
3 0,30 0,416 0,100 0,209 0,417 0,623 1,03
A 0,02 0,028 0,010 0,014 0,026 0,053 1,01
Ao 0,03 0,019 0,004 0,011 0,018 0,028 1,03
A3 0,01 0,016 0,005 0,009 0,015 0,028 1,04
[i11 5,00 1,44 0,89 2,78 1,43 6,21 1,01
fi21 5,00 3,44 0,90 1,74 3,41 5,23 1,05
1131 4,00 4,10 0,85 2,44 4,09 5,76 1,01
2 1,00 1,13 0,99 0,32 0,86 3,53 1,02
o1 0,15 0,20 0,08 0,10 0,19 0,40 1,01
[112 5,00 6,12 0,60 1,80 6,15 7,21 1,02
[i22 -6,00 -6,00 0,80 7,62 -5,99 -4,49 1,00
1132 -7,00 -7,51 0,86 -9,25 7,45 -5,93 1,03
2 0,75 0,51 0,91 0,11 0,30 2,29 1,10
b2 0,40 0,24 0,08 0,12 0,23 0,43 1,08
1113 5,00 4,53 0,58 3,39 4,52 5,67 1,05
1123 -8,00 -7,68 0,88 -9,43 -7,68 -6,01 1,05
1433 6,00 5,09 0,95 3,28 5,08 6,98 1,03
3 0,56 0,44 0,40 0,15 0,34 1,36 1,04
b3 0,25 0,18 0,06 0,09 0,17 0,33 1,05

Os seguintes resultados estao baseados no modelo com 3 fatores. A Tabela 2.4 mostra as
estimativas a posteriori dos parametros do modelo. Como uma indicacao de que o MFED estéd
capturando corretamente a estrutura dos dados, todos os parametros foram em geral bem
estimados, pois os valores verdadeiros cairam dentro do intervalo de credibilidade de 95%.

A estatistica R de Gelman & Rubin toma valores préximos de 1 para todos os parametros
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sugerindo que as cadeias convergiram.

A Figura 2.6 mostra as superficies simuladas e estimadas das colunas de 3. Os trés pares
de gréficos sugerem que os valores foram em geral bem estimados, capturando a estrutura
espacial presente nos dados. A Figura 2.7 mostra as estimativas a posteriori dos fatores
comuns e os intervalos de credibilidade de 95%. Os trés fatores foram bem ajustados sendo

quase indistinguivel a diferenga entre os valores simulados e as médias a posteriori estimadas.
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Figura 2.6: Ezemplo 2: Interpolagao espacial das componentes ;) para j = 1,...,3. Em
cada grafico, a figura da esquerda representa a superficie simulada e o da direita a superficie
estimada via krigagem Bayesiana.

2.6 Consideracoes finais

Neste Capitulo foi introduzido o modelo fatorial espacial dinamico para dados continuos
Gaussianos, o qual é apresentado como uma nova classe de modelos espago-temporais nao
estaciondrios e com estrutura nao separavel que generaliza varias das alternativas existentes
na literatura. O modelo faz uso da andlise fatorial para explorar dependéncias espaciais e
temporais. A variagdo espacial é modelada através das colunas da matriz de cargas dos fa-

tores, enquanto que a dinamica temporal é capturada através dos fatores comuns que seguem
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Figura 2.7: FExemplo 2: Fatores simulados vs. fatores estimados. A linha cheia verde
representa os valores simulados, a linha cheia preta representa as médias a posteriori e as
linhas pontilhas os intervalos de credibilidade de 95%.

processos auto-regressivos estaciondrios ou nao estacionarios. Assim, esta nova estrutura é
capaz de separar naturalmente a variacdo espacial da variacao temporal. O modelo toma
vantagem de técnicas ja sugeridas na literatura para processos espaciais e processos de séries
temporais multivariadas. O MFED proposto se mostra flexivel ao incluir diversas estruturas,
tais como tendéncias (local e global), ciclos e sazonalidade, tanto na média do processo quanto

na dinamica dos fatores comuns.

Condicional ao numero de fatores, inferéncia a posteriori é facilitada através do algoritmo
MCMC que combina esquemas de amostragem, tais como o FFBS e o amostrador de Gibbs
com passos de Metropolis-Hastings. Inferéncia para o numero de fatores é desenvolvida
através do algoritmo RJMCMC (MCMC com saltos reversiveis) que permite o calculo da
probabilidade a posteriori do modelo. Neste caso a maior probabilidade a posteriori indica o

numero 6timo de fatores.

Os estudos simulados sugerem que as técnicas de inferéncia propostas funcionam ade-
quadamente e, portanto, podem ser utilizadas em situagoes praticas. O algoritmo de es-
timacao requer métodos computacionalmente intensivos que podem ser implementados em
alguma linguagem de programagao (C, Ox ou Fortran, por exemplo). Devido a relagao direta

entre as cargas e os fatores, o sinal de ambas componentes pode ser trocado. Isto foi obser-
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vado nos estudos simulados, nos quais os fatores e as cargas correspondentes eram estimados
com o sinal trocado. Isto nao representa um problema na modelagem dos dados ja& que o

interesse é estimar o produto destas duas componentes para explicar a média do processo.



Capitulo 3

Modelo fatorial espacial com cargas

dinamicas

Neste capitulo, uma extensao natural do MFED é proposta ao permitir que a matriz de cargas
dos fatores varie ao longo do tempo. O comportamento dinamico da componente espacial é
modelado através de duas componentes, uma puramente temporal e a outra espaco-temporal.
Inferéncia para esta classe de modelos é sugerida utilizando um esquema MCMC que incorpora
técnicas eficientes para a amostragem das cargas dindmicas. Finalmente um estudo simulado

é apresentado para mostrar a performance do modelo proposto.

3.1 Introducao

Modelos fatoriais com cargas dinamicas ja foram propostos na literatura. Lopes & Migon
(2002) e Lopes & Carvalho (2007) mostraram as vantagens de modelar a matriz de cargas
dos fatores variando no tempo. Eles apontaram que a principal motivagao para incorporar
cargas dinamicas no modelo fatorial é permitir mudangas na estrutura de covariancia ao longo
do tempo. Por exemplo, no modelo com cargas estaticas, variacoes temporais da estrutura
de covariancia devem-se exclusivamente a mudancas na variancia do fator comum. Uma
estrutura mais rica da estrutura de covariancia pode ser de grande ajuda na modelagem de

dados espago-temporais. Assim, uma generalizagao da abordagem anterior é feita nessa linha.

A estrutura dindmica das cargas do fator pode ser especificada de véarias maneiras. Em
particular, nesta tese foi utilizada a proposta de Gelfand, Barnerjee & Gamerman (2005).
Eles propuseram a decomposicao dos coeficientes de um modelo de regressao linear em duas
componentes, uma puramente temporal e a outra espaco-temporal. Estas duas componentes

foram utilizadas para estender o MFED considerando cargas dinamicas na especificagao do

31
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modelo. As duas componentes seguem processos auto-regressivos de ordem um tal que a
informagao inicial da componente espago-temporal é um processo Gaussiano, como especifi-
cado no modelo com cargas estaticas. Inferéncia para esta nova classe é proposta utilizando
uma abordagem complemente Bayesiana, incluindo a estimacao do niimero de fatores com o

algoritmo RJIMCMC.

Este capitulo esta dividido da seguinte forma. Na Se¢ao 3.2 é apresentado o MFED com
cargas dinamicas e algumas caracteristicas do modelo. Na Secao 3.3, o procedimento de
inferéncia é descrito, inclusive o algoritmo RJMCMC para estimar o nimero de parametros.
Na Sec¢ao 3.4, um estudo simulado é apresentado para testar os algoritmos propostos. Por

ultimo, na Secao 3.5, encontram-se as consideragoes finais.

3.2 Modelo proposto

O modelo fatorial espacial com cargas dinamicas é representado pelas seguintes equagoes:

v = pw"+Bifi+e, e~N(OX), (

fo = Tfii+w, we~N(0,A), (
By = S+ Xt (
S = dge-1+tnGe e ~ NO 77 Ry)), (3.1d

i = fge—1+ 05, Ny~ N(0,3,). (3.1e

Nota-se que estas equagoes se diferenciam de (2.1) nas equagoes (3.1a) e (3.1c). Neste
caso, cada coluna f3;); ¢ decomposta em duas componentes: i ) uma componente puramente
temporal denotada por p;; e ) outra espaco-temporal denotada por djye- X ]ﬁ , representa a
matriz de p covaridveis de dimensao N X p. Por outro lado, a evolugao 7;y; segue um processo

Gaussiano como em (2.1¢). O modelo é completado com a especificagao das seguintes prioris:

2
(5(]')0 ~ N(O, Tj0R¢j0),
Hjo ~ N(mg’ Cg)v
fo ~ N(mqg,Co)
onde ¢jo, szo (j = 1,...,m), mf, C&, mo e Cy sao hiperparametros conhecidos. Mais

especificamente, os parametros ¢;o, 7']-20 podem ser fixados nas médias a posteriori estimadas

do modelo com cargas estaticas.
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O modelo pode ser reescrito da seguinte forma. Sejam §; = (521)t,...,62m)t)’, e =
(g piiny) € 6F = (uy, ;)" vetores de dimensdo Nm x 1, mp x 1 e m(N + p) x 1, respec-

tivamente. Seja Xﬁt = Xf,Vj. Assim, podemos reescrever as equagoes (3.1a) e (3.1d) como:

v = [ +ea e«~N0I) (3.22)
6 = O q+mni, mf~N(0,2%s) (3.2b)

onde f = (f} ®Xf | fl®Iy) tem dimensdao N x m(N +p) e g+ é uma matriz bloco diagonal
tal que Xg- = diag(Wy, iRy, ..., 75 Rg,,) com W, = diag(X,,...,S,,,).

Segundo esta representacao, temos que a componente ¢* combina, em um tnico vetor, a
informagao das duas componentes da matriz (3;. Isto serd muito 1til para propor algoritmos

de inferéncia eficientes a ser tratados na Secao seguinte.

Funcao de verossimilhanga

Sem perda de generalidade, e para facilitar a notagao é assumido que ¢ = 0. Aqui, definimos
© = (0,\,7,7,¢,0,) como o vetor que contém os parametros livres do modelo onde o =
(02,03, A=, ) v = (e m), T = (1, TR 0 = (1, 0m) e
op =4, -, 8u,). Poroutro lado, seja F' = (fi1,..., fr) e 6" = (07,...,07)". Assim, da

equagao (3.2a) temos que a fungao de verossimilhanca de (©, F, §*,m) é dada por
| T
PO, F, 5" m) = (2m) TS| T exp {—2 S £S5 (- f:ap} (33)
t=1

Inclusao de covariaveis no modelo

Analogamente ao modelo com cargas estdticas, a inclusdo de covaridveis pode ser feita tanto
fvel médio p* t t te t | 1 através da matriz X7
no nivel médio p; quanto na componente puramente temporal i, através da matriz X ,.
Para o nivel médio do processo algumas alternativas ja foram apresentadas na Subsecao
2.2.1 que sugere a inclusao de covariaveis variando no tempo e covariaveis que dependem da

localizacao.

A influéncia de covaridveis na especificacdo do processo Gaussiano é dada através da

matriz X f ;- Uma caracteristica importante a ser ressaltada ¢ que, diferente do caso estdtico,
b

covaridveis variando no tempo podem ser consideradas. Por exemplo, algumas especificacoes

sao: 1) Xﬁt = 1y, ) Xft = Xf,‘v’t onde Xf ¢ uma matriz de dimensao N X p; e iii)
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Xje=(n, X{4s- - ,X;j’t), tal que le,tv l=1,...,p; sdo vetores de dimensdo N x 1. Nota-
se que diferentes covariaveis podem ser incorporadas na especificagdo de (;, dando maior

flexibilidade ao modelo.

Fatores sazonais

A inclusido de padroes ciclicos podem ser naturalmente incorporados no MFED com cargas
dindmicas seguindo as especificagoes apresentadas na Subsecao 2.2.2 em que os fatores sazon-
ais sao ponderados pelas colunas da matriz de cargas. Neste caso, a ponderagao é feita pelas

cargas dinamicas sugerindo diferentes padroes sazonais em cada local.

3.2.1 Nao separabilidade

No MFED com cargas dinamicas, pode ser mostrado que a covariancia entre locais 7, j nos

instantes de tempo t,t + h é:

- param=1
Cov(yit: Yjern) = (") (L =% " E(BibBs0)

onde E(.) denota a fungéo esperanca, [3;; é a i-ésima componente da matriz 3;. Neste

caso as funcoes de covariancia espacial e temporal sao separaveis e identificaveis, e

- param > 1

m
Cov(Yit, Yjt+h) = Z(Ak%};)(l — ) T (B0t Bj ot
k=1
onde f; (xy; € a i-ésima componente da coluna By, k = 1,...,m, apresentando neste

caso uma estrutura claramente nao separavel.

3.2.2 Previsao

Previsao é feita de forma analoga ao caso estatico. Neste caso a densidade preditiva h passos

ao frente p(ys1p) é dada por:

P(yT+h|y) = /p(yT+h|fT+h75;“+h7G)p(fTJrhlfTaé;Urhv@)p(5%+h|5;“a®)p(fTa6;“7e‘y)dfTJrhdde(S;Urhdé;d@

onde (yryu|frin,d7,0) ~ N(Brfrin2), (frenlfr:67,,0) ~ N(pn, Vi), pn = I’ fr,
Vi = S0 TFIA(DR1Y e (85,4105, ©) ~ N (64, h3s+) para h > 0.
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Portanto, se {( }1),ﬂ(Tl),®(1)), ...,(f}L),ﬂ(TL),@(L))} é uma amostra de p(fr, Or,0Oly) é
facil amostrar fj(%)rh de p(fTJrh\f}j),ﬁg),@(j)) e éf}rh de p(5}+h|6;(j),@(j)), para todo j =

1,..., L. Desta forma temos que
1 L . . )
Pyrnly) = 7 D pyrsnlfily. 87, 69)
j=1
é a aproximacao via Monte Carlo de p(yryp|y). Analogamente, se y&f}rh é amostrado de

p(yTJrh\fj(%)rh,ﬁéfih, 0W)), paraj=1,...,L, entdo {y%)rh, . ,y(TA_QL} representa uma amostra

de p(yr4nly)-

3.3 Procedimento de inferéncia

Nesta secao é apresentado um esquema MCMC para fazer inferéncia a posteriori completa de
todos os parametros do modelo proposto. O ntimero de fatores é também considerado como

um parametro do modelo e estimado através do algoritmo RJIMCMC.

Distribuicgoes a priori

Para este modelo podem ser utilizadas as mesmas distribuigoes a priori definidas na Subsecao
2.4.1. Nota-se que a distribuicao a priori para os fatores comuns é especificada na equagao
(3.1b) e completada por fy ~ N(mg,Cp). A distribuigao a priori para a componente pura-
mente temporal das cargas dinamicas é especificada na equacao (3.1e) com informagao inicial
dada por pjo ~ N (mg ,C’é‘ ), enquanto que a priori para a componente espago-temporal é
dada pela equacio (3.1d) e completada por J;yo ~ N(O,szo, Rgo), j=1,...,m.

Os hiperparametros mg, Cy, mg e C(‘f sao considerados conhecidos e fixados no inicio
da andlise. A informagao inicial de J(;)p ¢ um processo Gaussiano com parametros TjQO e
¢jo. Estes valores podem ser fixados ou estimados durante o procedimento de inferéncia.
Para a segunda opcgao, testes prévios indicaram um incremento na incerteza associada a
d¢, principalmente nos primeiros valores da série. Para contornar este problema, se sugere
fixar esses parametros nas médias a posteriori de resultados prévios do modelo com cargas

estaticas.
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3.3.1 Inferéncia a posteriori

Condicional ao nimero de fatores m a distribuigao condicional completa conjunta de (©, F, 6*)

¢é dada por

T T
p(®7F7 5*|y) X Hp(yt|ft75:70-) f0|m0100 Hp ft‘ftflv)‘f)/) X
t=1 t=1

T m
p(83 170, 60) [ (67167 1. 07.6) [ ] p)p (M)
t=1 i=1
m N ’
[T p@)p(eip(ar) [T p(e?). (3.4)
j=1 =1

Dado o nimero de fatores, um esquema MCMC ¢ utilizado para gerar amostras a poste-
riori dos parametros de interesse. As distribuigoes condicionais completas de A e v sdao Gama
inversa e normal respectivamente e amostras sao geradas utilizando o amostrador de Gibbs
(ver Apéndice A.1 para mais detalhes). Para os parametros o, o, e T as condicionais comple-
tas sdo Gama inversa. O parametro ¢ é amostrado com passos de Metropolis-Hastings com
densidade proposta log-normal (mas detalhes no Apéndice A.2). Analogamente ao modelo
com cargas estaticas, os fatores s@o amostrados conjuntamente utilizando o algoritmo FFBS

detalhado no Apéndice A.1 com uma tnica variagao: substituir § por 5; em todas as contas.

Amostragem de ¢

Os valores da componente espago-temporal, §f, sao amostrados conjuntamente utilizando
o algoritmo FIFBS (do inglés Forward Information Filtering Backward Sampling) proposto
por Vivar (2007). Este algoritmo é similar ao FFBS (de Carter & Kohn, 1994 e Frithwirth-
Schnatter, 1994). A diferenca estd na primeira etapa do algoritmo, na qual o filtro de Kalman
¢ substituido pelo filtro de informagao (Anderson & Moore (1979)). Na segunda etapa a
amostragem ¢ feita de forma retrospectiva como no FFBS. O filtro de informacao é uma
variante do filtro de Kalman que apresenta em sua formulacdo vantagens computacionais
referidas principalmente ao tratamento das matrizes de precisao, evitando nesse caso a in-

versao de matrizes a cada passo da filtragem.

Utilizando a representacao em (3.2), a priori para g pode ser reescrita como

8 ~ N(m, CY)
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onde m§ = (mh",0nm)', C§ = diag(Ch™, 720 Rpros - s TaoReonmo)s b~ = 1, @ ub e C4* =
Cl eI,

O filtro de informacao é descrito nos seguintes passos:
Algoritmo 3.1. (Filtro de Informagao para o} )
1. Posteriori em t —1: 6 |Dy_1 ~ N(m{_{,C ;).
2. Priori em t:  6/|Dy_1 ~ N(al, R}) onde
a=ml, e R =xplowplsit i)k

3. Posteriori em t:  0f|ys, Di_1 ~ N(m?,C?) onde

ClM =R ST e O Tml =R+ £y
Com estes resultados é facil mostrar que 67|05, 1, Dy ~ N (M7, V)

e N Y e Ry
Em resumo, para obter amostras do bloco completo 6* basta seguir os seguintes passos:

Algoritmo 3.2. (FIFBS para §*)

. Utilizar o filtro de informacdo para obter C’f_l e Cf_lmf.

~

2. Fazert =T

3. Amostrar da distribui¢do p(6F|Dy).

4. Fazert —t—1.

5. Amostrar da distribui¢do p(0{(6;, 1, Dy).

6. Voltar ao passo 4 até k =1
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3.3.2 Inferéncia para o niimero de parametros

Para fazer inferéncia para o nimero de parametros o algoritmo RJMCMC proposto na Secao
2.4.3 ¢é estendido, considerando a seguinte distribuigao proposta conjunta:

T
In(Fiys My, aVig) [T (05 My, bVs; ) v (5 My, €V5)
t=1

s

Qm(\ym) =

<.
Il
—

s

far(Nj;d, dMy,) N (045 Mo, €Vo,) far(9g; £, fMy)) (3.5)

.
Il
-

3

far(73:9,9My,) far(os; hy hM,,).

<.
I
—_

A distribuigao proposta da componente ¢; depende de Ms: e Vs: que representam a média
e a variancia a posteriori de um resultado preliminar do algoritmo MCMC com algum valor
de m pré-especificado. Assim, de acordo com o algoritmo descrito em 2.4.3, depois de um
valor candidato m’ ser amostrado da distribui¢ao proposta g(m,m’), é possivel gerar um valor

candidato ¥/ de ¢}, (V). Por tltimo, o par (m/, ¥,,/) é aceito com probabilidade

/ /
a = min {l’p(y,m V) @m(Wom)g(m',m) } '

Py, M, W) @t (W )g(m, m?)
3.4 Estudo Simulado

Dados do MFED com cargas dinamicas foram simulados considerando m = 2 fatores, N = 30
locais (aleatoriamente escolhidos num quadrado [0, 1] x [0, 1]) para 7" = 80 instantes de tempo.
Os fatores evoluem de acordo com a especificacdo em (3.1b). Cada coluna da matriz de
cargas f3(jy, j = 1,2, se comporta de acordo com (3.1c) onde cada componente jij; e ;)
evolui seguindo passeios aleatérios como em (3.1e) e (3.1d). O processo espago-temporal foi
inicializado em &g ~ N (0, TJZOR¢j> considerando uma funcao de correlacao exponencial. Os
pardmetros considerados foram I' = diag(0.95,0.7), A = diag(0,49,0,81), ¢? € [0,02;0, 93]
(i =1,...,30), 02, = 0,64 02, = 0,25), ¢p19 = 0,15, g9 = 0.4, 75 = 0,75, 73, = 0,9,
$1 =04, po=0,1, 72 =1e 72 =0,49.

As seguintes prioris foram utilizadas: parai=1,...,30, 0? ~ GI(0,1;0,1), para j = 1,2,
v; ~ N(0;1)) e A~ GI(0,1;0,1). As prioris de referéncia propostas por Berger et al. (2001)
foram utilizadas para os parametros do processo Gaussiano. Os hiperparametros ¢jo e szo

foram assumidos conhecidos. O esquema MCMC proposto foi utilizado considerando 20.000
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iteragoes, no qual as primeiras 10.000 foram descartadas. Amostras foram guardadas a cada 5
iteragoes e, portanto, os resultados estao baseados em cadeias de tamanho 2.000. Para efeitos
de comparagao foram rodados modelos com m = 1,2, 3,4 fatores. Todos estes modelos sao
comparados utilizando critérios de informagao como o AIC (Akaike, 1974), BIC (Schwarz,
1978), o erro quadrético médio (EQM) e a probabilidade a posteriori do modelo calculada do
algoritmo RJIMCMC. A Tabela 3.1 mostra os resultados dos critérios de selecao de modelos.
A maior probabilidade a posteriori é alcangada pelo modelo com 2 fatores como esperado.

Os outros critérios também indicam este modelo como o melhor em termos de ajuste.

Tabela 3.1: Ezemplo: Critérios de comparagao de modelos. Akaike Information Criterion
(AIC), Bayesian Information Criterion (BIC), Erro Quadrético Médio (EQM) e Probabilidade
a Posteriori do Modelo (PPM). Os melhores modelos para cada critério aparecem em itdlico.

Com prioris de Referéncia

Numero de fatores

Critério m=1 m=2 m=3 m=4
AIC 15848,09 18928,00 14565,40 16576,14
BIC 4529447 42844,10 43934,50 46758.30
EQM 615,40 603,52 608,10 650,70
PPM 0,09 0,56 0,20 0,15

A Tabela 3.2 mostra os resultados a posteriori de todos os parametros do modelo. Nota-
se que as estimativas foram bastantes acuradas com intervalos de credibilidade contendo os
valores verdadeiros. As estatisticas R de Gelman & Rubin ficaram préximas de 1 o que sugere

que as cadeias convergiram.

As Figuras 3.1 e 3.2 mostram as estimativas da componente temporal de §; e dos fa-
tores respectivamente. Nota-se que as estimativas ficaram proximas dos valores simulados
sendo mais evidente nas cargas. Os intervalos de credibilidade da componente p;; sao bas-
tante amplos porém, as médias a posteriori conseguem acompanhar a dinamica dos valores

simulados.

Finalmente, na Figura 3.3 sdo mostradas as superficies estimadas das cargas dinamicas 3;
para trés instantes de tempo t = 5,40, 80. As duas primeiras colunas referem-se aos resultados
de B(1); e, as duas tultimas, a ). Para cada componente o primeiro gréfico representa a
superficie simulada, o segunda, a superficie estimada considerando a mesma escala de cores
para fazer possivel a comparacao. Nota-se que as estimativas a posteriori ficaram muito

préximas dos valores simulados, capturando em todos os casos a variagao temporal na regiao.
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Tabela 3.2: Ezemplo: Sumério a posteriori dos parametros do modelo. R: diagnostico de
Gelman & Rubin.

Percentis
0 Valor E(0) Var(0) 2.5% 50% 97.5% R
" 0,95 0,927 0,037 0,849 0,930 0,992 1,01
Y2 0,70 0,614 0,089 0,442 0,615 0,786 1,03
A 0,49 0,459 0,085 0,327 0,450 0,647 1,03
Ao 0,81 0,913 0,420 0,313 0,940 1,670 1,02
O 0,64 0,901 0,380 0,207 0,880 1,710 1,10
O 0,25 0,395 0,260 0,107 0,319 1,070 1,08
o1 0,40 0,563 0,120 0,378 0,541 0,873 1,04
b2 0,10 0,121 0,020 0,085 0,120 0,167 1,02
2 1,00 1,410 0,260 0,977 1,380 1,980 1,02
3 0,49 0,528 0,29 0,247 0,387 1,200 1,05

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

(a) pae (b) 2

Figura 3.1: Exemplo: Médias a posteriori de y;; para j = 1,2 e t = 5,40,80. A linha cheia
representa as médias a posteriori, as linhas pontilhas os intervalos de credibilidade de 95% e
os pontos os valores simulados.

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

(a) Fator 1 (b) Fator 2

Figura 3.2: Fxemplo: Fatores simulados vs. fatores estimados. A linha cheia representa as
médias a posteriori, as linhas pontilhas os intervalos de credibilidade de 95% e os pontos os
valores simulados.
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t=5 Estimado Simulado Estimado
2 2 ? :

t =40
g § P

t =280

00 02 04 05 08 10

00 02 04 06 08 10

X Coord

Interpolagao de (1) Interpolagao de B2y

X Coord

Figura 3.3: Ezemplo: Interpolagao espacial das componentes 5;y; e B(2y; para t = 5,40, 80.
Em cada grafico, a figura da esquerda representa a superficie simulada e o da direita a
superficie estimada via krigagem Bayesiana.

3.5 Consideracoes finais

Neste capitulo o MFED com cargas estaticas foi estendido ao permitir variagoes temporais
na matriz de cargas dos fatores. Esta extensao parte do suposto de que cada componente
de 3 pode ser explicada por duas componentes, uma puramente temporal e a outra espago-
temporal. Esta abordagem é uma generalizagao do modelo anterior e, portanto, todas as
propriedades e caracteristicas apresentadas no Capitulo 2 podem ser estendidas a este tipo

de modelo.

Nota-se que este modelo é muito parametrizado, por esta razao algoritmos computa-
cionalmente eficientes tém que ser utilizados para amostrar os parametros de interesse. Em
particular, é proposto um esquema MCMC para fazer inferéncia do ponto de vista Bayesiano.
Em cada passo do algoritmo MCMC, o algoritmo FIFBS ¢ utilizado para amostrar conjun-
tamente a componente espaco-temporal, d;. Este algoritmo se mostra bastante tutil dado
que ajuda a reduzir o tempo computacional ao considerar as matrizes de precisao nas contas

evitando a inversao de matrizes de grande dimensao. Por outro lado, o algoritmo RIMCMC
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foi estendido permitindo a estimagao do niimero de fatores nesta classe de modelos. O exem-
plo com dados simulados mostrou que os algoritmos de inferéncia funcionam adequadamente

podendo ser aplicados a dados reais com estrutura espago-temporal complexa.



Capitulo 4

Aplicacao: Concentracoes de SO, na regiao

leste dos EUA

Nesta secao o MFED proposto ¢é utilizado para ajustar os niveis de SO2 medidos na regiao leste
dos EUA. Numa primeira analise, o MFED com cargas estaticas é utilizado. Viarias especi-
ficagOes sao consideradas na modelagem baseadas principalmente na inclusao de covariaveis
tanto na média do processo quanto na média do processo Gaussiano. Adicionalmente, dada
a presenca de ciclos anuais nos dados, fatores sazonais sao considerados. Numa segunda
andlise, 0o MFED com cargas dinamicas é ajustado. O esquema MCMC proposto é utilizado
para fazer inferéncia a posteriori para todos os modelos especificados. A comparacao entre
as classes especificadas é feita utilizando diferentes critérios, entre eles a probabilidade a pos-
teriori do modelo obtido através do algoritmo RJMCMC. Adicionalmente, e para efeitos de
comparacao, os resultados obtidos com o MFED sao contrastados com resultados de modelos

mais simples, comumente utilizados na modelagem espacgo-temporal para dados normais.

4.1 Introducao

Os dados analisados neste capitulo foram disponibilizados pela Clean Air Status and Trends
Network (CASTNet) que é uma rede de monitoramento pertencente a Agéncia de Protegao
Ambiental (EPA) dos EUA. A rede conta com 80 estacoes monitoradoras espalhadas em toda
a area dos EUA. Cada estagdo monitoradora da CASTNet mede concentragoes atmosféricas
semanais de sulfato, nitrato, amonia, diéxido sulfurico e dcido nitrico. Mais detalhes da rede

podem ser encontrados no sitio http://www.epa.gov/castnet/.

Diéxido sulfuirico ¢ um dos maiores componentes da “chuva dcida”, associado com danos

ao meio ambiente. Este gés é irritante, e a exposicao a altas concentracoes, por exemplo,

43
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Figura 4.1: Dados CASTNet: Localizagao das estagoes monitoradoras. As estagdes SPD e
BWR em azul foram retiradas da andlise para efeitos de comparacao.

durante dias de grande poluicao, pode causar dificuldades de respiragao. Altos niveis de
diéxido sulftrico também pioram os sintomas da asma. Nesta aplicacao sao analisadas as
concentracoes semanais de diéxido sulfirico (SO2) medidas em ug/m3. A drea de estudo
corresponde & regiao leste dos EUA onde podem ser encontrados os registros mais antigos
destas medidas. Mais especificamente, 24 estagoes monitoradoras foram selecionadas para
fazer a andlise espago-temporal com medidas a partir da primeira semana de 1998 até a 30a
semana de 2004, no total 342 observagbes em cada local. A Tabela 4.1 mostra a lista das
estagoes. A Figura 4.1 mostra a drea de estudo delimitada pelo quadrado e a localizacdo das
24 estagoes. A drea compreende os estados de Indiana, Ohio, Tennessee, Kentucky, Carolina
do Norte, Virginia, Virginia Ocidental, Pennsylvania, Maryland, Nova Jersey e Nova York.
Esta drea se caracteriza por ter uma cadeia de montanhas paralela a costa do Atlantico,
com &reas industrializadas principalmente na regido norte da drea deliminitada. As medigGes

nesta area indicam altos niveis de SO principalmente em locais pertencentes ao estado de

Ohio.

Para avaliar a performance de interpolagao espacial do modelo as estacbes BWR e SPD
foram retiradas da anélise. Para avaliar a performance de previsao, as ultimas 30 semanas
(la a 30a semana de 2004) foram retiradas e comparadas com os valores estimados. Em
resumo, um total de T" = 312 medidas ao longo do tempo e N = 22 estacoes sao utilizadas

na analise.
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Tabela 4.1: Dados CASTNet: Lista das estagoes monitoradoras selecionadas.

Estacao  Estado  Nome Estacao  Estado  Nome

SAL IN Salamonie Reservoir | BEL MD Beltsville

MCK KY Mackville WSP NJ Wash. Crossing
CKT KY Crockett CTH NY Connecticut Hill
PNF NC Cranberry CAT NY Claryville

OXF OH Oxford KEF PA Kane Exp. Forest
DCP OH Deer Creek PSU PA Penn State

LYK OH Lykens ARE PA Arendtsville
QAK OH Quaker City SHN VA Shenandoah NP - Big Meadows
MKG PA M. K. Goddard PED VA Prince Edward
ESP TN Edgar Evins PAR \\AY Parsons

VPI VA Horton Station SPD* TN Speed Well

CDR WV Cedar Creek BWR* MD Blackwater NWR

* Locais de interpolagéo.

Pelo fato dos dados serem estritamente positivos, a transformagcao logaritmo foi utilizada
para que os dados sejam aproximadamente normais. A Figura 4.2a mostra as séries tempo-
rais do logaritmo de SOy para quatro estacoes monitoradoras. A transformagao logaritmo
normaliza os dados muito razoavelmente como mostrada na Figura 4.1b. Visualmente, as
séries temporais exibem um comportamento sazonal com um aparente ciclo anual com va-
lores altos no inverno (inicio do ano). A sazonalidade pode ser explicada em termos gerais
como resultado das altas taxas de oxidacao de SO4 a outros poluentes atmosféricos, durante o
verao. Por outro lado parece haver um leve decrescimento na tendéncia das séries temporais
ao longo dos anos, provavelmente devido a implementacao do “Programa de Chuva Acida” da
EPA no Leste dos EUA em 1995 (Fase I) e 2000 (Fase II). Por outro lado, um procedimento
de corregao para o efeito de curvatura da terra, comumente presente em dados espacialmente
distribuidos, é aplicado aos dados. Assim, os valores de latitude e longitude sao convertidos
em coordenadas UTM (Universal Transverse Mercator) tal que as coordenadas convertidas

sao medidas em quilometros.

Nas seguintes duas sec¢oes, o MFED ¢é utilizado no ajuste dos dados, a primeira abordagem
considera que as cargas dos fatores sao invariantes no tempo como proposto no Capitulo 2.
Numa segunda abordagem, modelos com cargas variando no espago e no tempo sao consi-
deradas como proposto no Capitulo 3. Estes modelos sao comparados com modelos espago-

temporais mais simples baseados nos resultados da previsao h passos a frente.
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Figura 4.2: Dados CASTNet: (a) Séries temporais semanais do log(SO2) nas estagoes
MCK, QAK, BEL e CAT. (b) Q-Q plot normal das séries temporais mostradas em (a).

4.2 Modelagem com cargas estaticas

4.2.1 Modelos utilizados

Quatro classes de modelos fatoriais espaciais dinamicos sao consideradas:

i) MFEDS(m, h): modelo fatorial espacial dindmico sazonal com m fatores comuns e h

fatores sazonais. Se h = 1 temos que

vy = PBfi+e, e ~N(0X)

fi = Tfici+w we~N(0,A)
By = Mle +n5, nj~ N(OJJ-QR@,,-;)
Onde t= 17 7T7 j = 17' ce,m, ﬂ - <ﬁ(1)7"‘7ﬂ(m)7ﬂ(m+l)70]\f)a ft = (f1t7' . '7fm+27t)/7

rh o _ cos(2m/52)  sin(27/52)
I' = Iy =diag(y1, ..., ym) e 2 = _
0 Tq —sin(2mw/52) cos(2m/52)
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it) MFED(m)-cov: modelo fatorial espacial dinamico com m fatores, covaridveis estéticas e

sazonalidade comum na média do processo, tal que

y = X/ +08fi+ea, ea~N(@OY)
pi = Gui_i+w, ve~N(OW)
fi = Tfici4+w, wr~N(0A)

By = Mle + 15, M~ N(OJJZR@,,@)

onde XY = (1y,lon, lat,lon?, lon x lat,lat? 1x,0x),

G 0 cos(2mw/52 sin(27 /52
G = ' , G1 =1, Go = (2m/52) (2m/52)
0 G2 —sin(27/52) cos(2m/52)

Wi 0 wr W
w=| "' Wi = diag(wy, ... wg) e Wy = | T “TS
0 W wg,7 W8

i11) MFED(m)-cov-GP: modelo fatorial espacial dindmico com m fatores, sazonalidade co-

mum na média do processo e covaridveis estaticas na média do PG, tal que

vy = Xul+Bfi+e, e~N0X)
pi = Gui_i+wv, v~N(OW)
fi = Tfici+w, w~N(0,A)

By = Xﬁuf- +nj, 0y~ N(0,77 Ry, )
onde XY = (1y,1y,0x), X? = (1y,lon, lat,lon?,lon x lat,lat?),

w1 0 0
1 0 cos(2m/52)  sin(27/52)
G = , Go = eW = 0 w2 w23
0 Go —sin(27/52) cos(2m/52)
0 w32 w3

iv) MFEDS(m, h)-cov-GP: modelo fatorial espacial dindmico sazonal com m fatores, h

fatores sazonais e covariaveis estaticas na média do PG. Se h = 1 temos que
yo = Bfite, e~ N(0,%)

fi = Tfici+w wi~N(0,A)

By = Xﬂﬂf+77ja nj ~ N(0,77 Ry, )
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onde X” = (1y,lon,lat,lon? lon x lat,lat?), f; = (fit,- - fmi2st)’s
B= By Bmy Bimt1), On),
r ry 0 Ty = diag(.....ym) e Ty = cos(2m/52)  sin(27/52)
0 Tq —sin(27/52) cos(2m/52)

Cada modelo foi testado com no maximo 5 fatores e h = 1 componente harmoénica com
ciclos de 52 semanas como sugerido na analise do periodograma na qual aparecem os valores
com maiores picos de sazonalidade (Figura 4.3). Modelos com mais fatores foram analisa-
dos, mas os resultados nao sao reportados, dado que nao sao estatisticamente relevantes ou
significativos. A funcao de correlacao do processo Gaussiano é Matérn para quase todas
as especificagoes propostas, exceto para MFEDS(m, h) a qual também é ajustada com uma

funcao de correlacao exponencial.

2000

1500

q maximo 1= 001909
maximo 2 = 0.03819

1000

500
I

/\I
ol e adfes A o , .

T T T T T T T
0.00 002 0.04 006 008 0.10 012

frequency

Figura 4.3: Dados CASTNet: Periodograma ajustado de algumas séries temporais onde
(méximol)~! = 52, 38.

Adicionalmente, e para propdsitos de comparacao com os modelos propostos, duas especi-
ficacoes sao consideradas. Estas representam modelos mais simples comumente utilizados no

ajuste de modelos espago-temporais (modelos benchmark).

i) MGETP: modelo geoestatistico espago-temporal padrao,

y = Xpl+ute, ~ N(0,0%Iy)
pi = Guiy+w, w~NOW)
v o~ PG(0,72p¢(-))
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com X = (1y,lon,lat,lon? lon x lat,lat?, 15,0y),

G 0 cos(2m/52 sin(27 /52
G = ' , Gi=1Is, G2 = (2m/52) (2m/52) :
0 Gy —sin(27/52) cos(2m/52)
Wy 0 w w
W= ' , W = diag(wi,...,wg), Wy = 7 7.8
0 Wy wg,7 W8

ii) MGFP(m): modelo geoestatistico fatorial padrao com m fatores, y; = Bfi+ X! +vi+ €,
Bii=18ik=0((k>j=1,....,m), u/, v e & como no MGETP.

Nota-se que no MGETP a variacio temporal é explicada através de u!” e a variagao
espacial através de componentes geoestatisticas independentes 1y ao invés do termo [ f:.
MGEFP é elaborado a partir de MGETP o qual incorpora fatores dinamicos. A variacgao
temporal é explicada através de u}* e a variagio espacial através de Bf; e py. A diferenca

com respeito ao modelo proposto é a auséncia de dependéncia espacial nas cargas dos fatores

B.

Distribuicoes a priori

Distribuigoes a priori relativamente vagas foram utilizadas na maioria dos parametros. Mais
especificamente, o’s sao GI1(0,01;0,01), A’s sao G1(0,01;0,01), ¥’s sdo Ntr(_;1)(0,1), A’s
sao WI(0,0112;2) (matriz de variancia do fator sazonal). Adicionalmente, a priori mista para
~ com « = 0,5 foi implementada para permitir possiveis fatores ndo estacionarios no modelo.
Prioris de referéncia foram utilizadas para os parametros do processo Gaussiano com funcao
de correlacao exponencial. Para os modelos restantes, o parametro de ordem x da funcao
de correlagao Matérn foi escolhido da seguinte forma. Primeiro, um modelo fatorial normal
padréao com m fatores é ajustado para m = 1,2,3. As estimativas das colunas da matriz de
cargas do fator sao utilizadas para modelar processos Gaussianos com prioris de referéncia.
Cada modelo foi testado com valores k = 1,...,10 e utilizando o fator de Bayes, o modelo
com k = 7 foi selecionado na maioria dos casos. (ver Berger et al., 2001, para mais detalhes).
Portanto, este valor é assumido em todos os modelos com distribuicao de correlagao Matérn.
A especificacdo a priori para os parametros restantes do processo Gaussiano sdo: 7’s sao
GI(2,1), ¢’s sao GI(2,b) e i’’s sdo N(a,1) onde b = max(dist)/(—2log(0,05)), max(dist)
representa a maior distancia entre os locais observados, e a é o valor absoluto da média das

observacoes.
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Esquema MICMC

Para obter amostras a posteriori de todos os parametros envolvidos no modelo, o algoritmo
MCMC foi rodado. Foram realizadas 50.000 iteractes considerando duas cadeias paralelas
para cada parametro, as primeiras 25.000 foram excluidas como periodo de aquecimento
guardando a cada 10 iteracoes para remover possiveis autocorrelacoes. Todos as rotinas
computacionais foram escritas na linguagem de programacao 0x versao 3.40 (Doornik, 2002).
A convergéncia das cadeias é verificada visualmente e utilizando a estatistica R (Gelman &

Rubin, 1992), em que valores préximos de 1 indicam convergeéncia.

4.2.2 Principais resultados

Todos os modelos propostos podem ser comparados utilizando diferentes critérios tais como
a probabilidade a posteriori do modelo (PPM), a soma do erro quadratico (SEQ) e a soma
do erro absoluto (SEA). Adicionalmente, os erros quadraticos médios (EQM), baseados nos
valores interpolados e previstos, foram utilizados para fazer comparacao de modelos. A Tabela
4.2 mostra os resultados dos critérios mencionados anteriormente para todas as especificacoes
propostas. Nota-se que, entre todos os modelos com maior PPM de cada classe, o mo-
delo MFEDS(4,1)-cov-GP tem a melhor performance em termos da previsao e interpolagao.
Adicionalmente, a tabela mostra os resultados para os modelos benchmark. Os resultados
mostram que os modelos padrao tém uma melhor performance em termos de ajuste mas, se
mostram pouco eficientes na previsao e interpolagao. Estes resultados parecem indicar que a
estrutura imposta pelos modelos propostos é, de fato, necessaria para melhorar os resultados
da previsao. Nota-se que resultados de interpolacao nao foram reportados para o MGFP, isto

devido a auséncia de estrutura espacial nas cargas dos fatores.

Avaliagoes adicionais da performance da distribuicao preditiva podem ser feitas uti-
lizando os critérios propostos por Gneiting, Balabdaoui & Raftery (2007). Os principais
critérios sugeridos estao baseados em medidas de acurdcia (sharpness) e regras escore. A
acuracia é avaliada através da amplitude do intervalo de credibilidade da previsao, o menor
valor indica o melhor modelo. A Tabela 4.3 e a Figura 4.4 mostram as diferentes medidas de
acurdcia. Ambos resultados apontam o modelo MFEDS(4,1)cov-GP como o melhor. Regras

escore foram também consideradas, com este critério é avaliado simultaneamente calibracao
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Tabela 4.2: Dados CASTNet: Criterios de comparacao de modelos. Soma do Erro
Quadrético - SEQ = 2N | 2T (i — fi)?; Soma do Erro Absoluto - SEA = SN SN |y —
fit|; Erro quadratico médio da previsao (baseado mas tltimas 30 semanas, 2004:01 -
2004:30) - EQMp = N THSN S (yirsn — E(Wirsnly))?; Erro quadritico médio
da interpolagao (baseado nas 312 medidas para as estagoes BWR and SPD) - EQM; =
Nt Efvz"l thl(yNﬂ-ﬂg — E(yit|y))?, e Probabilidade a Posteriori do Modelo - PPM. Os
melhores modelos para cada critério aparecem em itdlico.

Modelo m SEQ SEA EQMp EQM; PPM
MFEDS(m, 1)-Exp, 1 733,58 1651,8 0,76 0,15 0,43
2 594,30 1477,5 0,22 0,16 0,56
3 799,13 1738,2 0,23 0,13 0,01
MFEDS(m, 1)-Matérn 1 733,66 1651,2 0,58 0,15 0,37
2 652,45 1539,6 0,25 0,19 0,54
3 802,20 1734,2 0,27 0,15 0,09
MFED (m)-cov 1 544,63 1418,0 0,368 0,167 0,13
2 473,29 1306,0 0,237 0,178 0,18
3 420,12 1217.,6 0,249 0,171 0,20
4 875,10 1150,0 0,271 0,160 0,33
5 621,26 1486,1 0,245 0,130 0,09
6 547,83 1412,7 0,251 0,147 0,07
MFED (m)-cov-GP 1 856,25 1811,8 0,384 0,127 0,04
2 636,97 1549,0 0,638 0,167 0,13
3 502,54 1348,5 0,308 0,148 0,26
4 162,57 1276,6 0,260 0,192 0,30
5 536,13 1425,6 0,498 0,213 0,16
6 543,13 1415.,9 0,304 0,216 0,11
MFEDS(m, 1)-cov-GP 1 753,36 1673,3 0,651 0,153 0,00
2 570,13 1450,7 0,288 0,161 0,23
3 484,78 1320,2 0,255 0,149 0,31
4 450,95 1276,1 0,229 0,158 0,40
5 573,15 14464 0,218 0,165 0,06
MGETP - 177,26 883,6 0,341 0,172 -

MGFP(m) 4 264,18 1069,7 0,322 - -
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e acuracia. O escore médio é definido por

N H
S(F,y) = N"'H™' Y "N " S(Firin irrn)
i=1 h=1

para alguma regra escore prépria S. O modelo com menor S(F,y) é considerado o melhor.
Em particular, o escore logaritmico (LS) e o escore probabilistico de posto continuo (CRPS)

foram sugeridos por Gneiting et al. (2007), em que:

- LS: é o negativo do logaritmo da densidade preditiva.

- CRPS: para cada y; 741, 0 EPPC ¢ definido como

1

CRPS(Fyryn Yir+n) = Er|9iren — Yirin| — 3 P, m+h — Ui, T+l

onde J; 741 € Ji7+n 580 valores de p(yrynly).

Note que a representacao do CRPS é conveniente porque p(yri|y) é facilmente aproxi-
mada por uma amostra a posteriori do algoritmo MCMC (ver GschloBl & Czado, 2005 para
mais detalhes). Os valores de LS e CRPS para os 5 melhores modelos de cada classe sao
apresentados na Tabela 4.3, separando os resultados em dois grupos, um para os resultados
do modelo proposto e outro para os modelos benchmark. Nota-se que a variacao dentro de
cada grupo é pequena comparada com a variacao entre grupos. Este resultado sugere uma
certa estabilidade na modelagem proposta ainda entre uma ampla gama de especificagoes
derivadas do MFED. Nota-se que novamente a especificacio SDFM(4,1)-cov-GP é apontada
como a melhor com menores valores de LS e CRPS e, portanto, a andlise dos resultados é

baseada nesta especificacao.

Tabela 4.3: Dados CASTNet: Avaliagdo da previsao utilizando as medidas: Escore
logaritmico médio (LogS), escore probabilistico de posto continuo (CRPS) e média da ampli-
tude do intervalo de credibilidade de 90% (MA90).

Modelo LogS CRPS MA90
MFEDS(2, 1)-Exp 11,286 0,762 3517
MFEDS(2, 1)-Matérn 11,567 0,650 2,906
MFED(4)-cov 21,049 1,734 7,486
MFED(4)-cov-GP 11,463 0,813 3,619
MFEDS(4, 1)-cov-GP 10,045 0,644 2,855
MGETP 43,875 2,577 13,066
MGFP(4) 43,814 2,524 12,955
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Figura 4.4: Dados CASTNet: diagrama de acurécia das previsoes semanais do log(SO2) para
as especificagoes MFEDS(2,1)-Exp, MFEDS(2,1)-Matérn, MFED(4)-cov, MFED(4)-cov-GP,
MFEDS(4,1)-cov-GP, MGETP e MGFP(4). Os boz plots estao baseados nas amplitudes do
intervalo de credibilidade de 90% dos valores previstos.

A Tabela 4.4 apresenta os resultados a posteriori dos parametros que conduzem a variagao
temporal dos fatores. A Figura 4.14 (no Apéndice deste capitulo) mostra as trajetérias das
cadeias dos parametros yj e A\j paraj = 1,...,4. Osresultados mostram uma ampla variedade
de dependéncias auto-regressivas, variando de estruturas com pouca dependéncia ou ruido
branco (fator 1) até estruturas nao estaciondrias (fator 4). O primeiro fator representa
variagOes comuns em todos os locais, nao devendo ser confundido com erros idiossincraticos,
que sao diferentes para cada local. Nota-se que os outros fatores exibem dependéncia temporal

significativa.

Os fatores podem ser identificados de acordo com a sua contribuicao em explicar a variabi-
lidade das observagoes. Assim, pode-se verificar que em média, a maior proporcao explicada
pelos fatores estd associada ao quarto fator e ao fator sazonal. Estes fatores representam
25% e 15% da variabilidade dos dados respectivamente. O terceiro fator vem depois com

aproximadamente 11% seguido do primeiro fator com 4% e do segundo fator com 3%.

A Figura 4.5 mostra as estimativas dos fatores. Nota-se que o quarto fator representa a
média sem o efeito da sazonalidade. Em andlise fatorial é comum a presenga de um fator com
esta caracteristica (ver Rencher, 2002 para mais detalhes). Este fator mede a variabilidade
da tendéncia temporal global das séries. Os primeiros trés fatores apresentam ruido, embora

com variacao limitada. O fator sazonal consegue captar os ciclos anuais das séries. O quarto
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Tabela 4.4: Dados CASTNet: Sumaério a posteriori dos parametros que caracterizam a

dinédmica dos fatores comuns na especificagio MFEDS(4,1)-cov-GP. R: diagnéstico de Gel-
man & Rubin.

Percentis

0 E(9) Var(0) 2.5% 50% 97.5% R
" 0,009 0,069 -0,122 0,010 0,147 1,01
Y2 0,186 0,069 0,053 0,185 0,319 1,01
3 0,354 0,091 0,175 0,356 0,522 1,02
V4 0,997 0,002 0,992 0,997 1,000 1,30
Y} 0,005 0,003 0,002 0,004 0,011 1,04
Ao 0,003 0,001 0,001 0,002 0,005 1,15
A3 0,002 0,002 0,001 0,002 0,007 1,26
A 0,002 0,001 0,001 0,002 0,003 1,21
A5 0,004 0,003 0,001 0,002 0,012 1,38
A6 0,002 0,001 0,001 0,001 0,003 1,02

fator tem um comportamento quase nao estaciondario, enfatizado pela estimativa da densidade

a posteriori de 4 concentrada ao redor de 1.

Com a finalidade de verificar a presenca de fatores nao estaciondrios, a priori mista para =y
proposta na Subsecao 2.4.1 foi implementada. Os resultados observados foram p(y; = 1|y) =
p(y2 = 1ly) = p(y3 = 1|y) = 0 e p(ya = 1ly) = 0.41. Ou seja, os primeiros trés fatores
sao estaciondrios enquanto que, o quarto fator é estaciondrio com 60% de probabilidade
a posteriori. Adicionalmente, o modelo MFEDS(4,1)-cov-GP foi ajustado com v4 = 1 e
comparado com o modelo com fatores estaciondrios. Os resultados mostraram valores maiores

de SEQ, SAM e EQM baseados na previsao.

A Tabela 4.5 apresenta os resultados a posteriori dos parametros da regressiao e da
dependéncia temporal das cargas dos fatores. Graficos das trajetorias de alguns destes
parametros podem ser encontrados no Apéndice deste capitulo (Figura 4.15). Latitude e
longitude sdo importantes para descrever o nivel médio do PG, entretanto, o quadrado e o
produto destes valores se mostraram néao significativos. Estes resultados indicam que, para
cada fator, as médias a posteriori da correlacao espacial entre cargas de um par de locais

distantes 100 quilometros sao 0,666, 0,703, 0,832, 0,671 e 0,696 respectivamente.

A Figura 4.6 apresenta a superficie média das colunas da matriz de cargas 3 obtidas via
interpolagao (krigagem Bayesiana) apresentada na Subsegao 2.3.1. As cargas do quarto fator
sdo maiores na parte central da area interpolada, principalmente ao redor da estacao QAK,

localizada em Ohio. A anélise exploratéria dos dados indicou que altos niveis de SOo foram
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Tabela 4.5: Dados CASTNet: Sumério a posteriori dos parametros que caracterizam as
colunas da matriz de cargas dos fatores na especificacio MFEDS(4,1)-cov-GP. 1.C. denota o

intervalo de credibilidade de 95%. R: diagnéstico de Gelman & Rubin.

Coluna 1 Coluna 2
Média Mediana 95% 1.C. R | Média Mediana 95% 1.C. R
,uf- 1,56 1,56 [0,61;2,49] 1,00 1,55 1,53 [0,62;2,52] 1,00
,u§7- 0,79 0,78 [0,00;1,71] 1,02 0,72 0,69 [-0,07;1,67] 1,05
wf 0,92 0,91  [0,041,85] 1,01 | 1,06 1,05 [0,24:1,97] 1,07
Mf 20,12 012 [027:001] 102 -017 0,16 [0,33:-0,04] 1,03
ué 0,07 0,07  [0,17:0,32] 1,00 | 0,03 0,03  [0,18024] 1,02
,ug; -0,31 -0,30 [-0,55;-0,08] 1,00 -0,14 -0,14 [-0,35;0,04] 1,07
T 6,18 5,08 [1,52;18,20] 1,01 3,96 3,17 [0,96;11,00] 1,12
di | 32,70 32,32 [2147:46,97] 1,00 | 35,51 35,06 [22,53:51,21] 1,03
Coluna 3 Coluna 4
Média Mediana 95% 1.C. R | Média Mediana 95% 1.C. R
W1 14 1,75 [0,77:2,68) 1,01 | 1,32 1,32 [0,62:2,00] 1,06
,ugy- 1,07 1,06 [0,14;2,08] 1,01 0,20 0,18 [-0,15;0,61] 1,02
,ug 1,04 1,08 [-0,30;2,17] 1,11 0,76 0,76 [0,31;1,27] 1,15
uf 20,16 0,15 [0,35:0,000 1,01 | -0,04 0,04 [0,09:0,00] 1,02
Mg{ 0,13 0,12 [0,15045 1,00 0,03 0,03  [0,030,11] 1,01
M@; 20,16 0,16 [-0,41;0,08) 1,00 | -0,12 011 [0,22:-0,03] 1,05
72| 14,10 841  [0,91:48,80] 1,00 | 0,43 0,36 [0,16:1,07] 1,08
di | 52,79 54,38 [24,00;77,46] 1,19 | 33,04 32,87 [21,17:46,82] 1,05
Coluna 5
Média Mediana 95% 1.C. R
e 1,62 1,62 (0,85;2,36] 1,08
o ; 0,09 0,06 [-0,25;0,59] 1,01
ugy- 0,19 0,17 [-0,26;0,75] 1,03
uf 0,00 0,00  [-0,06;0,03] 1,01
ué 0,00 0,00  [0,07:0,07] 1,00
,,g; 20,03 0,02 [-0,12;0,05 1,01
7| 045 0,35 [0,14;1,20] 1,00
di | 35,14 34,73 [21,22:51,95] 1,01
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Figura 4.5: Dados CASTNet: Médias a posteriori dos fatores para a especificagao
MFEDS(4,1)-cov-GP. A linha cheia representa as médias a posteriori e as linhas pontilhadas
os intervalos de credibilidade de 95%.

medidos nesta estacdo. Este fato confirma a indicagdo do quarto fator como valor médio
comum. Por outro lado, as cargas do fator sazonal sao menores ao redor do industrializado
estado de Ohio, sugerindo um comportamento ciclico menos evidente com altos niveis de
SO2 ao longo do ano (ver Figura 4.2a para mais detalhes). As cargas do primeiro e terceiro
fatores parecem ser mais altas na porcao sudoeste da area de estudo, enquanto que o segundo
fator indica uma divisdo entre leste e oeste com altos valores na parte oeste. A combinacao
de caracteristicas temporais, representadas nos fatores comuns, e as caracteristicas espaciais
das colunas da matriz de cargas do fator, representa uma das principais caracteristicas da

modelagem proposta inerente da analise fatorial tradicional.
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(d) Mapa de §4) (e) Mapa de fs)

Figura 4.6: Dados CASTNet: Interpolacao Bayesiana das cargas dos fatores. Os valores
acima dos mapas representam a amplitude da variagdo das médias a posteriori.

Resultados de interpolacao e previsao sao apresentados nas Figuras 4.7 e 4.8, as quais
exibem estimativas acuradas dos valores previstos e interpolados. Nota-se que os intervalos
de credibilidade de 95%, tanto das previsdes como das interpolagoes, nao sao simétricos. Este
fato era esperado dado que ambas estimativas foram calculadas utilizando a transformacao
logaritmo dos dados. O procedimento de interpolagdo produz um bom ajuste em ambas
estacoes, devido principalmente a presenca de estrutura espacial entre as estagoes moni-
toradoras. Os valores previstos seguem a mesma tendéncia dos valores observados embora

apresentam uma variagao mais suave com intervalos de credibilidade maiores.

Finalmente, a Figura 4.9 apresenta a superficie média dos niveis de SOz para 9 semanas
do ano 2003. Nota-se que algumas regides do mapa sao mais afetadas pelo fator sazonal com
altos niveis em toda a regido no inicio e no final do ano. A metade superior da area de estudo
com variagao temporal na diregao leste-oeste define a regiao com altos niveis de SO9 ao longo

do tempo.
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Figura 4.7: Dados CASTNet: Valores interpolados nas estacoes SPD e BWR deixadas de
fora da andlise. x representam os valores observados. A linha cheia representa as médias
a posteriori e as linhas pontilhadas os intervalos de credibilidade de 95% da especificacao
MFEDS(4,1)-cov-GP.
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Figura 4.8: Dados CASTNet: Valores previstos no periodo 2004:1-2004:30. As linhas cheia,
pontilhada (azul) e tracejada (vermelha) representam as médias a posteriori das especificagoes

MFEDS(4,1)-cov-GP, MGETP ¢ MGFP(4) respectivamente.

As linhas tracejadas pretas

representam os intervalos de credibilidade de 95% da especificacgago MFEDS(4,1)-cov-GP, X
os valores observados e as linhas azuis e vermelhas os valores previstos com os modelos
benchmark.
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2003-13

2003-45

Figura 4.9: Dados CASTNet: Mapas das concentracoes de SO9 utilizando a especificagao

MFEDS(4,1)-cov-GP.
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4.3 Modelagem com cargas dinamicas

4.3.1 Modelos utilizados

Duas classes baseadas no MFED com cargas dindmicas sao consideradas:

i) MFEDcd(m)-cov: modelo fatorial espacial com cargas dindmicas com m fatores e co-

variaveis estaticas e sazonalidade comum na média do processo, tal que:

ye = Xpi+Bifi+e, e~N(0X)
pi = Gul | +uwv, v~ N(OW)
fi = Tfici+w, w~N(0,A)
Buye = Ogy + Hjeln
g = SG—1+nGy MGy ~ N0, 7Ry, )

Mjt = Hjt-1+ ?ﬁt, 775,5 ~ N(O,Uij)

onde X = (1, lon,lat,lon?,lon x lat,lat?, 1x5,0y),

Gi O cos(2m /52 sin(27 /52
o (@ 0N oy g cstrm snewm)
0 Go —sin(27/52) cos(2m/52)

W 0 w7 w
W = ! , W1 = diag(wl, RPN ,wG) (§ W2 = ’ 8
0 WQ wg,7 ws

it) MFEDScd(m, h)-cov: modelo fatorial espacial com cargas dinamicas com m fatores, h

fatores sazonais e covaridveis estaticas na média do processo. Se h = 1 temos que: X =
(1n,lon,lat,lon? lon x lat,lat?), G = Is, W = diag(w, . . .,we), ft = (fits-- -, fmi2t),
ﬁt - (ﬁ(l)t: v 75(m+1)t7 0)7
ry 0 . cos(2m/52)  sin(27/52)
= , 'y =diag(y1, ..y Ym), T2 = .

0 Iy —sin(27/52) cos(2m/52)
Analogamente & abordagem anterior, cada modelo foi testado com no maximo 5 fatores
e h = 1 componente harmonica com ciclos de 52 semanas. A fungdo de correlacao para o
processo Gaussiano é Matérn com parametro de ordem k = 7 considerado no caso de cargas

estaticas.
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4.3.2 Distribuicoes a priori
O modelo é completado com a especificacao das seguintes distribuicoes a priori:

5(])0 ~ N(O,T]-QOR(;)J.O,,{)
fjo ~ N(mg,Cy)

fo ~ N(mg,Co)

onde j = 1,...,m, ¢jo e 7]20 sao fixados nas médias a posteriori estimadas no modelo com
cargas estéticas, fo é N(0,1,,), ijo’s sao N(0,1). Para o resto de parametros foram uti-
lizadas prioris relativamente vagas. Mais especificamente, o’s sao GI(0,01;0,01), X’s s@o
GI(0,01;0.01), A’s sao WI(0,011;2). Para todas as classes especificadas, a priori mista
para v com a = 5 foi utilizada, permitindo desta forma a inclusao de fatores nao esta-
ciondrios. Para o processo Gaussiano, prioris relativamente vagas foram utilizadas, mais

especificamente, 7’s sdo GI(2,1) e ¢’s sao GI(2,b) onde b = max(dist)/(—21og(0,05)).

Esquema MCMC

O algoritmo MCMC foi utilizado seguindo as mesmas especificacoes da abordagem anterior.
Técnicas para reduzir o tempo computacional foram implementadas como, por exemplo, a
decomposicao espectral para inverter matrizes e o filtro de informacao (Anderson & Moore,

1979) utilizado na amostragem das cargas dinamicas.

4.3.3 Principais resultados

A comparacao entre modelos é feita utilizando os mesmos critérios da andlise anterior. A
Tabela 4.6 mostra estas medidas para cada modelo proposto. Nota-se que entre os modelos
com maior PPM a especificacio MFEDcd(3)-cov apresenta os melhores resultados tanto no

ajuste quanto na previsao e interpolagao.

Os seguintes resultados estao baseados na especificagago MFEDcd(3)-cov. A Figura 4.10
mostra o comportamento dos coeficientes das covaridaveis ao longo do tempo. Note que a
primeira componente representa a tendéncia comum das observagoes, indicando uma mudanca
no nivel médio no final do ano 2001. Os coeficientes da latitude indicam a influéncia positiva
desta varidvel na média. A latitude ao quadrado tem influéncia negativa ao longo do tempo.

As outras medidas relacionadas a latitude e longitude sdo néo significativas em quase todo o



4. Aplicagao: Concentragoes de SO, na regiao leste dos EUA 62

Tabela 4.6: Dados CASTNet: Critérios de comparagdo de modelos: Soma do Erro
Quadratico (SEQ), Soma do Erro Absoluto (SEA), Erro Quadrético Médio da previsao
(EQMp), EQM da interpolagao (EQM;j) e Probabilidade a Posteriori do Modelo (PPM).
Os melhores modelos para cada critério aparecem em itdlico.

Modelo m SEQ SEA EQMp EQM; PPM
MFEDcd(m)-cov 1 358,90 11294 0,274 0,176 0,08
2 322,16 1118,3 0,243 0,172 0,19
3 291,95 1046,5 0,265 0,169 0,38
4 299,36 1059,9 0,278 0,16/ 0,26
5 302,80 1063,9 0,270 0,185 0,09
MFEDScd(m, 1)-cov 1 475,90 12884 0,347 0,187 0,04
2 388,12 1169,3 0,302 0,169 0,21
3 329,99 1104.5 0,287 0,179 0,41
4 345,09 1155,0 0,293 0,170 0,25
5 385,10 1200,3 0,299 0,176 0,09

periodo. O tltimo gréafico, representando a sazonalidade comum, exibe um padrao bastante

regular com valores altos no inicio de cada ano.

As probabilidades a posteriori dos parametros auto-regressivos serem iguais a 1 foram
p(y1 =1y) =0, p(y2 = 1ly) = 0.983 e p(y3 = 1|y) = 0, ou seja, o segundo fator é considerado
nao estaciondrio. A Tabela 4.7 mostra o sumaério a posteriori dos parametros dos fatores e do
processo Gaussiano. Nota-se que a dependéncia auto-regressiva do terceiro fator é bastante
baixa enquanto que no primeiro fator a dependéncia é quase nula (nao significativa). O
segundo fator consegue captar uma certa estrutura sazonal e uma tendéncia decrescente até
o final do ano 2001 (Figura 4.11). Este resultado sugere que o padrao sazonal comum estimado
nao consegue explicar totalmente o comportamento ciclico presente nos dados. Nota-se que
este fator pode ser comparado com o quarto fator da abordagem anterior representando neste
caso o fator de médias. O primeiro fator pode ser considerado como fator de ruido. O terceiro
fator exibe um comportamento bastante variavel nos anos 1998, 2000 e 2001, embora no resto

do periodo exiba uma variagao limitada.

A Figura 4.12 mostra as estimativas da componente puramente temporal da matriz de

cargas dos fatores. A primeira série exibe um comportamento quase constante ao longo
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Tendéncia Longitude Latitude Longitude?

2000 2001 2002 2003 2004

LonxLat Latitude? Sazonalidade

2000 2001 2002 2003 2004 1098 1999 2000 2001 2002 2003 20 04 1998 1099 2000 2001 2002 2003 2004

Figura 4.10: Dados CASTNet: Médias a posteriori dos coeficientes do nivel médio para
a especificacdo MFEDcd(3)-cov. A linha cheia representa as médias a posteriori e as linhas
pontilhadas os intervalos de credibilidade de 95%.

Tabela 4.7: Dados CASTNet: Sumadrio a posteriori dos parametros na especificagao
MFEDcd(3)-cov. R: diagnéstico de Gelman & Rubin.

Percentis
0 E(6) V/Var(0) 2.5% 50% 97.5% R
- -0,040 0,088 -0,203 -0,041 0,142 1,03
yo ¥ 1,000 - - - - -
3 0,100 0,094 0,038 0,097 0,279 1,04
A 0,003 9e-4 0,001 0,003 0,005 1,04
Ao Te-4 2e-4 Se-4 Te-4 0,001 1,03
A3 0,004 0,002 0,002 0,004 0,008 1,08
o2, 0,028 0,034 0,003 0,018 0,126 1,10
o2, 0,054 0,051 0,004 0,037 0,182 1,05
o2 0,063 0,090 0,005 0,032 0,325 1,08
2 0,105 0,030 0,057 0,100 0,175 1,03
2 0,052 0,009 0,036 0,051 0,073 1,01
2 0,279 0,120 0,132 0,249 0,610 1,01
o 43,200 7,400 30,200 42,700 60,400 1,02
b2 43,100 4,300 34,900 43,200 51,200 1,01
b3 39,600 4,400 31,400 39,800 47,700 1,01

* Fator néo estaciondrio com p(y2 = 1|y) = 0, 98.

dos anos, enquanto que a segunda e terceira séries variam ao longo do tempo. Estimativas
da componente espaco-temporal de (; foram calculadas para todos as semanas, a Figura
4.13 mostra as superficies médias estimadas para alguma delas. Os mapas indicam pouca

variagao no padrao espacial ao longo do tempo. Nota-se que as superficies de d(); e d(2);
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Figura 4.11: Dados CASTNet: Médias a posteriori dos fatores para a especificacao
MFEDcd(3)-cov. A linha cheia representa as médias a posteriori e as linhas pontilhadas
os intervalos de credibilidade de 95%.

sdo bastante parecidas, indicando um peso maior ao redor da estacao QAK. As superficies
de d(3); sao bastante parecidas com a superficie de F2 do modelo MFEDS(4,1)-cov-GP que
separa a regiao em dois grandes setores, leste com pesos mais baixos e oeste com pesos mais

altos.

4.4 Comparacao entre as duas abordagens

A comparacao é feita entre os melhores modelos selecionados de cada abordagem considerando
critérios baseados no ajuste, previsao e interpolacao. Da Tabela 4.8 concluimos que a especi-
ficaggo MFEDcd(3)-cov apresenta os melhores resultados em termos da previsao e inter-

polacao, embora o ajuste nao seja o melhor.

Comparacoes adicionais foram feitas ao considerar a performance preditiva de cada modelo
utilizando os critérios propostos por Gneiting et al. (2007). Da Tabela 4.9 pode-se concluir
que o modelo MFEDS(4, 1)-cov-GP é o melhor. Com estes resultados concluimos que o

modelo com cargas estaticas pode ser utilizado na modelagem dos dados de SO9 tanto para
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Figura 4.12: Dados CASTNet: Médias a posteriori da componente temporal de [(; para
a especificacdo MFEDcd(3)-cov. A linha cheia representa as médias a posteriori e as linhas
pontilhadas os intervalos de credibilidade de 95%. ¢t =1,...,312.

Tabela 4.8: Dados CASTNet: Critérios de comparacao entre modelos com cargas estéticas e
dinamicas. Soma do Erro Quadrético (SEQ), Soma do Erro Absoluto (SEA), Erro Quadratico
Médio da previsao (EQMp) e EQM da interpolacao (EQM;y).

Modelo SEQ SEA EQMp EQM;
MFEDS(4, 1)-cov-GP 450,95 1276,1 0,229 0,158
MFEDcd(3)-cov 291,95 1046,5 0,265 0,169

prever observacoes futuras, quanto para interpolar valores em locais nao medidos. A inclusao
de uma estrutura temporal nas cargas dos fatores nao ajudou a melhorar os valores das

previsoes, mas ainda, incorporou variabilidade extra pelo fato de ser mais parametrizado.
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Tabela 4.9: Dados CASTNet: Avaliagdo da previsao utilizando as medidas: Escore
logaritmico médio (LogS), escore probabilistico de posto continuo (CRPS) e média da ampli-
tude do intervalo de credibilidade de 90% (MA90).

Modelo \ LogS CRPS MA90
MFEDS(4, 1)-cov-GP 10,045 0,614 2,355
MFEDcd(3)-cov 12,568 0.919 4,166

4.5 Consideragoes finais

Neste capitulo duas abordagens para modelar os niveis de SO5 na regiao leste dos EUA foram
apresentadas. As duas abordagens foram baseadas nos modelos propostos nos Capitulos 2 e
3 com cargas estdticas e dinamicas, respectivamente. Varias classes de modelos foram pro-
postas em cada caso e comparadas com critérios baseados no ajuste, previsao e interpolagao.
Modelos com estruturas mais simples (modelos benchmark) também foram considerados, com
o objetivo de avaliar se modelos menos estruturados eram suficientes para tratar a estrutura
espago-temporal presente nos dados. Os resultados mostraram que os modelos propostos se
adaptaram bem & dinamica dos dados, embora as medidas de ajuste resultaram melhores
para os modelos mais simples. Comparagoes baseadas na previsao e interpolacao indicaram
que uma estrutura como a incorporada no modelo proposto é necessaria, principalmente para

fazer previsao.

Foram feitas comparacoes entres os melhores modelos de cada classe e entre modelos
com cargas estaticas e dinamicas. Para esta tultima comparagao obtivemos que o modelo
com cargas dinamicas foi melhor em termos de ajuste, mas nao em termos de interpolacao
e previsao. Comparagoes adicionais foram feitas utilizando critérios baseados nos valores
previstos como o escore logaritmico médio e o critério CRPS proposto por Gneiting et al.
(2007). Com estas medidas concluimos que o MFED com cargas estéticas ¢ o mais indicado

para representar a estrutura dos dados.
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Figura 4.13: Dados CASTNet: Interpolacdo Bayesiana da componente espaco-temporal de
(¢ nas semanas 2002-1, 2003-1, 2003-26 e 2003-52. Os valores acima dos mapas representam
a amplitude da variacao das médias a posteriori.
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Capitulo 5

Modelo fatorial espacial dinamico

generalizado

Neste capitulo o MFED para dados normais é estendido para dados pertencentes & familia
exponencial. Este tipo de modelo permite abordar situacoes em que os dados podem ser
estritamente positivos (modelo Gama), bindrios (modelo Bernoulli), de contagem (modelo
Poisson), entre outros. Neste caso, os fatores latentes e as cargas dos fatores sao utiliza-
dos para modelar transformagoes da média através de uma funcdo de ligagdo apropriada.
A correlagao temporal e espacial é modelada através dos fatores dindmicos e cargas dos
fatores respectivamente. Inferéncia para este tipo de modelo é proposta seguindo uma abor-
dagem completamente Bayesiana, na qual técnicas como o Filtro de Kalman estendido e a
amostragem em blocos dos pardmetros latentes do modelo sdao desenvolvidas para ser uti-
lizadas dentro do algoritmo MCMC. O esquema proposto é mostrado como uma alternativa
para amostrar os parametros latentes em modelos lineares dinamicos generalizados multi-
variados, combinando as técnicas sugeridas em Gamerman (1998) e Knorr-Held (1999). A
primeira delas refere-se a construgéao de densidades propostas para os passos de Metropolis-
Hastings (M-H) e a segunda, a estratégias de amostragem em blocos para os estados do modelo
dinamico nao linear. Finalmente, dois exemplos simulados com respostas Gama e Bernoulli

sao apresentados para mostrar a aplicabilidade dos modelos e algoritmos propostos.

5.1 Introducao

Modelos espaco-temporais nao lineares e nao Gaussianos vém sendo amplamente utilizados em
diversas aplicagoes, principalmente na modelagem de dados epidemioldgicos, meteorolégicos

e de contaminagao ambiental. Estes modelos permitem encarar problemas estruturalmente

70
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mais complexos, nos quais as observagoes medidas no espaco pertencem a familia exponencial,

em particular dados Poisson, Gama e Binomial.

O MLDG tem sido utilizado para modelar dados variando no espaco e no tempo. Isto é
possivel impondo uma estrutura de correlacdo espaco-temporal nas componentes do preditor
linear. Para dados espaciais univariados ou multivariados, nos quais uma ou mais variaveis
sao medidas em um local (dados continuos) ou regiao (dados de drea) em um periodo de
tempo discreto, algumas abordagens recentes podem ser mencionadas. Por exemplo, Hooten
& Wikle (2007) modelam a quantidade de uma espécie de passaro registrada em locais espal-
hados em todo o territério dos EUA através de um processo de Poisson. J4 em Fernandes,
Schmidt & Migon (2007) é utilizado um MLDG para modelar a quantidade de chuva me-
dida em estacoes pluviométricas espalhadas na cidade do Rio de Janeiro, onde os processos
espago-temporais sao inflacionados de zeros. Para o caso de dados de édrea, Jin, Carlin &
Banerjee (2005) utilizam um modelo CAR multivariado generalizado (do inglés GMCAR)
para ajustar as taxas de mortalidade por cancer de pulmao e eséfago e, mais recentemente,
Vivar (2007) utiliza um MLDG com erros seguindo distribuigoes de campos aleatérios Marko-
vianos Gaussianos proprios para modelar a presenca ou auséncia de uma espécie de péassaro

nos EUA.

Nesta tese, o interesse é tratar esses tipos de estruturas espaco-temporais, utilizando a
modelagem fatorial e a estrutura dos modelos dinamicos (da mesma forma que no modelo
normal) para modelar dados pertencentes a familia exponencial. A modelagem proposta se
diferencia das abordagens anteriores nos seguintes aspectos: (i) a redu¢do da dimensionali-
dade através dos fatores comuns e (7i) a formacao de grupos ou clusters na regiao de estudo.
O modelo proposto sob este enfoque é chamado de modelo fatorial espacial dinamico

generalizado e denotado por MFEDG.

A analise fatorial ja vem sendo utilizada na modelagem de dados espaciais. A maio-
ria das abordagens propostas para dados na familia exponencial considera o caso em que
multiplas varidveis sdo medidas em cada local (dados espaciais multivariados). Nestes casos,
a analise fatorial é util para modelar as variaveis observadas em termos de um ntmero menor
de variaveis latentes ou fatores assumindo que os fatores comuns sao espacialmente correla-
cionados. Knorr-Held & Best (2001), por exemplo, propuseram um modelo de componentes
comuns para o numero de casos de duas doencas através de um processo de Poisson. Por

outro lado, Wang & Wall (2003) ajustaram um modelo fatorial espacial as taxas de mor-
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talidade de cancer de varias cidades de Minnesota. Em ambos os casos, a analise fatorial
¢é utilizada em outro contexto e para um tipo diferente de dado. No MFEDG proposto, a
andlise fatorial é utilizada para reduzir a dimensionalidade de uma observagao medida em

varios locais. E essa a principal diferenga com as abordagens anteriores.

Por outro lado, fazer inferéncia em MLDG espaco-temporais nao é trivial e requer proce-
dimentos computacionalmente intensivos. Entretanto, com o crescente desenvolvimento da
computacao e o uso cada vez mais crescente de métodos de amostragem eficientes como o
algoritmo MCMC, este problema foi parcialmente resolvido, embora o procedimento de in-
feréncia ainda seja bastante demorado. Do ponto de vista Bayesiano, o principal problema
estd baseado na amostragem dos estados latentes cuja distribuicdo a posteriori nao tém forma
analitica fechada. Na literatura existem vérias propostas para aproximar a distribuicao a pos-
teriori de interesse, a maioria delas para o caso de observacoes univariadas que podem ser
estendidas ao caso multivariado com algumas modifica¢oes (ver Migon, Gamerman, Lopes &
Ferreira, 2005 para mais detalhes). Uma dessas propostas corresponde a Ravines (2007) na
qual a amostragem do vetor de estados é feita em bloco utilizando o algoritmo denominado
CUBS (do inglés Conjugate Updating Backward Sampling). Este algoritmo segue um es-
quema similar ao FFBS com a diferencga de que o primeiro passo do FFBS é substituido pelo
Conjugate Updating de West et al. (1985). Uma desvantagem deste método é a elicitagao
de prioris conjugadas multivariadas que faz com que o método seja invidvel para o caso

multivariado.

Em Gamerman (1998) a amostragem dos estados é feita com passos de Metropolis-
Hastings utilizando uma distribuicao proposta baseada em um modelo dinamico normal
aproximado. A amostragem pode ser feita de trés formas: individualmente, em bloco ou
amostrando individualmente dos erros. Por outro lado, Geweke & Tanizaki (2001) pro-
puseram amostrar dos estados individualmente utilizando varias densidades propostas. Em
Knorr-Held (1999) a matriz de estados é divida em blocos permitindo que a amostragem
de cada bloco seja feita com passos de Metropolis-Hastings. Nesta tltima abordagem a dis-
tribuicao proposta nao depende das observacoes e, portanto, a probabilidade de aceitagao do

algoritmo de M-H s6 depende da razao de verossimilhancas.

Alguns comentéarios podem ser extraidos destas propostas de amostragem. Primeiro, a
amostragem individual pode apresentar convergéncia lenta das cadeias, sendo necessarias

cadeias mais longas o que faz que o procedimento de inferéncia seja demorado. Segundo, a
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amostragem conjunta dos estados é uma alternativa interessante. Entretanto, se a dimensao
da matriz de estados for muito grande, a taxa de aceitagdo do algoritmo de M-H pode ser
muito baixa ou quase nula. Por tultimo, considerar a amostragem dos estados em blocos se
mostra como uma alternativa eficiente, com taxas de aceitagdo mais razodveis dependendo
do ntumero de blocos considerado. Portanto, nesta tese, uma proposta de amostragem que

combina as técnicas sugeridas em Gamerman (1998) e Knorr-Held (1999) é sugerida.

Este capitulo esta dividido da seguinte forma. Na Secao 5.2 é apresentado o MFEDG
proposto. Na Sec¢ao 5.3 é descrito o procedimento de inferéncia e o esquema de amostragem
proposto para os fatores latentes utilizando blocos. Dois estudos simulados para dados com
distribuicao Gama e Bernoulli sao apresentados na Secao 5.4. Por iltimo, consideragoes finais

sao apresentadas na Secao 5.5.

5.2 Modelo proposto

Seja N o ntmero de localizacoes numa determinada drea S(C R?) e suponha que y; =
(y1t,---,ynt) € um vetor N-dimensional que contém as observagoes medidas nos N locais
{s1,...,sn} (si € S;i =1,...,N) no tempo t. Logo, o modelo fatorial espacial dindmico

generalizado (MFEDG) é representado da seguinte forma:

p(yelme ) o< exp{ly! m — blm)] + ey, ¥)} (5.1a)
n = v(b) (5.1b)

g() = 0= Bfi+ " (5.1¢)

fi = Tfiq+w, wi~ N(O,A) (5.1d)

Byy = 1 +6j, 6~ PG, 774 ()) (5.1¢)

fo ~ N(mg,Co)

onde 7; é o parametro natural e i é o parametro de dispersao, a média e variancia de y;
dependem da fungao b da seguinte forma E(y:|n:) = b'(n:) € V(ye|me) = b () /1. v é uma
funcao que transforma o preditor linear no parametro natural. A equagao (5.1¢) carrega parte
da estrutura do MFED normal, p/* é uma componente puramente temporal que pode tomar
diferentes especificagoes de acordo ao problema (sazonalidade, tendéncias, etc) e inclusive
considerar a inclusao de covaridveis estéticas e/ou dindmicas. A matriz I' descreve a evolugao

dos fatores latentes enquanto que A representa a matriz de covariancia das evolugoes de f;.
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Da mesma forma que no modelo normal, a dependéncia espacial é modelada através das
colunas da matriz de cargas dos fatores que seguem processos Gaussianos com média ,uf e
fungado covariancia szp%. () (j=1,...,m).

O modelo proposto permite a modelagem de uma ampla gama de dados provenientes de
diversas distribuicoes pertencentes a familia exponencial. Com a capacidade de incluir estru-
turas simples e/ou complexas, flexiveis para representar muitos fenémenos variando no espago
e no tempo. Dado que o MFEDG é uma generalizacdo do MFED, todas as propriedades e
caracteristicas apresentadas no Capitulo 2 podem ser estendidas ao modelo nao normal. A-
ssim, pode-se afirmar que a funcao de covariancia do processo espaco-temporal tem estrutura
nio separavel. A inclusdo de covaridveis é feita através das cargas e/ou a componente u}* da
mesma forma que na Subsegao 2.2.1. Tendéncias mais especificas como padroes sazonais ao
longo de tempo podem ser incorporadas de duas formas: (i) em u%*, em que a componente
sazonal é comum em toda a regiao de estudo e (ii) através dos fatores dinamicos. Neste
ultimo caso o fator sazonal é ponderado pelas cargas espacialmente estruturadas o que sig-
nifica a incorporacao de diferentes padrdes sazonais para os diferentes locais no espago (ver

mais detalhes na Subsegdo 2.2.2).

5.2.1 Funcao de verossimilhanga

Sem perda de generalidade é assumido que pf* = 0. Sejam y = (y1,...,yr), n= (n1,...,n7),
0" = (AN, v, u,7,0) e ¥ = (F,3,0%). A funcao de verossimilhanca de (U, n, ¢, m) é

p(y\‘l’aﬁ>¢am) = szlp(ytlwanta¢7m)
= TTie el ) (5.2)
= exp { WISy m— X0 b)) + XL el ) |

onde 7; é o parametro natural ou candnico e n; = v(0y) = v(Bft).

5.2.2 Interpolacgao

O procedimento de interpolacao é feito seguindo as mesmas idéias apresentadas no modelo
normal (Segdo 2.3). O interesse é interpolar valores para N, localizacoes onde a varidvel
resposta y; nao foi observada. Seja y° o vetor de observagoes nas localizagoes em S e y™ o
vetor de observagoes ndo medidas em S, = {sy+1,...,SN+nN, }- Analogamente, sejam (3° e

0™ as matrizes de cargas dos fatores correspondentes as observagoes y° e y” respectivamente.
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Do ponto de vista Bayesiano, o interesse é encontrar a distribuicao a posteriori de y" dada
por

Py ) = / p(y" . ", £.©)p(B"|6°, ©)p(6°, £, Oly°)d5"dpdfd®  (5.3)
onde p(8°(6°,0) = TTj-, p(B(y)|8%), 18], 72, 6;)
(B3 |BG) 1,77 65) = N (] + Ry °RY, TN (BY) — w))s 77 (Ry, — Ry°Rg, "' R3™))

com R;j e RZ;O definidos na Secao 2.3. A densidade p(y™|y°) é aproximada utilizando os

métodos de Monte Carlo de acordo com a seguinte formula
1 L
pW"y%) = 7 D el 570, f0,01)
=1

onde {(6"M, M @MW), . (gL f(L) @)} ¢ uma amostra obtida do algoritmo MCMC.

Mais especificamente, para cada tempo t e para cada [-ésima iteracao temos que

plyplys, 87O, 10,00 = plyp i)

n(l)

onde 7, é o parametro natural da distribuicao correspondente as N, localizacoes em S,

nf(l) = U(G?(l)) = v(ﬁ”(l)ft(l) + u?*(l)) e 0;1(1) ¢ o preditor linear associado a n?(l).

5.2.3 Previsao

Analogamente ao caso normal, previsao h-passos a frente é feita seguindo o mesmo proce-
dimento apresentado na Secao 2.3. Neste caso, uma aproximacao da densidade preditiva

h-passos a frente p(yrip|y) é dada pela seguinte férmula

~

P(yr+nly) = Z (yrsnl £, 80, 00),

Mais especificamente temos que para cada [-ésima iteragao do algoritmo MCMC

(yT+h’fT+ha B0, e0) = (yT+h|77T+h)

onde nglh = v(@&flh) v(p¢ f Thn T ,LLT+(}2) e, portanto, uma amostra {y(TlJ)rh, e ’yT+h} de

!
p(yron|y) é obtida amostrando y(Tzrh de p(yT+h|n(Tzrh) paral=1,...,L.
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5.3 Procedimento de inferéncia

Nesta secao ¢é apresentado o procedimento de inferéncia proposto seguindo uma abordagem
completamente Bayesiana. Para isso, distribuicoes a priori para todos os parametros latentes
e hiperparametros sao especificadas e o algoritmo MCMC novamente é utilizado para obter
amostras a posteriori dos parametros de interesse combinando técnicas como o amostrador
de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings. Em seguida, um esquema de amostragem
em blocos para os fatores latentes é proposto utilizando numa primeira etapa o filtro de
Kalman estendido a fim de obter uma aproximacao linear para a equacao de observacao e
numa segunda etapa o FFBS (do inglés Forward Filtering Backward Sampling) de Frihwirth-
Schnatter (1994) e Carter & Kohn (1994). Esta proposta é apresentada como uma alternativa
na amostragem dos estados latentes em MLDG dentro do algoritmo MCMC.

5.3.1 Distribuicoes a priori

O modelo em (5.1) é completado com a especificagao das distribuigoes a priori de todos os
parametros. A priori para os fatores comuns é dada pela equagao (5.1d) e completada com
a priori para o estado inicial fo ~ N(mg,Cy) com mg e Cy conhecidos. As distribuices a
priori para os hiperparametros \j e v; (j = 1,...,m) sao as mesmas apresentadas na Segao
2.4.1 com distribuicao Gama Inversa para A; e uma priori mista para 7; em que fatores nao

estaciondrios podem ser considerados.

Para os parametros do processo Gaussiano ,uf- , ¢j e 7'j2 (j =1,...,m) prioris vagas foram
especificadas tal que ,uf ~ N(my,S,), sz ~ GI(n./2,n:5:/2) e ¢p; ~ GI(2,b). my, S,, nr e
sr s@o hiperparametros conhecidos e b = max(dist)/(—21og(0.05)) onde max(dist) representa
a maxima distancia entre dois locais. Neste caso, as prioris de referéncia propostas por Berger
et al. (2001) consideradas para o caso normal nao foram utilizadas. Testes preliminares com
dados simulados indicaram problemas de convergéncia nas cadeias. Notou-se também que a
funcao de verossimilhanga nao fornecia suficiente informacao para estimar os parametros e,

portanto, prioris mais informativas tiveram que ser consideradas.

5.3.2 Inferéncia a posteriori

Um esquema de amostragem baseado no algoritmo MCMC ¢ utilizado para estimar todos os

parametros do modelo. Isto é feito combinando a funcao de verossimilhanga com a informacao
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a priori considerando o nimero de fatores m conhecido. Sem perda de generalidade, considere

pl® =0 Vt. Assim, dado m, a distribuigao a posteriori conjunta de (F,3,0) é

T T
p(F7/8)@|y) X Hp(yt|77t7F)ﬂ)p(f0|m07CO)Hp(ft‘ft—laAafy)
t=1 t=1

m

< [T pBelus, 72, 65)p(1) e\ )p(1 )p(72)p(85).- (5.4)
j=1

A distribuicao acima néo tem forma fechada conhecida e é analiticamente intratével, portanto,
o algoritmo MCMUC sera utilizado para amostrar os pardmetros de interesse. Neste ponto o
interesse é propor um algoritmo que permita amostrar os fatores latentes, a matriz de cargas
dos fatores e os hiperparametros © a partir das suas respectivas condicionais completas.
Para os hiperpardmetros em © as distribuicoes condicionais completas sao: normal para -;
e ,u?, gama inversa para A; e Tj2 (j =1,...,m). O parametro ¢; é amostrado com passos
de Metropolis-Hastings com densidade proposta seguindo uma distribuicao log-normal com
parametro de locacao log ¢; e de escala Ay, ou seja q;(¢;,-) = fon(-;logd;, Ag) onde Ay é
uma, constante sintonizadora utilizada para calibrar a densidade proposta. Dado F e (3, as
distribui¢oes condicionais completas a posteriori de todos os hiperparametros em © sao as

mesmas que no MFED. Mais detalhes podem ser encontrados no Apéndice A.1.

A amostragem da matriz de cargas 3 é feita conjuntamente utilizando passos de Metropolis-

Hastings. Para isso, reescrevemos as equagoes (5.1c) e (5.1e) da seguinte forma 6, = f/3* e

B* ~ N(ug,Xg+), com f = fi @Iy, * = (561)7 e 75{@)’7 ppr =@ 1IN, Xge =Yg Q@ Ry e
Yg = diag(72,...,72). A distribuicio proposta é uma normal multivariada com média igual
ao valor de §* da iterac@o corrente e variancia Aglypy, (Inm matriz identidade de dimensao
Nm) onde Ag é uma constante sintonizadora conveniente para garantir taxas de aceitacao
razodveis. Assim, um valor candidato 3* é gerado da distribuigdo N(8*, AgIn.,) e aceito

com probabilidade

o(8", %) = min {1 [y Pl fi' ) I (5 s S) }

TT Pyl £, B N (875 e, Bpe)
5.3.3 Esquema de amostragem proposto

A condicional completa dos fatores comuns nao e analiticamente tratével e requer procedi-
mentos computacionais mais elaborados. Assim, um esquema de amostragem em blocos com
passos de Metropolis-Hastings é apresentado. O algoritmo proposto combina as idéias apre-

sentadas em Gamerman (1998) e Knorr-Held (1999) referidas a construgao de distribuicoes
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propostas e a amostragem em blocos respectivamente. A idéia de sugerir um esquema em
blocos surge da necessidade de obter taxas de aceitacao razoaveis para o algoritmo de M-H.
A amostragem individual mostrou-se pouco eficiente com alta correlagao entre os f;’s e apre-
sentou convergéncia lenta das cadeias. Na literatura, a amostragem conjunta dos estados no
MLDG se mostra como uma alternativa eficiente com melhoras na convergéncia das cadeias
comparada ao caso de movimentos individuais. Entretanto, esta abordagem nao garante
taxas de aceitacao razodveis reportando-se valores muito baixos quando a dimensao do bloco
F é muito alta. Assim, um ponto intermedidrio as amostragens individual e conjunta é a

amostragem de F' em blocos proposta nesta tese.

Especificagao dos blocos

Seja F' = (f1,..., fr) amatriz de dimensao T x m representando o bloco completo dos fatores
comuns ao longo do tempo. A idéia geral do esquema de amostragem proposto é dividir a

matriz F' em B blocos tal que

F
F =
Fp
onde cada bloco Fy, (b=1,..., B) tem dimensdo T, x m e T = BTy. Sejam L} e L} o limite

inferior e superior do bloco b tal que L1 = 1, L8 =T e T, = L} — L + 1. A representacio

do b-ésimo bloco Fj, é dada por
Fb = (le{” . 'ang)/ = lel’,Lg’

Assim, a condicional completa de Fj é dada pela seguinte férmula
L3

p(le{,ng,@afl,L’i—la ng+1,T) X H p(yel fr, @)p(lel’,Lg’@afLLl{—lang+1,T)' (5.5)
t=L%

A fim de aproximar a moda a posteriori de Fy, a funcéao resposta h é linearizada e a equacao
de observacao é aproximada por um modelo Gaussiano, este método é conhecido como Filtro
de Kalman estendido (KFE) (ver Anderson & Moore (1979) para mais detalhes). Em seguida
uma amostra de Fy é obtida a partir do algoritmo FFBS que consiste em amostrar os fatores
de forma retrospectiva de t = Lg até t = LI{. A densidade proposta para o algoritmo de

Metropolis-Hastings é construida a partir desta aproximagao como proposto em Gamerman

(1998).



5. Modelo fatorial espacial dindmico generalizado 79

Distribuicao condicional em prioris auto-regressivas

A distribuigao conjunta da priori auto-regressiva p(F’) é especificada por

T

D (e =Tfe) AN (fe — Fft—l)}-

t=2

N | —

o)

Seja I o vetor empilhado de F tal que F' = (f],..., fr)" é de dimensio Tm x 1. Com

esta representacao a distribuicdo conjunta de F' pode ser escrita como
1~ =
p(F') o exp §F KF
onde K ¢é chamada de matriz de penalidades (Green, 1987) ou matriz de precisao. Nota-se

que K é bem definida embora a matriz K ~! nio exista devido a K nao ter posto completo.

A matriz de precisao K tem papel fundamental na derivacao de uma distribuicdo condi-
cional para um sub-bloco de F. Para a definicao dessa distribuicao condicional definimos a

matriz G de dimensao m(T — 1) x m T como

' I, O 0
o 0 -T I, 0
0 0 T I,

e uma matriz bloco-diagonal @) de dimensao m(T — 1) x m(T — 1) com elementos A tal que

Q = diag(A,...,A). Com estas matrizes é possivel demonstrar que
F'KF =FGQ 'GF

onde K = G'Q7'G ¢ simétrica e de dimensdo mT x mT. Utilizando estes resultados, a
distribui¢ao condicional p(fL‘{,LS|®’ fl,Lﬁ—l»ngJrl,T)’ que faz parte da equacao (5.5), pode
ser derivada.

Seja Kp 1p uma sub-matriz de K localizada entre as linhas e colunas m(LY—1)+1emL}
associada aos elementos do bloco Fp. Além disso, sejam K 1Lt © K Lh,7 88 matrizes localizadas
a esquerda e a direita de K Lb.Lh tal que

/
K1,L’;

K= Kypp Kpopp Kporp

29

/
LY+1,T
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Logo a distribuicao condicional de dados e ® ¢
g ¢ lequg fl,L’i—l? ng+1,T

p(le;Lg ©, Fre—v fugar) = Nlpge 1 ZU;,Lg) (5.6)
onde
-1
_KLI{,LgKLg-&-l,Tng-&-LT b=1
-1
prioy = 4 ~Ep pfsafioa b=T ,

-1
_KLl{,Lg (K1,Lgf1f17Lg,1 + KLSH,TfL*{H,T) c.c.

e Lhoh = KL_,} b Mais detalhes e a derivagao do resultado anterior podem ser encontradas
’ 152

em Knorr-Held (1999) assim como a generalizacao para prioris auto-regressivas de ordem k.

Filtro de Kalman estendido

O objetivo é aproximar a moda a posteriori m; e a variancia C; da posteriori p(F|y). A moda

a posteriori maximiza

T T
logp(F,y) = > logp(yil fr) + Y logp(filfi-1) + log p(fo)-
t=1 t=1

A derivada da log-verossimilhanca da observacao dados os estados é
Ologp(yelft) , 1 Oh 00,
8ft - {yt b (Ut)}b,,(m) aet 6ft
BH (0057 (00){ys — h(0)}.

Se a funcao resposta h fosse linear poderia ser aplicado o Filtro de Kalman diretamente
para calcular m; e C; mas nao é o caso. Logo, a equacao de observacao é aproximada com
um modelo Gaussiano. Isto é feito linearizando a fungao resposta h ao redor de um ponto 0,.
A média é aproximada por iy = h(6;) ~ h(6;) + h'(0;)(8; — 0;) e variancia por 3; = (6;).

Usando esta aproximagao tem-se que

dlog p(y:| fr)

5 ~ BR(0)S [y — h(0:) + B (0)0, — K (6,)8,]
fe

= B KGNS O)[R (0) 7 (e — h(0r)) + 0, —0,]

VL it

Logo, a aproximacao da equacao de observacao é feita da seguinte forma:

A

9t = Bft +v, v~ N(0,V) (5.7)



5. Modelo fatorial espacial dindmico generalizado 81

onde s = W (6;) " (ys — h(6:)) + 0 e V, 71 = 1/ (0,)%; 21 (6;). Com estes resultados é possivel
aplicar o Filtro de Kalman diretamente da mesma forma que no caso normal. Logo, a

filtragem para cada f;, t = L%,..., L5, do bloco F}, é resumida nos seguintes passos:

Algoritmo 5.1. (FKE)
1. Posteriori em t — 1: fi_1|Dy_1 ~ N(my_1,C¢_1).
2. Priori em t: ft|Dt—1 ~ N(at, Rt) onde ay = Fmt_l (& Rt = FCt_lf’ + A.

3. Ponto para a expansao de Taylor: 0, = »3ft(lil).

4. Aproximacio da equacdo de observagao: Determine G = b’ (6;) [y — h(6;)] + 6,
e V=105 (0 (6r).

5. Previsao um passo ao frente: §;|D;_1 ~ N(f;, Q) onde
ff=Ba e Qi=pRS + V.
6. Posteriori em t: f;|Dy ~ N(my,Ct) onde

me=ar+ReBQr (9 — f7) e Cr=Ri— RifBQ;'BRy.

D; = {yi1,...,y:} denota o conjunto de observagoes até o tempo t. Dentro do algoritmo
MCMUC, se [ denota a iteracao corrente, o ponto para a expansao de Taylor 0, depende do

)

valor de ft(l_l) na iteragao anterior. Logo, §; pode ser expressa em fungao de ft(l_1 e denotada

por g = 5 (fV).

Amostragem em blocos

A amostragem do bloco Fy (b = 1,...,B) é feita utilizando passos de Metropolis-Hastings
dentro do algoritmo MCMC. Assim, na [-ésima iteracéo, um valor candidato F, é amostrado
da densidade proposta q(Fb(lfl) — Fb) dada pela condicional completa conjunta aproximada
p(E) = p(Fy)i, ©, fl,L’j—l? fL§+1,T)' Expressoes para p(F},) sao obtidas decompondo a condi-

cional completa aproximada da seguinte formas:

e Parab=1
Li-1

P(FY) :p(fL;\fL5+1aﬁL;79) H p(filfis1, D, ©).
t=1
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e Paral<b< B

b
Ly—1

p(E) = p(figlfrgir D1y ©) T pUfilferrs D ©)p(Frgl Frass Fro—ys Dy ©).

e Parab=B

t=L%+1

LB-1

p(F) =p(frlDr,©) ] p(fel ferr, De, ©)p(frp|frpsas frp—1: Dip, ©).

Neste caso, D; = {91, ..

t=LB+1

., Ut} denota o conjunto de observagoes artificiais até o tempo ¢

definidas em (5.7) com g = gq( ft(lfl)). Por outro lado, as médias e variancias das distribuigoes

retrospectivas sao obtidas facilmente utilizando as propriedades da normal multivariada. Em

geral, pode-ser mostrado que:

- p(fe| fr+1. D1, ©) = N(m§(fr41), C5), onde

m

- p(fel fes1, fi—1, Dy, ©) =

mi* (fer1, fi-1)

cy*
tal que

ot
my (fi-1)

(fir1) = my+ CI'REY (fern —Dmy),

Cf = C,—CI'R\IC,.

N(mi*(fig1, fr—1), CF*), onde

= m;(fi1) + CiT'(CCIT + A~ (frn — Tmf (fio1)),

= Cf —CT(TCT + Aoy

= R;TC, 1C G 'R+ 071,

= Ct*_l (Rt_lrct—lcts—l(ft—l - E) + Ct_lmt) ,

onde E; = (I, — Cy_1T"R; 'T)my_1.

Nas expressoes acima, m; e Cy representam as médias e variancias on-line obtidas do

FKE, mi(-), m{*(-) e C{(-), C{*(-) representam as médias e variancias retrospectivas dado

ft+1 e {fe41, fi—1}, respectivamente.

O esquema de amostragem pode ser descrito da seguinte maneira. Paracadab=1,..., B,

um valor candidato F}, é amostrado da densidade proposta q(Fb(lfl), Fb) utilizando as aproxi-

magoes obtidas no FKE e as médias e variancias retrospectivas do FFBS. Cada f; é amostrado
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seqiiencialmente de ¢t = Lg até t = Ll{ de suas distribuigoes retrospectivas. Portanto, uma

amostra Fb(l) na [-ésima iteracao do algoritmo MCMC é obtida de acordo com o seguinte

algoritmo:
Algoritmo 5.2. (Amostragem do bloco Fy)
1. Amostrar ng de

-1
N(mig(fégﬂ)), zg) se b=1,...,B—1 oude

N(ng,CLg) se b=D.
2. Partindo det = L4 — 1 até t = LY + 1, amostrar f; de N(mi(fii1), C5).

3. Amostrar szl, de

N(mSL?(JZLg_i_l), CZZ{) se b=1 oude
sk (F -1 s
N(ng(le{Jrl’fél{,l))v Ll;) se b=2,...,B.

4. Faca Fb(l) = F}, com probabilidade ay, e Fb(l) = Fb(lfl) com probabilidade 1 — oy, onde

= (1-1)  L(-1) 5 ~

(Bl 0 ) A e = B

ap =min{ 1,

No algoritmo anterior, a probabilidade de aceitacao ay depende da distribuigao condicional
completa p(Fply, ©, f; Lh—1s f b +1.7) definida na equagao (5.5). Esta distribuicao é facilmente
calculada combinando os resultados das equagoes (5.2) e (5.6) correspondentes a fungao de
verossimilhanca e a priori condicional auto-regressiva respectivamente. A densidade proposta
q(Fy — Ff) (r,sigual al—1,l oul,l — 1) é avaliada como o produto das densidades retros-
pectivas apresentadas anteriormente. Nota-se que na atualizacao de Fy a Fy, as médias e
variancias das distribuigoes propostas, dependem de todos os elementos do bloco F utilizados

na construcao das observacoes artificiais e nas médias e variancias on-line do KFE.

Por ultimo, o esquema de amostragem baseado no algoritmo MCMC, para obter amostras

a posteriori de todos os parametros do modelo (F, 3, ©), é resumido no seguinte algoritmo:

Algoritmo 5.3. (Esquema MCMC para o MFEDG)

a. Inicializacao: dar valores iniciais (F(O), B0, @(0)) e inicialize o contador de iteragoes

eml=1.
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b. Amostre F: F) ¢ amostrado em blocos como seque:

1. Facab=1

2. Amostre F, da densidade proposta q(Fp — Fb) de forma seqiiencial de t = Lg até
LY (FKE + FFBS).

3. Faca Fb(l) = F, com probabilidade oy € Fb(l) = Fb(l_l) com probabilidade 1 — ay,
onde

~ (l 1) ~ _
p(Fyly, O, f 1Lb 1’be+1T) Q(Fb—>Fb(l 1))

(B g0, e - By

ap =min ¢ 1,

4. Faca b — b+ 1 e volte para b.2. se b < B.

c. Amostre 3*: O ¢ amostrado como seque:

1. Amostre 3* da distribuicdo N(B*=1), AgINmg).

2. Faca 3*D = 3* com probabilidade o e 3*© = g*U=1) com probabilidade 1 — «,

onde

a:min{ Ht 1p(yt‘ft7 )fN(ﬁ g, Zﬂ*)}
Ht Ly 5, BF) N (B g, Eg+)

d. Amostrar O: Os elementos de © sao gerados separadamente utilizando o amostrador

de Gibbs e passos de Metropolis-Hastings.

e. Atualizacao: Faca |l — I+ 1 e volte para b até a convergéncia.

No Algoritmo 5.3 a atualizacao do vetor de hiperparametros © é feita seguindo os proce-
dimentos descritos na Subsec¢ao 5.3.2. Na Secao 5.4 sdo apresentados dois exemplos com dados

simulados para mostrar a aplicabilidade do algoritmo de inferéncia proposto nesta secao.

5.3.4 Inferéncia para o nimero de fatores

Analogamente ao caso normal, o algoritmo RJMCMC ¢ utilizado para estimar o nimero de
fatores m. Este algoritmo (baseado na proposta de Lopes & West (2004)) fornece o célculo
da probabilidade a posteriori do modelo (PPM) utilizado na sele¢ao de modelos. O algoritmo

RJMCMC para o MFEDG é o mesmo apresentado na Subsecao 2.4.3 com duas variantes.
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Primeiro, a distribuicao proposta conjunta de todos os parametros, dado m, denotado por

4m(¥,,) é dada por:

qm(\Ilm) = H fN(f(])a Mf(j) ) avf(J))fN(ﬁ(j)7 Mﬁ(j) ) bVﬁO))fN(’Y]) M’Yj7CV’Yj)
j=1

< fra(Njd, dMy) fn (s My, Vi) fra(éy: f, fMy,)
j=1

m
X HfIG(TjQ;g7gMTj)7
j=1

onde ¥,, = (Fp, Bm,0), a, b, ¢, d, e, f e g sdo constantes sintonizadoras e M, e V, repre-
sentam as médias e variancias a posteriori baseadas em rodadas preliminares do algoritmo

MCMC para diferentes valores de m.

Segundo, a distribuigdo a posteriori conjunta de ¥,, e m denotada por p(V¥,,, mly) é
dada por p(¥,,,m|y) < p(y|m, ¥, )p(V,,)Pr(m) onde p(y|m, ¥,,)p(¥) é obtida de (5.4) e

Pr(m) = 1/M onde M é o nimero maximo de fatores testados.

5.4 Estudo simulado

Nesta secao dois exemplos com dados simulados sao apresentados. O primeiro refere-se a
dados com distribuicdo Gama e, o segundo, a dados com distribuicao de Bernoulli, gerados
seguindo a estrutura do MFEDG. O objetivo é testar a aplicabilidade dos algoritmos propos-
tos considerando diferentes especificagoes do modelo geral. Em ambos os casos, N pontos
foram gerados num quadrado unitario representando os locais, onde todas as observacoes
foram simuladas. Além disso, diferentes especificacoes do MFEDG sao ajustadas aos dados
simulados para testar se a especificagao utilizada na geracao dos dados se ajustou melhor as
observacoes. Isto é feito mediante critérios de selegdo de modelos e utilizando o algoritmo

RJMCMC proposto.

5.4.1 Exemplo 1: Dados com distribuicao Gama

Em geral, se y segue uma distribuicao Gama com parametros « (de forma) e 5 (de escala) a
sua densidade é dada por:

ﬁo&
T(a)”

p(yla, B) = *Lexp(—By), y=>0
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com média e varidncia dadas por E(y) = 4 = a/B e Var(y) = a/B% Uma representacio

alternativa é obtida re-parametrizando  em funcao da média tal que § = o/ e, portanto,

p(ylp, @) = r(la) (%y)aexp {—%y} ;

A densidade acima é utilizada neste exemplo e é denotada por Gama(u, ). Para o caso

tem-se que

de dados variando no espago e no tempo, seja y: = (Yit,-.-,ynt) (t = 1,...,T) o vetor de

observagoes nos N locais tal que y; ~ Gama(pg, o) con densidade

o1 e \® 1

onde py = (pit, .., unt)’ e a é o parametro de forma escalar. O logaritmo da densidade de

y; ¢ dada por

N
logp(yelp, @) = D [—(a/par)yie + evlog(a/ par) + alog yiy — log T'(ex) — log yur]
i=1

= alym —b(ne)] + cly, @),

onde my = (s ey mie = — s b(ne) = = S0 log(=mie) e elyu, @) = 33, (log yir —

log'(«) — log y;t). As fungoes média e variancia sao dadas por

_1 1

e O"ﬁt
E(yi|ne) = b'(ne) = : e V(yne) =b"(ne)/a = diag :
_ 1 1

NNt Ongw

Modelo utilizado

O MFEDG com dados Gama, utilizado neste exemplo, é especificado da seguinte forma:

Yelpe, o~ Gama(pe, o) (5.8a)
n = —1/u = —exp(—0;) (5.8b)
logue = 6 =0f (5.8¢)
fo = Tfici+wy, we~ N(0,A) (5.8d)

By = wlin+3;, 8~ PG(0,72ps, (")) (5.8¢)

fo ~ N(mg,Co)
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Nota-se que a fungao de ligagao é o logaritmo da média, g(u:) = log(ut) = 6; e, portanto,
a funcao resposta é a fungao logaritmo. O parametro natural 7; depende do preditor linear
0, através de ny = —exp(—60;). De acordo com o ntmero de fatores considerado o modelo

acima ¢ denotado por MFEDG(m).

Dados simulados

Foram gerados dados a partir do modelo descrito em (5.8) considerando N = 25 locais
(gerados aleatériamente num quadrado unitario [0, 1] x [0, 1]), 100 instantes de tempo e m = 2
fatores. Cada coluna da matriz de cargas do fator segue um processo Gaussiano com funcao de
correlagao Matérn com parametro de forma k£ = 1. Os parametros utilizados foram: o« = 1, 5;
I' = diag(0, 8;0,65); A = diag(0,05;0,1); % = (0;0); ¢ = (0,15;0,1) e 7 = (0,25; 1).

Neste exemplo, os parametros « e p” do processo Gaussiano nao foram estimados, per-
manecendo fixos nos seus valores verdadeiros durante o procedimento de inferéncia. Por outro
lado, as ultimas 10 observacoes de cada série temporal foram deixadas de fora da anélise para
efeitos de previsao e comparacao e, portanto, o tamanho final da amostra é T'= 90. A Figura
5.1 mostra os dados gerados ao longo do tempo em 12 dos 25 locais, e a Figura 5.2 (primeira
coluna) as superficies simuladas de B(1) € Brz) junto com os 25 locais considerados (pontos

azuis).

0 2 4 6

0 2 4 6

Figura 5.1: Dados Gama: Dados gerados do modelo Gama. Cada grafico representa a série
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As distribuigoes a priori utilizadas no procedimento de inferéncia foram as seguintes:
para j = 1,...,m, v; ~ N(0,1), \j ~ GI(0,01;0,01), 77 ~ IG(2;0,5) e ¢; ~ GI(2;b)
onde b = max(dist)/(—21og(0,05)) tal que max(dist) é a distancia maxima entre locais. A
priori para fy é N (O, I)n) e para o parametro de forma o é GI(0,01;0,01). « é amostrado
dentro do algoritmo MCMC com passos de Metropolis-Hastings. A proposta de transigao é
uma log-normal com parametro de forma log« e parametro de escala A,, ou seja g(a,-) =
fin(;loga, A,). A amostragem dos fatores foi feita em blocos como descrita na Subsecao
5.3.3. Foram testados 5, 10 e 15 blocos para garantir taxas de aceitacdo razodveis. Com 5
blocos as taxas foram baixas (< 0, 10) e com 10 e 15 blocos, aumentaram. Dado que o tempo
computacional é menor ao considerar menos blocos, B = 10 blocos foram considerados neste

exemplo.

Amostras a posteriori para todos os parametros do modelo foram obtidas utilizando o
esquema MCMC descrito no Algoritmo 5.3. Para cada parametro foram geradas duas cadeias
paralelas de tamanho 20.000 onde as primeiras 5.000 iteragoes foram deixadas de fora como
periodo de aquecimento, guardou-se amostras a cada 5 iteragoes. Desta forma o tamanho
final das amostras a posteriori é 3.000. Todos os esquemas propostos foram implementados
na linguagem de programagcao 0x versao 3.40 (Doornik, 2002). A estatistica R de Gelman &
Rubin (1992) foi utilizada para testar a convergéncia das cadeias, onde valores proximos de

1 sugerem que a convergéncia das cadeias foi atingida.

O conjunto de dados simulados foi ajustado considerando a especificaggo MEFEDG(m) com
m = 1,2,3,4 e 5 fatores. Adicionalmente um modelo mais simples com estrutura espacial,
denominado modelo espacial dindmico generalizado com componente comum (MEDG-CC),
¢é ajustado. Este modelo se diferencia da especificacao em 5.8 na equacao do preditor linear
tal que 0y = uf1y + &4, 6 ~ PG(0,7%py()) e puf ~ N(uf_, W).

A comparacao entre modelos foi feita utilizando varias medidas, entre elas o Erro Quadratico
Médio (EQM), o Erro Absoluto Médio (EAM) e o probabilidade a posteriori do modelo (PPM)
estimada do algoritmo RJMCMC (ver Subsecao 5.3.4 para mais detalhes). As duas primeiras
medidas estdo baseadas no erro entre as observagoes simuladas e ajustadas e no erro de
previsao. Os valores previstos foram estimados utilizando o procedimento apresentado na
Subsecao 5.2.3. A Tabela 5.1 mostra estes valores para todos os modelos ajustados. Nota-
se que para a especificacdo MFEDG(m), a maior probabilidade a posteriori (0,29) é para o

modelo com 2 fatores, como desejado. As medidas de erro também indicam o modelo com
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dois fatores como o melhor, tanto no ajuste quanto na previsao. A especificagaio MEDG-CC
apresenta os piores resultados considerando todos os critérios utilizados, indicando que um

modelo mais estruturado é necessario para o ajuste dos dados.

Tabela 5.1: Dados Gama: Critérios de comparacao de modelos. Soma do Erro Quadrético
(SEQ), Soma do Erro Absoluto (SEA), Erro Quadratico Médio da previsao (EQMp), Erro
Absoluto Médio da previsao (EAMp) e Probabilidade a Posteriori do Modelo (PPM). Os
melhores modelos para cada critério aparecem en itdlico.

Modelo m SEQ SEA EQMp EAMp PPM
1 2531,00 1604,10 147 0,02 0,22
MFEDG (1) 2 2363,38 1557,50 1,35 0,89 0,29
3 2507,27 1587,27 1,43 0,91 0,20
4 2675,68 1639,14 1,53 0,04 0,10
5 2522,59 1606,57 1,44 0,92 0,19
MEDG-CC 5 5464,65 2613,67 3,12 1,49 -

Os seguintes resultados estdo baseados nas amostras a posteriori da especificagao MFEDG(2)
(modelo utilizado na geracao dos dados). Para a matriz de cargas dos fatores, a taxa de
aceitagdo do algoritmo de Metropolis-Hastings foi 0,288. A Figura 5.2 mostra as superficies
simuladas e estimadas das componentes (1) e B(3). A estimagao de cada superficie foi feita
via krigagem Bayesiana seguindo o procedimento descrito na Subsecao 5.2.2. A coluna do
lado direito de cada grafico indica o intervalo de variagao das estimativas na mesma magni-
tude para cada (;), j = 1,2, onde as cores mais claras indicam os valores mais altos. Nota-se
que para (3(1) ambas superficies estimada e simulada sao muito parecidas indicando valores
proximos dos valores simulados. Nota-se também, que os valores estimados de f(3) foram

subestimados embora eles apresentem a mesma estrutura espacial.

A amostragem dos fatores foi feita considerando 10 blocos, cada um deles com taxas de
aceitacao de 0,245, 0,359, 0,412, 0,412, 0,178, 0,304, 0,371, 0,394, 0,123 e 0,264 respectiva-
mente. A Figura 5.3 mostra os valores simulados dos fatores assim como as médias a posteriori
estimadas e os intervalos de credibilidade de 95%. O primeiro gréfico indica que todos va-
lores estimados do fator 1 ficaram préoximos dos simulados. J& o segundo grafico indica que
alguns valores foram superestimados, principalmente para ¢ variando de 40 até 60. Este fato
estd diretamente relacionado com os resultados de (). Ou seja, dado que quase todos os
valores de [3(9) foram subestimados, era esperado valores superestimados no segundo fator.
Adicionalmente, na Figura 5.4 sdo apresentados os gréficos de autocorrelagdo das amostras

a posteriori de fy, t = 10,35,60,85. O interesse aqui é perceber se as amostras apresentam
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Figura 5.2: Dados Gama: Interpolagao espacial das componentes 1 e J3. Em (a) e (b) o
grafico da esquerda representa a superficie simulada e o da direita a superficie estimada via
krigagem Bayesiana. Os pontos azuis indicam os locais onde as observacoes foram simuladas.

alta autocorrelacao. Nota-se que a maioria dos graficos apresenta baixa correlagao sugerindo

independéncia nos valores gerados.
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Figura 5.3: Dados Gama: Fatores simulados vs. fatores estimados. A linha cheia azul
representa os valores simulados, a linha cheia preta representa as médias a posteriori e as
linhas pontilhadas os intervalos de credibilidade de 95%.

Finalmente, a Tabela 5.2 mostra algumas estatisticas a posteriori dos hiperparametros do
modelo 5.8. Nota-se que quase todos os parametros (menos Ay e 7'22) foram bem estimados

com intervalos de credibilidade contendo o valores verdadeiros. O parametro Ay que repre-
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Figura 5.4: Dados Gama: Gréficos de autocorrelacao de f;, t = 10, 35,60,85 do primeiro
(acima) e segunda fator (embaixo) respectivamente.

Tabela 5.2: Dados Gama: Sumaério a posteriori dos parametros do modelo em (5.8). T.A.:
Taxa de aceitacdo. R: diagnéstico de Gelman & Rubin.

Percentis
0 Valor E(0) V/Var(0) 2,5% 50 % 97,5% T.A. R
o 1,50 1,460 0,042 1,380 1,460 1,540 0,513 1,00
Y 0,80 0,764 0,120 0,509 0,778 0,952 - 1,01
Y2 0,65 0,765 0,110 0,527 0,779 0,946 - 1,01
A1 0,05 0,083 0,042 0024 0,076 0,181 - 1,02
Ao 0,10 0,460 0,210 0,189 0,425 0,936 - 1,03
2 025 0,407 0,200 0,158 0,362 0,899 - 1,05
3 1,00 0,139 0,064 0,057 0,127 0,287 - 1,03
b1 0,15 0,194 0,073 0,086 0,185 0,364 0,612 1,04
bo 0,10 0,095 0,047 0,032 0,086 0,212 0,719 1,05

senta a variancia do segundo fator foi superestimado. Este resultado guarda relacdo com a
superestimacdo de alguns valores de fo;. Por outro lado, o pardmetro 75 foi subestimado
indicando menor variabilidade no processo de 2 como verificado nos resultados apresentados
na Figura 5.2b. Ainda na Tabela 5.2, a ultima coluna mostra os resultados da estatistica R

com valores muito préximos de 1, sugerindo convergéncia das cadeias.
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5.4.2 Exemplo 2: Dados com distribuicao de Bernoulli

Neste exemplo, suponha que a observacao y;; (com valores 0 ou 1) medida no local s; (i =
1,...,N)enotempot (t =1,...,T) segue uma distribui¢do de Bernoulli com probabilidade
pit- Ou seja y;; ~ Bernoulli(p;) com média p;; e variancia p;(1 — pi). Se y; representa o

vetor que contém as observacgoes nos N locais, a densidade de y; é dada por

N
plydp) = [k (1 —pa)' e
1=1

N N
= exp {Z it log(pir/(1 — pit)) + Zlog(l _pit)}

i=1 i=1

N
exp {yém — 3 log(1 + exp mt)}

i=1

onde 7y = log(pit/(1 — pit)) € i+ = (M, ---,nne)’. Dado que b(n;) = vazl log(1 4 exp n;t)

temos que as fun¢des média e variancia sao dadas por

eXp N1t exp Nit
Iexpmy (T+expme)?
E(yine) = b'(m) = : e V(yln) =b"(n,) = diag
_SXPNNt eXp 1Nt
Iexpnny (Itexpnne)?

Modelo utilizado

O modelo utilizado na geracao dos dados é o seguinte:

vitlpie ~ Bernoulli(py), i=1,...,N,t=1,...,T, (5.9a)
log(pit/(1 —pir)) = 0O, (5.9Db)
0 = w" +Bf, (5.9¢)
fi = Tfio1+w, wr ~ N(0,A) (5.9d)
Buy = M +oi 0~ PG 7}pg,()) (5.90)
fo ~ N(mo,Co),
onde 6; = (b14,...,0nt)" é chamado de preditor linear. A funcao de ligacao g é o logito tal

que g(pit) = log(pit/(1 — pit)). A componente u!" no preditor linear é igual a p!* = pf1y
com pf ~ N(pi 1, W) e pg ~ N(mlj,Cl). Ou seja, pf representa a componente de tendéncia

comum para todos os locais. O modelo em 5.9 é chamado de modelo fatorial espacial dinamico
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generalizado com componente comum e é denotado por MFEDG-CC(m) onde m indica o

numero de fatores considerado.

Dados simulados

Inicialmente foram gerados N = 30 pontos num quadrado unitario representando os locais,
onde as observacoes sao medidas. Em seguida, parat = 1,...,100, observacoes y; foram gera-
das a partir da especificacio MFEDG-CC(2). Analogamente ao caso anterior, as colunas de 3
seguem processos Gaussianos com funcgao de correlagao Matérn e parametro de forma x = 1.
Os parametros utilizados na geragao dos dados foram: W = 0, 10; I = diag(0, 75;0,90); A =
diag(0,10;0,05); u? = (=1;1); ¢ = (0,15;0,2) e 7 = (0,81;1). Neste estudo, o parametro
Kk nao é estimado permanecendo fixo no seu valor verdadeiro durante o procedimento de
inferéncia. Novamente as ultimas 10 observacoes de cada série foram retiradas da andlise

para efeitos de comparacgao.

A Figura 5.5 mostra os valores simulados em 12 locais. Em cada gréfico os pontos indicam
as observacoes geradas ao longo do tempo e a linha preta o valor da média denotada por p;.
Nota-se que em todos os locais o valor da média tém o mesmo comportamento, ou seja,
tendéncia decrescente a partir de ¢ = 10 e tendéncia crescente a partir de ¢ = 50. Este
comportamento é explicado pela presenga da componente comum z! que exibe uma trajetéria

similar.

As distribuigdes a priori utilizadas foram as mesmas especificadas no exemplo com dados
Gama. Adicionalmente, distribuicées a priori para p® e W foram: p°® ~ N((=1,1),5) e
W ~ GI(2,0.1). A amostragem dos fatores foi feita considerando B = 9 blocos. O algoritmo
MCMC foi utilizado para gerar amostras a posteriori dos parametros seguindo o mesmo

esquema do exemplo anterior.

No total, 5 modelos foram ajustados, os 4 primeiros seguindo a especificacaio MFEDG-
CC(m) com m = 1,2, 3 e 4 fatores e o ultimo seguindo a especificagio MEDG-CC definido no
exemplo anterior (modelo mais simples). A comparagao entre estes modelos é feita utilizando
os critérios EQM e EAM baseados no ajuste e na previsao e a probabilidade a posteriori do
modelo (PPM) calculada do algoritmo RJMCMC. A Tabela 5.3 mostra estes resultados. A
especificagago MFEDG-CC(2) apresenta a maior PPM como esperado e os menores valores de
EQM e EAM tanto no ajuste quanto na previsao. A especificaggo MEDG-CC tem os maiores

valores de EQM e EAM indicando ser o modelo com a pior performance.
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Figura 5.5: Dados Bernoulli: Dados gerados do modelo Bernoulli. Cada grafico representa
a série temporal simulada no local s;, ¢ =1,...,12.

Tabela 5.3: Dados Bernoulli: Critérios de comparacao de modelos. Erro Quadratico Médio
(EQM), Erro Absoluto Médio (EAM) e Probabilidade a Posteriori do Modelo (PPM). Os
melhores modelos para cada critério aparecem em itdlico.

Modelo m EQM! EAM! EQM? EAM? PPM
1 0,2001 0,4373 0,2380 0,4471 0,20
MFEDG-CC(m) 2 0,1949 0,4000 0,2330 0,4190 0,38
3 0,2134 0,4212 0,2412 0,4360 0,27
4 0,2221 0,4410 0,2490 0,4522 0,15
MEDG-CC - 0,3520 0,6450 0,3998 0,6993 -

! Com valores ajustados dentro da amostra
2 Com valores da previsao.

A taxa de aceitacdo de Metropolis-Hastings para § foi 0,636. A Figura 5.6 mostra as
superficies estimada e simulada de (1) e ((2) obtidas via krigagem Bayesiana. O grafico
indica que as superficies estimadas sao bastante semelhantes as simuladas com algumas dis-

crepancias, principalmente nos pontos, em que os [3(;)’s apresentam os menores valores.

As taxas de aceitacdo dos 9 blocos de F' foram 0,287, 0,213, 0,313, 0,248, 0,186, 0,223,
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Figura 5.6: Dados Bernoulli: Interpolagao espacial das componentes 31 e 32. Em (a) e (b)
o grafico da esquerda representa a superficie simulada e o da direita a superficie estimada via
krigagem Bayesiana. Os pontos azuis indicam os locais onde as observagoes foram simuladas.

0,321, 0,253 ¢ 0,179. A Figura 5.7a apresenta a trajetéria simulada e estimada da compo-
nente comum e dos fatores. O primeiro grafico, correspondente a componente comum, indica
que as médias a posteriori sao bastante préximas dos valores simulados. O segundo grafico,
correspondente ao fator 1, indica que nem todos os valores foram bem estimados, mais especi-
ficamente no inicio e quase no final da série. O terceiro grafico, correspondente ao terceiro
fator, mostra valores mais préximos dos simulados embora no final da série o intervalo de

credibilidade nao contenha alguns valores.

A Figura 5.8 apresenta os graficos de autocorrelacdo para alguns valores de f;, t =
10, 35,65 e 85. Em geral os graficos mostram correlagoes baixas, exceto nas componentes
f1t e for (dois primeiros gréficos).

Finalmente, a Tabela 5.4 mostra o sumario a posteriori para todos os hiperparametros
do modelo 5.9 obtidos a partir do algoritmo MCMC. Nota-se que quase todos os intervalos
de credibilidade de 95% contém os valores verdadeiros dos parametros, exceto v que foi

subestimado.
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Figura 5.7: Dados Bernoulli: Valores simulados e estimados da componente comum e dos
fatores. A linha cheia azul representa os valores simulados, a linha cheia preta representa as
médias a posteriori e as linhas pontilhadas os intervalos de credibilidade de 95%.
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Figura 5.8: Dados Bernoulli: Graficos de autocorrelagao de fi, t = 10, 35, 60, 85 do primeiro
(acima) e segunda fator (embaixo) respectivamente.
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Tabela 5.4: Dados Bernoulli: Sumério a posteriori dos parametros do modelo em (5.9).
T.A.: Taxa de aceitacdo. R: diagnéstico de Gelman & Rubin.

Percentis
0 Valor E(0) /Var(0) 2,5% 50 % 97,5% T.A. R
W 0,10 0,105 0,043 0,044 0,100 0,217 - 1,01
o 0,75 0,840 0,100 0,608 0,856 0,986 - 1,01
Yo 0,90 0,663 0,190 0,466 0,688 0,862 - 1,03
A 0,10 0,097 0,031 0,047 0,092 0,176 - 1,01
Ao 0,05 0,034 0,017 0,011 0,030 0,075 - 1,01
Mf -1,00  -0,844 0,390 -1.680 0.824  -0,115 - 1,00
1 1,00 0,670 0,380 -0.023 0.644 1,520 - 1,01
i 0,81 1,060 0,580 0,413 0,926 2,600 - 1,04
3 1,00 1,400 0,500 0,735 1,310 2,570 - 1,03
b1 0,15 0,156 0,075 0,063 0,138 0,353 0,567 1,05
b2 0,20 0,104 0,053 0,038 0,086 0,249 0,683 1,06

5.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foi apresentada uma extensao do MFED para dados na familia exponencial.
Isto é possivel substituindo a equagao de observagao por uma representacdao na familia ex-
ponencial em que o MFED é usado para modelar transformagoes da média através de uma
funcao de ligacao apropriada. O modelo, denominado MFEDG, se mostra bastante flexivel
na modelagem de dados espaco-temporais nao Gaussianos estendendo diversas abordagem
existentes na literatura. Esta classe de modelos preserva as propriedades e caracteristicas

descritas para o caso dos MFED.

Condicional ao nimero fatores, a inferéncia a posteriori é facilitada através do algoritmo
MCMC. Em geral, fazer inferéncia para os estados latentes de um modelo dindmico nao
linear e nao normal nao é trivial. Diversas abordagens tém sido propostas na literatura
para contornar este problema, muitas delas referidas principalmente ao caso de observagoes
univariadas. Entre as técnicas existentes para o caso multivariado podem ser mencionadas
as encontradas em Gamerman (1998) e Knorr-Held (1999). Ambas foram testadas neste
trabalho além de tentar a amostragem individual com passos de Metropolis-Hastings. As
duas primeiras foram implementadas considerando a amostragem dos fatores conjuntamente.
O principal problema observado foi a baixa taxa de aceitagdo do algoritmo de M-H, fato
que era esperado por se tratar de um esquema em bloco. A amostragem individual nao teve

sucesso devido a alta correlagao das cadeias resultantes. Para contornar este problema, um
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esquema que permite a amostragem dos fatores em B blocos foi sugerida neste capitulo. O
algoritmo proposto se mostra bastante eficiente com taxas de aceitagdo razodveis além de
obter correlagoes baixas das cadeias. Este esquema de amostragem foi incorporado dentro do
algoritmo MCMC proposto. Adicionalmente o algoritmo RJIMCMC proposto na Secao 2.4.3
foi estendido para esta classe de modelos. Os resultados com dados simulados mostram que

estas técnicas funcionam podendo ser aplicaveis a situagoes reais com estrutura complexa.



Capitulo 6

Aplicacoes

Neste capitulo duas aplicagoes para modelar ocorréncias de chuva sdo apresentadas. A
primeira aplicacao trata dados de chuva didrios medidos em 19 estagdes monitoradoras situ-
adas na regidao norte da Oceania. A segunda aplicacdo refere-se ao estado de Minas Gerais,
onde conta-se com informagao de 17 estagoes pluviométricas espalhadas em todo o estado.
Com estes dados, modelos espago-temporais com resposta Bernoulli, derivados da classe dos
MFEDG, sao utilizados no ajuste dos dados. Com esta metodologia espera-se encontrar
padroes espaciais que indiquem, por exemplo, regioes mais ou menos chuvosas ou grupos de

estacOes com caracteristicas semelhantes.

A modelagem de ocorréncia de chuva é de grande importancia no estudo de fenémenos
climatoldgicos dado que pode ajudar a entender a estrutura de probabilidade da precipitagao.
Estes modelos podem ser utilizados para simular processos em que a probabilidade de ocorréncia
é tratada como varidvel de entrada (input) para modelar enchentes e vazao ou de forma geral
modelos hidrolégicos. Os dados de chuva, tanto do ponto de vista da ocorréncia como da
quantidade, ja foram analisados e estudados na literatura. Uma proposta é que os dados
sejam analisados mediante a obtencao das freqiiéncias observadas (dias chuvosos) como feito
em Stern & Coe (1984). Uma das abordagens pioneiras para descrever a ocorréncia de dias
com ou sem chuva através de um modelo matematico é a proposta por Gabriel & Neumann
(1962) em que dados de chuva em Israel foram analisados. Eles encontraram que existia
uma forte persisténcia entre dias chuvosos consecutivos e obtiveram um bom ajuste ao uti-
lizar modelos baseados na cadeia de Markov de primeira ordem. Posteriormente estas idéias
foram estendidas e na década passada Hughes, Guttorp & Charles (1999) propdem o denomi-
nado non-homogeneous hidden Markov model (NHMM) que relaciona medidas atmosféricas
a ocorréncia de chuva através de estados latentes que atuam como ligagdao entre as duas

medidas. Uma abordagem mais recente na modelagem de chuva pode ser encontrada em

99



6. Aplicagoes 100

Fernandes et al. (2007). Eles propuseram o ajuste da quantidade de chuva utilizando uma
mistura entre uma distribui¢do Bernoulli, com probabilidade de sucesso 8, e uma fungao de
densidade continua. Neste caso, # representa de forma natural a probabilidade de ocorréncia

de chuva.

Neste capitulo, o interesse é modelar as ocorréncias de chuva didrias para entender a
estrutura espacgo-temporal da probabilidade de chuva utilizando a estrutura do MFEDG. A
modelagem proposta permite capturar correlacoes espaciais entre estacoes e a dinamica tem-
poral das probabilidades. O estudo de duas regides (norte da Oceania e o estado de Minas
Gerais) totalmente diferentes, tanto em caracteristicas climatolégicas como em tamanho ge-
ografico, permite avaliar a capacidade do modelo de capturar padroes espaco-temporais em

diferentes contextos.

6.1 Eventos de chuva na regiao norte da Oceania

Nesta secao sao ajustados modelos espaco-temporais aos eventos de chuva didrios ocorridos
em 19 locais situados na regiao norte da Oceania. Os dados utilizados na analise pertencem
ao projeto PACRAIN (do inglés Pacific Rainfall Data Base). O PACRAIN coleta medigoes
didrias e mensais de precipitagdo em varias estagoes monitoradoras situadas principalmente
em atoéis e ilhas do Pacifico. Estes dados, assim como maiores detalhes do projeto e fontes de

informagao disponiveis podem ser encontrados no sitio web http://pacrain.evac.ou.edu/.

No total foram selecionadas 19 estagoes considerando aquelas com menos observagoes
faltantes. Mais especificamente, 14 estacoes pertencem aos Estados Federados da Micronésia
(EFM) e as outras 5 as Ilhas Marshall (IM). Esta regiao se caracteriza por ter um clima
cédlido e timido, com fortes chuvas durante todo o ano, especialmente nas ilhas orientais, e

com risco de tufoes no periodo de junho a dezembro.

Para cada estagao tem-se dados de precipitagao didria medidas em milimetros (mm) para
todos os dias do ano 2001, ou seja, 19 séries de tamanho 365. Na Tabela 6.1 encontra-se
a lista completa das estagoes, o grupo/regiao a qual pertencem e o nome da estagdo. A
Figura 6.1 mostra a localizacao das estacoes monitoradoras no mapa e a area de estudo
delimitada pelo poligono. As estagdoes EFM14 e IM5 foram retiradas da analise para avaliar
a capacidade de interpolacao espacial dos modelos propostos e, portanto, as restantes 17

estagoes sao consideradas na modelagem.


http://pacrain.evac.ou.edu/
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Tabela 6.1: Chuva na Oceania: Lista das estagoes monitoradoras de chuva selecionadas.

Estacao  Grupo Nome da Estacao Estacao  Grupo Nome da Estacao
EFM1  EFM / Yap Gilman Elem. School | EFM11  EFM / Pohnpei Metelanim (Ponape)
EFM2  EFM / Yap Maap EFM12 EFM / Kosrae  Utwa

EFM3  EFM / Yap Ulithi EFM13 EFM / Kosrae  Lele (Kosrae)
EFM4 EFM / Yap Woleai EFM14* EFM / Pohnpei Pingelap

EFM5 EFM / Yap Puluwat IM1 Ilhas Marshall Kwajalein

EFM6  EFM / Chuuk Chuuk WSO AP IM2 IThas Marshall Wotje

EFM7  EFM / Chuuk  Lukunor IM3 IThas Marshall Laura (Majuro)
EFMS EFM / Pohnpei Kapingamarangi M4 Tlhas Marshall Majuro

EFM9 EFM / Pohnpei Nukuoro IM5* Ilhas Marshall Ailinglapalap
EFM10 EFM / Pohnpei Ponape

* Locais de interpolagao.
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Figura 6.1: Chuva na Oceania: Localizacao das estagoes monitoradoras. O poligono de-
limita a regido de estudo. As estagOes sinalizadas com + foram tiradas da andlise para fazer
interpolacao espacial.

Nesta analise, o sucesso do evento é definido como a ocorréncia de chuva tal que a pre-
cipitacao total didria é maior ou igual a 1mm. De acordo com esta definicao, foram cons-
truidas séries temporais com valores 0 (auséncia de chuva) e 1 (ocorréncia de chuva) para
cada estagdo para serem utilizadas na modelagem espago-temporal. Além disso, as coorde-
nadas geograficas de latitude e longitude, que indicam a localizagdo de cada estagao, foram
convertidas a coordenas UTM (do inglés universal transverse Mercator). As coordenadas

convertidas sdo medidas em quiléometros onde pode-se verificar que a maxima distancia entre
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estagoes é de 3.727,21 quilometros (distancia entre as estagoes EFM1 e IM4).
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Figura 6.2: Chuva na Oceania: Valores didrios da quantidade de chuva e do evento no ano
2001 de quatro estagoes monitoradoras. A linha cheia representa a precipitacao didria medida
em milimetros (mm). Os pontos representam a ocorréncia dos eventos com valores 0-1.

6.1.1 Analise descritiva dos dados

A andlise exploratéria dos dados constatou que trés das séries contém observacoes faltantes.
Este fato pode ser resolvido durante o procedimento de inferéncia em que as observacoes
faltantes podem ser tratadas como parametros do modelo. A Figura 6.2 mostra as séries
temporais da precipitacao didria e os eventos correspondentes a quatro estagoes monitoradoras
denotadas por EFM1, EFM6, EFM13 e IM2. Nota-se que as séries de precipitacao didria nao

apresentam ciclos ou padrdes sazonais ao longo do tempo.

Numa primeira analise foram calculadas algumas medidas resumo como o méaximo, média
e desvio padrao da quantidade de chuva (em mm) e o nimero de dias chuvosos ao longo do
ano. Vale a pena ressaltar que as estagoes EFM7 e EFM11 tem 1 e 34 observagoes faltantes
respectivamente e, portanto, as medidas resumo nao podem ser diretamente comparadas com
as estagoes restantes. A Tabela 6.2 mostra estas medidas para cada estagao, a Figura 6.3(a)

os bor plots da precipitacao de chuva didria por estacao e as Figuras 6.3(b)-(c) o total de dias
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Tabela 6.2: Chuva na Oceania: Medidas resumo (maximo, média e desvio padréo) da

quantidade de chuva (em mm) das 17 estacdes monitoradoras analisadas. As colunas “N©
dias” indicam o total de dias com chuva no ano de estudo.

-

Estacdo  Méximo Média  D.P. N© dias | Estagajo  Méximo Média  D.P. N° dias
EFM1 105,20 8,66 15,52 198 | EFMI10 130,60 12,13 18,94 262
EFM2 127,00 8,42 15,39 207 | EFM11* 177,30 8,60 15,30 196
EFM3 128,80 8,04 16,97 194 | EFM12 132,10 13,62 21,00 256
EFM4 135,90 9,06 16,32 203 | EFM13 302,80 15,36 27,32 271
EFM5 110,70 5,00 11,87 134 | IM1 96,00 5,27 10,44 174
EFM6 114,30 8,92 14,69 221 | IM2 41,70 2,43 5,45 102
EFMT7* 113,30 8,04 14,71 232 | IM3 78,70 9,20 13,07 266
EFMS8 109,50 9,99 18,40 200 | IM4 137,40 8,66 1791 199
EFM9 115,80 12,02 19,75 221
* Locais com observagoes faltantes.
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chuvosos por més para 7 estagoes do grupo EFM e para todas as estagoes do grupo IM. Com

estes resultados, algumas caracteristicas relevantes podem ser mencionadas:

e Em quase todas as estagoes o total de dias com chuva (em todo o periodo) representa

mais da terca parte do ano, exceto na estagao IM2.

e As estagOes com maior precipitacdo média didria e mais dias chuvosos sdo: EFMI0,
EFM12 e EFM13 (no primeiro grupo) e IM3 e IM4 (no segundo grupo). Aqui pode-se
afirmar que dentro de cada grupo as estagoes que ficam na regiao leste sdo as mais

chuvosas.

o As estagoes EFM5 e IM2 apresentam em média os menores valores de precipitagao
didria (5,00mm e 2,43mm respectivamente) e sdo também as estagdes com menos dias

chuvosos (134 e 102 dias respectivamente).

e No grupo de estagoes EFM, a partir do més de fevereiro, as séries de dias chuvosos por
més nao apresentam uma tendéncia clara. Embora todas as estacoes apresentem um

decrescimento no meés de setembro.

e No grupo de estacoes IM, as séries de dias chuvosos por més apresentam um decresci-
mento nos meses de fevereiro e marco indicando o periodo menos chuvoso do ano nessa
regidao. A partir do més de abril os valores se incrementam até o final do ano com uma

pequena queda no més de setembro.

Os pontos acima mencionados indicam caracteristicas tanto espaciais como temporais
nos dados, que sugerem a utilizagao de modelos espago-temporais. Na subsecao seguinte sao
apresentadas duas classes de modelos derivadas do MFEDG para os eventos de chuva assim
como modelos mais simples comumente utilizados na literatura (modelos benchmark). Estes
modelos, que nao consideram fatores nem cargas espacialmente estruturadas na funcao média

das observacgoes, sao comparados com os modelos propostos nesta tese.

6.1.2 Modelos utilizados

Diversas abordagens para modelar eventos de chuva tém sido propostas na literatura. Por
exemplo Kitagawa (1987) e Gamerman (1998) modelaram o nimero de ocorréncias de chuva

diarias (precipitagdo maior de 1mm) na cidade de Téquio no periodo 1983-1984. Para este
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conjunto de dados o objetivo foi estimar a probabilidade de ocorréncia de chuva para cada
dia do ano utilizando, para este propdsito, modelos lineares dinamicos generalizados para
dados com resposta binomial. Nesta andlise, ao invés de fazer uma modelagem puramente
temporal, a idéia é utilizar o MFEDG com resposta Bernoulli para estimar a probabili-
dade de ocorréncia de chuva levando em consideracao a correlagao espacial existente entre
as estagoes monitoradoras. As vantagens sao: (i) identificar através dos fatores latentes gru-
pos de estagbes com caracteristicas semelhantes e (ii) a capacidade do modelo para fazer
interpolacao espacial.

O modelo geral considerado tem resposta Bernoulli com fungao de ligagao logito na média,

isto é:

yit|lpie ~ Bernoulli(py), 1=1,...,17, t=1,...,365, (6.1a)
log(pit/(1 —pit)) = 0O, (6.1b)
0 = i +0Bfi (6.1c)
fe = Tl +w, w ~ N(0,A) (6.1d)
By = ui +4;, 8 ~ N(0,72Ry,) (6.1¢)

fo ~ N(myg,Co)
onde 0; = (01¢,...,0174)" é o preditor linear, f; € R™ (m-nimero de fatores) e ((;) € R17
representa a j-ésima coluna da matriz de cargas dos fatores (j = 1,...,m). Ry, € RITXIT &
a matriz de correlacio espacial com elementos 75 = pg, (|s; — sil), (I,k =1,...,17) tal que

pg,(+) é a fungdo Matérn com parametro de ordem igual a 1.

Os varios modelos ajustados variam de acordo ao nimero de fatores considerado e a
. ~ * *
especificagao das componentes uf* e ,uf . Desta forma, duas classes de modelos foram con-

sideradas:

1. MFEDG(m): modelo fatorial espacial dinamico generalizado com m fatores com u}* = 0

e média do PG ,uf* = p;117 tal que:
b =0ft e By =wpjlir +9;.

2. MFEDG(m)-CC: modelo fatorial espacial dinamico generalizado com m fatores e com-

ponente comum no preditor linear onde pf* = ¥ 117, uf ~ N(uf_, W), p$ ~ N(mfy, C¥)
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e média do PG ,uj@* = p;117 tal que:

0, = pilizr+Bfe,
pi = ul 4w, v~NOW),

By = milir + ;.

Modelos benchmark

Para efeitos de comparacao foram ajustados dois modelos com estruturas mais simples, co-
mumente utilizados na modelagem de dados na familia exponencial com variagao temporal
e espago-temporal. O primeiro refere-se a um modelo temporal sem estrutura espacial com
componente comum no preditor linear. O segundo refere-se a um modelo espago-temporal
sem considerar fatores comuns nem cargas espacialmente estruturadas no preditor linear.
Estes modelos diferem do modelo geral definido em (6.1) nas equagoes (6.1c)-(6.1e) de acordo

com as seguintes especificagoes:

1. MDG-CC: modelo dindmico generalizado com componente comum no preditor linear e

sem estrutura espacial tal que:

et — M%’]-l??
/’L% = ,u’:;f/_l—i_ytv VtNN(O7W)7

po ~ N(mg, Cp).

2. MEDG-CC: modelo espacial dinamico generalizado com componente comum no predi-

tor linear tal que:

0, = piliz+ 6y,
M% = /’4?—1"’_1/157 VtNN(O7W)7
5 ~ PG(0,7%pg(-)),

py o~ N(mp,Ch).

Vale a pena ressaltar que o modelo MEDG-CC é um caso particular do modelo MFEDG(1)-

CC ao considerar o fator comum com valor constante igual a 1.
Para as classes MFEDG(m) e MFEDG(m)-CC foram testados modelos com 1, 2, 3
e 4 fatores. Entretanto, s6 serao reportados resultados considerando no méaximo 3 fa-

tores. Isto devido a que o quarto fator em ambas as classes resultou nao significativo,
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assim como os parametros relacionados a este. As distribuigoes a priori utilizadas em to-
dos os casos foram relativamente vagas. Assim, para j = 1,...,m, considerou-se \; ~
G1(0,01;0,01), p; ~ N(0;51), Tj2 ~ 1G(2;0,5), W ~ GI(0,01;0,01) e ¢; ~ GI(2;b) onde
b = max(dist)/(—21og(0,05)) tal que max(dist) é a distancia maxima entre locais. Para o
parametro 7; utilizou-se a priori mista definida na Subsecao 2.4.1 com a = 0,5, m, = 0
e Sy = 1 que permite a inclusao de fatores nao estaciondrios no modelo. As prioris para
fo e po foram N (0O, I,,) e N(0,1) respectivamente. A amostragem dos fatores foi feita em
blocos como descrita na Subsegao 5.3.3 com 10 e 15 blocos para a primeira e segunda classe
de modelos, respectivamente. Finalmente, para os modelos MDG-CC e MEDG-CC foram
utilizadas as mesmas distribui¢oes a priori da classe MFEDG(m)-CC nos parametros com a
mesma definigao e estrutura. Neste caso, a amostragem dos estados (¢, t = 1,...,7T) também

foi feita em blocos, mais especificamente 10 blocos para cada modelo com mf = 0e C§ = 1.

O algoritmo MCMC foi utilizado para obter amostras a posteriori de todos os parametros
do modelo. Para cada parametro foram geradas duas cadeias (partindo de diferentes valores
iniciais) de tamanho 30.000 descartando-se as primeiras 10.000 iteragbes como periodo de
aquecimento e guardando os valores gerados a cada 5 iteracoes para quebrar possiveis auto-
correlagoes nas amostras resultantes. Portanto, os resultados a posteriori dos parametros
estao baseados em amostras de tamanho 4.000. Para verificar a convergéncia das cadeias
foi utilizada a estatistica R de Gelman & Rubin (1992) onde valores préximos de 1 sugerem

convergéncia das cadeias.

6.1.3 Principais resultados

A Tabela 6.3 mostra os critérios de comparagao de modelos calculados para todos os mo-
delos propostos. Neste caso utilizou-se o erro quadratico médio (EQM), erro absoluto médio
(EAM) o logaritmo da verossimilhanca (LV) e a probabilidade a posteriori do modelo (PPM)
obtida utilizando o algoritmo RJMCMC. Os valores EQM e EAM foram calculados para os
valores ajustados dentro da amostra e para os valores interpolados nas estagoes EFM14 e
IM5. Dos resultados obtidos podemos inferir que para as duas primeiras especificacoes, o
modelo com trés fatores é o melhor dentro de cada classe, com probabilidades a posteriori
0,46 e 0,40 respectivamente. Observa-se também que, entre os modelos com maior PPM, a
especificagago MFEDG(3) apresenta o melhor resultado segundo os critérios LV, EQM e EAM,

embora os critérios EQM e EAM, baseados nos valores interpolados, indiquem como melhor o
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Tabela 6.3: Chuva na Oceania: Critérios de comparacao de modelos para todas as classes
de modelos especificadas. Erro Quadrético Médio (EQM), Erro Absoluto Médio (EAM), Log-
aritmo da Verossimilhanca (LV) e Probabilidade a Posteriori do Modelo (PPM). Os melhores
modelos para cada critério aparecem em itdlico.

Modelo m EQM! EAM! EQM? EAM? LV PPM
1 0,2162 0,4391 0,2119 0,4158 -3844,4 0,28
MFEDG (m) 2 0,2037 0,4173 0,1987  0,3922 -3709,7 0,26
3 0,1901 0,3990 0,2069 0,4018 -3583,9 0,46
1 0,2068 0,4227 0,1987 0,4058 -3742,6 0,23
MFEDG (m)-CC 2 0,2000 0,4118 0,1986 0,3968 -3679,3 0,35
3 0,1979  0,4045  0,1982  0,3950  -3646,5 0,42
MDG-CC - 0,2233 0,4525 - - -3951,7 -
MEDG-CC - 0,2098 0,4258 0,2015 0,4108 -3768,0 -

! Com valores ajustados dentro da amostra
2 Com valores interpolados nas estacées EFM14 e IM5.

modelo MFEDG(3)-CC. Entre os modelos benchmark, a especificagio MEDG-CC apresenta
os melhores resultados sugerindo que a inclusao de estrutura espacial nos dados tem uma
melhor performance no ajuste. Contudo, segundo todos os critérios de comparacao, exceto
o EQM dos valores ajustados, a especificacio MFEDG(3) apresenta melhores resultados.
Isto sugere que um modelo espago-temporal mais estruturado, como o proposto nesta tese, €

necessario na modelagem deste conjunto de dados.

Baseado nos resultados anteriores, o modelo final considerado é MFEDG(3), ou seja,
um modelo com 3 fatores no preditor linear e média comum nas cargas espacialmente es-
truturadas. A Tabela 6.4 mostra as estatisticas a posteriori dos parametros que caracteri-
zam a variacdo temporal dos fatores comuns (primeiro grupo) e dos parametros do processo
Gaussiano (segundo grupo) que caracterizam a dependéncia espacial através das cargas dos
fatores. O primeiro grupo de parametros indica a presenca de dois fatores estaciondrios (fa-
tores 1 e 3) e um fator ndo estacionario (fator 2) com as seguintes probabilidades a posteriori:
p(y = 1ly) = 0,006, p(y2 = 1ly) = 0,899 e p(v3 = 1|y) = 0,025. As taxas de aceitacao dos
10 blocos considerados na amostragem dos fatores foram 0,495, 0,118, 0,154, 0,180, 0,153,
0,152, 0,145, 0,140, 0,130 e 0,139 respectivamente. Os resultados para o segundo grupo de

parametros indicam que a média a posteriori de cada processo Gaussiano é nao significativa,
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Tabela 6.4: Chuva na Oceania: Sumario a posteriori dos parametros do modelo MFEDG(3)
que caracterizam os fatores comuns e as cargas espacialmente estruturadas. T.A.: Taxa de

aceitacao. R : diagndstico de Gelman & Rubin.

Percentis
0 E(0) V/Var(0) 2,5% 50% 97,5% T.A. R
7 0,629 0,120 0,417 0,616 0,844 - 1,06
Yo 0,991 0,030 0,887 1,000 1,000 - 1,04
3 0,864 0,041 0,785 0,846 0,965 - 1,02
A1 0,204 0,060 0,101 0,207 0,330 - 1,02
A2 0,146 0,038 0,084 0,140 0,238 - 1,10
A3 0,108 0,021 0,075 0,105 0,157 - 1,03
101 -0,256 0,330 -0,943 -0,246 0,330 - 1,01
142 0,460 0,240 -0,013 0,461 0,918 - 1,00
11 0,379 0,310 -0,242 0,381 0,976 - 1,01
2 0,758 0,360 0,313 0,673 1,700 - 1,05
2 0,618 0,320 0,243 0,533 1,370 - 1,02
2 0,667 0,320 0,276 0,588 1,490 - 1,02
b1 248,440 175,990 59,589 193,530 690,850 0,630 1,11
b2 102,780 44 A7T 50,035 93,740 222,630 0,605 1,05
b3 232,350 116,490 89,354 208,300 543,930 0,635 1,05

com valores préximos de zero. Os parametros ¢;, (i = 1,2, 3) indicam que a média a posteri-
ori da correlagao espacial das cargas entre locais situados a 500 quilometros de distancia sao
0,172, 0,015 e 0,201 respectivamente. Este resultado sugere que os fatores 1 e 3 tém maior
influéncia em locais mais proximos. A taxa de aceitacao do algoritmo de Metropolis-Hastings
para f3 foi 0,31. Adicionalmente a Tabela 6.4 mostra a estatistica R (Gelman & Rubin, 1992)
com valores préximos de 1 o que sugere que a convergéncia das cadeias dos parametros foi
atingida.

A Figura 6.4 mostra os fatores estimados ao longo do tempo e os intervalos de credibilidade
a posteriori de 95%. Na Figura 6.4(a) o primeiro fator exibe um padrao bastante irregular
ao longo do tempo com uma tendéncia levemente decrescente nos primeiros 120 dias do ano.
Na Figura 6.4(b) o segundo fator exibe o comportamento das estagoes mais chuvosas com
valores altos nos primeiros dias do ano, uma tendéncia decrescente até meados de fevereiro
e uma queda significativa no més de setembro. Caracteristica que foi percebida na analise
exploratoria de dados. Nota-se também uma variagao intermensal com valores altos no inicio
de cada més. Na Figura 6.4(c) o terceiro fator mostra o comportamento comum do grupo de
estagbes IM com uma tendéncia decrescente até o més de fevereiro e depois crescente até o

final do ano como mostrado na Figura 6.3(c).
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Figura 6.4: Chuva na Oceania: Fatores estimados para a especificacio MFEDG(3). A linha
cheia representa a média a posteriori e as linhas pontilhadas os intervalos de credibilidade de
95%.

A Figura 6.5 mostra a superficie média de cada coluna da matriz de cargas, estimada
via interpolacdo (krigagem) Bayesiana. As cargas do primeiro fator indicam uma variacao
suave na regiao, com valores altos ao redor das estacoes EFM5 e IM2 (estagdes com menos
dias chuvosos) e valores baixos na regiao nordeste. A superficie das cargas do segundo fator
nao é suave e indica basicamente a influéncia das estagdes mais chuvosas a regioes mais
proximas, aqui as estagoes EFM5 e IM2 apresentam pesos menores tirando a influéncia das
estagoes menos chuvosas do segundo fator. O mapa das cargas do terceiro fator mostra uma
clara diferenca entre grupos de estacoes, neste caso pode-se afirmar que o fator representa o

comportamento das estagoes IM tirando a influéncia das outras estagoes na regiao.

A Figura 6.6 mostra as probabilidades a posteriori e os intervalos de credibilidade de
95% de quatro estagoes monitoradoras. Em cada gréfico observa-se que as probabilidades
estimadas sao muito variaveis ao longo do tempo, indicando probabilidades altas nos dias
de ocorréncia de chuva. Por exemplo, na estacao EFM13 as probabilidades sao altas nos
primeiros dias do ano indicando o periodo mais chuvoso do ano. Ja na estagao IM2 as
probabilidades estimadas sao baixas nos primeiros trés meses com uma tendéncia crescente

nos tultimos meses do ano. Por tdltimo, a Figura 6.7 mostra as probabilidades a posteriori
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(a) Mapa de (1)

(b) Mapa de f32)

(c) Mapa de f3)

Figura 6.5: Chuva na Oceania: Interpolacao Bayesiana nas cargas dos fatores. Os valores
acima de cada grafico indicam o intervalo de variacao das médias a posteriori.
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Figura 6.6: Chuva na Oceania: Probabilidades ajustadas de ocorréncia de chuva em quatro
estagOes monitoradoras. A linha cheia representa a média a posteriori e as linhas pontilhadas
os intervalos de credibilidade de 95%.

estimadas para os dois locais que foram retirados da analise. Estes resultados foram obtidos

utilizando os resultados da interpolacdo espacial da matriz de cargas dos fatores. Para a

estacao EFM14 observa-se a influéncia do fator 2 e na estagao IM5 a influéncia do fator 3.

6.2 Eventos de chuva no estado de Minas Gerais

Nesta se¢do novamente sao ajustadas duas classes de modelos derivadas do MFEDG para

as ocorréncias de chuva didrias medidas em 17 estagbes meteoroldgicas automaticas situadas
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Figura 6.7: Chuva na Oceania: Interpolacdo espacial nas estagoes EFM14 e IM5. A linha
azul representa a probabilidade de ocorréncia de chuva e as linhas pontilhadas o intervalo de
credibilidade de 95%. Em IM5 as linhas verticais indicam o periodo com dados faltantes.

no estado de Minas Gerais. Estes dados foram disponibilizados pela rede meteorolégica e
hidroldgica telemétrica do SIMGE (Sistema de Meteorologia e Recursos Hidricos de Minas
Gerais) que realiza transmissoes de dados a cada 3 horas, através de dois satélites brasileiros
SCD-1 e SCD-2. Maiores detalhes da rede, assim como os dados utilizados nesta anélise,

podem ser encontrados no sitio web http://www.simge.mg.gov.br.

Os dados analisados correspondem ao ano 2005, em que para cada dia do ano tem-se a
precipitacao total em milimetros (mm). Com esta informagao foram construidas 17 séries
temporais que determinam a ocorréncia do evento chuva com valores 1 (se a precipitacao
total for maior a 1mm) e 0 em caso contrario. A Tabela 6.5 mostra a lista das 17 estagoes
monitoradoras e o municipio ao qual pertencem e a Figura 6.8 a localizacao geografica das
estagOes no mapa. A area de estudo compreende todo o estado de Minas Gerais. As estagoes
Pirapora (PI) e Caratinga (CA) foram retiradas da andlise para avaliar a capacidade de in-
terpolacao espacial do modelo e, portanto, somente as primeiras 15 estacoes sao consideradas
na modelagem espaco-temporal. Da mesma forma que a aplicagao anterior, as coordenadas
de latitude e longitude foram transformas a coordenadas UTM nas quais pode-se verificar
que a distancia maxima entre estagoes é de 1.036,38 quilometros, mais especificamente entre

as estacoes Honorépolis (HO) e Nanuque (NA).

Caracteristicas do estado de Minas Gerais

O estado de Minas Gerais tem uma extensdo territorial de 586.528 km? e localiza-se no
Sudeste do Brasil. Os climas predominantes sao o tropical (temperaturas elevadas todos os
meses do ano) e tropical de altitude (com ocasionais geadas e muito raramente precipitagoes

de neve). As regices mais altas e o sul do estado apresentam as temperaturas mais baixas,
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chegando a atingir marcagoes proximas de 0°C. Nas regioes sul, sudeste, leste e central do
estado sao registrados os maiores indices pluviométricos. Por outro lado, nas regioes norte e
nordeste, as chuvas escassas e as altas temperaturas tornam essas regides muito susceptiveis

a seca.

Tabela 6.5: Chuva em Minas Gerais: Lista das 17 estacOes monitoradoras de chuva e
medidas resumo (méximo, média e desvio padrao) da quantidade de chuva didria (em mm).

Est.  Nome Max. Média D.P. | Est. Nome Max. Média D.P.
SF Santa Fé 66,00 3,56 10,14 | LP Leopoldina 81,75 3,64 10,03
MC  Montes Claros 68,75 3,00 8,89 | HO Honorépolis 70,75 549 12,10
AC  Araguai 74,00 2,09 7,39 | AR Araxd 72,75 4,81 11,69
NA  Nanuque 64,25 2,89 8,44 | LA Lavras 48,75 3,74 8,16
PR Paracatu 101,00 454 14,75 | MA  Machado 100,50 3,22 9,71
AN  Andrequice 103,75 4,57 13,06 | IT Ttajuba 68,00 3,64 8,81
P Ipatinga 114,75 384 1142 | PI* Pirapora 127,25 3,43 12,56
BH  Belo Horizonte 74,75 3,51 9,65 | CA* Caratinga 75,50 3,96 10,77
VC  Vigosa 96,00 3,93 10,89

* Locais de interpolagao.

® EstacOes
+ Local interpolagdo
— Area de estudo
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|
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Figura 6.8: Chuva em Minas Gerais: Localizacao das 17 estagOes monitoradoras. A linha
azul delimita a regiao de estudo (todo o estado de MG). As estagoes sinalizadas com + foram
tiradas da andlise para fazer interpolagao espacial.

6.2.1 Analise descritiva dos dados

Com a analise descritiva dos dados pode-se verificar que todas as séries temporais tém ob-

servacoes faltantes principalmente nos meses de fevereiro, marco e agosto. As estacbes com
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mais observacoes faltantes sao HO, SF, MA, NA, IT e PR com 91, 37, 37, 29, 26 e 23 dias res-
pectivamente. A imputagdo destas observagoes é feita durante o procedimento de inferéncia
no qual estes valores sao considerados como parametros do modelo. A Figura 6.9 mostra
as séries temporais da precipitacao diaria e do evento chuva das estagoes AC, AN, BH e
MA. Nestes graficos, pode-se perceber que as ocorréncias de chuva sao menos freqiientes no
periodo de abril a outubro, enquanto que os periodos mais chuvosos acontecem no inicio e no
final do ano. A Tabela 6.5 mostra algumas medidas resumo (maximo, média e desvio padrao)
da precipitacao total didria para cada estacao monitoradora, daqui pode-se verificar que: (i)
as estagOes com menor precipitagdo média sao MC, AC e NA as quais ficam no nordeste do
estado e (i) as estagdes com maior precipitagao média sao HO, AR (na regiao sudoeste), PR

e AN (na regiao central).

A Figura 6.10 mostra o total de dias chuvosos por més para todas as estacbes moni-
toradoras separadas em trés grupos de acordo a sua localizacao geogréafica. Nota-se que
alguns valores nao aparecem nos graficos, isto devido a falta de informacao em alguns meses.

Algumas caracteristicas relevantes sao apresentadas a seguir:

e Fm geral, todas as estagoes apresentam a mesma tendéncia, com mais dias chuvosos
no inicio e no final do ano, mais especificamente nos periodos de janeiro a margo e de

novembro a dezembro, respectivamente.

e As estacoes do norte e nordeste (exceto a estacdo NA) apresentam menos dias chuvosos

no meés de janeiro e no periodo de abril a outubro que as outras estacoes consideradas.

e As estacdes do centro e sudeste apresentam, em geral, mais dias chuvosos por més que

as estagoes do primeiro grupo.

e Por iltimo, as estacoes do sul e sudoeste apresentam mais dias chuvosos nos meses de

janeiro, setembro e outubro que as outras estacoes da rede.

Esta andlise preliminar indica que as regioes sul e sudeste sao as mais chuvosas e com os
maiores indices pluviométricos, sugerindo uma tendéncia espacial na direcao sul e sudeste.

Fato que caracteriza o comportamento climético do estado de Minas Gerais.
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Figura 6.9: Chuva em Minas Gerais: Valores diarios da quantidade de chuva e do evento
no ano 2005 de quatro estagoes monitoradoras. A linha cheia representa a precipitacao didria
medida em milimetros (mm). Os pontos representam a ocorréncia dos eventos com valores
0-1.
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Figura 6.10: Chuva em Minas Gerais: Total de dias chuvosos por més e por estagao
monitoradora. Cada grafico representa grupo de estagoes localizadas em diferentes regioces
do estado.
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6.2.2 Modelos utilizados

Para este conjunto de dados novamente sera utilizado o MFEDG com resposta Bernoulli para
estimar a probabilidade de ocorréncia de chuva didria do ano 2005 em todo o estado de Minas
Gerais. O modelo espaco-temporal considerado segue as mesmas especificagoes das equagoes

(6.1a)-(6.1e) onde
yit|pit ~ Bernoulli(pir), i=1,...,15, t=1,...,365.

A funcao de correlacdo espacial das cargas dos fatores é a Matérn com parametro de
ordem igual a 1. De forma andloga a aplicagao anterior as duas classes de modelos derivadas

do MFEDG sao:

1. MFEDG(m): modelo fatorial espacial dinamico generalizado com m fatores com u}* = 0

e média do PG 1) = p1j155.

2. MFEDG(m)-CC: modelo fatorial espacial dindmico generalizado com m fatores, com-

ponente comum no preditor linear, pf* = pY115 onde uf ~ N(uf_;, W) e média do PG
Mf = p;lys.
Adicionalmente, e para efeitos de comparagao, foram ajustados dois modelos com estru-

turas mais simples (modelos benchmark) definidos na Subsegao 6.1.2 denotados por:

1. MDG-CC: modelo dindmico generalizado com componente comum no preditor linear e

sem estrutura espacial.

2. MEDG-CC: modelo espacial dinamico generalizado com componente comum no predi-

tor linear.

As distribuicoes a priori consideradas foram as mesmas utilizadas para a aplicagdo de
chuva em Oceania (ver Subsecao 6.1.2). Para as classes MFEDG(m) e MFEDG(m)-CC
foram testados modelos com 1, 2, 3 e 4 fatores. Entretanto, s6 serao apresentados resultados
com até trés fatores. Neste ponto, vale a pena ressaltar que modelos com mais de 3 fatores
nao foram bem estimados. Na amostragem em blocos dos fatores pode-se perceber que as
taxas de aceitacao para o algoritmo de Metropolis-Hastings foram diminuindo a medida que
o numero de fatores aumentava, sendo para alguns blocos praticamente nula. Para solucionar

este problema foram considerados 15 e 20 blocos como forma de garantir taxas de aceitagao
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mais razodveis. Os resultados com 20 blocos foram melhores em modelos com até 3 fatores

em ambas as classes.

O algoritmo MCMC foi rodado com um total de 30.000 iteragoes, descartando-se as
primeiras 10.000 e guardando os valores gerados a cada 5 iteragoes. As amostras resultantes
de tamanho 4.000 foram utilizadas para calcular as principais estatisticas a posteriori. Para
cada um dos parametros, duas cadeias foram geradas partindo de diferentes pontos do espago
paramétrico. Finalmente a convergéncia das cadeias foi testada utilizando o critério de Gel-

man & Rubin (1992).

6.2.3 Principiais resultados

A Tabela 6.6 mostra os diferentes critérios de comparagao de modelos baseados nas estatisticas
EQM, EAM e LV assim como a probabilidade a posteriori calculada do algoritmo RJIMCMC.
Para a primeira e segunda classe de modelos as especificacoes MFEDG(3) e MFEDG(2)-CC
apresentam os melhores resultados em termos de ajuste além de apresentar as probabilidades
a posteriori mais altas, 0,46 e 0,57 respectivamente. Entre estes dois modelos, todos os
critérios de comparagao sugerem a escolha da especificacigo MFEDG(2)-CC em termos de
ajuste e interpolacdo. Ainda na Tabela 6.6, sdo apresentados os resultados dos modelos
benchmark. Nota-se que a especificacgo MEDG-CC tem uma melhor performance que o
modelo MDG-CC. Entretanto, a especificagago MFEDG(2)-CC continua sendo a de melhor

performance em termos de ajuste e interpolagao espacial.

Na Tabela 6.7 sao apresentadas as medidas resumo a posteriori dos hiperparametros do
modelo final e a estatistica R com valores préximos de 1 sugerindo a convergéncia de todas
as cadeias. A varidncia da componente comum pu; é menor que as variancias dos fatores.
Segundo os resultados, ambos os fatores sao estacionarios com probabilidades a posteriori
p(y1 = 1ly) = p(y2 = 1lly) = 0. As taxas de aceitagdo para os 20 blocos considerados
na amostragem dos fatores variam de 0,08 a 0,49, enquanto que a taxa de aceitacao das
cargas é de 0,27. As médias a posteriori dos processos Gaussianos sao nao significativas. Os
parametros ¢ e ¢ indicam que a correlagao espacial das cargas dos fatores distantes em 200
quilometros sao 0,643 e 0,796 respectivamente e, portanto, sugere a presenca de uma forte

correlagao espacial.

A Figura 6.11 apresenta as trajetérias estimadas da componente comum e dos fatores,

assim como os intervalos de credibilidade a posteriori. No primeiro grafico nota-se que a
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Tabela 6.6: Chuva em Minas Gerais: Critérios de comparacao de modelos para todas
as classes de modelos especificadas. Erro Quadratico Médio (EQM), Erro Absoluto Médio
(EAM), Logaritmo da Verossimilhanca (LV) e Probabilidade a Posteriori do Modelo (PPM).
Os melhores modelos para cada critério aparecem em itdlico.

Modelo m EQM! EAM! EQM? EAM? LV PPM
1 0,1243 0,2530 0,1045 0,2285 -2118,0 0,15
MFEDG (m) 2 0,1057 0,2219 0,0973 0,216 -1908,9 0,39
3 0,1039  0,2175  0,1024 0,2239 -1881,1 0,46
1 0,1045 0,2128 0,1046 0,2178 -1849,5 0,09
MFEDG (m)-CC 2 0,0923  0,1986  0,0958 0,2103 -1740,0 0,57
3 0,0996 0,2074 0,0992 0,2101 -1766,8 0,34
MDG-CC - 0,1250 0,2570 - - -2198,9 -
MEDG-CC - 0,1244 0,2545 0,1080 0,2425 -2171,0 -

! Com valores ajustados dentro da amostra
2 Com valores interpolados nas estacdes PI e CA.

componente comum capta a tendéncia observada em todas as estacdes monitoradoras, ou
seja, uma diminuicao na ocorréncia de chuva no periodo de abril a setembro indicando uma
quebra estrutural nesse periodo. Nota-se também uma variagao irregular com valores baixos
no inicio e no final de cada meés, o que sugere um aparente ciclo intermensal. O primeiro
fator exibe pouca variagdo temporal com coeficiente auto-regressivo estimado em 0,353. O
segundo fator apresenta um padrao bastante irregular, principalmente no periodo de abril a
setembro, com aparentes variacoes intermensais ao longo do ano. Nota-se também que no
final de abril e inicios de maio a série apresenta os valores mais baixos indicando uma variacao
importante neste periodo. Na Figura 6.10 observou-se que nos meses de abril e maio comecga
o periodo menos chuvoso do ano e, portanto, esta caracteristica esta relacionada diretamente

ao comportamento do segundo fator.

A Figura 6.12 mostra os mapas das cargas dos fatores para todo o estado estimados via
krigagem Bayesiana. Ambos os graficos indicam uma suave variacido espacial na direcido su-
deste para [3(;) e centro-sul para (). Segundo as caracteristicas climatologicas e da analise
descritiva dos dados as regioes sul, sudeste e central apresentam os maiores indices plu-
viométricos e mais dias chuvosos ao longo do ano. En conclusao, podemos afirmar que: (i)

a interagao do primeiro fator com f(;) indica que a ocorréncia de chuva na regiao sudeste



6. Aplicagoes 119

Tabela 6.7: Chuva em Minas Gerais: Sumdrio a posteriori dos parametros do modelo
MFEDG-CC(2) que caracterizam a componente comum, os fatores e as cargas espacialmente

estruturadas. T.A.: Taxa de aceitacdo. R: diagnéstico de Gelman & Rubin.

Percentis
0 E(0) /Var(0) 2,5% 50 % 97,5% T.A. R
W 0,591 0,120 0,410 0,583 0,802 - 1,01
" 0,353 0,068 0,220 0,354 0,484 - 1,02
Yo 0,568 0,058 0,458 0,569 0,679 - 1,00
A 0,751 0,110 0,562 0,741 0,996 - 1,01
Ao 0,742 0,084 0,597 0,734 0,919 - 1,01
11 -0,370 0,490 1,230 -0,406 0,742 N 1,07
142 0,251 0,690 -1,160 0,247 1,590 - 1,05
2 0,908 0,560 0,327 0,748 2,490 - 1,01
5 2,190 1,300 0,840 1,840 5,800 - 1,03
b1 250,720 135,460 72,147 221,050 603,370 0,574 1,08
b2 379,960 174,410 156,600 351,260 840,380 0,529 1,05

¢é pouco varidvel ao longo do tempo, fato que pode ser verificado com a Figura 6.10(b) na
qual o total de dias chuvosos por més varia suavemente ao longo do ano; e por ultimo, (i) a
interagao do segundo fator com [(9) indica que a ocorréncia de chuva é mais varidvel e com

maior probabilidade nas regides centro e sul do estado.

A Figura 6.13 mostra as probabilidades ajustadas da ocorréncia de chuva para 4 estagoes
monitoradoras, AC, AN, BH e MA, respectivamente. Ao longo do tempo, pode-se verificar
que as probabilidades de ocorréncia de chuva sao proximas de 1 naqueles dias em que o
evento realmente aconteceu o que indica um bom ajuste do modelo no periodo amostral. A
Figura 6.14 mostra os resultados da interpolacao espacial. Cada grafico indica as probabili-
dades ajustadas nas estagoes PI e CA retiradas da andlise. Nota-se que os valores interpolados
parecem acompanhar a tendéncia dos dados com valores préximos de 1 nos dias de ocorréncia
de chuva. Finalmente, a Figura 6.15 mostra os mapas de probabilidade para trés dias con-
secutivos dos meses de janeiro, marco, setembro e dezembro. Neste grafico pode-se observar

uma suave variacao tanto espacial como temporal.

6.3 Consideragoes finais

Neste capitulo varias especificacoes do MFEDG foram utilizadas para modelar as ocorréncias

de chuva em duas regides com caracteristicas climatologicas totalmente distintas. Nas duas
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Figura 6.11: Chuva em Minas Gerais: Componente comum e fatores estimados para a
especificaggo MFEDG(2)-CC. A linha cheia representa a média a posteriori e as linhas pon-
tilhadas os intervalos de credibilidade de 95%.

(a) Mapa de (1) (b) Mapa de (32
Figura 6.12: Chuva em Minas Gerais: Interpolacao Bayesiana nas cargas dos fatores. Os

valores acima de cada grafico indicam o intervalo de variacdo das médias a posteriori.

aplicagoes apresentadas, o objetivo é estimar a probabilidade de ocorréncia de chuva para

entender e explicar através do modelos a dinamica espacial e temporal da probabilidade.

Na primeira aplicagdo o modelo foi capaz de identificar dois tipos de padroes na dinamica
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Figura 6.13: Chuva em Minas Gerais: Probabilidades ajustadas de ocorréncia de chuva
em quatro estacoes monitoradoras. A linha cheia representa a média a posteriori e as linhas

pontilhadas os intervalos de credibilidade de 95%.
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Figura 6.14: Chuva em Minas Gerais: Interpolacao espacial nas estacdes PI e CA. A linha
azul representa a probabilidade de ocorréncia de chuva e as linhas pontilhadas o intervalo de

credibilidade de 95%.

dos dados, uma delas na porgao nordeste da drea de estudo (locais pertencentes as Ilhas

Marshall) e a outra na regiao oeste. Na segunda aplicacdo o modelo foi capaz de retratar

a estrutura espacial do comportamento da chuva, estabelecendo diferencas claras entre as

regioes norte, sul e leste do estado, refletindo as caracteristicas climatoldgicas que predominam

nestas regioes (zonas chuvosas).
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Figura 6.15: Chuva em Minas Gerais: Mapa de probabilidade para alguns dias do ano
2005.

Nas duas aplicagoes, interpolacao via krigagem Bayesiana foi feita para estimar a dinamica
temporal da probabilidade de chuva em locais onde nao se tém informacdo. Em ambos os
casos a interpolacao foi feita em locais deixados de fora da andlise propositalmente para

efeitos de comparacao, os resultados mostraram que probabilidades relativamente altas foram
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estimadas nos casos de ocorréncia do evento chuva e desta maneira interpolacao pode ser feita

para estimar valores da probabilidade em qualquer ponto da area de andlise.

O ajuste de todas as classes propostas foi feito utilizando uma abordagem completamente
Bayesiana em que o nimero de fatores foi estimado utilizando o algoritmo RJMCMC. Devido
a alta dimensionalidade dos parametros latentes, modelos com mais de 3 fatores nao foram
bem estimados, com taxas de aceitacao para o algoritmo de Metropolis-Hastings nulas ou
quase nulas. Este problema foi contornado ao considerar a amostragem em blocos dos fatores.
O numero maximo de blocos considerado foi 20. A utilizagao de um nimero maior de blocos
tem a desvantagem de tornar mais lento o procedimento de inferéncia e de fornecer amostras

a posteriori altamente correlacionadas.
Devido a flexibilidade do modelo de incorporar diferentes estruturas tanto na dinamica
temporal como na espacial, varidveis atmosféricas e climatolégicas podem ser incorporadas

naturalmente na modelagem, seguindo as idéias apresentadas em Hughes et al. (1999).



Capitulo 7

Consideracoes finais e extensoes

7.1 Consideracoes finais

Nesta tese foi desenvolvida uma nova classe de modelos espago-temporais para dados continuos
Gaussianos e nao Gaussianos. A modelagem proposta se mostra flexivel e incorpora diver-
sas estruturas existentes da modelagem espaco-temporal e da andlise fatorial. Inicialmente
um modelo fatorial espacial dinamico foi proposto para a modelagem de dados Gaussianos.
Uma extensao natural desta abordagem foi apresentada no Capitulo 3, no qual é incorporada
uma estrutura dinamica as cargas dos fatores, modelada através de uma componente pura-
mente temporal e outra espaco-temporal. Em seguida, a modelagem para dados Gaussianos
foi estendida permitindo a modelagem de dados pertencentes & familia exponencial em que
toda a estrutura espaco-temporal descrita para o caso Gaussiano é facilmente adaptada para

modelar uma fun¢do da média através de uma funcao de ligacao apropriada.

Inferéncia para esta classe de modelos foi desenvolvida através de um esquema MCMC
para obter uma aproximacao da posteriori do modelo. Tanto para o caso Gaussiano quanto
para o caso nao Gaussiano, um tratamento completamente Bayesiano foi proposto para esti-
mar o nimero de fatores. Os estudos simulados apresentados mostraram que os algoritmos de
inferéncia funcionam com resultados satisfatérios em todos os casos. O algoritmo RIMCMC
mostra-se como uma alternativa eficiente para a selecao de modelos espago-temporais repre-
sentando uma das contribui¢oes mais importantes da tese. Por outro lado, para o MFEDG
uma proposta para amostrar dos fatores latentes é desenvolvida. Este algoritmo se mostra
como uma alternativa eficiente na amostragem de fatores (ou estados) latentes multivariados

em modelos dinamicos espago-temporais generalizados.

Os principais produtos desta tese sao trés artigos. O primeiro, ja submetido para pu-

blicacao, intitulado “Spatial Dynamic Factor Analysis” tem como principal objetivo apresen-

124
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tar a nova classe de modelos para o caso Gaussiano considerando as cargas invariantes no
tempo, além de apresentar um tratamento completamente Bayesiano para estimar o nimero
de fatores do modelo. Adicionalmente, uma aplicacao para ajustar niveis de SOs na regiao
leste dos EUA é apresentada. O segundo artigo, em fase de preparagao, refere-se a extensao
do MFED ao permitir que as cargas dos fatores tenham evolugao temporal. O terceiro artigo,
também em fase de preparacao, refere-se a extensao do modelo Gaussiano para modelar da-
dos pertencentes a familia exponencial. Neste artigo, algumas aplicacbes para dados Gama
e Bernoulli serao consideradas, assim como uma proposta de amostragem em blocos para os

fatores latentes dentro de um esquema MCMC.

7.2 Extensoes

Extensoes do modelo proposto podem ser feitas em diferentes linhas. Uma delas é considerar
a classe proposta na modelagem de dados de area. Os dados de drea representam outro tipo de
observacoes medidas no espaco, onde as observagoes sao obtidas a partir de um nimero finito
de subregites ou dreas que compreendem toda a regiao sob estudo. Alguns exemplos tipicos
relacionados a este tipo de dado sao: o ntimero de casos de uma determinada doencga nos
bairros de uma cidade, a presenca de uma espécie animal numa grade especificada, etc. Para
tratar com este tipo de dado, todos os modelos propostos nesta tese podem ser estendidos ao

considerar uma estrutura espacial que dependa da estrutura de vizinhanca dos dados.

Na Figura 7.1 tem-se uma representacao geral das possiveis variacoes e extensoes da
classe proposta. Cada vértice da base do paralelepipedo representa um tipo de dado espacgo-
temporal modelado através da classe geral proposta. Mais especificamente: ¢) DCN: dados
continuos normais, 7) DCNN: dados continuos nao normais, #i) DAN: dados de drea normais

e i) DANN: dados de drea nao normais.

Segundo esta representacao, no total, 8 classes de modelos podem ser consideradas. Para
os 4 tipos de dados espaco-temporais, uma primeira abordagem é considerar as cargas dos
fatores invariantes ao longo do tempo. Uma extensdo natural vem depois ao considerar um
comportamento dinamico nas cargas dos fatores. Entre todas estas classes possiveis, somente
trés foram propostas nesta tese. A duas primeiras para dados continuos normais com cargas
estaticas e dinamicas, respectivamente, e a terceira para dados continuos nao normais com

cargas estaticas (representados em 3 vértices do paralelepipedo). Nota-se que o lado do
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Figura 7.1: Representagao geral da classe de modelos proposta para diferentes tipos de
dados espaco-temporais.

paralelepipedo que representa a extensao para o modelo nao normal (NN) é maior. Isto
indica um grau de dificuldade maior ao considerar dados pertencentes a familia exponencial,
devido, principalmente, as dificuldades inerentes ao procedimento de inferéncia. Portanto, as

extensoes deste trabalho estao baseadas nas restantes 5 classes de modelos descritas a seguir.

7.2.1 MFEDG com cargas dinamicas

Uma extensao natural do modelo proposto na Secao 5 é feita ao considerar as cargas dos
fatores variando no tempo. Este modelo, chamado de modelo fatorial espacial dinamico

generalizado com cargas dinamicas (MFEDGcd), é representado da seguinte forma:

p(yelne, ) o exp{ly ne — b(ne)] + (e, )} (7.1a)
e = v(b) (7.1b)

g(pe) = 0r=Befe +pi” (7.1¢)

fe = Tfici+w, wp~ N(0,A) (7.1d)

By = S+ X7 mis, (7.1¢)

g = S-1+eGe g~ N0, 77 Ry,), (7.1f)

Wit = Mjt-1+ E?t, 55,5 ~ N(0,%,,). (7.1g)

O modelo ¢ completado com a especificagao das seguintes prioris: (0 ~ N (O,T]-ZORd,J.O),

wio ~ N(mfy,Cl) e fo ~ N(mg,Cp). Analogamente ao modelo descrito em (3.1), as colunas
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de 3 sao decompostas em duas componentes: uma puramente temporal, denotada por ¢,
e a outra espago-temporal, denotada por d(;);. Assim, a dependéncia espacial ¢ modelada
através das cargas dindmicas que seguem processos auto-regressivos de ordem um. Inferéncia
Bayesiana completa pode ser feita utilizando os procedimentos descritos nas Secoes 3.3 e 5.3.
Mais especificamente, para os fatores comuns, o esquema de amostragem em blocos descrito
na Subsecdo 5.3.3 pode ser utilizado, substituindo § por ;. Para as cargas dinamicas, o
esquema em blocos também pode ser estendido re-escrevendo as equagoes (7.1¢) e (7.1e) da

seguinte forma:

Ht = ft* 5: + /’L%ﬁ/*

5: = 5;/11 + 8?;7 6:‘; ~ N(07 25*)

onde ff = (f/ ® X/ | f ® Iy) tem dimensdo N x m(p + N), 6; = (41},8})" tem dimensio
m(p+N) X1, e = (M?ltv s 7:u“/rnt)/7 o = (621)157 T 6€m)t)l e X = diag(Wﬂv 7_12R¢j7 s 7Tr2nR¢m)
com W, = diag(X,,,...,%,,,). Desta forma, o esquema em blocos é feita para o vetor d;

como descrita na Subsecao 5.3.3 substituindo 8 por f; e f: por J}.

7.2.2 MFED para dados de area

Seja S a regiao de estudo (com forma regular o irregular) dividida em um ndmero finito N
de subregides ou dreas regulares (grade) ou irregulares (municipios, cidades, etc) com limites
bem definidos, cada uma delas denotada por s;, i =1,..., N. Seja yr = (y1t, - .., Ynt) O vetor
de observagoes que contém as medidas em todas as dreas s; no tempo t. Neste caso, a idéia
é utilizar estruturas que especifiquem que a resposta do processo em uma determinada drea

esta influenciado, de alguma forma, pelas observacoes de areas vizinhas.

Assim, o MFED descrito em (2.1) pode ser utilizado na modelagem de dados de drea ao
considerar uma estrutura espacial distinta nas colunas da matriz de cargas dos fatores. Esta
nova especificacao considera uma estrutura de vizinhanga na matriz de correlacao espacial de

cada f3(;). O MFED para dados de drea ¢ especificado da seguinte forma:

ye = pi +Bfi+ e, e~ N(0,X) (7.2a)
fo = Tfic1+w, wi ~ N(0,A) (7.2b)
By = ni+dy), 3(j) ~ CAR(7?) (7.2¢)
fo ~ N(mg,Co) (7.2d)
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onde a distribuicdo de J(;) segue uma priori auto-regressiva condicional (CAR) intrinseca
(Besag, York & Molli¢, 1991). Neste caso, a distribuigao condicional de d;(;) na drea | dados

os vizinhos é dada por

> kew, Ok 72
Sij)|Ok(y, 1l # k ~ N ( ke, Ok() ]

)
Dkew, Wik Dked, Wik
onde ¥J; representa o conjunto de areas subjacentes a l e wjr = 1 se [ e k sao vizinhos e 0 em
caso contrdrio. Com esta especificagao, a distribuigao a priori conjunta de ;) ¢

p(é(J)‘sz) X exp{—O, 57—]'25@) (D — W)(g(])}

onde D = diag(wi, ... ,WN+), Wit = Y _pey, Wik € 0 elemento (I, k) da matriz W é wyy.

Outra possivel especificacdo para J;) é considerar uma priori CAR prépria tal que:
8(j) ~ N (0,77 P;)

onde Pj_1 = In + ¢;(D — W) e ¢; > 0. Neste caso, o parametro ¢; controla o grau de
associagao entre as componentes de d;) e Pj_1 é dominada pela diagonal e, por causa disso,
é definida positiva (Harville, 1997). Assim, a distribui¢ao condicional de d1(;) na érea  dados

os vizinhos é dada por

(Z)Zk 9 5]6‘ j T2
61(1)’5k(j)=l7ékNN< J €9, “k(j) ; |

L4 @5 D hes, Wik’ 1+ 65 D pes, Wik

Inferéncia para este tipo de modelo ¢ feita utilizando os procedimentos descritos na Secao
2.4, exceto para os parametros de d(;). Se a priori CAR intrinseca for considerada, uma
priori gama inversa para o parametro 7']2 pode ser utilizada, porem outras distribuicoes a
priori podem ser especificadas, lembrando que a inferéncia pode ser sensivel a escolha desta
priori. Para o caso da priori CAR prépria, a priori de referéncia conjunta para o par (7']-2, ®j)

proposta por Ferreira & De Oliveira (2007) é sugerida.
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7.2.3 MFED com cargas dinamicas para dados de area

Analogamente ao modelo apresentado no Capitulo 3, esta nova classe pode ser representada

da seguinte forma:

y = ul 4+ Bifr +e, e ~N(0,Y), (7.3a)
fi = Tfi1 4w wi ~ N(0, ), (7.3b)
By = Oy + Xft#j,t, (7.3¢c)
e = OG-t t0me NGy ~ CAR(T)) (7.3d)
Hit = MHjt—1+ 775,157 U;ft ~ N(0,%,,). (7.3e)

O modelo ¢ completado com a especificagao das seguintes prioris: ()9 ~ CAR(TjQO),
wio ~ N(mpy,CH) e fo ~ N(mg,Cp). Inferéncia a posteriori para esta classe é feita utilizando
o algoritmo MCMC proposto na Secao 3.3. O hiperparametro 7'320 é conhecido e pode ser

fixado na média a posteriori obtida do modelo com cargas estaticas.

7.2.4 MFEDG para dados de area

Da mesma forma que no Capitulo 5, esta nova classe é especificada como:

p(yslne, ) o exp{ly! ne — b(ne)] + cye, )} (7.4a)
ne = v(f) (7.4Db)

9(we) = 0= Bfi+p" (7.4c)

fo = Tfioi+w, wp~ N(0,A) (7.4d)

By = u]+65). 6y ~ CAR(r?) (7.4e)

fo ~ N(mg,Cp).

Este modelo preserva as mesmas caracteristicas e propriedades do modelo em (5.2). In-
feréncia a posteriori é feita sob a abordagem Bayesiana da mesma forma que na Secao 5.3.
7.2.5 MFEDG com cargas dinamicas para dados de area

A dltima classe especificada, é uma variante do modelo especificado em (7.1) ao considerar

uma priori CAR intrinseca na evolucao da componente espago-temporal das cargas dinamicas.
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Este modelo é representado da seguinte forma:

p(Yelne, ¥) o< exp{elyy ne — b(ne)] + c(yr, )} (7.5a)
e = v(6) (7.5b)

9() = 0= Bufe+pi” (7.5¢)

fe = Tfia+tw, we~N(0,A) (7.5d)

Bon = S+ X st (7.5e)

Syt = O(y—1+EGun Egn ~ CAR(), (7.5f)

Wit = Mji—1+ 5§»‘t, 52‘,5 ~N(0,%,,), (7.5g)

e completado com as seguintes distribuigoes a priori: J(;)9 ~ CAR(TJZO), wio ~ N(mb,Cl) e
fo ~ N(mp, Cp). O procedimento de inferéncia, descrito em linhas gerais na Subsecao 7.2.1,

pode ser utilizado para este modelo.



Apéndice A

Distribuicoes condicionais completas

A.1 Modelo com cargas estaticas

As distribuigbes condicionais completas para todos os parametros no modelo (2.5) estao lis-
tadas a seguir. Aqui sao consideradas as seguintes denominacgoes: Variancias idiossincraticas:
o, dinamicas dos fatores comum: -, varidncias do fator comum: A, média das cargas: pu,
hiperparametros espaciais: Tj2 e ¢;, matriz de cargas do fator: 3, e fatores comuns: f;, para
t=1,...,T. Neste apéndice, [#] denota a densidade condicional completa de 6. Além disso,
se A e B sdo matrizes de dimensao m X n e s X t, o produto Kronecker A ® B é uma matriz

de dimensao de dimensao ns x nt

Variancias idiossincrdticas: Da verossimilhanga apresentada na Subsecao 2.2.3 pode ser

mostrado que y;|F,02,8; ~ N(FBi,02I), i = 1,...,N, onde y; é a i-ésima coluna de y,
f3; é a i-ésima coluna de 3. Portanto, [0?] ~ IG((T+ns)/2, ((yi — FBi) (yi — FBi) + noss)/2).

Variancias dos fator comum: [\j] ~ IG((T — 14 ny)/2, (ZtT:g(fjt — i fit—1)2 +nasx)/2).

Médias das cargas: [p;] ~ N(mj, S} ), mj, = S} [Tj_2ﬁEj)R;11N +muS, | and SZ;I =

J

—21/ —1 -1
Tj 1NR¢)J- 1 +SN .

Cargas do fator: A matriz de cargas do fator é amostrada conjuntamente. Assim, a equagao

(2.1a) é reescrita como y; = f{*+¢€;, onde f; = fi@In e f* = (ﬁzl), . ,ﬂgm))’ sao matrizes
de dimensdao N x Nm e Nm x 1, onde A ® B denota o produto Kronecker de matrizes A
e B. Similarmente, a distribuicao a priori de 5* é 3* ~ N(pug+, Xg+), com pg = p ® 1y,
Yp = X5 ® Ry e Xg = diag(r?,...,73). Da regressao normal multivariada (Box & Tiao,
* ~ N S — T */y—1 px -
1973), pode ser mostrado que (5*|...) ~ N(fig+, Xg+), com Eﬁ*l =Y, ST+ Eﬂ,} e
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- - T s _
fig = Xp- (Zt:l FES g+ Eﬁ*luﬁ*>-

Dinamicas do fator comum: Da equacao (2.1b) segue que fj; ~ N(v;fje—1,7j), 5 =1,...,m

et=2,...,T. Portanto, p(v;| ...) x H? o D(fitl fii—1,Yis M) p(vilmey, Sy, @), logo, 1) se o = 1,

(vl---) NNtr(_Ll)(mﬁj,S: )comS* 1 — A Et fot 1 +S5 1 em = 5’* A Et o fitfit—1+maSS L

eii) se a € (0, 1) amostrar ; com probabilidade a* utilizando a dlstrlbulgao normal Ntr_ ) (m%_ , S:j)

ousey; = 1 com probabilidade 1—a* em que o* = A/(A+B), A = aCS’_l/QS’;}/Q exp{—0.5A"' L, fft—i-
_ el % #1/2 #1/2 1/2

§7imy — 5 mi2}, O = [((1—m3))/53%) = B((=1 = m3) /S5 P)][@((1 —m.)/8,/%) -

O((—1— my)/Si/Q)]*l, B=(1-a) exp{—0.5/\j ST (fie — fj7t_1) } e @ é a probabilidade

acumulada da normal padrao.

Fatores comuns: Os fatores comuns fi,..., fr, sao amostrados conjuntamente utilizando o

algoritmo FFBS (do inglés forward filtering backward sampling) proposto por Carter & Kohn
(1994) e Frithwirth-Schnatter (1994), condicional sobre 3 e © a distribui¢ao condicional com-
pleta conjunta segue a decomposicao retrospectiva p(Fly) = Ht 0 p(ft|ft+1, Dy)p(fr|Dr),
onde Dy = {y1,...,yt}, t = 1,...,T e Dy representam a informagao inicial. Iniciando com
fo ~ N(mg,Cy), pode ser mostrado que f;|Dy ~ N(my,Cy), com m; = ay + Ayt — Gt)s
Ci = Ry — AQiAL, ay = Tmy_y, Ry = TCy 1 I" + A, 5 = Pag, Qr = BRB' +X e Ay =
RB'Q;, para t = 1,...,T. fr é amostrado de p(fr|Dr) (passo denominado forward
filtering). Parat = T —1,...,2,1,0, f; é amostrado de p(fi|fi4+1, D) = N(as, Cy), com
ar = my + Bi(fi41 — ai1), C,=0C, — BiRy11B] e By = C’J’R;}l (passo denominado back-

ward sampling).

Hiperparametros espaciais: Combinando a densidade a priori Gama Inversa (2.3) ou a den-

sidade da priori de referéncia (2.4) com a fungao de verossimilhanga tem-se que (sz\ co) o~
IG(n7, /2,07 87 /2), comn] = N+n.en] s = (ﬁ(j)—ule)’R;jl (B(j)—#j1ln)+nss- quando
a distribuigao a priori Gama Inversa ¢ utilizada, e ny, = N eny s7. = By —Hj IN)’R(;j1 (B —
p;1n) quando a distribuicdo da priori de referéncia é utilizada. A condicional completa de
¢; nao tem forma conhecida e, portanto, passos de Metropolis-Hastings sao implementa-
dos. Um valor candidato qNSj é gerado da distribuicdo log-normal com parametro de locagao
log ¢; e de escala Ay, ou seja, q;(¢;,-) = fon(;logdj, Ag). Ay é a constante sintonizadora

freqiientemente utilizada para calibrar a densidade proposta. O valor candidato é aceito com
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probabilidade

By il 7Ry )mp(65) 65
"IN By N, TR TR (05) 65 [

onde 7wp pode ser a priori gama inversa, ou seja, myq ou a priori de referéncia, ou seja, 7Rg.

a(o;, (5]) = min {

A.2 Modelo com cargas dinamicas

As condicionais completas para os parametros o (variancias idiossincraticas do processo), o,
(variancias idiossincréticas de componente temporal) e, 7 e ¢ (hiperparametros espaciais) sao

descritas a seguir.

Variancias idiossincrdticas do processo: Considere os dados da forma y;; onde ¢ = 1,..., N

et=1,...,T. Assim, podemos reescrever a equacao (3.1a) como: yix = > ;" Bi(kyefut + €it,

com €; ~ N(0,0?). Portanto, [02] ~ GI(ny. /2,n} s5./2) com nl =T +ng e nj.sh =
T

thl (yit - Z?ﬂ ﬂz‘(k)tfkt) + NgSg.

Varidancias idiossincrdticas da componente temporal: Da equacao (3.1e) temos que (pje|peje—1,

N(,ujt_l,a/%_), j=1,.. ,t =2,...,T. Portanto, [ozj] ~ GI(ny, /2,0y, s;,/2) tal que

;=T —=1+n,en, Zt 2(M1t Pit—1)" + NSy

Hiperparametros espaciais: Combinando a densidade a priori Gama Inversa (2.3) ou a den-

sidade da priori de referéncia (2.4) com a fungdo de verossimilhanga tem-se que [sz] ~
G(ny,/2,n7 57 /2), com nf = N(T' —1) +n; en; sy = 2322(50” - 6(j),t71)/Rq_5j1(5(j),t
d(j),t—1)" + nrsr quando a distribui¢ao a priori Gama Inversa é utilizada, e ny = N(T' — 1)
e nys; = ZtT:Q((S(j),t — (5(j)7t,1)’R(;7_1(5(j)¢ — 0(j),t—1)" quando a distribuicio da priori de
referenma ¢ utilizada. A condicional completa de ¢; nao tem forma conhecida e, por-
tanto, passos de Metropolis-Hastings sao implementados. Um valor candidato qgj é gera-
do da distribuicao log-normal com parametro de locacao log¢; e de escala Ay, ou seja,
q;(¢,-) = fon(;log @, Ag). Ay é a constante sintonizadora freqiientemente utilizada para

calibrar a densidade proposta. O valor candidato é aceito com probabilidade

Ht sz( ])t7 (4)t— 1,’7’R ) (&])&J}
[T fn (6 ()t 0 t=1 T} R@-) plo5) o5 |

(¢]7¢]) mln{la

onde mp pode ser a priori gama inversa, ou seja, Ty ou a priori de referéncia, ou seja, mTg.

2
Op) ™~
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