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Matemática da Universidade Federal do Rio

de Janeiro - UFRJ, como parte dos requisitos
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1. Modelos espaço-temporais. 2. Inferência Bayesiana. I.

Ferreira, Marco A. R. II. Universidade Federal do Rio de Janeiro,

Instituto de Matemática. III. T́ıtulo.
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RESUMO

MODELOS ESPAÇO-TEMPORAIS PARA DADOS DE ÁREA NA

FAMÍLIA EXPONENCIAL

Juan Carlos Vivar

Orientador: Marco A. R. Ferreira

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao programa de Pós-graduação em Estat́ıstica do Ins-

tituto de Matemática da Universidade Federal do Rio de Janeiro – UFRJ, como parte dos requisitos

necessários à obtenção do t́ıtulo de Doutor em Estat́ıstica.

Esta tese teve como objetivo principal propor modelos espaço-temporais para dados

de área na famı́lia exponencial. Os modelos têm a estrutura dos modelos dinâmicos e a

dependência espacial é modelada nas inovações do processo latente através de distribuições

de campos aleatórios Markovianos Gaussianos próprios.

Uma vantagem da modelagem espacial com campos aleatórios próprios é permitir dinâmi-

cas espaciais espećıficas a cada tempo para as inovações. Os campos aleatórios com funções

de densidade próprias possibilitam a estimação Bayesiana utilizando métodos Monte Carlo

via cadeias de Markov. A metodologia de inferência inclui: um esquema eficiente para obter

amostras do processo latente utilizando uma variante do algoritmo forward filtering backward

sampler, e um método para fazer seleção de modelos através da densidade preditiva.

A aplicação dos modelos espaço-temporais e do procedimento de inferência está desen-

volvida para dois conjuntos de dados: o número de homićıdios por munićıpio no Estado

do Esṕırito Santo nos anos 1979-1998, e o registro de presença ou ausência da Eurasian

Collared-Dove em regiões dos Estados Unidos durante o peŕıodo 1986-2003.

Palavras chave: Modelos espaço-temporais; dados de área; modelos lineares generalizados

dinâmicos; campos aleatórios Markovianos Gaussianos próprios; seleção de modelos.

Rio de Janeiro

Dezembro, 2007



ABSTRACT

SPATIO-TEMPORAL MODELS FOR AREAL DATA IN THE

EXPONENTIAL FAMILY

Juan Carlos Vivar

Orientador: Marco A. R. Ferreira

Abstract da Tese de Doutorado submetida ao programa de Pós-graduação em Estat́ıstica do Ins-

tituto de Matemática da Universidade Federal do Rio de Janeiro – UFRJ, como parte dos requisitos

necessários à obtenção do t́ıtulo de Doutor em Estat́ıstica.

This thesis had as the main goal to propose spatio-temporal models for areal data in the

exponential family. These models have the framework of dynamic models and the spatial

dependence is modeled on the latent process innovations through proper Gaussian Markov

random fields distributions.

An advantage of spatial modeling with proper random fields is to allow time-specific

spatial dynamics for the innovations. Random fields with proper density functions make

possible Bayesian estimation using Markov chain Monte Carlo methods. The inference

procedure includes: an efficient sampling scheme to obtain samples of the latent process

using a version of the forward filtering backward sampler algorithm, and a method to perform

model selection through predictive density.

Application of spatio-temporal models and inference procedure is developed for two

datasets: the number of homicides per county in the State of Esṕırito Santo in years 1979-

1998, and the registries of presence or absence of the Eurasian Collared-Dove at regions in

the United States during the period 1986-2003.

Keywords: Spatio-temporal models; areal data; dynamic generalized linear models; proper

gaussian Markov random fields; model selection.

Rio de Janeiro

Dezembro, 2007
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nencial 60

5.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.2 Conceitos preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.2.1 Modelos lineares generalizados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.2.2 Famı́lia exponencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.3 Métodos Bayesianos para modelos lineares generalizados . . . . . . . . . . . . 64
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A.1 Mapa poĺıtico do Estado do Rio de Janeiro (1979). . . . . . . . . . . . . . . . 120
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A.6 RJ - Taxas de mortalidade por homićıdio - V. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

A.7 RJ - Mapas das taxas de mortalidade por homićıdio. Anos 1979 - 1982. . . . 126
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Caṕıtulo 1

Introdução

A última década teve um incremento no número de pesquisas sobre modelagem espaço-

temporal. Isto ocorreu devido à importância do entendimento de fenômenos espaço-tem-

porais como soluções de questões cient́ıficas em muitas disciplinas, tais como climatologia,

economia e epidemiologia, entre muitas outras. O poder crescente dos computadores tem

tornado posśıvel a análise de grandes quantidades de dados espaço-temporais através de

modelos cada vez mais realistas. Muitos destes modelos têm sido desenvolvidos para pro-

cessos cont́ınuos no espaço, conhecidos também como processos geoestat́ısticos (por exemplo,

Handcock e Wallis, 1994; Guttorp et al., 1994; Wikle e Cressie, 1999; Gelfand et al., 2005;

Xu et al., 2005). Não obstante, existem conjuntos de dados de área ou por regiões de um

domı́nio geográfico de interesse, como por exemplo totais ou médias de alguma variável de

interesse para cada estado de um páıs, os quais devem ser analisados com outras classes

de modelos realistas. Vários modelos para dados de área têm sido desenvolvidos na lite-

ratura de mapeamento de doenças (por exemplo, Bernardinelli et al., 1995; Waller et al.,

1997; Knorr-Held e Besag, 1998; Knorr-Held, 2000; Knorr-Held e Richardson, 2003; Schmid

e Held, 2004). Uma caracteŕıstica comum destes modelos é a utilização de campos aleatórios

Markovianos impróprios como prioris para os efeitos espaciais aleatórios. Mesmo que estes

modelos sejam bons para suavização, eles não permitem fazer predições conjuntas para as

áreas no tempo futuro, isto impossibilita o uso de seleção de modelos baseados em predição.

Nosso principal objetivo na presente tese é propor modelos espaço-temporais para dados
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de área na famı́lia exponencial estendendo o trabalho de Vivar (2004) no qual introduzimos

uma classe de modelos espaço-temporais para dados de área Gaussianos. Estes modelos

estão baseados na estrutura dos modelos lineares dinâmicos multivariados (West e Harrison,

1997). A nossa contribuição está em permitir que as inovações das equações de observação

e do processo latente, no caso Gaussiano, e do processo latente, quando os dados são não

Gaussianos, tenham dependência espacial seguindo processos de campos aleatórios Marko-

vianos Gaussianos próprios (CAMGP). Dizemos que uma variável X segue um processo de

CAMGP, X ∼ CAMGP (µX ,P ) se

p(X) ∝ exp
(
−1

2
(x− µX)′P (x− µX)

)
(1.1)

com vetor de médias µX e matriz de precisão P . A definição de P é P = τ(IS+φM) na qual

M é a matriz de vizinhança definida na região de estudo, IS é a matriz identidade de ordem

S e τ e φ são os parâmetros que medem a precisão e a correlação espacial, respectivamente.

Como a nossa classe de modelos herda a flexibilidade da estrutura dos modelos dinâmicos,

permite incluir caracteŕısticas importantes como tendências polinomiais, sazonalidade, trans-

porte e dispersão. O uso de inovações com densidades de CAMGP tem conseqüências tanto

na modelagem como na computação. Com respeito à modelagem, permite dinâmicas es-

paciais espećıficas a cada tempo para os erros de evolução (e de observação no caso Gaus-

siano). Computacionalmente, como as inovações com densidades de CAMGP têm funções

de densidade próprias podemos usar um procedimento de estimação Bayesiana baseada em

métodos Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC, abreviação do inglês Markov chain

Monte Carlo), incluindo um esquema eficiente para simular do vetor de estados mediante

uma variante do algoritmo FFBS (abreviação do inglês forward filtering backward sampler)

e também um método para fazer seleção de modelos através da densidade preditiva das

observações p(yt|yt−1,yt−2, . . . ,y1).

Muitos modelos espaço-temporais baseados em modelos lineares dinâmicos têm sido pro-

postos na literatura para aplicações com dados geoestat́ısticos, como por exemplo meteo-

rologia (Ghil et al., 1981), análise de ozônio (Guttorp et al., 1994), previsão da equivalência

entre água e neve (Huang e Cressie, 1996), calibração de radares para dados de precipitação
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(Brown et al., 2001), e estat́ıstica ambiental (Wikle et al., 1998; Huerta et al., 2004). Estes

modelos assumem inovações que são espacialmente independentes ou cuja dependência espa-

cial é modelada da forma usual dos modelos geoestat́ısticos, como por exemplo, utilizando

a classe Matérn (Matérn, 1960). Enquanto estes modelos são úteis para dados espaço-

temporais geoestat́ısticos, não são adequados para analisar dados de área. Em contraste,

nossa classe de modelos permite uma análise significativa das dinâmicas espaço-temporais

de dados regionais ou de área na famı́lia exponencial.

Além do uso de campos aleatórios Markovianos impróprios, vários modelos espaço-

temporais para dados de área assumem um ńıvel comum variando no tempo para todo o

campo (por exemplo, Waller et al., 1997; Knorr-Held e Besag, 1998; Knorr-Held e Richard-

son, 2003). Enquanto isto pode ser adequado para algumas aplicações, a suposição do ńıvel

comum variando no tempo induz uma função de covariância espaço-temporal que decresce

a uma função positiva da distância temporal, quando a distância espacial cresce para o

infinito (Brown et al., 2001). Isto é indesejável em muitas aplicações, nas quais diferentes

partes do campo têm diferentes tendências temporais. Algumas alternativas propostas por

Bernardinelli et al. (1995), Sun et al. (2000) e Assunção et al. (2001) permitem tendências

temporais lineares e parabólicas determińısticas com coeficientes variando no espaço, as

quais são adequadas para conjuntos de dados com poucos pontos no tempo e inadequadas

para predições temporais. Knorr-Held (2000) propôs um modelo espaço-temporal no qual

cada região tem um ńıvel que evolui no tempo com um passeio aleatório, com as inovações

para as regiões em um determinado tempo seguindo um campo aleatório Markoviano Gaus-

siano (CAMG); como detalhamos no Caṕıtulo 2, este modelo é um caso limite particular

dentro da nossa classe de modelos espaço-temporais.

1.1 Objetivos da tese

Como estabelecemos anteriormente, o nosso principal objetivo é (1) propor uma classe de

modelos espaço-temporais para dados de área na famı́lia exponencial. Outros objetivos

gerais sao: (2) propor um esquema eficiente de amostragem do processo latente utilizando
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uma variante do algoritmo FFBS, e (3) propor um procedimento para fazer seleção de

modelos baseada na densidade preditiva. Os objetivos espećıficos são: (i) desenvolver uma

metodologia de estimação via métodos MCMC para diferentes versões do nosso modelo geral,

(ii) utilizar estas diferentes versões do modelo geral em aplicações com conjuntos de dados

reais, e (iii) selecionar o melhor modelo em cada aplicação através da densidade preditiva.

1.2 Organização da tese

Esta tese está organizada da seguinte forma: no caṕıtulo seguinte revisamos o trabalho

desenvolvido em Vivar (2004) para análise de dados Gaussianos. No Caṕıtulo 3 discutimos

alguns resultados sobre separabilidade da estrutura de covariância da nossa classe de mode-

los; apresentamos também o filtro de informação como uma alternativa ao filtro de Kalman

no caso Gaussiano e a distribuição preditiva como uma técnica de seleção de modelos. Re-

sultados para dados na famı́lia exponencial via aproximação pela normal são apresentados

no Caṕıtulo 4. No Caṕıtulo 5 apresentamos os modelos espaço-temporais para observações

na famı́lia exponencial. Esta é uma extensão necessária dos modelos lineares dinâmicos

quando temos que a distribuição das observações não pode ser assumida como Gaussiana,

por exemplo, se temos dados binários ou de contagem. A aplicação dos modelos espaço-

temporais e do procedimento de estimação está desenvolvida para dois conjuntos de dados,

a saber: o número de homićıdios por munićıpio no Estado do Esṕırito Santo entre os anos

1979-1998, no Caṕıtulo 6, e no Caṕıtulo 7, o registro de presença ou ausência da Eurasian

Collared-Dove em regiões dos Estados Unidos durante o peŕıodo 1986-2003. Finalmente, no

Caṕıtulo 8 estão as conclusões e posśıveis extensões desta tese. Os mapas poĺıticos e os nomes

dos munićıpios dos Estados de Rio de Janeiro e Esṕırito Santo, considerados nas aplicações,

estão nos Apêndices A e B, assim como também os gráficos das taxas de mortalidade por

homićıdio por munićıpio e os mapas das mesmas taxas por cada ano de estudo.
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Caṕıtulo 2

Uma classe de modelos espaço-temporais

para dados de área Gaussianos

2.1 Introdução

Apresentamos neste caṕıtulo um resumo do trabalho realizado durante a dissertação de

Mestrado. Nosso objetivo consistiu em desenvolver uma nova classe de modelos espaço-

temporais para dados de área Gaussianos. Estes modelos estão baseados nos modelos li-

neares dinâmicos Bayesianos, cujos erros têm distribuições normais. A nossa contribuição

foi introduzir dependência espacial nos erros das equações de observação e de sistema,

modelando-os como campos aleatórios Markovianos Gaussianos próprios (CAMGP). As

seguintes Seções descrevem conceitos preliminares, o modelo espaço-temporal geral e suas

principais caracteŕısticas, alguns modelos particulares e os procedimentos utilizados para

fazer inferência Bayesiana dos parâmetros e do vetor latente.

2.2 Conceitos preliminares

O primeiro conceito trata sobre os modelos lineares dinâmicos (MLD), também conhecidos

como modelos de espaço de estados, que foram introduzidos por Harrison e Stevens (1976)

dentro de uma estrutura Bayesiana. Um amplo estudo desta classe de modelos com nu-

merosas aplicações na análise de séries temporais encontra-se em West e Harrison (1997).
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Os MLD são modelos com parâmetros variando no tempo e são representados na sua versão

multivariada por

yt = F ′
tβt + εt, εt ∼ N(0,V t), (2.1)

βt − µβ = Gt(βt−1 − µβ) + ωt, ωt ∼ N(0,W t), (2.2)

chamadas de equação de observação e equação de sistema, respectivamente. Para um estudo

mais profundo sobre MLD veja Migon et al. (2005). Detalhes de cada componente do modelo

são apresentados na seguinte seção.

Outra componente necessária para estabelecer nosso modelo espaço-temporal é a defini-

ção de campo aleatório Markoviano Gaussiano (CAMG). Esta é uma ampla classe de campos

aleatórios Markovianos, conhecida principalmente por pesquisadores da área de estat́ıstica

espacial (Cressie, 1993; Besag e Kooperberg, 1995; Wikle et al., 1998; Cressie e Huang,

1999; Banerjee et al., 2004), mas com muitas aplicações além desta, por exemplo, análise

de imagens, análise de séries temporais, análise de dados longitudinais e de sobrevivência,

estat́ıstica espaço-temporal, modelos gráficos e estat́ıstica semiparamétrica. Ver Rue e Held

(2005) e as referências áı contidas para mais detalhes. Extensões do uso dos CAMG podem

ser encontrados em Rue e Tjelmeland (1999) e Dethlefsen (2003).

Os CAMG também recebem o nome de modelos condicionais auto-regressivos (CAR). O

estudo desta classe de modelos foi introduzido nos artigos pioneiros de Besag (Besag, 1974,

1975) de modelos para interações espaciais, definidos em grades bidimensionais para dados

distribúıdos no espaço.

Definimos um CAMG em uma grade bidimensional se, para cada região k existe um

conjunto Nk = {l : l é vizinho de k} e se a distribuição condicional de cada xk, o valor do

campo na posição k, dados todos os outros valores x’s, somente depende dos valores x’s

contidos em Nk. Uma forma de definir Nk é incluir as regiões que têm fronteiras comuns

com a região k (vizinhança de primeira ordem). Isto pode ser estendido para incluir todas as

áreas de segunda geração que dividem fronteira com os vizinhos originais de primeira ordem

(vizinhança de segunda ordem). A estrutura de correlação de um CAMG está definida

por uma matriz de precisão que é singular por definição, o que produz que a distribuição
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conjunta dos x’s seja imprópria. No nosso modelo, esta matriz é definida positiva, isto é,

tem inversa e, portanto, temos um CAMG próprio. Na próxima seção define-se a forma de

esta matriz.

2.3 Modelo espaço-temporal geral

Consideramos um conjunto de regiões indexadas pelos inteiros 1, 2, . . . , S, formando uma

grade dentro de um domı́nio geográfico de interesse. Assumimos que esta grade está asso-

ciada a um sistema de vizinhança {Ns; s = 1, . . . , S}, onde Ns denota o conjunto de regiões

que são vizinhas da região s. Para cada tempo t e região s observamos a variável de

interesse yts, t = 1, . . . , T, s = 1, . . . , S. Denote o campo observado no tempo t como yt =

(yt1, . . . , ytS)′. Usando a estrutura dos modelos lineares dinâmicos multivariados (West e

Harrison, 1997), Vivar (2004) propôs modelos espaço-temporais com distribuições de campos

aleatórios Markovianos Gaussianos próprios (CAMGP) nos erros, da seguinte forma

yt = F ′
tβt + εt, εt ∼ CAMGP (0S ,V −1

t ), (2.3)

βt − µβ = Gt(βt−1 − µβ) + ωt, ωt ∼ CAMGP (0S ,W−1
t ), (2.4)

onde 0S é o vetor nulo S-dimensional e os erros ε1, . . . , εT , ω1, . . . ,ωT são independentes.

As Equações (2.3) e (2.4) são conhecidas como equações de observação e de sistema

ou evolução, respectivamente. Nestas equações, βt é o processo espaço-temporal latente,

F t conecta o processo latente com as observações, Gt descreve a evolução espaço-temporal

do processo, εt é o campo do erro de observação, ωt é o campo da inovação do estado, e

as matrizes V t e W t descrevem a estrutura de covariância espacial de εt e ωt, respecti-

vamente. Além disso, µβ é a média do processo latente βt e somente está definida se o

processo é estacionário no tempo. Seguindo a notação de Ferreira e De Oliveira (2007),

X ∼ CAMGP (µX ,P ) significa que a variável X segue um processo de CAMGP com vetor

de médias µX e matriz de precisão P , isto é, a função de densidade de X é proporcional

a exp
(
−1

2(x− µX)′P (x− µX)
)
, com P = τ(IS + φM) e M a matriz de vizinhança com
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elementos

(M)k,l =


rk, k = l

−gkl, k ∈ Nl

0, caso contrário.

(2.5)

Nl representa o conjunto de vizinhos da região l, gkl > 0 é uma medida de similaridade entre

regiões k e l, rk =
∑

l∈Nk
gkl, τ é um parâmetro de escala, IS é a matriz identidade S × S

e φ ≥ 0 controla o grau de correlação espacial. A matriz P é dominada pela diagonal, isto

é, em cada fila (coluna) de P , o valor na diagonal é maior que a soma dos valores absolutos

fora da diagonal, e por conseqüência, P é positiva definida (Harville, 1997).

A dependência espacial aumenta com φ: quando φ = 0 as regiões são independentes, e

quando φ →∞ o CAMGP aproxima-se do modelo auto-regressivo intŕınseco (Besag et al.,

1991; Besag e Kooperberg, 1995).

2.4 Modelos espaço-temporais particulares

As Equações (2.3) e (2.4) definem uma classe de modelos espaço-temporais para dados de

área muito flex́ıvel, na qual a caracteŕıstica chave para uma aplicação com sucesso destes

modelos é a especificação das matrizes F t, Gt, V t e W t. Tipicamente, estas matrizes

dependem de uns poucos parâmetros que não variam no tempo e que denotamos pelo vetor

de parâmetros ψ.

Nas seguintes Subseções assume-se que as variâncias nas Equações (2.3) e (2.4) são cons-

tantes no tempo, isto é, V t = V e W t = W , ∀t.

2.4.1 Modelo polinomial de primeira ordem

O modelo polinomial de primeira ordem (West e Harrison, 1997) é o modelo espaço-temporal

mais simples com F ′
t = IS e Gt = ρIS . Neste modelo, βt é o ńıvel do processo no tempo

t. Se ρ está no intervalo (-1, 1), o modelo é estacionário, se ρ = ±1, o modelo é não

estacionário.
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Um caso particular deste modelo encontra-se em Knorr-Held (2000). A evolução tem-

poral para o processo latente no seu modelo IV é um modelo polinomial de primeira ordem

com ρ = 1, W−1 = τ(IS + φM), φ → ∞, τφ = λ < ∞, gkl = 1, k ∈ Nl, e mk igual

ao número de vizinhos da região k. Para verificar isto, compare a média da distribuição

condicional completa de βts, t = 2, . . . , T − 1 sob o modelo de primeira ordem, dado por

1
2
(βt−1,s + βt+1,s) +

1
2ms

∑
k∈Ns

(βtk − βt−1,k) +
1

2ms

∑
k∈Ns

(βtk − βt+1,k), (2.6)

com a expressão dada na Seção 2.2.4 de Knorr-Held (2000). Esta expressão mostra que

modelos polinomiais de primeira ordem podem ser utilizados para suavizar os dados espaço-

temporais observados, de forma análoga à redução de rúıdo no caso da utilização de CAMGP

na análise de imagens.

2.4.2 Modelo polinomial de segunda ordem

No modelo polinomial de segunda ordem existem dois campos latentes: um deles representa

o ńıvel e o outro representa a velocidade do processo de mudança do ńıvel. Além disso,

βt =

 β1t

β2t

 ,F ′
t = (IS ,0S),Gt =

 ρ1IS ρ1IS

0S ρ2IS

 e W−1 =

 W−1
1 0S

0S W−1
2

 .

Para garantir a estacionariedade, o autovalor mais alto de Gt tem que ser menor que

um em valor absoluto (West e Harrison, 1997). Como os dois autovalores são iguais a ρ1 e

ρ2, então |ρ1| < 1 e |ρ2| < 1 garantem a estacionariedade. Neste caso, os parâmetros ρ1 e ρ2

nas equações de ńıvel e velocidade, de forma similar ao parâmetro ρ no modelo polinomial

de primeira ordem, controlam a taxa de convergência do processo ao ńıvel histórico.

O modelo polinomial de segunda ordem pode ser útil quando, para cada região e para

cada tempo, a tendência temporal do processo latente pode ser aproximada por uma equação

linear local, a tendência linear muda com o tempo, e as inovações das equações de ńıvel e

de velocidade são correlacionadas espacialmente.
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2.4.3 Modelo de contaminação

Em muitos processos espaço-temporais, um incremento anormal em uma determinada região

em um dado tempo pode se estender às regiões vizinhas nos tempos subseqüentes (por

exemplo, processos epidêmicos). Este comportamento pode ser capturado com um modelo

de contaminação espaço-temporal, que assume F t = IS e

Gt =
ρ

(1 + κh)
H, onde (H)kl =


1, k = l,

κ, k ∈ Nl,

0, caso contrário,

(2.7)

e Nl é o conjunto de vizinhos ao longo do tempo da região l, κ > 0 pode ser considerado como

um ı́ndice de contaminação, h = maxl
∑S

k=1,k 6=l 1(k ∈ Nl) é o número máximo de vizinhos

ao longo do tempo de todas as regiões, ρ ∈ (0, 1) é o parâmetro que mede a persistência

temporal. A estrutura da matriz H é similar à da matriz M definida na Equação (2.5) e

incorpora as interações espaço-temporais entre regiões vizinhas.

2.4.4 Modelo com sazonalidade

Neste modelo é inclúıdo um termo de sazonalidade na equação de observação e a sazonalidade

é modelada como em Harvey (1989). O modelo fica da seguinte forma:

yt = βt + st + εt, εt ∼ CAMGP (0S ,V −1
t ) (2.8)

βt = ρβt−1 + ω1t, ωt ∼ CAMGP (0S ,W−1
1t )

st = −(st−1 + . . . + st−i+1) + ω2t, ω2t ∼ CAMGP (0S ,W−1
2t )

onde i é a periodicidade dos dados. Por exemplo, i = 4 se os dados são trimestrais ou i = 12

se os dados são mensais. A sazonalidade evolui restrita à soma das componentes sazonais

de i tempos passados mais um erro que segue um CAMGP.

2.5 Inferência Bayesiana

Quando as matrizes F t,Gt,V t e W t do modelo são completamente conhecidas, o filtro de

Kalman pode ser usado para estimar o processo latente βt (West e Harrison, 1997). Na

10



práctica, estas matrizes dependem de um vetor de parâmetros ψ.

Um dos principais aspectos do nosso modelo espaço-temporal é que os erros das equações

de observação e de sistema seguem processos de CAMGP, os quais permitem incluir de-

pendência espacial nos erros das equações. Ainda mais importante, como os erros modelados

com CAMGP têm funções de densidade próprias, nossa classe de modelos pode ser analisada

com um esquema eficiente de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC, do inglês, Markov

chain Monte Carlo). A cadeia de Markov pode ser dividida em dois blocos: simulação do

vetor de parâmetros ψ e simulação do vetor latente β1, . . . ,βT pelo algoritmo FFBS (abre-

viação do inglês de forward filtering backward sampler) (Frühwirth-Schnatter, 1994; Carter e

Kohn, 1994), para obter amostras dos vetores latentes β(1:T ) = (β1, . . . ,βT ) da distribuição

a posteriori normal multivariada completa p(β(1:T )|DT ), onde DT = (y1, . . . ,yT ) é o con-

junto completo das observações.

2.5.1 Simulação do vetor de parâmetros

Os métodos MCMC são aplicáveis a modelos gerais altamente estruturados e complexos

(Green et al., 2003) tais como nossos modelos espaço-temporais para dados de área Gaus-

sianos.

É muito importante construir cadeias de Markov com boas propriedades tais como con-

vergência rápida e baixa autocorrelação entre realizações. Com tal objetivo, a cadeia de

Markov deve ser espećıfica para cada modelo estudado e depender da forma como F t,Gt,V t

e W t dependem do vetor de parâmetros ψ.

Para fazer inferência a posteriori do vetor de parâmetros ψ encontra-se a distribuição

condicional completa de cada um dos componentes de ψ partindo da distribuição conjunta

a posteriori

p(β(1:T ),ψ|DT ) ∝

[
T∏

t=1

p(yt|βt,ψ)

][
T∏

t=1

p(βt|βt−1,ψ)

]
p(ψ). (2.9)

Os métodos MCMC utilizados para obter amostras destes parâmetros são o amostrador

de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings. Para informação mais detalhada destes

métodos MCMC veja Robert e Casella (1999) e Gamerman e Lopes (2006). Para um estudo
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mais detalhado sobre as condicionais completas dos parâmetros do modelo espaço-temporal,

veja Vivar (2004).

2.5.2 Simulação do vetor latente

O filtro de Kalman

O termo filtro de Kalman, que primeiramente apareceu em Kalman (1960), refere-se ao

procedimento recursivo para fazer inferência em modelos de espaço de estados aplicados a

séries temporais, quando as matrizes F t,Gt,V t e W t são conhecidas. Quando isto ocorre,

dados os valores de Dt−1 = (y1, . . . ,yt−1), podemos predizer yt e estimar os vetores la-

tentes não observáveis β1, . . . ,βt−1 através das distribuições preditiva (yt|Dt−1) e posteriori

(βt−1|Dt−1), respectivamente.

Para uma introdução à metodologia do filtro de Kalman, veja Meinhold e Singpurwalla

(1983). Harrison e Stevens (1976), os primeiros a se interessarem na previsão Bayesiana,

utilizam resultados bem conhecidos de estat́ıstica multivariada para desenvolver o filtro de

Kalman.

A derivação das equações do filtro de Kalman está baseada em indução no tempo t:

supõe-se que o modelo é fechado a informações externas, ou seja, Dt = {yt,Dt−1} e supõe-

se também que a priori inicial em t = 0 é normal multivariada

(β0|D0) ∼ N(m0,C0),

para algum vetor de médias m0 e matriz de covariâncias C0 conhecidos.

Com estas suposições, as equações de atualização, para cada t, são

• Posteriori em t− 1:

Para alguma média mt−1 e matriz de covariâncias Ct−1,

(βt−1|Dt−1) ∼ N(mt−1,Ct−1).

• Priori em t:

(βt|Dt−1) ∼ N(at,Rt),
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com

at = Gtmt−1 e Rt = GtCt−1G
′
t +W t.

• Previsão um passo a frente:

(yt|Dt−1) ∼ N(f t,Qt)

com

f t = F ′
tat e Qt = F ′

tRtF t + V t.

• Posteriori em t:

(βt|Dt) ∼ N(mt,Ct)

com
mt = at +Atet, Ct = Rt −AtQtA

′
t,

At = RtF tQ
−1
t e et = yt − f t.

Guardamos os valores demt eCt a cada tempo para sua posterior utilização no algoritmo

forward filtering backward sampler.

FFBS

A idéia básica do algoritmo FFBS, proposta independentemente por Frühwirth-Schnatter

(1994) e Carter e Kohn (1994) é descrita a seguir.

Dado o modelo dinâmico {F t,Gt,V t,W t}, desejamos amostrar o conjunto completo

de vetores de estado β(1:T ) = (β1, . . . ,βT ) da posteriori normal multivariada completa

p(β(1:T )|DT ). Explorando a estrutura Markoviana da equação de sistema do modelo linear

dinâmico, podemos escrever

p(β(1:T )|DT ) = p(βT |DT )
T−1∏
t=1

p(βt|βt+1,Dt)

= p(βT |DT )p(βT−1|βT ,DT−1) . . . p(β1|β2,D1)p(β0|β1,D0) (2.10)

Podemos amostrar o vetor β(1:T ) simulando seqüencialmente os vetores de estado seguindo

estes passos:
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1. Utilizar o filtro de Kalman para encontrar a média e variância das distribuições

p(β1|D1), . . . , p(βT |DT ).

2. Gerar um valor de p(βT |DT ).

3. Calcular média e variância de p(βT−1|βT ,DT ). Gerar βT−1 desta distribuição.

4. Calcular recursivamente

p(βT−i|βT−i+1, . . . ,βT ,DT ) = p(βT−i|βT−i+1,DT ).

Gerar βT−i, i = 1, . . . , T − 1, desta distribuição.

Dessa forma, cada βt gerado está condicionado ao conjunto completo das observações DT .

Este método de simulação é mais eficiente que simular estado por estado (Carlin et al.,

1992). Em nosso caso a distribuição condicional de βt−1|βt,Dt tem forma de uma normal

multivariada com

V ar(βt−1|βt,Dt) = (G′
tW

−1
t Gt +C−1

t−1)
−1 (2.11)

E(βt−1|βt,Dt) = V ar(βt−1|βt,Dt)(G′
tW

−1
t βt +C−1

t−1mt−1). (2.12)

Como precisamos de amostras β∗t de uma normal multivariada N(bt,Bt), aplicamos o

seguinte algoritmo

1. Calcular a fatorização de Cholesky, Bt = L̃L̃
′

2. Amostrar zt ∼ N(0S , IS)

3. Calcular vt = L̃zt

4. Calcular β∗t = bt + vt

5. Retornar β∗t

Uma análise de dados simulados mostrou boa performance do método de estimação dos

parâmetros e do processo latente. Uma ilustração da metodologia desenvolvida para um

conjunto de dados reais foi a aplicação aos dados de velocidade do vento no Oceano Paćıfico
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tropical, analisado também em Wikle e Cressie (1999). Os resultados para os conjuntos de

dados simulados e o conjunto de dados reais encontram-se em Vivar (2004).

Neste caṕıtulo fizemos uma revisão da classe de modelos espaço-temporais proposta na

dissertação de Mestrado e o procedimento de inferência dos parâmetros e do processo latente.

Nos caṕıtulos seguintes apresentaremos os avanços obtidos para esta classe de modelos e a

extensão para dados não Gaussianos.
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Caṕıtulo 3

Resultados recentes da classe de modelos

espaço-temporais Gaussianos

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentamos novos tópicos desenvolvidos no estudo da nossa classe de mo-

delos espaço-temporais para dados de área Gaussianos. Iniciamos com a definição de sepa-

rabilidade na seguinte seção. Na Seção 3.3 discutimos a separabilidade da estrutura de co-

variância da nossa classe de modelos espaço-temporais. Introduzimos o filtro de informação,

como uma técnica alternativa ao filtro de Kalman, que permite acelerar certos cálculos na

simulação do vetor latente através de uma variante do algoritmo FFBS, na Seção 3.4. Final-

mente, uma forma de seleção de modelos utilizando a distribuição preditiva é apresentada

em detalhe na Seção 3.5.

3.2 Separabilidade

Suponha que um certo processo aleatório Z(t; s), indexado no tempo e no espaço, tem uma

covariância espaço-temporal estacionária C(i;k), onde i ∈ R é uma defasagem temporal e

k ∈ Rd (d ≥ 1) é uma defasagem espacial, ou seja

Cov (Z(t; s), Z(t + i; s+ k; )) = C(i;k| ψ), (3.1)
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em que a função C é positiva definida e ψ ∈ Ψ ⊂ Rq é o vetor de parâmetros do modelo.

As covariâncias espaço-temporais separáveis têm a propriedade de poderem ser escritas

como o produto de uma covariância puramente espacial e uma covariância puramente tem-

poral, ou seja

C(i;k| ψ) = C(1)(i| ψ1)C
(2)(k| ψ2) (3.2)

onde C(1) é uma função positiva definida em R1, C(2) é uma função positiva definida em

Rd e ψ′ = (ψ′
1,ψ

′
2). Se a estrutura de covariância de um modelo pode ser escrita como na

Equação (3.2), dizemos que o modelo é separável.

Embora a separabilidade leve a cálculos rápidos, a classe de modelos com essa carac-

teŕıstica é de aplicação limitada pois separabilidade indica que não há interação entre o

espaço e o tempo. Alguns exemplos de classes de funções de covariância não separáveis

podem ser encontrados em Cressie e Huang (1999).

3.3 Separabilidade na nossa classe de modelos

Analisaremos a seguir as propriedades de separabilidade dos modelos espaço-temporais pro-

postos na Seção 2.4. Nas seguintes subseções assume-se que as matrizes de covariância são

constantes para todo t, isto é, V t = V e W t = W , ∀t.

3.3.1 Modelo polinomial de primeira ordem

Na Subseção 2.4.1 indica-se que o modelo é estacionário se ρ ∈ (−1, 1). Quando o modelo

é estacionário o valor esperado de yt é o vetor de zeros e a sua matriz de covariância

V + (1− ρ2)−1W . Além disso, a covariância entre ytk e yt+i,l é (1− ρ2)−1ρiwkl, onde wkl

é o elemento (k, l) de W . É evidente que modelos com estas especificações têm funções

de covariância que podem fatorar-se como o produto de funções de covariância espacial e

temporal, então este é um modelo separável.
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3.3.2 Modelo polinomial de segunda ordem

A seguinte proposição determina a estrutura de dependência entre as diversas quantidades

de interesse em um modelo polinomial de segunda ordem ou de crescimento.

Teorema 3.3.1 Considere o modelo polinomial de segunda ordem estacionário com |ρ1| <

1, |ρ2| < 1, W 1t = W 1 e W 2t = W 2, ∀t. Então:

(i) E(β1t) = E(β2t) = 0 e a matriz de covariância de β1t e β2t é

Cov(β1t,β2t) =
ρ1ρ2

1− ρ1ρ2
W 2. (3.3)

(ii) A matriz de covariância β1t é

V ar(β1t) =
1

1− ρ2
1

[(
ρ2
1

1− ρ2
2

+
2ρ3

1ρ2

1− ρ1ρ2

)
W 2 +W 1

]
. (3.4)

(iii) A covariância entre ytk e yt+i,l é

Cov(ytk,yt+i,l) = ρi
1 {V ar(β1t)}kl + ρ1

ρi
2 − ρi

1

ρ2 − ρ1
{Cov(β1t,β2t)}kl (3.5)

Prova:

(i) Dos resultados usuais da análise de séries temporais para processos auto-regressivos

de primeira ordem, E(β2t) = 0 e Cov(x2t) = (1 − ρ2
2)
−1W 2. Aplicando o operador

esperança na equação do ńıvel, usando o fato que pela estacionariedade E(β1t) =

E(β1,t−1), e resolvendo para E(β1t), encontramos que E(β1t) = 0. Além disso,

E(β1tβ
′
2t) = E

{
[ρ1(β1,t−1 + β2,t−1)][ρ2β2,t−1 +w2t]′

}
= ρ1ρ2E(β1,t−1β

′
2,t−1) + ρ1ρ2W 2.

Solucionando a expressão acima para E(β1tβ
′
2t), resulta

E(β1tβ
′
2t) = ρ1ρ2(1− ρ1ρ2)−1W 2.
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(ii) Aplicando o operador variância na equação do ńıvel, obtemos

V ar(β1t) = ρ2
1V ar(β1,t−1) + ρ2

1V ar(β2,t−1) + 2ρ2
1E(β1,t−1β

′
2,t−1) +W 1

= ρ2
1V ar(β1t) + ρ2

1(1− ρ2
2)
−1W 2 + 2ρ3

1ρ2(1− ρ1ρ2)−1W 2 +W 1.

Solucionando a expressão acima para V ar(β1t), resulta

V ar(β1t) =
1

1− ρ2
1

[(
ρ2
1

1− ρ2
2

+
2ρ3

1ρ2

1− ρ1ρ2

)
W 2 +W 1

]
.

(iii) Vamos provar o item (iii) por indução. É fácil mostrar que o item (iii) mantém-se para

i = 1:

Cov(yt,yt+1) = E(β1tβ
′
1,t+1)

= E[β1t(ρ1β1t + ρ1β2t +wt+1)′]

= ρ1V ar(β1t) + ρ1Cov(β1t,β2t).

Agora, assuma que o item (iii) é válido para i > 1. Assim:

Cov(yt,yt+i+1) = E(β1tβ
′
1,t+i+1)

= ρ1E(β1tβ
′
1,t+i) + ρ1ρ

i
2E(β1tβ

′
2t)

= ρ1

[
ρi
1V ar(β1t) + ρ1

ρi
2 − ρi

1

ρ2 − ρ1
Cov(β1t,β2t)

]
+ρ1ρ

i
2Cov(β1t,β2t)

= ρi+1
1 V ar(β1t) + ρ1

ρi+1
2 − ρi+1

1

ρ2 − ρ1
Cov(β1t,β2t)

Assim, por indução o item (iii) é válido para todo i ≥ 1.

Seguindo diretamente do item (iii) podemos afirmar que modelos polinomiais de segunda

ordem com ρ2 6= 0 são não separáveis. �

3.3.3 Modelo de contaminação

Com já foi notado na Seção 2.4.3, a matriz de evolução do sistema Gt deste modelo tem

uma estrutura similar à da matriz de vizinhança M , incluindo um parâmetro de contami-

nação κ > 0. Sabe-se que para ρ ∈ (−1, 1) o modelo é estacionário. O’Hagan (1998)
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mostrou que um processo Gaussiano estacionário tem estrutura de covariância separável se,

e somente se, a esperança condicional do processo em qualquer região no tempo t + 1, dado

o campo completo no tempo t, depende somente do valor do processo na mesma região no

tempo t. Evidentemente, esta condição não é satisfeita por modelos com Gt definida como

na Equação (2.7), pois mediante a matriz de contaminação H permitimos a interação do

processo no tempo t e na região s (βts) com o processo no tempo t+1 e nas regiões vizinhas

de s. Então o modelo de contaminação espaço-temporal é não separável.

3.4 Métodos alternativos de estimação do processo latente

O filtro de Kalman e o algoritmo FFBS foram definidos anteriormente na Subseção 2.5.2.

Note-se que o FFBS requer pelo menos três inversões de matrizes, uma no filtro de Kalman e

duas na suavização (Equações (2.11)-(2.12)) para cada tempo, o que é computacionalmente

custoso, mais ainda quando o problema tem uma dimensão S grande. Uma alternativa ao

uso do FFBS é o algoritmo que denominaremos FIFBS (do inglês, forward information filter

backward sampler) comentado nas próximas subseções.

3.4.1 Filtro de informação

Existem diversas variantes do filtro de Kalman, matematicamente equivalentes, que têm van-

tagens computacionais em casos especiais. Esse é o caso do filtro de informação (Anderson

e Moore, 1979) que detalhamos a seguir.

Para aplicar o filtro de informação assume-se, como no filtro de Kalman, que Dt =

Dt−1 ∪ {yt} e que a priori β0|D0 ∼ N(m0,C0) com m0 e C0 conhecidos. Definimos as

distribuições

• Priori em t: βt|ψ,Dt−1 ∼ N(at,Rt),

• Posteriori em t: βt|ψ,Dt ∼ N(mt,Ct),
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com

at = Gtmt−1, (3.6)

R−1
t = W−1

t −W−1
t Gt

(
G′

tW
−1
t Gt +C−1

t−1

)−1
G′

tW
−1
t , (3.7)

C−1
t = R−1

t + F tV
−1
t F ′

t, (3.8)

C−1
t mt = R−1

t at + F tV
−1
t yt. (3.9)

Note-se que as equações estão definidas em termos das matrizes esparsas V −1
t e W−1

t , e

a única inversão de matrizes necessária é R−1
t na Equação (3.8).

3.4.2 Forward information filter backward sampler

De forma análoga ao FFBS, o algoritmo FIFBS consta de duas etapas: a primeira etapa

consiste em aplicar o filtro de informação, descrito na seção anterior. Guardamos a cada

tempo os valores da matriz C−1
t e do vetor C−1

t mt, t = 1, . . . , T para utilizarmos na segunda

etapa do método.

Ao término do filtro de informação temos C−1
T e C−1

T mT e iniciamos a segunda etapa

simulando um valor do processo no tempo T da sua distribuição a posteriori β∗T |ψ,DT ∼

N(mT ,CT ). A segunda etapa do FIFBS continua com a amostragem recursiva retrospectiva

de β∗t |β∗t+1,ψ,DT ∼ N(bt,Bt), t = T − 1, . . . , 1, com

B−1
t = C−1

t +G′
t+1W

−1
t+1Gt+1, (3.10)

B−1
t bt = C−1

t mt +G′
t+1W

−1
t+1β

∗
t+1. (3.11)

Note que com B−1
t bt e B−1

t podemos usar uma decomposição de Cholesky, duas soluções

de sistemas lineares triangulares e uma soma vetorial para simular eficientemente β∗t . Assim,

seja L a matriz triangular inferior obtida da decomposição de Cholesky de B−1
t , ou seja

B−1
t = LL′ e seja zt um vetor de variáveis normais padrão independentes, zt ∼ N(0, I).

Então:

Bt = (LL′)−1

Bt = (L−1)′L−1.
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Sabe-se que β∗t |β∗t+1,ψ,DT tem uma distribuição normal multivariada com vetor de

médias bt, e matriz de covariância Bt, então podemos escrever

β∗t = (L−1)′zt + bt

β∗t = (L′)−1zt + bt

L′β∗t = zt +L′bt. (3.12)

A expressão L′bt é obtida facilmente depois de arranjar o vetor B−1
t bt de (3.11),

B−1
t bt = (LL′)bt

B−1
t bt = L(L′bt)

B−1
t bt = Lvt. (3.13)

Encontrando a solução vt do sistema linear e substituindo em (3.12)

L′β∗t = zt + vt

L′β∗t = ut. (3.14)

A solução deste último sistema linear é o valor amostrado de β∗t . Desta forma, o al-

goritmo FIFBS requer somente uma inversão de matriz dentro do filtro de informação em

cada tempo e nenhuma na segunda etapa, resultando assim mais rápido que o FFBS.

3.5 Seleção de modelos

A seleção de modelos é uma atividade fundamental na análise de dados. Esta atividade

torna-se mais importante com os avanços das ferramentas computacionais que permitem a

formulação e o ajuste de modelos cada vez mais complexos. Existe uma grande variedade de

procedimentos e sugestões na literatura para comparar modelos Bayesianos com ferramentas

de diagnóstico e seleção de modelos baseado em testes ou critérios de seleção. Gelfand (1996),

Raftery (1996), Gelman e Meng (1996) e muitos caṕıtulos em Dey et al. (2000) fazem uma

revisão dos métodos existentes.
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3.5.1 Fator de Bayes e outros critérios

A t́ıpica abordagem Bayesiana para seleção de modelos e escolha de variáveis considera um

número finito de modelos plauśıveis m = 1, ...,M , assumindo que um deles é o “verdadeiro”

modelo. Quando os modelos têm as probabilidades a priori iguais, as probabilidades a

posteriori são proporcionais às respectivas densidades preditivas. O modelo que tem a

maior probabilidade a posteriori é selecionado. No caso particular, quando comparados dois

modelos m1 e m2, a razão p(m1|Y )/p(m2|Y ) é chamada de fator de Bayes. Um fator de

Bayes maior do que 1 favorece o modelo m1; um valor menor que 1 favorece o modelo m2.

Obviamente, o problema está no cálculo das probabilidades a posteriori para mode-

los mais complexos. Abordagens atuais, baseadas em simulações MCMC, compreendem

métodos para estimar diretamente as verossimilhanças marginais (Chib, 1995), amostrar

sobre o espaço produto dos parâmetros e das indicadoras dos modelos (Carlin e Chib, 1995;

Green, 1995), ou combinar simulações e aproximações assintóticas (Di Ciccio et al., 1997).

Dellaportas et al. (2000) discutem procedimentos de escolha de variáveis utilizando fator

de Bayes. Uma revisão comparativa de métodos MCMC para calcular fatores de Bayes

encontra-se em Han e Carlin (2000), incluindo várias referências de trabalhos recentes.

Um outro problema é que os fatores de Bayes não estão bem definidos quando dis-

tribuições a priori impróprias são utilizadas. Tais prioris são muito comuns em modelos

hierárquicos complexos ou modelos dinâmicos. Conseqüentemente, outros critérios para

seleção de modelos, no mesmo esṕırito dos critérios AIC ou BIC, têm sido sugeridos na li-

teratura nos últimos anos. Gelfand e Ghosh (1998) sugerem uma abordagem de maximização

da utilidade, baseada nas predições a posteriori. Outro critério, proposto por Spiegelhal-

ter et al. (2002) é o DIC, que pode ser visto como uma generalização do AIC. Ambos os

critérios são facilmente calculados utilizando as amostras a posteriori. Não utilizamos o

critério DIC como nosso critério de seleção de modelos pois ele tende a favorecer os modelos

mais complexos.
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3.5.2 Densidade preditiva

Quando é preciso comparar as capacidades preditivas de diferentes modelos, uma opção na-

tural são as ferramentas baseadas nas densidades preditivas. Gelfand et al. (1992) propõem

vários diagnósticos baseados na distribuição preditiva da validação cruzada (do inglês, cross-

validation) p(yts|yt,−s), onde yt,−s representa o conjunto de dados sem a observação yts no

tempo t; veja também Gelfand (1996). Outra opção é a densidade preditiva da previsão,

para estruturas de séries temporais (Nandram e Petrucelli, 1997). Abordagens com algumas

variantes encontram-se em Geisser e Eddy (1979) e San Martini e Spezzaferri (1984).

Gelman et al. (1995b) sugerem verificar o modelo com a densidade preditiva a posteriori.

Mais recentemente, Dey et al. (1998) sugeriram métodos mais gerais baseados em simulação,

requerendo somente a especificação do modelo e técnicas de simulação da posteriori, por

exemplo, os métodos MCMC. A densidade preditiva a posteriori, p(y|yobs) é a densidade

preditiva de um novo e independente conjunto de valores observados sob o modelo, dados

os atuais valores observados (Rubin, 1984; Aitkin, 1991).

Para estabelecer o nosso critério, supomos que temos que selecionar um entre M posśıveis

modelos espaço-temporais Gaussianos. O m-ésimo modelo, depois de reescrever as Equações

(2.3)-(2.4), fica da seguinte forma:

yt|βt,ψ ∼ N(F ′
tβt,V t) (3.15)

βt|βt−1,ψ ∼ N(Gtβt−1,W t) (3.16)

onde ψ representa o vetor de parâmetros.

Seja pm(β1:(t−1),ψ|Dt−1) a distribuição a posteriori conjunta de ψ e de β1, . . . ,βt−1

sob o modelo m até o tempo t− 1, onde Dt−1 = (y1, . . . ,yt−1). Com essas considerações a

distribuição preditiva pm(yt|Dt−1) é calculada como segue:

pm(yt|Dt−1) =
∫

pm(yt|βt,ψ)pm(βt|βt−1,ψ)dβt

×
∫

pm(β1:(t−1),ψ|Dt−1)dβ1:(t−1)dψ

pm(yt|Dt−1) =
∫

pm(yt|βt−1,ψ)pm(β1:(t−1),ψ|Dt−1)dβ1:(t−1)dψ (3.17)

24



pois

pm(yt|βt−1,ψ) =
∫

pm(yt|βt,ψ)pm(βt|βt−1,ψ)dβt

com β1:(t−1) = (β1, . . . ,βt−1).

Uma das vantagens de trabalhar com distribuições preditivas é a facilidade dos cálculos.

Modelos complexos, como os modelos espaço-temporais são ajustados com freqüência uti-

lizando métodos de simulação, como o MCMC. Uma amostra (β(1)
t−1,ψ

(1)), . . . , (β(L)
t−1,ψ

(L))

da distribuição conjunta a posteriori pm(β1:(t−1),ψ|Dt−1) pode ser utilizada para calcular

uma estimativa da densidade preditiva de yt, dada a informação obtida até o tempo t − 1

pelo método Monte Carlo

p̂m(yt|Dt−1) =
1
J

J∑
j=1

pm(yt|β
(j)
t−1,ψ

(j)), (3.18)

em que J é suficientemente grande e β(j)
t−1 e ψ(j) são amostras obtidas da distribuição a

posteriori conjunta após atingir a convergência. Com as Equações (3.15) e (3.16) podemos

encontrar os termos do somatório do lado direito da Equação (3.18) para o nosso modelo

espaço-temporal geral:

yt|βt−1,ψ ∼ N(F ′
tGtβt−1,V t + F ′

tW tF t), (3.19)

isto simplifica o cálculo da densidade preditiva.

Assim, para cada modelo m e para cada tempo t, aplicamos um esquema MCMC com-

pleto e fazemos a previsão para o tempo seguinte t + 1. Utilizando o fato de que a den-

sidade preditiva conjunta de yt∗+1, . . . ,yT pode ser escrita como pm(yt∗+1, . . . ,yT |Dt∗) =∏T
t=t∗+1 pm(yt|Dt−1), uma estimativa da densidade preditiva conjunta sob o modelo m é

p̂m(yt∗+1, . . . ,yT |Dt∗) =
T∏

t=t∗+1

p̂m(yt|Dt−1), (3.20)

em que t∗ é tal que a densidade pm(ψ|Dt∗) é própria para todos os modelos considerados

m = 1, . . . ,M . Este método é uma medida da performance preditiva dos modelos. O modelo

escolhido é aquele com a maior densidade preditiva. Desta forma, o modelo selecionado além

de ter a probabilidade a posteriori mais alta, também tem a melhor performance preditiva.
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Quando algum modelo tem probabilidade a posteriori perto de um, esse modelo é o escolhido.

Mas pode ocorrer que vários modelos tenham probabilidades a posteriori similares. Nesse

caso, esses vários modelos devem ser reportados e as previsões devem ser calculadas por

mistura Bayesiana de modelos (Clyde e George, 2004).

Neste caṕıtulo foram acrescentados alguns tópicos no estudo dos modelos espaço-tempo-

rais Gaussianos, tais como a separabilidade, o filtro de informação, o algoritmo FIFBS para

simular o processo latente e a seleção do melhor modelo, entre um conjunto de posśıveis

modelos, via a densidade preditiva. Quando temos dados não Gaussianos que pertencem

à famı́lia exponencial podemos trabalhar com duas abordagens: (i) transformar os dados

mediante alguma função real para serem aproximadamente Gaussianos e desta forma os

resultados deste caṕıtulo podem ser aplicados sem problema; ou (ii) estender os modelos

Gaussianos para uma classe mais geral e, seguindo o mesmo racioćınio apresentado aqui, ge-

neralizar o FIFBS e a seleção de modelos para dados na famı́lia exponencial. Uma aplicação

utilizando a primeira abordagem será apresentada no seguinte caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Modelagem de dados espaço-temporais

não Gaussianos utilizando transformações

4.1 Introdução

Apresentamos neste caṕıtulo um estudo com dados de violência (homićıdios) nos Estados

brasileiros de Rio de Janeiro e Esṕırito Santo. Nossa classe de modelos espaço-temporais

discutidos no Caṕıtulo 2 pode ser aplicada a dados Gaussianos ou aproximadamente Gaus-

sianos. Devido à natureza dos dados de violência, as opções para trabalhar com estes dados

são duas: (i) transformar o conjunto dos dados utilizando alguma função real para ficar

aproximadamente Gaussiano, ou (ii) estender naturalmente a nossa classe de modelos para

tratar com observações não Gaussianas que pertençam à famı́lia exponencial. Esta última

abordagem é apresentada nos próximos caṕıtulos. Nas seguintes Seções desenvolve-se a

aplicação aos dados transformados. Para justificar a suposição de estrutura espacial nas

inovações, um estudo comparativo com modelos mais simples que não incluem dependência

no espaço foi realizado nas aplicações. Este caṕıtulo corresponde em grande parte ao nosso

primeiro artigo (Vivar e Ferreira, 2007).
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4.2 Dados de violência

Os dados consistem no número anual de homićıdios por munićıpio dos Estados de Rio de

Janeiro e Esṕırito Santo, desde o ano 1979 até 1998. Durante as décadas dos anos 80 e

90 foram criados vários novos munićıpios por divisão ou fusão dos antigos munićıpios. Por

razões de compatibilidade utilizaremos em todas as análises o mapa poĺıtico do ano 1979

para cada Estado. A relação completa de todos os munićıpios, a divisão poĺıtica de 1979,

assim como a taxa de mortalidade por homićıdio por cem mil habitantes para cada munićıpio

e para cada ano, encontram-se nos Apêndices A e B.

Tabela 4.1: Número de munićıpios por Estado.

Estado Número de munićıpios Número de munićıpios

em 1979 em 1998

Rio de Janeiro 64 91

Esṕırito Santo 52 78

(a) (b)

Figura 4.1: Número agregado de homićıdios por ano de estudo: (a) Rio de Janeiro, e (b) Esṕırito

Santo.
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A Tabela 4.1 indica o número de munićıpios de cada Estado nos anos de ińıcio e término

do estudo. A Figura 4.1 ilustra o número total de homićıdios em cada Estado para o peŕıodo

de estudo. Os dois gráficos apresentam uma tendência crescente, embora a magnitude dos

dados do Rio de Janeiro seja muito maior que a do Esṕırito Santo. Estes dados foram

cedidos pelo Professor Oswaldo Cruz do PROCC, Fiocruz.

4.3 Aproximação Gaussiana

Para cada munićıpio s e ano t, s = 1, . . . , S, t = 1, . . . , T , tem-se a populacão estimada nts

e o número observado de homićıdios zts. Como é t́ıpico para dados de contagem como estes,

assume-se que zts segue uma distribuição de Poisson. Mais especificamente, assume-se que

zts|λts ∼ Po(ntsλts), (4.1)

onde λts é o risco latente no ano t no munićıpio s. Assim, supõe-se que o número de

homićıdios zts por munićıpio são independentes condicionais ao valor de λts. O número de

homićıdios em ambos Estados, lamentavelmente, é alto, é por esta razão que uma aproxi-

mação Gaussiana via transformação dos dados deve funcionar adequadamente.

Nosso principal interesse é entender a dinâmica espaço-temporal da taxa de mortalidade

por homićıdio (TMH) por 100000 habitantes: TMHts = 100000 zts/nts, assim, a apro-

ximação é feita da seguinte forma:

TMHts ≈ N

(
105λts, 1010 λts

nts

)
. (4.2)

Para normalizar e estabilizar a variância dos dados, utilizamos a transformação raiz

quadrada (Anscombe, 1948). Defina yts como a raiz quadrada da taxa de mortalidade por

homićıdio por 100000 habitantes, ou seja, yts =
√

TMHts =
√

105zts/nts. Para encontrar a

distribuição de yts usaremos o método delta.

Método delta:

Suponha que E(X) = a, V ar(X) = A e ϕ é uma transformação um a um de X com

derivadas bem definidas no ponto a. Então

Y = ϕ(X) = ϕ(a) + (X − a)′
∂ϕ(a)
∂X

+ o(X − a) (4.3)
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Nesta equação, o termo |o(u)|/|u| → 0 quando u→ 0. SeX está próximo de a então o

último termo do lado direito pode ser omitido e Y terá uma relação aproximadamente

linear com X onde

E(Y ) .= ϕ(a) (4.4)

V ar(Y ) .=
(

∂ϕ(a)
∂X

)′
A

∂g(a)
∂X

. (4.5)

SeX tem distribuição Gaussiana então Y tem distribuição aproximadamente Gaussiana.

Este resultado é conhecido como o método delta (Migon e Gamerman, 1999). Conseqüen-

temente, identificando os valores de a = 105λts, A = 1010λts/nts e ϕ(X) = (X)0.5 pode-se

obter finalmente

E(yts)
.= (105λts)0.5

.= 102.5(λts)0.5 (4.6)

V ar(yts)
.=
(

1
2
(
105λts

)−0.5
)(

1010 λts

nts

)(
1
2
(
105λts

)−0.5
)

.=
105

4nts
(4.7)

Portanto, yts tem uma distribuição aproximadamente normal

yts
a∼ N

(
102.5

√
λts, 105/(4nts)

)
. (4.8)

4.4 Modelos espaço-temporais propostos

Usando a Equação (4.8) a nossa classe de modelos espaço-temporais Gaussianos pode ser

aplicada diretamente ao conjunto de dados transformados, tendo como matriz de covariância

das observações V t = 105

4 diag(n−1
t1 , . . . , n−1

tS ) e F ′
tβt = 102.5(

√
λt1, . . . ,

√
λtS)′. Assim, o

nosso modelo geral para esta aplicação é

yt = F ′
tβt + εt, εt ∼ N(0S ,V t), (4.9)

βt = Gtβt−1 + ωt, ωt ∼ CAMGP (0S ,W−1
t ), (4.10)

em que S, T e h estão definidos na Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Especificação de S, T e h para os Estados.

Caracteŕıstica RJ ES

Número de munićıpios S 64 52

Anos de coleta de dados (1979 - 1998) T 20 20

Número máximo de vizinhos de um munićıpio h 9 10

Nas seguintes Subseções descrevemos cada um dos diversos modelos espaço-temporais

ajustados baseados no modelo geral (4.9)-(4.10) e derivados daqueles modelos apresentados

na Seção 2.4. A matriz de vizinhança M da matriz de precisão W−1
t do CAMGP, foi

elaborada para ter estrutura de vizinhança de primeira ordem, ou seja, considerando vizinhos

aqueles munićıpios que no ano de 1979 tinham fronteiras comuns, isto é, cada elemento de

M é

(M)k,l =


rk, k = l

−1, k ∈ Nl

0, caso contrário,

(4.11)

em que rk é o número de vizinhos de cada munićıpio. Esta matriz é esparsa, fato que pode

ser aproveitado para acelerar os cálculos. Um algoritmo para reordenar os munićıpios de

forma que a largura de banda (bandwidth, em inglês) da matriz seja minimizada encontra-se

na biblioteca GMRFLib, versão 1.07 de Rue e Follestad (2003). Um exemplo desta redução

da largura de banda está na Figura 4.2.

Uma análise exploratória dos dados transformados revela um crescimento na raiz quadra-

da da TMH ao longo do tempo em muitos munićıpios (ver gráficos da TMH por munićıpio

para os dois Estados nos Apêndices A e B). Esta tendência indica que o processo é não

estacionário. Por esta razão, todos os modelos devem ser ajustados com ρ = 1. Ao todo,

8 modelos foram especificados com tal caracteŕıstica. O modelo I é o mais simples e é

usado para suavizar os dados. O modelo II, de contaminação, é usado, pois os mapas

dos Estados em cada ano apresentam grupos de munićıpios com comportamentos similares.

Para modelar o crescimento detectado na análise exploratória, os modelos III, IV, . . ., e VIII
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(a) (b)

Figura 4.2: Matriz de vizinhança dos munićıpios de Esṕırito Santo: (a) Antes da reordenação. (b)

Após a reordenação.

são variantes do modelo polinomial de segunda ordem (ver Secção 2.4.2), alguns inclusive

modelando contaminação nas equações de velocidade ou de ńıvel.

4.4.1 Modelo I: Polinomial de primeira ordem

Este é o modelo espaço-temporal mais simples, no qual os valores observados em cada tempo

yt são iguais ao processo latente βt mais o vetor de erros εt, e o βt segue um processo auto-

regressivo de primeira ordem. O erro de evolução ωt segue um CAMGP com matriz de

precisão W−1
t . As matrizes F t e Gt são iguais a IS , matriz identidade de ordem S. O

modelo pode ser resumido como:

• F ′
t = IS e Gt = IS ,

• W−1
t = τ(IS + φM).

4.4.2 Modelo II: Contaminação

O modelo de contaminação pode incorporar a informação que temos sobre diversos grupos

de munićıpios vizinhos que apresentam similares taxas de mortalidade por homićıdio em

cada tempo. Pode ocorrer que um determinado munićıpio com uma alta (ou baixa) TMH
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tenha alguma influência nos seus vizinhos nos tempos seguintes, devido a um incremento

(ou redução) na violência. Esta influência é modelada com o parâmetro κ inclúıdo na matriz

de evolução Gt. As matrizes do modelo de contaminação são especificadas a seguir.

• F ′
t = IS ,

• Gt = 1
1+κhH −→ {H}kl =


1, k = l,

κ, k ∈ Nl,

0, c.c.

Matriz de contaminação

• W−1
t = τ(IS + φM).

4.4.3 Modelos III e IV: Polinomiais de segunda ordem

O modelo polinomial de segunda ordem, também conhecido como modelo de crescimento

linear, tem duas equações de sistema: a equação de ńıvel e a equação de velocidade de

crescimento do ńıvel. Como muitos munićıpios apresentam um
√

THM crescente este com-

portamento pode ser capturado por estes modelos. As matrizes correspondentes são

• F ′
t = (IS ,0S),

• Gt =

 G1t G1t

0S G2t

, Git = IS , i = 1, 2,

• W−1
t =

 W−1
1t 0n

0n W−1
2t

, W−1
it = τi(IS + φiM), i = 1, 2.

O modelo IV considera a estimação de todos os parâmetros (τ1, φ1, τ2, e φ2) das matrizes

de precisão da equação de sistema. O modelo III é uma variante que assume, a priori, que

não existe dependência espacial na velocidade do processo, ou que esta dependência é pouco

significativa, isto é, φ2 = 0.
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4.4.4 Modelo V: Segunda ordem com contaminação na equação da veloci-

dade

Com este modelo tentamos modelar conjuntamente o crescimento observado ao longo do

tempo e a contaminação, assumindo que esta ocorre na equação da velocidade e que não

existe influência do ńıvel do processo no tempo t sobre os vizinhos de cada região no tempo

seguinte. As componentes deste modelo são as seguintes:

• F ′
t = (IS ,0S),

• Gt =

 G1t G1t

0S G2t

, G1t = IS e G2t = 1
1+κ2hH −→ {H}kl =


1, k = l,

κ2, k ∈ Nl,

0, c.c.

• W−1
t =

 W−1
1t 0n

0n W−1
2t

, W−1
it = τi(IS + φiM), i = 1, 2.

4.4.5 Modelo VI: Segunda ordem com contaminação na equação do ńıvel

Este modelo é similar ao anterior, assumimos que a contaminação acontece na equação do

ńıvel e que a equação da velocidade é um processo auto-regressivo. As componentes são as

seguintes:

• F ′
t = (IS ,0S),

• Gt =

 G1t G1t

0S G2t

,

G2t = IS e G1t = 1
1+κ1hH −→ {H}kl =


1, k = l,

κ1, k ∈ Nl,

0, c.c.

• W−1
t =

 W−1
1t 0n

0n W−1
2t

, W−1
it = τi(IS + φiM), i = 1, 2.
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4.4.6 Modelo VII: Segunda ordem com contaminação nas duas equações

de sistema

Com este modelo assumimos que existe contaminação no ńıvel e na velocidade do processo

latente. Isto é, valores muito altos (ou baixos) do ńıvel e a velocidade do processo em

determinados munićıpios no tempo t influenciam de alguma forma os valores do ńıvel e a

velocidade dos seus vizinhos nos tempos seguintes. O modelo fica definido com as seguintes

matrizes:

• F ′
t = (IS ,0S),

• Gt =

 G1t G1t

0S G2t

, Git = 1
1+κih

H i −→ {H i}kl =


1, k = l,

κi, k ∈ Nl,

0, c.c.

, i = 1, 2,

• W−1
t =

 W−1
1t 0n

0n W−1
2t

, W−1
it = τi(IS + φiM), i = 1, 2.

4.4.7 Modelo VIII: Segunda ordem com φ2 = 0 e velocidade igual para

cada munićıpio

Com este modelo assumimos que todos os munićıpios têm a mesma velocidade de cresci-

mento ou decrescimento a cada tempo e que o vetor das inovações da velocidade não tem

dependência espacial. As matrizes correspondentes a este modelo são as seguintes:

• F ′
t = (IS ,0),

• Gt =

 G1t 1

0 G2t

, G1t = IS e G2t = 1

• W−1
t =

 W−1
1t 0

0 W−1
2t

, W−1
1t = τ1(IS + φ1M) e W−1

2t = τ2.
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4.5 Ajuste e seleção dos modelos propostos

O nosso interesse ao ajustar todos os modelos propostos na seção anterior é selecionar aquele

com melhor performance preditiva. Utilizando o critério da densidade preditiva conjunta,

detalhado na Subseção 3.5.2, junto com a Equação (3.19), obtemos as seguintes formas

alternativas para escrever os modelos propostos:

Modelos I - II: yt|βt−1,ψ ∼ N(Gtβt−1,V t +W t)

Modelos III - VIII: yt|βt−1,ψ ∼ N(G1t(β1,t−1 + β2,t−1),V t +W 1t)

Lembrando que cada modelo tem o vetor de parâmetros φ espećıfico e a matriz V t é a

mesma para todos os modelos e é igual 105

4 diag(n−1
t1 , . . . , n−1

tS ). Para o modelo I a matriz

Gt é igual à matriz identidade e para o modelo II, Gt inclui a matriz de contaminação.

Analogamente, os modelos III e IV têm G1t = I. Com o objetivo de determinar a im-

portância de permitir inovações correlacionadas espacialmente, foram ajustados os modelos

I - VIII sem dependência espacial (φ = 0), isto é, as inovações são assumidas independentes.

Todos os algoritmos de estimação dos parâmetros e a densidade preditiva foram implemen-

tados em Ox, uma linguagem de programação matricial (Doornik, 2002). As simulações

foram executadas em um processador AMD Athlon 3400 de 2.4 GHz. Nas próximas seções

descreveremos o procedimento de inferência das quantidades desconhecidas e reportamos

os resultados de forma separada para os Estados de Rio de Janeiro e Esṕırito Santo. Os

resultados para Rio de Janeiro correspondem à aplicação desenvolvida em Vivar e Ferreira

(2007).

4.6 Resultados para Rio de Janeiro

De acordo com o paradigma Bayesiano, os modelos estão completos com a especificação

de distribuições a priori para os parâmetros β0, τi, φi e κi, i = 1, 2; a suposição usual de

prioris independentes é utilizada aqui. A priori para β0, o vetor inicial latente, é uma normal

multivariada com vetor de médias zero e matriz de precisão diagonal com elementos próximos

de 0, que representa informação vaga. Quando a independência espacial é assumida (isto

é, φ = 0) a priori para τi é uma distribuição gama Ga(2, 2) que produz uma distribuição

36



condicional completa gama. No caso de dependência espacial, a priori para τi e φi é a priori

de referência conjunta proposta por Ferreira e De Oliveira (2007) para processos CAMGP.

A priori para κi é uma distribuição uniforme no intervalo (0, 1).

Para cada modelo, o esquema MCMC discutido na Seção 2.5 foi implementado, incluindo

o FIFBS. Desta forma, utilizando as prioris mencionadas anteriormente e a posteriori

conjunta (2.9) derivam-se as condicionais completas dos parâmetros: a atualização de τi

foi realizada por passos independentes de Gibbs e para φi e κi as atualizações foram com

passos de Metropolis para log φi e para κi.

Geramos cadeias de tamanho 50000 com um peŕıodo de aquecimento (burn-in, en inglês)

de 25000 para cada um dos modelos e as amostras são guardadas a passos de comprimento

5, para reduzir a autocorrelação entre elas, obtendo finalmente amostras de tamanho 5000.

A convergência dos parâmetros foi monitorada graficamente.

Testes preliminares indicavam que, em alguns modelos, o parâmetro da correlação espa-

cial φ → 0 inclusive com prioris informativas. Baseado nestes resultados, o modelo V foi

ajustado com φ2 = 0 e o modelo VII com φ1 = 0. Apresentamos na seguinte subseção os

resultados da estimação dos parâmetros para todos os modelos propostos utilizando o con-

junto de dados completo, (T = 20) e na Subseção 4.6.2 os resultados da seleção do melhor

modelo.

4.6.1 Utilizando todos os tempos (T = 20)

A Tabela 4.3 mostra as médias e desvios padrão a posteriori para os modelos propostos com

dependência espacial. Para os modelos I, II e VIII o tempo computacional oscilou entre

40-80 minutos e para os modelos III-VII ficou, em média, em 400 minutos para executar as

50000 iterações.

O primeiro fato importante a destacar é quando comparamos os modelos I e II: o ı́ndice

de contaminação κ do modelo II resulta numa magnitude pequena, mas a inclusão deste

parâmetro produz um aumento de mais de 20 vezes no parâmetro φ (que mede a correlação

espacial) com respeito ao modelo I. Outro resultado interessante é que as médias a posteriori

de φ1 e τ1 dos Modelos III e IV são bem parecidas. Já quando inclúımos o φ2 na estimação,
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a precisão τ2 cresce bastante (mais de 20 vezes).

Tabela 4.3: RJ - Modelos com dependência espacial: Médias e desvios padrão a posteriori dos

parâmetros e T = 20.

Parâmetro Modelo I Modelo II Modelo III Modelo IV

φ (φ1) 0.16 (0.06) 3.71 (1.45) 2.54 (1.39) 2.78 (1.02)

τ (τ1) 0.39 (0.05) 0.37 (0.11) 0.53 (0.17) 0.40 (0.10)

φ2 - - - 0.02 (0.01)

τ2 - - 40.7 (5.62) 898 (360)

κ (κ1) - 0.003 (0.001) - -

κ2 - - - -

Parâmetro Modelo V Modelo VI Modelo VII Modelo VIII

φ (φ1) 12.8 (9.11) 1250 (535) - 1.12 (0.40)

τ (τ1) 0.35 (0.13) 0.002 (0.001) 5.89 (1.18) 0.84 (0.19)

φ2 - 0.018 (0.008) 23.5 (18.1) -

τ2 11.0 (2.44) 0.229 (0.057) 0.34 (0.17) 315.8 (12.4)

κ (κ1) - 0.720 (0.032) 0.004 (0.001) -

κ2 0.81 (0.11) - 0.750 (0.123) -

Os modelos de segunda ordem que incluem contaminação em uma ou nas duas equações

de sistema (V, VI e VII) exibem resultados diferenciados. No modelo V, as precisões τ1

e τ2 indicam moderada variabilidade entre as inovações do ńıvel e pouca variabilidade nas

inovações da velocidade. Isto é confirmado pelo alto ı́ndice de contaminação κ2 que mede

a influência da velocidade dos munićıpios nos seus vizinhos. O modelo VI tem uma de-

pendência espacial no ńıvel muito alta e muito baixa na velocidade. As precisões são baixas,

revelando principalmente uma alta variabilidade nas inovações do ńıvel. O parâmetro κ2 é

alto, similar ao κ1 do modelo V. O modelo VII é o único no qual a dependência espacial

entre as inovações é forte. A contaminação resulta significativa na velocidade e pequena

no ńıvel e as precisões mostram comportamentos diferentes: pouca variabilidade no ńıvel e

moderada na velocidade.
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O parâmetro de precisão τ2 do modelo VIII tem um alto valor, indicando que a velocidade

a cada tempo varia muito pouco com respeito ao seu valor médio. Os parâmetros do CAMGP

da equação do ńıvel são comparáveis aos obtidos nos modelos II, III e IV.

Analogamente, na Tabela 4.4 estão os resumos a posteriori dos modelos sem considerar

correlação espacial. O tempo computacional para cada um resultou menor que no caso dos

modelos com dependência espacial, pois existem menos parâmetros a serem estimados. Os

resultados para τ dos modelos I e II são praticamente idênticos, aparentemente o reduzido

valor de κ não influencia na estimação do parâmetro de precisão. Os resultados dos modelos

III e IV são iguais, pois sem os parâmetros que medem a dependência espacial, ambos são

equivalentes. Nestes modelos a mais alta variabilidade ocorre no ńıvel. De modo similar, o

modelo VI só se diferencia do III e do IV porque estimamos o parâmetro de contaminação

κ1 e este valor não modifica a estimação de τ1 e τ2. A inclusão da contaminação na equação

de velocidade através de κ2 nos modelos V e VII revela estimativas semelhantes para os

parâmetros de precisão, outra vez com um pequeno valor de κ1 no caso do modelo VII.

Este valor resultou consideravelmente alto. No modelo VIII, o valor estimado de τ2 não foi

diferente ao observado no mesmo modelo considerando dependência espacial. A diferença

notável ocorre na estimativa da precisão τ1 que foi quatro vezes maior, isto é, a variabilidade

das inovações do ńıvel ficou quatro vezes menor.

4.6.2 Seleção de modelos

Para determinar qual o melhor modelo entre os oito propostos utilizamos o critério da den-

sidade preditiva (Subseção 3.5.2) como medida da performance preditiva de cada modelo. O

modelo selecionado é aquele com a mais alta densidade preditiva. Note-se da Equação (3.20)

que o valor de t∗ deve ser determinado. Realizamos testes considerando t∗ = 5, mas o pro-

cesso de estimação teve uma melhor performance quando consideramos os primeiros sete

tempos (t∗ = 7), pois todos os modelos conseguiram aprender melhor sobre os parâmetros

e a convergência foi atingida para todos os parâmetros de todos os modelos. Os logaritmos

das densidades preditivas para todos os modelos estão na Tabela 4.5.

39



Tabela 4.4: RJ - Modelos sem dependência espacial: Médias e desvios padrão a posteriori dos

parâmetros e T = 20.

Parâmetro Modelo I Modelo II Modelo III Modelo IV

τ (τ1) 1.64 (0.12) 1.62 (0.12) 2.45 (0.31) 2.45 (0.31)

τ2 - - 13.4 (1.71) 13.4 (1.71)

κ (κ1) - 0.0006 (0.0005) - -

κ2 - - - -

Parâmetro Modelo V Modelo VI Modelo VII Modelo VIII

τ (τ1) 4.82 (0.76) 2.47 (0.32) 4.76 (0.80) 3.12 (0.32)

τ2 4.89 (0.74) 13.4 (1.70) 4.73 (0.70) 315.0 (12.5)

κ (κ1) - 0.0006 (0.0005) 0.0008 (0.0005) -

κ2 0.92 (0.07) - 0.92 (0.07) -

A segunda e a terceira colunas desta Tabela mostram

log pm(y8, . . . ,y20|D7) =
20∑

t=8

log pm(yt|Dt−1), (4.12)

e o maior valor obtido foi com o Modelo II, o modelo de contaminação. Outro resultado

destacado da Tabela 4.5 é verificar que os modelos com dependência espacial conseguiram

densidades preditivas mais altas que os seus respectivos modelos que não consideram a

dependência espacial. Conclúımos que os parâmetros φ influenciam positivamente a den-

sidade preditiva dos modelos e, portanto, é importante considerar a estrutura espacial das

inovações. A Figura 4.3 representa de forma gráfica o logaritmo das densidades preditivas

um passo a frente para cada tempo, para ambos conjuntos de modelos (com e sem considerar

dependência espacial). Nota-se claramente que o modelo II é o melhor em quase todos os

tempos para os dois conjuntos. Outra conclusão obtida do gráfico da densidade preditiva

dos modelos sem dependência espacial é que, concordando com os resultados da estimação

dos parâmetros considerando todos os tempos observados, os modelos III(IV) e VI têm a

densidade preditiva muito parecida, assim como os modelos V e VII. Adicionalmente, na

Figura 4.4 compara-se a performance somente do modelo II com e sem correlação espacial,
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Tabela 4.5: RJ - Seleção de modelos: Logaritmo da densidade preditiva.

Modelo Com dependência Sem dependência

espacial espacial

I -1521.2 -1548.3

II -1370.0 -1545.9

III -1590.2 -2089.5

IV -1415.4 -2089.5

V -1454.6 -1832.7

VI -1665.4 -2085.8

VII -1427.4 -1831.6

VIII -1539.3 -1573.2

Tabela 4.6: RJ - Medidas resumo a posteriori do modelo II com dependência espacial.

Parâmetro Média Desvio 2.5% 50% 97.5%

φ 3.71 1.45 1.76 3.42 7.21

τ 0.37 0.11 0.19 0.36 0.59

κ 0.003 0.001 0.001 0.003 0.005

resultando evidente que o modelo com inovações espacialmente dependentes vence em todos

os tempos.

O critério selecionou como o melhor entre os modelos propostos o modelo de conta-

minação com dependência espacial entre as inovações. A Tabela 4.6 mostra os resultados

da inferência a posteriori incluindo os quantis para elaborar intervalos de credibilidade de

95%. A convergência foi determinada pela observação do traço de cada cadeia. A Figura 4.5

mostra as marginais a posteriori dos parâmetros deste modelo.

Os resultados da estimação do vetor latente obtido pelo FIFBS para todo o peŕıodo de

estudo encontram-se ilustrados nas Figuras 4.6 e 4.7. Estes mapas representam a média

a posteriori do ńıvel do risco em uma escala do branco (menor risco) ao vermelho obscuro
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Figura 4.3: RJ - Logaritmo da densidade preditiva dos modelos. (a) Com dependência espacial e

(b) Sem dependência espacial.

(maior risco). Nos primeiros anos, o ńıvel do risco aumenta na área metropolitana da cidade

do Rio de Janeiro (região centro-sul), capital do Estado. Ao longo dos anos 90, essa violência

disseminou-se nos outros munićıpios, permanecendo o ńıvel do risco em um alto patamar.

Em muito poucos munićıpios acontece uma redução no ńıvel do risco nos anos de estudo.
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Figura 4.5: RJ - Modelo II: Histogramas das amostras a posteriori dos parâmetros. Em cada

painel, a linha vermelha representa a média a posteriori e a linha tracejada representa a densidade

marginal.

Os mapas das Figuras 4.8 e 4.9 representam a médias a posteriori das inovações em

uma escala de cores que representam uma alta redução no risco (azul obscuro) até um alto

incremento no risco (vermelho obscuro). A cor branca indica uma certa estabilidade de um

ano para outro, com inovações muito pequenas tanto positivas como negativas. Estes mapas
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Figura 4.6: RJ - Modelo II: Mapas representando o processo latente estimado. Estado inicial β0 e

anos 1979-1989.

das inovações são muito informativos, pois eles representam estimativas dos efeitos espacial-

mente estruturados espećıficos para cada ano do estudo. Por exemplo, depois de tomar conta

do efeito da contaminação, no ano 1983 praticamente teve aumento em todos os munićıpios.
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Figura 4.7: RJ - Modelo II: Mapas representando o processo latente estimado. Anos 1990-1998.

Outro exemplo, em 1989 houve um aumento espećıfico do ńıvel do risco nas regiões oeste

e nordeste e uma redução na região central do Estado do Rio de Janeiro. A partir deste

ano, observa-se que as inovações para o munićıpio do Rio de Janeiro ficam estáveis, com

um par de anos de ligeira redução. Este padrão é diferente para outros munićıpios, que em

alguns anos formam grupos com a mesma tendência. Estes agrupamentos espaciais podem

ser o resultado de ações combinadas de munićıpios vizinhos contra a violência, no caso de

redução do risco, ou ações intermunicipais de grupos fora-da-lei quando ocorre incremento

do risco. Estes mapas podem ser utilizados pelas autoridades municipais ou estaduais para

estabelecer prioridades ou avaliar o impacto de poĺıticas de segurança.
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Figura 4.8: RJ - Modelo II: Mapas representando as estimativas das médias a posteriori das

inovações. Anos 1979-1989.
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Figura 4.9: RJ - Modelo II: Mapas representando as estimativas das médias a posteriori das

inovações. Anos 1990-1998.
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4.7 Resultados para Esṕırito Santo

Para os dados de homićıdio do Esṕırito Santo foram feitas algumas mudanças no processo de

estimação. Quando os modelos mais complexos (V,VI e VII) foram ajustados, os parâmetros

do CAMGP, τi e φi, i = 1, 2 não convergiam, então foi necessário colocar um pouco mais de

informação nas distribuições a priori destes parâmetros. Assim, temos que a priori de τi é

gama Ga(3, 3) e

φi ∝

 1, 0 < φi < 1

φ−b
i , φi ≥ 1

com o expoente b = {3, 4, 5} dependendo do modelo. Continua válida a suposição de prioris

independentes, isto é p(β0, τi, φi, κi) = p(β0)p(τi)p(φi)p(κi), i = 1, 2. As distribuições a

priori para o vetor latente inicial β0 e κi são mantidas: normal multivariada com vetor

de médias zero e matriz de precisão diagonal com elementos próximos de 0 e uniforme no

intervalo (0, 1), respectivamente.

De novo, para cada modelo, seja estudando os dados completos ou a seleção de modelos, a

inferência é realizada amostrando das distribuições condicionais completas de cada elemento

do vetor de parâmetros ψ, derivadas da posteriori conjunta (2.9), e o vetor latente β(1:T )

é amostrado utilizando o algoritmo FIFBS. O esquema MCMC inclui o amostrador de

Gibbs para τi, i = 1, 2 cuja condicional completa tem forma conhecida (gama); e passos de

Metropolis-Hastings para log φi e κi, cujas condicionais completas não têm forma fechada.

Geramos duas cadeias independentes partindo de pontos iniciais dispersos, de tamanho

90000 e com um burn-in de 10000 para cada um dos modelos. As amostras são guardadas

a passos de comprimento 20, para reduzir a autocorrelação, obtendo amostras finais de

tamanho 4000. Um dos métodos recomendados para monitorar a convergência está baseado

em detectar quando as cadeias de Markov “esquecem” os seus valores iniciais, comparan-

do algumas seqüências extráıdas de diferentes pontos iniciais e verificando que elas são

indistingúıveis. Este método é conhecido também como “critério visual de convergência”.

Uma abordagem mais quantitativa está baseada na análise de variância: diagnostica-se

convergência aproximada quando a variância entre as diferentes seqüências não é maior do
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que a variância entre cada seqüência individual (Gelman, 1996). A estat́ıstica de Gelman

e Rubin, o R̂ é a razão das variâncias estimadas (Gelman e Rubin, 1992). Quando a

simulação converge, o R̂ decai para 1, isto significa que as cadeias de Markov paralelas

são essencialmente indistingúıveis. Se o R̂ é alto, então existem razões para acreditar que

continuando com mais simulações podemos melhorar a nossa inferência sobre a distribuição

objetivo. Na prática, as simulações são executadas até que os valores de R̂ são todos

menores que 1.1 ou 1.2. Para verificar a convergência das cadeias utilizamos a biblioteca

CODA (Plummer et al., 2006) do software R (R Development Core Team, 2005). O CODA

é um conjunto de análises e diagnósticos de convergência baseados nas amostras a posteriori

obtidas via MCMC. Os critérios mais populares são o de Raftery e Lewis (Raftery e Lewis,

1996) e a estat́ıstica R̂ de Gelman e Rubin (Gelman e Rubin, 1992).

4.7.1 Utilizando todos os tempos (T = 20)

A Tabela 4.7 mostra as médias e desvios padrão a posteriori para os modelos propostos con-

siderando dependência espacial. Para os modelos I, II e VIII o tempo computacional variou

entre 70-110 minutos e para os modelos III-VII ficou em 440 minutos, aproximadamente.

Esta tabela também mostra a estat́ıstica de Gelman e Rubin o R̂ para cada parâmetro dos

modelos ajustados. De acordo com este critério, todas as cadeias atingiram a convergência.

Para todos os modelos, a precisão das inovações do ńıvel τ1 tem um valor baixo e isto

implica que a variabilidade é alta, comparada a magnitude das inovações. Da mesma forma,

a correlação espacial entre as inovações do ńıvel φ1 é forte, obtendo o maior valor para o

modelo polinomial de primeira ordem. No modelo II, ao incluirmos o ı́ndice de contami-

nação, a precisão τ1 diminuiu, se comparada com o modelo I, e esta contaminação não é

muito alta. Nos modelos polinomiais de segunda ordem, a velocidade do processo apresenta

baixa variabilidade quando φ2 não é estimado (modelo III) e o contrário acontece quando

estimamos φ2 (modelo IV). Inclusive, este modelo evidencia uma forte dependência espacial.

Os modelos polinomiais de segunda ordem que incluem contaminação têm as estimativas

do parâmetro de contaminação parecidas com as estimativas do modelo VII: altos valores de

κ2 nos modelos V e VII e baixos valores de κ1 nos modelos VI e VII. Destaca no modelo VI
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Tabela 4.7: ES - Modelos com dependência espacial: Médias e desvios padrão a posteriori dos

parâmetros e T = 20.

Parâmetro I R̂ II R̂ III R̂ IV R̂

φ (φ1) 5.15 (2.04) 1.0 4.20 (1.51) 1.0 3.22 (2.20) 1.0 1.48 (0.77) 1.0

τ (τ1) 0.26 (0.07) 1.0 0.24 (0.06) 1.0 0.38 (0.14) 1.0 0.52 (0.17) 1.0

φ2 - - - - - - 34.1 (28.2) 1.0

τ2 - - - - 11.2 (1.58) 1.0 2.49 (0.93) 1.0

κ (κ1) - - 0.01 (0.002) 1.0 - - - -

κ2 - - - - - - - -

Parâmetro V R̂ VI R̂ VII R̂ VIII R̂

φ (φ1) 3.73 (3.18) 1.1 1.58 (0.81) 1.0 2.51 (1.73) 1.0 2.70 (1.44) 1.0

τ (τ1) 0.52 (0.25) 1.0 0.51 (0.17) 1.0 0.35 (0.21) 1.0 0.41 (0.15) 1.0

φ2 3.22 (4.39) 1.2 10.9 (7.22) 1.1 0.94 (0.42) 1.0 - -

τ2 1.78 (0.74) 1.0 3.43 (1.06) 1.0 1.56 (0.59) 1.0 256 (11.2) 1.0

κ (κ1) - - 0.01 (0.002) 1.0 0.02 (0.01) 1.0 - -

κ2 0.77 (0.13) 1.0 - - 0.78 (0.13) 1.0 - -

a forte dependência espacial expressada por φ2. No modelo VIII, o parâmetro de precisão

do vetor de inovações da velocidade τ2 tem um alto valor estimado, como no caso do Rio

de Janeiro, implicando que a velocidade a cada tempo varia muito pouco com respeito ao

valor médio.

Na Tabela 4.8 estão os resumos a posteriori dos modelos sem considerar correlação

espacial nas inovações e os respectivos valores da estat́ıstica de Gelman e Rubin (R̂). Verifica-

se também que as cadeias convergiram. Os modelos I e II apresentam as estimativas a

posteriori de τ muito parecidas, e o ı́ndice de contaminação κ do modelo II é pequeno, similar

ao caso quando modelamos com estrutura espacial. Os modelos III e IV são equivalentes

quando não estimamos os parâmetros de dependência espacial. As estimativas do parâmetro

de contaminação κ2 dos modelos V e VII são semelhantes, assim como κ1 dos modelos VI e

VII. Os parâmetros de precisão dos modelos V e VII implicam uma variabilidade moderada,
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de acordo com a magnitude das inovações. O modelo VI apresenta uma variabilidade maior

nas inovações do ńıvel e uma pequena variabilidade nas inovações da velocidade.

Tabela 4.8: ES - Modelos sem dependência espacial: Médias e desvios padrão a posteriori dos

parâmetros e T = 20.

Parâm. I R̂ II R̂ III R̂ IV R̂

τ (τ1) 1.50 (0.13) 1.0 1.40 (0.13) 1.0 2.12 (0.31) 1.0 2.12 (0.31) 1.0

τ2 - - - - 11.0 (1.55) 1.0 11.0 (1.55) 1.0

κ (κ1) - - 0.003 (0.001) 1.0 - - - -

κ2 - - - - - - - -

Parâm. V R̂ VI R̂ VII R̂ VIII R̂

τ (τ1) 4.35 (0.92) 1.0 2.20 (0.33) 1.0 3.93 (0.75) 1.0 2.62 (0.32) 1.0

τ2 4.70 (0.91) 1.0 13.8 (2.11) 1.0 3.89 (0.69) 1.0 254 (11.1) 1.0

κ (κ1) - - 0.003 (0.001) 1.0 0.004 (0.001) 1.0 - -

κ2 0.84 (0.11) 1.0 - - 0.85 (0.11) 1.0 - -

4.7.2 Seleção de modelos

Analogamente ao caso do Rio de Janeiro, utilizamos o critério da densidade preditiva como

medida para selecionar o melhor modelo entre todos os ajustados. Determinamos que com

t∗ = 10 pontos no tempo todos os modelos produzem distribuições a posteriori próprias. Os

resultados estão na Tabela 4.9.

O modelo de contaminação (II) resulta com a melhor performance preditiva, como

também ocorreu no caso dos dados do Rio de Janeiro. Na Figura 4.10 mostra-se o valor do

logaritmo da densidade preditiva um passo a frente. Este é um recurso visual que permite

observar o comportamento preditivo dos modelos em cada ponto do tempo. A Figura 4.11

mostra a comparação entre os modelos de contaminação com e sem dependência espacial,

verificando-se que o claro vencedor em todos os tempos é o modelo que considera a estru-

tura espacial nas inovações. Portanto, pode-se afirmar que a modelagem das inovações com
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Tabela 4.9: ES - Seleção de modelos: Logaritmo da densidade preditiva.

Modelo Com dependência Sem dependência

espacial espacial

I -1002.8 -1044.3

II -985.3 -1037.9

III -1433.3 -1382.0

IV -1193.8 -1382.0

V -1100.5 -1193.3

VI -1193.6 -1347.8

VII -1067.3 -1185.1

VIII -1032.2 -1085.0

Tabela 4.10: ES - Medidas resumo a posteriori do modelo II com dependência espacial.

Parâmetro Média Desvio 2.5% 50% 97.5% R̂

φ 4.20 1.51 2.09 3.93 7.94 1.0

τ 0.24 0.06 0.13 0.23 0.38 1.0

κ 0.005 0.001 0.002 0.005 0.009 1.0

dependência espacial é relevante para este conjunto de dados. É interessante notar o fato

que todo os modelos tiveram uma cáıda na performance preditiva no tempo t = 18, isto

é, quando utilizamos os primeiros t∗ = 17 anos para estimar os parâmetros e o processo

latente.

A Tabela 4.10 mostra algumas medidas resumo dos parâmetros do modelo de conta-

minação com dependência espacial: médias e desvios padrão a posteriori e quantis das

distribuições a posteriori para construir intervalos de credibilidade de 95%. Os histogramas

das amostras a posteriori dos estão na Figura 4.12.

Os mapas das Figuras 4.13 e 4.14 mostram a média a posteriori do ńıvel do risco para

todos os anos, estimado utilizando o algoritmo FIFBS. A escala de cores começa em branco
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Figura 4.10: ES - Logaritmo da densidade preditiva dos modelos. (a) Com dependência espacial e

(b) Sem dependência espacial.

(menor ńıvel do risco) e termina em vermelho obscuro (maior ńıvel do risco). Nestes mapas

podemos observar que os munićıpios do Esṕırito Santo têm comportamentos diferenciados

nos primeiros anos de estudo. A região sul apresenta a maior quantidade de munićıpios

com os menores ńıveis do risco ao longo do tempo, até o ano 1995. Nos últimos três anos
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Figura 4.12: ES - Modelo II: Histogramas das amostras a posteriori dos parâmetros.

(1996-1998), a maior parte dos munićıpios têm baixos ńıveis de risco, mas a região central

do Estado mantém os ńıveis altos apresentados ao longo dos anos. A cidade de Vitória e os

munićıpios vizinhos mantém ano após ano o ńıvel do risco crescente.

As Figuras 4.15 e 4.16 ilustram as inovações da equação de sistema do modelo sele-

cionado, o modelo de contaminação com dependência espacial. Estes mapas mostram os

efeitos espaciais espećıficos para cada ano de estudo, em uma escala de cores do vermelho

obscuro (valores positivos) até o azul obscuro (valores negativos). A cor branca representa
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o que podemos denominar de estabilidade, pois os valores positivos ou negativos, são muito

pequenos. Podemos encontrar resultados interessantes, por exemplo, depois de subtrair o

efeito da contaminação, no ano 1982 quase todos os munićıpios tiveram um impacto negativo

ou estável, mas no ano seguinte tiveram um efeito positivo. No ano 1986, os munićıpios das

regiões norte e sul e alguns da parte central tiveram um forte efeito positivo, deixando um

grupo de munićıpios vizinhos na região central incluindo a cidade de Vitória, com efeitos

negativos ou estáveis. A partir do ano 1994 os munićıpios tinham mais efeitos negativos que

positivos, indicando uma estabilidade ou uma redução nos ńıveis do risco. Mas no ano 1998

os ńıveis em quase todo o Estado tiveram um incremento. Estas sucessivas variações podem

ter explicações poĺıticas, sociais, policiais, populacionais ou de outro tipo. Não faz parte dos

objetivos desta tese apresentar as explicações poĺıticas, sociais, entre outras de tais variações,

mas a inclusão de covariáveis apropriadas pode ajudar a encontrar estas explicações.

Em este capitulo tratamos com a aproximação Gaussiana como uma forma de traba-

lhar com dados não normais aplicando a nossa classe de modelos espaço-temporais de área

Gaussianos. Duas aplicações com o número de homićıdios nos Estados do Rio de Janeiro e de

Esṕırito Santo foram desenvolvidas, incluindo estimação de parâmetros e do processo latente

e seleção do melhor modelo em um conjunto de modelos propostos. A metodologia proposta

produziu bons resultados com estes dados aproximados. No caṕıtulo seguinte estudaremos

a extensão desta classe de modelos para dados na famı́lia exponencial.
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Figura 4.13: ES - Modelo II: Mapas representando o processo latente estimado. Estado inicial β0

e anos 1979-1989.
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Figura 4.14: ES - Modelo II: Mapas representando o processo latente estimado. Anos 1990-1998.
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Figura 4.15: ES - Modelo II: Mapas representando as estimativas das médias a posteriori das

inovações. Anos 1979-1989.
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Figura 4.16: RJ - Modelo II: Mapas representando as estimativas das médias a posteriori das

inovações. Anos 1990-1998.
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Caṕıtulo 5

Generalização da classe de modelos para

dados de área na famı́lia exponencial

5.1 Introdução

No caṕıtulo anterior estabelecemos que a modelagem de dados espaço-temporais não Gaus-

sianos é posśıvel utilizando nossa classe de modelos, quando as observações são transfor-

madas para que resultem aproximadamente Gaussianas. Em muitas ocasiões estas aproxi-

mações não são adequadas, pois os resultados do processo de estimação acabam sendo dif́ıceis

de interpretar. Por exemplo, no caṕıtulo anterior, o processo βt foi chamado de “ńıvel do

risco”. Neste caṕıtulo estendemos nossos modelos espaço-temporais para dados de área na

famı́lia exponencial. Esta classe generalizada de modelos permite uma abordagem direta

para estas observações sem precisar de transformações nem assumir normalidade, tendo

como resultado uma análise mais natural dos dados e uma melhor interpretação dos resul-

tados. Iniciamos com uma compilação sobre modelos lineares generalizados e detalhes da

famı́lia exponencial na seguinte seção. A Seção 5.3 refere-se aos métodos Bayesianos para

modelos lineares generalizados. A extensão dinâmica dos modelos lineares generalizados

está na Seção 5.4. Finalmente, na Seção 5.5 é introduzida nossa classe de modelos lineares

generalizados dinâmicos para dados de área, baseada nos modelos tratados na Seção 5.4.
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5.2 Conceitos preliminares

5.2.1 Modelos lineares generalizados

Os modelos estat́ısticos clássicos para regressão, séries temporais e análise de dados longitu-

dinais são geralmente úteis em situações onde os dados são aproximadamente Gaussianos e

podem ser explicados por alguma estrutura linear. Estes modelos são fáceis de interpretar e

os métodos são teoricamente bem entendidos e estudados. Porém, as suposições subjacentes

podem ser muito restritivas e a aplicação dos métodos pode produzir erros em situações nas

quais os dados são evidentemente não normais, tais como dados binários ou de contagem.

A modelagem estat́ıstica fornece ferramentas mais flex́ıveis para a análise de dados desta

natureza, como os modelos lineares generalizados.

Os modelos lineares generalizados foram definidos formalmente por Nelder e Wedderburn

(1972) como uma famı́lia unificadora de modelos para análise de regressão com respostas

não Gaussianas, isto é, dados categóricos, de contagem ou não negativos. Exemplos t́ıpicos

de dados desta natureza são: registros diários de ocorrência de chuva em uma região, o

número de incidências de dengue por semana ou medidas diárias de SO2 (dióxido sulfúrico).

Estes modelos têm um grande impacto tanto na teoria como na prática da Estat́ıstica, e

dominaram, junto com outros modelos relativamente próximos, a literatura aplicada por

duas décadas. Uma das principais fontes de informação sobre os modelos lineares generali-

zados é McCullagh e Nelder (1989), em que, em particular, o caso univariado é considerado

de forma extensa.

Os modelos lineares generalizados são uma extensão dos modelos lineares clássicos. As-

sim, começamos descrevendo esta última classe de modelos. Assume-se que o vetor de

observações y com n componentes é uma realização da variável aleatória Y que tem com-

ponentes independentemente distribúıdos com média µ e variância constante σ2 e

E(Y ) = µ = F ′β

onde F ′ e β representam respectivamente, a matriz de covariáveis, denotadas por x1, x2, . . . ,

xq e o vetor de parâmetros desconhecidos, respectivamente.
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Para facilitar a transição para o modelo linear generalizado, especifica-se o modelo linear

clássico em três partes:

1. Componente aleatória: os componentes de Y tem distribuições normais independentes

com E(Y ) = µ e variância constante σ2.

2. Componente sistemática: as covariáveis x1, x2, . . . , xq produzem um preditor linear θ

dado por

θ = F ′β

onde F ′ é uma matriz n × q que é função conhecida de x1, x2, . . . , xq e β é um vetor

de q parâmetros.

3. Ligação ou link entre as componentes aleatória e sistemática:

µ = θ.

Esta terceira componente pode ser escrita como uma função para cada elemento do

preditor

θi = g(µi),

então g(·) será chamada de função de ligação. Nesta formulação, os modelos lineares clássicos

têm distribuição normal na componente aleatória e a função identidade como função de

ligação na terceira componente. Os modelos lineares generalizados permitem duas extensões

desta especificação dos modelos clássicos: a primeira, a distribuição na componente aleatória

pode pertencer à famı́lia exponencial (a distribuição normal forma parte desta famı́lia) e a

segunda, a função de ligação da terceira componente pode ser qualquer função monótona

diferenciável.

Duas funções adicionais são definidas: a inversa da função de ligação g−1(·) = f(·) é

chamada de função resposta, assim

µi = f(θi)

e a função δ(·), que transforma diretamente o preditor linear θi no parâmetro natural ou

canônico ηi da famı́lia exponencial

ηi = δ(θi).
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5.2.2 Famı́lia exponencial

Assume-se que cada componente da variável aleatória Y tem uma distribuição na famı́lia

exponencial, se sua densidade discreta ou cont́ınua com respeito a uma medida σ-finita tem

a forma

p(y|η, υ) = exp{(yη − b(η))/a(υ) + c(y, υ)} (5.1)

para certas funções a(·), b(·) e c(·). Se o parâmetro de dispersão υ > 0 é conhecido, esta

é uma famı́lia exponencial com parâmetro natural ou canônico η. A função c(·) é maior

ou igual a zero e é mensurável. A função b(·) é convexa e duas vezes diferenciável e está

relacionada com a média e a variância de y mediante

E(y|η) = µ =
∂b(η)
∂η

= b′(η) (5.2)

V ar(y|η) = Σ =
∂2b(η)a(υ)

∂η2
= b′′(η)a(υ) (5.3)

A variância Σ depende somente do parâmetro canônico (e, portanto, da média µ) e é

chamada de função de variância.

A Tabela 5.1 mostra alguns membros importantes da familia exponencial e suas respec-

tivas componentes:

Tabela 5.1: Algumas distribuições que pertencem à famı́lia exponencial.

Distribuição η b(η) b’(η)

Normal N(µ, σ2) µ η2/2 µ = η

Bernoulli Ber(π) log(π/(1− π)) log(1 + exp(η)) π = exp(η)/(1 + exp(η))

Poisson Po(λ) log(λ) exp(η) λ = exp(η)

Gama Ga(α, β) −1/α − log(−η) α = −1/η

Inv. Gaussiana IG(µ, σ2) −1/2µ2 −(−2η)1/2 µ = (−2η)−1/2

As funções de ligação canônicas produzem modelos com propriedades matemáticas e es-

tat́ısticas convenientes. Porém, esta não deve ser a única razão para trabalhar com elas, pois

em determinadas aplicações, as funções de ligação não naturais podem ser mais apropriadas.
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Como ilustração, a distribuição de Poisson com média λ será representada na forma da

famı́lia exponencial.

(y|λ) ∼ Po(λ)

p(y|λ) =
λy exp(−λ)

y!
, y = 0, 1, 2, . . .

= exp{y log(λ)− λ− log(y!)}.

Esta densidade pertence à famı́lia exponencial com parâmetro canônico η = log(λ),

b(η) = λ = exp(η), a(φ) = 1 e c(y) = − log(y!). Assim, os primeiros momentos da dis-

tribuição são:

µ = b′(η) = exp(η) = λ,

Σ = b′′(η) = exp(η) = λ.

5.3 Métodos Bayesianos para modelos lineares generalizados

Métodos Bayesianos para analisar modelos lineares generalizados são de origem recente e têm

crescido muito rapidamente desde a última década, devido principalmente ao enorme avanço

nos métodos para calcular as distribuições a posteriori requeridas, tais como os métodos

de simulação usando MCMC. Outra razão é a flexibilidade da modelagem hierárquica

Bayesiana que estende os modelos lineares generalizados a problemas mais complexos como

modelos lineares generalizados semiparamétricos, efeitos aleatórios generalizados e modelos

de misturas, abordagens dinâmicas ou de espaço de estados, de séries temporais não normais,

dados longitudinais e processos espaço-temporais e de sobrevivência.

Vários resultados para os modelos lineares generalizados Bayesianos e suas extensões

encontram-se no livro de referência editado por Dey et al. (2000). Um estudo mais completo

do ponto de vista Bayesiano é o caṕıtulo de Gelfand e Ghosh (2000).

Nos modelos Bayesianos assume-se que β é um vetor aleatório com densidade a priori

p(β), e as estimativas de Bayes estão baseadas na densidade a posteriori p(β|Y = (y1, ..., yn))

de β dado o conjunto de dados. O teorema de Bayes relaciona as densidades a priori e a

64



posteriori através da relação

p(β|Y ) =
p(Y |β)p(β)∫
p(Y |β)p(β)dβ

(5.4)

onde p(Y |β) é a função de verossimilhança. As densidades marginais a posteriori para os

componentes de β, as médias a posteriori e as matrizes de covariância, etc., podem ser

obtidas da distribuição a posteriori integrando com respeito às quantidades desconhecidas

(ou somando no caso discreto). Por exemplo,

E(β|Y ) =
∫
β p(β|Y )dβ (5.5)

é a média a posteriori, que é a estimativa ótima de β supondo perda quadrática, e

V ar(β|Y ) =
∫

(β − E(β|Y ))(β − E(β|Y ))′p(β|Y )dβ (5.6)

é a matriz de covariâncias a posteriori associada, que é uma medida da precisão da estimativa

da média a posteriori. Desta forma, aparentemente, o paradigma Bayesiano parece ser

facilmente implementado. Porém, soluções anaĺıticas exatas de essas integrais podem ser

obtidas somente para modelos especiais, por exemplo, para o modelo linear normal. Para

a maior parte dos modelos importantes, por exemplo, modelos logit binomiais com pelo

menos uma covariável, não existe nenhuma priori conjugada que permita um tratamento

anaĺıtico conveniente. Por conseguinte, a implementação direta da abordagem de estimação

Bayesiana através das Equações (5.5) e (5.6) requer integração numérica ou por Monte

Carlo. Como estas integrais têm a dimensão do vetor β (possivelmente dimensões grandes)

esta não é uma tarefa simples. Para modelos muito mais complexos, técnicas de simulação

MCMC estão dispońıveis e são de uso comum, por exemplo:

• Estimação da moda a posteriori: A estimativa da moda a posteriori β̃q maximiza a

densidade a posteriori q ou equivalentemente o logaritmo da verossimilhança a poste-

riori

lq(β|Y ) = l(β) + log p(β) (5.7)

em que l(β) é o logaritmo da verossimilhança do modelo linear generalizado em con-

sideração. Tem sido proposta por vários autores, como por exemplo, Leonard (1972),

Land (1978), e Zellner e Rossi (1984).
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• Inferência completamente Bayesiana via MCMC: Está baseada em amostras extráıdas

da distribuição a posteriori e aproxima médias e variâncias a posteriori pelo esquema

MCMC. Para detalhes nos métodos MCMC como o amostrador de Gibbs e o algoritmo

de Metropolis-Hastings veja Gamerman e Lopes (2006).

5.4 Modelos lineares generalizados dinâmicos

Quando os dados consistem em observações dependentes como as séries temporais, a classe

dos modelos lineares generalizados não pode ser utilizada diretamente. Por exemplo, o

número de homićıdios no Estado de Esṕırito Santo em um peŕıodo de tempo é evidentemente

não normal. Outro exemplo, a presença de uma determinada ave em vários locais dos

Estados Unidos é registrada como (1 = presença, 0 = ausência) ao longo dos anos. Este é

um problema com observações Bernoulli.

Uma opção muito utilizada na prática para analisar séries temporais é a classe de modelos

lineares dinâmicos (Seção 2.2). Geralmente eles assumem observações Gaussianas, mas

existe uma generalização para a famı́lia exponencial formalizada por West et al. (1985),

chamada modelos lineares generalizados dinâmicos. Esta classe também pode ser vista

como uma generalização dos modelos lineares generalizados, com os parâmetros mudando

no tempo.

A extensão dinâmica dos modelos lineares generalizados é obtida substituindo a equação

de observação do modelo linear dinâmico pela equação do parâmetro natural supondo uma

distribuição na famı́lia exponencial para cada componente s do vetor Y t, s = 1, . . . , S. As

inovações da equação de sistema seguem uma distribuição Gaussiana.

p(yts|ηts) ∝ exp{ytsηts − b(ηts) + c(yts)}, (5.8)

ηts = δ(θts),

θt = F ′
tβt,

βt = Gtβt−1 +wt, wt ∼ N(0,W t),

em que θt = (θt1, θt2, . . . , θtS)′. Esta é uma extensão evidente do modelo linear dinâmico,
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pois a equação de observação pode ser não Gaussiana e a regressão linear dinâmica expres-

sada através de θt pode afetar a equação de observação de uma forma não linear.

5.4.1 Filtragem e suavização generalizadas

Embora a formulação dos modelos lineares dinâmicos generalizados seja direta, o problema

da filtragem e a suavização é mais complicada. A análise Bayesiana baseada em integrações

numéricas, geralmente requer integrações multidimensionais repetidas e pode chegar a ser

muito complicada.

Sejam ψ o vetor de parâmetros das matrizes F t, Gt e W t e ηt = (ηt1, . . . , ηtS), então a

distribuição a posteriori conjunta é proporcional a

p(β(1:T ),ψ|DT ) ∝

[
T∏

t=1

p(yt|θt,ηt)

][
T∏

t=1

p(βt|βt−1,ψ)

]
p(ψ) (5.9)

A estimação do vetor latente está baseada nas densidades a posteriori como (5.9) ou

p(βt|yT ) para a suavização, ou p(βt|yt−1), p(βt|yt) para previsão e filtragem. Nestas den-

sidades a dependência em ψ foi omitida. Podemos distinguir três abordagens de estimação:

• Análise conjugada priori-posteriori, que procura resolver analiticamente as integrais

necessárias no teorema de Bayes, talvez fazendo aproximações adicionais, como em

West et al. (1985). Ao contrário de uma equação de transição expĺıcita, eles assumem

distribuições conjugadas priori-posteriori para o parâmetro natural e impõem uma

equação de previsão para βt, envolvendo o conceito de fator de desconto para contornar

a estimação das matrizes de covariância do erro desconhecidas.

• Estimação da moda a posteriori, evitando os procedimentos de integração ou amos-

tragem.

• Inferência completamente Bayesiana, ou pelo menos, análise das médias a posteriori

baseada em integrações numéricas ou em métodos Monte Carlo ou MCMC.

Os dois últimos tópicos foram revisados no final da Seção 5.3. Ferreira e Gamerman

(2000) apresentam uma revisão de diferentes metodologias estat́ısticas propostas para tratar

com os modelos lineares generalizados dinâmicos desde um ponto de vista Bayesiano.
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5.4.2 Filtro de Kalman estendido

Desde que o filtro de Kalman linear não é mais aplicável para problemas não Gaussianos,

vários filtros aproximados que realizam estimações satisfatórias em muitas situações têm

sido propostos: o filtro de Kalman estendido, o filtro de segunda ordem, o filtro da raiz

quadrada, etc. (Anderson e Moore, 1979).

O filtro de Kalman estendido é um método para avaliar o vetor de estados nos modelos

dinâmicos descritos na Equação (5.8). Para aproximar a média (moda) a posteriori do

processo latente β(1:T ) a função resposta f(θt) é linearizada e a equação de observação é

aproximada por uma equação de observação Gaussiana. O modelo converte-se então em

um modelo Gaussiano aproximado e é posśıvel aplicar o bem conhecido filtro de Kalman.

Esta metodologia é conhecida como o filtro de Kalman estendido. A seguir detalharemos os

passos necessários para sua aplicação.

A priori no tempo t = 0 é (β0|D0) ∼ N(m0,C0). Para t = 1, . . . , T aplicamos os

seguintes passos:

• Conhecemos (βt−1|ψ,Dt−1) ∼ N(mt−1,Ct−1) do tempo anterior.

• Priori em t:

(βt|ψ,Dt−1) ∼ N(at,Rt),

onde

at = Gtmt−1 e Rt = GtCt−1G
′
t +W−1

t .

• Linearizamos a função resposta f usando expansão de Taylor em torno do ponto:

θ̂t = F ′
tat. Assim podemos aproximar cada elemento do vetor de médias mediante

µts = f(θts) ≈ f(θ̂ts) + f ′(θ̂ts)(θts − θ̂ts) (5.10)

e a variância Σt = diag(Σts) por Σ̂ts = Σts(θ̂ts), s = 1, . . . , S.

• Calculamos o vetor de observações artificiais ŷt = (ŷt1, ŷt2, . . . , ŷtS)′, com

ŷts =
[
f ′(θ̂ts)

]−1 {
yts − f(θ̂ts)

}
+ θ̂ts (5.11)
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e a matriz de covariância aproximada

V̂ t = diag

 Σ̂ts[
f ′(θ̂ts)

]2
 . (5.12)

• Previsão um passo a frente:

(ŷt|ψ,Dt−1) ∼ N(f t,Qt)

onde

f t = F ′
tat e Qt = F ′

tRtF t + V̂ t.

• Posteriori em t:

(βt|ψ,Dt) ∼ N(m̂t, Ĉt)

com

m̂t = at +At(ŷt − f t) e Ĉt = Rt −AtQtA
′
t,

onde

At = RtF tQ
−1
t .

Em Fahrmeir (1992) e Fahrmeir e Tutz (2001) encontram-se expressões equivalentes do

filtro de Kalman estendido para modelos lineares generalizados dinâmicos multivariados,

para estimar o processo latente através da moda a posteriori. Uma vez obtidos os primeiros

momentos aproximados, m̂t e Ĉt, para cada tempo, é posśıvel utilizar a amostragem recur-

siva (backward sampler).

5.5 Modelos lineares generalizados dinâmicos para dados de

área

Considere uma área de interesse, dividida em S regiões. Estas regiões podem formar uma

grade regular ou irregular e estão relacionadas por um sistema de vizinhança {Ns, s =

1, . . . , S}. Seja yts, t = 1, . . . , T, s = 1, . . . , S uma observação com distribuição na famı́lia
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exponencial de parâmetro canônico ηts, no tempo t e na região s. Nosso modelo espaço-

temporal para dados desta natureza é

p(yts|ηts) ∝ exp{ytsηts − b(ηts) + c(yts)}, (5.13)

ηts = δ(θts),

θt = F ′
tβt, θt = (θt1, . . . , θtS)′

βt = Gtβt−1 + ωt, ωt ∼ CAMGP (0,W−1
t ),

O nosso modelo está baseado na Equação (5.8), na qual a distribuição normal da

equação de evolução é substitúıda pela distribuição do campo aleatório Markoviano Gaus-

siano próprio, com matriz de precisão W−1
t . O principal interesse é fazer inferência para

o processo latente β(1:T ). As caracteŕısticas e propriedades dos modelos para dados Gaus-

sianos propostos na Seção 4.4 podem ser estendidos para a classe de modelos generalizados

dinâmicos deste caṕıtulo.

5.5.1 Inferência Bayesiana

Como a distribuição a posteriori em (5.9) não tem forma fechada conhecida, nossa pro-

posta é utilizar métodos MCMC para amostrá-la em dois blocos: amostragem do vetor de

parâmetros ψ e amostragem do processo latente β(1:T ) = (β1, . . . ,βT )′.

Amostragem de ψ

O vetor de parâmetros ψ inclui as quantidades desconhecidas das matrizes de desenho F t,

de evolução Gt e de precisão do CAMGP, W−1
t e, eventualmente, outras quantidades que

sejam incorporadas ao modelo. Para todos os elementos de ψ, utilizamos os métodos MCMC

usuais: o amostrador de Gibbs para aqueles que tenham a sua distribuição condicional

completa conhecida e passos de Metropolis-Hastings com densidades propostas adequadas

para aqueles cujas condicionais completas não têm forma fechada. Esta amostragem é

espećıfica para cada modelo.
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Amostragem do processo latente

Recentemente, Ravines (2006) propôs um esquema de amostragem para modelos lineares

generalizados denominado CUBS, em que uma priori conjugada para o parâmetro canônico

é introduzida para aproximar os primeiros momentos, m̂t e Ĉt, e o processo latente é

estimado recursivamente através do backward sampler. Isto resulta muito eficiente para o

caso de observações univariadas em cada tempo. A aplicação do CUBS na nossa classe de

modelos dependeria da especificação de uma priori conjugada multivariada para o parâmetro

canônico. Isto implicaria dificuldades adicionais na resolução do problema, razão pela qual

decidimos utilizar uma metodologia alternativa.

Seguindo o racioćınio da Seção 3.4, um método alternativo ao filtro de Kalman es-

tendido e ao FFBS pode ser elaborado também para simular o processo latente β(1:T ) do

modelo linear generalizado dinâmico proposto. O passo de filtragem, que utiliza o filtro

Kalman quando o modelo dinâmico é normal e o filtro de Kalman estendido quando o

modelo dinâmico é linear generalizado, é substitúıdo pelo que denominaremos de filtro de

informação estendido, para aproveitar as matrizes de precisão esparsas do nosso modelo. O

passo de amostragem, backward sampler continua sendo múltiplo para aumentar a velocidade

de convergência.

Filtro de informação estendido

• Priori em t: βt|ψ,Dt−1 ∼ N(at,Rt), com

at = Gtmt−1, (5.14)

R−1
t = W−1

t −W−1
t Gt

(
G′

tW
−1
t Gt +C−1

t−1

)−1
G′

tW
−1
t (5.15)

• Função resposta f linearizada, usando expansão de Taylor em torno do ponto θ̂t,

θ̂t = F ′
tat, θ̂t = (θ̂t1, . . . , θ̂tS)′ . O vetor de médias é aproximado por

µts = f(θts) ≈ f(θ̂ts) + f ′(θ̂ts)(θts − θ̂ts)

e a matriz de covariância por Σt = diag(Σts) por Σ̂ts = Σts(θ̂ts), s = 1, . . . , S.
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• Vetor de observações artificiais como na Equação (5.11):

ŷts =
[
f ′(θ̂ts)

]−1 {
yts − f(θ̂ts)

}
+ θ̂ts, ŷt = (ŷt1, . . . , ŷtS) (5.16)

e a matriz de precisão aproximada

V̂
−1
t = diag


[
f ′(θ̂ts)

]2
Σ̂ts

 (5.17)

• Posteriori em t: βt|ψ,Dt ∼ N(m̂t, Ĉt), com

Ĉ
−1
t = R−1

t + F tV̂
−1
t F ′

t, (5.18)

Ĉ
−1
t m̂t = R−1

t at + F tV̂
−1
t ŷt. (5.19)

Amostragem do β(1:T )

O filtro de Kalman estendido e o filtro de informação estendido são métodos aproxima-

dos para calcular os vetores de médias e as matrizes de covariância das distribuições a

posteriori p(βt|ψ,Dt). Analogamente ao caso do FIFBS (Subseção 3.4.2) o β∗T é simu-

lado da distribuição N(m̂T , ĈT ), resultado obtido do filtro de informação estendido e para

t = T − 1, . . . , 0 a amostragem recursiva retrospectiva de β∗t |β∗t+1,ψ,DT é realizada da

densidade condicional N(b̂t, B̂t), onde

B̂
−1
t = Ĉ

−1
t +G′

t+1W
−1
t+1Gt+1, (5.20)

B̂
−1
t b̂t = Ĉ

−1
t m̂t +G′

t+1W
−1
t+1β

∗
t+1. (5.21)

A densidade conjunta dos β∗t pode ser escrita como o produto das densidades retrospec-

tivas p(β∗t |β∗t+1,ψ,DT ) (Frühwirth-Schnatter, 1994; Carter e Kohn, 1994). O vetor β∗(1:T )

obtido desta distribuição é aceito com uma certa probabilidade utilizando o algoritmo de

Metropolis-Hastings, pois a posteriori β(1:T )|ψ,DT não tem forma fechada. No algoritmo

de Metropolis-Hastings é preciso construir uma densidade proposta para calcular a proba-

bilidade de aceitação, geralmente uma que produza taxas de aceitação, por exemplo, entre

0.3 e 0.7. Nós assumimos que a distribuição N(b̂t, B̂t) fornece uma boa aproximação da
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verdadeira distribuição a posteriori de βt, por isso aceitamos o vetor simulado com proba-

bilidade 1. Desta forma evitamos avaliar o vetor do processo latente na probabilidade de

aceitação em cada passo do esquema MCMC. Esta suposição resulta adequada nas aplicações

apresentadas nos Caṕıtulos 6 e 7.

Este método aproximado, similar ao FIFBS (FFBS) que substitui no passo de filtragem o

filtro de informação (filtro de Kalman) pelo filtro de informação estendido (filtro de Kalman

estendido) é denominado EF(I)FBS (abreviação de extended forward (information) filter

backward sampler).

O esquema geral de amostragem para a classe de modelos espaço-temporais generalizados

dinâmicos é:

1. Dado o modelo espaço-temporal generalizado dinâmico, identificar as seguintes funções:

(a) O parâmetro natural ηts, a média µts e a variância Σts;

(b) O preditor linear θts;

(c) A função de ligação g(·)e a função resposta f(·);

(d) A função δ(·) que transforma o preditor linear diretamente no parâmetro natural;

2. Aplicar o primeiro passo do EFIFBS, o filtro de informação estendido, calculando ŷts

e V̂
−1
t ;

3. Aplicar o segundo passo do EFIFBS, amostrando o β(1:T );

4. Simular da posteriori p(ψ|β(1:T ),DT ) de acordo com a especificação de cada modelo.

5.6 Seleção de modelos via densidade preditiva

Dado um conjunto de modelos para um determinado problema, busca-se selecionar o melhor

entre eles baseados em algum critério. Na Subseção 3.5.2 introduzimos o critério de densi-

dade preditiva para seleção de modelos. Supondo que existem M modelos todos com iguais

probabilidades a priori de ser o “verdadeiro”, as probabilidades a posteriori são proporcionais
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a suas respectivas densidades preditivas. Estas densidades dependem da distribuição a prio-

ri do vetor de parâmetros ψ. Para contornar esta dificuldade, utilizamos a abordagem da

amostra piloto (Frühwirth-Schnatter, 1995) das primeiras t∗ observações no tempo; isto

produz prioris calibradas para os parâmetros de cada modelo. Então, podemos utilizar inte-

gração Monte Carlo para calcular a distribuição preditiva sob cada modelo para as restantes

T − t∗ observações.

Seja a densidade observacional pm(yt|ηt(βt)) e a densidade da evolução pm(βt|βt−1,ψ).

Note que as definições de βt e ψ podem ser (e geralmente o são) diferentes sob cada modelo,

mas esta distinção é omitida para manter simples a notação. Seja pm(β1:t−1,ψ|Dt−1) que

denota a distribuição a posteriori conjunta de ψ e β1, . . . ,βt−1 sob o modelo m até o tempo

t− 1. Então, a distribuição preditiva de yt sob o modelo m dada a informação até o tempo

t− 1 é

pm(yt|Dt−1) =
∫

pm(yt|ηt(βt))pm(βt|βt−1,ψ)dβt

×
∫

pm(β1:t−1,ψ|Dt−1)dβ1:t−1dψ

=
∫

pm(yt|βt−1,ψ)pm(β1:t−1,ψ|Dt−1)dβ1:t−1dψ (5.22)

pois

pm(yt|βt−1,ψ) =
∫

pm(yt|ηt(βt))pm(βt|βt−1,ψ)dβt.

O esquema de amostragem esquematizado na seção anterior pode ser utilizado para

simular uma amostra (β(1)
t−1,ψ

(1)), . . . , (β(L)
t−1,ψ

(L)), com L suficientemente grande, da dis-

tribuição a posteriori conjunta pm(β1:t−1,ψ|Dt−1). Então uma estimativa da densidade

preditiva de yt dada a informação até o tempo t− 1 é

p̂m(yt|Dt−1) =
1
L

L∑
l=1

pm(yt|β
(l)
t−1,ψ

(l)) (5.23)

Desta forma, ajustamos um esquema MCMC para cada um dos m modelos e para cada

tempo t e fazemos previsão para o tempo t + 1. Usando o fato que a densidade predi-

tiva conjunta das observações yt∗+1, . . . ,yT pode ser escrita como pm(yt∗+1, . . . ,yT |Dt∗) =
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∏T
t=t∗+1 pm(yt|Dt−1), uma estimativa da densidade preditiva conjunta sob o modelo m é

p̂m(yt∗+1, . . . ,yT |Dt∗) =
T∏

t=t∗+1

p̂m(yt|Dt−1),

onde t∗ é tal que a densidade a posteriori de ψ pm(ψ|Dt∗) é própria para todo m = 1, . . . ,M .

Como resultado, selecionamos o modelo com a densidade preditiva mais alta. Assim, o

modelo selecionado não só tem a probabilidade a posteriori mais alta, mas também com a

melhor performance preditiva.

Neste caṕıtulo foi introduzida a classe de modelos espaço-temporais generalizados dinâ-

micos para dados de área e uma metodologia para estimar o processo latente, estendendo

o algoritmo FIFBS através do filtro de informação estendido, junto com uma técnica de

seleção de modelos baseada em densidades preditivas.
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Caṕıtulo 6

Aplicação da classe de modelos para dados

de área: Caso Poisson

6.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentamos uma aplicação do nosso modelo linear generalizado dinâmico

para dados espaço-temporais de contagem. Na Seção 6.2 revisamos os dados de homićıdios

no Estado de Esṕırito Santo, que estudamos via transformação no Caṕıtulo 4. Descrevemos

o modelo geral para dados Poisson na Seção 6.3, e o conjunto de modelos propostos para

estes dados de violência na Seção 6.4. O procedimento para fazer inferência Bayesiana é

ilustrado na Seção 6.5 dividindo o procedimento para o vetor de parâmetros e para o processo

latente. Os resultados da seleção de modelos estão na Seção 6.6.

6.2 Violência no Estado do Esṕırito Santo

Os dados consistem no número anual de homićıdios por munićıpio do Estado de Esṕırito

Santo, desde o ano de 1979 até o ano de 1998. Ao longo deste peŕıodo vários novos munićıpios

foram criados por divisão ou fusão dos antigos. Por razões de compatibilidade utilizaremos

em todas as análises o mapa poĺıtico do ano de 1979 com um total de 52 munićıpios.

Para cada munićıpio s e ano t, s = 1, . . . , S = 52, t = 1, . . . , T = 20, tem-se a populacão

estimada nts e o número observado de homićıdios zts. Como é t́ıpico para dados de contagem

76



como estes, assumimos que o número de homićıdios yts em cada munićıpio de Esṕırito Santo

tem distribuição de Poisson, com média λtsnts, isto é

yts|λts ∼ Po(λtsnts),

A distribuição de Poisson pertence à famı́lia exponencial, pois a sua densidade pode ser

escrita da mesma forma que em (5.1):

(yts|λts) ∼ Po(λtsnts)

p(yts|λts) =
(λtsnts)

y
ts exp(−λtsnts)

yts!
, yts = 0, 1, 2, . . .

= exp {yts log(λtsnts)− λtsnts − log(yts!)} . (6.1)

6.3 Modelo geral

Da Equação (6.1) podem-se derivar as componentes da distribuição: o parâmetro natural

ηts = log(λtsnts) e as funções b(ηts) = λtsnts = exp(ηts) e c(yts) = − log(yts!). Com estes

resultados, é simples identificar as seguintes identidades:

• A média da distribuição µts = b′(ηts) = exp(ηts)

• A variância da distribuição Σts = b′′(ηts) = exp(ηts).

• O preditor linear: θts = log(λts).

• A função de ligação: g(µts) = log(µts/nts) = θts.

• A função resposta: f(θts) = nts exp(θts) = µts e a primeira derivada f ′(θts) =

nts exp(θts) = µts.

• A função δ(θts):

ηts = log(λtsnts)

= log(λts) + log(nts)

= θts + log(nts)

ηts = δ(θts)

77



O modelo espaço-temporal generalizado dinâmico para dados de Poisson está definido

da seguinte forma

p(yts|ηts) ∝ exp {ytsηts − exp(ηts) + log(yts!)} , (6.2)

ηts = θts + log(nts),

θt = F ′
tβt, θt = (θt1, . . . , θtS)′

βt = Gtβt−1 + ωt, ωt ∼ CAMGP (0,W−1
t ),

em que βt = (β′t1, . . . ,β
′
tS)′ é o processo latente de interesse; a matriz F t é a matriz de

desenho que conecta o processo latente com o preditor linear; Gt é a matriz da evolução

espaço-temporal; ωt é o campo de inovações da equação de sistema eW t descreve a estrutura

de covariância do vetor das inovações ou erros de sistema.

6.4 Modelos espaço-temporais propostos

Esta seção apresenta vários casos especiais do modelo espaço-temporal geral (6.2). Uma

análise exploratória dos dados de homićıdios por munićıpio determina que este é claramente

um processo não estacionário e inclusive nota-se uma tendência crescente para muitos deles

(ver gráficos da taxa de mortalidade por homićıdios no Apêndice B), então esta caracteŕıstica

tem que ser inclúıda nos modelos propostos. Ajustaremos os modelos que foram detalhados

na Seção 4.4 pelas razões explicadas na referida seção.

I - Polinomial de primeira ordem

II - Contaminação

III - Polinomial de segunda ordem com φ2 = 0

IV - Polinomial de segunda ordem

V - Polinomial de segunda ordem com contaminação na equação da velocidade

VI - Polinomial de segunda ordem com contaminação na equação do ńıvel
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VII - Polinomial de segunda ordem com contaminação nas duas equações de sistema

VIII - Polinomial de segunda ordem com φ2 = 0 e velocidade igual para cada munićıpio.

6.5 Inferência Bayesiana

Estudaremos como fazer inferência para esta classe de modelos. Vamos supor que esta-

mos ajustando o modelo VII, o polinomial de segunda ordem com contaminação nas duas

equações de sistema.

• F ′
t = (IS ,0S),

• Gt =

 G1t G1t

0S G2t

, Git = 1
1+κih

H i −→ {H i}kl =


1, k = l,

κi, k ∈ Nl,

0, c.c.

, i = 1, 2,

• W−1
t =

 W−1
1t 0n

0n W−1
2t

, W−1
it = τi(IS + φiM), i = 1, 2.

A inferência pode ser realizada de forma análoga para qualquer outro modelo. Então,

seja ψ o vetor de parâmetros das matrizes F t, Gt e W−1
t . Como F ′

t é constante, temos:

ψ = ({κ1, κ2}, {τ1, φ1, τ2, φ2},β0).

Assim, supondo prioris independentes, a distribuição a posteriori conjunta é proporcional

a

p(β(1:T ),ψ|DT ) ∝

[
T∏

t=1

p(yt|θt,ηt)

][
T∏

t=1

p(βt|βt−1,ψ)

]
p(ψ)

p(β(1:T ),ψ|DT ) ∝

[
T∏

t=1

p(yt|θt,ηt)

][
T∏

t=1

p(β1,t|β1,t−1, τ1, φ1, κ1)

]
p(τ1)p(φ1)p(κ1)

×

[
T∏

t=1

p(β2,t|β2,t−1, τ2, φ2, κ2)

]
p(τ2)p(φ2)p(κ2)p(β1,0)p(β2,0) (6.3)

com β(1:T ) = (β1, . . . ,βT )′ e βt = (β′1,t,β
′
2,t)

′.
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6.5.1 Especificação das prioris

O modelo está completo dentro do paradigma Bayesiano quando as prioris para as quanti-

dades desconhecidas são especificadas. A seguir, detalhamos as distribuições a priori para

os parâmetros do modelo VII:

τ1, τ2: A priori para cada um destes parâmetros de precisão é gama Ga(a, a), com média

igual a 1 e variância igual a 1/a. Depois de alguns testes, a = 4 foi escolhido, pois com

valores de a menores os τi, i = 1, 2 não pareciam convergir. Com valores maiores de a

as prioris foram considerados muito informativas. A condicional completa resultante

é gama e utilizamos o amostrador de Gibbs para simular desta distribuição.

φ1, φ2: As prioris para os parâmetros que controlam a correlação espacial são da forma

p0(φi) ∝

 1, 0 < φi < 1

φ−b
i , φi ≥ 1

com os expoentes b = 3 e b = 4 para φ1 e φ2, respectivamente. Esta priori foi

considerada depois de vários testes com prioris diferentes, incluindo aquela proposta

por Ferreira e De Oliveira (2007), mas as estimativas dos φi, i = 1, 2 tinham um

comportamento crescente. Esta distribuição a priori penaliza os valores altos de φi, i =

1, 2, e quanto maior o valor de b, mais rápido o decaimento exponencial, isto é, penaliza

os valores altos de φi, i = 1, 2 com mais severidade. A condicional completa não tem

forma conhecida e amostramos com passos de Metropolis, com densidade proposta

para log(φi), i = 1, 2.

κ1, κ2: As prioris para os ı́ndices de contaminação são U(0,1), mas as condicionais completas

também não têm forma fechada. As densidades propostas para estes parâmetros são

normais truncadas entre 0 e 1, NTr[0,1](κ∗,∆κ), com média igual ao valor atual κ∗ e

uma variância ∆κ constante que produza taxas de aceitação razoáveis (entre 0.3 e 0.7).

Os valores das variâncias para este modelo foram ∆κ1 = 1× 10−5 e ∆κ2 = 5× 10−4.

β0: A distribuição a priori para o vetor inicial β0 é normal multivariada com vetor de

médias zero e matriz de covariância diagonal com valores pequenos, da ordem de

80



10−3. Quando amostramos o processo latente com o EFIFBS, inclúımos um passo

adicional para gerar valores de β0.

6.5.2 Estimação do processo latente

Para gerar amostras da distribuição a posteriori conjunta utilizamos o EFIFBS detalhado na

Subseção 5.5.1. Precisamos ,calcular as seguintes quantidades: as observações aproximadas

ŷts =
[
f ′(θ̂ts)

]−1 {
yts − f(θ̂ts)

}
+ θ̂ts, ŷt = (ŷt1, . . . , ŷtS)

= [nts exp(θ̂ts)]−1
{

yts − nts exp(θ̂ts)
}

+ θ̂ts

ŷts = yts exp(−θ̂ts)/nts + θ̂ts − 1 (6.4)

e a matriz de precisão aproximada

V̂
−1
t = diag


[
f ′(θ̂ts)

]2
Σ̂ts


= diag


[
nts exp(θ̂ts)

]2
exp

(
θ̂ts + log(nts)

)


V̂
−1
t = diag

(
nts

exp(−θ̂ts)

)

com θ̂t = (θ̂t1, θ̂t2, . . . , θ̂tS)′ = F ′
tat. Desta forma podemos gerar valores de βt condicionado

no valor βt+1 da densidade aproximada N(b̂t, B̂t) (Equações (5.20) e (5.21)).

Diversos conjuntos de dados artificiais com estrutura espacial foram simulados para

testar a metodologia de estimação. Obtivemos bons resultados que não são apresentados

aqui. Para o conjunto de dados reais, dentro do esquema MCMC, geramos duas cadeias

independentes partindo de pontos iniciais dispersos, de tamanho 90000 e com um burn-in

de 10000 para todos os modelos. As amostras finais de tamanho 4000 são obtidas guardando

conservadoramente as amostras a cada 20 iterações do método MCMC. Estes códigos estão

implementados em Ox e verificamos a convergência das cadeias utilizando os diagnósticos de

Gelman e Rubin (1992) e de Raftery e Lewis (1996) calculados usando a biblioteca CODA
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do R como na Seção 4.7. Todos os diagnósticos indicaram convergência. Aqui mostramos

somente o diagnóstico de Gelman e Rubin.

6.6 Resultados da seleção de modelos

Aplicando os resultados obtidos na Seção 5.6 para todos os modelos e considerando os dez

primeiros tempos como amostra piloto (t∗ = 10) podemos selecionar o modelo com melhor

performance preditiva e maior probabilidade a posteriori.

A Tabela 6.1 mostra o logaritmo da densidade preditiva para o conjunto de modelos

ajustados. Para cada modelo m, temos

log pm(y11, . . . ,y20|D10) =
20∑

t=11

log pm(yt|Dt−1), (6.5)

Tabela 6.1: Logaritmo da densidade preditiva para os modelos considerados.

Modelo Log(densidade preditiva)

I -1881.40

II -1873.36

III -4254.69

IV -2364.12

V -5815.18

VI -3365.69

VII -2227.64

VIII -2008.27

A Tabela 6.1 mostra que o melhor modelo é o modelo de contaminação (modelo II), re-

sultado que coincide com aquele obtido na Seção 4.7.2 quando ajustamos os modelos espaço-

temporais Gaussianos aos dados de violência transformados. Para mostrar a diferença de

performance preditiva entre os modelos a cada tempo t, a Figura 6.1 representa as densi-

dades preditivas um passo a frente para os modelos ajustados. O modelo II é o melhor em

quase todos os tempos.
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Figura 6.1: ES - Dados na famı́lia exponencial: Logaritmo da densidade preditiva.

Tabela 6.2: ES - Famı́lia exponencial: Medidas resumo a posteriori dos parâmetros do modelo II.

Parâmetro Média Desvio 2.5% 50% 97.5% R̂

φ 6.47 2.38 3.08 6.11 10.2 1.0

τ 1.52 0.44 0.08 1.46 2.51 1.0

κ 0.0003 0.0002 0.00001 0.0003 0.0008 1.0

Na Tabela 6.2 estão os sumários da posteriori dos parâmetros do modelo de contami-

nação: média, moda, desvio padrão e quantis para construir intervalos de credibilidade de

95% para cada parâmetro. Estes parâmetros representam uma alta dependência espacial

entre as inovações e uma moderada precisão. O ı́ndice de contaminação κ é muito pequeno,

mas a sua inclusão no modelo melhorou a densidade preditiva do modelo I. Também o valor

da estat́ıstica de Gelman e Rubin para cada parâmetro indica que as cadeias convergiram.

Os histogramas das amostras a posteriori desses parâmetros estão na Figura 6.2.

As Figuras 6.3 e 6.4 representam a taxa do risco por 100 mil habitantes, que é uma

forma mais natural de interpretar o processo latente β(1:T ), derivada do modelo através do

preditor linear: para cada tempo t e região s, o risco λts é igual a exp(θts) e θt = exp(F ′
tβt),
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Figura 6.2: ES - Famı́lia exponencial: Histogramas das amostras a posteriori dos parâmetros do

modelo II.

com θt = (θt1, . . . , θtS)′. No caso dos modelos espaço-temporais para dados Gaussianos a

interpretação do β(1:T ) não era direta e os mapas representavam simplesmente a média do

processo latente. A escala destes mapas vai desde a cor branca (taxa de risco menor que 5

por 100 mil habitantes) até o vermelho obscuro (taxa de risco de mais de 60 por 100 mil

habitantes). A taxa de risco inicial para todos os munićıpios está entre 10 e 20 por 100 mil.

Nos anos seguintes a taxa aumenta principalmente nos munićıpios do interior do Estado.

No ano 1987 a taxa de munićıpio de Vitória está entre 20 e 30 por 100 mil e no ano seguinte

cresce para 30-40 por 100 mil. Chegando ao final do peŕıodo de estudo, a taxa para Vitória

chegou ao ńıvel máximo da escala, embora em muitos outros munićıpios a taxa de risco de

morte por homićıdio diminuiu e em alguns manteve-se constante.

Os mapas das Figuras 6.5 e 6.6 representam a média a posteriori dos campos das ino-

vações para cada ano de estudo. Estes mapas podem ser muito úteis pois eles ilustram

os impactos espacialmente estruturados para cada ano espećıfico depois de retirar o efeito

da contaminação. As cores indicam forte, moderado e pequeno impactos positivos (tons

vermelhos) e negativos (tons azuis). A cor branca indica um impacto quase nulo, seja

positivo ou negativo. Podemos destacar o mapa do ano 1980 no qual os efeitos negativos

aparecem nas zonas norte e sul do Estado, enquanto na parte central muitos munićıpios

mantiveram-se constantes ou apresentaram impactos positivos. Nos anos 1983, 1984 e 1986
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a maior parte dos munićıpios das zonas norte e central teve um efeito positivo, e no ano

1988 estes efeitos positivos ocuparam as zonas sul e central, incluindo a capital, Vitória. Na

década dos 90, com exceção dos anos 1990, 1993 e 1998, a maior parte dos munićıpios teve

impactos nulos ou negativos no risco. No último ano de estudo, os munićıpios da zona sul

e alguns da parte central do Estado incluindo Vitória e seus vizinhos, têm efeitos positivos.

Nos munićıpios restantes o impacto dos efeitos foi quase nulo.

Neste caṕıtulo apresentamos uma aplicação do nosso modelo espaço-temporal generali-

zado dinâmico para dados de Poisson, o número de homićıdios nos munićıpios do Esṕırito

Santo. O modelo geral para dados de contagem foi definido e vários outros modelos deriva-

dos foram ajustados a esses dados de violência para testar o procedimento de inferência

Bayesiana que incluiu o algoritmo denominado EFIFBS, uma variante do FIFBS, para es-

timar o processo latente. O método de seleção de modelos baseado na densidade preditiva

foi aplicado ao conjunto de modelos propostos. Para o modelo escolhido, o modelo de con-

taminação, mostramos os resultados da inferência dos parâmetros e do processo latente, na

forma de mapas que ilustram a taxa do risco de cada munićıpio por 100 mil habitantes.
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Figura 6.3: ES - Modelo II: Mapas representando a taxa de risco por 100 mil habitantes. Estado

inicial β0 e anos 1979-1989.
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Figura 6.4: ES - Modelo II: Mapas representando a taxa de risco por 100 mil habitantes. Anos

1990-1998.
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Figura 6.5: ES - Modelo II: Mapas representando as estimativas das médias a posteriori das

inovações. Anos 1979-1989.
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Figura 6.6: RJ - Modelo II: Mapas representando as estimativas das médias a posteriori das

inovações. Anos 1990-1998.
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Caṕıtulo 7

Aplicação da classe de modelos para dados

de área: Caso Bernoulli

7.1 Introdução

Apresentamos uma segunda aplicação do nosso modelo linear generalizado dinâmico. Os

dados consistem na dispersão de certa ave, a Eurasian Collared-Dove nos Estados Unidos.

Como é explicado na próxima seção, os dados originais consistem no número de aves re-

gistrado em certos locais de observação. Estes dados foram convertidos em dados 0 −

1, para serem modelados com a distribuição de Bernoulli. O modelo geral para dados

de natureza 0 − 1 encontra-se na Seção 7.3 e o conjunto particular de modelos propostos

para este problema está especificado na Seção 7.4. Um exemplo com dados simulados com

especificações similares aos dados reais é desenvolvido na Seção 7.5. O procedimento de

inferência Bayesiana para os parâmetros e o processo latente, utilizando os dados reais, está

explicado na Seção 7.6. Finalmente, na Seção 7.7, são apresentados os resultados da seleção

do melhor modelo.

7.2 Dispersão da Eurasian Collared-Dove nos EUA

A Eurasian Collared-Dove (abreviatura em inglês, ECD, nome cient́ıfico: Streptopelia de-

caocto) é uma espécie de ave, originária da Ásia, que migrou para Europa na primeira metade
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do século passado e depois de décadas passou das Bahamas para o Estado da Flórida, nos

Estados Unidos, observando-se os primeiros exemplares na metade da década do 80. Está

considerada como uma espécie invasora e como uma potencial ameaça aos ecossistemas na-

tivos dos EUA, devido a sua adaptação e dispersão, em especial pela região sudeste dos

Estados Unidos, e também pelo seu rápido crescimento populacional. (Figura 7.1)
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Figura 7.1: População total da ECD nos Estados Unidos no peŕıodo 1986-2003.

Os dados sobre a ECD foram obtidos de uma pesquisa norte-americana denominada

North American Breeding Bird Survey e foram coletados por observadores voluntários du-

rante cada peŕıodo ao longo de determinadas rotas. As unidades amostrais da pesquisa são

rotas de aproximadamente 40 km, que estão na borda das estradas, ao longo das quais o ob-

servador faz 50 paradas e registra o número de aves que observa e escuta por um peŕıodo de

três minutos. Existem mais de 4000 rotas no estudo, mas não todas são percorridas a cada

ano. Além disso, existe uma grande incerteza para estas observações, dadas as diferenças

em experiência e habilidade dos observadores voluntários. No caso da ECD, esta incerteza

está incrementada pelo fato de que estas aves são muito parecidas com outra espécie. Em-

bora existam diferenças fundamentais nas respectivas aparências e cantos, os observadores

as confundem com freqüência. Provavelmente este foi o caso nos primeiros anos da invasão,
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quando os observadores tinham menos experiência em distinguir entre as duas espécies.

Consideramos 18 anos da pesquisa, desde 1986 até 2003. A Figura 7.2(a) indica os 253

locais onde os dados foram coletados durante o peŕıodo de estudo. Nosso objetivo com estes

dados é aplicar o nosso modelo espaço-temporal generalizado dinâmico para dados de área,

assim, o primeiro passo é dividir o território em regiões. Esta divisão é realizada construindo

uma grade regular. Várias configurações diferentes foram testadas e finalmente uma grade

de 13× 17 foi selecionada (Figura 7.2(b)). Cada uma das regiões da grade agrega diferentes

quantidades de locais.
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Figura 7.2: (a) Locais onde os dados foram coletados durante o peŕıdo de estudo (1986-2003) e (b)

Grade regular utilizada para agregar espacialmente os locais (13 linhas e 17 colunas).

Os dados dos locais agregados para cada área s representam o número de ECD registrados

para cada tempo t. Estes podem ser modelados como no Caṕıtulo 6, mas a nossa abordagem

é considerar dados do tipo Bernoulli, isto é, registrar para cada área se a ECD está presente

(codificado como 1) ou ausente (codificado como 0). Esta codificação é feita da seguinte

forma: para cada região s e tempo t, se foi registrado um número positivo da ECD considera-

se “presença: yts = 1”, e se nenhuma ECD foi observada ou a região s não foi selecionada

naquele ano t, o nosso dado será “ausência: yts = 0”. Esta modelagem pode ser de interesse

devido à natureza invasora da espécie, para conhecer seu comportamento, em que regiões
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está e para quais regiões vai se deslocar.

Então, para cada região s e ano t, s = 1, . . . , S = 221, t = 1, . . . , T = 18, temos o valor

yts = 0 (ausência da ECD) ou yts = 1 (presença da ECD). Assume-se que dados de natureza

0− 1 têm distribuição de Bernoulli, com uma certa probabilidade πts, isto é

yts|πts ∼ Ber(πts).

A distribuição de Bernoulli também pertence à famı́lia exponencial, pois escrevemos sua

função de densidade de probabilidade na forma da famı́lia exponencial (Equação (5.1)):

(yts|πts) ∼ Ber(πts)

p(yts|πts) = π yts
ts (1− πts)(1−yts)

p(yts|πts) = exp {yts log(πts) + (1− yts) log(1− πts)}

= exp {yts log(πts) + log(1− πts)− yts log(1− πts)}

= exp
{

yts log
(

πts

1− πts

)
+ log(1− πts)

}
. (7.1)

7.3 Modelo geral

Da Equação (7.1) derivamos as seguintes componentes da densidade da famı́lia exponencial:

o parâmetro natural

ηts = log
(

πts

1− πts

)
→ πts =

exp(ηts)
1 + exp(ηts)

,

as funções c(yts) = 0 e

b(ηts) = − log(1− πts) = − log
(

1− exp(ηts)
1 + exp(ηts)

)
= − log

(
1

1 + exp(ηts)

)
b(ηts) = log (1 + exp(ηts)) ,

e as seguintes identidades:

• A média da distribuição µts = b′(ηts) = exp(ηts)/(1 + exp(ηts)) = πts.
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• A variância da distribuição

Σts = b′′(ηts) =
exp(ηts)(1 + exp(ηts))− (exp(ηts))2

(1 + exp(ηts))2

=
exp(ηts)

(1 + exp(ηts))2

Σts = πts(1− πts).

• O preditor linear: θts = logit (πts) = ηts.

• A função de ligação: g(µts) = g(πts) = logit (πts) = θts.

• A função resposta: f(θts) = exp(θts)
(1+exp(θts))

e a primeira derivada

f ′(θts) =
exp(θts)

(1 + exp(θts))2
.

• A função δ(θts): δ(θts) = θts = ηts.

Nosso modelo espaço-temporal generalizado dinâmico geral para dados binários fica

definido da seguinte forma

p(yts|ηts) = exp {ytsηts − log (1 + exp(ηts))} , (7.2)

ηts = θts,

θt = F ′
tβt, θt = (θt1, . . . , θtS)′

βt = Gtβt−1 + ωt, ωt ∼ CAMGP (0,W−1
t ),

no qual βt = (β′t1, . . . ,β
′
tS)′ é o processo latente sobre o qual deseja-se fazer inferência; a

matriz F t conecta o processo latente com o preditor linear θt; Gt é a matriz da evolução

espaço-temporal; ωt é o campo de inovações vetorizado da equação de sistema e W−1
t

descreve a estrutura espacial do vetor das inovações ou erros de sistema. Uma abordagem

hierárquica Bayesiana para o conjunto de dados original, o número de aves registradas em

cada local, encontra-se em Wikle e Hooten (2006) e Hooten e Wikle (2007).
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7.4 Modelos espaço-temporais propostos

A Figura 7.3 mostra as regiões nas quais foi registrada a presença da Eurasian Collared-

Dove (ECD) e na Tabela 7.1 está a percentagem relativa de regiões nas quais foi registrada

a presença da ECD sobre o total de regiões. Com análises preliminares da aplicação de

modelos polinomiais de segunda ordem observou-se que a estimação de vários parâmetros

ficou instável. Isto deve ter ocorrido por não dispormos de muita informação ao longo do

tempo (poucas “presenças”).

Tabela 7.1: Resumo da agregação dos dados: N é o total de regiões com presença de aves e % a

percentagem relativa às 221 regiões.

Ano 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994

N 1 1 2 2 1 2 5 7 7

% 0.5 0.5 0.9 0.9 0.5 0.9 2.3 3.2 3.2

Ano 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003

N 10 14 17 18 27 30 37 48 64

% 4.5 6.3 7.7 8.1 12.2 13.6 16.7 21.7 29.0

Para incluir informação da região no instante de tempo anterior na modelagem, modifi-

camos a equação de sistema do modelo espaço temporal generalizado dinâmico (7.2) como

segue:

βt = βt−1 + γyt−1 +H∗yt−1 + ωt, ωt ∼ CAMGP (0,W−1
t ), (7.3)

na qual γ é um escalar e os elementos da matriz H∗ são

(H)∗kl =


0, k = l,

ν/(1 + νh), k ∈ Nl,

0, caso contrário,

(7.4)

em que ν é um parâmetro no intervalo [0,1] que leva informação aos membros da vizinhança

Nl da região l e h é o número máximo de vizinhos.
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Figura 7.3: Presença (vermelho) e ausência (azul) do Eurasian Collared-Dove em cada região da

grade ao longo do tempo.
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Assumimos uma vizinhança de primeira ordem na grade regular constrúıda, então, o

número máximo de vizinhos por região é h = 4. Quando F t = IS , cada elemento do

vetor latente βt é igual ao parâmetro canônico ηts, e portanto, diretamente relacionado à

probabilidade de sucesso πts; isto é, βts = ηts = logit (πts). Assim, fica claro que quando a

presença da ECD é registrada em uma determinada região s em um tempo dado t (yts = 1),

pela nova equação de sistema (7.3) o valor do processo latente na mesma região no tempo

seguinte é βt+1,s = βts+γ+ωts e para os vizinhos de s, βt+1,k = βtk +γytk +ν/(1+4ν)+ωtk,

com k ∈ Ns. Desta forma, a presença em uma região vai levar informação para os vizinhos

no tempo seguinte. Se não foi registrada presença (yts = 0), o processo latente no tempo

t + 1 fica βt+1,s = βts + ωts.

Um modelo similar é elaborado se γ é eliminado da equação de sistema eH∗ é modificado

da seguinte forma:

(H)∗kl =


1/(1 + νh), k = l,

ν/(1 + νh), k ∈ Nl,

0, caso contrário.

(7.5)

Desta forma, existe uma restrição em como o yt−1 afeta o βt.

Os modelos propostos para estes dados são:

I - Modelo de primeira ordem sem estrutura espacial (φ = 0)

II - Modelo de primeira ordem com estrutura espacial

III - Modelo de primeira ordem incluindo H∗yt−1, com H∗ modificado

IV - Modelo de primeira ordem incluindo γyt−1 +H∗yt−1.

Resultados preliminares da aplicação destes modelos ao conjunto de dados reais in-

dicaram alguns problemas na estimação dos parâmetros. Decidimos criar um conjunto de

dados simulados para testar a nossa metodologia de estimação proposta. Apresentamos este

estudo com dados simulados na seção seguinte.
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7.5 Dados artificiais

Os dados foram simulados com a mesma estrutura dos dados reais, com a mesma grade de

vizinhança e o mesmo peŕıodo de tempo (T = 18). O modelo escolhido para simular os

dados foi o modelo IV, de primeira ordem com γyt−1 +H∗yt−1 na equação de sistema e

com F t = Gt = IS , isto é

p(yts|ηts) = exp {ytsηts − log (1 + exp(ηts))} , (7.6)

ηts = θts,

θt = βt, θt = (θt1, . . . , θtS)′

βt = βt−1 + γyt−1 +H∗yt−1 + ωt, ωt ∼ CAMGP (0,W−1
t ),

e W−1
t = τ(IS + φM), IS é a matriz identidade. Além disso, os elementos da matriz H∗

estão definidos como em (7.4)

(H)∗kl =


0, k = l,

ν/(1 + νh), k ∈ Nl,

0, caso contrário.

Os valores do vetor de parâmetros ψ = (τ, φ, γ, ν) foram (0.9, 5.0, 4.0, 0.5), respecti-

vamente. Os valores de τ = 0.9 e φ = 5.0, produzem erros ωt aproximadamente entre

(-1,1). Já γ = 4.0 e ν = 0.5 vão produzir um efeito crescente no processo latente βt.

O vetor de médias inicial é negativo m0 = −4.0 × 1′S para garantir um ińıcio de pro-

cesso com poucos sucessos (yts = 1), similar ao observado com os dados da dispersão da

ECD. A coluna (a) das Figuras 7.4, 7.5, 7.6, e 7.7, representa o conjunto de dados simu-

lados de “presença”e “ausência” da ECD para todos os anos (1986-2003). A coluna (b)

das mesmas Figuras mostra as probabilidades de sucesso simuladas πts para cada tempo

t e região s, lembrando que as probabilidades estão diretamente relacionadas ao processo

latente πts = exp(βts)/(1 + exp(βts)).
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(a) (b) (c)

Figura 7.4: ECD - Exemplo: (a) Dados simulados, (b) probabilidade simulada e (c) probabilidade

estimada para anos 1986-1990.

99



(a) (b) (c)

Figura 7.5: ECD - Exemplo: (a) Dados simulados, (b) probabilidade simulada e (c) probabilidade

estimada para anos 1991-1995.
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(a) (b) (c)

Figura 7.6: ECD - Exemplo: (a) Dados simulados, (b) probabilidade simulada e (c) probabilidade

estimada para anos 1996-2000.
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(a) (b) (c)

Figura 7.7: ECD - Exemplo: (a) Dados simulados, (b) probabilidade simulada e (c) probabilidade

estimada para anos 2001-2003.

Inferência Bayesiana

Para completar o modelo de acordo com o paradigma Bayesiano, especificamos as dis-

tribuições a priori para os parâmetros do modelo IV, ψ = (τ, φ, γ, ν). As prioris para τ

e φ são semelhantes as utilizadas para o problema do número de homićıdios no Esṕırito

Santo, isto é, a priori, τ ∼ Ga(3, 3) e

p0(φ) ∝

 1, 0 < φ < 1

φ−3, φ ≥ 1.

A priori para γ é p0(γ) = N(0, 10) e para ν, p0(ν) = U(0, 1).
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O processo latente estimado β(1:T ) através do EFIFBS, transformado em probabilidades

estimadas, está representado na coluna (c) das Figuras 7.4, 7.5, 7.6 e 7.7. Com a nossa

metodologia conseguimos uma estimação muito razoável do processo latente, embora nos

primeiros anos as estimativas tenham pouca variabilidade e subestimem os valores mais altos

e superestimem os mais baixos.

Dentro do esquema MCMC, foram constrúıdas duas cadeias para obter as amostras

a posteriori do vetor de parâmetros ψ e verificamos a convergência com os diagnósticos

inclúıdos na biblioteca CODA do R. As amostras finais tinham tamanho 4000 e os resumos

a posteriori, junto com o critério de Gelman e Rubin para convergência estão na Tabela 7.2.

O critério indica que todas as cadeias convergiram. Embora o parâmetro de precisão τ seja

superestimado e o parâmetro de dependência espacial φ seja subestimado pontualmente,

os intervalos de credibilidade de 95% contêm os verdadeiros valores destes parâmetros. E

a estimação dos parâmetros γ e ν é bastante aceitável. Os histogramas das amostras a

posteriori de cada um destes parâmetros estão ilustrados na Figura 7.8.

7.6 Procedimento de inferência para os dados reais

Depois de testar a metodologia de estimação de parâmetros e o processo latente para o

conjunto de dados simulados, vamos examinar os dados reais. Mantendo a suposição de

prioris independentes para os parâmetros do modelo IV, a distribuição a posteriori conjunta

é proporcional a

p(β(1:T ),ψ|DT ) ∝

[
T∏

t=1

p(yt|θt,ηt)

][
T∏

t=1

p(βt|βt−1,ψ)

]
p(ψ)

p(β(1:T ),ψ|DT ) ∝

[
T∏

t=1

p(yt|θt,ηt)

][
T∏

t=2

p(βt|βt−1, τ, φ, γ, ν)

]
×p0(τ)p0(φ)p0(γ)p0(ν)p(β1). (7.7)
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Tabela 7.2: ECD - Exemplo simulado: Médias, desvios e quantis a posteriori dos parâmetros.

Critério de convergência de Gelman e Rubin, R̂, indica que as cadeias convergiram.

Parâmetro Média Desvio 2.5% 50% 97.5% R̂

τ = 0.9 1.61 0.64 0.67 1.50 3.12 1.0

φ = 5.0 3.60 2.72 0.41 2.92 9.89 1.1

γ = 4.0 3.81 0.31 3.18 3.83 4.41 1.1

ν = 0.5 0.49 0.16 0.25 0.46 0.88 1.0

τ φ

γ ν

Figura 7.8: ECD - Dados simulados: Histogramas das amostras a posteriori dos parâmetros. As

linhas vermelhas representam os valores utilizados: τ = 0.9, φ = 5.0, γ = 4.0 e ν = 0.5.

7.6.1 Estimação do processo latente

Os resultados anteriores do ajuste do modelo IV com dados simulados indicavam que a es-

cassa informação que temos nos primeiros tempos, correspondentes aos primeiros anos da

presença da ECD nos Estados Unidos, refletia em uma estimação inadequada do processo la-

tente nesses anos. A priori utilizada para β1 foi a priori de uso comum nos modelos dinâmicos
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para o vetor inicial: normal multivariada com vetor de médias igual a uma constante vezes

um vetor coluna de uns e uma matriz de precisão (ou covariância) diagonal. Decidimos usar

uma priori para o vetor latente inicial que contivesse mais informação extráıda dos dados.

Uma solução proposta foi utilizar o procedimento de Bayes emṕırico (Gelman et al., 1995a)

para a distribuição a priori de β1. O procedimento está esquematizado como segue:

• Proporção de presenças no tempo 1: ȳ1 =
PS

s=1 y1s

S

•
(∑S

s=1 y1s

)
|π1s tem distribuição binomial bin(S, π1s)

• Informação observada: J(π1s) = S
ȳ1(1−ȳ1)

• Aproximação anaĺıtica para S grande: π1s|y1 ∼ N
(
ȳ1,

ȳ1(1−ȳ1)
S

)
• Como β1s = θ1s = log

(
π1s

1−π1s

)
= g(π1s), utilizamos o método delta para encontrar a

distribuição a priori de β1s:

E(β1s|y1) ≈ g(ȳ1) = log
(

ȳ1

1− ȳ1

)
(7.8)

V (β1s|y1) ≈
(

∂g(ȳ1)
∂π1s

)2

V (π1s|y1)

≈
(

−1
ȳ1(1− ȳ1)

)2 ȳ1(1− ȳ1)
S

V (β1s|y1) ≈ 1
ȳ1(1− ȳ1)S

(7.9)

• Assim, a priori de β1 é

β1 ∼ N

(
log
(

ȳ1

1− ȳ1

)
× 1S ,

1
ȳ1(1− ȳ1)S

× IS

)
, (7.10)

assumindo que todas as regiões têm o mesmo “risco de presença”e que a presença ou

ausência em cada regiâo são independentes.
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Definida a distribuição a priori para β1, utilizamos o algoritmo EFIFBS descrito na

Subseção 5.5.1 para obter as amostras do processo latente. Para simular da distribuição a

posteriori conjunta utilizamos as seguintes quantidades: as observações aproximadas:

ŷts =
[
f ′(θ̂ts)

]−1 {
yts − f(θ̂ts)

}
+ θ̂ts

=
(1 + exp(θ̂ts))2

exp(θ̂ts)

{
yts −

exp(θ̂ts)

(1 + exp(θ̂ts))

}
+ θ̂ts

= yts(exp(−θ̂ts))(1 + exp(θ̂ts))2 − (1 + exp(θ̂ts)) + θ̂ts

ŷts = yts(exp(−θ̂ts))(1 + exp(θ̂ts))2 − exp(θ̂ts)− 1 + θ̂ts, (7.11)

e a matriz de precisão aproximada

V̂
−1
t = diag


[
f ′(θ̂ts)

]2
Σ̂ts


= diag

([
exp(ηts)/(1 + exp(ηts))2

]2
exp(ηts)/(1 + exp(ηts))2

)

= diag

(
exp(θ̂ts)

(1 + exp(θ̂ts))2

)
= diag

(
1/
[
exp(−θ̂ts)(1 + exp(θ̂ts))2

])
V̂
−1
t = diag

(
1/
[
exp(−θ̂ts) + exp(θ̂ts) + 2

])
. (7.12)

O θ̂t representa θ̂t = (θ̂t1, θ̂t2, . . . , θ̂tS)′ = F ′
tat. Desta forma podemos gerar valores de βt

condicionado no valor βt+1 da densidade aproximada N(b̂t, B̂t). Para o modelo IV, isto é:

B−1
t = C−1

t +W−1
t (7.13)

B−1
t bt = C−1

t mt +W−1
t (βt+1 − γyt −H∗yt) (7.14)

7.6.2 Especificação das prioris dos parâmetros

Dando continuidade ao procedimento de estimação do modelo IV, a seguir apresentamos as

distribuições a priori e as condicionais completas de cada parâmetro do modelo. Inicialmente,
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as prioris para os parâmetros são semelhantes as utilizadas para o exemplo simulado da seção

anterior.

ν: A priori para ν é U(0, 1), similar ao caso do parâmetro κ do modelo de contaminação

discutido na Seção 4.6

p(ν| . . .) ∝

[
T∏

t=1

p(βt|βt−1, . . .)

]
p0(ν)

p(ν| . . .) ∝

[
T∏

t=1

exp
{
−0.5 ε′tW

−1
t εt

}]
I[0,1](ν)

com εt =
(
βt − βt−1 − γyt−1 −H∗yt−1

)
. Lembrando que

(H)∗kl =


0, k = l,

ν/(1 + νh), k ∈ Nl,

0, caso contrário,

Como a condicional completa não tem forma conhecida utilizamos o algoritmo de

Metropolis-Hastings com uma proposta Normal truncada em [0,1]

ν(prop) ∼ N[0,1](ν
old,∆ν)

com ∆ν de forma tal que a probabilidade de aceitação seja razoável. Assim, o ν(prop)

é aceito com probabilidade

A = min

1,
p(ν(prop)| . . .)

[
Φ
(

1−ν(old)
√

∆ν

)
− Φ

(
0−ν(old)
√

∆ν

)]
p(ν(old)| . . .)

[
Φ
(

1−ν(prop)√
∆ν

)
− Φ

(
0−ν(prop)√

∆ν

)]
 .
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γ: A priori para γ é p0(γ) = N(u0, v0) e a condicional completa é também normal

p(γ| . . .) ∝

[
T∏

t=1

p(βt|βt−1, . . .)

]
p0(γ)

∝

[
T∏

t=1

exp
{
−0.5 ε′tW

−1
t εt

}] [
exp

{
− 1

2v0
(γ − u0)2

}]

∝ exp

{
−1

2

[
T∑

t=1

(
γ2y′t−1W

−1
t yt−1

−2γ
(
βt − βt−1 −H∗yt−1

)′
W−1

t yt−1

)]
× (γ − u0)2

v0

}

∝ exp

{
−1

2

[
γ2

((
T∑

t=1

y′t−1W
−1
t yt−1

)
+ v−1

0

)

−2γ

(
T∑

t=1

(βt − βt−1 −H∗yt−1)
′W−1

t yt−1

)
+

u0

v0

]}
p(γ| . . .) ∼ N(u1, v1)

com εt =
(
βt − βt−1 − γyt−1 −H∗yt−1

)
e variância e média

v1 =

((
T∑

t=1

y′t−1W
−1
t yt−1

)
+ v−1

0

)−1

u1 = v1

[(
T∑

t=1

(βt − βt−1 −H∗yt−1)
′W−1

t yt−1

)
+

u0

v0

]
.

φ: A priori para φ é a mesma utilizada para o problema com os dados simulados

p0(φ) ∝

 1, 0 < φ < 1

φ−b, φ ≥ 1

com o expoente b = 2.5. Assim, a distribuição condicional completa de φ é
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p(φ| . . .) ∝

[
T∏

t=1

p(βt|βt−1, . . .)

]
p0(φ)

∝

[
T∏

t=1

|W t|−0.5 exp
{
−0.5 ε′tW

−1
t εt

}]
p0(φ)

∝

[
T∏

t=1

|τ(I + φM)|0.5 exp
{
−0.5 ε′t(τ(I + φM))εt

}]
p0(φ)

∝

[
T∏

t=1

|(I + φZ)|0.5 exp
{
−0.5τφ ε′tMεt

}]
p0(φ)

∝

 T∏
t=1

(
S∏

i=1

(φλi + 1)

)0.5

exp
{
−τφ

2
ε′tMεt

} p0(φ)

p(φ| . . .) ∝

(
S∏

i=1

(φλi + 1)

)T/2

exp

{
−τφ

2

T∑
t=1

ε′tMεt

}
p0(φ)

com εt =
(
βt − βt−1 − γyt−1 −H∗yt−1

)
. Os λi são os autovalores da matriz M e

Z = diag (λ1, . . . , λS).

Como p(φ| . . .) não tem forma fechada, usamos o algoritmo de Metropolis-Hastings

com uma proposta para φ como segue: φ(prop) = exp(φ̃(prop)), onde exp(φ̃(prop)) ∼

U [log(φ(old))−∆φ, log(φ(old))+∆φ], com ∆φ > 0 como parâmetro de sintonia. Assim,

o φ(prop) é aceito com probabilidade

A = min

{
1,

p(φ(prop)| . . .)φ(prop)

p(φ(old)| . . .)φ(old)

}
.

τ : A primeira distribuição a priori especificada para o parâmetro de precisão foi gama

Ga(a0, b0) para diversas combinações de (a0, b0). Desta forma a condicional completa

derivada de (7.7) é gama também.
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p(τ | . . .) ∝

[
T∏

t=1

p(βt|βt−1, . . .)

]
p0(τ)

∝

[
T∏

t=1

|W t|−0.5 exp
{
−0.5 ε′tW

−1
t εt

}]
τa0−1 exp(−b0τ)

∝

[
T∏

t=1

|τ(I + φM)|0.5 exp
{
−0.5 ε′t(τ(I + φM))εt

}]
τa0−1 exp(−b0τ)

∝ τS.T/2 exp

{
−τ

2

T∑
t=1

ε′t(I + φM)εt

}
τa0−1 exp(−b0τ)

p(τ | . . .) ∝ τa0+S.T/2−1 exp

{
−τ

[
b0 +

1
2

T∑
t=1

ε′t(I + φM)εt

]}
(τ | . . .) ∼ Ga(a1, b1),

com

a1 = a0 + S.T/2

b1 = b0 +
1
2

T∑
t=1

ε′t(I + φM)εt

e εt =
(
βt − βt−1 − γyt−1 −H∗yt−1

)
.

Muitas dessas combinações (a0, b0) produziam prioris vagas e semi-informativas, mas

a estimativa de τ → 0 em todos os casos, pois o b1 aumentava em cada simulação,

provocando erros no algoritmo MCMC, devido a que a variância das inovações crescia

para o infinito. Combinações de (a0, b0) que produziam prioris muito informativas

foram descartadas.

Aparentemente, a verossimilhança exige condições fortes na priori. Com outra especi-

ficação da priori tentamos solucionar este problema, truncando a priori de τ , de forma

tal que valores pequenos de τ não sejam permitidos, isto é:

p0(τ) ∝

 τ−1, se τ > τ0,

0, caso contrário,
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e o limite inferior τ0 foi calculado como segue. Para simplificar, vamos considerar o

seguinte modelo (sem dependência espacial):

yts|πts ∼ Ber(πts)

ηts = log(πts/(1− πts)) = α + ωts, ωts ∼ N(0, σ2)

Assumimos que o parâmetro πts tem alta probabilidade de estar no intervalo (0.01,

0.99), porque com estes dados em particular é dif́ıcil diferenciar πts = 0.005 e πts =

0.01. Então, seja P (πts ∈ (0.01, 0.99)) = 0.95. Isto implica que a probabilidade

P (ηts ∈ (−4.6, 4.6)) é aproximadamente igual a 0.95. Digamos que α ∼ N(0, 1). A

estrutura espacial vai permitir valores absolutos de ηts bem maiores que 4.6, mas esta

suposição sobre α ajuda na simplificação. Então,

√
(σ2 + 1) < 4.6/2 −→ σ2 < 4.29

Esta condição foi aproximada para σ2 < 5. Portanto, o parâmetro de precisão τ =

σ−2 > 1/5 = 0.2.

Com uma condição menos conservadora, por exemplo, se P (πts ∈ (0.01, 0.99)) = 0.99

e sem arredondar o limite superior para σ2, o limite para τ seria τ > 0.45. Sendo mais

estritos com as exigências para πts, o limite inferior para τ seria ainda maior.

Com esta nova priori, a condicional completa do τ resulta uma gama truncada infe-

riormente por τ0. Testamos diferentes valores para τ0 = {0.20, 0.45, 0.70 e 1.0} e

erros aconteceram nas iterações iniciais, pois os valores simulados de τ ficaram muito

próximos de τ0, provocando instabilidade numérica. Optamos por não estimar e fixar

o valor de τ em {0.20, 0.45, 0.70 e 1.0} e incluir modelos com diferentes valores de τ

para fazer a seleção.

Utilizando os métodos MCMC, geramos cadeias de tamanho 5500 e com um burn-in

de 1000 para todos os modelos. Assim, as amostras finais têm tamanho 4500. Estes

códigos estão implementados em Ox. Verificamos a convergência das cadeias utilizando

os diagnósticos citados na Subseção 6.5.2.
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7.7 Resultados da seleção de modelos

Aplicando o método de seleção de modelos baseado na densidade preditiva da Seção 5.6

para os modelos polinomiais de primeira ajustados:

I(a) - Sem estrutura espacial e τ = 0.20

I(b) - Sem estrutura espacial e τ = 0.45

I(c) - Sem estrutura espacial e τ = 0.70

I(d) - Sem estrutura espacial e τ = 1.0

II - Com estrutura espacial e τ = 0.20

III - Incluindo H∗yt−1, com H∗ modificado e τ = 0.20

IV - Incluindo γyt−1 +H∗yt−1 e τ = 0.20

A amostra piloto considerada foi t∗ = 13, pois com menores valores a convergência do

parâmetro da correlação espacial φ ficou prejudicada. A Tabela 7.3 mostra o logaritmo da

densidade preditiva para o conjunto de modelos ajustados. Para cada modelo m, temos

log pm(y14, . . . ,y18|D13) =
18∑

t=14

log pm(yt|Dt−1), (7.15)

O critério de seleção indicou o modelo I(a), o polinomial de primeira ordem sem estru-

tura espacial com τ = 0.20 como o melhor, embora o modelo II que considera a dependência

espacial e também com τ = 0.20 tenha um comportamento similar ao longo dos tempos.

Isto pode ser observado na Figura 7.9. As Figuras 7.10 e 7.11 mostram as probabilidades

estimadas através do processo latente βt, a sua vez estimado utilizando o algoritmo EFIFBS

para todos os anos. Observa-se uma saturação depois de alguns anos, pois as regiões que

aparentemente eram ideais para a proliferação da ECD do ponto de vista ambiental, de-

vido ao clima, ao relevo, à vegetação, etc., já tinham sido colonizadas por estes pássaros.

Uma posśıvel explicação é que o processo latente nas regiões onde registrou-se a presença

nos últimos anos foi estimado apenas considerando os dados, sem a dependência espacial.
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Como nos primeiros anos não temos informação suficiente, fica dif́ıcil corrigir e estimar

corretamente o processo latente.

Tabela 7.3: ECD - Logaritmo da densidade preditiva para os modelos ajustados.

Modelo Log(densidade preditiva)

I(a) -116.26

I(b) -126.97

I(c) -132.40

I(d) -141.59

II -116.45

III -119.29

IV -124.05
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Figura 7.9: ECD - Logaritmo da densidade preditiva dos modelos.

Neste caṕıtulo apresentamos uma aplicação do modelo espaço-temporal generalizado

dinâmico para um conjunto de dados binários, relativos à presença ou ausência da Eurasian

Collared-Dove nos Estados Unidos. Originalmente estes eram dados de contagem, pelo

que houve necessidade de agregar os locais de observação em uma grade regular. O modelo
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Figura 7.10: ECD - Modelo I(a): Probabilidade estimada para os anos 1986-2000.
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Figura 7.11: ECD - Modelo I(a): Probabilidade estimada para os anos 2001-2003.

geral para dados desta natureza foi definido e diversos modelos foram derivados desse modelo

geral. Estes dados agregados não resultaram muito informativos, e elaboramos um exemplo

com dados simulados para testar a metodologia para fazer inferência Bayesiana para os

parâmetros e o algoritmo EFIFBS para estimar o processo latente. Finalmente, realizamos

seleção de modelos baseada na densidade preditiva. Os resultados para os dados simulados

foram promissores, pelo que conclúımos que com dados mais informativos a metodologia

proposta é adequada.
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Caṕıtulo 8

Considerações finais

Esta tese teve como objetivo propor uma classe de modelos espaço-temporais para dados de

área na famı́lia exponencial, como por exemplo, dados de contagem ou dados binários, entre

outros, estendendo naturalmente a classe de modelos proposta em Vivar (2004), a qual era

útil para observações Gaussianas. Para trabalhar com observações que pertencem à famı́lia

exponencial existem diversas abordagens, nesta tese descrevemos duas delas. Na primeira,

utilizamos uma transformação nos dados para deixá-los aproximadamente normais. Quando

esta aproximação é boa, é posśıvel aplicar a classe de modelos espaço-temporais para dados

Gaussianos introduzida na dissertação do Mestrado. Uma aplicação transformando os dados

do número de homićıdios por munićıpios nos Estados do Rio de Janeiro e do Esṕırito Santo

obteve bons resultados. A transformação utilizada neste caso foi a raiz quadrada da taxa

de mortalidade por homićıdio (TMH) por cem mil habitantes para cada munićıpio. A

aproximação funcionou adequadamente devido a que o número de homićıdios é alto nesses

Estados. Os resultados obtidos para os dois estados encontram-se no Caṕıtulo 4.

A segunda abordagem consiste em desenvolver um esquema de amostragem eficiente

para o processo latente da classe de modelos espaço-temporais generalizados dinâmicos.

Este foi outro dos objetivos atingidos com sucesso. O esquema de amostragem é denomi-

nado EFIFBS (extended forward information filter backward sampler). No primeiro passo

do EFIFBS (passo de filtragem) utilizamos o filtro de informação estendido, que é uma

generalização do filtro de informação, que por sua vez é uma alternativa para o filtro de
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Kalman. A principal caracteŕıstica do filtro de informação é que as equações recursivas

que o definem estão em função das matrizes de precisão dos CAMGP. Esta é uma van-

tagem computacional, pois precisamos de menos inversões de matrizes a cada iteração do

MCMC, diminuindo o tempo computacional. O segundo passo (amostragem recursiva), é a

bem conhecida amostragem em bloco do algoritmo FFBS (Carter e Kohn, 1994; Frühwirth-

Schnatter, 1994). Introduzimos os modelos espaço-temporais generalizados dinâmicos para

dados de área e a metodologia de inferência Bayesiana para os parâmetros no Caṕıtulo 5.

Duas aplicações desta classe de modelos, a primeira, utilizando os dados do número

de homićıdios no Esṕırito Santo, (caso Poisson); e, a segunda, com dados de presença-

ausência da ave Eurasian Collared-Dove em regiões dos Estados Unidos (caso Bernoulli)

foram detalhadas nos Caṕıtulos 6 e 7. Uma das principais vantagens de modelar diretamente

os dados espaço-temporais na famı́lia exponencial é que os parâmetros estimados ganham

uma interpretação natural, diferentemente do que ocorre com os dados transformados. Por

exemplo, no caso do número de homićıdios, o processo latente pode ser descrito como a taxa

de risco por cem mil habitantes.

Uma metodologia para selecionar modelos através da densidade preditiva foi desen-

volvida para esta classe de modelos espaço-temporais. A densidade preditiva leva em conta

naturalmente a incerteza associada a estimação dos parâmetros do modelo. O critério para

selecionar o melhor modelo entre todos os propostos está baseado na densidade preditiva

conjunta, e está descrito na Subseção 3.5.2 no caso de dados Gaussianos, e na Seção 5.6 para

dados na famı́lia exponencial. O melhor modelo é aquele com a maior densidade preditiva

conjunta.

Para todas as aplicações, especificamos diferentes modelos espaço-temporais para sele-

cionar o melhor com o nosso critério. Além disso, para o caso do número de homićıdios

utilizando aproximação Gaussiana, um exerćıcio com modelos com e sem estrutura espacial

nas inovações foi desenvolvido, para determinar se é razoável ou não supor a dependência

espacial. Os resultados foram muito claros: todos os modelos considerando dependência

espacial resultaram melhores que os seus pares sem estrutura espacial, e entre aqueles, o

melhor foi o modelo chamado de contaminação. Também foi o modelo de contaminação
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o selecionado entre os modelos generalizados dinâmicos para o número de homićıdios no

Esṕırito Santo. No caso dos dados de presença-ausência da Eurasian Collared-Dove, não

contamos com muita informação e dos modelos especificados foi selecionado o mais simples.

Um exemplo com dados artificiais gerados utilizando um modelo mais complexo determinou

que a metodologia de estimação é apropriada quando os dados têm algo mais de informação.

Os próximos trabalhos incluem a elaboração de modelos mais complexos, na medida

do posśıvel, para o problema da Eurasian Collared-Dove e outras aplicações com dados na

famı́lia exponencial. A modelagem incluindo covariáveis adequadas é uma tarefa que pode

ser abordada no futuro. A metodologia de estimação proposta nesta tese, os resultados

destas e outras aplicações e o método de seleção de modelos serão reportados em futuros

artigos.
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Apêndice A

Rio de Janeiro

A.1 Mapa poĺıtico de 1979

O mapa poĺıtico do Estado do Rio de Janeiro do ano 1979 está ilustrado na Figura A.1.

Este foi a base para definir a sua estrutura espacial utilizada no Caṕıtulo 4. A seguir está

uma lista com todos os nomes dos munićıpios atuais. Os nomes dados às regiões que são

resultado da “união”de munićıpios estão em itálico.

1. Angra dos Reis

2. Araruama

3. Barra do Piráı

4. Barra Mansa + Quatis

5. Bom Jardim

6. Bom Jesus do Itabapoana

7. Cabo Frio + Arraial do Cabo +

Armação de Búzios

8. Cachoeiras de Macacu

9. Cambuci + São José de Ubá

10. Campos dos Goytacazes + Italva +

Cardoso Moreira

11. Cantagalo

12. Carmo

13. Casimiro de Abreu + Rio das Ostras

14. Conceição de Macabu

15. Cordeiro + Macuco

16. Duas Barras

17. Duque de Caxias

18. Engenheiro Paulo de Frontin
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Figura A.1: Mapa poĺıtico do Estado do Rio de Janeiro (1979).

19. Itaboráı + Tanguá

20. Itaguáı + Seropédica

21. Itaocara

22. Itaperuna

23. Laje do Muriaé

24. Macaé + Quissamã + Carapebus

25. Magé + Guapimirim

26. Mangaratiba

27. Maricá

28. Mendes

29. Miguel Pereira

30. Miracema

31. Natividade + Varre-Sai

32. Nilópolis

33. Niterói

34. Nova Friburgo

35. Nova Iguaçu + Belford Roxo + Japeri

+ Queimados

36. Paracambi

37. Paraiba do Sul
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38. Parati

39. Petrópolis + São José do Vale do Rio

Preto

40. Piráı + Pinheiral

41. Porciúncula

42. Resende + Itatiaia + Porto Real

43. Rio Bonito

44. Rio Claro

45. Rio das Flores

46. Rio de Janeiro

47. Santa Maria Madalena

48. Santo Antônio de Pádua + Aperibé

49. São Fidélis

50. São Gonçalo

51. São João da Barra + São Francisco de

Itabapoana

52. São João de Meriti

53. São Pedro da Aldeia + Iguaba Grande

54. São Sebastião do Alto

55. Sapucaia

56. Saquarema

57. Silva Jardim

58. Sumidouro

59. Teresópolis

60. Trajano de Morais

61. Três Rios + Areal + Comendador Levy

Gasparian

62. Valença

63. Vassouras + Paty do Alferes

64. Volta Redonda
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A.2 Taxas de mortalidade por homićıdio por munićıpio

Figura A.2: TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Rio de Janeiro - I.
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Figura A.3: TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Rio de Janeiro - II.
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Figura A.4: TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Rio de Janeiro - III.
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Figura A.5: TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Rio de Janeiro - IV.
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Figura A.6: TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Rio de Janeiro - V.

A.3 Taxas de mortalidade por homićıdio por ano

Figura A.7: Mapas da TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Rio de Janeiro - Anos 1979

- 1982.
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Figura A.8: Mapas da TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Rio de Janeiro - Anos 1983

- 1990.
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Figura A.9: Mapas da TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Rio de Janeiro - Anos 1991

- 1998.
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Apêndice B

Esṕırito Santo

B.1 Mapa poĺıtico de 1979

O mapa poĺıtico do Estado do Esṕırito Santo do ano 1979 está ilustrado na Figura B.1.

Este foi a base para definir a matriz de vizinhança no Caṕıtulo 4. A seguir está uma lista

com todos os nomes dos munićıpios atuais. Os nomes dados às regiões que são resultado da

“união”de munićıpios estão em itálico.

1. Afonso Cláudio + Laranja da Terra +

Brejetuba

2. Alegre + Ibitirama

3. Alfredo Chaves

4. Anchieta

5. Apiacá

6. Aracruz

7. Atilio Vivacqua

8. Baixo Guandu

9. Barra de São Francisco + Água Doce

do Norte

10. Boa Esperança

11. Bom Jesus do Norte

12. Cachoeiro de Itapemirim + Vargem

Alta

13. Cariacica

14. Castelo

15. Marilândia + São Domingos do Norte

+ Governador Lindenberg + Colatina
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Figura B.1: Mapa poĺıtico do Esṕırito Santo (1979).

16. Conceição da Barra + Pedro Canário

17. Venda Nova do Imigrante + Conceição

do Castelo

18. Divino de São Lourenço

19. Domingos Martins + Marechal Flori-

ano

20. Dores do Rio Preto

21. Ecoporanga

22. Fundão

23. Guaçúı

24. Guarapaŕı

25. Ibiraçu + João Neiva

26. Iconha
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27. Itaguaçu

28. Itapemirim + Maratáızes

29. Itarana

30. Ibatiba + Irupi + Iúna

31. Jerônimo Monteiro

32. Águia Branca + São Gabriel da Palha

+ Vila Valério + Sooretama + Rio Ba-

nanal + Linhares

33. Mantenópolis

34. Mimoso do Sul

35. Montanha

36. Mucurici + Ponto Belo

37. Muniz Freire

38. Muqui

39. Nova Venécia + Vila Pavão

40. Pancas + Alto Rio Novo

41. Pinheiros

42. Piúma

43. Presidente Kennedy

44. Rio Novo do Sul

45. Santa Maria de Jetibá + Santa

Leopoldina

46. Santa Teresa + São Roque de Canaã

47. São José do Calçado

48. Jaguaré + São Mateus

49. Serra

50. Viana

51. Vila Velha

52. Vitória
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B.2 Taxa de mortalidade por homićıdio por munićıpio

Figura B.2: TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Esṕırito Santo - I.
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Figura B.3: TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Esṕırito Santo - II.
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Figura B.4: TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Esṕırito Santo - III.
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Figura B.5: TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Esṕırito Santo - IV.

135



B.3 Taxas de mortalidade por homićıdio por ano

Figura B.6: Mapas da TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Esṕırito Santo - Anos 1979 -

1990.
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Figura B.7: Mapas da TMH por 100000 habitantes por munićıpio do Esṕırito Santo - Anos 1991 -

1998.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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