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RESUMO

POLINOMIOS DE CHEBYSHEV E CURVAS MAXIMAIS

Raquel Tavares Scarpelli

Orientadora: Luciane Quoos Conte

Este trabalho, baseado no artigo “On Chebyshev Polinomials and Maximal Curves”, de
Arnaldo Garcia e Henning Stichtenoth, tem como objetivo estudar algumas subextensoes
E¢/F. (¢ = p", para algum primo impar p), ¢ = 1,2, do corpo de fungdes Hermitiano
H/Fp, onde E; = HN para certos automorfismos A e w de H/F . Caracterizaremos,
por meio de resultados sobre polinomios de Chebyshev, os lugares que se ramificam em
Ei/EY, bem como o género do corpo de funges E5 /F,2. Novamente utilizando resul-
tados sobre polinémios de Chebyshev, encontraremos férmulas explicitas (nas quais tais

polindémios aparecem) para as equagoes das curvas maximais que envolvem os geradores
de B, i=1,2.

Palavras-chave: corpo de fun¢oes Hermitiano, género de um corpo de fungoes, polinomios

de Chebyshev, curvas maximais.



ABSTRACT

CHEBYSHEV POLYNOMIALS AND MAXIMAL CURVES

Raquel Tavares Scarpelli

Advisor: Luciane Quoos Conte

The present work, based on the paper “On Chebyshev Polinomials and Mazimal
Curves”, by Arnaldo Garcia and Henning Stichtenoth, is devoted to the study of some
subextensions EY /Fp (¢ = p", for some odd prime p), i = 1,2, of the Hermitian function
field H/F .2, where E; = HW for some automorphisms A and w of H/ F,2. We characterize,
by means of results about Chebyshev polynomials, the places which ramify in E;/EY, as
well as the genus of the function field £5/F 2. Using again some results on Chebyshev
polynomials, we find explicit formulae (in which such polynomials appear) for the equa-

tions of the maximal curves involving the generators of EY, i =1, 2.

Keywords: Hermitian function field, genus of a function field, Chebyshev polynomials,

maximal curves.
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Introducao

Uma curva algébrica (projetiva, nao-singular e irredutivel) cujo modelo afim é dado
por f(z,y) = 0 sobre um corpo finito F 2, onde ¢ = p" para algum primo p, é maximal
se Nqu Fe(x,y) = ¢* + 1 + 2gq, onde Nqu Fpe(x,y) é o nimero dos lugares racionais de
Fpe(x,y)/Fpe e g é o género desse corpo de fungdes. Nesse caso, também dizemos que o
corpo de fungoes Fp2(z,y)/F 2 é maximal ou que o corpo F2(z,y) é maximal sobre IF 2.

Gilles Lachaud provou (Proposicao 6, [L]) que se f(x,y) é uma curva maximal sobre
um corpo finito F2 e L é um subcorpo de F(z,y), entdo L/F é também maximal. Isso
equivale a dizer que o corpo de fungées L/F 2 é gerado por funcdes que satisfazem uma
equacao de um modelo afim de uma curva maximal.

Dentre muitos problemas envolvendo curvas maximais f(x,y) = 0 sobre F,2 esta a
obtencao de equagoes explicitas para tais subcorpos L de Fp(x,y). Este é um dos prin-
cipais objetivos desta dissertacao. Para alguns desses subcorpos, mostraremos que essas
equagoes envolvem de maneira natural polinomios de Chebyshev. Além disso, usaremos
propriedades algébricas desses polinomios para caracterizar os lugares que se ramificam
em certas extensoes de tais subcorpos.

A curva 277! = y9 + y sobre F,2 é uma curva maximal, como veremos no final do
Capitulo 1. Ela é chamada curva Hermitiana e seu corpo de fungoes correspondente
H/F 2, onde H =Fp2(x,y), é denominado corpo de fungdes Hermitiano. Neste trabalho,
baseado no artigo “On Chebyshev Polinomials and Maximal Curves” ([G-S]) de Arnaldo
Garcia e Henning Stichtenoth, definiremos certos subgrupos do grupo de automorfismos
de 'H e olharemos para alguns corpos fixos L por tais subgrupos.

O primeiro capitulo destina-se a apresentar ao leitor os principais resultados da Teoria
de Corpos de Funcgoes Algébricas que usaremos no texto. Merecem destaque o Teorema
de Kummer e o Teorema 1.3.24 (para extensoes de Kummer), os quais serao largamente
utilizados no Capitulo 3.

O Capitulo 2 tem como objetivo definir polinomios de Chebyshev e apresentar pro-
priedades a eles relacionados. Foram incluidos certos resultados sobre esses polindmios,

0s quais nao aparecem no artigo original. Isso foi feito para que pudéssemos caracterizar



os lugares que se ramificam nas extensoes dos subcorpos com os quais vamos trabalhar
usando apenas os Capitulos 1, 2 e 3 (contrariamente ao artigo, que faz uso de resultados
do paper “On subfields of the Hermitian function field”, Compositio Math., de A. Garcia,
H. Stichtenoth e C. P. Xing), além de permitir a generalizacao dos Teoremas 6.1 e 6.2 de
[G-S]. O leitor perceberd também que substituimos o Teorema 3.1 e a Nota 3.2 de [G-S]
pela Proposicao 2.1.4, que jé é suficiente para provarmos o Teorema 3.2.5 (Teorema 4.1
de [G-9)).

O Capitulo 3 desenvolve o artigo citado acima, na tentativa de obter, entre outras
questoes, equacoes explicitas para curvas maximais sobre F2 (¢ impar). Dado um divisor
m de ¢*> — 1, analisaremos o caso em que m divide (¢ — 1) e o caso em que m é divisor de
(¢ +1). Em ambos os casos, obteremos as equagoes das curvas maximais estudadas por
meio de resultados relacionados a polinémios de Chebyshev, os quais aparecerdao (como
ja era de se esperar) nas férmulas das curvas. Para o caso em que m divide (¢ + 1), serd
possivel, inclusive, calcular o género de alguns corpos de fungdes (em geral, essa é uma
tarefa drdua). Ressaltamos a prova do Teorema 4.1 de [G-S], onde analisamos todos os
casos.

E importante mencionar que alguns teoremas, lemas e proposigoes do Capitulo 1 terao
suas demonstracoes omitidas, a fim de nao alongarmos o texto demasiadamente. Para tais,

recomendamos [S].



Capitulo 1

Corpos de Funcoes Algébricas

1.1 Corpos de Funcgoes Algébricas e Valoracoes

Defini¢ao 1.1.1. Um corpo de fungoes algébricas F'//K em uma varidvel sobre K é uma
extensao de corpos F' O K tal que F' é uma extensao finita de K (x) para algum = € F
transcendente sobre K.

O corpo K = {z € F; z é algébrico sobre K} é chamado o corpo de constantes de
F/K.

Exemplo 1. O corpo de funcées algébricas F/K onde F = K(x) para algum x € F\K

é chamado de corpo de funcoes racionais.

Exemplo 2. Sejam K um corpo, = transcendente sobre K e f(z,y) = 0 um modelo afim
de uma curva algébrica (projetiva, nao-singular e irredutivel) sobre K. F = K(x,y)/K
é um corpo de fungoes algébricas. Em particular, se K = F,2 (onde ¢ = p”, p primo) e
29 = 99 +y, temos que H/K é o corpo de fungoes Hermitiano, onde H = K (z,y). A
curva projetiva cujo modelo afim é dado pela equacao x97t = y? + y é chamada curva

Hermitiana.

Definigao 1.1.2. Um anel de valoracao do corpo de fungoes F'//K é um anel O com as

seguintes propriedades:
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(1) KSOCF,

(ii) Para cada z € F, z€ O ou 27! € O.

O anel P = O\O*, onde O* = {z € O;3w € O tal que z.w = 1}, é o unico ideal
maximal préprio de O e é chamado um lugar de F/K. O anel quociente O/P= Fp é o
corpo residual em P e definimos deg P= [Fp : K]. Dado x em F, (P) := x (mod P) é a
classe de z em F'p.

Os lugares de F//K de grau 1 sdo denominados lugares racionais de F/K.

O conjunto Pr = {P; P é lugar de F//K} é o conjunto dos lugares de F//K. Ele é um

conjunto infinito, conforme veremos no final da Segao 2.

Exemplo 3. Dado um polinémio nao constante, ménico e irredutivel p(z) € Klz|, o
conjunto Oy = {%; f(z),9(x) € K[z] e p(z) 1 g(x)} é um anel de valoracao do
corpo de funcées K (z)/K. De fato, K C Opy), ja que p(x) € Opm\K. Além disso,
Opz) © K(z), pois p(z) ™! € K(2)\Op). Seja q(x)/h(x) € K(x). Sem perda de generali-
dade, podemos supor que ¢(z) e h(x) nao tém fatores em comum. Assim, p(z) ndo pode
dividir ambos os polinémios ao mesmo tempo. Caso p(z) nao divida h(x), temos que
q(z)/h(z) pertence a Op,y. E se p(x) divide h(z), entao [g(x)/h(x)]™" € Oy). Portanto,
Op(z) ¢ um anel de valoracao de K(x)/K.

O conjunto Oy = {%; f(z),g9(x) € K[z], 0 f(x) < dg(x)} é também um anel de
valoracdo do corpo de funcoes K(z)/K. Com efeito, K C O, ja que
p(x)™t € OL\K. Além disso, O € K(z), j4 que p(z) € K(x)\Os. Seja
q(x)/h(zx) € K(x); se dq(x) < dh(x), entao q(z)/h(x) € O. Caso contrario, temos
que [g(z)/h(z)]"" € Ou. Portanto, O é um anel de valoracio de K (z)/K.

Veremos mais tarde que, de fato, esses sao os unicos anéis de valoracao do corpo de
funcgoes racionais.
A préxima Proposicao mostra que um anel de valoracao pode ser unicamente deter-

minado por seu ideal maximal P.

Proposicao 1.1.3. Seja O um anel de valoragio de F/K e P seu ideal mazimal. Entao:
(i)z€ F\{0},z€e P < 27'¢ O,
(ii) Para o corpo de constantes K de F/K temos K C O e KNP = {0}.

Demonstragao. (i) Suponhamos que z € F\{0} e x € P. Como P é um ideal préprio

1 1

de O, temos que 7" nao pertence a 0. Reciprocamente, se £~ nao pertence a O para
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algum x pertencente a F', entao x pertence O, pois O é um anel de valoragao. Além disso,

1

como z~ ' nao pertence a O, temos que x nao pertence a O*. Portanto, x pertence a P.

(i1) Seja z € K. Suponhamos, por absurdo, que z ¢ O. Logo, z=* € O. Como z é

algébrico sobre K, z=! também o é. Portanto, existem a; € K, i = 1, ---, r, tais que
a-(z7Y) +a, ()T 4+ a2+ 1 =00 Assim, 27 a (27N + a1 (272 +
c 4 ay] = —1. Logo, z = —[a,(z7) "'+ a,_1(z7)" 2+ -+ @1] € K[z7!] € O. Entao

2z € O e temos uma contradicio. Agora provemos que K N P = {0}. Obviamente,
0 € K N P. Suponhamos que exista y # 0 tal que y € KNP. Comoy e P, y* ¢ 0.
Mas y~t € F'n KCKCoO. Contradicao.

[ |

Desse modo, O é unicamente determinado por P ja que O = {z € F; 27' ¢ P} e

escrevemos O =: Op, que passa a ser chamado de anel de valoragao do lugar P.

Proposicao 1.1.4. Seja F/K um corpo de fungoes algébricas. Entdo z € F € transcen-
dente sobre K se, e somente se, [F:K(z)] < cc.

Demonstragao. Como F/K é um corpo de fungoes, existe z em F' transcendente sobre K
tal que F//K(zx) ¢ finita. Logo, z é algébrico sobre K(x) e temos p(z) = 0 para algum
p(u) € K(x)[u] ndo nulo. Como z nao é algébrico sobre K, p(u) ¢ Klu|. Logo, x é
algébrico sobre K(z) e [K(z,z): K(2)] < dp(z) . Por outro lado, como F/K(x) é finita,
F/K(z,z) também o é. Conseqilentemente, F'/K(z) é uma extensao finita.
Reciprocamente, se F/K(z) ¢ finita, entao F/K(z) é algébrica e como F/K é

transcendente, z é transcendente sobre K. |

Proposicao 1.1.5. Se P é um lugar de F/K e 0 # x € P, entao
deg (P) < [F: K(z)] < oo.

Demonstra¢io. Em primeiro lugar, notemos que z ¢ K, pela Proposicao 1.1.3(ii). E
pela Proposigao 1.1.4, [F: K(z)] < oo. Assim, basta provarmos que se z1(P), zo(P), ...,
z2n(P) € Fp sdo linearmente independentes sobre K, entao zy, , 29, « -+, 2z, sd@o também
linearmente independentes sobre K(x).

Sejam z1(P), z2(P), ..., z,(P) linearmente independentes sobre K. Suponha que exista
¢i# 0 tal que Y I ¢z = 0, com ¢; € K(x) para todo ¢ = 1,---,n. Sem perda de
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generalidade, podemos supor que ¢; € K[z] parai = 1,2,...,n e que existe j € {1,2,...,n}
tal que x { ¢;. Em outras palavras, ¢; = a; + xg; com a; € K e g; € K[z] e a; # 0 para
algum j. Como z € P e g; € Op, temos ¢;(P) = a;(P). Assim:

= Z@(P)Zi(P) = ZCM(P)Z:'(P) = a;(P)z(P) + ) ai(P)z(P),

i#j
contradizendo a independéncia linear de {z;(P)}i=12.. ., sobre K. [ |

Definigao 1.1.6. Uma valoragao discreta normalizada de F'//K é uma funcdo v : F' —
Z U {oo} com as seguintes propriedades:

(i) v(z) =00 <= x = 0;

(1) v(zy) = v(z) +o(y) Yo,y € F;

(i) v(z +y) = minfo(z), v(y)} Yo,y € F;

(iv) Iz € F com v(z) =1 ;

(v) v(a) = 0Va € K\{0}.

Proposicao 1.1.7. Seja v uma valoragao discreta normalizada de F/K e z,y € F com

v(x)# v(y). Entdo v(z+y)= min {v(z)v(y)}.

Demonstragao. Como v(x)#v(y), pelo menos uma das valoragoes é finita. Podemos as-
sumir, sem perda de generalidade, que v(z) < v(y). Se v(x + y) > min {v(z),v(y)}=
v(x), temos entao que v(x)=v((z+y) —y)>min{v(z +y),v(—y)}= min{v(x+y),v(y)} >

v(x), uma contradicao. [

Agora veremos como se relacionam os anéis de valoracao de um corpo de fungoes F// K

com as valoragoes discretas desse mesmo corpo.

Lema 1.1.8. Sejam P € Pr, Op seu anel de valoragdo, 0 # v € P e x1,29,...,x, € P
tais que ¥, =z e x; € i P parai=1,2,...n—1. Entaon < [F: K(x)] < 0.

Demonstragio. Como 0 # z € P, temos que z ¢ K, pela Proposicao 1.1.3(ii). Portanto,
[F: K(x)] < oo (Proposigao 1.1.4). Basta-nos entdo mostrar que o conjunto {z;€ F’;
i =1,2,...,n} é linearmente independente sobre K (z). Suponha que existai € {1,--- ,n}

tal que 0 # ¢; € K(z) e > i ¢ir; = 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir
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que cada ¢; € K[z] e que existe j € {1,2,...,n} tal que = { ¢;. Sejam a; := ¢;(0) e
j =max{r € {1,2,...,n};a, # 0}.

Como z; € x;P e ¢; = xg; para i > j e para algum g; € K[z, temos que

Z; X
—¢;x; = Z ir; € —¢j= Z ¢i; + Z - Gili
i#j i <j S
Logo, ¢; € P. E como a;=¢; - xg; para algum g; € Kz] C O, temos que a; € P,
contradizendo o item (i7) da Proposicao 1.1.3.
[ |

Teorema 1.1.9. Sejam O um anel de valoracao de F/K e P seu ideal mazimal. Entao:
(i) P € um ideal principal;
(ii) Se P = tO, entdo qualquer 0 # z € F pode ser escrito de maneira unica como
z = t"u para certos u € O*, n € Z. Nesse caso, t é chamado elemento primitivo (ou

uniformizante local) de P.

Demonstragao. (i) Suponhamos que P nao seja um ideal principal de O. Assim, P # 2O
para todo x € P. Em particular, existe 0 # z; € P tal que P # ;0. Conseqlientemente,
existe x5 € P\z;0. Assim, zo27" ¢ O. Pelo item (i) da Proposicdo 1.1.3 segue que

2, € P. Portanto, z1 € xoP. Analogamente, P # 150 e existe r3 € P\z20 tal

L
que x5 € x3P. Indutivamente, obtemos uma seqiiéncia xi, o, r3, ... em P satisfazendo
x; € x;41 P paratodoi> 1. Assim, obtivemos uma infinidade de func¢oes em F' linearmente
independentes sobre K (x), contradizendo o Lema 1.1.8.

(74) Primeiro provemos a unicidade da representagao.

Seja z € F'\ {0} e suponha que z = t"u, para algum n € Z e u € O*, e z = t"v
para algum m € Z e v € O*. Se m = n, o resultado é imediato. Suponha, sem perda

tm=" = yv~! € O*, o que é um absurdo.

de generalidade, que m > n. Temos entao que
Logo, m = n, donde segue que u = v.

Para provarmos a existéncia, consideremos 0 # z € F. Assumiremos, sem perda de
generalidade, que z € O. Se z € O*, entao z = t°2. Basta, portanto, considerarmos
z€ P =1t0. Como z # 0, z ¢ K e, portanto, [F : K(z)] < co. Temos tO D t?0 D
.. D t"0 D ... e, desse modo, a seqiiéncia z; = z, z; = t"™ U™ para j € N satisfaz

x; € IO = ™I P = x;,, P para todo j € N e pelo Lema 1.1.8, existe m >1 maximo
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com a propriedade z € t"(O. Entao, z = t"™u para algum v € O. Se u € P, u = tw
para algum w € O. Assim: z = t™"lw € ™0, contrariando a maximalidade de m.

Concluimos que u € O\ P=0". [

Definicao 1.1.10. Para qualquer lugar P € Pp associamos uma funcao
vp : F — Z U {oo} do seguinte modo: escolha um elemento primitivo de P. Dado
z € F\{0}, existe uma tunica representagdo z = t"u para algum n € Z e u € O*. Defini-

mos vp(z) =n e vp(0) = 0o (observe que tal Defini¢ao independe da escolha de t).

Agora ja temos condi¢oes de relacionar um anel de valoragdo de F/K com uma
valoracao do mesmo.

O Teorema seguinte nos ajudara a mostrar como sao os lugares do corpo de fungoes
K(z)/K.

Teorema 1.1.11. Seja F/K um corpo de fungoes.

(i) Para cada P € Pp, a fun¢io vp definida em (1.1.10) é uma valoragdo discreta
normalizada de F/K. Além disso, Op ={z € F;vp(z) > 0} , Op ={z€ F;vp(z)= 0} e
P ={z€ F;vp(z) > 0}. Um elemento x € F é um elemento primitivo de P se, e somente
se, vp(xr) =1 ;

(ii) Reciprocamente, se v é uma valorag¢ao discreta normalizada de F/K, o conjunto
P:={z€ F;v(z) >0} éum lugar de F/K e Op={z € F;v(z) > 0} é o anel de valora¢ao
correspondente.

(iii) Qualquer anel de valora¢ao O C F/K € um subanel proprio mazimal de F.

Demonstracdo. Seja t um elemento primitivo de P.

(1) Obviamente, vp satisfaz as propriedades (i), (i7), (iv) e (v) da Definigdo 1.1.6.
Para provarmos a propriedade (7ii), consideremos x,y € F' com vp(z) =n e vp(y) = m.
Podemos supor n < m < oo (de fato, se n = m = oo , terfamos x = y = 0 e a
propriedade (7ii) estaria provada e se n < m = oo, terfamos y = 0 e a propriedade
(741) mais uma vez seria verificada). Sejam x = t"u; e y = t"us com uj,uz € OF,

" "ug)= t"z com z := uj + t" "uy € Op. Logo, vp(zr +y) =

entdo x +y = t"(u; +
nwp(t) +vp(z) = n+vp(z) > n = min{m,n} = min{vp(x),vp(y)}. Logo, vp é uma
valoragao discreta normalizada de F'//K. As demais asser¢oes seguem imediatamente do

Teorema 1.1.9(i7) e da Definigao 1.1.10.
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(i) Op ¢é subanel de F' (de fato, dados z,y € Op, temos v(x +y) > 0, v(zy) > 0 e
que 0 € Op). Além disso, dado 2z € F temos v(z7!') = —v(z). Portanto, 27! € Op ou
z € Op. Restar-nos mostrar que K C Op C F. Obviamente, K C Op . No entanto,
K # Op pois v(t) = 1 # 0, o que implica que ¢ ¢ K. Também temos, por defini¢do, que
Op C F. Mas Op # F ja que v(t™!) = —1, e, portanto, t™* ¢ Op. Assim, Op é um
anel de valoragdo de F'/K. Agora mostremos que P é o lugar de F'//K correspondente,
ou seja, que P = Op\Op. Obviamente, P C Op. Se z € O}, existe w € Op com zw = 1.
Como 0 = v(1) = v(zw) = v(z) + v(w), temos que 0 < v(w) = —v(z) e z ¢ P. Logo,
O% C Op\ P. Reciprocamente, se z € Op \ P, temos v(z) = v(z7') = 0, donde 27! € Op.
Como Op é um anel, zz7!' =1 € Op e z € Op. Portanto, Op \ P C O} e estd provado
(i4).

(7i1) Sejam Op um anel de valoragao de F'//K e P seu lugar correspondente. Precisamos
provar que se z € F\Op (portanto, 2~ € Op), entdo Op[z] = F. Basta mostrarmos
que F' C Op[z], pois a outra inclusdo é imediata. Seja y € F. Temos para s € N
suficientemente grande que vp(yz~*) = vp(y) — s.wp(z) > 0. Portanto, yz=* € Op e

temos que y € Op[z]. [

Definigao 1.1.12. Sejam z € F' e P € Pr. Dizemos que P é um zero de ordem m (resp.

pélo de ordem m) de z se vp(z) =m > 0 (resp. se vp(z) = —m < 0).

Exemplo 4. Vimos que dado um polinomio nao constante, monico e irredutivel

p(:E) € Kilz], os conjuntos Opy):= {%; f(z),g9(x) € Klz] e p(x) 1 g(x)} e
={ J;g f(z),g9(z) € K[z], deg f(z) < degg(x)} sdo anéis de valoracao do corpo

de fun(;oes K(x)/K (veja Exemplo 3). Os conjuntos Pp;):= { J;Ez p(z),g9(z) € K|zl
p(x) | f(@) e p@) { g@) } e Poi= { L9 f(2),9(x) € K[z], deg f(z) > degg(x) }
sao, respectivamente, seus lugares correspondentes (Proposi¢ao 1.1.3(7)). O lugar P, é
chamado lugar no infinito de K (z). Se p(z) = x4+ a, a € K, denotamos P, por P,.

Temos também que p(x) é um elemento primitivo de P = P, e a valoracao disc-
reta normalizada correspondente vp é assim definida: se z € K(x)\{0} é dada por
z = p(@)".(f(z)/g(x)) com n € Z, f(x),g(x) € Klz] com p(z) 1 f(x) e p(x) 1 g(z),
entdo vp(z) = n. Além disso, K(z)p= Op/P ~ Klz]/(p(x)). Consequentemente,
deg P = degp(x).

Para o lugar no infinito, temos deg P, = 1, j4 que Py, = 2 'O.. A valoracao
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discreta normalizada v, correspondente é dada da seguinte forma: v (f(z)/g(x)) =
deg g(x) — deg f(x), onde f(z), g(z) € Klx].

Teorema 1.1.13. Seja x € F transcendente sobre K. Todo lugar de K(z)/K assume

uma das formas dadas no Exemplo 4.

Demonstragao. Vamos supor que P € Pr\{Py} e que Op seja o anel de valoragao corre-
spondente.

(a) Suponhamos que x € Op. Nesse caso, K[z| C Op e J = K[z] N Op é um ideal
primo de K[z]. A aplicagao de classes residuais induz uma injegao Klz|/J — [K(z)]p.
Como deg (P) < oo, temos J # {0} e, portanto, existe p(z) € K[z] monico e irredutivel
tal que J = p(x)K[z]. Qualquer g(z) € K|x] tal que p(z) t g(z) nao estd em J e, portanto,
g(z) ¢ P. Assim, 1/g(x) € Op e concluimos que:

flz)
g(z)

Como anéis de valoracao sao subanéis préprios maximais de F', temos que O,y = Op.

Ope) = {122 f(2), () € Kla], p(x) 1 g(x)} C Op.

(b) Suponha que x ¢ Op. Concluimos que K[z7!] C Op, 271 € PNK[z7!] e, portanto,
PN K[z7'| =2 'K[z7']. Como em (a),

flz™)
g(z1)

ag+ ... + a,x™"
- {b00+ =il 0}
B {aoxm+” + ...+ a ™
box™t™ + ... 4+ by
h(x)
= {@;deg(l@)) > deg(h(z))} = Oc.

Repetindo o argumento de (a), obtemos Op = O ¢ P = P, [

Op 2 0p N K[z7'] 2 { fl@™h) g(@™h) € Ko™l g(a7 )}

;b # 0}

Veremos agora que dado o corpo de fungoes F/K, temos Pr # &. Em seguida,
mostraremos que todo elemento de F' transcendente sobre K possui pelo menos um poélo
e um zero em F. Isso serd importante quando provarmos que F'/K possui um numero

infinito de lugares.
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Teorema 1.1.14. Seja F/K um corpo de fungoes e R C F subanel de F' com R D K. Se
existe um ideal {0} # I C R, entdo existe um lugar P € Pp tal que I C P e RC Op. R

Corolario 1.1.15. Se z € F ¢ transcendente sobre K, entao z tem ao menos um zero e

um polo em F'.

Demonstragao. Basta considerar o ideal I = zK|[z] C K[z]. Pelo Teorema 1.1.14, seque
que existe P € Pp tal que z € P e existe P’ tal que z~! € P’. Portanto, P e P’ sao um

zero e um polo de z, respectivamente. |

Lema 1.1.16. Sejam F/K um corpo de fungoes e Py, ..., P, zeros de uma fun¢ao x € F.

Entao: .

vai(x).degPi < [F: K(2)].

i=1

Proposicao 1.1.17. Em um corpo de funcgoes F/K, qualquer fung¢io x € F\{0} tem

somente um numero finito de zeros e polos.

Demonstracio. Se x € K \ {0}, a Proposicio 1.1.3 garante que para todo P € Py tem-se
K\{0} c Op e (K\{0})NP = @. Conseqiientemente, vp(z) = 0 para todo = em K\ {0}
e P € Pr. Portanto, x nao possui nem zeros e nem polos em F'/K.

Se x é transcendente sobre K, o nimero de zeros é menor ou igual a [F': K(z)], pelo
Lema 1.1.16. E como x é transcendente sobre K, temos que [F': K(x)] < oco. Isso prova

1

que o numero de zeros de z é finito. O mesmo argumento usado para = mostra que o

nimero de pélos de x é finito. |

1.2 Divisores e o género de um corpo de funcoes

O principal objetivo desta secao é definir o género de um corpo de funcoes.

Iniciemos esta segao definindo o que é um divisor de F/K.

Definigao 1.2.1. O grupo de divisores Dr de F'/K é o grupo livre (aditivo) gerado pelos
lugares de F'//K. Seus elementos sao chamados divisores de F'/ K | isto é, se D € D, entao

D= ZPGPF np.P, onde np € Z e np= 0 para quase todo P.
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Se D=3 pp.npPeD =3 pp np.P,definimos a soma de D e D' como D+ D" =
> pe py (NP +1p).P e o zero do grupo Dr como o divisor D:= 0, no qual np = 0 para
todo P € Pp.

Para Q € Pp e D = ) pp np.P, definimos vg(D) := ng. Uma ordenagio par-
cial em Dp é definida por D; < D, se, e somente se, vp(D;) < wvp(Dsy) para todo

P € Pp. Finalmente, definimos o grau de um divisor como deg D = pcp vp(D).deg P

e induzimos um homomorfismo deg : Dp — Z.

Definicao 1.2.2. Sejam = € F\{0} ¢ Z (resp.N) o conjunto dos zeros (resp. de pdlos)

de z em Ppr. Definimos:

(x)o := Z vp(x).P o divisor de zeros de x ;
Pez

() oo := Z —vp(x).P o divisor de pdlos de x|
PeN

() == (x)o — () 0 divisor principal de z .

Concluimos entdo que = € K\{0} se, e somente se, (x) = 0.
Dizemos que D e D’ sdo equivalentes (notacao: D ~ D) se D = D' + (x) para algum
x € F\{0}.

Para um divisor A € Dp, definimos L(A):={ z € F;(x) > —A} U {0}.

Proposicao 1.2.3. Sejam F/K um corpo de fungoes algébricas e A um divisor de F/K.
Valem as sequintes afirmativas:

(i) x € L(A) se, e somente se, vp(x) > —vp(A) para todo P € Pp;

(i1) L(A) # {0} se, e somente se, existe um divisor A" > 0 tal que A’ ~ A;

(iii) L(A) é um espago vetorial sobre K e definimos dim (A):= dim (L(A)).

(iv) L(A) ~ L(A") sempre que A" ~ A; [

Teorema 1.2.4. Sejam A, B divisores de F/K com A < B. Entio L(A) C L(B) e
dim(L(B)/L(A)) < deg B - deg A.

Demonstragao. Seja x € L(A), entdo (z) > —A > —B, logo © € L(B), ou seja,
L(A) € L(B). Como A < B, podemos supor B = A + P (o caso geral, segue por
indugdo). Tome y € F tal que vp(y)= 1 e defina t:= y*7»®). Temos vp(t) = vp(B)=
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vp(A) + 1. Para = € L(B), temos vp(z) > —vp(B) = —vp(t). Portanto, zt €
Op. Definindo ¢ : L(B) — Fp como ¢(z)= (zt)(P), temos que 1 é linear e que
Ker(y)= {x € L(B); at € P}= {x € L(B); vp(x) > —vp(t) }= {z € L(B); vp(z) >
—vp(t) + 1}= {z € L(B); vp(x) > —vp(A)}= L(A). Assim, existe um isomorfismo
¢: L(B)/L(A) — Im () e, portanto:

dim (L(B)/L(A)) < dimFp = deg B — deg A.
[ |

Proposicao 1.2.5. Qualquer divisor principal tem grau zero, ou seja, deg(z)o= deg(x)oo=
[F: K(z)], € F\ K. N

Teorema 1.2.6. Sejam A, A’ € Dp com A ~ A'. Entao dim(A) = dim(A’) e deg(A) =
deg(A').

Demonstragao. O resultado segue da Proposigao 1.2.5 e da Proposigao 1.2.3(iv). |
A préxima Proposigao é o dltimo passo para a defini¢do do género de F/K.

Proposicao 1.2.7. Ewiste uma constante AEZ tal que, para todo A € Dp,
deg A - dim A < X\ .

Demonstracdo. Primeiro observemos que se A; < A, entao deg Ay - dim Ay < deg A, -
dim Ay, pelo Teorema 1.2.4. Fixemos 2 € F'\ K e consideremos o divisor B:= (2)s=
S —vp,(z)P;, onde Py, P, ..., P, sao os polos de z. Entao deg B=Y;_, vp,(z7').deg P;
< [F: K(z)] = n (pelo Lema 1.1.16). Escolhemos uy, ug, ..., u, uma base de F/K(x) e
um divisor C' > 0 tal que (u;) > —C para i = 1,...,n. Logo,

dim(IB+C)>n(l+1) (1)

pois xiuj € LUB+C)paratodol > 0,0 <i<lel<j<nesao linearmente

independentes sobre K. Por outro lado,
dim(IB + C) < dim, (IB) +degC  (2)

pelo Teorema 1.2.4. Combinando (1) e (2), obtemos: (I + 1)deg B < dim (IB+ C) <
dim (IB) 4+ degC, implicando em dim (IB) > deg(IB) + deg(B) - deg(C)=
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=deg (IB) + [F': K(x)] - deg (C) (de fato, pela Proposi¢ao 1.2.5, deg (B) = [F': K(x)]).
Fazendo-se \:i= deg (C) — [F' : K(z)], obtemos o resultado para o divisor [B. Agora
provemos isso para A € Dg qualquer.

Escolha um divisor A; > A tal que A; > 0. Entao dim (IB — Ay) > dim (IB) - deg (A;)
> deg (IB) - A - deg (A;) > 0 para [ suficientemente grande. Como dim(IB — A;) > 0,
L(IB—A;) # {0}. Portanto, existe 0 # z € L(IB — A;). Assim, -(z) < [B — A;. Defindo
D:= A; — (), obtemos que A; ~ D e D < [B. Pelos Teoremas 1.2.4 e 1.2.6, temos que
deg (A) - dim (A) < deg(A;) - dim (Ay)= deg (D) - dim (D) < deg (IB) - dim (IB) <
A. [

Definicao 1.2.8. O género g de F/K é g := max{deg (A) — dim(A) +1; A € Dg}, 0
qual estd bem definido pela Proposicao 1.2.7. Além disso, escolhendo A = 0, vé-se que
g = 0.

Teorema 1.2.9. Se A é um divisor de F'/K de grau > 2¢ - 1, entdo dim (A)= deg (A)
+1-g. [ |

Teorema 1.2.10. Se F/K € um corpo de fun¢oes racionais, entao F/K tem género zero.

Demonstragao. Seja F' = K(x) para algum x € F' transcendente sobre K. O tnico pélo

de z é Py e deg(Psy) = 1. Além disso 2! é um elemento primitivo desse lugar. Logo,

(@)oe = Y —0p(x).P = 05 (7) Po = Px.
PeN
Considere o espaco vetorial L(rP,,), onde r > 0. Para todo 0 < A < 7, temos AP, <
1P e, portanto, L(APs,) C L(rPs). Obviamente, 1 € L(Py)C L(rPs). Como (2})=
Az)= AN(2)0 - (7)s0)= A[(2)0 - Ps] >-APs, temos que 2* € L(AP,)para todo 0 < X\ < 7.
Assim: 1, z, 22, ..., 2" € L(rPy) e pelo Teorema 1.2.9, (r + 1) < dim (r Py )= deg (1 Px)
+ 1—g =r+1- g para r suficientemente grande. Logo, (r+1) <r+1—g, o que implica
que g < 0. Como g > 0 sempre, temos g = 0. |

Teorema 1.2.11. (Teorema da Aproximagao) Sejam S C Pp e Py, ..., P, € S. Suponha
que T1, ...z, € Feny,...n,. € Z. Entao existe v € F tal que vp(x — ;) =ny, i= 1, ...,
r, e vp(x) > 0 para todo P € S\{P\,...,P,}. [
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Como conseqiiéncia do Teorema da Aproximagao, temos que F/K possui uma in-

finidade de lugares.
Corolario 1.2.12. F/K possui uma infinidade de lugares.

Demonstracao. Suponha que haja apenas um numero finito de lugares Py, Ps, ..., P, em
F/K e considere os conjuntos S1= {Pi,..., P,_1} e So= {Ps,..., P,} (note que n < 2
pois todo elemento de F transcendente sobre K possui pelo menos um zero e um pélo).
Pelo Teorema da Aproximagao, existe 0 # x € F satisfazendo vp,(x) = —2 para i =

1,2,...,n— 1. Assim, vp (x) > 0, pois do contrario = nao teria zeros e, portanto, seria

algébrico. Analogamente, existe 0 # y € F satisfazendo vp,(y) = —1 para i = 2,3,....n
e vp () > 0. Assim, temos: vp(x +y) = =2 parai = 2,3,....,.n— 1, vp (v +y) = —2
e vp,(r +y) = —1. Logo, z + y nao possui zeros e é algébrico. Conseqiientemente,
vp,(z +y) = 0 para todo ¢ € {1,2,...,n}, o que é uma contradigao. [ |

Corolario 1.2.13. O corpo de constantes K de um corpo de funcées algébricas F/K é

uma extensao finita de K.

Demonstracao. Seja P € Pr. Como K c Op pode ser imerso naturalmente em Fp via
Op — Fp e deg (P) < oo (Proposicio 1.1.5), segue que [K : K] < [Fp : K| =
deg (P) < oo. [

1.3 Extensoes de Kummer

Nessa secao provaremos os dois principais teoremas desse capitulo: o Teorema de

Kummer (Teorema 1.3.12) e o Teorema 1.3.24 (para extensoes de Kummer).

Definigao 1.3.1. Um corpo de fungdes algébricas F’/K' é uma extensao algébrica de
F/K se F' D F é uma extensao algébrica e K’ O K. Também dizemos que F'/K' é uma
extensao finita de F'/K se [F': F] < o0.

Dada uma extensao F'/K' de F/K, dizemos que um lugar P’ € Pp estd acima de
P € Pp (ou é uma extensao de P em F’) se P C P’. Expressamos essa inclusao através
da notacao P'|P.

O ntmero natural f(P'|P) = [F'p : Fp] é o grau relativo de P’ sobre P.
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Ao longo dessa segao, dados um corpo de fungoes F'/K e uma extensao F'/K' dele,

K serd sempre considerado um corpo perfeito.

Proposicao 1.3.2. Seja F'/K' uma extensdo finita de um corpo de funcgoes algébricas
F/K. Entao [K': K| < .

Demonstragao. Com efeito, como F'/F é finita, F'/K pode ser considerado um corpo
de funcoes algébricas com corpo de constantes K’. Pelo Coroldrio 1.2.13, segue que
[K': K] < oo. Como K' C K', temos o resultado. [

Proposicao 1.3.3. Seja /K’ uma extensao algébrica de F/K. Suponha que P (resp.
P’) seja um lugar de F/K (resp. F’/K’), que Op C F (resp. Op: C F’) seja o anel de
valoragdo correspondente e vp (resp. vp:)a valoragdo correspondente. Sdo equivalentes:

(i) P'|P;

(i) Op C Op:;

(iii) Existe um inteiro e > 1 tal que vp:/(x) = ewp(x) para todo v € F. Além disso, se
P'|P, entio P=P'NF eOp=0p NF

Demonstragao. (i) = (ii): Suponha que P’|P mas que Op ¢ Op/. Entao, existe u € F'
com vp(u) > 0 e vp(u) < 0. Como P C P, temos que vp(u)= 0. Considere t € F
tal que vp(t) = 1. Desse modo, t € P’ e r := vp/(t) > 0. Conseqiilentemente, vp(u't)=
raop(u) + vp(t)=r.0+1=1evp/(u"t)= rwp(u) + vp(t) < -r+r= 0. Logo, u"t € P mas
u't ¢ P'. Um absurdo.

(11) = (4i1): Suponhamos que Op C Op:.. Note que se y € F satisfaz vp(y) = 0,
temos y,y~! € Op: e, conseqiientemente, vp:(y) = 0. Afirmamos que Op = Op' N F. De
fato, Op C F N Op: e F N Op: é um subanel de F'. Pelo Teorema 1.1.11(7ii), segue que
Op = Op NF. Sejat € F tal que vp(t) = 1; logo, t7! ¢ Op e pela Afirmacio anterior,
t~t ¢ Ops. Conseqiientemente, e := vp/(t) > 1. Tomando-se z € F\{0}, temos vp(x) =: r
e vp(xt™")= 0. Assim, vp/(z) = vp(xt™") + vp/(t")= TP (t)= vp(z).e. Para z =0, a
igualdade acima ¢ imediata.

(171) = (i): Se existe um inteiro e > 1 tal que vp/(z) = e.vp(x) para todo x € F,

entdo dado y € P, temos: vp/(y) = e.vp(y)> Lwp(y)> 1.1=1 e, portanto, y € P’. [ |
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Definicao 1.3.4. Seja F'/K' uma extensao algébrica de F//K, e seja P’ € Pp com P'|P,
P € Pr. O inteiro e =: e(P'| P) satisfazendo vp/(x) = e.vp(z) para todo x € F' é chamado
indice de ramificacdo de P’ sobre P.

Dizemos que P’|P é ramificado se e(P'|P) > 1 e que P'|P é ndo ramificado, caso
contrario.

P é ramificado em F'/F se existir ao menos um lugar P’ de F’/K’ tal que P'|P seja
ramificado; P é nao-ramificado, caso contrario. Finalmente, dizemos que P é totalmente

ramificado em F’/F se existir um tnico lugar P’ em F'/K' que esteja acima de P e
e(P'|P)=[F": F].

Proposicao 1.3.5. Seja F'/K’ uma extensdao algébrica de F/K e P’ um lugar de F’/K’
acima de P € Pr. Se F”/K”é uma extensao algébrica de F'/K’ e P”€ Pp» estd acima de
P’, entao e(P”|P)= e(P”|P’)e(P’|P).

Demonstragao. Da hipétese, resulta que F”/K” é uma extensao algébrica de F//K. Por-
tanto, dado x € F', temos vpr () = e(P"|P)vp(x).

Por outro lado, como P”|P’, temos também que vpr(x) = e(P"|P")vp(x). Logo,
e(P"|P)vp(x) = e(P"|P"vp(x) = e(P"|P)e(P'|P)vp(z). Como e(P’|P) independe da
escolha de = € F, dependendo apenas de P’ e de P, podemos tomar = € F tal que

vp(z) =1 e a Proposigao estd demonstrada. [

E natural perguntarmo-nos se, caso F'/K’ seja uma extensio algébrica de F/K e
P € Pp, existe uma extensao de P em F’'/F. Reciprocamente, também gostarfamos de
saber se dado P’ € P, existe P € Pr tal que P'|P. A resposta para ambas as perguntas

¢ dada na proxima Proposicao.

Proposicao 1.3.6. Seja F'/K’ uma extensao algébrica de F/K.

(i) Para qualquer lugar P € Pp: eziste exatamente um lugar P € P tal que P'|P e
P=PnNF;

(ii) Reciprocamente, todo P € Pgr tem pelo menos uma, e no mdrimo um nimero

finito, de extensoes P’ € Ppr.

Demonstragao. (i) Comecamos provando a seguinte Afirmacgao: existe z € F \ {0}

com vp(z) # 0. Suponhamos que seja falsa. Seja ¢t € F’ um elemento primitivo de
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P’'. Como F'/F ¢ algébrica, t é raiz de f(z) = c,2™ + ¢p12™" '+ -+ + ¢ € Flx] com
™ # 0 # ¢g. Como ¢y € F, temos vp/(cy) = 0. Conseqiientemente, vp/(f(t)) =
Upl(i cit’) = min {vp/(c;) +ivp/(t); i = 1,...,n} = min{vp/(¢;) +4;i=0,....,n} = 0, 0
que Zc:gntradiz o fato de que f(t) = 0.

Defina O := Op N F . Temos O C F, ja que existe z € F' com vy(z) < 0. Além
disso, K C O. De fato, K C F N Op: e pela Afirmagao anterior, existe z € F tal que
vp(2) # 0 e, portanto, ou z ou z~! pertence a Op/ mas nao pertence a K. E da definicao
de O ¢ imediato que se z € F, entdo z € O ou 27! € O. Portanto, O é um anel de
valoracao de F'/K. Finalmente, pela Proposigao 1.3.3, temos que P é o ideal maximal de
O =:Op C Opr,donde P'|Pe P=P NF.

(17) Seja P € Pr. Como Pp é infinito, S = Pp \ {P} satisfaz @ # S C Pg. Pelo
Teorema da Aproximacao (Teorema 1.2.11), existem z € F' e Q € S tal que vg(z) >0e
v5(2) > 0 para todo Qes \ Q. Como z é transcendente sobre K (pois Q) é zero de z),
temos necessariamente que P é pélo (e tinico) de z. Conseqiientemente, z := 27! tem P

como seu unico zero em F/K.

Afirmagao: P'|P < vpi(z) >0
Demonstragao: Com efeito, se P'| P, entao vp(z) = e(P'|P)vp(xz) > 0. Reciprocamente,
se vpr(z) > 0e P estd acima de Q € Pp (existe @, pelo item (a)), entdo vg(x) > 0 e,

portanto, ) = P, ja que P é o tnico zero de . O

Como z possui um niumero finito de zeros em F'/K’ a Afirmagao anterior garante

que hd um ntmero finito de lugares P’ em P acima de P. [ |

Ao final deste capitulo, definiremos extensoes F’/F de Kummer. Veremos que para

tais extensoes ¢é facil decidir quais os lugares de F' que nao se ramificam em F”.

Lema 1.3.7. Seja F/K um corpo de funcoes algébricas e F'/ K’ uma extensdao desse corpo.
Se K'/K é uma extensao finita e x € F' € transcendente sobre K, entdo [K’(x):K(z)]=[K :K].

Demonstragao. J& que K'/K é finita e separavel (pois K é perfeito), o Teorema do Ele-
mento Primitivo garante que existe o € K’ tal que K’ = K(«a). Como K'(z) = K(z)(«),

temos [K'(z) : K(z)] < [K' : K|. Basta-nos entdo provar a desigualdade inversa.



CAPITULO 1. CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS 19

Para isso precisamos mostrar que o polinonio minimo de « sobre K continua irredutivel
em K(z). Seja ¢(T) € K[T] o polinémio minimo de « sobre K. Suponhamos que
o(T) seja redutivel sobre K(x), isto é, existem ¢(7),h(T) € K(x)[T] monicos com
1 < deg(h),deg(g) < deg(¢) =: n tais que ¢(T) = h(T).g(T). Como ¢(ar) = 0 temos
g(a) = 0 ou h(a) = 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que g(a) = 0.
Escrevendo

g(T) = ag(z) + ar ()T + ... + ap_1 ()T +T"

coma; € K(z) el <r <n, temos
ap(z) + ay(¥)a + ... + a,_1 ()"t + " = 0.
Multiplicando g(«) pelo minimo miltiplo comum dos denominadores, obtemos

go(z) + gr(x)a + ... + gr_1(z)" ™ + gr(x)a” =0

para certos g;(x) € K[z]. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que z { g;
para algum i € {1,2,...,7}. Obtemos assim que « é raiz de f(T)= > ¢;(0)T" € K|[T],
i=1

contrariando a minimalidade do grau de ¢(7T'). [

Teorema 1.3.8. (Igualdade Fundamental) Sejam K um corpo perfeito, F'/K’ uma ex-
tensao finita de F/K, P um lugar de F/K e Py, Ps, ..., P,, todos os lugares de F’/K’ acima
de P. Sejam e; = e(P;|P) e f; = f(P|P) o indice de ramifica¢ao e o grau relativo de P,
sobre P, respectivamente. Entdo

m

Ze,fi: [F,F]

i=1

Demonstragao. Seja x € F\{0} tal que P é o nico zero de z em F/K e seja vp(x) =1 >
0. Os lugares P, ..., P,, sdo exatamente os zeros de x em F’/K’'. De fato, se Q = PN F
€ F/K para algum zero P’ de x em Pp/, entao vg(x) > 0, implicando em @) = P. Agora

analisaremos o grau [F’ : K(z)] de duas maneiras:
[F": K(2)] = [F: K'(2)][K'(z) : K(2)]

que é igual, pela Proposicao 1.2.5 e pelo Lema 1.3.7 a:

vaz ).deg(P, )[K’:K]:Z(eivp(x)).([Fl’gi:K’].[K’:K])
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m

= T'Zei'[FJI% : Fpl.[Fp: K| = r.deg(P).Ze,-f,-.
i=1 1=1
Por outro lado, pela Proposi¢ao 1.2.5, temos que

[F’ c K(x)] = [F' cFLF:K(x)] = [F’ : Fl.r.deg(P)
e o Teorema estéd demonstrado. [ |

Exemplo 5. Seja H/F,2 o corpo de fungdes Hermitiano (Exemplo 2). Calculemos o
ntmero de lugares de H acima de Py, € Fp2(y), onde 277 = y? +y (z,y transcendentes

sobre F2). Tomemos P acima de Py, em H/F;.. Temos:
(q+ 1)wp(z) = vp(x?™) = e(P|Px).vp, (y? + y) = —q.e(P|Py). (1)

Como e(P|Px) < [H : Fe(y)] = ¢+ 1 e mde (¢,q+ 1) = 1, segue que vp(r) = —q e
e(P|Px) = q+ 1. Logo, Py, € F,2(y) se ramifica totalmente em H/F(y) e temos, pela
Igualdade Fundamental (Teorema 1.3.8), que o unico lugar P! € H acima de P, satisfaz
f(PL|Px) =1edeg(P,)=1. Os demais lugares de F2(y) que se ramificam em H serdo

analisados no Exemplo 7.

Definigao 1.3.9. Sejam F’/K’' uma extensao algébrica de F/K e P € Pr. Definimos
sua conorma com respeito a F'/F como
C’onp//p(P) = Z 6(P/|P).P/, P’ € Pp.
PP

Estendemos essa defini¢ao a Dy linearmente, ou seja, Cong/p( Y, np.P) =Y np.Conp p(P)
PePp

(note que isso implica que Cong)p(Dr) C Dpr).

Corolario 1.3.10. Seja F’/K’ uma extensdo finita de F/K. Entao para todo A € Dp,

degConprp(A) = [[II:?} deg A.

Demonstracao. Da Definicao da conorma e da aditividade do grau, é suficiente provarmos

o Teorema para o caso em que A = P € Pp. Temos:

deg Congp(P) =deg () e(P'|P).P")= ) e(P'|P).[Fp : K'] =
P'|P P'|P
[FpK]
= > e(P'|P). 55 = o o e(P'|P).[Fp : Fp][Fp: K] =
PP PP
= ﬁ(};Pe(Pqp).f(Pqp))degp = e deg P.
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Muitas vezes, é facil saber se os lugares de um corpo de fungdes F'/K se ramificam
em F'/K’. O préximo Teorema é uma ferramenta 1til nos casos em que F’' = F(y) para

algum y algébrico sobre F'.

Lema 1.3.11. Sejam A,Be Canéisep: A — B enw : A — C homomorfismos tais que
p e T sao sobrejetores e Ker p C Kerm. Entao existe um unico homomorfismo sobrejetor

o0 : B — C satisfazendo m = o o p.

Demonstragao. Sejam ¢ € C' e b € B tais que m(a) = c e p(a) = b. Defina

B—C
b— mop L(b)

Afirmacao 1: o estd bem definida.
Demonstragao: Como p é sobrejetiva, para todo b € B existe a € A tal que p(a) = b.
Seja a € A satisfazendo p(a) = b = p(a).

Como 0 = p(a) — p(a) = pla —a) e Ker p C Ker 7, temos que a — a € Ker m. Logo,
m(a) = w(a) e, portanto, o(b) = 7o p~'(b) independe da pré-imagem de b por p. Isso
conclui nossa Afirmacao. O

Pela definicao de o, é imediato que m = o o p.

Afirmagao 2: ¢ é um homomorfismo sobrejetor.

Demonstracdo: Sejam b,b € B tais que b = pla) e b= p(a), onde a,a € A. Temos:

ob+b)=mop i b+b)=mop (pla+a)) =n(a+a)=mr(a)+m(a)=

=71op tb)+mop (b)) = a(b) + a(b).

o(bb) =m0 p~!(bb) = w0 p~H(p(ad)) = 7(ad) = w(a)7(a) =

=mop Hb)mop t(b) = a(b)a(b).

Logo, ¢ é um homomorfismo. Para mostrar que é sobrejetor, tome ¢ € C. Como 7 é
sobrejetora, existe a € A tal que ¢ = m(a) = oop(a). Como p(a) € B, temos provada nossa

Afirmagao. 0
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Finalmente, temos que ¢ é o tnico homomorfismo sobrejetor de B em C' que satisfaz
m = oo p. De fato, sejam ¢ : B — (' um homomorfismo sobrejetor tal que 7 = ¢ope

b € B um elemento qualquer. Temos que b = p(a) para algum a € Ae o(b) = wop~1(b) =
m(a) = ¢ o p(a) = ¢(b). u

Teorema 1.3.12. (Kummer) Sejam F/K um corpo de fungoes e P um lugar de F/K.
Suponha que F’= F(y) seja uma extensao algébrica de F' e que o polindmio minimo p de
y sobre F tenha coeficientes em Op.

Considere o(T) (mod P) = ¢(T) = f[ v(T)™ a fatoragao de ¢(T'), onde g; > 1, ~;(T)
€ monico e irredutivel sobre Fp := F(;;(l)d P) para todo i € {1,---,r} ey # y; sempre

que’l;’é],j:l, T
Escolha ¢;(T) € Op[T] com @;(T') = 7i(T) e degpi(T)= deg:(T).

Entao, para 1 <1 < r, existem lugares P; € Pp: satisfazendo
BIP, ¢i(y) € Pi e f(B|P) > degvi(T)

Além disso, P, # P; sempre que i # j e se para todo i € {1,---,r} tivermos ¢; = 1,

entao:
o cxiste um unico lugar P; € Ppr com P;|P e p;(y) € Pi;
® 0s lugares Py, --- , P, sao todos os lugares de F’ acima de P;
o e(P|P) = =i ¢ f(P|P) = degw(T).

Demonstragao. Seja Fp; = Fp[T]/(7(T)). Como ~;(T) ¢ irredutivel sobre Fp, (v;(T)) é

um ideal maximal de Fp[T]. Portanto, Fp; é uma extensao de Fp e [Fp;:Fp|= degv:(T).

n—1
Considere o anel Op[y]=>" Opy’ onde n = degp(T) = [F’ : F] e os homomorfismos
=0
Op[T] — Oply] Op[T] — Fp;
T -
2T — 3oy’ 26T — 3 ¢T7 mod ~(T)

Temos que Kerp = {f(T) = >.¢;T79 € Op[T);> ¢;y7 = 0} = {f(T) € Op[T};
f(y) =0} = (p(T)).

Além disso, m;(¢(T)) = ¢(T') mod~v;(T) = 0 e, portanto, Ker p C Ker ;.

Como p e m; sao, por definicao, sobrejetivas, o Lema 1.3.11 garante que existe um

tnico homomorfismo sobrejetor o; : Oply] — Fp; tal que m; = 0; 0 p.
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Oply] — Fp;
0; é explicitamente dada por o; : ¢ n-1 n—1 ,
ey — 3 619 mod 3(T)
=0 7=0

‘7_
Afirmacao. Kero; = P.Op[y| + ¢i(y).Oply].

n—1 n—1
Demonstragio: Se z € P.Oply] + ¢i(y).Oply], 2 = a . ¢;i¥ + ¢i(y) > d;jy?, a € Pe
=0 =0
¢j,d; € Op. Temos:
n—1 ) n—1 )
0i(2) = oi(a ZO ¢jy’) + oi(pi(y) ZO djy’) =
J= J=
n—1 n—1 _ _ _ _
= > ac;T? mod~y(T) + > @i(T)d;T? mod~;(T) =0+ 0 = 0.
i=0 =0

Logo, z € Ker ;.

n—1 n—1

Por outro lado, se 3 c;y? € Kero;, entao > ¢;T? mod~;(T) = 0. Logo, existe
W(T) € Fp[T] tal que ]:0 "
£ o = U(T)T) = KD D)
Portanto, ichj —(T)pi(T) € P.Op[T] e temos Ejscjyj —(y)pi(y) € P.Oply]. Con-
= =
seqiientemente, E:: cjy? € P.Oply] + ¥ (y)pi(y), o que conclui nossa Afirmagao. O
iz

Pelo Teorema 1.1.14, existe i € {1,2,---,r} tal que Ker o; C P; (de fato, Ker o; é
um ideal préprio nao nulo do subanel Oply| C F') e Oply] C Op,. Portanto, Op C Op,
e, pela Proposicao 1.3.3, P;|P. Além disso, como ¢;(y) € Ker o;, temos que ¢;(y) € P;.
Temos também que Op,/P; O Oply|/Kero; ~ Fp;. Portanto,

f(B|P) > [Fpi: Fp]l = degi(T).

Como os polinémios (1) = @;(T") e v;(T") = ¢;(T") sao irredutiveis sobre Fp, temos

para i # j
1= @i(T).M(T) + @,;(T).\;(T) para certos N(T),\;(T) € Fp[T].

Logo, @i(T)N(T) + ¢;(T)\;(T') — 1 € P.Op[T]. Em particular, para T = y, temos que
©i(Y)Ni(y) +¢;(y)A(y) —1 € P.Oply| e, pela Afirmagao anterior, segue que 1 € Kero; +
Kero;. Logo, P; # P; sempre que i # j (pois se P, = P;, temos 1 € Kero; + Kero; C
P, + P; = P, o que é absurdo).
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Finalmente, se ¢;, = 1 para todo¢=1,--- 7, entao:

> deg ¢i(T) = 3= deg(T) < - F(RIP) < £ e(PIP)(PIP) <

TS aepsee =R

P'|P

[F": F] = deg (T) =

Disso resultam:

T

 e(PIP)=1jiaue 3 f(PIP) = S e(PIP)f(PIP).

=1

e Paracadai=1,--- 7 existe um tnico P; € Pp acima de P jaque Y e(BP;|P) f(P;|P) =
i=1
> e(P'|P)f(P'|P).

P'|P

Definigao 1.3.13. Sejam F/K e F'/K' extensoes algébricas de corpos com F'/F finita
e separavel. Para P € Pp, definimos o médulo complementar sobre Op como o conjunto

Cp:={z€ F'; Trp p(2.0p) C Op}, onde Op = () Op: é o fecho integral de Op em F’.
P|p

A fim de nao alongarmos muito o texto, alguns Teoremas e Proposicoes serao apenas

enunciados.

Proposicao 1.3.14. Com a notac¢ao da Definicao anterior, valem as sequintes afirmagoes:
(i) Cp € um O's- mddulo e O C Cp;
(ii) Existe uma fungdo t € F' (que depende do lugar P) tal que Cp = t.0p. Além
disso,

vp(t) < 0 para todo P'|P;
(iii) Cp = O para quase todo P € Pp. [

Defini¢ao 1.3.15. Considere P € Py e o fecho integral O de Op em F'. Seja Cp = t.0%
o médulo complementar sobre Op. Para cada P’| P, definimos o expoente da diferente de
P’ sobre P por

d(P'|P) := —vpi(t).

Teorema 1.3.16. (Dedekind) Seja F'/F uma extensao finita e separdvel, onde F/K e
F'/K' sao corpos de fung¢oes algébricas com corpos de constantes K e K', respectivamente.

Entao para todo P' € Ppi, P € Pp tais que P'|P, temos:
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(i) d(P'|P) = e(P'|P) = 1;
(ii) d(P'|P) = e(P'|P) — 1 se, e somente se, char K nao divide e(P'|P). [

Proposicao 1.3.17. Sejam F/K e F’/K’ corpos de fungées algébricas com corpos de
constantes K e K’, respectivamente. Suponha que F' = F(y) seja uma extensao finita e
separdvel de F de grau [F’: F]= n. Seja P € Pg tal que o polinémio minimo ¢(T) de y
sobre F tenha coeficientes em Op e sejam Py, ..., P, € Pp todos os lugares de F’ acima
de P. Entio d(P;|P) < vp,( (y)) paral <i<r. [

Pela Proposicao 1.3.14 e pela Definigao 1.3.15, para cada P’|P temos d(P'|P) > 0.
Além disso, como Cp = 1.0} para quase todo P € Pg, concluimos que d(P'|P) = 0 para

quase todo P € Pr e P'|P. Desse modo é possivel definir o divisor

Diff(F'/F) = > _ Y d(P'|P).P

PEPy P'|P

o qual é chamado a diferente de F'/F.

Teorema 1.3.18. (Fdérmula do género de Hurwitz) Sejam F/K e F’/K’ corpos de fungoes
algébricas de géneros g e g’, respectivamente. Suponha também que K e K’ sejam seus
respectivos corpos de constantes. Se a extensao F’/F for finita e separdvel, entdo

[F': F]

2.9/ — 2=
g K" K]

(2.9 — 2) +deg Dif f(F'|F).
|

Proposicao 1.3.19. Sejam F/K e F’/K’ corpos de fungoes algébricas com corpos de
constantes K e K’, respectivamente. Suponha que F’/F seja uma extensdo algébrica de
corpos de fungoes, P € Prp e P’ € Pp com P'|P. Considere um automorfismo o de F'/F.

Entao o(P') :={o(2);z € P'} é um lugar de F' e temos:

(i) vopry(y) = vp (0™ (y)) para todo y € F';

(ii) o(P)|P;

(iii) e(o(P')|P) = e(P'|P) e f(o(P")|P) = f(P'|P).

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, provemos que o(Op:) é um anel de valoragao de F”,

isto é, sao validas as seguintes afirmacoes:
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(a) o(Op) G F.

Com efeito, o(Opy C F' e como Opr C F' e 0 é bijetiva, nao podemos ter o(Opr) = F'.

(b) K' € o(Op).

De fato, K’ C Op: e como ¢ é um automorfismo, temos o(Op/) 2 o(K') = K'.

(c) Dado z € F'\{0}, z € 0(Op/) ou 27! € a(Op:).

Com efeito, temos o~(z) = y para algum y € F’. Se y € Ops, a Afirmagao estd
provada. Se nao, y~! € Ops e temos o1 (x71) = y~! (note que a injetividade de o implica
que y # 0), resultando em z71 € o(Op).

Para provarmos que o(P’) é um lugar de F’, resta-nos mostrar que o(P’) é um ideal

maximal de o(Ops). De fato,

e o(P') C 0(Opr) é um ideal préprio de o(Opr), pois o é um automorfismo e P’ é um

ideal proprio de Opr;

e Se J é um ideal préprio de o(Op/) com o(P') C J € o(Op:), entdao J = o(P').
Com efeito, P’ C 07(J) e dados a = o7 (z),b =07 (y) € 074(J) e 2 € Op/, temos
ab € o7Y(J) e az = o7 (x).z € 07!(J). Conseqiientemente, o~*(J) é um ideal
préprio de Opr satisfazendo P’ C 071(J) € Ops e como P’ é o tinico ideal maximal

de Op:, temos o resultado.

Logo, o(P’) é um lugar de F’ e seu anel de valoracao correspondente é Oy (pry = o(Opr).

Seja t' € F’" um elemento primitivo de P’. Entao o(P’) = o(t').0(Op/) e temos que
o(t') é um elemento primitivo de o(P’).

(i) Seja 0 # y = o(z), z € P'. Pelo Teorema 1.1.9(ii), z = t'".u, onde r = vp/(z) e
u € Op\P'. Obtemos: y = o(t')".0(u), com o(u) € o(Op:/)\o(P’). Conseqiientemente,

Vo(py(y) = 7 = vpr(2) = vpi (a7 (y)).

(i1) Como o(P') D o(P) = P, temos que o(P’) esta acima de P.

(7i1) Seja x € F um elemento primitivo de P. Temos:
e(a(P)|P) = va(pry(x) = vpr (0 (2)) = vpr(x) = e(P'| P).

Finalmente, o automorfismo o de F'/F induz um isomorfismo ¢ do corpo Fj, em

E} pry dado por 6(z + P') = 0(2) + o(F’), o qual ¢ a identidade restrito a Fp. Logo,
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f(P'\P) = [Fpr : Fpl = [Eypry - Fp] = f(a(P)|P).
]

Definicao 1.3.20. Uma extensao F’/K’ de um corpo de fungoes F// K é dita de Galois (ou
galoisiana) se o grupo Autp(F') = {o : F' — F’;0 éum isomorfismo e

o(x) = x para todo z € F'} tem ordem [F': F] < oc.

Teorema 1.3.21. Seja F'/K’ uma extensao de Galois de F/K e Py, Py € Pp extensoes
de P € Pp. Entio P, = o(Py) para algum o € Autp(F").

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que o(P;) # P, para todo 0 € G := Autp(F").
Pela Proposicao 1.3.6(iz) e pelo Teorema 1.2.11, existe z € F’ tal que vp,(2) > 0 e
vg(2) = 0 para todo @ € Pp\{P} com Q|P. Considere Np/,p : F' — F a aplicacio

norma. Temos:

vr (Npyp(2)) = vr ([ 0(2)) = Y vp(0(2) = Y vom10my(2) = Y vo(2) =0

oeG ceG oceG oeG
€
e, (Npyr(2)) = vp, ([ [ 0(2)) = D vo1(en(2) = D voen (2) >0,
oeG ceG oeG

pois a identidade pertence a G.
Como P; estd acima de P, temos que vp(Npryp(2)) = 0. Analogamente, P, estd acima

de P e temos que vp(Np//p(2)) >0, 0 que é uma contradicao. [

Corolario 1.3.22. Seja F'/K’ uma extensao de Galois de F/K, onde K’ e K sao seus
respectivos corpos de constantes. Mantendo as notacoes do Teorema anterior, considere
Py, P,, ..., P. € Pp todos os lugares de F' acima de P. Entao:

(1) e(P|P) = e(P|P) =: e(P) e f(B|P) = f(F|P) = f(P) para todo
i, €{1,...,r};

(ii) e(P).f(P).r = [F': F);

(111) d(P;|P) = d(P;|P) para todo i,j € {1,...,1}.

Demonstragao. (i) Segue diretamente da Proposi¢ao 1.3.19(7i7) e do Teorema 1.3.21.

(i7) E imediato do item (i) e do Teorema 1.3.8.
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(i17) Seja 0 € G. Temos
Trpyr(o(w) = (60)(u) =Y 7(u) = Trepu). (%)
ceG T€G

Note que Op, = P, U K’ implica que
0(Op,) =0(P)Uo(K') = P;UK' = Op, (%)

e que 0(Op,) # 0(Op,) sempre que i # j, ja que o ¢ injetiva.

Logo, 7(0p) = 1 0(Or) = () Op, = Op ¢
=1 =1

Trp p(2.0p) =Trp p(o(2.0p)) = Trp p(o(2)0(0p)) = Tre p(o(2).0p). (% )
Além disso, (x * *) implica diretamente que o(Cp) = Cp, ji que

Cp= {Z S F,;TTF//F(Z.OjD) C Op}
Seja t € F' tal que Cp = t.0%. Logo, t.0p = Cp = 0(Cp) = 0(t).0(O%) = o(t).O% e

vp,(t) = —d(FP|P) = vp,(o(t)) para 1 < i < r. Finalmente, escolha ¢ € G tal que
o(P;) = P (tal o existe pelo Teorema 1.3.21). Entao —d(F;|P) = vp,(0(t)) = vo-1(p,)(t) =
vp,(t) = —d(P;|P). [

Definicdo 1.3.23. (EXTENSOES DE KUMMER) Seja F/K um corpo de fungoes
algébricas com corpo de constantes K tal que K contém uma n — ésima raiz primitiva
da unidade, sendo n > 1 e mdc(n, char(K)) = 1. Suponha que exista uma fungao u € F'

satisfazendo
u # w? para todo d | n, d > 1.
A extensao F'/F, onde F' = F(y) com y™ = u, é dita uma extensao de Kummer de F'.

Exemplo 6. Se F' D F D F,2, q impar, satisfaz [F' : F| = 2, entao F'|F é uma extensao
de Kummer. De fato, se [F” : F] = 2, existe v € F'\ F tal que ay?® + by + ¢ = 0,
com a,b,c € F e a # 0. Logo, v* + a by + (%”’)2 = —atc+ (“le)z e temos que
(7 + %)2 = % c F.

Como F' = F[y] = F [y+ ], temos que F'/F é uma extensio de Kummer com
gerador v + % (note que F,2 contém raiz quadrada primitva da unidade e b* — 4ac # 2*

para todo z € F' ja que o polinomio minimo Pyp b oF de v+ % sobre F' tem grau 2).
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Teorema 1.3.24. (Para Eztensoes de Kummer) Sejam F/K e F’/K’ corpos de fungoes
algébricas com corpos de constantes K e K’, respectivamente. Suponha que F' = F(y)
seja uma extensao de Kummer do corpo F com y™ = u, para algum v € F'. Entao:

(i) O polinomio ¢(T) =T" —u é o polindmio minimo de y sobre F e a extensao F’/F
¢ de Galois de grau n;

(ii) Sejam P € Pp e P’ € Pp tais que P'|P. Entao:

e(P|P) =L ¢ d(P'|P)= L —1,
rp rp

onde rp = mdc(n,vp(u));
(i1i) Se g € o género de F/K e g’, o de F’/K’, entao:

, 1
g :14'[[(,77?[(](9—14-5-2 (1—%>.degP>.

PePr

Demonstragdo. (i) O polinémio minimo p, #(7") de y sobre F satisfaz 1 < degp, r(T') <
n. Além disso, sabemos que ¢(T) = T™ —u = 0 se, e somente se, T = y.&l, j €
{0, 1,2,---, n—1}, onde &, é uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Suponhamos, por

absurdo, que ¢(T) = py, p(T).f(T'), com f(T) € F(T) moénico de grau maior que 1. Logo,

pr@=  J[ (T -8&y. (%)
JEACHO,1,--,n—1}
Seja ¢ € F o termo independente de p, p(T'). Por (x), ¢ = y".3, onde r = degp, r(T) e

B = I1 ¢, Tendo em vista que F' contém uma n-ésima raiz primitiva da
unidade (e, portanto, contém todas), 5 € F e, entao, y" € F. Seja d = mdc(r, n). Como

d é uma combinacao linear de r e n, temos também que w := y¢ € F. Conseqiientemente,
uw= wd € F, o que é uma contradicio.

A extensao F'/F é claramente de Galois. Com efeito, "/ F' é separavel (pois py, p(T)
se fatora completamente em F'[T] como produto de fatores lineares) e como & € F' para
todo j € {0,---,n — 1}, temos F' = F(y) = F(&.y)jef1, n—13. Logo, F'/F é uma
extensao normal.

(i1) Caso 1: rp = 1. Como y" = u, temos que n.vp(y) = vp(u) = e(P'|P).vp(u) <

n.wp(u). Logo, vp(y) < vp(u). Se valer a igualdade, temos que e(P’|P) = n. Por outro

) = dPIPLup@)

lado, se vp/(y) < vp(u), temos que vp/(y) # 0 # vp(u) e, portanto, vp (y



CAPITULO 1. CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS 30

e como mdc(n,vp(u)) = 1, n deve dividir e(P’'|P), o que implica em e(P’'|P) = n. Como
mdc(charK,n) = 1 (veja Defini¢do 1.3.23) o Teorema 1.3.16(ii) garante que d(P'|P) =
n — 1.

Caso 2: rp = n. Suponhamos que vp(u) = l.n para algum [ € Z. Sejam t um

elemento primitivo de P e t = #'. Considere y; := t~'y e u; =t "u. Temos:
Yy =wuy e np(y1) = e(P'|P)vp(ur) = e(P'|P)(—n.vp(t) + vp(u)) = 0. (%)
Como F' = F(y) = F(t™'y) = F(y1), temos que [F(y;) : F] = n e, portanto, ¥(T) =

T" —uy € Op[T] é o polindomio minimo de y; sobre F. Da Proposigao 1.3.17 e de (xx),

obtemos

0 < d(P'|P) < vp (V' (1)) = vpr(nyi ™) = (n = 1)vp (1) = 0.

Finalmente, o Teorema 1.3.16(7) garante que e(P'|P) = 1.
Caso3: 1 < rp < n. Considere o corpo intermedidrio Fyy := F(y,) com g := y™/"".

Entao [F': Fyl| =n/rp e [Fo: F] =rp com yy© = u. Seja Py = P'NFy. O caso 2 aplicado

e(PolP)vp(w) _ vp(u)

é relativa-

a extensao Fy/F garante que e(FPy|P) = 1. Como vp,(yo) =
mente primo com n/rp (de fato, se existisse d # 1 divisor de ambos, d.rp dividiria vp, (u) e
n, o que contrariaria a maximalidade de rp), o caso 1 se aplica a extensao F’/F (note que
F' = Fy(y)). Conseqlientemente, e(P’'|Py) = n/rp e e(P'|P) = e(P'|Fy).e(Py|P) = n/rp.
Finalmente, o Teorema 1.3.16(ii) garante que d(P'|P) = e(P'|P) —1=n/rp — 1.

(i73) O grau do diferente Dif f (F'|F) é

deg Dif f(F'/F) =YY d(P'|P).deg(P") = Z(——1) > deg(P). (k%)

PePp P'|P PePr 'p P'|P
Como F'/F é de Galois, fixado P € Pp, temos que e(P) = e(P’|P) independe da escolha
do P’ acima de P. Portanto, pelo Corolario 1.3.10:

s o (S8 « gy i

P'|P P/|P
rp n rp
= —. deg (P) = :
T R AT
que substituido em (x % %) fornece:

deg Dif f(F'/F) = Y ”;PTP. [KffK]. deg (P) = [K,”f % 3 (1 - %P) . deg (P).

deg (P),
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Finalmente, substituindo-se a tltima igualdade na Fdrmula do género de Hurwitz (Teo-

rema 1.3.18), obtemos o resultado. |

Lema 1.3.25. Sejam F/K um corpo de funcgdes algébricas, K algebricamente fechado em
F, ea € F, onde F € o fecho algébrico de F. Entio [K(a): K] = [F(a) : F].

Demonstragao. Obviamente, [F(a) : F] < [K(«) : K]. Para provar o Lema, basta
mostrarmos que o polinémio minimo p, x(7") de a sobre K continua irredutivel sobre F.

Suponha, por absurdo, que se tenha [F(a) : F|] < [K(«) : K], isto é, que pox(T) =
g(T).f(T) com g(T), f(T) € F(T) moénicos de grau maior que 1. Qualquer raiz de f(7')
e de ¢g(T) é também raiz de p, i (1), portanto algébrica sobre K. Conseqiientemente, os
coeficientes de f(T) e de g(T') sao também algébricos sobre K. Como K ¢ algébricamente

fechado em F', tais coeficientes também pertencem a K, o que contradiz a irredutibilidade
de po. i (T) sobre K. [

Lema 1.3.26. Sejam F/K um corpo de fungoes algébricas, onde K é um corpo perfeito
algebricamente fechado em F, e K’ D K o corpo de constantes de F'= FK’. Se a extensao
F’/F ¢ finita, entdo e(P'|P) =1 para todo P € Pr e P' € Pr acima de P.

Demonstragao. Como K é perfeito e a extensao K’/K é finita (isso decorre diretamente
da Proposicao 1.3.2) K'/K é separavel. Logo, existe a € K’ tal que K’ = K(«). Con-
seqiientemente, F' = F(a) e pelo Lema 1.3.25 , o polinémio minimo ¢(7) de a sobre K
permanece irredutivel sobre F.

Sejam P € Pr e P’ € P com P'|P. Pela Proposicao 1.3.17, temos
0 < d(P'|P) < vp(¢/(@)) = 0

(de fato, a separabilidade de a garante que ¢'(a) € K'\{0}). Finalmente o Teorema
1.3.16(i) garante que e(P'|P) = 1. [

Teorema 1.3.27. Sejam F/K e F’/K’ corpos de fungoes algébricas de corpos de con-
stantes K (K perfeito) e K’, respectivamente. Suponha que F' = F(y) com y" = u € F,
onde n # 0 (mod char K) e K contém uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Se
existe um lugar Q) € Pr tal que mdc(vg(u),n) =1, entdo a extensao F'/F é de Kummer,
K =Ke

g'zl—l—n(g—l)—l—% 3 (1—%>.d6g(P),

PePr
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onde g’ (resp. g) € o género do corpo de fungoes F’/K’ (resp. F/K).

Demonstragao. A existéncia de um lugar @) € Py satisfazendo mdc(vg(u),n) = 1 implica
necessariamente que v # w? para todo d divisor de n maior que 1 e w € F. Portanto,

F'/F é uma extensao de Kummer de grau n e pelo Teorema 1.3.24(iii), segue que

g’:1+n(g—1)—|—%z <1—%).

PePp

Tome @) € Ppr acima de Q). Pelo Teorema 1.3.24(i7), temos que e(Q'|Q) = [F' : F| =

Suponhamos, por absurdo, que [K’ : K] > 1, e consideremos o corpo intermediério

Fy := FK'. Temos F; # F, pois K’/ K sendo finita, é algébrica e como K é algebricamente

fechado em F e K' # K, K' ¢ F. Finalmente, considere ; := @' N F; um lugar

acima de (). Pelo Lema 1.3.26, temos que e((Q)1|Q) = 1. Por outro lado, e(Q1|Q) divide
e(Q'|Q) =n = [F": F| e, portanto, e(Q1|Q) = [F} : F] > 1. Um absurdo.

[ |

Definigao 1.3.28. (CURVA MAXIMAL) Sejam f(z,y) = 0 um modelo afim de uma
curva algébrica projetiva, nao-singular e irredutivel sobre F 2 e F2(x, y)/F 2 seu corpo de
funcoes algébricas correspondente. A curva f(z,y) = 0 é chamada maximal (sobre F )
se 0 nimero de lugares racionais de F2(z,y)/F 2 é igual a ¢°+ 1+ 2.9.¢, onde g é o género
desse corpo de fungdes. Nesse caso, dizemos também que Fp(z,y)/F,2 é um corpo de

funcoes maximal ou que Fp2(x,y) é maximal sobre FF 2.

Gilles Lachaud provou (Proposicao 6, [L]) que se f(x,y) = 0 é um modelo afim de uma
curva maximal sobre um corpo finito F2 e L C F2(x,y) é um corpo, entdo L é também

maximal sobre F .

Exemplo 7. Seja ¢ = p", onde p é um ntmero primo. Considere o corpo de fun¢ées Her-
mitiano H/Fp, onde H = Fp(r,y) é definido pela curva Hermitiana
27t = y? 4+ y. Como y é transcendente sobre F 2, temos Iﬁ‘qz = {2z € F2(y); z é algébrico
sobre F2} = F,2. Portanto, F2 é o corpo de constantes do corpo de funcoes racionais
Fo2(y)/Fee.

A extensao H/Fp.(y) é de Kummer de grau ¢+ 1 e o corpo de constantes do corpo de

funcoes Hermitiano é F 2. De fato, F 2 contém uma (g+1)-ésima raiz primitiva da unidade
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e mdc(q+1, char. Fpz2) = mdc(¢q+1,p) = 1. Além disso, temos mdc (vp,(y?+y),q¢+1) =
mde (—q,q+ 1) =1, onde P, € IP’Fq2(y) é o polo de y? 4+ y. Logo, pelo Teorema 1.3.27, a
extensao H/F2(y) é uma extensdo de Kummer de grau ¢+ 1 e o corpo de constantes de
H/Fp é Fpe.

Mostraremos agora que o corpo Hermitiano é maximal, ou seja, que o género ¢’ de
H/F 2 satisfaz a igualdade

#/\/FqQ(H) =¢+1-24q,

onde #Nr , (H) é o conjunto dos lugares racionais de H/F ;.. Novamente faremos uso do
Teorema 1.3.27 para obtermos o valor de ¢'.

Primeiramente, observemos que o polinomio f(y) = y?+y é separavel, pois f'(y) =1
Além disso, se o é uma raiz de f(y), temos al® = (—a)? = —a? = «a e, portanto, a € Fpe.

Logo,
q

A | (S RN

i=1
Sejam P € Pg ,(,) € rp = mdc(q + 1,vp(f(y))). Temos:

1. Se P = Py, onde P, é o polo de f(y) em Fp(y), temos rp = mdc(g+1,—q) =1e
deg (P) =1;

225 P=P,,i=1,2,---,q, onde P,, é o zero de y —a; em Fp2(y), temos rp =
mde(q+1,1) =1 edeg(P) =1;

3. Se P nao corresponde a nenhum dos itens 1. e 2. anteriores, temos rp = mdc(q +
1,0) =q+ 1.

Conseqiientemente, pelo Teorema 1.3.27,

g’:1+(q+1)(—1)+% > g+1) = rp). deg (P) =

PGPFqZ (v)

q

= g+ 5l + 1)~ rroldeg (P + 5 Y la+ 1) =i deg (Pu) +

* % Z (g + 1) —rp|.deg (P) =

PePFqQ(y)
P7£POO (& P75Pai7 7':17 »q
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1 1 — 1
:_q+§[q—|—1—1].1+§.q[q+1—1]-1+0:%- ()

Resta-nos agora determinar o niimero de lugares racionais do corpo Hermitiano. Antes

de mais nada, observemos que:

Nota 1.3.29. Se P’ € Py é um lugar de grau 1 ese P € IP)]FqZ (x) esta abaixo de P, entao P ¢
um lugar racional de IP’IFq2 (@) Com efeito, ambos os corpos de fun¢oes tém o mesmo corpo
de constantes. Conseqiilentemente, 1 = deg (P') = [F}, : Fp] = f(P'|P).[Fp : Fpe| =
f(P'|P).deg (P) e temos deg (P) = 1. E natural perguntarmo-nos se vale a reciproca, ou
seja, dado P € IP)]FqZ @) de grau 1 e P’ € Py acima de P, serd que P’ também tem grau 17
Obviamente, isso depende do valor do grau relativo f(P’|P) e a reciproca valerd se ele for

igual a 1.

Consideremos ¢(T) = T? + T — x%*! o polinémio minimo de y sobre Fp(z). Ele é

separavel, ja que ¢'(T) = 1. Fixe f € Fp.

1. Se B9 = 0 e ¥(a) = 0, entdao, a? = —a. Conseqiientemente, af’ = (—a)!=ae

temos que as raizes de (1) = T9+ T pertencem a F .

2. Se B9 #£ 0 e (a) =0, entdo a? + a = [T = (7)1 = (@l +a)? = o +ale

temos que a € Fpe.

Pelos Itens 1. e 2. e pelo Teorema de Kummer (Teorema 1.3.12), fixado o € F 2, ha
exatamente ¢ lugares de H acima de P, € IP)IFq2 (@) © seus indices de ramificacao e graus
relativos sobre P, sao iguais a 1. Concluimos que H tem pelo menos ¢?.q = ¢* lugares
racionais.

Para P, € F2(x) e P’ € H acima de Py, temos:
—(g+ De(P'|P) = vpi(y? +y) = vpi(y?) = qvp(y)

e como mdc(q,q+ 1) =1, vp(y) = —(q+ 1)e(P’'|Px)/q € Z se, e somente se, q divide
e(P'|Py) < q. Conseqiientemente, e(P’|Py) = ¢ e, pelo Teorema da Igualdade Funda-
mental, segue que f(P’|Pyx) = 1. Logo, hd um tnico lugar em H acima de P, e tal lugar
tem grau 1.

Pela Nota 1.3.29, temos que esses ¢° + 1 lugares sao todos os lugares racionais de
H (também é interessante notar que o nimero deles coincide com o nimero de pontos

racionais da curva Hermitiana).
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Finalmente,
CHl=+1+¢ - = +1+q[gl¢g—1)]=¢+1+24¢

e temos que o corpo Hermitiano ¢, de fato, maximal sobre IF 2.

35



Capitulo 2
Os Polinomios de Chebyshev

Neste capitulo definiremos os polindmios de Chebyshev e algumas de suas propriedades.
Eles aparecerao nas equacgoes que definem as curvas maximais correspondentes a certos
subcorpos do corpo Hermitiano H/F ., assunto que abordaremos no préximo capitulo.

Ao longo deste e do préximo capitulos, F,» denotarda um corpo finito com

q = p" elementos, onde p é um nimero primo diferente de 2.

2.1 Definicao e propriedades
Para cada n € N, considere a fungao T,, : [—1, 1] — [—1, 1] tal que
T, (cost) = cosnf, 0 <0 <.

Fazendo-se © = cosf), temos que para x € I=[-1,1], existe um tnico § = arccos(z) tal que
0 <60 < e, portanto, T,,(z) = cos (n.arccos(x)).

0

Como € = cos 6 + i sen 6, temos:

inf

e = cosnf + isennf. (1)

Por outro lado,

e = ()" = (cos O +isen )" = Z (n) cos" 7 0. (isen 0)’. (2)

=0 \J

36
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Igualando as partes reais de (1) e (2), obtemos:

[n/2]
_ n n—2 2
cosnb = qEZO <2q) cos" 1 0.(—1)"sen™. 6. (3)

E, como (sen?0)'=(1 — cos®#)?, temos:

Ln/2]

cosnf = Z (;1)005”_2" 0.(—1)1(1 — cos? 0)? =
q

- mf (;q)cos"—%e.(—l)q( q (—1)’“(2)(:08%9)- (4)

Portanto,

Fazendo-se r = ¢ — k, temos r < |n/2| eq=r+k para 0 < k < |[n/2] —r.

Assim, (5) pode ser reescrito da seguinte maneira:

r=0 gq=r 2q
[n/2] [n/2] n q
= -1)" " 6
> e () () Q

Dessa tultima igualdade, concluimos que:

(a) O polinomio 7,,(x) tem grau n;

(b) Se n é impar, n — 2r é impar e, portanto, s6 os coeficientes de poténcias impares
de x sao nao nulos. Analogamente, se n é par, os Unicos coeficientes de z diferentes de

zero sao os das poténcias pares de x. Em outras palavras, T,,(—z) = (—1)"T,(z);
(¢) O coeficiente lider de T}, (z) é S°L"/2 () (8) = S ln/2 ) =[1+1)"+(1-1)"/2=

q=0 2q/ \0 q=0 2q
2n—1
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Definigao 2.1.1. Definimos ¢,,(x) = 2.7,,(z/2), n > 1, como o n-ésimo polinémio de
Chebyshev.

Proposicao 2.1.2. Seja ¢, 0 n-ésimo polinomio de Chebyshev. Entdo:
(i) ¢ € um polinémio monico de grau n;
(ii) ¢n(T) € Z[T] € ¢ppi1(T) = Thp(T) — ¢pp—1(T) para todon >1eT € C;
(iii) Para todoy € C\ {0} en €N, ¢, (y+y ) =y" +y "

Demonstragdo. (i) De fato, T,,(z/2) tem grau n e seu coeficiente lider é 2"71/2" = 1/2.

(77) Com efeito,
d1(x) =211 (2/2) = 2.(2/2) = .

Suponhamos que ¢, (7) € Z[T] para todo natural menor ou igual a n.
Como cos (n+1)0 = cos nb.cos 0—sennb.sen 6 e cos (n—1)0 = cos nf.cos +sennb.sen 6,

temos que cos (n + 1)0 + cos (n — 1)8 = 2cos nfcos 6, donde
2cos (n 4+ 1)0 4 2cos (n — 1)0 = 2cos nb.2cos 6.
Isto é,

0T 1(2) + 2T,y () = 2T (2)2T) () = 2T (22/2) + 2Ty (22/2) = 2T, (22 /2)22 =
On1(22) + On_1(22) = ¢n(2x)22.

Fazendo-se T' := 2z, obtemos:

¢n+1(T) = T¢H(T) - ¢n—1(T)> n>1. (7)

Temos também que (7) vale para todo T' € C, pois o polinomio ¢,,1(T) — T'p,(T) +
¢n—1(T) se anula em [-2,+2] e, portanto, anula-se em um nimero infinito de pontos. Desse
modo, pelo Teorema Fundamental da Algebra, ele é identicamente nulo.

Concluimos, por indugao, que ¢,(T') € Z[T].

(vit) E suficiente demonstrar que a identidade by +yt) =y" +y " vale em S! =
{z € C;|z| = 1}, j& que tal conjunto é infinito.

Sejay € St entdo y = €% para algum 0 € [0,27) e y"+y " = e™? + 7" = 2cosnh =
2T, (x) = 2T, (cos ) = 2T,,(2cos 0/2) = ¢,,(2c0s0) = ¢, (e + e ) = ¢, (y +y~1). Logo,

Only + y‘l) = y" 4+ y~" para todo n natural. (8)
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Corolario 2.1.3. Sejam ¢, € ¢,, 0 n-ésimo e o m-ésimo polinomios de Chebyshev,

respectivamente. Entio ¢n(pm(T)) = Gmn(T) = ¢m(dn(T)) para todo T € C.
Demonstracao. A prova é imediata do item (iii) do Teorema anterior.

Proposicao 2.1.4. Seja ¢,(T) o n-ésimo polinémio de Chebyshev. Entao:

(i) Se n € impar, temos ¢,(T) — 2 = (T — 2)(Pu_12(T))%

(n—1)/2

Pin-n2(T) = (1 + Z ¢;(T));

(ii)) Se n é zmpar, temos ¢n(T) + 2 = (T + 2)(Qu-1)2(T))%,

(n-1)/2
Qn-1)2(T) = (1 + 21 ¢;(=T));

(iii) Se n € par, te;nos On(T) — 2 = (T? — 4)(Fln_2)2(T))?, onde

Fln—g)2(T Z@J 1 ,se n = 2(2r) para algum r € N
e
Flng)2(T) = (1+ Z(bgj ,se n=2(2r + 1) para algum r € N;

(iv) Se n é par, ¢u(T) +2 = (¢n/2(T))*.
Demonstragdo. Seja T =y +y~t. (i) Se n é impar, temos:

—n/2

n/2 __
Ou(T)=2=y"+y " —2=(y"* —y "*)P? = ("> —y 12 (yl‘/‘z g2

onde

onde

)2:

-2 (7 (y‘l)) y+y1—2><%<1+y+y2+~~+yn—1»2=

=T =2yT +y )+ T +y T )bty ) F 1P =
(n-1)/2
= (T=2)(1+ D 6(T))* = (T = 2)(Pupr(T))*

(1) Se n é impar, temos:

Oa(T) +2==¢u(~T) +2 = —(¢u(-T) = 2) = —(~T = 2)(Pos (-T))*
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= (T +2)(Pos (=T))* = (T + 2)(Qur (T))*.
(17i) Seja n € N par. Logo:
ou(T) =2 =1y " +y " —2=(y"? —y/?)? =

n/2 —n/2 2 n 1 2
—1\2 (Y ) 2 —2 1-n/2 (Y
= (y — g J ) = + ) —
(y—v) ( y—yT ) (¥ +y )(y (y2 1))

=((y+y )= D PA+y +yt oY) (%)

H4 dois casos a considerar:
e Se n = 2(2r) = 4r, para algum r € N. Nesse caso, obtemos de (x) que:
on(T)=2=((y+y ) =D A+’ +y' +- -+ ")) =
=(+y ™) =D Yy T @) YT =

= (T2 - 4)(2 ¢2j—1(T))2 = (T2 - 4)(F(n—2)/2(T))2'

e Sen =2(2r+1) = 4r + 2, para algum r € N. Analogamente ao item anterior,

obtemos de (x):
(1) =2=((y+y ) =Dy A +y*+-+y")* =
= (T =" +y™) + @+ )+ + Gy )+ 1) =

=(T* = 4)(1+ Z ¢2;(T))* = (T* — 4)(Flu—22(T))*.

(iv) Finalmente, se n é par: ¢,(T)+2=y"+y"+2 = (y"2+y %)% = (¢ /o(T))>
|

Lema 2.1.5. Sejam p a caracteristica de Fp e ¢, (T) = ¢,,(T) (mod p) € Fp[T], onde
¢n € 0 n-ésimo polinomio de Chebyshev. Se mdc (n,p) = 1, entao p,(T) é separdvel (além

. .. g—1 .
disso, se n divide 5=, as raizes de o, (T) pertencem a Fy2).
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Demonstragdo. Seja T =y + y~! para algum y € F,e. Temos ¢, (T) = y" +y "= 0 se, e
somente se, y" = —1. Como mdc (n,p) = 1, a equagao £2" = —1 possui exatamente 2n
raizes distintas.

Para mostrar que ¢, (1) é separdvel, basta observar que se 1,2 € Fp2 € 21 = 24 +2,7!

! sdo raizes de o, (T), entdo 2; = 2 se, e somente se, 11 = To OU T = Ty L.

€29 = Xog+XTo~
Logo, toda raiz de £?" = —1, bem como sua inversa, correspondem a uma mesma raiz de
©n(T). Como 1 e -1 nao sao raizes de £?" = —1, qualquer raiz de £*" = —1 ¢ diferente de
sua inversa. Desse modo, ¢, (T") possui exatamente n = 2n/2 raizes distintas e, portanto,
é separavel.

Finalmente, seja z = z + 27! € F2 tal que ¢,(2) = 0. Logo, 2" = —1. Se n divide

%, entao 4n divide ¢? — 1 e temos que x € F 2, o que resulta em z € F 2. [ |

Corolério 2.1.6. Seja ¢, (T) como no Lema 2.1.5. Considere pp(T') := Py(T") (mod p),
a(T) = Q(T) (mod p), fi(T) = Fi(T) (mod p), onde k = (n —1)/2 e k= (n —2)/2, e
Pu(T), Qx(T) e F;(T) sdo os polinomios dados na Proposi¢ao 2.1.4. Entdo:

(i) Valem as afirmativas (i) — (iv) da Proposi¢cao 2.1.4, trocando: Py por py, Qk por
Q, Iy por [ € ¢n por on;

(11) on(T) — 2 € @, (T) + 2 tém raizes em F 2 sempre que n divide g — 1;

(1ii) Os polinémios py, qr, [i € Pns2 em cada uma das afirmativas em (i) (deste

Coroldrio) sao separdveis.

Demonstragao. (i) Imediato.
(ii) Seja z = x + 271, v € F 2, uma raiz de ¢, (T) — 2. Como ¢,(2) = p,(z +271) =
2" 4+ 27", temos " 4+ 27" — 2 = 0, isto é, (z" — 1)*/2" = 0. Logo, z é raiz de ¢, (T') — 2

. _ g=1
se, e somente se, z" = 1. Assim, 277! = (z") » =1 e temos x € F2. Portanto, z € Fp.

Analogamente, prova-se que se z € F2 ¢é raiz de ¢, (T) + 2, entdao z € F. A tnica
diferenca é que se z = x + 2~ é raiz de ,(T) + 2, entdo (z" + 1)°/z" = 0. Portanto, z

é raiz de @, (T) + 2 se, e somente se, 2" = —1, donde z¢ ! = ((z")1t1)@=D/n = 1
(4ii) Sejam 1,22 EFpz e zy =z + a1 ' e 29 = 19 + 22 "
e Caso ¢, (T) — 2: se z; é uma raiz de ¢, (T) — 2, entao ;" = 1. Temos z; = 23 se, e

1

somente se, £1 = Ty ou x; = To. Logo:

Se n é impar, a tnica raiz de ™ = 1 que é igual a sua inversa é 1. Logo, ¢, (T) — 2

n

possui exatamente 251 + 1 rafzes distintas. Como ¢,(T) — 2 = (T' — 2)pi*(T) e
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degpp(T) = "T_l, pe(T) tem no maximo 2 rafzes. Em particular, 2 ndo é raiz de

2
pr(T), pois caso contrério ¢, (T') — 2 = (T — 2)px*(T) teria no maximo 25+ rafzes,

absurdo. Concluimos também que pi(7) tem exatamente "T_l raizes distintas e,

portanto, é separéavel.

Por outro lado, se n = 2 é par, as unicas raizes de "= 1 que sao iguais as suas
inversas sdo 1 e -1 (isso independe de [ ser par ou impar). Logo, ¢,(T) —2 =
(T2 — 4) f;*(T) possui exatamente 252 + 2 rafzes distintas. Um argumento andlogo
ao que fizemos para n impar mostra que f; é separdvel e que nem 2 e nem —2 sao

suas raizes.

Caso ¢, (T) + 2: se n é par, pelo Lema 2.1.5 segue que ¢,/2(T) é separdvel ja que
mde (n/2,q) = 1.

Por outro lado, se n é impar, temos ¢, (T)+2 = (—1)"p,(-T)+2 = —¢,(-T)+2 =

—(pn(=T) — 2) e pelo caso anterior, qx(T) é separavel e nao se anula em —2.

Definig¢ao 2.1.7. Para um polinémio ¢(z) € F;2[2], definimos

A

N(p) ={a € Fp; p(a) € F}.

Proposigao seguinte generaliza o Teorema 6.2 de [G-S].

Proposicao 2.1.8. Considerando-se a Definicao 2.1.7, se n divide ¢ — 1, entado:
(i) N(pn) = (¢q(n+1) —n+1)/2 se n é impar;
(i) N(pn) = (¢(n+2) —n)/2 se n é par.
Em particular, N(p,—1) = (¢* +1)/2.

Demonstragio. Seja o = x + 27" € F 2, para algum z € qu. Temos:

Logo,

12 _ 2 _2 _
(z+2 N =zt tl=27 4277 =z +27! =

2 2 _ 2
2" =zouz?’ =x ' <= areFpouz? =1 (%)

on(@)=pp(z+a ) =a"+2 " €F, = (2" +2 ") =2" + 27" <=
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= M = T = 2™ =" ou g™ =2 " = 1" € F, ou "0V =1 (%)

De (%) e (xx), é imediato que
N(pn) = (#A+2)/2, (% %)

onde

A={zeFp; 2" €F, ou ") =1} U{z €Fp; 27 =1e (z" € F, ou 2" =1)} =
={z; 27 =1 ¢ 2"V =1} U{a; 27 =1 e 2"t = 13U
U{z; 27t =1 e 207D = 1}U{a; 27 =1 ¢ 2"t =1} (% )

e o acréscimo de 2 a cardinalidade de A corresponde aos valores de aw = z + ! para os
quais z = x7! (que sao exatamente 1 e —1).

mde (a,b) — 1 Logo:

Notemos que z satisfaz 2% = 1 e 2® = 1 se, e somente se,
(i) Se n é impar:

L 2t =1e ™) =1 = 1 = gmdela®~Lnlg-1) — ga-1.
9. -1 = 1 g pnlat)) — | — | = pmde(d®~1,n(g+1)) — pnlg+l).

3. 20t =1 e g7l = 1 = 1 = gmde(®+Ln(a-1)) — 42,

4, pTH =1 e gt = | = 1 = gmde(@+Lna+1) — 42

Como as rafzes de 2 — 1 sdo também raizes de 2971 — 1, temos de (x * * *), que:
A={z; 27 =1} U {x; 2"FD =1}

Além disso,
{.ZL’, x‘]—l — 1} N {LE7 xn(q—l—l) _ 1} _ {SL’, 1= xmdc(q—l,n(q—l—l)) _ x2n}.
Portanto,

#A = (g—1)+n(qg+1)—2n e N(p,) = ((g—1)+n(qg+1)—2n+2)/2 = (¢(n—1)—n+1)/2.
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(i) Se n é par: a tnica diferenga para o item (i) é que mdc(g*—1,n(q—1)) = 2(¢—1).

Logo, para A (definido por (x * * %)) , temos
A= o 207D <10y "0 < 1)

e {z; 22D = 1} N {a; 20D =1} = {a; 22" =1}

Portanto,
#A=2(qg—1)+n(q+1)—2n e N(p,) = (2(¢—1)+n(g+1)—2n+2)/2 = (g(n+2)—n)/2.
Em particular, para n = ¢ — 1, temos N(p,—1) = (¢(¢+1)—¢+1)/2=(¢*+1)/2. N

Para a demonstracao do préximo Teorema, faremos uso da Proposicao 3.3.1 e do

Corolério 3.3.3, demonstrados ao final do préximo capitulo.

Teorema 2.1.9. Sejam p um nimero primo diferente de 2 e ¢ = p” para algumr € N\{0}.
Considere o polinomio p,_1 = ¢4—1 (mod p), onde ¢p,_1 € o (¢ — 1)-ésimo polinomio de
Chebyshev. Entao ¢, 1(T —2) € Z[T] € tal que os coeficientes de T9, 1 < j < (¢+1)/2,

sao multiplos de p.

Demonstragao. Da Proposi¢ao 3.3.1 e do Corolério 3.3.3 (veja-os no capitulo 3), obtemos
que:

P (T =2)(T)"s =T+ T4 ¢, (T —2) =2, onde T =y +y~' +2.

Logo, ¢q-1(T =2) =2 =T + pus (T — 2).T" — T,

Como os coeficientes de ¢ a1 (T'—2)T 2 de grau menor que % sao nulos, o resultado

é imediato. [ |



Capitulo 3

Curvas Maximais e Polinomios de
Chebyshev

Um dos objetivos desse capitulo é obter equacoes explicitas para algumas curvas
maximais. Para isso, usaremos o fato de que qualquer subcorpo do corpo Hermitiano é o
corpo de funcoes de alguma curva maximal e daremos exemplos de subcorpos de ‘H cuja
equagao para a curva maximal envolve polinomios de Chebyshev.

Relembramos que ao longo deste capitulo, . denotarda um corpo finito

com ¢ = p" elementos, onde p é um primo impar.

3.1 Subgrupos de automorfismos de H/F .

Seja H/F,2 o corpo de fungoes Hermitiano, onde H = F2(x, y), definido pela equagao
27! = y9+y. Considere A := {0 : H — H; 0 é um automorfismo de H/F,2} o grupo de
automorfismos da extensao H/F . Sejam a € Fp2 \ {0} uma (¢* — 1)-ésima raiz primitiva

da unidade e ¢ dado por £(z) = ax e e(y) = a®"'y; e € Aeel, = id pois:
q

£))7 + £(y) = (@) +a™y = @Y 4Ty = @Iy gty

2_ 1
= g laq—qu 4 aq+1y — aq—qu 4 aq+1y — qtlpatl — [g(x)]q+ )

Seja w definido por w(z) =z/y e w(y) =y w e Aew|, , = id pois:

45
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W)+ w(y) —w(@)™ = &+
A prova do préximo resultado pode ser encontrada, por exemplo, em [G-L].

Proposicao 3.1.1. Sejam s > 1 um inteiro, G um grupo finito e a,b € G satisfazendo
bab='= a*. Sejam também m e n naturais positivos tais que a™ = e, b™ € {(a). (%)
Se os inteiros m, n sao escolhidos minimalmente satisfazendo (x), entdo o grupo {a,b)

tem ordem igual a mn. [ |

Finalmente, considere o subgrupo C = (¢,w) de A gerado por € e w. C tem ordem
2(¢2—1). De fato, ord (w) = 2, ord (¢) = (*—1, w '.e.w = £79 = £~ 1~4 ¢ pela Proposicao
3.1.1 segue que |{g,w)| = 2(¢* — 1).

Para um divisor m de ¢*> — 1, considere o subgrupo § = (\,w) de C gerado por \ e
w, onde \ = a%. Pela Proposicao 3.1.1, |G| = 2m j& que ord (w) = 2, ord A = m e
wlAw=A"7= )79 onde 6= min {a € N\ {0} ;am >q }.

Vamos estudar o subcorpo HY de H, corpo fixo pelo grupo G, nos seguintes casos:

(1) m é um divisor de (¢ — 1)

(2) m é um divisor de (¢+ 1)

3.2 O caso em que m divide ¢ — 1

Comegamos a segdo com o seguinte Lema (cuja demonstragdo pode ser encontrada

em, por exemplo, [E]):

Lema 3.2.1. Sejam K um corpo e L = K(Ryn_,) 0 corpo de decomposi¢ao de x™ — a
sobre K, para algum a € K*. Suponhamos que P,(K) = {y € K*;ord(y) = n} # @.
Entao:

(a) Auty (L) € um grupo ciclico e |Auty(L)| = [L : K] = n se, e somente se, 2" — a
for irredutivel em K|z [

Ao longo deste capitulo, vamos considerar H = Fp(x,y), onde z7! = y? + y, e
F :=TFp(z7tyr™h).

Teorema 3.2.2. H/F é uma extensao ciclica de grau (g —1).
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Demonstragao. Primeiro analisemos a extensao H/F(x). Temos que:

xII+1
yiry=a" sy + ) =2 =y = gl c Fp(z,y") = F()

Logo, F(x) =H.

Temos também que, y9~ ' (y9~! + 1)97 = (277 1)7"! e, portanto, y?=! é raiz de p(u) =
u(u+ 1)1 — (2711 € Fo(297)[u] e temos [F: Fpe(z?!)] < deg p(u) = ¢q. Também
sabemos que  é raiz de h(u) = u?™' — 297t € Flu], logo [H: F| = [F(z): F] < q— 1.

Fix)=H

]qu(x) F
g-1 <q
Fo (")

Por outro lado, [Fp(x) : Fe(2x?™!)] = g—1e [H/Fp(x)] = q. Logo, [F : Fe(x?™1)] =¢q
e [H: F|=q—1, ouseja, h(u) é irredutivel em Fu].

F=Fpg(x71 y ") contém uma (¢—1)-ésima raiz primitiva da unidade e H = F(z) =
F(Rus-1_za-1), entao pelo Lema 3.2.1 temos que Autr(H) é ciclico, ou seja, H/F é uma

extensao ciclica. [ |

Para um divisor m de (¢ — 1) denotamos por E; o unico corpo intermedidrio de H/F
satisfazendo [H : E}] = m (tal corpo existe e ¢ unico, pois H/F é ciclica).

Considere EY 1= E§°’> o subcorpo de Ej fixo pelo subgrupo de A gerado por w. Temos
E¥ = HY (de fato, H™ = E; ja que ord (\) = m e E; é o tinico subcorpo de H de ordem
m. Assim, B\ = HN@ — 1) — H9),

Lema 3.2.3. Sejam F = F (2971, y? ), onde 291 = y7 +y, e F¥ seu corpo fizo pelo
automorfismo w dado por w(x) = z/y e w(y) = y~'. Entao F* = Fp(2*/y) é um corpo

de funcgoes racionais.

~ 2 q71+1 1 1
Demonstragao. Temos que %~ = e €Fpe(zi,y ) = F.
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Logo, qu(zi) c F Cc H Como (yi=! — y=@ by ¢ F \ F“ e
(a7t —y==D)2 = (yi=l 4 y=@"V) — 4 € F¥ temos que [F : F*] = 2. Portanto,
[H : F¥] = 2(q — 1) e basta provarmos que [H (Fpe (w—;)] = 2(q — 1). Para isso, deter-

. .. , ~ 2 .~
minaremos o divisor de podlos da fungao % em H/F 2 e usaremos a Proposicao 1.2.5, que

diz que deg (%)w = [H (Fpe (%)}

Seja P’ € Py. Como y? + y = 29t temos:

Além disso,

e Se vp/(y) > 0, vp(y) = vpr(y? +y) = (¢ + vp(z). Portanto, vpi(z) > 0e
vp (2% /y) = 2up(x) —vp(y) = —(¢ — 1)vp/(x) e temos que P’ é um pdlo de 22 /y

na extensao H/F .

e Sewp(y) <0, qup(y) =vp(y?+y) = (¢+1)vp(z). Portanto, vp/(zr) = —q.a para
algum a € N* e vp (2% /y) = 2vp(2) —vp/(y) = —2qa+ (¢+ 1)a= —a(qg—1) <0e
temos que P’ é um poélo de z?/y em H/F .

e Sevp(y) =0, (¢+ 1)vp/(x) = vp(y? +y) > min { vp/(y?),vp (y) } > 0. Portanto,
vp(2%)y) = 2vp/(z) —vp (y) = 2vp/(z) e temos que P’ nao é pélo de 22 /y em H/F ..

. L ~ L 2
Mostramos acima que se P’ é polo de x ou zero de y em H, entdao P’ é pdlo de % em
s 2 ~ s,
‘H. Por outro lado, os pdlos de % em H sao os poélos de x ou zeros de y em H. Deste
modo, os tinicos poSlos de 2% /y em H sdo os zeros de y em H e os pélos de x em H.

Seja P} € Py tal que Pj| Py, onde Py € Pr 5 ) é o zero de y em F2(y)/F 2, entdo:
0 <e(PylPy) = e(Py|Po)vr,(y) = vpy(y) = vp(y) + UP(g(yq_l +1) = (g + vp(z).

E como e(F}|Py) < g+ 1, segue que e(Pj|Fy) = ¢+ 1. Portanto, P, ramifica-se totalmente
em H/Fp(y), ve(y) =q+1 e vp(z) =1
Por outro lado, se P'|Ps, onde P' € Py e P € Py () € 0 polo de & em Fpz(z)/Fe,

temos:

vp(2) = e(P'|Poc)up, (2) = —e(P'|Px) e qop(y) = vp(y'+y) = (g+1vp () = —(g+1)e(P'| Pw).
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E como mde(q+ 1,q) = 1 e e(P,|Px) < ¢, temos que e(P'|Py) = ¢, ou seja, Py
ramifica-se totalmente em H/F2(x), vp/(z) = —q e vp(y) = —(q¢ + 1).

Finalmente,
(22 /y)oo = —vp: (2 [y) P’ — vy (2 [y) Py =
= [com(a?) + v ()P + [ogy () + vy ()] P =
=[2¢-(¢+DIP'+[2+q+1]F=(¢—-DP' +(¢—1)F.
Dado que z?/y € F¥, 2(q — 1) = deg (2 /y)oo = [H : F(2?/y)] e [H : F*] = 2(q — 1),

concluimos que:

[F:Fpe(z®/y)] = [H: Fpe(z®/y)]/[H : F] = 2 — 3 =1, como querfamos demonstrar.
|

Lema 3.2.4. Existem exatamente (¢ + 1) lugares de F¥ que se ramificam na extensdo

F|F¥“ e eles sio os zeros (cada um deles simples) de y?=' 4+ y~(@=1 — 2,
Demonstragio. Seja t = y?=! 4y~ (@Y ¢ F*. Temos que:

<x2)4+1 _ (xq+1)2 B (yq_'_y)2 B y2q_'_2yq+1 _'_y2

z ny-l - yq-l'l - yq+1

=yl gy @ 2= ¢ 42

Afirmagao: 27! — (¢t + 2) é o polindomio minimo de ””—; sobre F2(t). Em particular,

t + 2 # u?, para todo d > 1 divisor de g + 1 e para todo u € F(t).

Demonstragio: De fato, F//F 2 (y?!) tem grau g+1 pois o polinémio minimo de 297! sobre

Fo2(y77") € paomipp(o-1)(2) = 27 —yfH (1 4+ y7) 7" e como [Foe(y"™') : Fpo(t)] = 2,
temos que [F: Fpe2(t)] = [F : Fe(y?T][Fe(y?!) : Fe(t)] = 2(¢+ 1). Conseqlientemente,
[ Foa ()] = [F - Fa (O] /[F - F*] = (2(¢+1))/2 = q+1. O

Além disso, F,2 contém uma (g+1)-ésima raiz primitiva da unidade e mdc (¢+1,p) = 1.
Logo, Fp(t)(2*/y) = F*(t) = F* é uma extensao de Kummer de Fp(t) de grau ¢ + 1
(veja a Definicao 1.3.23).
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Iqu )

Pelo Teorema 1.3.24(77), os tnicos lugares que podem se ramificar em F*/F2(t) sao
o zero e 0 pdlo de t + 2 em Fia(t).

Sejam P_y e P, 0s zeros de t+2 e de t —2 em F2(¢), respectivamente. Sejam também
Py € Ppo e P*, € Ppw zeros de t — 2 e de t + 2, respectivamente, em F'“ e P% um pdlo

de t em F¥. Temos:

vps, (£ — 4) = e(P*y|Py)up_,(* —4) = g + 1,

ja que e(P*,|P_s) = mdc(q+1[f:1>172(t+2)) = ¢ + 1. Analogamente,

B qg+1
mde (¢ + 1,vp(t +2))

vps (12 — 4) = e( P2 PooJuso (2 — 4) (=2) = —2(g+1)e

L q+1
(1 —4) = e(P;|P t?—4)=1 P}|P,) = =1
vpz ( ) = e(P|P2)up,( ) =1, jd que e(F5| ) mde (4 + Lon(t12))
Uma vez que y? ' —y~@D € P\ F¥ e [F: F*] = 2, temos que F = F¥(y?~t —y~(a=V)
2

é uma extensdo de Kummer de F* (veja o Exemplo 6 na Secio 1.3) e (y?~! — y~(a=1)
t? — 4 € F*. Portanto, os tinicos lugares que podem se ramificar em F'/F“ sao os zeros e
os polos em F“ det+2edet—2.

Sejam Py*, P*} € Pp tais que Py*| Py e P*5|P*,. Considere também P¥* € Pr acima

de PZ. Temos:

2 2 2
e(Py*|Py) mdc (2,vpy(t? —4))  mdc(2,1) 1 (1)

2 B 2
mde (2,vps (2 —4))  mde(2,—2(q+ 1))

e(PLIPL) = =L (2)
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92 2
e(P55|PL,) mde (2,vps (12 —4))  mde(2, ¢+ 1) @

De (1), (2) e (3), concluimos que os tnicos lugares que se ramificam em F/F“ sao os
zeros de t — 2 em F“. Fazendo-se t = 2 em (%)qﬂ =t + 2 e considerando que z9t! =4
possui ¢ + 1 raizes distintas , temos que hé exatamente ¢ + 1 zeros de t — 2 em F¥/F2(t)
(Teorema de Kummer) e o indice de ramificagdo de cada um deles nessa extensao é 1.

Conseqlientemente, ha exatamente ¢+ 1 zeros de t —2 em F“ que se ramificam na extensao
F/F®. [ |

Teorema 3.2.5. Sejam m um divisor de g—1, Ey o unico corpo intermedidrio de H/F tal
que [H : Ey]J=m e w um automorfismo de H/F . que satisfaz w(zx) = z/y e w(y) =y~ .
Existem exatamente (q+ 1) lugares de EY que se ramificam na extensio E,/EY. FEles sao

0s zeros em EY (cada um deles simples) da fun¢ao y™ +y~™ — 2.

Demonstracao. Considere o diagrama:

Vamos comecar tratando o caso:
1)n :=[E; : F] = <2 ¢ impar
Seja u = y™ +y ™.
Afirmagao 1: EY = F¥(u).

Demonstragao: Como H/F' é ciclica de grau (¢—1) e H = F(x), temos que E; = F(z™).
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Além disso, (z™)? = y™-a™, onde o = yt;ljl € F, implica que 2™ = y™?2.a™? (m/2 € N
pois n fmpar implica m par). Conseqiientemente, £, = F(z™) = F(y™?) e, portanto,
y™ € E;. Conseqiientemente u € E; e como w(u) = u, temos que u € EY.

E1 :F(ym/2)

Fy™)

Fo

Resta-nos ainda mostrar que u gera EY na extensao £y |F“. Com efeito, [E} : F(y™)] <
2 e divide [E; : F] = n; como n é fmpar, temos

F(y™) = F(y™?) = Ex.

Além disso, y?7 ! € F¥(y™) e x4t = yqx;—l/yﬂ € Iﬁ‘qz(“"’y—z)(ym) = F“(y™). Logo, F' C F“(y™).
Conseqiientemente, Ey = F(y™) C F“(y™) e concluimos que E; = F¥(y™).

Finalmente,

(B F(u)] = [F(y™) : F2(u)] = 2,

pois y™ éraiz de p(T) =T* —Tu+1ey™ ¢ F*.

E =F°(p™)

F®u)
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Lo | ()]
- By FE(u)) 2
S e et

L]
Assim, ¢, (u) =yt + =@V é o polindmio minimo de u sobre F. Pelo Corolério
2.1.6(i),

oul) ~ 2= (u= 2w’ k="T"

Logo,
Yy 2= (w=2) ()P (%)

Por outro lado, o Corolario 2.1.6(7i7) garante que pi(u) é separavel em F“ e que suas

raizes pertencem a F» e sao diferentes de 2. Denotemos por 3; € Fpe, t = 1,2, ..., "T_l,

cada uma das 25! raizes (distintas) de px(u). Desse modo, fazendo-se t = y4= + y=(@=1),

(%) escreve-se como:

n—1
5
t—2=y" 4y V2= (u-2) [J(u—p5)" (%)

i=1

El

F E(lu
2
F(D

F,. ()

Antes de determinarmos os lugares que se ramificam em F; /EY, determinaremos quais
os lugares que se ramificam em F;/F*.
Note que como [Ey : F] = (¢ —1)/m =n, 0" —y9* € F[] é o polindmio minimo

de y™ sobre F. Conseqiientemente, y9~! # r¢ para todo r € F e d > 1 divisor de n.
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Além disso, mdc (n,p) = 1 e, portanto, a extensao de grau n F;/F é de Kummer. Dessa
forma, dado P € Pp as possiveis ramifica¢oes de P em E;/F ocorrem se P é um pdélo
ou um zero de y9~! em F, ou seja, se P é um pélo de t. Por outro lado, o Lema 3.2.4
garante que somente os zeros de t — 2 em F* ramificam-se em F'/F“. Concluimos que os

tnicos lugares que podem se ramificar em FE; /F* sao os zeros de t—2 e os pdlos de t em F“.

Afirmagao 2: Se P € Pro é um zero de t — 2 e se P” € Pp, estd acima de P, entédo

e(P"|P) = 2.

Demonstragao: Pelo Lema 3.2.4, hé exatamente (¢ + 1) zeros de t —2 em F“ que se rami-

ficam (totalmente) em F'/F“. Por outro lado, como tais zeros nao se ramificam em E;/F

(pois 86 os pdlos de t ramificam-se nesta extensao), seus indices de ramificagdo em E;/F*

sao iguais a 2 (pela Proposigao 1.3.5). L]
Denotaremos por Py, Py, ..., Py 0s zeros de t —2 em F*. Se P € Pge ¢ um zero de

t — 2, obtemos que

s

2

0 <wvp(t—2) =vp((u—2)][(x-8)?

=0

m

n—1
2

e, portanto, devemos ter vp(u —2) > 0 ouvp([] (u—F;)) > 0, ou seja, as extensoes de
P; (j=1,2,...,q+1) em EY, sdo exatamente osZz_gros deu—2edeu—0; (i=1,2, ..., "T_l)
em LY.

Por outro lado, se P = Ps, € Ppe para algum i € {1,2,---, ”T_l}, temos que
vp, (u—p;) = 0se j #ievp, (u—2) = 0. Conseqiientemente, vp, (t—2) = 2vp, (u—pF;) >
0 e temos que Pg, é um zero de t —2 em EY. Analogamente, obtemos que P,_5 é um zero
de t —2 em EY. Concluimos que P € Pge ¢ um zero de t — 2 se, e somente se, P = P, _»
ou P = Pg, para algum i € {1,2,--- ,"T_l}

Afirmagao 3: Os zeros de u — ; nao se ramificam em Ey/EY i =1,2, ..., "T_l
Demonstragao: Seja Pp, € Ppe um zero de u— 3;. Para Py = Pg,NFY, A € {1, - ,q+1},

temos:
e( By, Pr) = e(Pg,|Py)vp, (t=2) = vp, (1=2) = 2vp, (pr(u))+vp, (u—2) = 2vp, (u—F;) > 2

Como o indice de ramificacao de Py em E;/F“ é 2 (pela Afirmacao 2), concluimos que
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e(Pﬁi

P,) = 2. Conseqiientemente, Pg, nao se ramifica em F;/EY. O

Sejam Py, € Ppe,i=1,---, "T_l, um zero de u—(3; e P,_» € Ppe um zero de u—2. Para

cada P; (j =1,2,--+ ,q+1), temos (gn(u) =2 = (t=2))(F)) = (u=2)(P)) [ (u—B5:)*(P)).

i=1

Logo, pelo Teorema de Kummer, hé acima de P;, em EY, pelo menos um zero de u — [3;,
1=1,--- ,”T_l e um zero de u — 2.

Fixe P; € Ppo, j = 1,2,---,q + 1; podemos aplicar a Afirmacao 3 e a Igualdade
Fundamental a extensao EY/F“, obtendo:

n= > e(P|P)f(P|P) = "2 + e(Pua|P)) f(Pu-a| P)) (% %)
pags

o que se verifica se, e somente se, e(P,_2|P;) = f(P,—2|P;) = 1. Conseqiientemente,
Pru—2) deve ramificar-se totalmente em F;/EY (Afirmacao 2). Note que (* * %) também
implica que para cada j € {1, 2,---,¢+ 1} hé apenas um zero de v — 2 em EY acima de
P;. Portanto, ha exatamente ¢+ 1 zeros de u —2 em EY os quais se ramificam em £, /EY.

Como vimos no paragrafo anterior a Afirmagcao 2, somente os zeros de t—2 e os pélos de
t podem se ramificar em E;/F* e, conseqiientemente, em E;/EY. Portanto, para finalizar
a demonstragao para o caso em que n é impar, resta-nos mostrar que os pélos de t nao se
ramificam em E;/EY. Mas isso é imediato ja que a extensdo E;/EY é galoisiana de grau
2 e, portanto, se os pdlos de t se ramificassem em E;/EY, ramificar-se-iam também em
E,/F (pela Proposicao 1.3.5 e pelo Lema 3.2.4) e pela Igualdade Fundamental aplicada
a extensao Ey/F, 2 teria que dividir n, o que seria uma contradicao.

Concluimos que somente os g + 1 zeros de u — 2 em EY ramificam-se em E,/EY.

2)n = <1 par
H4 duas possibilidades héa serem consideradas:
a)m é par

Nesse caso, temos ainda E; = F(y™?). Como y?=' € F“(y™/?) (j4 que 2 divide

q—1) e 27! = y(;—l/;’l € F¥(y™?), temos que F C F*(y™?). Conseqiientemente,

El = F(ym/2) C Fw(ym/2) e temos que El _ Fw(ym/2)

Seja @ = y™/? 4 y~m/2,
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Note que [E} : F¥(@)] = [F“(y™?) : F¥(@)] = 2 pois y™? éraiz de p(T) = T?~T.i+1

ey™? ¢ Fv.

E=F°(y™?)

F° (i)

F(L)

Portanto: [EY : F¥(u)] = (BP0 — 2 — 1 ou seja, BY = F(a).

[E1:EY) 2
g=1
Como [E¥ : F¥] =n e y's =27L. (yf;;) € F¥, temos que

() = SOn(ym/2 + y_m/2) — @ D/2 4 y=@D/2 ¢ pu

¢ o polinomio minimo de u sobre F*. Além disso, pelos itens (i) e (i7) do Coroldrio 2.1.6

- - (g - . n—2
enl@) =2 =y VTV o = @ —A)[fu@)]*, k=,

e 2 e —2 nao sao raizes do polinémio (separavel e com raizes em F,2) fi(@). Logo,

fazendo-se t = ¢, (), obtemos:

n—2
2

t—2=(a"—4)[[(@-5)* B €Fp distintas. (s ¢ # %)

i=1

Note que
=lon(@P =y +y Y r2=t12

Conseqiientemente, t — 2 = 2 — 4 = (t + 2)(t — 2). Pelo Teorema de Kummer (Teorema
1.3.12), hd exatamente dois lugares em F 2 () acima do zero de ¢ —2 (que néo se ramificam

em F2(t)/Fp(t)) em Fpe(t) : o zero de t + 2 e o zero de £ — 2. Vamos denotar por Py o

zero de t — 2 e por P',, o zero de t + 2, ambos em Py 2 ()
q
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2
E=F@u"?)

F E)=F°(@)

F,. (1)

Nota 1: Como E; = F(y™?), temos, de modo analogo ao que foi visto no caso n fmpar,
que os tnicos lugares de F“ que podem se ramificar em FE;/F“ sao os zeros de t — 2 e
os polos de t. Além disso, como antes, os indices de ramificagdo em E;/F* dos zeros de
t —2 em F¥ sao exatamente 2. Novamente, denotaremos por Pj, j =1,2,--- ,¢+ 1, os
zeros de t — 2 em F*.

Os zeros de t — 2 em F“ sdo extensoes dos zeros de t —2 e de £ + 2 em F“/F ().
Basta-nos, portanto, analisar as extensoes destes em E;/F%.

Primeiramente, analisemos as extensoes de Py em E;/F“.

Como
(n—2)/2
t—2= (@ -f@f =@ -4 [[ @-p)7

i=1
temos, analogamente ao caso n impar, que as extensoes de Py em EY/F“ sao exatamente

os zeros, em EY, de i —2,deu+2edea— G (i =1, 2,---,"7_2). Logo, se ()3 é um

n—2

zero de t — 2 em F*, ha, em EY, pelo menos: “Z= zeros de fi(u) acima de @)z, um zero

de @ — 2 acima de ()2 e um zero de u + 2 acima de ).
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Afirmacao 4: Seja P, um zero de @ — ; em EY, i € {1,--- ,”7_2} Para cada 1,
Ps, ramifica-se totalmente em EY/F“.

Demonstragao: De fato, dado i € {1, 2,---, "T_Z}, temos:

e(Ps,|P3) = e(Py, |P3)vpy(t — 2) = vp, (t — 2) = 2vp, (i — ;) > 2.

Conseqiientemente, para Py := Pz, NFY, temos que 2 < e(Py,|Py) = e(Pg,|Py).e(Pr\|Py) =
e(Pg,|P\) < 2. Logo, P ramifica-se totalmente em EY/F* e, portanto, Ps, nao se ramifica
em E;/EY. O

Nota 2: Sejam P;io e P;_o zeros, em EY, de u + 2 e de u — 2, respectivamente, e
seja Qs € Ppo um zero de ¢ — 2 abaixo deles. Pela Igualdade Fundamental aplicada &

extensao EY/F¥, temos:

n

n = Z e(P|Q2) f(P|Q2) = ; 29 + e(Pa2|@2) f (Pa-2|Q2) + e(Pat2|Q2) f(Pat2|Q2) ,

P|Q2
Peky

o que implica que e(FPz-2|Q2) = [(Pi-2|Q2) = e(Piy2|Q2) = [(FPay2/@2) = 1. Em
particular, para cada zero de t — 2 em F“, h4 em E¥ um tnico zero de % — 2 e um tnico
zero de @ + 2 acima dele. Como os zeros de £ — 2 em F“ sdo zeros de t — 2 em F*, temos

que os zeros de 4 + 2 e de @ — 2 em EY ramificam-se totalmente em E)/EY.

Afirmacgao 5: H4 ¢ + 1 zeros de 4> — 4 em EY.
Demonstracao: De fato, o Lema 3.2.4 garante que ha exatamente g + 1 zeros de t — 2 em

F¥. Destes, £t estdo acima de P’, e -, de P}. De fato, F'*/F.(f) é de Kummer de

grau %; em particular, galoisiana, e portanto, ha (¢ +1)/2 automorfismos de F*/F .z (t).

Portanto, se P € Py e P|Pj, para cada o € Auty L0 I temos o(P)|P} e estes sao todos
q

os lugares de F“ acima de Pj. Analogamente, para P’,. Como a soma dos lugares acima

de Py e de P’y em F“ é g+ 1 (pois £ —4 = t — 2), temos que exatamente % estdo

acima de P} e exatamente 4%, de P’,. Fixe um dos (¢+1)/2 lugares acima de P;. Como

acima dele hd, em EY, um tnico zero de @ — 2 e um tnico zero de % + 2 (Nota 2), temos

concluida nossa Afirmagcao. O

Agora vamos analisar as extensdes de t + 2 em E;/F¥.
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B n/2
Como n ¢ par, temos que t + 2 = [p,2(@)]* = [[(a — a;)?, a; € F,e distintas ( veja
i=1
Corolario 2.1.6(i) ). Seja P,, um zero de & — a; em EY, i = 1,2,---,%. Para cada i,
temos:

2 > e(Po,|PLy) = e(Po,| PLy)vpr, (E+ 2) = vp, (T + 2) = 20p, (9n/a(1)) > 2.

! . .. ~ .
Portanto, P_, ramifica-se totalmente em EY/F* e, conseqilentemente, ndo se ramifica em
(0%

Logo, dos zeros de t — 2 em EY, somente os zeros de t — 2 em EY ramificam-se em

g+l
2
EY) de u? —4 = (ym/2+y_m/2)2 — 4=y 4y ™" -2

Para terminar a demonstragao desse caso, resta-nos mostrar que:

1 ~ ~ .
E,/EY, a saber: os % zeros de 4 — 2 e 08 zeros de @+ 2, ou seja, os ¢+ 1 zeros (em

Afirmagao 6: Se P um pdlo de t em EY, entdo P nao se ramifica em E;/EY.

Demonstragao: Como [Ey : EY] = 2, Ey/EY é de Kummer. Em particular, tal extensao
é galoisiana. Assim, para provarmos a Afirmacao acima, é suficiente mostrarmos que ha
dois lugares em F; acima de P. Seja P € Py, acima de P, entdo w(P) € Pp, também

estd acima de P. Suponhamos, por absurdo, que w(p) = P. Temos:
vp(Y™) = vy (Y™) = vp(w (y™) = vp(5w)

donde se conclui que vp(y™) = 0. Conseqiientemente, 0 = nvp(y™) = vp(y??), o que é
absurdo, j4 que P é um pélo de t = y9~ 14y =71, 0

Finalmente, analisaremos o caso:

b)m é impar

Para resolver esse caso, usaremos o resultado anterior para m = 2m, como veremos a
seguir.

Como m é fmpar, £y ¢ F(y), pois [H : F(y)]= 2 e 2 ndo divide m. Logo, E; # F(y’)
para todo 7 € N. No entanto, é sempre verdade que E; = F'(z™).
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Afirmagao 7: EY = F¥(2™ + [w(x)]™)
Demonstragio: Como [w(x)]™ = (%)m = % € F(z™m) = EF, temos que
™ + [w(z)]™ € Ey. Além disso, o(w) = 2 e, portanto, w(z™ + [w(z)]™) = [w(x)]™ + 2™ e
temos que 2™ + [w(z)]™ € EY.

Como z™ é raiz do polinomio f(T) = T? — (2™ + [w(z)]™)T + (%) € FY(z™ +
w(@)]™)[T] e nao é fixo por w, temos que 2™ ¢ F“(z™ + [w(z)]™). Logo,
[F(x™) : FY(2™ + [w(x)]™)] =2 e

w . Tw/( .m my1 __ [F(xz™):F¥ (™ +[w(x)]™)] __ o
By Fe(am + [w(@)|™)] = FEmREld bl — 2,

E=F@x™)

FOE"+ [om@)]™)




CAPITULO 3. CURVAS MAXIMAIS E POLINOMIOS DE CHEBYSHEV 61

Seja o € Auty ,H o automorfismo de ordem 2 tal que a(z) = —z e a(y) = y. Como
H/F é ciclica, tal extensdo contém um tnico corpo intermediario L tal que [H : L] = 2.
Logo, L = H®. Desse modo, como [H : F(y)] = 2, temos que H* = F(y).

Antes de examinarmos os lugares que se ramificam em FE;/EY, analisaremos as ex-
tensoes B¢/ E e EY /E. A esta tltima extensao aplicaremos o resultado j& obtido no

item (a) do caso 2.

Afirmagao 8: E¢ = F(y™).
Demonstragdao: De fato, [Ey : Ef| =2 e y™ € Ef implicam que F(y™) C Ef. Além disso,

(272 =y [ 2] € F(ym) e, portanto , [y : F(y™)] < 2.

za—1
Como 2™ ¢ E¢ (pois m ¢é impar), temos que z™ ¢ F(y™) e [Ey : F(y™)] = 2. Logo,
[N m Eq:F(y™
[Bf « Fly™)] = Sy = 1 0
Afirmagao 9: E7" = F¥(u), onde u = y™ + y~™.
Demonstragio: F*(u) = FU(y™ +y™™) C F¥(@y™) C F(y™) = EY e como w(u) = u,
temos que F*(u) C E}"™.

B =F O™ Y= PO+ o))

F ()
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Por outro lado, {z™+ [w(z)]"}® = (%Z)m(u + 2) € F“u) e temos
[F(2™ + [w(z)]™) : F¥(u)] = [EY : F¥(u)] < 2. Conseqiientemente,
1< [EY -Fw(u)]:%ﬁi?fggﬂ.

Analisaremos os lugares que se ramificam em F;/EY da seguinte forma:
1. Determinaremos os lugares de E7"* que se ramificam em EY/E}";
2. Determinaremos os lugares de E{" que se ramificam em Ef/E]™;
3. Determinaremos os lugares de E7"“ que se ramificam em FE;/E{";
4. Compararemos os indices de ramificagao dos lugares obtidos no item 3 nas extensoes
oW o oW W oW
EyJEYY, EYJEY e EYJETY.
As afirmacoes 7 e 9 implicam que

EY D B (a™ + [w(@)]™) D F(a™ + [w(z)™) = EY

Desse modo, EY = E7"* (2™ + [w(x)]™) e como a(z™ + [w(z)]™) = —(z™ + [w(z)]™),
temos que £ + [w(z)]™ ¢ E™. Além disso, temos que {2 + [w(z)]™}* = (—) (u+2) €
E7* e, portanto, a extensao EY/E(" tem grau 2 e a equagdo anterior é o polinémio
minimo de (2 + [w(x)]™) sobre E{"*. Conseqiientemente, tal extensdo é uma extensao

de Kummer.
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m

E EV=EPC "o (0]")

SR
[\S}

F FOu=ET"
n
2
® _ 2
F” = Iqu(% )
g+l
Iqu )

Deste modo, os tnicos lugares de E{"* que podem se ramificar em EY/E[™ sao os

1
zeros ou polos de (%2) e os zeros ou polos de (u + 2). Como (“"’—;)qu =t + 2, onde

t =yt 4y~ os zeros de (%2) nos corpos intermedidrios de Ey/F“ sao os zeros de
t + 2 nesses mesmos corpos. Analogamente, os pélos de x2/y em tais corpos sao os polos
de ¢ neles. Notemos também que se P é um pélo de u + 2 em E, entao P é pélo de ¢

nesse corpo.

Afirmagao 10: Os zeros de %2 em E["” ramificam-se (em particular, ramificam-se total-
mente) em EY/E7.
Demonstracdo: Seja P um zero de %2 em E{"”. Como P é também um zero de ¢ + 2 em

B, denotd-lo-emos por P*; € Pgow. Consideremos também um lugar P35 € EY tal
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que P*5 = P*$*NE™, P*, = P*» N F¥ um zero de t +2 em F* e P_5 0 zero de t + 2 em
F(t). Temos:

(q+ Dvps,(2) = vpr, (t+2) = e(P*|Py)op ,(t+2) = q+ 1

: . _ q+1 _ . 22y _
(pois e(P*y|P_y) = mdelartor @2y — 4T 1) e, conseqiientemente, vp- (%) = 1.
ﬂ - -
Além disso, (”;—2) oz o4y Sl pn(u) <= 29" = y? +y. Como
2

y
¢n(u) é separavel e suas raizes pertencem a Fp2(t), o Teorema de Kummer garante que
2

. 2 . , .
existem exatamente 3 zeros de £- em Y™ = ['“(u) acima de P’ € I' e seus indices de
ramificacdo em E7"”/F“ sao iguais a 1. Conseqiientemente, temos e(P*5|P*,) = 1.

Finalmente, temos:

SL’2

2upsss (2" 4 [w(z)]™) = me(P25 | P )vp ( , )+ vpsy(u+2) =

2
*kkk k% *k * x *kkk *k
= me(P" |P—2)‘3(P—2|P—2)UP12(?) = me (P P)

e como m é fmpar, devemos ter e(P*5"|P*5) = 2 (note que vp«(u +2) = 0, ja que u + 2
divide ¢, (u) —2 =t —2 ( Corolario 2.1.6(i) ). O

Para os zeros de u + 2 em E}" vale o seguinte:

Afirmacao 11: Os zeros de u + 2 ramificam-se (em particular, ramificam-se totalmente)
em EY/E.

»

m

Demonstragio: Sabemos que t —2 = ¢, (u) —2 = (u* —4) ) (u—(;)?, B; € F 2. De modo

~
[y

analogo ao item (a), temos:

e As extensoes de P; (zeros de t —2 em F*), j € {1,--+ ¢+ 1}, em E[" s@o os zeros
de u— f; em Ef™ (i=1,---,%52), os zeros de u — 2 em E{"™ e os zeros de u + 2
em E{".

e Para cada P;, hd acima dele, em E[", pelo menos: um zero de u — §; (1 =

1’...’"T—Q),umzerodeu+2eumzerodeu—2.

e Fixado j, considere P, um zero de u — f3; em E7™ i € {1,--- ,”7_2}, P2 um zero

de u+2em E™ e P, um zero de u — 2 em E}" lugares acima de FP;.
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Temos e(Py|P)) =2 ¢ [(Pusl ) = e(Pucsl P}) = e(Pusal B}) = f(Pusal P;) = 1.

Conseqiientemente, 1 = e(Py2|P;) = e(Pyuy2|Pj)vp,(t —2) = vp, ,(u + 2). Logo, para

/ w . / _ 2 —
P, 5 € Pgo zerode u+2 em EY, temos: e(P, 5| Pyi2) = e @r, S TD) 2.
Nota 3: Para terminar o estudo dos lugares que se ramificam em EY/E7™ a fim de
determinarmos os lugares de EY que se ramificam em FE,/FEY, falta verificar se os pélos
de t em E"* se ramificam nesta extensao. No entanto, isso serd omitido — mostraremos
diretamente, ao final dessa demonstracao, que os polos de t em EY nao se ramificam em

E,/FEY, sem analisar as extensoes EY¥/E™ e EY/E{"™.

Agora analisemos a extensao E¢/E".

~ , , 1
Afirmagao 12: H&, em EJ", exatamente % zeros de u + 2 e exatamente

de u — 2 que se ramificam na extensao Ef/E}"".

q+1

N Z€ros

. - - I
Demonstracao: Fazendo-se m =2m e £} = E{, temos u =y2z +y~ 2
H
m
El :F(yr%/Z)
n
F El‘”: F®(u)
F(,l)
]qu (9
Pelo item (a), ha exatamente qzll zeros de u + 2 e exatamente qzll zeros de u — 2,
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ambos em EY, que se ramificam na extensao E;/EY. Como os % zeros de u — 2 em

E¥ nao se ramificam em EY/EY e seus graus relativos nessa extensao sao iguais a 1 (veja

Nota abaixo), temos que héa 2.% zeros de u — 2 em EY que se ramificam em E;/EY. O

n—2
2
Nota 4: Em primeiro lugar, como (%2)‘”1 —4=t—-2=(u*—4) [[(u— )% temos
i=1
que qualquer zero @) de u—2 em EY estd acima do zero de (%2)‘1*1 —4 em F*“ e, conseqliente-

mente, de — B, para algum B € TFp satisfazendo g7 = 4. Logo,

Y
(2™ + [w(z)]™)? = 48™ (modQ) e como z*> = 43™ tem duas rafzes distintas em Fp, o
Teorema de Kummer garante que ha exatamente dois lugares em EY acima de @ (lembre-
se de que BY = E¥ (2™ + [w(z)]™) e, portanto, podemos aplicar o Teorema de Kummer a

essa extensao).
Finalmente, analisemos a extensao E;/E]"™, ou seja, a extensao E;/EY.

Afirmagao 13: Os unicos lugares de Ey que podem se ramificar em F, / E) sdo os zeros
de x—; e os polos de t.
Demonstracio: De fato, By = F(z™), Fy = F(y™) e como

=y (2,

os unicos lugares de F; que podem se ramificar na extensdo de Kummer F;/F; sao os
2 , - , ~ ,
zeros de % e de y™ ou os polos dessas funcoes. Como os zeros e os polos de y™ sao polos de

’, 2 . ’
t e o mesmo vale para os polos de %, a afirmativa esta provada. [l

Logo, pelas Afirmacoes 12 e 13, os unicos lugares de E‘f que podem se ramificar em

El/Ef sao os zeros de u — 2, de u + 2, de %2 e os polos de t.
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=0}
El
Para finalizarmos a demonstragao de nosso Teorema, basta mostrarmos que:

1 ~ ~ . ~ .
e Os &= zeros de u+ 2 em F) nao se ramificam em E;/F); (com efeito, mostrando-se
isso, as Afirmacoes 11 e 12 implicarao que os zeros de u + 2 nao se ramificam em
Ey/EY);

2 ~ ~ . ~
e Os zeros de - em L7 nao se ramificam na extensao £ JEY;
e Os pdlos de t em EY nao se ramificam em E;/EY.

Com efeito, se provarmos os trés itens anteriores, provaremos nosso Teorema para o
caso em que m ¢é impar, ja que ha (¢ + 1) zeros de u — 2 em EY que se ramificam na

extensao E)/EY (conforme o final da demonstracio da Afirmagao 12).

Afirmagao 14: Com as notagoes anteriores, temos:

(7) O % zeros de u + 2 em F; nao se ramificam em El/El;

(77) Os zeros de “’2—2 em E% ndo se ramificam na extensao Ey/E¥;

(i73) Os pdlos de t em EY nao se ramificam em F;/EY.
Demonstragdo: (i) Como os zeros de u + 2 em E) estdo acima do zero de t — 2 em Fa(t),
eles nao podem estar acima de polos de t e nem mesmo dos zeros de % em F“, ja que esses
tltimos sao extensoes do zero de t + 2 em F2(¢). Portanto, de acordo com a Afirmacao
13, os zeros de u + 2 em E; ndo podem se ramificar na extensio F; / Ef .

(i7) Decorre imediatamente das Afirmagoes 10 e 12.

(77i) Sabemos que F; = F(2™) e que se P é um polo de t em EY e P’ € Pg, estd acima



CAPITULO 3. CURVAS MAXIMAIS E POLINOMIOS DE CHEBYSHEV 68

de P, entdao w(P’) também estd acima de P e

1/ m ™
(™) = o) = e (7).
Logo, se w(P’) = P', temos que vp: (™) = vypry(2™) = vp/ (™) — vp(y™) e conseqiien-
temente, vp/(y™) = 0. Um absurdo. Concluimos que w(P’) # P’'. Como [E; : EY] = 2,
temos que e(P'|P) = e(w(P")|P) = 1. O

Provamos entao que hé exatamente (¢ + 1) lugares que se ramificam em E;/EY e sao
justamente os zeros, em EY, da fungao u —2 =y™ 4y~ " — 2.
[

Visto que o género g(E,) de £y /F g depende dos lugares que se ramificam na extensao
E1/EY e do género de EY /F 2, concluimos que o Teorema 3.2.5 é 1til para a determinagao
de g(E1).

O Corolério seguinte generaliza a Nota 4.4 de [G-S].

Corolario 3.2.6. Com as notacoes do Teorema anterior, temos:

1) se n € impar, entao EY = F_2(u,v) onde
1 q
VIt = on(u) + 2

¢ uma equacgado irredutivel.

(i1) se n e m sdo pares, entao EyY = Fp.(u,v) onde

¢ uma equacado irredutivel.
(iii) Se n € par e m ¢ impar, EY = F e (l,v) onde
0T = pn (vl —2)

€ uma equacao rredutivel.

~ . 2 _
Demonstracao. Considere v = % eu=y"+y "

(i) A demonstragao segue imediatamente da prova do Teorema 3.2.5.
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(i1) Seja @t = y= +y~=. Pelo Teorema 3.2.5, temos que F¥ = F¥(@1) e e x;; =
y
y'T YT = wn(ﬂ)-
iii) Seja | = —L+, onde | = 2™ + [w(z)]™. Pelo Teorema 3.2.5, temos que E¥ =
v 2 1
F(l) = Fp(v)(l) = Fpa(l,v) e vl = Ui = u + 2. Conseqiientemente, v4t! = [apg(u)f =

[ 5 (vl — )]2 N

Exemplo 8. Considere a curva afim v3 = ¢y(y? +y2) = y2+y~2 sobre Fa5. Pelo Coroldrio
3.2.6, tal equacdo é irredutivel e E¥ = Fys(v, @) (onde @ = y?/2 + y~%/2), subcorpo do
corpo Hermitiano H sobre Fo5. Tal curva é, portanto, um exemplo de uma curva maximal

sobre Fys.

3.3 O caso em que m divide ¢+ 1

Seja L, o tnico corpo intermediario da extensao H/F2(y) tal que [H : E;] = m, onde
m é um divisor de ¢ + 1 (tal corpo existe pois a extensao H/F,2(y) sendo de Kummer,
em particular, é ciclica).

Considere EY o corpo fixo pelo automorfismo w € AUthQH tal que w(y) = y~' e
w(r) = zy~t. Temos EY = HY onde G = (\,w) é dado na primeira Secio deste Capitulo),

j4 que FEy = H*, pela unicidade de E.

Proposicao 3.3.1. Seja z = y' + y~'. A extensio H”/F,2(z) € de Kummer de grau

(q+ 1) e [x +w(x)] € um gerador dessa extensdo.

Demonstragdao. De fato, Fpe contém uma (¢ + 1)-ésima raiz primitiva da unidade e
mdc (q+1, charF ) = mdec (qg+1,p) = 1. Além disso, z+w(x) € H*, pois w (v + w(x)) =
w(r) +w?(z) = r + w(z). Temos também que

ry+x v y+1

r+w(r) = g 2 i
+1
rdtl y+1 q+1 rdtl y+1
[z + w(z)]?™ = el ( q_+2 = 7 ( )’ =
Y2 Y2 Y2 Yy

q+1

- 2 1] 2 a— - g
= (y* +y),y‘%, {7y Ty ] (yTl _|_y—qu> (z+ 2)%1 —
Yy



CAPITULO 3. CURVAS MAXIMAIS E POLINOMIOS DE CHEBYSHEV 70

= pu1(2)(z+2)T €Fp(z) (1)

2

Como [H : Fpe(z2)] = ¢+ 1, plu) = u™ — <pq%1(z)(z +2)% € F2(2)[u] é o polinémio
minimo de [z + w(x)] sobre F(z). Logo, § := <p%(z)(z + 2)qT+1 satisfaz 3 # w? para
todo w € F2(2) e para todo d > 1, d divisor de (¢ + 1).

Seja L :=F2(2)(x + w(x)).

a
\L\ /

F,: )

]qu )

Sabemos que o grau do polinomio PyF 2(2) polinémio minimo de y sobre F2(z), é 2 e
como L D Fp(z), temos que dp, 1, < 2. Como H = L(y) (de fato, 2+ w(z) = z(1+y ™)),

temos [H : L| = 0p, 1, < 2. Logo, [H¥ : L] = U%ﬁj} = [H—zL] <1 [ |

Proposigio 3.3.2. EY/F.(2) € uma extensio de Kummer de grau T2 e [z + w(x)]™ €

m

um gerador dessa extensao.

Demonstragdo. Primeiramente, mostremos que [z + w(z)|™ € EY = HY. De fato,

Logo, [z + w(x)]™ € H*. Como [r + w(z)]™ € H* (Proposi¢ao 3.3.1), temos que
[z 4+ w(z)]|™ € HM) =HYI = EY. Seja M = Fp(2)((z + w(x)™).
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E‘;’\M /
\ 2

]qu (Z)

Fy2 ()

Como [H” : Fp2(2)] = ¢+ 1, se [M : Fe(2)] < £ entdo [H¥ : M] > m, o que seria
absurdo, ji que z + w(z) é raiz de u™ — [z + w(z)]™ € M[u]. Logo, [M : Fpe(2)] = L e
[HY : M] =m.

Logo,

e
[He : EY]

Portanto, £ = M = F2(2)([x +w(x)]™) e pela equacao (1), temos que

m=[Ey: M]=

-

{lz+ @@} = pua(2)(z +2)'T €Fp(z) (4)

2

é o polinémio minimo de [z 4+ w(z)]™ sobre Fy2(z). Como F, contém uma £--ésima raiz

g+1
m

primitiva da unidade (pois (a™?~1)% =1 para todo a € Fz) e mdc(qg+1/m, p) =1, a

qg+1
m

dela. [ |

extensao EY /F (%) é uma extensao de Kummer de grau e [v 4+ w(x)]™ é um gerador

Corolario 3.3.3. Com as notagées anteriores, temos que EY = Fpe(u,v), onde u e v

satisfazem a equacdo irredutivel

at+l

v =u4ul 4 pgoi(u—2) —2.

Demonstracao. Em primeiro lugar, observamos que
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g+1
prw@)t = |z (14 D] =@ty (1+1) 0+ =
= (¥ +y) (1 + %) L+y ) =@ +y)L+y iy +y ) =
=@ Y+ + Yy 2+ (T +y D - 2)
=(z+2)+(z+2)0+ (¥ +y V-2
Definindo-se v := [z4w(z)]™ e u = z+2, temos pela Proposigao 3.3.2 e pela igualdade
acima que By =Fp2(2)(v) =Fpe(z+2)(v) =Fe(u,v) e
v = ut Ut + g (u—2) - 2

¢ o polinomio minimo de v sobre F(u). [

Corolario 3.3.4. Seja Ey o tnico corpo intermedidrio da extensio H/Fp(y) tal que

[H : Es] = m, ondem é um divisor de g+ 1. Considere ES o corpo fizo pelo automorfismo

w € Auty ,H tal que w(y) =y ! ew(z) =zy~". Temos:

7(‘1_3)(5“_7”) se m € par

g(E;) - ( —3)(77-:-1—m)+( +1)

= se m, € impar
onde g(EY) é o género de Ef .
Demonstracdo. Pela Proposi¢io 3.3.2, a extensdo de grau £ EY/F2(2) é de Kummer,
com EY =Fp.(2)([z +w(z)]™) e

my 41 q+1
{lz+w@)]"t =paa(2)(z+2) 7. (%)

Deste modo, os tnicos lugares de Fp2(z) que podem se ramificar em EY/F2(z) sdo os
zeros ou pélos de g1 (2)(z+2)": . Por outro lado, pelo Lema 2.1.6, 0 polinomio Pt (2)

é separavel e possui todas as suas raizes em Fp. Logo, (*) pode ser reescrita como

[

)

2
a+1 a+1
{lz+w@)]™" =(=z+2)" . J[(z=8) ,onde a1 (6;) =0
i=1
e os unicos lugares de F2(2) que podem se ramificar em EY /F2(2) sao os zeros de z — f3;
(i€ {l,--+,%2}), o zero Py de z +2 e 0 pélo Py de <pq%1(z)(z + 2)%_1. Seja P, um

zero de u — (3;. Ha quatro possibilidades a serem consideradas:
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e PePr,eP ¢ {Ps, Py Puji=1,-- -1}, Nesse caso, vp(<pq 1(z )(2—1—2)(1_;1) =0
e para todo P’ € Pgy acima de P, temos e(P'|P) = ﬁ% 1.

e se P = P_,, temos vp(pq ( )z +2)%) = 2L ¢ para todo P, € Ppy acima de
/m

2
P_o, temos e(P’,|P_5) = ) , onde

(x)

d = mde (q+1 q+1):mdc(—2(‘i:1),q+1)

m 2 2
De (*x), temos que d é multiplo de % e é divisor de qmll. Logo, d € {%, q:;—l
Se m for par, temos d = £ e, nesse caso, e(P’,|P_5) = 1. Se m for fmpar, temos

d = %t e, nesse caso, e(Pi2|P_2) =2.

e Se P = Py, temos s (o1 (2)(z +2)"T) = —¢ e para todo Pl € Ppy acima de

2
— (g+1)/m —
P007 temos e(Po,o‘Poo) = m = (q—|— 1)/m
e Finalmente, se 3; € I satisfaz Pt (8:) = 0, temos para P = Pg, que vgi(go%(z)(sz

(g+1)/m _
mdc((¢g+1)/m,1) —

q + 1)/m. ortanto, hna exatamente -—— zZeros de Ygq-1(2) €Il Z), OS quals
Portanto, hi exatamente 9! de pu F i

2)%2) = 1 e para todo P} € Py acima de Pg,, temos e(Pj | Pg,) =

2
ramificam-se totalmente na extensao Ef/F2(z).

Afirmagao: Seja K’ o corpo de constantes de EY. Se K := IE% , entao K’ =TFp.

Demonstragao: Seja K" o corpo de constantes de H. Como EY C H, temos que K’ C K”.
Além disso, H/Fp2(y) é uma extensao de Kummer e para I, € Py acima de Py, zero de y
em Fp2(y), temos vp (y(y9~" + 1)) = 1 e pelo Teorema 1.3.27, segue que K” = F,2. Logo,
Fe=KCK CK"=Fpg. O

Finalmente, podemos aplicar o Teorema 1.3.27 a extensao £ /IF2(z) para calcular o

A w.
género de EY:

» qg+1 1 qg+1
Q(Ez)—1+7(9—1)+§ > (F=—=—rp)degP,

m
PGPFQ2(Z)

onde g é o género de F2(z) e rp = mdc <q+1 (goq 1(z )(z—|—2)qT+1)).

Caso 1: m é par

Nesse caso, temos:



CAPITULO 3. CURVAS MAXIMAIS E POLINOMIOS DE CHEBYSHEV 74

e Se P=Py e(Py|Psy)=1erp,=(¢+1)/m.
e Se P = Pg,, onde qu%l(ﬁi) =0, temos e(P,|Ps,) = (¢ +1)/merp, =1

e Se P =P, temos e(P, |Py) =(¢+1)/merp, =1

Portanto,
+1 1fg+1 +1 +1 +1
gEs) =112, 2|4 17 )4 (=11 =
m 2 2 m m m
_1_q+1+(q+1)(Q+1—m)_—4(q+1—m)+(q+1)(Q+1—m)_
m 4m N 4m N
_(g=3)g+1-m)
4m '

Caso 2: m é impar
Nesse caso, a tnica diferenca é que e(P’,|P3) =2erp, = (¢+1)/2m.

Logo,

1 1 1 1 1 1
g(Bs)=1-1% +—{q+ (CH —1)+<i—&)}:
2 m m 2m

21—%+% {(q+2_m)(q2;1)} :4m_4(Q+1)+4(767]1+1)(Q+2—m) _
_m(g=3)+¢*—q—2 _—m(g—-3)+(¢—-2)(¢+1) _
4m dm
_—mlg=3)+(=3)g+ D+ (¢+1) _(¢=3)g+1-m)+(¢+1)
4m dm '

Exemplo 9. Seja v = 4" + u + pg(u — 2) — 2 sobre Fy9. Pelo Coroldrio 3.3.3, tal curva

¢ maximal sobre Fy9 e seu género é 3 (Corolario 3.3.4).
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