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RESUMO

POLINÔMIOS DE CHEBYSHEV E CURVAS MAXIMAIS

Raquel Tavares Scarpelli

Orientadora: Luciane Quoos Conte

Este trabalho, baseado no artigo “On Chebyshev Polinomials and Maximal Curves”, de

Arnaldo Garcia e Henning Stichtenoth, tem como objetivo estudar algumas subextensões

Eω
i /Fq2 (q = pn, para algum primo ı́mpar p), i = 1, 2, do corpo de funções Hermitiano

H/Fq2 , onde Ei = H〈λ〉 para certos automorfismos λ e ω de H/Fq2. Caracterizaremos,

por meio de resultados sobre polinômios de Chebyshev, os lugares que se ramificam em

E1/E
ω
1 , bem como o gênero do corpo de funções Eω

2 /Fq2 . Novamente utilizando resul-

tados sobre polinômios de Chebyshev, encontraremos fórmulas expĺıcitas (nas quais tais

polinômios aparecem) para as equações das curvas maximais que envolvem os geradores

de Eω
i , i = 1, 2.

Palavras-chave: corpo de funções Hermitiano, gênero de um corpo de funções, polinômios

de Chebyshev, curvas maximais.



ABSTRACT

CHEBYSHEV POLYNOMIALS AND MAXIMAL CURVES

Raquel Tavares Scarpelli

Advisor: Luciane Quoos Conte

The present work, based on the paper “On Chebyshev Polinomials and Maximal

Curves”, by Arnaldo Garcia and Henning Stichtenoth, is devoted to the study of some

subextensions Eω
i /Fq2 (q = pn, for some odd prime p), i = 1, 2, of the Hermitian function

field H/Fq2, where Ei = H〈λ〉 for some automorphisms λ and ω of H/Fq2 . We characterize,

by means of results about Chebyshev polynomials, the places which ramify in E1/E
ω
1 , as

well as the genus of the function field Eω
2 /Fq2. Using again some results on Chebyshev

polynomials, we find explicit formulae (in which such polynomials appear) for the equa-

tions of the maximal curves involving the generators of Eω
i , i = 1, 2.

Keywords: Hermitian function field, genus of a function field, Chebyshev polynomials,

maximal curves.
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Introdução

Uma curva algébrica (projetiva, não-singular e irredut́ıvel) cujo modelo afim é dado

por f(x, y) = 0 sobre um corpo finito Fq2 , onde q = pn para algum primo p, é maximal

se NFq2
Fq2(x, y) = q2 + 1 + 2gq, onde NFq2

Fq2(x, y) é o número dos lugares racionais de

Fq2(x, y)/Fq2 e g é o gênero desse corpo de funções. Nesse caso, também dizemos que o

corpo de funções Fq2(x, y)/Fq2 é maximal ou que o corpo Fq2(x, y) é maximal sobre Fq2 .

Gilles Lachaud provou (Proposição 6, [L]) que se f(x, y) é uma curva maximal sobre

um corpo finito Fq2 e L é um subcorpo de Fq2(x, y), então L/Fq2 é também maximal. Isso

equivale a dizer que o corpo de funções L/Fq2 é gerado por funções que satisfazem uma

equação de um modelo afim de uma curva maximal.

Dentre muitos problemas envolvendo curvas maximais f(x, y) = 0 sobre Fq2 está a

obtenção de equações expĺıcitas para tais subcorpos L de Fq2(x, y). Este é um dos prin-

cipais objetivos desta dissertação. Para alguns desses subcorpos, mostraremos que essas

equações envolvem de maneira natural polinômios de Chebyshev. Além disso, usaremos

propriedades algébricas desses polinômios para caracterizar os lugares que se ramificam

em certas extensões de tais subcorpos.

A curva xq+1 = yq + y sobre Fq2 é uma curva maximal, como veremos no final do

Caṕıtulo 1. Ela é chamada curva Hermitiana e seu corpo de funções correspondente

H/Fq2 , onde H = Fq2(x, y), é denominado corpo de funções Hermitiano. Neste trabalho,

baseado no artigo “On Chebyshev Polinomials and Maximal Curves”([G-S]) de Arnaldo

Garcia e Henning Stichtenoth, definiremos certos subgrupos do grupo de automorfismos

de H e olharemos para alguns corpos fixos L por tais subgrupos.

O primeiro caṕıtulo destina-se a apresentar ao leitor os principais resultados da Teoria

de Corpos de Funções Algébricas que usaremos no texto. Merecem destaque o Teorema

de Kummer e o Teorema 1.3.24 (para extensões de Kummer), os quais serão largamente

utilizados no Caṕıtulo 3.

O Caṕıtulo 2 tem como objetivo definir polinômios de Chebyshev e apresentar pro-

priedades a eles relacionados. Foram inclúıdos certos resultados sobre esses polinômios,

os quais não aparecem no artigo original. Isso foi feito para que pudéssemos caracterizar



2

os lugares que se ramificam nas extensões dos subcorpos com os quais vamos trabalhar

usando apenas os Caṕıtulos 1, 2 e 3 (contrariamente ao artigo, que faz uso de resultados

do paper “On subfields of the Hermitian function field”, Compositio Math., de A. Garcia,

H. Stichtenoth e C. P. Xing), além de permitir a generalização dos Teoremas 6.1 e 6.2 de

[G-S]. O leitor perceberá também que substitúımos o Teorema 3.1 e a Nota 3.2 de [G-S]

pela Proposição 2.1.4, que já é suficiente para provarmos o Teorema 3.2.5 (Teorema 4.1

de [G-S]).

O Caṕıtulo 3 desenvolve o artigo citado acima, na tentativa de obter, entre outras

questões, equações expĺıcitas para curvas maximais sobre Fq2 (q ı́mpar). Dado um divisor

m de q2 − 1, analisaremos o caso em que m divide (q− 1) e o caso em que m é divisor de

(q + 1). Em ambos os casos, obteremos as equações das curvas maximais estudadas por

meio de resultados relacionados a polinômios de Chebyshev, os quais aparecerão (como

já era de se esperar) nas fórmulas das curvas. Para o caso em que m divide (q + 1), será

posśıvel, inclusive, calcular o gênero de alguns corpos de funções (em geral, essa é uma

tarefa árdua). Ressaltamos a prova do Teorema 4.1 de [G-S], onde analisamos todos os

casos.

É importante mencionar que alguns teoremas, lemas e proposições do Caṕıtulo 1 terão

suas demonstrações omitidas, a fim de não alongarmos o texto demasiadamente. Para tais,

recomendamos [S].



Caṕıtulo 1

Corpos de Funções Algébricas

1.1 Corpos de Funções Algébricas e Valorações

Definição 1.1.1. Um corpo de funções algébricas F/K em uma variável sobre K é uma

extensão de corpos F ⊇ K tal que F é uma extensão finita de K(x) para algum x ∈ F

transcendente sobre K.

O corpo K̃ = {z ∈ F ; z é algébrico sobre K} é chamado o corpo de constantes de

F/K.

Exemplo 1. O corpo de funções algébricas F/K onde F = K(x) para algum x ∈ F\K̃
é chamado de corpo de funções racionais.

Exemplo 2. Sejam K um corpo, x transcendente sobre K e f(x, y) = 0 um modelo afim

de uma curva algébrica (projetiva, não-singular e irredut́ıvel) sobre K. F = K(x, y)/K

é um corpo de funções algébricas. Em particular, se K = Fq2 (onde q = pn, p primo) e

xq+1 = yq + y, temos que H/K é o corpo de funções Hermitiano, onde H = K(x, y). A

curva projetiva cujo modelo afim é dado pela equação xq+1 = yq + y é chamada curva

Hermitiana.

Definição 1.1.2. Um anel de valoração do corpo de funções F/K é um anel O com as

seguintes propriedades:

3
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(i) K ( O ( F ;

(ii) Para cada z ∈ F , z ∈ O ou z−1 ∈ O.

O anel P = O\O∗, onde O∗ = {z ∈ O; ∃ω ∈ O tal que z.ω = 1}, é o único ideal

maximal próprio de O e é chamado um lugar de F/K. O anel quociente O/P= FP é o

corpo residual em P e definimos deg P= [FP : K]. Dado x em F , x(P ) := x (modP ) é a

classe de x em FP .

Os lugares de F/K de grau 1 são denominados lugares racionais de F/K.

O conjunto PF = {P ;P é lugar de F/K} é o conjunto dos lugares de F/K. Ele é um

conjunto infinito, conforme veremos no final da Seção 2.

Exemplo 3. Dado um polinômio não constante, mônico e irredut́ıvel p(x) ∈ K[x], o

conjunto Op(x) := {f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x] e p(x) - g(x)} é um anel de valoração do

corpo de funções K(x)/K. De fato, K ( Op(x), já que p(x) ∈ Op(x)\K. Além disso,

Op(x) ( K(x), pois p(x)−1 ∈ K(x)\Op(x). Seja q(x)/h(x) ∈ K(x). Sem perda de generali-

dade, podemos supor que q(x) e h(x) não têm fatores em comum. Assim, p(x) não pode

dividir ambos os polinômios ao mesmo tempo. Caso p(x) não divida h(x), temos que

q(x)/h(x) pertence a Op(x). E se p(x) divide h(x), então [q(x)/h(x)]−1 ∈ Op(x). Portanto,

Op(x) é um anel de valoração de K(x)/K.

O conjunto O∞ := {f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], ∂ f(x) ≤ ∂ g(x)} é também um anel de

valoração do corpo de funções K(x)/K. Com efeito, K ( O∞, já que

p(x)−1 ∈ O∞\K. Além disso, O∞ ( K(x), já que p(x) ∈ K(x)\O∞. Seja

q(x)/h(x) ∈ K(x); se ∂ q(x) ≤ ∂ h(x), então q(x)/h(x) ∈ O∞. Caso contrário, temos

que [q(x)/h(x)]−1 ∈ O∞. Portanto, O∞ é um anel de valoração de K(x)/K.

Veremos mais tarde que, de fato, esses são os únicos anéis de valoração do corpo de

funções racionais.

A próxima Proposição mostra que um anel de valoração pode ser unicamente deter-

minado por seu ideal maximal P .

Proposição 1.1.3. Seja O um anel de valoração de F/K e P seu ideal maximal. Então:

(i) x ∈ F \{0}, x ∈ P ⇐⇒ x−1 /∈ O ;

(ii) Para o corpo de constantes K̃ de F/K temos K̃ ⊆ O e K̃∩P = {0}.

Demonstração. (i) Suponhamos que x ∈ F\{0} e x ∈ P . Como P é um ideal próprio

de O, temos que x−1 não pertence a O. Reciprocamente, se x−1 não pertence a O para
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algum x pertencente a F , então x pertence O, pois O é um anel de valoração. Além disso,

como x−1 não pertence a O∗, temos que x não pertence a O∗. Portanto, x pertence a P .

(ii) Seja z ∈ K̃. Suponhamos, por absurdo, que z /∈ O. Logo, z−1 ∈ O. Como z é

algébrico sobre K, z−1 também o é. Portanto, existem ai ∈ K, i = 1, · · · , r, tais que

ar(z
−1)r + ar−1(z

−1)r−1 + · · · + a1z
−1 + 1 = 0. Assim, z−1[ar(z

−1)r−1 + ar−1(z
−1)r−2 +

· · · + a1] = −1. Logo, z = −[ar(z
−1)r−1 + ar−1(z

−1)r−2 + · · · + a1] ∈ K[z−1] ⊆ O. Então

z ∈ O e temos uma contradição. Agora provemos que K̃ ∩ P = {0}. Obviamente,

0 ∈ K̃ ∩ P . Suponhamos que exista y 6= 0 tal que y ∈ K̃ ∩ P . Como y ∈ P , y−1 /∈ O.

Mas y−1 ∈ F ∩ K̃ ⊆ K̃ ⊆ O. Contradição.

Desse modo, O é unicamente determinado por P já que O = {z ∈ F ; z−1 /∈ P} e

escrevemos O =: OP , que passa a ser chamado de anel de valoração do lugar P .

Proposição 1.1.4. Seja F/K um corpo de funções algébricas. Então z ∈ F é transcen-

dente sobre K se, e somente se, [F:K(z)] <∞.

Demonstração. Como F/K é um corpo de funções, existe x em F transcendente sobre K

tal que F/K(x) é finita. Logo, z é algébrico sobre K(x) e temos p(z) = 0 para algum

p(u) ∈ K(x)[u] não nulo. Como z não é algébrico sobre K, p(u) /∈ K[u]. Logo, x é

algébrico sobre K(z) e [K(x, z) : K(z)] ≤ ∂ p(z) . Por outro lado, como F/K(x) é finita,

F/K(x, z) também o é. Conseqüentemente, F/K(z) é uma extensão finita.

Reciprocamente, se F/K(z) é finita, então F/K(z) é algébrica e como F/K é

transcendente, z é transcendente sobre K.

Proposição 1.1.5. Se P é um lugar de F/K e 0 6= x ∈ P , então

deg (P ) ≤ [F : K(x)] <∞.

Demonstração. Em primeiro lugar, notemos que x /∈ K̃, pela Proposição 1.1.3(ii). E

pela Proposição 1.1.4, [F : K(x)] < ∞. Assim, basta provarmos que se z1(P ), z2(P ), ...,

zn(P ) ∈ FP são linearmente independentes sobre K, então z1, , z2, · · · , zn são também

linearmente independentes sobre K(x).

Sejam z1(P ), z2(P ), ..., zn(P ) linearmente independentes sobre K. Suponha que exista

φi 6= 0 tal que
∑n

i=1 φizi = 0, com φi ∈ K(x) para todo i = 1, · · · , n. Sem perda de
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generalidade, podemos supor que φi ∈ K[x] para i = 1, 2, ..., n e que existe j ∈ {1, 2, ..., n}
tal que x - φj. Em outras palavras, φi = ai + xgi com ai ∈ K e gi ∈ K[x] e aj 6= 0 para

algum j. Como x ∈ P e gi ∈ OP , temos φi(P ) = ai(P ). Assim:

0(P ) =

n∑

i=1

φi(P )zi(P ) =

n∑

i=1

ai(P )zi(P ) = aj(P )zj(P ) +
∑

i 6=j

ai(P )zi(P ),

contradizendo a independência linear de {zi(P )}i=1,2,...,n sobre K.

Definição 1.1.6. Uma valoração discreta normalizada de F/K é uma função v : F −→
Z ∪ {∞} com as seguintes propriedades:

(i) v(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0;

(ii) v(xy) = v(x) + v(y) ∀x, y ∈ F ;

(iii) v(x+ y) ≥ mı́n{v(x), v(y)} ∀x, y ∈ F ;

(iv) ∃z ∈ F com v(z) = 1 ;

(v) v(a) = 0 ∀a ∈ K\{0}.

Proposição 1.1.7. Seja v uma valoração discreta normalizada de F/K e x,y ∈ F com

v(x)6= v(y). Então v(x+y)= mı́n {v(x),v(y)}.

Demonstração. Como v(x) 6=v(y), pelo menos uma das valorações é finita. Podemos as-

sumir, sem perda de generalidade, que v(x) < v(y). Se v(x + y) > mı́n {v(x), v(y)}=
v(x), temos então que v(x)=v((x+ y)− y)≥mı́n{v(x+ y),v(−y)}= mı́n{v(x+ y),v(y)} >
v(x), uma contradição.

Agora veremos como se relacionam os anéis de valoração de um corpo de funções F/K

com as valorações discretas desse mesmo corpo.

Lema 1.1.8. Sejam P ∈ PF , OP seu anel de valoração, 0 6= x ∈ P e x1, x2, ..., xn ∈ P

tais que x1 = x e xi ∈ xi+1P para i = 1, 2, ..., n− 1. Então n ≤ [F : K(x)] <∞.

Demonstração. Como 0 6= x ∈ P , temos que x /∈ K̃, pela Proposição 1.1.3(ii). Portanto,

[F : K(x)] < ∞ (Proposição 1.1.4). Basta-nos então mostrar que o conjunto {xi∈ F ;

i = 1, 2, ..., n} é linearmente independente sobre K(x). Suponha que exista i ∈ {1, · · · , n}
tal que 0 6= φi ∈ K(x) e

∑n
i=1 φixi = 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir
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que cada φi ∈ K[x] e que existe j ∈ {1, 2, ..., n} tal que x - φj. Sejam ai := φi(0) e

j := máx{r ∈ {1, 2, ..., n}; ar 6= 0}.
Como xi ∈ xjP e φi = xgi para i > j e para algum gi ∈ K[x], temos que

−φjxj =
∑

i 6=j

φixi e − φj =
∑

i <j

φi
xi

xj
+
∑

i >j

x

xj
gixi.

Logo, φj ∈ P . E como aj=φj - xgj para algum gj ∈ K[x] ⊂ O, temos que aj ∈ P ,

contradizendo o item (ii) da Proposição 1.1.3.

Teorema 1.1.9. Sejam O um anel de valoração de F/K e P seu ideal maximal. Então:

(i) P é um ideal principal;

(ii) Se P = tO, então qualquer 0 6= z ∈ F pode ser escrito de maneira única como

z = tnu para certos u ∈ O∗, n ∈ Z. Nesse caso, t é chamado elemento primitivo (ou

uniformizante local) de P .

Demonstração. (i) Suponhamos que P não seja um ideal principal de O. Assim, P 6= xO

para todo x ∈ P . Em particular, existe 0 6= x1 ∈ P tal que P 6= x1O. Conseqüentemente,

existe x2 ∈ P\x1O. Assim, x2x
−1
1 /∈ O. Pelo item (i) da Proposição 1.1.3 segue que

x−1
2 x1 ∈ P . Portanto, x1 ∈ x2P . Analogamente, P 6= x2O e existe x3 ∈ P\x2O tal

que x2 ∈ x3P . Indutivamente, obtemos uma seqüência x1, x2, x3, ... em P satisfazendo

xi ∈ xi+1P para todo i ≥ 1. Assim, obtivemos uma infinidade de funções em F linearmente

independentes sobre K(x), contradizendo o Lema 1.1.8.

(ii) Primeiro provemos a unicidade da representação.

Seja z ∈ F \ {0} e suponha que z = tnu, para algum n ∈ Z e u ∈ O∗, e z = tmv

para algum m ∈ Z e v ∈ O∗. Se m = n, o resultado é imediato. Suponha, sem perda

de generalidade, que m > n. Temos então que tm−n = uv−1 ∈ O∗, o que é um absurdo.

Logo, m = n, donde segue que u = v.

Para provarmos a existência, consideremos 0 6= z ∈ F . Assumiremos, sem perda de

generalidade, que z ∈ O. Se z ∈ O∗, então z = t0z. Basta, portanto, considerarmos

z ∈ P = tO. Como z 6= 0, z /∈ K̃ e, portanto, [F : K(z)] < ∞. Temos tO ⊃ t2O ⊃
... ⊃ tnO ⊃ ... e, desse modo, a seqüência x1 = z, xj = tm−(j−1) para j ∈ N satisfaz

xj ∈ tm−j+1O = tm−jP = xj+1P para todo j ∈ N e pelo Lema 1.1.8, existe m ≥1 máximo
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com a propriedade z ∈ tmO. Então, z = tmu para algum u ∈ O. Se u ∈ P , u = tω

para algum ω ∈ O. Assim: z = tm+1ω ∈ tm+1O, contrariando a maximalidade de m.

Conclúımos que u ∈ O\P=O∗.

Definição 1.1.10. Para qualquer lugar P ∈ PF associamos uma função

vP : F −→ Z ∪ {∞} do seguinte modo: escolha um elemento primitivo de P . Dado

z ∈ F\{0}, existe uma única representação z = tnu para algum n ∈ Z e u ∈ O∗. Defini-

mos vP (z) = n e vP (0) = ∞ (observe que tal Definição independe da escolha de t).

Agora já temos condições de relacionar um anel de valoração de F/K com uma

valoração do mesmo.

O Teorema seguinte nos ajudará a mostrar como são os lugares do corpo de funções

K(x)/K.

Teorema 1.1.11. Seja F/K um corpo de funções.

(i) Para cada P ∈ PF , a função vP definida em (1.1.10) é uma valoração discreta

normalizada de F/K. Além disso, OP = {z ∈ F; vP (z) ≥ 0} , O∗
P = {z ∈ F; vP (z)= 0} e

P = {z ∈ F; vP (z) > 0}. Um elemento x ∈ F é um elemento primitivo de P se, e somente

se, vP (x) = 1 ;

(ii) Reciprocamente, se v é uma valoração discreta normalizada de F/K, o conjunto

P := {z ∈ F; v(z) >0} é um lugar de F/K e OP= {z ∈ F; v(z) ≥ 0 } é o anel de valoração

correspondente.

(iii) Qualquer anel de valoração O ⊂ F/K é um subanel próprio maximal de F.

Demonstração. Seja t um elemento primitivo de P .

(i) Obviamente, vP satisfaz as propriedades (i), (ii), (iv) e (v) da Definição 1.1.6.

Para provarmos a propriedade (iii), consideremos x, y ∈ F com vP (x) = n e vP (y) = m.

Podemos supor n < m < ∞ (de fato, se n = m = ∞ , teŕıamos x = y = 0 e a

propriedade (iii) estaria provada e se n < m = ∞, teŕıamos y = 0 e a propriedade

(iii) mais uma vez seria verificada). Sejam x = tnu1 e y = tmu2 com u1,u2 ∈ O∗
P ,

então x + y = tn(u1 + tm−nu2)= tnz com z := u1 + tm−nu2 ∈ OP . Logo, vP (x + y) =

n.vP (t) + vP (z) = n + vP (z) ≥ n = mı́n{m,n} = mı́n{vP (x), vP (y)}. Logo, vP é uma

valoração discreta normalizada de F/K. As demais asserções seguem imediatamente do

Teorema 1.1.9(ii) e da Definição 1.1.10.



CAPÍTULO 1. CORPOS DE FUNÇÕES ALGÉBRICAS 9

(ii) OP é subanel de F (de fato, dados x, y ∈ OP , temos v(x + y) ≥ 0, v(xy) ≥ 0 e

que 0 ∈ OP ). Além disso, dado z ∈ F temos v(z−1) = −v(z). Portanto, z−1 ∈ OP ou

z ∈ OP . Resta-nos mostrar que K ( OP ( F . Obviamente, K ⊂ OP . No entanto,

K 6= OP pois v(t) = 1 6= 0, o que implica que t /∈ K. Também temos, por definição, que

OP ⊂ F . Mas OP 6= F já que v(t−1) = −1, e, portanto, t−1 /∈ OP . Assim, OP é um

anel de valoração de F/K. Agora mostremos que P é o lugar de F/K correspondente,

ou seja, que P = OP\O∗
P . Obviamente, P ⊂ OP . Se z ∈ O∗

P , existe w ∈ OP com zw = 1.

Como 0 = v(1) = v(zw) = v(z) + v(w), temos que 0 ≤ v(w) = −v(z) e z /∈ P . Logo,

O∗
P ⊂ OP \P . Reciprocamente, se z ∈ OP \P , temos v(z) = v(z−1) = 0, donde z−1 ∈ OP .

Como OP é um anel, zz−1 = 1 ∈ OP e z ∈ O∗
P . Portanto, OP \ P ⊂ O∗

P e está provado

(ii).

(iii) Sejam OP um anel de valoração de F/K e P seu lugar correspondente. Precisamos

provar que se z ∈ F\OP (portanto, z−1 ∈ OP ), então OP [z] = F . Basta mostrarmos

que F ⊂ OP [z], pois a outra inclusão é imediata. Seja y ∈ F . Temos para s ∈ N
suficientemente grande que vP (yz−s) = vP (y) − s.vP (z) ≥ 0. Portanto, yz−s ∈ OP e

temos que y ∈ OP [z].

Definição 1.1.12. Sejam z ∈ F e P ∈ PF . Dizemos que P é um zero de ordem m (resp.

pólo de ordem m) de z se vP (z) = m > 0 (resp. se vP (z) = −m < 0).

Exemplo 4. Vimos que dado um polinômio não constante, mônico e irredut́ıvel

p(x) ∈ K[x], os conjuntos Op(x):= {f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x] e p(x) - g(x)} e

O∞:= { f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], deg f(x) ≤ deg g(x)} são anéis de valoração do corpo

de funções K(x)/K (veja Exemplo 3). Os conjuntos Pp(x):= { f(x)
g(x)

; p(x), g(x) ∈ K[x],

p(x) | f(x) e p(x) - g(x) } e P∞:= { f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], deg f(x) > deg g(x) }
são, respectivamente, seus lugares correspondentes (Proposição 1.1.3(i)). O lugar P∞ é

chamado lugar no infinito de K(x). Se p(x) = x+ a, a ∈ K, denotamos Pp(x) por Pa.

Temos também que p(x) é um elemento primitivo de P = Pp(x) e a valoração disc-

reta normalizada correspondente vP é assim definida: se z ∈ K(x)\{0} é dada por

z = p(x)n.(f(x)/g(x)) com n ∈ Z, f(x), g(x) ∈ K[x] com p(x) - f(x) e p(x) - g(x),
então vP (z) = n. Além disso, K(x)P = OP/P ' K[x]/〈p(x)〉. Consequentemente,

deg P = deg p(x).

Para o lugar no infinito, temos deg P∞ = 1, já que P∞ = x−1O∞. A valoração
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discreta normalizada v∞ correspondente é dada da seguinte forma: v∞(f(x)/g(x)) =

deg g(x) − deg f(x), onde f(x), g(x) ∈ K[x].

Teorema 1.1.13. Seja x ∈ F transcendente sobre K. Todo lugar de K(x)/K assume

uma das formas dadas no Exemplo 4.

Demonstração. Vamos supor que P ∈ PF\{P∞} e que OP seja o anel de valoração corre-

spondente.

(a) Suponhamos que x ∈ OP . Nesse caso, K[x] ⊂ OP e J = K[x] ∩ OP é um ideal

primo de K[x]. A aplicação de classes residuais induz uma injeção K[x]/J 7−→ [K(x)]P .

Como deg (P ) < ∞, temos J 6= {0} e, portanto, existe p(x) ∈ K[x] mônico e irredut́ıvel

tal que J = p(x)K[x]. Qualquer g(x) ∈ K[x] tal que p(x) - g(x) não está em J e, portanto,

g(x) /∈ P . Assim, 1/g(x) ∈ OP e conclúımos que:

Op(x) = {f(x)

g(x)
; f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) - g(x)} ⊂ OP .

Como anéis de valoração são subanéis próprios maximais de F , temos que Op(x) = OP .

(b) Suponha que x /∈ OP . Conclúımos que K[x−1] ⊂ OP , x−1 ∈ P∩K[x−1] e, portanto,

P ∩K[x−1] = x−1K[x−1]. Como em (a),

OP ⊇ OP ∩K[x−1] ⊇ {f(x−1)

g(x−1)
; f(x−1), g(x−1) ∈ K[x−1], x−1 - g(x−1)}

= { a0 + ... + anx
−n

b0 + ...+ bmx−m
; b0 6= 0}

= {a0x
m+n + ...+ anx

m

b0xm+n + ...+ bmxn
; b0 6= 0}

= {h(x)
l(x)

; deg(l(x)) ≥ deg(h(x))} = O∞.

Repetindo o argumento de (a), obtemos OP = O∞ e P = P∞.

Veremos agora que dado o corpo de funções F/K, temos PF 6= ∅. Em seguida,

mostraremos que todo elemento de F transcendente sobre K possui pelo menos um pólo

e um zero em F . Isso será importante quando provarmos que F/K possui um número

infinito de lugares.
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Teorema 1.1.14. Seja F/K um corpo de funções e R ⊂ F subanel de F com R ⊃ K. Se

existe um ideal {0} 6= I ( R, então existe um lugar P ∈ PF tal que I ⊂ P e R ⊂ OP .

Corolário 1.1.15. Se z ∈ F é transcendente sobre K, então z tem ao menos um zero e

um pólo em F .

Demonstração. Basta considerar o ideal I = zK[z] ( K[z]. Pelo Teorema 1.1.14, seque

que existe P ∈ PF tal que z ∈ P e existe P ′ tal que z−1 ∈ P ′. Portanto, P e P ′ são um

zero e um pólo de z, respectivamente.

Lema 1.1.16. Sejam F/K um corpo de funções e P1, ..., Pn zeros de uma função x ∈ F .

Então:
n∑

i=1

vPi
(x).degPi ≤ [F : K(x)].

Proposição 1.1.17. Em um corpo de funções F/K, qualquer função x ∈ F\{0} tem

somente um número finito de zeros e pólos.

Demonstração. Se x ∈ K̃ \ {0}, a Proposição 1.1.3 garante que para todo P ∈ PF tem-se

K̃ \{0} ⊂ OP e (K̃ \{0})∩P = ∅. Conseqüentemente, vP (x) = 0 para todo x em K̃ \{0}
e P ∈ PF . Portanto, x não possui nem zeros e nem pólos em F/K.

Se x é transcendente sobre K, o número de zeros é menor ou igual a [F : K(x)], pelo

Lema 1.1.16. E como x é transcendente sobre K, temos que [F : K(x)] <∞. Isso prova

que o número de zeros de x é finito. O mesmo argumento usado para x−1 mostra que o

número de pólos de x é finito.

1.2 Divisores e o gênero de um corpo de funções

O principal objetivo desta seção é definir o gênero de um corpo de funções.

Iniciemos esta seção definindo o que é um divisor de F/K.

Definição 1.2.1. O grupo de divisores DF de F/K é o grupo livre (aditivo) gerado pelos

lugares de F/K. Seus elementos são chamados divisores de F/K, isto é, se D ∈ DF , então

D =
∑

P∈PF
nP .P , onde nP ∈ Z e nP = 0 para quase todo P .
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Se D =
∑

P∈PF
nP .P e D′ =

∑
P∈PF

n′
P .P , definimos a soma de D e D′ como D+D′ =

∑
P∈ PF

(nP + n′
P ).P e o zero do grupo DF como o divisor D:= 0, no qual nP = 0 para

todo P ∈ PF .

Para Q ∈ PF e D =
∑

P∈PF
nP .P , definimos vQ(D) := nQ. Uma ordenação par-

cial em DF é definida por D1 ≤ D2 se, e somente se, vP (D1) ≤ vP (D2) para todo

P ∈ PF . Finalmente, definimos o grau de um divisor como deg D =
∑

P∈PF
vP (D).deg P

e induzimos um homomorfismo deg : DF −→ Z.

Definição 1.2.2. Sejam x ∈ F\{0} e Z (resp.N) o conjunto dos zeros (resp. de pólos)

de x em PF . Definimos:

(x)0 :=
∑

P∈Z

vP (x).P o divisor de zeros de x ;

(x)∞ :=
∑

P∈N

−vP (x).P o divisor de pólos de x ,

(x) := (x)0 − (x)∞ o divisor principal de x .

Conclúımos então que x ∈ K̃\{0} se, e somente se, (x) = 0.

Dizemos que D e D′ são equivalentes (notação: D ∼ D′) se D = D′ + (x) para algum

x ∈ F\{0}.

Para um divisor A ∈ DF , definimos L(A):= { x ∈ F ; (x) ≥ −A} ∪ {0}.

Proposição 1.2.3. Sejam F/K um corpo de funções algébricas e A um divisor de F/K.

Valem as seguintes afirmativas:

(i) x ∈ L(A) se, e somente se, vP (x) ≥ −vP (A) para todo P ∈ PF ;

(ii) L(A) 6= {0} se, e somente se, existe um divisor A′ ≥ 0 tal que A′ ∼ A;

(iii) L(A) é um espaço vetorial sobre K e definimos dim (A):= dim (L(A)).

(iv) L(A) ' L(A′) sempre que A′ ∼ A;

Teorema 1.2.4. Sejam A,B divisores de F/K com A ≤ B. Então L(A) ⊂ L(B) e

dim(L(B)/L(A)) ≤ deg B - deg A.

Demonstração. Seja x ∈ L(A), então (x) ≥ −A ≥ −B, logo x ∈ L(B), ou seja,

L(A) ⊂ L(B). Como A ≤ B, podemos supor B = A + P (o caso geral, segue por

indução). Tome y ∈ F tal que vP (y)= 1 e defina t:= yvP (B). Temos vP (t) = vP (B)=
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vP (A) + 1. Para x ∈ L(B), temos vP (x) ≥ −vP (B) = −vP (t). Portanto, xt ∈
OP . Definindo ψ : L(B) −→ FP como ψ(x)= (xt)(P ), temos que ψ é linear e que

Ker(ψ)= {x ∈ L(B); xt ∈ P}= {x ∈ L(B); vP (x) > −vP (t) }= {x ∈ L(B); vP (x) ≥
−vP (t) + 1}= {x ∈ L(B); vP (x) ≥ −vP (A)}= L(A). Assim, existe um isomorfismo

φ : L(B)/L(A) −→ Im (ψ) e, portanto:

dim (L(B)/L(A)) ≤ dimFP = deg B − deg A.

Proposição 1.2.5. Qualquer divisor principal tem grau zero, ou seja, deg(x)0= deg(x)∞=

[F: K(x)], x ∈ F \ K̃.

Teorema 1.2.6. Sejam A,A′ ∈ DF com A ∼ A′. Então dim(A) = dim(A′) e deg(A) =

deg(A′).

Demonstração. O resultado segue da Proposição 1.2.5 e da Proposição 1.2.3(iv).

A próxima Proposição é o último passo para a definição do gênero de F/K.

Proposição 1.2.7. Existe uma constante λ∈Z tal que, para todo A ∈ DF ,

deg A - dim A ≤ λ .

Demonstração. Primeiro observemos que se A1 ≤ A2, então deg A1 - dimA1 ≤ deg A2 -

dimA2, pelo Teorema 1.2.4. Fixemos x ∈ F \ K̃ e consideremos o divisor B:= (x)∞=
∑r

i=1 −vPi
(x)Pi, onde P1, P2, ..., Pr são os pólos de x. Então deg B=

∑r
i=1 vPi

(x−1).deg Pi

≤ [F : K(x)] =: n (pelo Lema 1.1.16). Escolhemos u1, u2, ..., un uma base de F/K(x) e

um divisor C ≥ 0 tal que (ui) ≥ −C para i = 1, ..., n. Logo,

dim (lB + C) ≥ n(l + 1) (1)

pois xiuj ∈ L(lB + C) para todo l ≥ 0, 0 ≤ i ≤ l e 1 ≤ j ≤ n e são linearmente

independentes sobre K. Por outro lado,

dim(lB + C) ≤ dim, (lB) + deg C (2)

pelo Teorema 1.2.4. Combinando (1) e (2), obtemos: (l + 1)deg B ≤ dim (lB + C) ≤
dim (lB) + deg C, implicando em dim (lB) ≥ deg (lB) + deg (B) - deg (C)=
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= deg (lB) + [F : K(x)] - deg (C) (de fato, pela Proposição 1.2.5, deg (B) = [F : K(x)]).

Fazendo-se λ:= deg (C) − [F : K(x)], obtemos o resultado para o divisor lB. Agora

provemos isso para A ∈ DF qualquer.

Escolha um divisor A1 ≥ A tal que A1 ≥ 0. Então dim (lB − A1) ≥ dim (lB) - deg (A1)

≥ deg (lB) - λ - deg (A1) > 0 para l suficientemente grande. Como dim(lB − A1) > 0,

L(lB−A1) 6= {0}. Portanto, existe 0 6= z ∈ L(lB−A1). Assim, -(z) ≤ lB − A1. Defindo

D:= A1 − (z), obtemos que A1 ∼ D e D ≤ lB. Pelos Teoremas 1.2.4 e 1.2.6, temos que

deg (A) - dim (A) ≤ deg (A1) - dim (A1)= deg (D) - dim (D) ≤ deg (lB) - dim (lB) ≤
λ.

Definição 1.2.8. O gênero g de F/K é g := máx{deg (A) − dim(A) + 1 ; A ∈ DF}, o

qual está bem definido pela Proposição 1.2.7. Além disso, escolhendo A = 0, vê-se que

g ≥ 0.

Teorema 1.2.9. Se A é um divisor de F/K de grau ≥ 2g - 1, então dim (A)= deg (A)

+ 1 - g.

Teorema 1.2.10. Se F/K é um corpo de funções racionais, então F/K tem gênero zero.

Demonstração. Seja F = K(x) para algum x ∈ F transcendente sobre K. O único pólo

de x é P∞ e deg(P∞) = 1. Além disso x−1 é um elemento primitivo desse lugar. Logo,

(x)∞ =
∑

P∈N

−vP (x).P = −v∞(x)P∞ = P∞.

Considere o espaço vetorial L(rP∞), onde r ≥ 0. Para todo 0 ≤ λ ≤ r, temos λP∞ ≤
rP∞ e, portanto, L(λP∞) ⊂ L(rP∞). Obviamente, 1 ∈ L(P∞)⊂ L(rP∞). Como (xλ)=

λ(x)= λ[(x)0 - (x)∞]= λ[(x)0 - P∞] ≥-λP∞, temos que xλ ∈ L(λP∞)para todo 0 ≤ λ ≤ r.

Assim: 1, x, x2, ..., xr ∈ L(rP∞) e pelo Teorema 1.2.9, (r + 1) ≤ dim (rP∞)= deg (rP∞)

+ 1−g = r+1 - g para r suficientemente grande. Logo, (r+1) ≤ r+1−g, o que implica

que g ≤ 0. Como g ≥ 0 sempre, temos g = 0.

Teorema 1.2.11. (Teorema da Aproximação) Sejam S ( PF e P1, ..., Pr ∈ S. Suponha

que x1, ..., xr ∈ F e n1, ..., nr ∈ Z. Então existe x ∈ F tal que vPi
(x− xi) = ni, i= 1, ...,

r, e vP (x) ≥ 0 para todo P ∈ S\{P1,...,Pr}.
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Como conseqüência do Teorema da Aproximação, temos que F/K possui uma in-

finidade de lugares.

Corolário 1.2.12. F/K possui uma infinidade de lugares.

Demonstração. Suponha que haja apenas um número finito de lugares P1, P2, ..., Pn em

F/K e considere os conjuntos S1= {P1, ..., Pn−1} e S2= {P2, ..., Pn} (note que n ≤ 2

pois todo elemento de F transcendente sobre K possui pelo menos um zero e um pólo).

Pelo Teorema da Aproximação, existe 0 6= x ∈ F satisfazendo vPi
(x) = −2 para i =

1, 2, ..., n − 1. Assim, vPn(x) > 0, pois do contrário x não teria zeros e, portanto, seria

algébrico. Analogamente, existe 0 6= y ∈ F satisfazendo vPi
(y) = −1 para i = 2, 3, ..., n

e vP1(x) > 0. Assim, temos: vPi
(x + y) = −2 para i = 2, 3, ..., n − 1, vP1(x + y) = −2

e vPn(x + y) = −1. Logo, x + y não possui zeros e é algébrico. Conseqüentemente,

vPi
(x+ y) = 0 para todo i ∈ {1, 2, ..., n}, o que é uma contradição.

Corolário 1.2.13. O corpo de constantes K̃ de um corpo de funções algébricas F/K é

uma extensão finita de K.

Demonstração. Seja P ∈ PF . Como K̃ ⊂ OP pode ser imerso naturalmente em FP via

OP −→ FP e deg (P ) < ∞ (Proposição 1.1.5), segue que [K̃ : K] ≤ [FP : K] =

deg (P ) <∞.

1.3 Extensões de Kummer

Nessa seção provaremos os dois principais teoremas desse caṕıtulo: o Teorema de

Kummer (Teorema 1.3.12) e o Teorema 1.3.24 (para extensões de Kummer).

Definição 1.3.1. Um corpo de funções algébricas F ′/K ′ é uma extensão algébrica de

F/K se F ′ ⊃ F é uma extensão algébrica e K ′ ⊃ K. Também dizemos que F ′/K ′ é uma

extensão finita de F/K se [F ′ : F ] <∞.

Dada uma extensão F ′/K ′ de F/K, dizemos que um lugar P ′ ∈ PF ′ está acima de

P ∈ PF (ou é uma extensão de P em F ′) se P ⊆ P ′. Expressamos essa inclusão através

da notação P ′|P .

O número natural f(P ′|P ) = [F ′
P ′ : FP ] é o grau relativo de P ′ sobre P .
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Ao longo dessa seção, dados um corpo de funções F/K e uma extensão F ′/K ′ dele,

K será sempre considerado um corpo perfeito.

Proposição 1.3.2. Seja F ′/K ′ uma extensão finita de um corpo de funções algébricas

F/K. Então [K ′ : K] <∞.

Demonstração. Com efeito, como F ′/F é finita, F ′/K pode ser considerado um corpo

de funções algébricas com corpo de constantes K̃ ′. Pelo Corolário 1.2.13, segue que

[K̃ ′ : K] <∞. Como K ′ ⊂ K̃ ′, temos o resultado.

Proposição 1.3.3. Seja F’/K’ uma extensão algébrica de F/K. Suponha que P (resp.

P’) seja um lugar de F/K (resp. F’/K’), que OP ⊂ F (resp. OP ′ ⊂ F’) seja o anel de

valoração correspondente e vP (resp. vP ′)a valoração correspondente. São equivalentes:

(i) P ′|P ;

(ii) OP ⊂ OP ′;

(iii) Existe um inteiro e ≥ 1 tal que vP ′(x) = e.vP (x) para todo x ∈ F . Além disso, se

P ′|P , então P = P ′ ∩ F e OP = OP ′ ∩ F

Demonstração. (i) =⇒ (ii): Suponha que P ′|P mas que OP 6⊂ OP ′. Então, existe u ∈ F

com vP (u) ≥ 0 e vP ′(u) < 0. Como P ⊂ P ′, temos que vP (u)= 0. Considere t ∈ F

tal que vP (t) = 1. Desse modo, t ∈ P ′ e r := vP ′(t) > 0. Conseqüentemente, vP (urt)=

r.vP (u) + vP (t)= r.0+1= 1 e vP ′(urt)= r.vP ′(u) + vP ′(t) ≤ -r+r= 0. Logo, urt ∈ P mas

urt /∈ P ′. Um absurdo.

(ii) =⇒ (iii): Suponhamos que OP ⊂ OP ′. Note que se y ∈ F satisfaz vP (y) = 0,

temos y, y−1 ∈ OP ′ e, conseqüentemente, vP ′(y) = 0. Afirmamos que OP = OP ′ ∩ F . De

fato, OP ⊂ F ∩ OP ′ e F ∩ OP ′ é um subanel de F . Pelo Teorema 1.1.11(iii), segue que

OP = OP ′ ∩ F . Seja t ∈ F tal que vP (t) = 1; logo, t−1 /∈ OP e pela Afirmação anterior,

t−1 /∈ OP ′. Conseqüentemente, e := vP ′(t) ≥ 1. Tomando-se x ∈ F\{0}, temos vP (x) =: r

e vP (xt−r)= 0. Assim, vP ′(x) = vP ′(xt−r) + vP ′(tr)= r.vP ′(t)= vP (x).e. Para x = 0, a

igualdade acima é imediata.

(iii) =⇒ (i): Se existe um inteiro e ≥ 1 tal que vP ′(x) = e.vP (x) para todo x ∈ F ,

então dado y ∈ P , temos: vP ′(y) = e.vP (y)≥ 1.vP (y)≥ 1.1= 1 e, portanto, y ∈ P ′.
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Definição 1.3.4. Seja F ′/K ′ uma extensão algébrica de F/K, e seja P ′ ∈ PF ′ com P ′|P ,

P ∈ PF . O inteiro e =: e(P ′|P ) satisfazendo vP ′(x) = e.vP (x) para todo x ∈ F é chamado

ı́ndice de ramificação de P’ sobre P.

Dizemos que P ′|P é ramificado se e(P ′|P ) > 1 e que P ′|P é não ramificado, caso

contrário.

P é ramificado em F ′/F se existir ao menos um lugar P ′ de F ′/K ′ tal que P ′|P seja

ramificado; P é não-ramificado, caso contrário. Finalmente, dizemos que P é totalmente

ramificado em F ′/F se existir um único lugar P ′ em F ′/K ′ que esteja acima de P e

e(P ′|P )=[F ′ : F ].

Proposição 1.3.5. Seja F’/K’ uma extensão algébrica de F/K e P’ um lugar de F’/K’

acima de P ∈ PF . Se F”/K”é uma extensão algébrica de F’/K’ e P”∈ PF ′′ está acima de

P’, então e(P”|P)= e(P”|P’)e(P’|P).

Demonstração. Da hipótese, resulta que F”/K” é uma extensão algébrica de F/K. Por-

tanto, dado x ∈ F , temos vP ′′(x) = e(P ′′|P )vP (x).

Por outro lado, como P ′′|P ′, temos também que vP ′′(x) = e(P ′′|P ′)vP ′(x). Logo,

e(P ′′|P )vP (x) = e(P ′′|P ′)vP ′(x) = e(P ′′|P ′)e(P ′|P )vP (x). Como e(P ′|P ) independe da

escolha de x ∈ F , dependendo apenas de P ′ e de P , podemos tomar x ∈ F tal que

vP (x) = 1 e a Proposição está demonstrada.

É natural perguntarmo-nos se, caso F ′/K ′ seja uma extensão algébrica de F/K e

P ∈ PF , existe uma extensão de P em F ′/F . Reciprocamente, também gostaŕıamos de

saber se dado P ′ ∈ PF ′, existe P ∈ PF tal que P ′|P . A resposta para ambas as perguntas

é dada na próxima Proposição.

Proposição 1.3.6. Seja F’/K’ uma extensão algébrica de F/K.

(i) Para qualquer lugar P ′ ∈ PF ′ existe exatamente um lugar P ∈ PF tal que P ′|P e

P = P ′ ∩ F ;

(ii) Reciprocamente, todo P ∈ PF tem pelo menos uma, e no máximo um número

finito, de extensões P ′ ∈ PF ′.

Demonstração. (i) Começamos provando a seguinte Afirmação: existe z ∈ F \ {0}
com vP ′(z) 6= 0. Suponhamos que seja falsa. Seja t ∈ F ′ um elemento primitivo de
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P ′. Como F ′/F é algébrica, t é raiz de f(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · · + c0 ∈ F [x] com

cnx
n 6= 0 6= c0. Como c0 ∈ F , temos vP ′(c0) = 0. Conseqüentemente, vP ′(f(t)) =

vP ′(
n∑

i=0

cit
i) = mı́n {vP ′(ci) + ivP ′(t); i = 1, ..., n} = mı́n {vP ′(ci) + i; i = 0, ..., n} = 0, o

que contradiz o fato de que f(t) = 0.

Defina O := OP ′ ∩ F . Temos O ( F , já que existe z ∈ F com vp′(z) < 0. Além

disso, K ( O. De fato, K ⊂ F ∩ OP ′ e pela Afirmação anterior, existe z ∈ F tal que

vP ′(z) 6= 0 e, portanto, ou z ou z−1 pertence a OP ′ mas não pertence a K. E da definição

de O é imediato que se z ∈ F , então z ∈ O ou z−1 ∈ O. Portanto, O é um anel de

valoração de F/K. Finalmente, pela Proposição 1.3.3, temos que P é o ideal maximal de

O =: OP ⊂ OP ′, donde P ′|P e P = P ′ ∩ F .

(ii) Seja P ∈ PF . Como PF é infinito, S = PF \ {P} satisfaz ∅ 6= S ( PF . Pelo

Teorema da Aproximação (Teorema 1.2.11), existem z ∈ F e Q ∈ S tal que vQ(z) > 0 e

vQ̃(z) ≥ 0 para todo Q̃ ∈ S \Q. Como z é transcendente sobre K (pois Q é zero de z),

temos necessariamente que P é pólo (e único) de z. Conseqüentemente, x := z−1 tem P

como seu único zero em F/K.

Afirmação: P ′|P ⇐⇒ vP ′(x) > 0

Demonstração: Com efeito, se P ′|P , então vP ′(x) = e(P ′|P )vP (x) > 0. Reciprocamente,

se vP ′(x) > 0 e P ′ está acima de Q ∈ PF (existe Q, pelo item (a)), então vQ(x) > 0 e,

portanto, Q = P , já que P é o único zero de x. �

Como x possui um número finito de zeros em F ′/K ′, a Afirmação anterior garante

que há um número finito de lugares P ′ em PF ′ acima de P .

Ao final deste caṕıtulo, definiremos extensões F ′/F de Kummer. Veremos que para

tais extensões é fácil decidir quais os lugares de F que não se ramificam em F ′.

Lema 1.3.7. Seja F/K um corpo de funcões algébricas e F ′/K ′ uma extensão desse corpo.

Se K’/K é uma extensão finita e x ∈ F ′ é transcendente sobre K, então [K’(x):K(x)]=[K’:K].

Demonstração. Já que K ′/K é finita e separável (pois K é perfeito), o Teorema do Ele-

mento Primitivo garante que existe α ∈ K ′ tal que K ′ = K(α). Como K ′(x) = K(x)(α),

temos [K ′(x) : K(x)] ≤ [K ′ : K]. Basta-nos então provar a desigualdade inversa.
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Para isso precisamos mostrar que o polinônio mı́nimo de α sobre K continua irredut́ıvel

em K(x). Seja φ(T ) ∈ K[T ] o polinômio mı́nimo de α sobre K. Suponhamos que

φ(T ) seja redut́ıvel sobre K(x), isto é, existem g(T ), h(T ) ∈ K(x)[T ] mônicos com

1 ≤ deg(h), deg(g) < deg (φ) =: n tais que φ(T ) = h(T ).g(T ). Como φ(α) = 0 temos

g(α) = 0 ou h(α) = 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que g(α) = 0.

Escrevendo

g(T ) = a0(x) + a1(x)T + ...+ ar−1(x)T
r−1 + T r

com ai ∈ K(x) e 1 ≤ r < n, temos

a0(x) + a1(x)α + ...+ ar−1(x)α
r−1 + αr = 0.

Multiplicando g(α) pelo mı́nimo múltiplo comum dos denominadores, obtemos

g0(x) + g1(x)α + ... + gr−1(x)α
r−1 + gr(x)α

r = 0

para certos gi(x) ∈ K[x]. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que x - gi

para algum i ∈ {1, 2, ..., r}. Obtemos assim que α é raiz de f(T )=
r∑

i=1

gi(0)T i ∈ K[T ],

contrariando a minimalidade do grau de φ(T ).

Teorema 1.3.8. (Igualdade Fundamental) Sejam K um corpo perfeito, F’/K’ uma ex-

tensão finita de F/K, P um lugar de F/K e P1, P2, ..., Pm todos os lugares de F’/K’ acima

de P . Sejam ei = e(Pi|P ) e fi = f(Pi|P ) o ı́ndice de ramificação e o grau relativo de Pi

sobre P , respectivamente. Então

m∑

i=1

eifi = [F ′ : F ].

Demonstração. Seja x ∈ F\{0} tal que P é o único zero de x em F/K e seja vP (x) = r >

0. Os lugares P1, ..., Pm são exatamente os zeros de x em F ′/K ′. De fato, se Q = P ′ ∩ F
∈ F/K para algum zero P ′ de x em PF ′, então vQ(x) > 0, implicando em Q = P . Agora

analisaremos o grau [F ′ : K(x)] de duas maneiras:

[F ′ : K(x)] = [F ′ : K ′(x)][K ′(x) : K(x)]

que é igual, pela Proposição 1.2.5 e pelo Lema 1.3.7 a:

(
m∑

i=1

vPi
(x).deg(Pi) )[K ′ : K] =

m∑

i=1

(eivP (x)).([F ′
Pi

: K ′].[K ′ : K])
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= r.
m∑

i=1

ei.[F
′
Pi

: FP ].[FP : K] = r.deg(P ).
m∑

i=1

eifi.

Por outro lado, pela Proposição 1.2.5, temos que

[F ′ : K(x)] = [F ′ : F ].[F : K(x)] = [F ′ : F ].r.deg(P ) ,

e o Teorema está demonstrado.

Exemplo 5. Seja H/Fq2 o corpo de funções Hermitiano (Exemplo 2). Calculemos o

número de lugares de H acima de P∞ ∈ Fq2(y), onde xq+1 = yq + y (x, y transcendentes

sobre Fq2). Tomemos P acima de P∞ em H/Fq2 . Temos:

(q + 1).vP (x) = vP (xq+1) = e(P |P∞).vP∞(yq + y) = −q.e(P |P∞). (1)

Como e(P |P∞) ≤ [H : Fq2(y)] = q + 1 e mdc (q, q + 1) = 1, segue que vP (x) = −q e

e(P |P∞) = q + 1. Logo, P∞ ∈ Fq2(y) se ramifica totalmente em H/Fq2(y) e temos, pela

Igualdade Fundamental (Teorema 1.3.8), que o único lugar P ′
∞ ∈ H acima de P∞ satisfaz

f(P ′
∞|P∞) = 1 e deg (P ′

∞) = 1. Os demais lugares de Fq2(y) que se ramificam em H serão

analisados no Exemplo 7.

Definição 1.3.9. Sejam F ′/K ′ uma extensão algébrica de F/K e P ∈ PF . Definimos

sua conorma com respeito a F ′/F como

ConF ′/F (P ) :=
∑

P ′|P
e(P ′|P ).P ′ , P ′ ∈ PF ′.

Estendemos essa definição a DF linearmente, ou seja, ConF ′/F (
∑

P∈PF

nP .P ) =
∑
nP .ConF ′/F (P )

(note que isso implica que ConF ′/F (DF ) ⊂ DF ′).

Corolário 1.3.10. Seja F’/K’ uma extensão finita de F/K. Então para todo A ∈ DF ,

degConF ′/F (A) = [F ′:F ]
[K′:K]

.deg A.

Demonstração. Da Definição da conorma e da aditividade do grau, é suficiente provarmos

o Teorema para o caso em que A = P ∈ PF . Temos:

deg ConF ′/F (P ) = deg (
∑

P ′|P
e(P ′|P ).P ′) =

∑
P ′|P

e(P ′|P ).[F ′
P ′ : K ′] =

=
∑
P ′|P

e(P ′|P ).
[F ′

P ′ :K]

[K′:K]
= 1

[K′:K]

∑
P ′|P

e(P ′|P ).[F ′
P ′ : FP ][FP : K] =

= 1
[K′:K]

(
∑

P ′|P
e(P ′|P ).f(P ′|P ))deg P = [F ′:F ]

[K′:K]
deg P.
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Muitas vezes, é fácil saber se os lugares de um corpo de funções F/K se ramificam

em F ′/K ′. O próximo Teorema é uma ferramenta útil nos casos em que F ′ = F (y) para

algum y algébrico sobre F .

Lema 1.3.11. Sejam A,B e C anéis e ρ : A −→ B e π : A −→ C homomorfismos tais que

ρ e π são sobrejetores e Ker ρ ⊆ Ker π. Então existe um único homomorfismo sobrejetor

σ : B −→ C satisfazendo π = σ ◦ ρ.

Demonstração. Sejam c ∈ C e b ∈ B tais que π(a) = c e ρ(a) = b. Defina

σ :




B −→ C

b 7−→ π ◦ ρ−1(b)
.

Afirmação 1: σ está bem definida.

Demonstração: Como ρ é sobrejetiva, para todo b ∈ B existe a ∈ A tal que ρ(a) = b.

Seja ã ∈ A satisfazendo ρ(a) = b = ρ(ã).

Como 0 = ρ(a) − ρ(ã) = ρ(a− ã) e Ker ρ ⊂ Ker π, temos que a− ã ∈ Ker π. Logo,

π(a) = π(ã) e, portanto, σ(b) = π ◦ ρ−1(b) independe da pré-imagem de b por ρ. Isso

conclui nossa Afirmação. �
Pela definição de σ, é imediato que π = σ ◦ ρ.

Afirmação 2: σ é um homomorfismo sobrejetor.

Demonstração: Sejam b, b̃ ∈ B tais que b = ρ(a) e b̃ = ρ(ã), onde a, ã ∈ A. Temos:

σ(b+ b̃) = π ◦ ρ−1(b + b̃) = π ◦ ρ−1(ρ(a + ã)) = π(a+ ã) = π(a) + π(ã) =

= π ◦ ρ−1(b) + π ◦ ρ−1(b̃) = σ(b) + σ(b̃).

σ(bb̃) = π ◦ ρ−1(bb̃) = π ◦ ρ−1(ρ(aã)) = π(aã) = π(a)π(ã) =

= π ◦ ρ−1(b)π ◦ ρ−1(b̃) = σ(b)σ(b̃).

Logo, σ é um homomorfismo. Para mostrar que é sobrejetor, tome c ∈ C. Como π é

sobrejetora, existe a ∈ A tal que c = π(a) = σ◦ρ(a). Como ρ(a) ∈ B, temos provada nossa

Afirmação. �
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Finalmente, temos que σ é o único homomorfismo sobrejetor de B em C que satisfaz

π = σ ◦ ρ. De fato, sejam φ : B −→ C um homomorfismo sobrejetor tal que π = φ ◦ ρ e

b ∈ B um elemento qualquer. Temos que b = ρ(a) para algum a ∈ A e σ(b) = π ◦ρ−1(b) =

π(a) = φ ◦ ρ(a) = φ(b).

Teorema 1.3.12. (Kummer) Sejam F/K um corpo de funções e P um lugar de F/K.

Suponha que F’= F(y) seja uma extensão algébrica de F e que o polinômio mı́nimo ϕ de

y sobre F tenha coeficientes em OP .

Considere ϕ(T ) (modP ) = ϕ̄(T ) =
r∏

i=1

γi(T )εi a fatoração de ϕ̄(T ), onde εi ≥ 1, γi(T )

é mônico e irredut́ıvel sobre FP := F (modP ) para todo i ∈ {1, · · · , r} e γi 6= γj sempre

que i 6= j, j = 1, · · · , r.
Escolha ϕi(T ) ∈ OP [T ] com ϕ̄i(T ) = γi(T ) e degϕi(T )= deg γi(T ).

Então, para 1 ≤ i ≤ r, existem lugares Pi ∈ PF ′ satisfazendo

Pi|P , ϕi(y) ∈ Pi e f(Pi|P ) ≥ deg γi(T )

Além disso, Pi 6= Pj sempre que i 6= j e se para todo i ∈ {1, · · · , r} tivermos εi = 1,

então:

• existe um único lugar Pi ∈ PF ′ com Pi|P e ϕi(y) ∈ Pi;

• os lugares P1, · · · , Pr são todos os lugares de F’ acima de P;

• e(Pi|P ) = εi e f(Pi|P ) = deg γi(T ).

Demonstração. Seja FP,i = FP [T ]/〈γi(T )〉. Como γi(T ) é irredut́ıvel sobre FP , 〈γi(T )〉 é

um ideal maximal de FP [T ]. Portanto, FP,i é uma extensão de FP e [FP,i:FP ]= deg γi(T ).

Considere o anel OP [y]=
n−1∑
j=0

OPy
j onde n = degϕ(T ) = [F ′ : F ] e os homomorfismos

ρ :




OP [T ] −→ OP [y]
∑
cjT

j 7−→
∑
cjy

j
e πi :




OP [T ] −→ FP,i

∑
cjT

j 7−→
∑
c̄jT

j mod γi(T )

Temos que Ker ρ = {f(T ) =
∑
cjT

j ∈ OP [T ];
∑
cjy

j = 0} = {f(T ) ∈ OP [T ];

f(y) = 0} = 〈ϕ(T )〉.
Além disso, πi(ϕ(T )) = ϕ̄(T )mod γi(T ) = 0 e, portanto, Ker ρ ⊆ Ker πi.

Como ρ e πi são, por definição, sobrejetivas, o Lema 1.3.11 garante que existe um

único homomorfismo sobrejetor σi : OP [y] −→ FP,i tal que πi = σi ◦ ρ.
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σi é explicitamente dada por σi :





OP [y] −→ FP,i

n−1∑
j=0

cjy
j 7−→

n−1∑
j=0

c̄jT
j mod γi(T )

.

Afirmação. Ker σi = P.OP [y] + ϕi(y).OP [y].

Demonstração: Se z ∈ P.OP [y] + ϕi(y).OP [y], z = a
n−1∑
j=0

cjy
j + ϕi(y)

n−1∑
j=0

djy
j, a ∈ P e

cj, dj ∈ OP . Temos:

σi(z) = σi(a
n−1∑
j=0

cjy
j) + σi(ϕi(y)

n−1∑
j=0

djy
j) =

=
n−1∑
j=0

āc̄jT
j mod γi(T ) +

n−1∑
j=0

ϕ̄i(T )d̄jT
j mod γi(T ) = 0̄ + 0̄ = 0̄.

Logo, z ∈ Ker σi.

Por outro lado, se
n−1∑
j=0

cjy
j ∈ Ker σi, então

n−1∑
j=0

c̄jT
j mod γi(T ) = 0̄. Logo, existe

ψ(T ) ∈ FP [T ] tal que

n−1∑
j=0

c̄jT
j = ψ̄(T ).γi(T ) = ψ̄(T )ϕ̄i(T ).

Portanto,
n−1∑
j=0

cjT
j − ψ(T )ϕi(T ) ∈ P.OP [T ] e temos

n−1∑
j=0

cjy
j − ψ(y)ϕi(y) ∈ P.OP [y]. Con-

seqüentemente,
n−1∑
j=0

cjy
j ∈ P.OP [y] + ψ(y)ϕi(y), o que conclui nossa Afirmação. �

Pelo Teorema 1.1.14, existe i ∈ {1, 2, · · · , r} tal que Ker σi ⊆ Pi (de fato, Ker σi é

um ideal próprio não nulo do subanel OP [y] ⊂ F ′) e OP [y] ⊆ OPi
. Portanto, OP ⊂ OPi

e, pela Proposição 1.3.3, Pi|P . Além disso, como ϕi(y) ∈ Ker σi, temos que ϕi(y) ∈ Pi.

Temos também que OPi
/Pi ⊃ OP [y]/Ker σi ' FP,i. Portanto,

f(Pi|P ) ≥ [FP,i : FP ] = deg γi(T ).

Como os polinômios γi(T ) = ϕ̄i(T ) e γj(T ) = ϕ̄j(T ) são irredut́ıveis sobre FP , temos

para i 6= j

1 = ϕ̄i(T ).λ̄i(T ) + ϕ̄j(T ).λ̄j(T ) para certos λ̄i(T ), λ̄j(T ) ∈ FP [T ].

Logo, ϕi(T )λi(T ) + ϕj(T )λj(T ) − 1 ∈ P.OP [T ]. Em particular, para T = y, temos que

ϕi(y)λi(y)+ϕj(y)λj(y)− 1 ∈ P.OP [y] e, pela Afirmação anterior, segue que 1 ∈ Ker σi +

Ker σj. Logo, Pi 6= Pj sempre que i 6= j (pois se Pi = Pj, temos 1 ∈ Ker σi +Ker σj ⊂
Pi + Pj = Pi, o que é absurdo).



CAPÍTULO 1. CORPOS DE FUNÇÕES ALGÉBRICAS 24

Finalmente, se εi = 1 para todo i = 1, · · · , r, então:

[F ′ : F ] = deg ϕ(T ) =
r∑

i=1

deg ϕi(T ) =
r∑

i=1

deg γi(T ) ≤
r∑

i=1

f(Pi|P ) ≤
r∑

i=1

e(Pi|P )f(Pi|P ) ≤
∑

P ′|P
e(P ′|P )f(P ′|P ) = [F ′ : F ].

Disso resultam:

• e(Pi|P ) = 1 já que
r∑

i=1

f(Pi|P ) =
r∑

i=1

e(Pi|P )f(Pi|P ).

• Para cada i = 1, · · · , r existe um único Pi ∈ PF ′ acima de P já que
r∑

i=1

e(Pi|P )f(Pi|P ) =
∑

P ′|P
e(P ′|P )f(P ′|P ).

Definição 1.3.13. Sejam F/K e F ′/K ′ extensões algébricas de corpos com F ′/F finita

e separável. Para P ∈ PF , definimos o módulo complementar sobre OP como o conjunto

CP := {z ∈ F ′; TrF ′/F (z.O′
P ) ⊆ OP}, onde O′

P =
⋂

P ′|P
OP ′ é o fecho integral de OP em F ′.

A fim de não alongarmos muito o texto, alguns Teoremas e Proposições serão apenas

enunciados.

Proposição 1.3.14. Com a notação da Definição anterior, valem as seguintes afirmações:

(i) CP é um O′
P - módulo e O′

P ⊆ CP ;

(ii) Existe uma função t ∈ F ′ (que depende do lugar P) tal que CP = t.O′
P . Além

disso,

vP ′(t) ≤ 0 para todo P ′|P ;

(iii) CP = O′
P para quase todo P ∈ PF .

Definição 1.3.15. Considere P ∈ PF e o fecho integral O′
P de OP em F ′. Seja CP = t.O′

P

o módulo complementar sobre OP . Para cada P ′|P , definimos o expoente da diferente de

P ′ sobre P por

d(P ′|P ) := −vP ′(t).

Teorema 1.3.16. (Dedekind) Seja F ′/F uma extensão finita e separável, onde F/K e

F ′/K ′ são corpos de funções algébricas com corpos de constantes K e K ′, respectivamente.

Então para todo P ′ ∈ PF ′, P ∈ PF tais que P ′|P , temos:
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(i) d(P ′|P ) ≥ e(P ′|P ) − 1;

(ii) d(P ′|P ) = e(P ′|P ) − 1 se, e somente se, char K não divide e(P ′|P ).

Proposição 1.3.17. Sejam F/K e F’/K’ corpos de funções algébricas com corpos de

constantes K e K’, respectivamente. Suponha que F ′ = F (y) seja uma extensão finita e

separável de F de grau [F’: F]= n. Seja P ∈ PF tal que o polinômio mı́nimo ϕ(T ) de y

sobre F tenha coeficientes em OP e sejam P1, . . . , Pr ∈ PF ′ todos os lugares de F’ acima

de P. Então d(Pi|P ) ≤ vPi
(ϕ

′
(y)) para 1 ≤ i ≤ r.

Pela Proposição 1.3.14 e pela Definição 1.3.15, para cada P ′|P temos d(P ′|P ) ≥ 0.

Além disso, como CP = 1.O′
P para quase todo P ∈ PF , conclúımos que d(P ′|P ) = 0 para

quase todo P ∈ PF e P ′|P . Desse modo é posśıvel definir o divisor

Diff (F ′/F ) :=
∑

P∈PF

∑

P ′|P

d(P ′|P ).P ′,

o qual é chamado a diferente de F ′/F .

Teorema 1.3.18. (Fórmula do gênero de Hurwitz) Sejam F/K e F’/K’ corpos de funções

algébricas de gêneros g e g’, respectivamente. Suponha também que K e K’ sejam seus

respectivos corpos de constantes. Se a extensão F’/F for finita e separável, então

2.g′ − 2 =
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
(2.g − 2) + deg Diff(F ′|F ).

Proposição 1.3.19. Sejam F/K e F’/K’ corpos de funções algébricas com corpos de

constantes K e K’, respectivamente. Suponha que F’/F seja uma extensão algébrica de

corpos de funções, P ∈ PF e P ′ ∈ PF ′ com P ′|P . Considere um automorfismo σ de F ′/F .

Então σ(P ′) := {σ(z); z ∈ P ′} é um lugar de F ′ e temos:

(i) vσ(P ′)(y) = vP ′(σ−1(y)) para todo y ∈ F ′;

(ii) σ(P ′)|P ;

(iii) e(σ(P ′)|P ) = e(P ′|P ) e f(σ(P ′)|P ) = f(P ′|P ).

Demonstração. Em primeiro lugar, provemos que σ(OP ′) é um anel de valoração de F ′,

isto é, são válidas as seguintes afirmações:
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(a) σ(OP ′) ( F ′.

Com efeito, σ(OP ′) ⊂ F ′ e como OP ′ ( F ′ e σ é bijetiva, não podemos ter σ(OP ′) = F ′.

(b) K ′ ( σ(OP ′).

De fato, K ′ ⊂ OP ′ e como σ é um automorfismo, temos σ(OP ′) ) σ(K ′) = K ′.

(c) Dado x ∈ F ′\{0}, x ∈ σ(OP ′) ou x−1 ∈ σ(OP ′).

Com efeito, temos σ−1(x) = y para algum y ∈ F ′. Se y ∈ OP ′, a Afirmação está

provada. Se não, y−1 ∈ OP ′ e temos σ−1(x−1) = y−1 (note que a injetividade de σ implica

que y 6= 0), resultando em x−1 ∈ σ(OP ′).

Para provarmos que σ(P ′) é um lugar de F ′, resta-nos mostrar que σ(P ′) é um ideal

maximal de σ(OP ′). De fato,

• σ(P ′) ( σ(OP ′) é um ideal próprio de σ(OP ′), pois σ é um automorfismo e P ′ é um

ideal próprio de OP ′;

• Se J é um ideal próprio de σ(OP ′) com σ(P ′) ⊂ J ( σ(OP ′), então J = σ(P ′).

Com efeito, P ′ ⊂ σ−1(J) e dados a = σ−1(x),b = σ−1(y) ∈ σ−1(J) e z ∈ OP ′, temos

a.b ∈ σ−1(J) e a.z = σ−1(x).z ∈ σ−1(J). Conseqüentemente, σ−1(J) é um ideal

próprio de OP ′ satisfazendo P ′ ⊂ σ−1(J) ( OP ′ e como P ′ é o único ideal maximal

de OP ′, temos o resultado.

Logo, σ(P ′) é um lugar de F ′ e seu anel de valoração correspondente é Oσ(P ′) = σ(OP ′).

Seja t′ ∈ F ′ um elemento primitivo de P ′. Então σ(P ′) = σ(t′).σ(OP ′) e temos que

σ(t′) é um elemento primitivo de σ(P ′).

(i) Seja 0 6= y = σ(z), z ∈ P ′. Pelo Teorema 1.1.9(ii), z = t′r.u, onde r = vP ′(z) e

u ∈ OP ′\P ′. Obtemos: y = σ(t′)r.σ(u), com σ(u) ∈ σ(OP ′)\σ(P ′). Conseqüentemente,

vσ(P ′)(y) = r = vP ′(z) = vP ′(σ−1(y)).

(ii) Como σ(P ′) ⊃ σ(P ) = P , temos que σ(P ′) está acima de P .

(iii) Seja x ∈ F um elemento primitivo de P . Temos:

e(σ(P ′)|P ) = vσ(P ′)(x) = vP ′(σ−1(x)) = vP ′(x) = e(P ′|P ).

Finalmente, o automorfismo σ de F ′/F induz um isomorfismo σ̄ do corpo F ′
P ′ em

F ′
σ(P ′) dado por σ̄(z + P ′) = σ(z) + σ(P ′), o qual é a identidade restrito a FP . Logo,
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f(P ′|P ) = [F ′
P ′ : FP ] = [F ′

σ(P ′) : FP ] = f(σ(P ′)|P ).

Definição 1.3.20. Uma extensão F ′/K ′ de um corpo de funções F/K é dita de Galois (ou

galoisiana) se o grupo AutF (F ′) = {σ : F ′ → F ′; σ é um isomorfismo e

σ(x) = x para todo x ∈ F} tem ordem [F ′ : F ] <∞.

Teorema 1.3.21. Seja F’/K’ uma extensão de Galois de F/K e P1, P2 ∈ PF ′ extensões

de P ∈ PF . Então P2 = σ(P1) para algum σ ∈ AutF (F ′).

Demonstração. Suponha, por absurdo, que σ(P1) 6= P2 para todo σ ∈ G := AutF (F ′).

Pela Proposição 1.3.6(ii) e pelo Teorema 1.2.11, existe z ∈ F ′ tal que vP2(z) > 0 e

vQ(z) = 0 para todo Q ∈ PF ′\{P2} com Q|P . Considere NF ′/F : F ′ → F a aplicação

norma. Temos:

vP1(NF ′/F (z)) = vP1(
∏

σ∈G

σ(z)) =
∑

σ∈G

vP1(σ(z)) =
∑

σ∈G

vσ−1(P1)(z) =
∑

σ∈G

vσ(P1)(z) = 0

e

vP2(NF ′/F (z)) = vP2(
∏

σ∈G

σ(z)) =
∑

σ∈G

vσ−1(P2)(z) =
∑

σ∈G

vσ(P2)(z) > 0,

pois a identidade pertence a G.

Como P1 está acima de P , temos que vP (NF ′/F (z)) = 0. Analogamente, P2 está acima

de P e temos que vP (NF ′/F (z)) > 0, o que é uma contradição.

Corolário 1.3.22. Seja F’/K’ uma extensão de Galois de F/K, onde K’ e K são seus

respectivos corpos de constantes. Mantendo as notações do Teorema anterior, considere

P1, P2, ..., Pr ∈ PF ′ todos os lugares de F ′ acima de P. Então:

(i) e(Pi|P ) = e(Pj|P ) =: e(P ) e f(Pi|P ) = f(Pj|P ) =: f(P ) para todo

i, j ∈ {1, . . . , r};
(ii) e(P ).f(P ).r = [F ′ : F ];

(iii) d(Pi|P ) = d(Pj|P ) para todo i, j ∈ {1, . . . , r}.

Demonstração. (i) Segue diretamente da Proposição 1.3.19(iii) e do Teorema 1.3.21.

(ii) É imediato do item (i) e do Teorema 1.3.8.
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(iii) Seja σ ∈ G. Temos

TrF ′/F (σ(u)) =
∑

σ̃∈G

(σ̃σ)(u) =
∑

τ∈G

τ(u) = TrF ′/F (u). (∗)

Note que OPi
= Pi ∪K ′ implica que

σ(OPi
) = σ(Pi) ∪ σ(K ′) = Pj ∪K ′ = OPj

(∗∗)

e que σ(OPi
) 6= σ(OPj

) sempre que i 6= j, já que σ é injetiva.

Logo, σ(O′
P ) =

r⋂
i=1

σ(OPi
) =

r⋂
i=1

OPj
= O′

P e

TrF ′/F (z.O′
P ) = TrF ′/F (σ(z.O′

P )) = TrF ′/F (σ(z)σ(O′
P )) = TrF ′/F (σ(z).O′

P ). (∗ ∗ ∗)

Além disso, (∗ ∗ ∗) implica diretamente que σ(CP ) = CP , já que

CP = {z ∈ F ′;TrF ′/F (z.O′
P ) ⊂ OP}.

Seja t ∈ F ′ tal que CP = t.O′
P . Logo, t.O′

P = CP = σ(CP ) = σ(t).σ(O′
P ) = σ(t).O′

P e

vPi
(t) = −d(Pi|P ) = vPi

(σ(t)) para 1 ≤ i ≤ r. Finalmente, escolha σ ∈ G tal que

σ(Pj) = Pi (tal σ existe pelo Teorema 1.3.21). Então −d(Pi|P ) = vPi
(σ(t)) = vσ−1(Pi)(t) =

vPj
(t) = −d(Pj|P ).

Definição 1.3.23. (EXTENSÕES DE KUMMER) Seja F/K um corpo de funções

algébricas com corpo de constantes K tal que K contém uma n − ésima raiz primitiva

da unidade, sendo n > 1 e mdc(n, char(K)) = 1. Suponha que exista uma função u ∈ F

satisfazendo

u 6= wd para todo d | n, d > 1.

A extensão F ′/F , onde F ′ = F (y) com yn = u, é dita uma extensão de Kummer de F .

Exemplo 6. Se F ′ ⊃ F ⊃ Fq2 , q ı́mpar, satisfaz [F ′ : F ] = 2, então F ′|F é uma extensão

de Kummer. De fato, se [F ′ : F ] = 2, existe γ ∈ F ′ \ F tal que aγ2 + bγ + c = 0,

com a, b, c ∈ F e a 6= 0. Logo, γ2 + a−1bγ +
(

a−1b
2

)2

= −a−1c +
(

a−1b
2

)2

e temos que
(
γ + b

2a

)2
= b2−4ac

4a2 ∈ F .

Como F ′ = F [γ] = F
[
γ + b

2a

]
, temos que F ′/F é uma extensão de Kummer com

gerador γ + b
2a

(note que Fq2 contém raiz quadrada primitva da unidade e b2 − 4ac 6= z2

para todo z ∈ F já que o polinômio mı́nimo pγ+ b
2a

,F de γ + b
2a

sobre F tem grau 2).
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Teorema 1.3.24. (Para Extensões de Kummer) Sejam F/K e F’/K’ corpos de funções

algébricas com corpos de constantes K e K’, respectivamente. Suponha que F ′ = F (y)

seja uma extensão de Kummer do corpo F com yn = u, para algum u ∈ F . Então:

(i) O polinômio φ(T ) = T n − u é o polinômio mı́nimo de y sobre F e a extensão F’/F

é de Galois de grau n;

(ii) Sejam P ∈ PF e P ′ ∈ PF ′ tais que P ′|P . Então:

e(P ′|P ) =
n

rP
e d(P ′|P ) =

n

rP
− 1 ,

onde rP = mdc(n, vP (u));

(iii) Se g é o gênero de F/K e g’, o de F’/K’, então:

g′ = 1 +
n

[K ′ : K]

(
g − 1 +

1

2
.
∑

P∈PF

(
1 − rP

n

)
.deg P

)
.

Demonstração. (i) O polinômio mı́nimo py,F (T ) de y sobre F satisfaz 1 ≤ deg py,F (T ) ≤
n. Além disso, sabemos que φ(T ) = T n − u = 0 se, e somente se, T = y.ξj

n, j ∈
{0, 1, 2, · · · , n− 1}, onde ξn é uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Suponhamos, por

absurdo, que φ(T ) = py,F (T ).f(T ), com f(T ) ∈ F (T ) mônico de grau maior que 1. Logo,

py,F (T ) =
∏

j∈A({0, 1,··· , n−1}

(T − ξj
n.y). (∗)

Seja c ∈ F o termo independente de py,F (T ). Por (∗), c = yr.β, onde r = deg py,F (T ) e

β =
∏

j∈A({1, 2,··· , n−1}
ξj
n. Tendo em vista que F contém uma n-ésima raiz primitiva da

unidade (e, portanto, contém todas), β ∈ F e, então, yr ∈ F . Seja d = mdc(r, n). Como

d é uma combinação linear de r e n, temos também que w := yd ∈ F . Conseqüentemente,

u = w
n
d ∈ F , o que é uma contradição.

A extensão F ′/F é claramente de Galois. Com efeito, F ′/F é separável (pois py,F (T )

se fatora completamente em F ′[T ] como produto de fatores lineares) e como ξj
n ∈ F para

todo j ∈ {0, · · · , n − 1}, temos F ′ = F (y) = F (ξj
n.y)j∈{1,··· ,n−1}. Logo, F ′/F é uma

extensão normal.

(ii) Caso 1: rP = 1. Como yn = u, temos que n.vP ′(y) = vP ′(u) = e(P ′|P ).vP (u) ≤
n.vP (u). Logo, vP ′(y) ≤ vP (u). Se valer a igualdade, temos que e(P ′|P ) = n. Por outro

lado, se vP ′(y) < vP (u), temos que vP ′(y) 6= 0 6= vP (u) e, portanto, vP ′(y) = e(P ′|P ).vP (u)
n
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e como mdc(n, vP (u)) = 1, n deve dividir e(P ′|P ), o que implica em e(P ′|P ) = n. Como

mdc(charK, n) = 1 (veja Definição 1.3.23) o Teorema 1.3.16(ii) garante que d(P ′|P ) =

n− 1.

Caso 2: rP = n. Suponhamos que vP (u) = l.n para algum l ∈ Z. Sejam t̃ um

elemento primitivo de P e t = t̃l. Considere y1 := t−1y e u1 = t−nu. Temos:

yn
1 = u1 e n.vP ′(y1) = e(P ′|P )vP (u1) = e(P ′|P )(−n.vP (t) + vP (u)) = 0. (∗∗)

Como F ′ = F (y) = F (t−1y) = F (y1), temos que [F (y1) : F ] = n e, portanto, ψ(T ) =

T n − u1 ∈ OP [T ] é o polinômio mı́nimo de y1 sobre F . Da Proposição 1.3.17 e de (∗∗),
obtemos

0 ≤ d(P ′|P ) ≤ vP ′(ψ′(y1)) = vP ′(n.yn−1
1 ) = (n− 1).vP ′(y1) = 0.

Finalmente, o Teorema 1.3.16(i) garante que e(P ′|P ) = 1.

Caso 3: 1 < rP < n. Considere o corpo intermediário F0 := F (y0) com y0 := yn/rP .

Então [F ′ : F0] = n/rP e [F0 : F ] = rP com yrP
0 = u. Seja P0 = P ′∩F0. O caso 2 aplicado

à extensão F0/F garante que e(P0|P ) = 1. Como vP0(y0) = e(P0|P ).vP (u)
n

= vP (u)
n

é relativa-

mente primo com n/rP (de fato, se existisse d 6= 1 divisor de ambos, d.rP dividiria vP0(u) e

n, o que contrariaria a maximalidade de rP ), o caso 1 se aplica à extensão F ′/F (note que

F ′ = F0(y)). Conseqüentemente, e(P ′|P0) = n/rP e e(P ′|P ) = e(P ′|P0).e(P0|P ) = n/rP .

Finalmente, o Teorema 1.3.16(ii) garante que d(P ′|P ) = e(P ′|P ) − 1 = n/rP − 1.

(iii) O grau do diferente Diff (F ′|F ) é

deg Diff(F ′/F ) =
∑

P∈PF

∑

P ′|P

d(P ′|P ).deg (P ′) =
∑

P∈PF

(
n

rP
− 1

)
.
∑

P ′|P

deg (P ′). (∗ ∗ ∗)

Como F ′/F é de Galois, fixado P ∈ PF , temos que e(P ) = e(P ′|P ) independe da escolha

do P ′ acima de P . Portanto, pelo Corolário 1.3.10:

∑

P ′|P

deg (P ′) =
1

e(P )
. deg


∑

P ′|P

e(P ′|P ).P ′


 =

1

e(P )
. deg ConF ′/F (P ) =

=
rP

n
.

n

[K ′ : K]
.deg (P ) =

rP

[K ′ : K]
. deg (P ) ,

que substitúıdo em (∗ ∗ ∗) fornece:

deg Diff(F ′/F ) =
∑

P∈PF

n− rP

rP

.
rP

[K ′ : K]
. deg (P ) =

n

[K ′ : K]

∑

P∈PF

(
1 − rP

n

)
. deg (P ).
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Finalmente, substituindo-se a última igualdade na Fórmula do gênero de Hurwitz (Teo-

rema 1.3.18), obtemos o resultado.

Lema 1.3.25. Sejam F/K um corpo de funções algébricas, K algebricamente fechado em

F, e α ∈ F̄ , onde F̄ é o fecho algébrico de F. Então [K(α) : K] = [F (α) : F ].

Demonstração. Obviamente, [F (α) : F ] ≤ [K(α) : K]. Para provar o Lema, basta

mostrarmos que o polinômio mı́nimo pα,K(T ) de α sobre K continua irredut́ıvel sobre F .

Suponha, por absurdo, que se tenha [F (α) : F ] < [K(α) : K], isto é, que pα,K(T ) =

g(T ).f(T ) com g(T ), f(T ) ∈ F (T ) mônicos de grau maior que 1. Qualquer raiz de f(T )

e de g(T ) é também raiz de pα,K(T ), portanto algébrica sobre K. Conseqüentemente, os

coeficientes de f(T ) e de g(T ) são também algébricos sobre K. Como K é algébricamente

fechado em F , tais coeficientes também pertencem a K, o que contradiz a irredutibilidade

de pα,K(T ) sobre K.

Lema 1.3.26. Sejam F/K um corpo de funções algébricas, onde K é um corpo perfeito

algebricamente fechado em F, e K’ ⊇ K o corpo de constantes de F’= FK’. Se a extensão

F’/F é finita, então e(P ′|P ) = 1 para todo P ∈ PF e P ′ ∈ PF ′ acima de P .

Demonstração. Como K é perfeito e a extensão K ′/K é finita (isso decorre diretamente

da Proposição 1.3.2) K ′/K é separável. Logo, existe α ∈ K ′ tal que K ′ = K(α). Con-

seqüentemente, F ′ = F (α) e pelo Lema 1.3.25 , o polinômio mı́nimo ϕ(T ) de α sobre K

permanece irredut́ıvel sobre F .

Sejam P ∈ PF e P ′ ∈ PF ′ com P ′|P . Pela Proposição 1.3.17, temos

0 ≤ d(P ′|P ) ≤ vP ′(ϕ′(α)) = 0

(de fato, a separabilidade de α garante que ϕ′(α) ∈ K ′\{0}). Finalmente o Teorema

1.3.16(i) garante que e(P ′|P ) = 1.

Teorema 1.3.27. Sejam F/K e F’/K’ corpos de funções algébricas de corpos de con-

stantes K (K perfeito) e K’, respectivamente. Suponha que F ′ = F (y) com yn = u ∈ F ,

onde n 6= 0 (mod char K) e K contém uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Se

existe um lugar Q ∈ PF tal que mdc(vQ(u), n) = 1, então a extensão F ′/F é de Kummer,

K ′ = K e

g′ = 1 + n(g − 1) +
1

2

∑

P∈PF

(
1 − rP

n

)
. deg (P ),
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onde g’ (resp. g) é o gênero do corpo de funções F’/K’ (resp. F/K).

Demonstração. A existência de um lugar Q ∈ PF satisfazendo mdc(vQ(u), n) = 1 implica

necessariamente que u 6= wd para todo d divisor de n maior que 1 e w ∈ F . Portanto,

F ′/F é uma extensão de Kummer de grau n e pelo Teorema 1.3.24(iii), segue que

g′ = 1 + n(g − 1) +
1

2

∑

P∈PF

(
1 − rP

n

)
.

Tome Q′ ∈ PF ′ acima de Q. Pelo Teorema 1.3.24(ii), temos que e(Q′|Q) = [F ′ : F ] =

n.

Suponhamos, por absurdo, que [K ′ : K] > 1, e consideremos o corpo intermediário

F1 := FK ′. Temos F1 6= F , poisK ′/K sendo finita, é algébrica e comoK é algebricamente

fechado em F e K ′ 6= K, K ′ 6⊂ F . Finalmente, considere Q1 := Q′ ∩ F1 um lugar

acima de Q. Pelo Lema 1.3.26, temos que e(Q1|Q) = 1. Por outro lado, e(Q1|Q) divide

e(Q′|Q) = n = [F ′ : F ] e, portanto, e(Q1|Q) = [F1 : F ] > 1. Um absurdo.

Definição 1.3.28. (CURVA MAXIMAL) Sejam f(x, y) = 0 um modelo afim de uma

curva algébrica projetiva, não-singular e irredut́ıvel sobre Fq2 e Fq2(x, y)/Fq2 seu corpo de

funções algébricas correspondente. A curva f(x, y) = 0 é chamada maximal (sobre Fq2)

se o número de lugares racionais de Fq2(x, y)/Fq2 é igual a q2 +1+2.g.q, onde g é o gênero

desse corpo de funções. Nesse caso, dizemos também que Fq2(x, y)/Fq2 é um corpo de

funções maximal ou que Fq2(x, y) é maximal sobre Fq2.

Gilles Lachaud provou (Proposição 6, [L]) que se f(x, y) = 0 é um modelo afim de uma

curva maximal sobre um corpo finito Fq2 e L ⊂ Fq2(x, y) é um corpo, então L é também

maximal sobre Fq2.

Exemplo 7. Seja q = pn, onde p é um número primo. Considere o corpo de funções Her-

mitiano H/Fq2, onde H = Fq2(x, y) é definido pela curva Hermitiana

xq+1 = yq + y. Como y é transcendente sobre Fq2, temos F̃q2 = {z ∈ Fq2(y); z é algébrico

sobre Fq2} = Fq2. Portanto, Fq2 é o corpo de constantes do corpo de funções racionais

Fq2(y)/Fq2.

A extensão H/Fq2(y) é de Kummer de grau q+ 1 e o corpo de constantes do corpo de

funções Hermitiano é Fq2. De fato, Fq2 contém uma (q+1)-ésima raiz primitiva da unidade
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e mdc(q+1, char. Fq2) = mdc(q+1, p) = 1. Além disso, temos mdc (vP∞(yq +y), q+1) =

mdc (−q, q + 1) = 1, onde P∞ ∈ PFq2(y) é o pólo de yq + y. Logo, pelo Teorema 1.3.27, a

extensão H/Fq2(y) é uma extensão de Kummer de grau q + 1 e o corpo de constantes de

H/Fq2 é Fq2 .

Mostraremos agora que o corpo Hermitiano é maximal, ou seja, que o gênero g′ de

H/Fq2 satisfaz a igualdade

#NFq2
(H) = q2 + 1 − 2.g′.q ,

onde #NFq2
(H) é o conjunto dos lugares racionais de H/Fq2. Novamente faremos uso do

Teorema 1.3.27 para obtermos o valor de g′.

Primeiramente, observemos que o polinômio f(y) = yq + y é separável, pois f ′(y) = 1.

Além disso, se α é uma raiz de f(y), temos αq2
= (−α)q = −αq = α e, portanto, α ∈ Fq2 .

Logo,

xq+1 =

q∏

i=1

(y − αi). (∗)

Sejam P ∈ PFq2(y) e rP = mdc(q + 1, vP (f(y))). Temos:

1. Se P = P∞, onde P∞ é o pólo de f(y) em Fq2(y), temos rP = mdc(q + 1,−q) = 1 e

deg (P ) = 1;

2. Se P = Pαi
, i = 1, 2, · · · , q, onde Pαi

é o zero de y − αi em Fq2(y), temos rP =

mdc(q + 1, 1) = 1 e deg (P ) = 1;

3. Se P não corresponde a nenhum dos itens 1. e 2. anteriores, temos rP = mdc(q +

1, 0) = q + 1.

Conseqüentemente, pelo Teorema 1.3.27,

g′ = 1 + (q + 1)(−1) +
1

2

∑

P∈PF
q2

(y)

[(q + 1) − rP ]. deg (P ) =

= −q +
1

2
[(q + 1) − rP∞].deg (P∞)] +

1

2

q∑

i=1

[(q + 1) − rPαi
].deg (Pαi

) +

+
1

2

∑

P∈PF
q2

(y)

P 6=P∞ e P 6=Pαi , i=1,··· , q

[(q + 1) − rP ].deg (P ) =
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= −q +
1

2
[q + 1 − 1].1 +

1

2
.q[q + 1 − 1].1 + 0 =

q(q − 1)

2
. (∗∗)

Resta-nos agora determinar o número de lugares racionais do corpo Hermitiano. Antes

de mais nada, observemos que:

Nota 1.3.29. Se P ′ ∈ PH é um lugar de grau 1 e se P ∈ PFq2(x) está abaixo de P , então P é

um lugar racional de PFq2 (x). Com efeito, ambos os corpos de funções têm o mesmo corpo

de constantes. Conseqüentemente, 1 = deg (P ′) = [F ′
P ′ : Fq2] = f(P ′|P ).[FP : Fq2] =

f(P ′|P ).deg (P ) e temos deg (P ) = 1. É natural perguntarmo-nos se vale a rećıproca, ou

seja, dado P ∈ PFq2(x) de grau 1 e P ′ ∈ PH acima de P , será que P ′ também tem grau 1?

Obviamente, isso depende do valor do grau relativo f(P ′|P ) e a rećıproca valerá se ele for

igual a 1.

Consideremos ψ(T ) = T q + T − xq+1 o polinômio mı́nimo de y sobre Fq2(x). Ele é

separável, já que ψ′(T ) = 1. Fixe β ∈ Fq2 .

1. Se βq+1 = 0 e ψ(α) = 0, então, αq = −α. Conseqüentemente, αq2
= (−α)q = α e

temos que as ráızes de ψ(T ) = T q + T pertencem a Fq2.

2. Se βq+1 6= 0 e ψ(α) = 0, então αq + α = βq+1 = (βq+1)q = (αq + α)q = αq2
+ αq e

temos que α ∈ Fq2 .

Pelos Ítens 1. e 2. e pelo Teorema de Kummer (Teorema 1.3.12), fixado α ∈ Fq2, há

exatamente q lugares de H acima de Pα ∈ PFq2 (x) e seus ı́ndices de ramificação e graus

relativos sobre Pα são iguais a 1. Conclúımos que H tem pelo menos q2.q = q3 lugares

racionais.

Para P∞ ∈ Fq2(x) e P ′ ∈ H acima de P∞, temos:

−(q + 1)e(P ′|P∞) = vP ′(yq + y) = vP ′(yq) = q.vP ′(y)

e como mdc (q, q + 1) = 1, vP ′(y) = −(q + 1)e(P ′|P∞)/q ∈ Z se, e somente se, q divide

e(P ′|P∞) ≤ q. Conseqüentemente, e(P ′|P∞) = q e, pelo Teorema da Igualdade Funda-

mental, segue que f(P ′|P∞) = 1. Logo, há um único lugar em H acima de P∞ e tal lugar

tem grau 1.

Pela Nota 1.3.29, temos que esses q3 + 1 lugares são todos os lugares racionais de

H (também é interessante notar que o número deles coincide com o número de pontos

racionais da curva Hermitiana).
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Finalmente,

q3 + 1 = q2 + 1 + q3 − q2 = q2 + 1 + q.[q(q − 1)] = q2 + 1 + 2.g′.q

e temos que o corpo Hermitiano é, de fato, maximal sobre Fq2 .



Caṕıtulo 2

Os Polinômios de Chebyshev

Neste caṕıtulo definiremos os polinômios de Chebyshev e algumas de suas propriedades.

Eles aparecerão nas equações que definem as curvas maximais correspondentes a certos

subcorpos do corpo Hermitiano H/Fq2 , assunto que abordaremos no próximo caṕıtulo.

Ao longo deste e do próximo caṕıtulos, Fq2 denotará um corpo finito com

q = pn elementos, onde p é um número primo diferente de 2.

2.1 Definição e propriedades

Para cada n ∈ N, considere a função Tn : [−1, 1] −→ [−1, 1] tal que

Tn(cosθ) = cos nθ , 0 ≤ θ ≤ π.

Fazendo-se x = cosθ, temos que para x ∈ I=[-1,1], existe um único θ = arccos(x) tal que

0 ≤ θ ≤ π e, portanto, Tn(x) = cos (n.arccos(x)).

Como eiθ = cos θ + i sen θ, temos:

einθ = cos nθ + isen nθ. (1)

Por outro lado,

einθ = (eiθ)n = (cos θ + isen θ)n =

n∑

j=0

(
n

j

)
cosn−j θ.(isen θ)j. (2)

36
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Igualando as partes reais de (1) e (2), obtemos:

cos nθ =

bn/2c∑

q=0

(
n

2q

)
cosn−2q θ.(−1)qsen2q. θ. (3)

E, como (sen2 θ)
q
=(1 − cos2 θ)

q
, temos:

cos nθ =

bn/2c∑

q=0

(
n

2q

)
cosn−2q θ.(−1)q(1 − cos2 θ)

q
=

=

bn/2c∑

q=0

(
n

2q

)
cosn−2q θ.(−1)q(

q∑

k=0

(−1)k

(
q

k

)
cos2k θ). (4)

Portanto,

Tn(x) =

bn/2c∑

q=0

(
n

2q

)
xn−2q.(−1)q(

q∑

k=0

(−1)k

(
q

k

)
x2k)

=

bn/2c∑

q=0

q∑

k=0

(−1)(q−k)+2k

(
n

2q

)(
q

k

)
xn−2(q−k). (5)

Fazendo-se r = q − k, temos r ≤ bn/2c e q = r + k para 0 ≤ k ≤ bn/2c − r.

Assim, (5) pode ser reescrito da seguinte maneira:

Tn(x) =

bn/2c∑

r=0

bn/2c∑

q=r

(−1)r

(
n

2q

)(
q

q − r

)
xn−2r =

=

bn/2c∑

r=0


(−1)r

bn/2c∑

q=r

(
n

2q

)(
q

r

)
 xn−2r. (6)

Dessa última igualdade, conclúımos que:

(a) O polinômio Tn(x) tem grau n;

(b) Se n é ı́mpar, n− 2r é ı́mpar e, portanto, só os coeficientes de potências ı́mpares

de x são não nulos. Analogamente, se n é par, os únicos coeficientes de x diferentes de

zero são os das potências pares de x. Em outras palavras, Tn(−x) = (−1)nTn(x);

(c) O coeficiente ĺıder de Tn(x) é
∑bn/2c

q=0

(
n
2q

)(
q
0

)
=
∑bn/2c

q=0

(
n
2q

)
= [(1 + 1)n+(1 − 1)n]/2 =

2n−1.
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Definição 2.1.1. Definimos φn(x) = 2.Tn(x/2), n ≥ 1, como o n-ésimo polinômio de

Chebyshev.

Proposição 2.1.2. Seja φn o n-ésimo polinômio de Chebyshev. Então:

(i) φn é um polinômio mônico de grau n;

(ii) φn(T ) ∈ Z[T ] e φn+1(T ) = Tφn(T ) − φn−1(T ) para todo n ≥ 1 e T ∈ C;

(iii) Para todo y ∈ C \ {0} e n ∈ N, φn(y + y−1) = yn + y−n.

Demonstração. (i) De fato, Tn(x/2) tem grau n e seu coeficiente ĺıder é 2n−1/2n = 1/2.

(ii) Com efeito,

φ1(x) = 2.T1(x/2) = 2.(x/2) = x.

Suponhamos que φn(T ) ∈ Z[T ] para todo natural menor ou igual a n.

Como cos (n+1)θ = cos nθ.cos θ−sen nθ.sen θ e cos (n−1)θ = cos nθ.cos θ+sen nθ.sen θ,

temos que cos (n+ 1)θ + cos (n− 1)θ = 2cos nθcos θ, donde

2cos (n+ 1)θ + 2cos (n− 1)θ = 2cos nθ.2cos θ.

Isto é,

2Tn+1(x) + 2Tn−1(x) = 2Tn(x)2T1(x) =⇒ 2Tn+1(2x/2) + 2Tn−1(2x/2) = 2Tn(2x/2)2x =⇒
φn+1(2x) + φn−1(2x) = φn(2x)2x.

Fazendo-se T := 2x, obtemos:

φn+1(T ) = Tφn(T ) − φn−1(T ), n ≥ 1 . (7)

Temos também que (7) vale para todo T ∈ C, pois o polinômio φn+1(T ) − Tφn(T ) +

φn−1(T ) se anula em [-2,+2] e, portanto, anula-se em um número infinito de pontos. Desse

modo, pelo Teorema Fundamental da Álgebra, ele é identicamente nulo.

Conclúımos, por indução, que φn(T ) ∈ Z[T ].

(iii) É suficiente demonstrar que a identidade φn(y + y−1) = yn + y−n vale em S1 =

{z ∈ C; |z| = 1}, já que tal conjunto é infinito.

Seja y ∈ S1, então y = eiθ para algum θ ∈ [0, 2π) e yn+y−n = einθ + e−inθ = 2cos nθ =

2Tn(x) = 2Tn(cos θ) = 2Tn(2cos θ/2) = φn(2cos θ) = φn(eiθ + e−iθ) = φn(y + y−1). Logo,

φn(y + y−1) = yn + y−n para todo n natural. (8)
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Corolário 2.1.3. Sejam φn e φm o n-ésimo e o m-ésimo polinômios de Chebyshev,

respectivamente. Então φn(φm(T )) = φmn(T ) = φm(φn(T )) para todo T ∈ C.

Demonstração. A prova é imediata do item (iii) do Teorema anterior.

Proposição 2.1.4. Seja φn(T ) o n-ésimo polinômio de Chebyshev. Então:

(i) Se n é ı́mpar, temos φn(T ) − 2 = (T − 2)(P(n−1)/2(T ))2, onde

P(n−1)/2(T ) = (1 +
(n−1)/2∑

j=1

φj(T ));

(ii) Se n é ı́mpar, temos φn(T ) + 2 = (T + 2)(Q(n−1)/2(T ))2, onde

Q(n−1)/2(T ) = (1 +
(n−1)/2∑

j=1

φj(−T ));

(iii) Se n é par, temos φn(T ) − 2 = (T 2 − 4)(F(n−2)/2(T ))2, onde

F(n−2)/2(T ) = (
r∑

j=1

φ2j−1(T )) , se n = 2(2r) para algum r ∈ N

e

F(n−2)/2(T ) = (1 +

r∑

j=1

φ2j(T )) , se n = 2(2r + 1) para algum r ∈ N;

(iv) Se n é par, φn(T ) + 2 = (φn/2(T ))2.

Demonstração. Seja T = y + y−1. (i) Se n é ı́mpar, temos:

φn(T ) − 2 = yn + y−n − 2 = (yn/2 − y−n/2)2 = (y1/2 − y−1/2)2

(
yn/2 − y−n/2

y1/2 − y−1/2

)2

=

= (y + y−1 − 2)

(
y

1−n
2

(
yn − 1

y − 1

))2

= (y + y−1 − 2)(y
1−n

2 (1 + y + y2 + · · · + yn−1))2 =

= (T − 2)[(y
n−1

2 + y
1−n

2 ) + (y
n−3

2 + y
3−n

2 ) + · · ·+ (y + y−1) + 1]2 =

= (T − 2)(1 +

(n−1)/2∑

j=1

φj(T ))2 = (T − 2)(Pn−1
2

(T ))2.

(ii) Se n é ı́mpar, temos:

φn(T ) + 2 = −φn(−T ) + 2 = −(φn(−T ) − 2) = −(−T − 2)(Pn−1
2

(−T ))2 =
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= (T + 2)(Pn−1
2

(−T ))2 = (T + 2)(Qn−1
2

(T ))2.

(iii) Seja n ∈ N par. Logo:

φn(T ) − 2 = yn + y−n − 2 = (yn/2 − y−n/2)2 =

= (y − y−1)2

(
yn/2 − y−n/2

y − y−1

)2

= (y2 + y−2 − 2)

(
y1−n/2

(
yn − 1

y2 − 1

))2

=

= ((y + y−1)2 − 4)(y1−n/2(1 + y2 + y4 + · · ·+ yn−2))2. (∗)

Há dois casos a considerar:

• Se n = 2(2r) = 4r, para algum r ∈ N. Nesse caso, obtemos de (∗) que:

φn(T ) − 2 = ((y + y−1)2 − 4)(y1−2r(1 + y2 + y4 + · · ·+ y2(2r−1)))2 =

= ((y + y−1)2 − 4)((y2r−1 + y1−2r) + (y2r−3 + y3−2r) + · · · + (y + y−1))2 =

= (T 2 − 4)(
r∑

j=1

φ2j−1(T ))2 = (T 2 − 4)(F(n−2)/2(T ))2.

• Se n = 2(2r + 1) = 4r + 2, para algum r ∈ N. Analogamente ao item anterior,

obtemos de (∗):

φn(T ) − 2 = ((y + y−1)2 − 4)(y−2r(1 + y2 + · · · + y4r))2 =

= (T 2 − 4)((y2r + y−2r) + (y2r−2 + y2−2r) + · · · + (y2 + y−2) + 1)2 =

= (T 2 − 4)(1 +
r∑

j=1

φ2j(T ))2 = (T 2 − 4)(F(n−2)/2(T ))2.

(iv) Finalmente, se n é par: φn(T )+2 = yn+y−n+2 = (yn/2+y−n/2)2 = (φn/2(T ))2.

Lema 2.1.5. Sejam p a caracteŕıstica de Fq2 e ϕn(T ) := φn(T ) (mod p) ∈ Fq2[T ], onde

φn é o n-ésimo polinômio de Chebyshev. Se mdc (n, p) = 1, então ϕn(T ) é separável (além

disso, se n divide q−1
2

, as ráızes de ϕn(T ) pertencem a Fq2).
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Demonstração. Seja T = y + y−1 para algum y ∈ Fq2 . Temos ϕn(T ) = yn + y−n= 0 se, e

somente se, y2n = −1. Como mdc (n, p) = 1, a equação ξ2n = −1 possui exatamente 2n

ráızes distintas.

Para mostrar que ϕn(T ) é separável, basta observar que se x1, x2 ∈ Fq2 e z1 = x1+x1
−1

e z2 = x2 +x2
−1 são ráızes de ϕn(T ), então z1 = z2 se, e somente se, x1 = x2 ou x1 = x2

−1.

Logo, toda raiz de ξ2n = −1, bem como sua inversa, correspondem a uma mesma raiz de

ϕn(T ). Como 1 e -1 não são ráızes de ξ2n = −1, qualquer raiz de ξ2n = −1 é diferente de

sua inversa. Desse modo, ϕn(T ) possui exatamente n = 2n/2 ráızes distintas e, portanto,

é separável.

Finalmente, seja z = x + x−1 ∈ Fq2 tal que ϕn(z) = 0. Logo, x2n = −1. Se n divide
q−1
2

, então 4n divide q2 − 1 e temos que x ∈ Fq2 , o que resulta em z ∈ Fq2 .

Corolário 2.1.6. Seja ϕn(T ) como no Lema 2.1.5. Considere pk(T ) := Pk(T ) (mod p),

qk(T ) = Qk(T ) (mod p), fk̃(T ) = Fk̃(T ) (mod p), onde k = (n− 1)/2 e k̃ = (n− 2)/2, e

Pk(T ), Qk(T ) e Fk̃(T ) são os polinômios dados na Proposição 2.1.4. Então:

(i) Valem as afirmativas (i) − (iv) da Proposição 2.1.4, trocando: Pk por pk, Qk por

qk, Fk̃ por fk̃ e φn por ϕn;

(ii) ϕn(T ) − 2 e ϕn(T ) + 2 têm ráızes em Fq2 sempre que n divide q − 1;

(iii) Os polinômios pk, qk, fk̃ e ϕn/2 em cada uma das afirmativas em (i) (deste

Corolário) são separáveis.

Demonstração. (i) Imediato.

(ii) Seja z = x + x−1, x ∈ Fq2, uma raiz de ϕn(T ) − 2. Como ϕn(z) = ϕn(x + x−1) =

xn + x−n, temos xn + x−n − 2 = 0, isto é, (xn − 1)2/xn = 0. Logo, z é raiz de ϕn(T ) − 2

se, e somente se, xn = 1. Assim, xq−1 = (xn)
q−1

n = 1 e temos x ∈ Fq2. Portanto, z ∈ Fq2 .

Analogamente, prova-se que se z ∈ Fq2 é raiz de ϕn(T ) + 2, então z ∈ Fq2. A única

diferença é que se z = x + x−1 é raiz de ϕn(T ) + 2, então (xn + 1)2/xn = 0. Portanto, z

é raiz de ϕn(T ) + 2 se, e somente se, xn = −1, donde xq2−1 = ((xn)q+1)(q−1)/n = 1 .

(iii) Sejam x1, x2 ∈ Fq2 e z1 = x1 + x1
−1 e z2 = x2 + x2

−1.

• Caso ϕn(T ) − 2: se z1 é uma raiz de ϕn(T )− 2, então x1
n = 1. Temos z1 = z2 se, e

somente se, x1 = x2
−1 ou x1 = x2. Logo:

Se n é ı́mpar, a única raiz de xn = 1 que é igual à sua inversa é 1. Logo, ϕn(T )− 2

possui exatamente n−1
2

+ 1 ráızes distintas. Como ϕn(T ) − 2 = (T − 2)pk
2(T ) e
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deg pk(T ) = n−1
2

, pk(T ) tem no máximo n−1
2

ráızes. Em particular, 2 não é raiz de

pk(T ), pois caso contrário ϕn(T ) − 2 = (T − 2)pk
2(T ) teria no máximo n−1

2
ráızes,

absurdo. Conclúımos também que pk(T ) tem exatamente n−1
2

ráızes distintas e,

portanto, é separável.

Por outro lado, se n = 2l é par, as únicas raizes de xn= 1 que são iguais às suas

inversas são 1 e -1 (isso independe de l ser par ou ı́mpar). Logo, ϕn(T ) − 2 =

(T 2 − 4)fk̃
2(T ) possui exatamente n−2

2
+ 2 ráızes distintas. Um argumento análogo

ao que fizemos para n ı́mpar mostra que fk̃ é separável e que nem 2 e nem −2 são

suas ráızes.

• Caso ϕn(T ) + 2: se n é par, pelo Lema 2.1.5 segue que ϕn/2(T ) é separável já que

mdc (n/2, q) = 1.

Por outro lado, se n é ı́mpar, temos ϕn(T )+2 = (−1)nϕn(−T )+2 = −ϕn(−T )+2 =

−(ϕn(−T ) − 2) e pelo caso anterior, qk(T ) é separável e não se anula em −2.

Definição 2.1.7. Para um polinômio ϕ(z) ∈ Fq2 [z], definimos

N(ϕ) = {α ∈ Fq2 ; ϕ(α) ∈ Fq}.

A Proposição seguinte generaliza o Teorema 6.2 de [G-S].

Proposição 2.1.8. Considerando-se a Definição 2.1.7, se n divide q − 1, então:

(i) N(ϕn) = (q(n+ 1) − n+ 1)/2 se n é ı́mpar;

(ii) N(ϕn) = (q(n+ 2) − n)/2 se n é par.

Em particular, N(ϕq−1) = (q2 + 1)/2.

Demonstração. Seja α = x+ x−1 ∈ Fq2, para algum x ∈ Fq2 . Temos:

(x+ x−1)q2

= x+ x−1 ⇐⇒ xq2

+ x−q2

= x+ x−1 ⇐⇒

⇐⇒ xq2

= x ou xq2

= x−1 ⇐⇒ x ∈ Fq2 ou xq2+1 = 1. (∗)

Logo,

ϕn(α) = ϕn(x+ x−1) = xn + x−n ∈ Fq ⇐⇒ (xn + x−n)q = xn + x−n ⇐⇒
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⇐⇒ xnq+x−nq = xn+x−n ⇐⇒ xnq = xn ou xnq = x−n ⇐⇒ xn ∈ Fq ou xn(q+1) = 1 (∗∗)

De (∗) e (∗∗), é imediato que

N(ϕn) = (#A+ 2)/2, (∗ ∗ ∗)

onde

A = {x ∈ Fq2; xn ∈ Fq ou xn(q+1) = 1}∪{x ∈ Fq2 ; xq2+1 = 1 e (xn ∈ Fq ou xn(q+1) = 1)} =

= {x; xq2−1 = 1 e xn(q−1) = 1} ∪ {x; xq2−1 = 1 e xn(q+1) = 1}∪

∪{x; xq2+1 = 1 e xn(q−1) = 1}∪{x; xq2+1 = 1 e xn(q+1) = 1} (∗∗∗ ∗)

e o acréscimo de 2 à cardinalidade de A corresponde aos valores de α = x + x−1 para os

quais x = x−1 (que são exatamente 1 e −1).

Notemos que x satisfaz xa = 1 e xb = 1 se, e somente se, xmdc (a,b) = 1. Logo:

(i) Se n é ı́mpar:

1. xq2−1 = 1 e xn(q−1) = 1 ⇐⇒ 1 = xmdc(q2−1, n(q−1)) = xq−1;

2. xq2−1 = 1 e xn(q+1) = 1 ⇐⇒ 1 = xmdc(q2−1, n(q+1)) = xn(q+1);

3. xq2+1 = 1 e xn(q−1) = 1 ⇐⇒ 1 = xmdc(q2+1, n(q−1)) = x2;

4. xq2+1 = 1 e xn(q+1) = 1 ⇐⇒ 1 = xmdc(q2+1, n(q+1)) = x2.

Como as ráızes de x2 − 1 são também ráızes de xq−1 − 1, temos de (∗ ∗ ∗ ∗), que:

A = {x; xq−1 = 1} ∪ {x; xn(q+1) = 1}.

Além disso,

{x; xq−1 = 1} ∩ {x; xn(q+1) = 1} = {x; 1 = xmdc(q−1,n(q+1)) = x2n}.

Portanto,

#A = (q−1)+n(q+1)−2n e N(ϕn) = ((q−1)+n(q+1)−2n+2)/2 = (q(n−1)−n+1)/2.
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(ii) Se n é par: a única diferença para o item (i) é que mdc(q2−1, n(q−1)) = 2(q−1).

Logo, para A (definido por (∗ ∗ ∗ ∗)) , temos

A = {x; x2(q−1) = 1} ∪ {x; xn(q+1) = 1}

e {x; x2(q−1) = 1} ∩ {x; xn(q+1) = 1} = {x; x2n = 1}.
Portanto,

#A = 2(q−1)+n(q+1)−2n e N(ϕn) = (2(q−1)+n(q+1)−2n+2)/2 = (q(n+2)−n)/2.

Em particular, para n = q− 1, temos N(ϕq−1) = (q(q+ 1)− q+ 1)/2 = (q2 + 1)/2.

Para a demonstração do próximo Teorema, faremos uso da Proposição 3.3.1 e do

Corolário 3.3.3, demonstrados ao final do próximo caṕıtulo.

Teorema 2.1.9. Sejam p um número primo diferente de 2 e q = pr para algum r ∈ N\{0}.
Considere o polinômio ϕq−1 = φq−1 (mod p), onde φq−1 é o (q − 1)-ésimo polinômio de

Chebyshev. Então φq−1(T − 2) ∈ Z[T ] é tal que os coeficientes de T j, 1 ≤ j < (q + 1)/2,

são múltiplos de p.

Demonstração. Da Proposição 3.3.1 e do Corolário 3.3.3 (veja-os no caṕıtulo 3), obtemos

que:

ϕ q−1
2

(T − 2)(T )
q+1
2 = T + T q + ϕq−1(T − 2) − 2, onde T = y + y−1 + 2.

Logo, ϕq−1(T − 2) = 2 − T + ϕ q−1
2

(T − 2).T
q+1
2 − T q.

Como os coeficientes de ϕ q−1
2

(T −2)T
q+1
2 de grau menor que q+1

2
são nulos, o resultado

é imediato.



Caṕıtulo 3

Curvas Maximais e Polinômios de

Chebyshev

Um dos objetivos desse caṕıtulo é obter equações expĺıcitas para algumas curvas

maximais. Para isso, usaremos o fato de que qualquer subcorpo do corpo Hermitiano é o

corpo de funções de alguma curva maximal e daremos exemplos de subcorpos de H cuja

equação para a curva maximal envolve polinômios de Chebyshev.

Relembramos que ao longo deste caṕıtulo, Fq2 denotará um corpo finito

com q = pn elementos, onde p é um primo ı́mpar.

3.1 Subgrupos de automorfismos de H/Fq2

Seja H/Fq2 o corpo de funções Hermitiano, onde H = Fq2(x, y), definido pela equação

xq+1 = yq+y. Considere A := {σ : H −→ H; σ é um automorfismo de H/Fq2} o grupo de

automorfismos da extensão H/Fq2. Sejam a ∈ Fq2 \ {0} uma (q2 − 1)-ésima raiz primitiva

da unidade e ε dado por ε(x) = ax e ε(y) = aq+1y; ε ∈ A e ε|F
q2

= id pois:

[ε(y)]q + ε(y) = (aq+1y)
q
+ aq+1y = a(q+1)qyq + aq+1y = aq2+q+1−1yq + aq+1y =

= aq2−1aq+1yq + aq+1y = aq+1yq + aq+1y = aq+1xq+1 = [ε(x)]q+1.

Seja ω definido por ω(x) = x/y e ω(y) = y−1; ω ∈ A e ω|F
q2

= id pois:

45
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[ω(y)]q + ω(y) − ω(x)q+1 = 1
yq + 1

y
− xq+1

yq+1 = 0.

A prova do próximo resultado pode ser encontrada, por exemplo, em [G-L].

Proposição 3.1.1. Sejam s ≥ 1 um inteiro, G um grupo finito e a,b ∈ G satisfazendo

bab−1= as. Sejam também m e n naturais positivos tais que an = e, bm ∈ 〈a〉. (∗)
Se os inteiros m, n são escolhidos minimalmente satisfazendo (∗), então o grupo 〈a, b〉

tem ordem igual a mn.

Finalmente, considere o subgrupo C = 〈ε, ω〉 de A gerado por ε e ω. C tem ordem

2(q2−1). De fato, ord (ω) = 2, ord (ε) = q2−1, ω−1.ε.ω = ε−q = εq2−1−q e pela Proposição

3.1.1 segue que |〈ε, ω〉| = 2(q2 − 1).

Para um divisor m de q2 − 1, considere o subgrupo G = 〈λ, ω〉 de C gerado por λ e

ω, onde λ = ε
q2−1

m . Pela Proposição 3.1.1, |G| = 2m já que ord (ω) = 2, ord λ = m e

ω−1.λ.ω = λ−q = λδ.ω−q, onde δ= mı́n {a ∈ N \ {0} ;a.m > q }.
Vamos estudar o subcorpo HG de H, corpo fixo pelo grupo G, nos seguintes casos:

(1) m é um divisor de (q − 1)

(2) m é um divisor de (q + 1)

3.2 O caso em que m divide q − 1

Começamos a seção com o seguinte Lema (cuja demonstração pode ser encontrada

em, por exemplo, [E]):

Lema 3.2.1. Sejam K um corpo e L = K(Rxn−a) o corpo de decomposição de xn − a

sobre K, para algum a ∈ K∗. Suponhamos que Pn(K) := {y ∈ K∗; ord (y) = n} 6= ∅.

Então:

(a) AutK(L) é um grupo ćıclico e |AutK(L)| = [L : K] = n se, e somente se, xn − a

for irredut́ıvel em K[x].

Ao longo deste caṕıtulo, vamos considerar H = Fq2(x, y), onde xq+1 = yq + y, e

F := Fq2(xq−1, yq−1).

Teorema 3.2.2. H/F é uma extensão ćıclica de grau (q − 1).



CAPÍTULO 3. CURVAS MAXIMAIS E POLINÔMIOS DE CHEBYSHEV 47

Demonstração. Primeiro analisemos a extensão H/F (x). Temos que:

yq + y = xq+1 ⇒ y(yq−1 + 1) = xq+1 ⇒ y =
xq+1

yq−1 + 1
∈ Fq2(x, yq−1) = F (x)

Logo, F (x) = H.

Temos também que, yq−1(yq−1 + 1)q−1 = (xq−1)q+1 e, portanto, yq−1 é raiz de p(u) =

u(u + 1)q−1 − (xq−1)q+1 ∈ Fq2(xq−1)[u] e temos [F : Fq2(xq−1)] ≤ deg p(u) = q. Também

sabemos que x é raiz de h(u) = uq−1 − xq−1 ∈ F [u], logo [H : F ] = [F (x) : F ] ≤ q − 1.

Por outro lado, [Fq2(x) : Fq2(xq−1)] = q−1 e [H/Fq2(x)] = q. Logo, [F : Fq2(xq−1)] = q

e [H : F ] = q − 1, ou seja, h(u) é irredut́ıvel em F [u].

F = Fq2(xq−1, yq−1) contém uma (q−1)-ésima raiz primitiva da unidade e H = F (x) =

F (Ruq−1−xq−1), então pelo Lema 3.2.1 temos que AutF (H) é ćıclico, ou seja, H/F é uma

extensão ćıclica.

Para um divisor m de (q − 1) denotamos por E1 o único corpo intermediário de H/F
satisfazendo [H : E1] = m (tal corpo existe e é único, pois H/F é ćıclica).

Considere Eω
1 := E

〈ω〉
1 o subcorpo de E1 fixo pelo subgrupo de A gerado por ω. Temos

Eω
1 = HG (de fato, H〈λ〉 = E1 já que ord (λ) = m e E1 é o único subcorpo de H de ordem

m. Assim, E
〈ω〉
1 = H〈λ〉〈ω〉 = H〈λ,ω〉 = HG).

Lema 3.2.3. Sejam F = Fq2(xq−1, yq−1), onde xq+1 = yq + y, e F ω seu corpo fixo pelo

automorfismo ω dado por ω(x) = x/y e w(y) = y−1. Então F ω = Fq2(x2/y) é um corpo

de funções racionais.

Demonstração. Temos que x2

y
= yq−1+1

xq−1 ∈ Fq2(xq−1, yq−1) = F .
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Além disso,

ω

(
x2

y

)
=

[ω(x)]2

ω(y)
=
x2

y
.

Logo, Fq2(x2

y
) ⊂ F ω ⊂ H. Como (yq−1 − y−(q−1)) ∈ F \ F ω e

(yq−1 − y−(q−1))2 = (yq−1 + y−(q−1)) − 4 ∈ F ω, temos que [F : F ω] = 2. Portanto,

[H : F ω] = 2(q − 1) e basta provarmos que
[
H : Fq2

(
x2

y

)]
= 2(q − 1). Para isso, deter-

minaremos o divisor de pólos da função x2

y
em H/Fq2 e usaremos a Proposição 1.2.5, que

diz que deg
(

x2

y

)
∞

=
[
H : Fq2

(
x2

y

)]
.

Seja P ′ ∈ PH. Como yq + y = xq+1, temos:

• Se vP ′(y) > 0, vP ′(y) = vP ′(yq + y) = (q + 1)vP ′(x). Portanto, vP ′(x) > 0 e

vP ′(x2/y) = 2vP ′(x) − vP ′(y) = −(q − 1)vP ′(x) e temos que P ′ é um pólo de x2/y

na extensão H/Fq2 .

• Se vP ′(y) < 0, qvP ′(y) = vP ′(yq + y) = (q+ 1)vP ′(x). Portanto, vP ′(x) = −q.a para

algum a ∈ N∗ e vP ′(x2/y) = 2vP ′(x)− vP ′(y) = −2qa+ (q + 1)a = −a(q − 1) < 0 e

temos que P ′ é um pólo de x2/y em H/Fq2.

• Se vP ′(y) = 0, (q + 1)vP ′(x) = vP ′(yq + y) ≥ mı́n { vP ′(yq), vP ′(y) } ≥ 0. Portanto,

vP ′(x2/y) = 2vP ′(x)−vP ′(y) = 2vP ′(x) e temos que P ′ não é pólo de x2/y em H/Fq2 .

Mostramos acima que se P ′ é pólo de x ou zero de y em H, então P ′ é pólo de x2

y
em

H. Por outro lado, os pólos de x2

y
em H são os pólos de x ou zeros de y em H. Deste

modo, os únicos pólos de x2/y em H são os zeros de y em H e os pólos de x em H.

Seja P ′
0 ∈ PH tal que P ′

0|P0, onde P0 ∈ PFq2(y) é o zero de y em Fq2(y)/Fq2, então:

0 < e(P ′
0|P0) = e(P ′

0|P0)vP0(y) = vP ′
0
(y) = vP ′

0
(y) + vP ′

0
(yq−1 + 1) = (q + 1)vP ′

0
(x).

E como e(P ′
0|P0) ≤ q+1, segue que e(P ′

0|P0) = q+1. Portanto, P0 ramifica-se totalmente

em H/Fq2(y), vP ′
0
(y) = q + 1 e vP ′

0
(x) = 1.

Por outro lado, se P ′|P∞, onde P ′ ∈ PH e P∞ ∈ PFq2(x) é o pólo de x em Fq2(x)/Fq2 ,

temos:

vP ′(x) = e(P ′|P∞)vP∞(x) = −e(P ′|P∞) e q·vP ′(y) = vP ′(yq+y) = (q+1)vP ′(x) = −(q+1)e(P ′|P∞).
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E como mdc (q + 1, q) = 1 e e(P ′
∞|P∞) ≤ q, temos que e(P ′|P∞) = q, ou seja, P∞

ramifica-se totalmente em H/Fq2(x), vP ′(x) = −q e vP ′(y) = −(q + 1).

Finalmente,

(x2/y)∞ = −vP ′(x2/y)P ′ − vP ′
0
(x2/y)P ′

0 =

= [−vP ′(x2) + vP ′(y)]P ′ + [−vP ′
0
(x2) + vP ′

0
(y)]P ′

0 =

= [2q − (q + 1)]P ′ + [−2 + q + 1]P ′
0 = (q − 1)P ′ + (q − 1)P ′

0.

Dado que x2/y ∈ F ω, 2(q − 1) = deg (x2/y)∞ = [H : Fq2(x2/y)] e [H : F ω] = 2(q − 1),

conclúımos que:

[F ω : Fq2(x2/y)] = [H : Fq2(x2/y)]/[H : F ω] =
2(q − 1)

2(q − 1)
= 1, como queŕıamos demonstrar.

Lema 3.2.4. Existem exatamente (q + 1) lugares de F ω que se ramificam na extensão

F |F ω e eles são os zeros (cada um deles simples) de yq−1 + y−(q−1) − 2.

Demonstração. Seja t = yq−1 + y−(q−1) ∈ F ω. Temos que:

(
x2

y

)q+1

=
(xq+1)2

yq+1
=

(yq + y)2

yq+1
=
y2q + 2yq+1 + y2

yq+1
= yq−1 + y−(q−1) + 2 = t+ 2.

Afirmação: zq+1 − (t + 2) é o polinômio mı́nimo de x2

y
sobre Fq2(t). Em particular,

t + 2 6= ud, para todo d > 1 divisor de q + 1 e para todo u ∈ Fq2(t).

Demonstração: De fato, F/Fq2(yq−1) tem grau q+1 pois o polinômio mı́nimo de xq−1 sobre

Fq2(yq−1) é pxq−1,Fq2(yq−1)(z) = zq+1 − yq−1(1 + yq−1)q−1 e como [Fq2(yq−1) : Fq2(t)] = 2,

temos que [F : Fq2(t)] = [F : Fq2(yq−1)][Fq2(yq−1) : Fq2(t)] = 2(q+ 1). Conseqüentemente,

[F ω : Fq2(t)] = [F : Fq2(t)]/[F : F ω] = (2(q+1))/2 = q+1. �

Além disso, Fq2 contém uma (q+1)-ésima raiz primitiva da unidade emdc (q+1, p) = 1.

Logo, Fq2(t)(x2/y) = F ω(t) = F ω é uma extensão de Kummer de Fq2(t) de grau q + 1

(veja a Definição 1.3.23).
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Pelo Teorema 1.3.24(ii), os únicos lugares que podem se ramificar em F ω/Fq2(t) são

o zero e o pólo de t+ 2 em Fq2(t).

Sejam P−2 e P2 os zeros de t+2 e de t− 2 em Fq2(t), respectivamente. Sejam também

P ∗
2 ∈ PF ω e P ∗

−2 ∈ PF ω zeros de t − 2 e de t + 2, respectivamente, em F ω e P ∗
∞ um pólo

de t em F ω. Temos:

vP ∗
−2

(t2 − 4) = e(P ∗
−2|P−2)vP−2(t

2 − 4) = q + 1,

já que e(P ∗
−2|P−2) = q+1

mdc(q+1,vP−2
(t+2))

= q + 1. Analogamente,

vP ∗
∞(t2 − 4) = e(P ∗

∞|P∞)v∞(t2 − 4) =
q + 1

mdc (q + 1, vP∞(t+ 2))
.(−2) = −2(q + 1) e

vP ∗
2
(t2 − 4) = e(P ∗

2 |P2)vP2(t
2 − 4) = 1, já que e(P ∗

2 |P2) =
q + 1

mdc (q + 1, vP2(t+ 2))
= 1.

Uma vez que yq−1−y−(q−1) ∈ F \F ω e [F : F ω] = 2, temos que F = F ω(yq−1−y−(q−1))

é uma extensão de Kummer de F ω (veja o Exemplo 6 na Seção 1.3) e (yq−1 − y−(q−1))
2

=

t2 − 4 ∈ F ω. Portanto, os únicos lugares que podem se ramificar em F/F ω são os zeros e

os pólos em F ω, de t+ 2 e de t− 2.

Sejam P ∗∗
2 , P ∗∗

−2 ∈ PF tais que P ∗∗
2 |P ∗

2 e P ∗∗
−2|P ∗

−2. Considere também P ∗∗
∞ ∈ PF acima

de P ∗
∞. Temos:

e(P ∗∗
2 |P ∗

2 ) =
2

mdc (2, vP ∗
2
(t2 − 4))

=
2

mdc (2, 1)
=

2

1
= 2. (1)

e(P ∗∗
∞ |P ∗

∞) =
2

mdc (2, vP ∗
∞(t2 − 4))

=
2

mdc (2,−2(q + 1))
= 1. (2)
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e(P ∗∗
−2|P ∗

−2) =
2

mdc (2, vP ∗
−2

(t2 − 4))
=

2

mdc (2, q + 1)
= 1. (3)

De (1), (2) e (3), conclúımos que os únicos lugares que se ramificam em F/F ω são os

zeros de t− 2 em F ω. Fazendo-se t = 2 em
(

x2

y

)q+1

= t + 2 e considerando que zq+1 = 4

possui q+ 1 ráızes distintas , temos que há exatamente q+ 1 zeros de t− 2 em F ω/Fq2(t)

(Teorema de Kummer) e o ı́ndice de ramificação de cada um deles nessa extensão é 1.

Conseqüentemente, há exatamente q+1 zeros de t−2 em F ω que se ramificam na extensão

F/F ω.

Teorema 3.2.5. Sejam m um divisor de q−1, E1 o único corpo intermediário de H/F tal

que [H : E1]= m e ω um automorfismo de H/Fq2 que satisfaz ω(x) = x/y e ω(y) = y−1.

Existem exatamente (q+1) lugares de Eω
1 que se ramificam na extensão E1/E

ω
1 . Eles são

os zeros em Eω
1 (cada um deles simples) da função ym + y−m − 2.

Demonstração. Considere o diagrama:

Vamos começar tratando o caso:

1)n := [E1 : F] = q−1
m

é ı́mpar

Seja u := ym + y−m.

Afirmação 1: Eω
1 = F ω(u).

Demonstração: Como H/F é ćıclica de grau (q− 1) e H = F (x), temos que E1 = F (xm).
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Além disso, (xm)2 = ym ·αm, onde α = yq−1+1
xq−1 ∈ F , implica que xm = ym/2 ·αm/2 (m/2 ∈ N

pois n ı́mpar implica m par). Conseqüentemente, E1 = F (xm) = F (ym/2) e, portanto,

ym ∈ E1. Conseqüentemente u ∈ E1 e como ω(u) = u, temos que u ∈ Eω
1 .

Resta-nos ainda mostrar que u geraEω
1 na extensão Eω

1 |F ω. Com efeito, [E1 : F (ym)] ≤
2 e divide [E1 : F ] = n; como n é ı́mpar, temos

F (ym) = F (ym/2) = E1.

Além disso, yq−1 ∈ F ω(ym) e xq−1 = yq−1+1
x2/y

∈ Fq2(x2

y
)(ym) = F ω(ym). Logo, F ⊂ F ω(ym).

Conseqüentemente, E1 = F (ym) ⊂ F ω(ym) e conclúımos que E1 = F ω(ym).

Finalmente,

[E1 : F ω(u)] = [F ω(ym) : F ω(u)] = 2,

pois ym é raiz de p(T ) = T 2 − T.u+ 1 e ym /∈ F ω.
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Logo,

[Eω
1 : F ω(u)] =

[E1 : F ω(u)]

[E1 : Eω
1 ]

=
2

2
= 1.

�
Assim, ϕn(u) = yq−1 + y−(q−1) é o polinômio mı́nimo de u sobre F ω. Pelo Corolário

2.1.6(i),

ϕn(u) − 2 = (u− 2)[pk(u)]
2, k =

n− 1

2
.

Logo,

yq−1 + y−(q−1) − 2 = (u− 2)[pk(u)]
2 (∗)

Por outro lado, o Corolário 2.1.6(iii) garante que pk(u) é separável em F ω e que suas

ráızes pertencem a Fq2 e são diferentes de 2. Denotemos por βi ∈ Fq2 , i = 1, 2, ..., n−1
2

,

cada uma das n−1
2

ráızes (distintas) de pk(u). Desse modo, fazendo-se t = yq−1 + y−(q−1),

(∗) escreve-se como:

t− 2 = yq−1 + y−(q−1) − 2 = (u− 2)

n−1
2∏

i=1

(u− βi)
2 · (∗∗)

Antes de determinarmos os lugares que se ramificam em E1/E
ω
1 , determinaremos quais

os lugares que se ramificam em E1/F
ω.

Note que como [E1 : F ] = (q − 1)/m = n, θn − yq−1 ∈ Fq2[θ] é o polinômio mı́nimo

de ym sobre F . Conseqüentemente, yq−1 6= rd para todo r ∈ F e d > 1 divisor de n.
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Além disso, mdc (n, p) = 1 e, portanto, a extensão de grau n E1/F é de Kummer. Dessa

forma, dado P ∈ PF as posśıveis ramificações de P em E1/F ocorrem se P é um pólo

ou um zero de yq−1 em F , ou seja, se P é um pólo de t. Por outro lado, o Lema 3.2.4

garante que somente os zeros de t− 2 em F ω ramificam-se em F/F ω. Conclúımos que os

únicos lugares que podem se ramificar em E1/F
ω são os zeros de t−2 e os pólos de t em F ω.

Afirmação 2: Se P ∈ PF ω é um zero de t − 2 e se P ′′ ∈ PE1 está acima de P , então

e(P ′′|P ) = 2.

Demonstração: Pelo Lema 3.2.4, há exatamente (q+1) zeros de t− 2 em F ω que se rami-

ficam (totalmente) em F/F ω. Por outro lado, como tais zeros não se ramificam em E1/F

(pois só os pólos de t ramificam-se nesta extensão), seus ı́ndices de ramificação em E1/F
ω

são iguais a 2 (pela Proposição 1.3.5). �
Denotaremos por P1, P2, . . . , Pq+1 os zeros de t− 2 em F ω. Se P ∈ PEω

1
é um zero de

t− 2, obtemos que

0 < vP (t− 2) = vP ((u− 2)

n−1
2∏

i=0

(u− βi)
2)

e, portanto, devemos ter vP (u− 2) > 0 ou vP (

n−1
2∏

i=0

(u− βi)) > 0, ou seja, as extensões de

Pj (j = 1, 2, ..., q+1) em Eω
1 , são exatamente os zeros de u−2 e de u−βi (i = 1, 2, ..., n−1

2
)

em Eω
1 .

Por outro lado, se P = Pβi
∈ PEω

1
para algum i ∈ {1, 2, · · · , n−1

2
}, temos que

vPβi
(u−βj) = 0 se j 6= i e vPβi

(u−2) = 0. Conseqüentemente, vPβi
(t−2) = 2vPβi

(u−βi) >

0 e temos que Pβi
é um zero de t− 2 em Eω

1 . Analogamente, obtemos que Pu−2 é um zero

de t− 2 em Eω
1 . Conclúımos que P ∈ PEω

1
é um zero de t− 2 se, e somente se, P = Pu−2

ou P = Pβi
para algum i ∈ {1, 2, · · · , n−1

2
}.

Afirmação 3: Os zeros de u− βi não se ramificam em E1/E
ω
1 , i = 1, 2, ..., n−1

2
.

Demonstração: Seja Pβi
∈ PEω

1
um zero de u−βi. Para Pλ = Pβi

∩F ω, λ ∈ {1, · · · , q+1},
temos:

e(Pβi
|Pλ) = e(Pβi

|Pλ)vPλ
(t−2) = vPβi

(t−2) = 2vPβi
(pk(u))+ vPβi

(u−2) = 2vPβi
(u−βi) ≥ 2

Como o ı́ndice de ramificação de Pλ em E1/F
ω é 2 (pela Afirmação 2), conclúımos que
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e(Pβi
|Pλ) = 2. Conseqüentemente, Pβi

não se ramifica em E1/E
ω
1 . �

Sejam Pβi
∈ PEω

1
, i = 1, · · · , n−1

2
, um zero de u−βi e Pu−2 ∈ PEω

1
um zero de u−2. Para

cada Pj (j = 1, 2, · · · , q+1), temos (ϕn(u)−2−(t−2))(Pj) = (u−2)(Pj)
n−1∏
i=1

(u−βi)
2(Pj).

Logo, pelo Teorema de Kummer, há acima de Pj, em Eω
1 , pelo menos um zero de u− βi,

i = 1, · · · , n−1
2

e um zero de u− 2.

Fixe Pj ∈ PF ω , j = 1, 2, · · · , q + 1; podemos aplicar a Afirmação 3 e a Igualdade

Fundamental à extensão Eω
1 /F

ω, obtendo:

n =
∑

P |Pj

P∈Eω
1

e(P |Pj)f(P |Pj) ≥ n−1
2
.2 + e(Pu−2|Pj)f(Pu−2|Pj) (∗ ∗ ∗)

o que se verifica se, e somente se, e(Pu−2|Pj) = f(Pu−2|Pj) = 1. Conseqüentemente,

P(u− 2) deve ramificar-se totalmente em E1/E
ω
1 (Afirmação 2). Note que (∗ ∗ ∗) também

implica que para cada j ∈ {1, 2, · · · , q + 1} há apenas um zero de u− 2 em Eω
1 acima de

Pj. Portanto, há exatamente q+1 zeros de u−2 em Eω
1 os quais se ramificam em E1/E

ω
1 .

Como vimos no parágrafo anterior à Afirmação 2, somente os zeros de t−2 e os pólos de

t podem se ramificar em E1/F
ω e, conseqüentemente, em E1/E

ω
1 . Portanto, para finalizar

a demonstração para o caso em que n é ı́mpar, resta-nos mostrar que os pólos de t não se

ramificam em E1/E
ω
1 . Mas isso é imediato já que a extensão E1/E

ω
1 é galoisiana de grau

2 e, portanto, se os pólos de t se ramificassem em E1/E
ω
1 , ramificar-se-iam também em

E1/F (pela Proposição 1.3.5 e pelo Lema 3.2.4) e pela Igualdade Fundamental aplicada

à extensão E1/F , 2 teria que dividir n, o que seria uma contradição.

Conclúımos que somente os q + 1 zeros de u− 2 em Eω
1 ramificam-se em E1/E

ω
1 .

2)n = q−1
m

par

Há duas possibilidades há serem consideradas:

a)m é par

Nesse caso, temos ainda E1 = F (ym/2). Como yq−1 ∈ F ω(ym/2) (já que m
2

divide

q − 1) e xq−1 = yq−1+1
x2/y

∈ F ω(ym/2), temos que F ⊂ F ω(ym/2). Conseqüentemente,

E1 = F (ym/2) ⊂ F ω(ym/2) e temos que E1 = F ω(ym/2).

Seja ũ = ym/2 + y−m/2.
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Note que [E1 : F ω(ũ)] = [F ω(ym/2) : F ω(ũ)] = 2 pois ym/2 é raiz de p(T ) = T 2−T.ũ+1

e ym/2 /∈ F ω.

Portanto: [Eω
1 : F ω(ũ)] = [E1:F ω(ũ)]

[E1:Eω
1 ]

= 2
2

= 1, ou seja, Eω
1 = F ω(ũ).

Como [Eω
1 : F ω] = n e y

q−1
2 = xq−1.

(
xq−1

yq−1+1

) q−1
2 ∈ F ω, temos que

ϕn(ũ) = ϕn(ym/2 + y−m/2) = y(q−1)/2 + y−(q−1)/2 ∈ F ω

é o polinômio mı́nimo de ũ sobre F ω. Além disso, pelos ı́tens (i) e (ii) do Corolário 2.1.6

ϕn(ũ) − 2 = y(q−1)/2 + y−(q−1)/2 − 2 = (ũ2 − 4)[fk(ũ)]
2 , k =

n− 2

2
,

e 2 e −2 não são ráızes do polinômio (separável e com ráızes em Fq2) fk(ũ). Logo,

fazendo-se t̃ = ϕn(ũ), obtemos:

t̃− 2 = (ũ2 − 4)

n−2
2∏

i=1

(ũ− βi)
2, βi ∈ Fq2 distintas. (∗ ∗ ∗ ∗)

Note que

t̃2 = [ϕn(ũ)]2 = yq−1 + y−(q−1) + 2 = t + 2.

Conseqüentemente, t− 2 = t̃2 − 4 = (t̃ + 2)(t̃− 2). Pelo Teorema de Kummer (Teorema

1.3.12), há exatamente dois lugares em Fq2(t̃) acima do zero de t−2 (que não se ramificam

em Fq2(t̃)/Fq2(t)) em Fq2(t̃) : o zero de t̃ + 2 e o zero de t̃ − 2. Vamos denotar por P ′
2 o

zero de t̃− 2 e por P ′
−2, o zero de t̃+ 2, ambos em PFq2(t̃).
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Nota 1: Como E1 = F (ym/2), temos, de modo análogo ao que foi visto no caso n ı́mpar,

que os únicos lugares de F ω que podem se ramificar em E1/F
ω são os zeros de t − 2 e

os pólos de t. Além disso, como antes, os ı́ndices de ramificação em E1/F
ω dos zeros de

t − 2 em F ω são exatamente 2. Novamente, denotaremos por Pj, j = 1, 2, · · · , q + 1, os

zeros de t− 2 em F ω.

Os zeros de t − 2 em F ω são extensões dos zeros de t̃ − 2 e de t̃ + 2 em F ω/Fq2(t̃).

Basta-nos, portanto, analisar as extensões destes em E1/F
ω.

Primeiramente, analisemos as extensões de P ′
2 em E1/F

ω.

Como

t̃− 2 = (ũ2 − 4)[fk(ũ)]
2 = (ũ2 − 4)

(n−2)/2∏

i=1

(ũ− βi)
2 ,

temos, analogamente ao caso n ı́mpar, que as extensões de P ′
2 em Eω

1 /F
ω são exatamente

os zeros, em Eω
1 , de ũ − 2, de ũ + 2 e de ũ − βi (i = 1, 2, · · · , n−2

2
). Logo, se Q2 é um

zero de t̃ − 2 em F ω, há, em Eω
1 , pelo menos: n−2

2
zeros de fk(ũ) acima de Q2, um zero

de ũ− 2 acima de Q2 e um zero de ũ+ 2 acima de Q2.
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Afirmação 4: Seja Pβi
um zero de ũ − βi em Eω

1 , i ∈ {1, · · · , n−2
2
}. Para cada i,

Pβi
ramifica-se totalmente em Eω

1 /F
ω.

Demonstração: De fato, dado i ∈ {1, 2, · · · , n−2
2
}, temos:

e(Pβi
|P ′

2) = e(Pβi
|P ′

2)vP ′
2
(t̃− 2) = vPβi

(t̃− 2) = 2vPβi
(ũ− βi) ≥ 2.

Conseqüentemente, para Pλ := Pβi
∩F ω, temos que 2 ≤ e(Pβi

|P ′
2) = e(Pβi

|Pλ).e(Pλ|P ′
2) =

e(Pβi
|Pλ) ≤ 2. Logo, Pλ ramifica-se totalmente em Eω

1 /F
ω e, portanto, Pβi

não se ramifica

em E1/E
ω
1 . �

Nota 2: Sejam Pũ+2 e Pũ−2 zeros, em Eω
1 , de ũ + 2 e de ũ − 2, respectivamente, e

seja Q2 ∈ PF ω um zero de t̃ − 2 abaixo deles. Pela Igualdade Fundamental aplicada à

extensão Eω
1 /F

ω, temos:

n =
∑

P |Q2
P∈Eω

1

e(P |Q2)f(P |Q2) ≥
n− 2

2
.2 + e(Pũ−2|Q2)f(Pũ−2|Q2) + e(Pũ+2|Q2)f(Pũ+2|Q2) ,

o que implica que e(Pũ−2|Q2) = f(Pũ−2|Q2) = e(Pũ+2|Q2) = f(Pũ+2|Q2) = 1. Em

particular, para cada zero de t̃− 2 em F ω, há em Eω
1 um único zero de ũ− 2 e um único

zero de ũ+ 2 acima dele. Como os zeros de t̃− 2 em F ω são zeros de t− 2 em F ω, temos

que os zeros de ũ+ 2 e de ũ− 2 em Eω
1 ramificam-se totalmente em E1/E

ω
1 .

Afirmação 5: Há q + 1 zeros de ũ2 − 4 em Eω
1 .

Demonstração: De fato, o Lema 3.2.4 garante que há exatamente q + 1 zeros de t− 2 em

F ω. Destes, q+1
2

estão acima de P ′
−2 e q+1

2
, de P ′

2. De fato, F ω/Fq2(t̃) é de Kummer de

grau q+1
2

; em particular, galoisiana, e portanto, há (q+1)/2 automorfismos de F ω/Fq2(t̃).

Portanto, se P̃ ∈ PF ω e P̃ |P ′
2, para cada σ ∈ AutFq2 (t̃)F

ω temos σ(P̃ )|P ′
2 e estes são todos

os lugares de F ω acima de P ′
2. Analogamente, para P ′

−2. Como a soma dos lugares acima

de P ′
2 e de P ′

−2 em F ω é q + 1 (pois t̃2 − 4 = t − 2), temos que exatamente q+1
2

estão

acima de P ′
2 e exatamente q+1

2
, de P ′

−2. Fixe um dos (q+1)/2 lugares acima de P ′
2. Como

acima dele há, em Eω
1 , um único zero de ũ− 2 e um único zero de ũ+ 2 (Nota 2), temos

conclúıda nossa Afirmação. �

Agora vamos analisar as extensões de t̃+ 2 em E1/F
ω.
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Como n é par, temos que t̃ + 2 = [ϕn/2(ũ)]
2 =

n/2∏
i=1

(ũ − αi)
2, αi ∈ Fq2 distintas ( veja

Corolário 2.1.6(i) ). Seja Pαi
um zero de ũ − αi em Eω

1 , i = 1, 2, · · · , n
2
. Para cada i,

temos:

2 ≥ e(Pαi
|P ′

−2) = e(Pαi
|P ′

−2)vP ′
−2

(t̃ + 2) = vPαi
(t̃ + 2) = 2vPαi

(ϕn/2(ũ)) ≥ 2.

Portanto, P
′
−2 ramifica-se totalmente em Eω

1 /F
ω e, conseqüentemente, não se ramifica em

E1/E
ω
1 .

Logo, dos zeros de t − 2 em Eω
1 , somente os zeros de t̃ − 2 em Eω

1 ramificam-se em

E1/E
ω
1 , a saber: os q+1

2
zeros de ũ− 2 e os q+1

2
zeros de ũ+ 2, ou seja, os q + 1 zeros (em

Eω
1 ) de ũ2 − 4 = (ym/2 + y−m/2)

2 − 4 = ym + y−m − 2.

Para terminar a demonstração desse caso, resta-nos mostrar que:

Afirmação 6: Se P um pólo de t em Eω
1 , então P não se ramifica em E1/E

ω
1 .

Demonstração: Como [E1 : Eω
1 ] = 2, E1/E

ω
1 é de Kummer. Em particular, tal extensão

é galoisiana. Assim, para provarmos a Afirmação acima, é suficiente mostrarmos que há

dois lugares em E1 acima de P . Seja P̃ ∈ PE1 acima de P , então ω(P̃ ) ∈ PE1 também

está acima de P . Suponhamos, por absurdo, que ω(P̃ ) = P̃ . Temos:

vP̃ (ym) = vω(P̃ )(y
m) = vP̃ (ω−1(ym)) = vP̃ ( 1

ym )

donde se conclui que vP̃ (ym) = 0. Conseqüentemente, 0 = nvP̃ (ym) = vP̃ (yq−1), o que é

absurdo, já que P̃ é um pólo de t = yq−1+y−q−1. �

Finalmente, analisaremos o caso:

b)m é ı́mpar

Para resolver esse caso, usaremos o resultado anterior para m̃ = 2m, como veremos a

seguir.

Como m é ı́mpar, E1 6⊂ F (y), pois [H : F (y)]= 2 e 2 não divide m. Logo, E1 6= F (yj)

para todo j ∈ N. No entanto, é sempre verdade que E1 = F (xm).
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Afirmação 7: Eω
1 = F ω(xm + [ω(x)]m).

Demonstração: Como [ω(x)]m = (x
y
)m = (yq−1+1)

m

(xm)q ∈ F (xm) = E1, temos que

xm + [ω(x)]m ∈ E1. Além disso, o(ω) = 2 e, portanto, ω(xm + [ω(x)]m) = [ω(x)]m + xm e

temos que xm + [ω(x)]m ∈ Eω
1 .

Como xm é raiz do polinômio f(T ) = T 2 − (xm + [ω(x)]m)T + (x2

y
)
m

∈ F ω(xm +

[ω(x)]m)[T ] e não é fixo por ω, temos que xm /∈ F ω(xm + [ω(x)]m). Logo,

[F (xm) : F ω(xm + [ω(x)]m)] = 2 e

[Eω
1 : F ω(xm + [ω(x)]m)] = [F (xm):F ω(xm+[ω(x)]m)]

[E1:Eω
1 ]

= 2
2

= 1.

�
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Seja α ∈ AutFq2
H o automorfismo de ordem 2 tal que α(x) = −x e α(y) = y. Como

H/F é ćıclica, tal extensão contém um único corpo intermediario L tal que [H : L] = 2.

Logo, L = Hα. Desse modo, como [H : F (y)] = 2, temos que Hα = F (y).

Antes de examinarmos os lugares que se ramificam em E1/E
ω
1 , analisaremos as ex-

tensões Eα
1 /E

α,ω
1 e Eω

1 /E
α,ω
1 . A esta última extensão aplicaremos o resultado já obtido no

item (a) do caso 2.

Afirmação 8: Eα
1 = F (ym).

Demonstração: De fato, [E1 : Eα
1 ] = 2 e ym ∈ Eα

1 implicam que F (ym) ⊂ Eα
1 . Além disso,

(xm)2 = ym
[

yq−1+1
xq−1

]m
∈ F (ym) e, portanto , [E1 : F (ym)] ≤ 2.

Como xm /∈ Eα
1 (pois m é ı́mpar), temos que xm /∈ F (ym) e [E1 : F (ym)] = 2. Logo,

[Eα
1 : F (ym)] = [E1:F (ym)]

[E1:Eα
1 ]

= 1. �

Afirmação 9: Eα,ω
1 = F ω(u), onde u = ym + y−m.

Demonstração: F ω(u) = F ω(ym + y−m) ⊂ F ω(ym) ⊂ F (ym) = Eα
1 e como ω(u) = u,

temos que F ω(u) ⊂ Eα,ω
1 .
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Por outro lado, {xm + [ω(x)]m}2 = (x2

y
)
m

(u + 2) ∈ F ω(u) e temos

[F ω(xm + [ω(x)]m) : F ω(u)] = [Eω
1 : F ω(u)] ≤ 2. Conseqüentemente,

1 ≤ [Eα,ω
1 : F ω(u)] =

[Eω
1 :F ω(u)]

[Eω
1 :Eα,ω

1 ]
≤ 2

2
= 1.

�

Analisaremos os lugares que se ramificam em E1/E
ω
1 da seguinte forma:

1. Determinaremos os lugares de Eα,ω
1 que se ramificam em Eω

1 /E
α,ω
1 ;

2. Determinaremos os lugares de Eα,ω
1 que se ramificam em Eα

1 /E
α,ω
1 ;

3. Determinaremos os lugares de Eα,ω
1 que se ramificam em E1/E

α,ω
1 ;

4. Compararemos os ı́ndices de ramificação dos lugares obtidos no item 3 nas extensões

E1/E
α,ω
1 , Eα

1 /E
α,ω
1 e Eω

1 /E
α,ω
1 .

As afirmações 7 e 9 implicam que

Eω
1 ⊃ Eα,ω

1 (xm + [ω(x)]m) ⊃ F ω(xm + [ω(x)]m) = Eω
1

Desse modo, Eω
1 = Eα,ω

1 (xm + [ω(x)]m) e como α(xm + [ω(x)]m) = −(xm + [ω(x)]m),

temos que xm +[ω(x)]m /∈ Eα,ω
1 . Além disso, temos que {xm + [ω(x)]m}2 = (x2

y
)m(u+2) ∈

Eα,ω
1 e, portanto, a extensão Eω

1 /E
α,ω
1 tem grau 2 e a equação anterior é o polinômio

mı́nimo de (xm + [ω(x)]m) sobre Eα,ω
1 . Conseqüentemente, tal extensão é uma extensão

de Kummer.
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Deste modo, os únicos lugares de Eα,ω
1 que podem se ramificar em Eω

1 /E
α,ω
1 são os

zeros ou pólos de (x2

y
) e os zeros ou pólos de (u + 2). Como (x2

y
)
q+1

= t + 2, onde

t = yq−1 + y−(q−1), os zeros de (x2

y
) nos corpos intermediários de E1/F

ω são os zeros de

t+ 2 nesses mesmos corpos. Analogamente, os pólos de x2/y em tais corpos são os pólos

de t neles. Notemos também que se P̃ é um pólo de u + 2 em Eα,ω
1 , então P̃ é pólo de t

nesse corpo.

Afirmação 10: Os zeros de x2

y
em Eα,ω

1 ramificam-se (em particular, ramificam-se total-

mente) em Eω
1 /E

α,ω
1 .

Demonstração: Seja P um zero de x2

y
em Eα,ω

1 . Como P é também um zero de t + 2 em

Eα,ω
1 , denotá-lo-emos por P ∗∗

−2 ∈ PEα,ω
1

. Consideremos também um lugar P ∗∗∗
−2 ∈ Eω

1 tal
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que P ∗∗
−2 = P ∗∗∗

−2 ∩Eα,ω
1 , P ∗

−2 = P ∗∗
−2 ∩ F ω um zero de t+ 2 em F ω e P−2 o zero de t+ 2 em

Fq2(t). Temos:

(q + 1)vP ∗
−2

(x2

y
) = vP ∗

−2
(t+ 2) = e(P ∗

−2|P−2)vP−2(t+ 2) = q + 1

(pois e(P ∗
−2|P−2) = q+1

mdc (q+1,vP−2
(t+2))

= q + 1) e, conseqüentemente, vP ∗
−2

(x2

y
) = 1.

Além disso,
(

x2

y

) q+1
2

= xq+1

y
q+1
2

= y
q−1
2 + y

−(q−1)
2 = ϕn

2
(u) ⇐⇒ xq+1 = yq + y. Como

ϕn
2
(u) é separável e suas ráızes pertencem a Fq2(t), o Teorema de Kummer garante que

existem exatamente n
2

zeros de x2

y
em Eα,ω

1 = F ω(u) acima de P ∗
−2 ∈ F ω e seus ı́ndices de

ramificação em Eα,ω
1 /F ω são iguais a 1. Conseqüentemente, temos e(P ∗∗

−2|P ∗
−2) = 1.

Finalmente, temos:

2vP ∗∗∗
−2

(xm + [w(x)]m) = me(P ∗∗∗
−2 |P ∗∗

−2)vP ∗∗
−2

(
x2

y
) + vP ∗∗∗

−2
(u+ 2) =

= me(P ∗∗∗
−2 |P ∗∗

−2)e(P
∗∗
−2|P ∗

−2)vP ∗
−2

(
x2

y
) = me(P ∗∗∗

−2 |P ∗∗
−2)

e como m é ı́mpar, devemos ter e(P ∗∗∗
−2 |P ∗∗

−2) = 2 (note que vP ∗∗∗
−2

(u+ 2) = 0, já que u+ 2

divide ϕn(u)− 2 = t− 2 ( Corolário 2.1.6(i) ). �

Para os zeros de u+ 2 em Eα,ω
1 vale o seguinte:

Afirmação 11: Os zeros de u+ 2 ramificam-se (em particular, ramificam-se totalmente)

em Eω
1 /E

α,ω
1 .

Demonstração: Sabemos que t−2 = ϕn(u)−2 = (u2−4)

n−2
2∏

i=1

(u−βi)
2, βi ∈ Fq2. De modo

análogo ao item (a), temos:

• As extensões de Pj (zeros de t− 2 em F ω), j ∈ {1, · · · , q+ 1}, em Eα,ω
1 são os zeros

de u− βi em Eα,ω
1 (i = 1, · · · , n−2

2
), os zeros de u− 2 em Eα,ω

1 e os zeros de u + 2

em Eα,ω
1 .

• Para cada Pj, há acima dele, em Eα,ω
1 , pelo menos: um zero de u − βi (i =

1, · · · , n−2
2

), um zero de u+ 2 e um zero de u− 2.

• Fixado j, considere Pβi
um zero de u− βi em Eα,ω

1 , i ∈ {1, · · · , n−2
2
}, Pu+2 um zero

de u+ 2 em Eα,ω
1 e Pu−2 um zero de u− 2 em Eα,ω

1 lugares acima de Pj.
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Temos e(Pβi
|Pj) = 2 e f(Pu−2|Pj) = e(Pu−2|Pj) = e(Pu+2|Pj) = f(Pu+2|Pj) = 1.

Conseqüentemente, 1 = e(Pu+2|Pj) = e(Pu+2|Pj)vPj
(t − 2) = vPu+2(u + 2). Logo, para

P ′
u+2 ∈ PEω

1
zero de u+2 em Eω

1 , temos: e(P ′
u+2|Pu+2) = 2

mdc(2,vPu+2
(u+2))

= 2. �

Nota 3: Para terminar o estudo dos lugares que se ramificam em Eω
1 /E

α,ω
1 a fim de

determinarmos os lugares de Eω
1 que se ramificam em E1/E

ω
1 , falta verificar se os pólos

de t em Eα,ω
1 se ramificam nesta extensão. No entanto, isso será omitido — mostraremos

diretamente, ao final dessa demonstração, que os pólos de t em Eω
1 não se ramificam em

E1/E
ω
1 , sem analisar as extensões Eω

1 /E
α,ω
1 e Eα

1 /E
α,ω
1 .

Agora analisemos a extensão Eα
1 /E

α,ω
1 .

Afirmação 12: Há, em Eα,ω
1 , exatamente q+1

2
zeros de u + 2 e exatamente q+1

2
zeros

de u− 2 que se ramificam na extensão Eα
1 /E

α,ω
1 .

Demonstração: Fazendo-se m̃ = 2m e Ẽ1 = Eα
1 , temos u = y

m̃
2 + y−

m̃
2 .

Pelo item (a), há exatamente q+1
2

zeros de u + 2 e exatamente q+1
2

zeros de u − 2,
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ambos em Ẽω
1 , que se ramificam na extensão Ẽ1/Ẽ

ω
1 . Como os q+1

2
zeros de u − 2 em

Ẽω
1 não se ramificam em Eω

1 /Ẽ
ω
1 e seus graus relativos nessa extensão são iguais a 1 (veja

Nota abaixo), temos que há 2. q+1
2

zeros de u− 2 em Eω
1 que se ramificam em E1/E

ω
1 . �

Nota 4: Em primeiro lugar, como (x2

y
)q+1 − 4 = t − 2 = (u2 − 4)

n−2
2∏

i=1

(u − βi)
2, temos

que qualquer zero Q de u−2 em Ẽω
1 está acima do zero de (x2

y
)q+1−4 em F ω e, conseqüente-

mente, de x2

y
− β, para algum β ∈ Fq2 satisfazendo βq+1 = 4. Logo,

(xm + [ω(x)]m)2 = 4βm (modQ) e como z2 = 4βm tem duas ráızes distintas em Fq2, o

Teorema de Kummer garante que há exatamente dois lugares em Eω
1 acima de Q (lembre-

se de que Eω
1 = Ẽω

1 (xm + [ω(x)]m) e, portanto, podemos aplicar o Teorema de Kummer a

essa extensão).

Finalmente, analisemos a extensão E1/E
α,ω
1 , ou seja, a extensão E1/Ẽ

ω
1 .

Afirmação 13: Os únicos lugares de Ẽ1 que podem se ramificar em E1/Ẽ1 são os zeros

de x2

y
e os pólos de t.

Demonstração: De fato, E1 = F (xm), Ẽ1 = F (ym) e como

(xm)2 = ym

(
x2

y

)m

,

os únicos lugares de Ẽ1 que podem se ramificar na extensão de Kummer E1/Ẽ1 são os

zeros de x2

y
e de ym ou os pólos dessas funções. Como os zeros e os pólos de ym são pólos de

t e o mesmo vale para os pólos de x2

y
, a afirmativa está provada. �

Logo, pelas Afirmações 12 e 13, os únicos lugares de Ẽω
1 que podem se ramificar em

E1/Ẽ
ω
1 são os zeros de u− 2, de u+ 2, de x2

y
e os pólos de t.
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Para finalizarmos a demonstração de nosso Teorema, basta mostrarmos que:

• Os q+1
2

zeros de u+ 2 em Ẽ1 não se ramificam em E1/Ẽ1 (com efeito, mostrando-se

isso, as Afirmações 11 e 12 implicarão que os zeros de u + 2 não se ramificam em

E1/E
ω
1 );

• Os zeros de x2

y
em Ẽω

1 não se ramificam na extensão E1/E
ω
1 ;

• Os pólos de t em Eω
1 não se ramificam em E1/E

ω
1 .

Com efeito, se provarmos os três ı́tens anteriores, provaremos nosso Teorema para o

caso em que m é ı́mpar, já que há (q + 1) zeros de u − 2 em Eω
1 que se ramificam na

extensão E1/E
ω
1 (conforme o final da demonstração da Afirmação 12).

Afirmação 14: Com as notações anteriores, temos:

(i) Os q+1
2

zeros de u+ 2 em Ẽ1 não se ramificam em E1/Ẽ1;

(ii) Os zeros de x2

y
em Ẽω

1 não se ramificam na extensão E1/E
ω
1 ;

(iii) Os pólos de t em Eω
1 não se ramificam em E1/E

ω
1 .

Demonstração: (i) Como os zeros de u+ 2 em Ẽ1 estão acima do zero de t− 2 em Fq2(t),

eles não podem estar acima de pólos de t e nem mesmo dos zeros de x2

y
em F ω, já que esses

últimos são extensões do zero de t + 2 em Fq2(t). Portanto, de acordo com a Afirmação

13, os zeros de u+ 2 em Ẽ1 não podem se ramificar na extensão E1/Ẽ
ω
1 .

(ii) Decorre imediatamente das Afirmações 10 e 12.

(iii) Sabemos que E1 = F (xm) e que se P é um pólo de t em Eω
1 e P ′ ∈ PE1 está acima
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de P , então ω(P ′) também está acima de P e

vω(P ′)(x
m) = vP ′(ω−1(xm)) = vP ′

(
xm

ym

)
.

Logo, se ω(P ′) = P ′, temos que vP ′(xm) = vω(P ′)(x
m) = vP ′(xm) − vP ′(ym) e conseqüen-

temente, vP ′(ym) = 0. Um absurdo. Conclúımos que ω(P ′) 6= P ′. Como [E1 : Eω
1 ] = 2,

temos que e(P ′|P ) = e(ω(P ′)|P ) = 1. �

Provamos então que há exatamente (q + 1) lugares que se ramificam em E1/E
ω
1 e são

justamente os zeros, em Eω
1 , da função u− 2 = ym + y−m − 2.

Visto que o gênero g(E1) de E1/Fq2 depende dos lugares que se ramificam na extensão

E1/E
ω
1 e do gênero de Eω

1 /Fq2 , conclúımos que o Teorema 3.2.5 é útil para a determinação

de g(E1).

O Corolário seguinte generaliza a Nota 4.4 de [G-S].

Corolário 3.2.6. Com as notações do Teorema anterior, temos:

(i) se n é ı́mpar, então Eω
1 = Fq2(u, v) onde

vq+1 = ϕn(u) + 2

é uma equação irredut́ıvel.

(ii) se n e m são pares, então Eω
1 = Fq2(ũ, v) onde

v
q+1
2 = ϕn(ũ)

é uma equação irredut́ıvel.

(iii) Se n é par e m é ı́mpar, Eω
1 = Fq2(l̃, v) onde

v
q+1
2 = ϕn

2
(vl̃2 − 2)

é uma equação irredut́ıvel.

Demonstração. Considere v = x2

y
e u = ym + y−m.

(i) A demonstração segue imediatamente da prova do Teorema 3.2.5.
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(ii) Seja ũ = y
m
2 + y−

m
2 . Pelo Teorema 3.2.5, temos que Eω

1 = F ω(ũ) e v
q+1
2 = xq+1

y
q+1
2

=

y
q−1
2 + y−

q−1
2 = ϕn(ũ).

(iii) Seja l̃ = l

v
m+1

2
, onde l = xm + [ω(x)]m. Pelo Teorema 3.2.5, temos que Eω

1 =

F ω(l) = Fq2(v)(l) = Fq2(l̃, v) e vl̃2 = l2

vm = u+ 2. Conseqüentemente, vq+1 =
[
ϕn

2
(u)
]2

=[
ϕn

2
(vl̃2 − 2)

]2
.

Exemplo 8. Considere a curva afim v3 = ϕ2(y
2
2 +y

2
2 ) = y2+y−2 sobre F25. Pelo Corolário

3.2.6, tal equação é irredut́ıvel e Eω
1 = F25(v, ũ) (onde ũ = y2/2 + y−2/2), subcorpo do

corpo Hermitiano H sobre F25. Tal curva é, portanto, um exemplo de uma curva maximal

sobre F25.

3.3 O caso em que m divide q + 1

Seja E2 o único corpo intermediário da extensão H/Fq2(y) tal que [H : E2] = m, onde

m é um divisor de q + 1 (tal corpo existe pois a extensão H/Fq2(y) sendo de Kummer,

em particular, é ćıclica).

Considere Eω
2 o corpo fixo pelo automorfismo ω ∈ AutFq2

H tal que ω(y) = y−1 e

ω(x) = xy−1. Temos Eω
2 = HG onde G = 〈λ, ω〉 é dado na primeira Seção deste Caṕıtulo),

já que E2 = Hλ, pela unicidade de E2.

Proposição 3.3.1. Seja z = y1 + y−1. A extensão Hω/Fq2(z) é de Kummer de grau

(q+ 1) e [x+ ω(x)] é um gerador dessa extensão.

Demonstração. De fato, Fq2 contém uma (q + 1)-ésima raiz primitiva da unidade e

mdc (q+1, charFq2) = mdc (q+1, p) = 1. Além disso, x+ω(x) ∈ Hω, pois ω (x + ω(x)) =

ω(x) + ω2(x) = x + ω(x). Temos também que

x + ω(x) =
xy + x

y
=

x

y1/2
.
y + 1

y1/2

[x + ω(x)]q+1 =
xq+1

y
q+1
2

.
(y + 1)q+1

y
q+1
2

=
xq+1

y
q+1
2

.

[
(y + 1)2

y

] q+1
2

=

= (yq + y).y−
(q−1)

2 .

[
y2 + 2y + 1

y

] q+1
2

=
(
y

q−1
2 + y−

q−1
2

)
(z + 2)

q+1
2 =
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= ϕ q−1
2

(z)(z + 2)
q+1
2 ∈ Fq2(z) (1)

Como [H : Fq2(z)] = q + 1, p(u) = uq+1 − ϕ q−1
2

(z)(z + 2)
q+1
2 ∈ Fq2(z)[u] é o polinômio

mı́nimo de [x + ω(x)] sobre Fq2(z). Logo, β := ϕ q−1
2

(z)(z + 2)
q+1
2 satisfaz β 6= wd para

todo w ∈ Fq2(z) e para todo d > 1, d divisor de (q + 1).

Seja L := Fq2(z)(x + ω(x)).

Sabemos que o grau do polinômio py,Fq2(z), polinômio mı́nimo de y sobre Fq2(z), é 2 e

como L ⊃ Fq2(z), temos que ∂ py,L ≤ 2. Como H = L(y) (de fato, x+ω(x) = x(1+y−1)),

temos [H : L] = ∂ py,L ≤ 2. Logo, [Hω : L] = [H:L]
[H:Hω]

= [H:L]
2

≤ 1.

Proposição 3.3.2. Eω
2 /Fq2(z) é uma extensão de Kummer de grau q+1

m
e [x + ω(x)]m é

um gerador dessa extensão.

Demonstração. Primeiramente, mostremos que [x+ ω(x)]m ∈ Eω
2 = HG. De fato,

λ([x+ ω(x)]m) = (λ( [x+ ω(x)] ))m = [ε
q2−1

m ( [x+ ω(x)] )]m =

= [ε
q2−1

m (x) + ε
q2−1

m (ω(x))]m = [ε
q2−1

m (x) + ε
q2−1

m

(
x

y

)
]m =

=

[
a

q2−1
m x +

a
q2−1

m x

a
q2−1

m
(q+1)y

]m

=

[
a

q2−1
m (x) +

a
q2−1

m x

y

]m

=

= [a
q2−1

m (x+ x/y)]m = aq2−1(x+ x/y)m = [x + ω(x)]m.

Logo, [x + ω(x)]m ∈ Hλ. Como [x + ω(x)]m ∈ Hω (Proposição 3.3.1), temos que

[x + ω(x)]m ∈ H〈λ,ω〉 = HG = Eω
2 . Seja M = Fq2(z)((x + ω(x)m).
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Como [Hω : Fq2(z)] = q + 1, se [M : Fq2(z)] < q+1
m

, então [Hω : M ] > m, o que seria

absurdo, já que x + ω(x) é raiz de um − [x + ω(x)]m ∈ M [u]. Logo, [M : Fq2(z)] = q+1
m

e

[Hω : M ] = m.

Logo,

m = [Eω
2 : M ] =

[Hω : M ]

[Hω : Eω
2 ]

= 1.

Portanto, Eω
2 = M = Fq2(z)([x + ω(x)]m) e pela equação (1), temos que

{[x+ ω(x)]m}
q+1
m = ϕ q−1

2
(z)(z + 2)

q+1
2 ∈ Fq2(z) (4)

é o polinômio mı́nimo de [x+ω(x)]m sobre Fq2(z). Como Fq2 contém uma q+1
m

-ésima raiz

primitiva da unidade (pois (am(q−1))
q+1
m = 1 para todo a ∈ Fq2) e mdc (q + 1/m, p) = 1, a

extensão Eω
2 /Fq2(z) é uma extensão de Kummer de grau q+1

m
e [x+ ω(x)]m é um gerador

dela.

Corolário 3.3.3. Com as notações anteriores, temos que Eω
2 = Fq2(u, v), onde u e v

satisfazem a equação irredut́ıvel

v
q+1
m = u+ uq + ϕq−1(u− 2) − 2.

Demonstração. Em primeiro lugar, observamos que
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[x + ω(x)]q+1 =
[
x
(
1 + 1

y

)]q+1

= (yq + y)
(
1 + 1

y

)
(1 + y−1)q =

= (yq + y)
(
1 + 1

y

)
(1 + y−q) = (yq + y)(1 + y−q + y−1 + y−(q+1)) =

= (y−1 + y + 2) + (yq + y−q + 2) + (yq−1 + y−(q−1) − 2)

= (z + 2) + (z + 2)q + (yq−1 + y−(q−1) − 2)

Definindo-se v := [x+ω(x)]m e u = z+2, temos pela Proposição 3.3.2 e pela igualdade

acima que Eω
2 = Fq2(z)(v) = Fq2(z + 2)(v) = Fq2(u, v) e

v
q+1
m = u+ uq + ϕq−1(u− 2) − 2

é o polinômio mı́nimo de v sobre Fq2(u).

Corolário 3.3.4. Seja E2 o único corpo intermediário da extensão H/Fq2(y) tal que

[H : E2] = m, onde m é um divisor de q+1. Considere Eω
2 o corpo fixo pelo automorfismo

ω ∈ AutFq2
H tal que ω(y) = y−1 e ω(x) = xy−1. Temos:

g(Eω
2 ) =





(q−3)(q+1−m)
4m

, se m é par

(q−3)(q+1−m)+(q+1)
4m

, se m é ı́mpar

onde g(Eω
2 ) é o gênero de Eω

2 .

Demonstração. Pela Proposição 3.3.2, a extensão de grau q+1
m

Eω
2 /Fq2(z) é de Kummer,

com Eω
2 = Fq2(z)([x + ω(x)]m) e

{[x + ω(x)]m}
q+1
m = ϕ q−1

2
(z)(z + 2)

q+1
2 . (∗)

Deste modo, os únicos lugares de Fq2(z) que podem se ramificar em Eω
2 /Fq2(z) são os

zeros ou pólos de ϕ q−1
2

(z)(z+2)
q+1
2 . Por outro lado, pelo Lema 2.1.6, o polinômio ϕ q−1

2
(z)

é separável e possui todas as suas ráızes em Fq2. Logo, (∗) pode ser reescrita como

{[x+ ω(x)]m}
q+1
m = (z + 2)

q+1
2 .

q−1
2∏

i=1

(z − βi) , onde ϕ q−1
2

(βi) = 0

e os únicos lugares de Fq2(z) que podem se ramificar em Eω
2 /Fq2(z) são os zeros de z− βi

(i ∈ {1, · · · , q−1
2
}), o zero P−2 de z + 2 e o pólo P∞ de ϕ q−1

2
(z)(z + 2)

q+1
2 . Seja Pβi

um

zero de u− βi. Há quatro possibilidades a serem consideradas:
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• P ∈ PFq2
e P /∈ {Pβi

, P−2, P∞; i = 1, · · · , q−1
2
}. Nesse caso, vP (ϕ q−1

2
(z)(z+2)

q+1
2 ) = 0

e para todo P ′ ∈ PEω
2

acima de P , temos e(P ′|P ) = (q+1)/m
mdc((q+1)/m,0)

= 1.

• se P = P−2, temos vP (ϕ q−1
2

(z)(z + 2)
q+1
2 ) = q+1

2
e para todo P ′

−2 ∈ PEω
2

acima de

P−2, temos e(P ′
−2|P−2) = (q+1)/m

d
, onde

d = mdc

(
q + 1

m
,
q + 1

2

)
=
mdc(2(q+1)

m
, q + 1)

2
. (∗∗)

De (∗∗), temos que d é múltiplo de q+1
2m

e é divisor de q+1
m

. Logo, d ∈
{

q+1
2m
, q+1

m

}
.

Se m for par, temos d = q+1
m

e, nesse caso, e(P ′
−2|P−2) = 1. Se m for ı́mpar, temos

d = q+1
2m

e, nesse caso, e(P ′
−2|P−2) = 2.

• Se P = P∞, temos v∞(ϕ q−1
2

(z)(z + 2)
q+1
2 ) = −q e para todo P ′

∞ ∈ PEω
2

acima de

P∞, temos e(P ′
∞|P∞) = (q+1)/m

mdc((q+1)/m,−q)
= (q + 1)/m.

• Finalmente, se βi ∈ Fq2 satisfaz ϕ q−1
2

(βi) = 0, temos para P = Pβi
que vβi

(ϕ q−1
2

(z)(z+

2)
q+1
2 ) = 1 e para todo P ′

βi
∈ PEω

2
acima de Pβi

, temos e(P ′
βi
|Pβi

) = (q+1)/m
mdc((q+1)/m,1)

=

(q + 1)/m. Portanto, há exatamente q−1
2

zeros de ϕ q−1
2

(z) em Fq2(z), os quais

ramificam-se totalmente na extensão Eω
2 /Fq2(z).

Afirmação: Seja K ′ o corpo de constantes de Eω
2 . Se K := F2

q , então K ′ = Fq2.

Demonstração: Seja K ′′ o corpo de constantes de H. Como Eω
2 ⊂ H, temos que K ′ ⊂ K ′′.

Além disso, H/Fq2(y) é uma extensão de Kummer e para P ′
0 ∈ PH acima de P0, zero de y

em Fq2(y), temos vP ′
0
(y(yq−1 + 1)) = 1 e pelo Teorema 1.3.27, segue que K ′′ = Fq2. Logo,

Fq2 = K ⊂ K ′ ⊂ K ′′ = Fq2 . �

Finalmente, podemos aplicar o Teorema 1.3.27 à extensão Eω
2 /Fq2(z) para calcular o

gênero de Eω
2 :

g(Eω
2 ) = 1 +

q + 1

m
(g − 1) +

1

2

∑

P∈PF
q2

(z)

(
q + 1

m
− rP

)
deg P ,

onde g é o gênero de Fq2(z) e rP = mdc
(

q+1
m
, vP (ϕ q−1

2
(z)(z + 2)

q+1
2 )
)
.

Caso 1: m é par

Nesse caso, temos:
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• Se P = P−2, e(P
′
−2|P−2) = 1 e rP−2 = (q + 1)/m.

• Se P = Pβi
, onde ϕ q−1

2
(βi) = 0, temos e(P ′

βi
|Pβi

) = (q + 1)/m e rPβi
= 1.

• Se P = P∞, temos e(P ′
∞|P∞) = (q + 1)/m e rP∞ = 1.

Portanto,

g(Eω
2 ) = 1 − q + 1

m
+

1

2

[
q + 1

2

(
q + 1

m
− 1

)
+

(
q + 1

m
− q + 1

m

)]
=

= 1 − q + 1

m
+

(q + 1)(q + 1 −m)

4m
=

−4(q + 1 −m) + (q + 1)(q + 1 −m)

4m
=

=
(q − 3)(q + 1 −m)

4m
.

Caso 2: m é ı́mpar

Nesse caso, a única diferença é que e(P ′
−2|P−2) = 2 e rP−2 = (q + 1)/2m.

Logo,

g(Eω
2 ) = 1 − q + 1

m
+

1

2

[
q + 1

2

(
q + 1

m
− 1

)
+

(
q + 1

m
− q + 1

2m

)]
=

= 1 − q + 1

m
+

1

2

[
(q + 2 −m)

(q + 1)

2m

]
=

4m− 4(q + 1) + (q + 1)(q + 2 −m)

4m
=

=
−m(q − 3) + q2 − q − 2

4m
=

−m(q − 3) + (q − 2)(q + 1)

4m
=

=
−m(q − 3) + (q − 3)(q + 1) + (q + 1)

4m
=

(q − 3)(q + 1 −m) + (q + 1)

4m
.

Exemplo 9. Seja v4 = u7 + u+ ϕ6(u− 2) − 2 sobre F49. Pelo Corolário 3.3.3, tal curva

é maximal sobre F49 e seu gênero é 3 (Corolário 3.3.4).
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[E] Otto Endler : Teoria dos Corpos, Monografias de Matemática (44), IMPA
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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