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Resumo

Este texto apresenta uma proposta de modelagem espago-temporal multi-escala
para dados de area. Tal modelo pode ser ttil em diversas aplicagoes tais como
em analise ambiental, economia, agricultura e etc.. Fazemos uso da metodologia
multi-escala desenvolvida por Kolaczyk e Huang (2001) e decompomos o processo
espacial a cada tempo. Modelamos os coeficientes multi-escala ao longo do tempo
através de modelos dinamicos. Sao realizadas duas aplicacoes do modelo a dados
socio-economicos do estado do Espirito Santo, Brasil. Os resultados indicam que o
modelo capta bem os movimentos espago-temporais das séries estudadas.
Palavras chaves: Modelos multi-escala; Inferéncia Bayesiana; Modelagem espago-

temporal; Dados de area; Resolucoes multiplas.

Abstract

This text presents a multiscale modeling approach for space-time for areal data.
Such model may be useful in diverse applications such as in environments, economic,
agriculture and others. An uses of the methodology becomes multiscale developed
for Kolaczyk and Huang (2001) and we decompose the space process at each time.
We modeled the multiscale coefficients along the time through dinamic models. The
model was applied two socio-economic the data of the state of the Espirito Santo,
Brazil. The results indicate that the model captures well the space-time movements
of the studied series.

Keywords: Multiscale models; Bayesian Inference; Space-time modeling; areal

data; Multiple resolutions.
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Capitulo 1

Introducao

As variagoes aleatérias presentes nos fenomenos naturais sao objeto de estudo
do homem ha muitos séculos e objetivando contribuir para a explicagao dos mes-
mos foram criados os modelos estatisticos. O interesse no comportamento desses
fenomenos ao longo do espaco e do tempo motivou o surgimento de uma metodolo-

gia voltada para os estudos dos processos espago-temporais.

Os modelos estatisticos desenvolvidos para dados espago-temporais apresentaram
um grande avanco nos ultimos 15 anos, com trabalhos que vao desde aplicacoes em
ciéncias ambientais, andlise de dados economicos e mapeamento de doencas até a
taxas de violéncia, entre outros. Os fatores que mais tém impulsionado tal avanco
sao a quantidade cada vez maior de dados disponiveis e o progresso significativo dos

métodos de simulacao bayesianos, este advindo do progresso computacional.

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma proposta de modelagem espaco-
temporal multi-escala para dados de area. Utilizamos a metodologia multi-escala
desenvolvida por Kolaczyk e Huang (2001) e decompomos o processo espacial a
cada tempo. Modelamos os coeficientes multi-escala ao longo do tempo através de

modelos dinamicos. Com base na estrutura hierarquica das observacoes, o modelo



multi-escala induz dependéncia espacial ao definir os grupos de vizinhos, tendo como

consequéncia uma simplificacao no trato das matrizes de covariancia envolvidas.

Realizamos tres aplicagoes da modelagem proposta: a primeira a um processo
espaco-temporal multi-escala simulado e as outras duas fazendo uso de dados sécio-
economicos relativos ao estado do Espirito Santo, Brasil. Como motivagao inicial,
temos, como objeto de estudo, o mapa do estado do Espirito Santo dividido em 3

niveis de particoes respectivas: municipios, micro-regioes e macro-regioes.

(a) (b) ()

Figura 1.1: Divisao politico administrativa do estado do Espirito Santo por mu-

nicipios (a), micro-regides (b) e macro-regides (c) (ano base 1979).

O capitulo 2 descreve a metodologia multi-escala proposta por Kolaczyk e Huang
(2001) e relata alguns trabalhos correlacionados desenvolvidos. Sao apresentados os
conceitos basicos sobre particao hierarquica e a definicao de verossimilhanca em um

processo multi-escala.

No capitulo 3 apresentamos um resumo de um modelo dinamico linear, onde
descrevemos as equacoes do filtro de Kalman, juntamente com os conceitos de In-
feréncia Bayesiana, de técnicas de simulacao estocastica e de convergéncia utilizados.

Os capitulos 4 e 5 tratam da proposta do Modelo Multi-Escala Espaco-Temporal



objeto desse trabalho, onde supomos variancias proporcionais e iguais para cada
elemento do nivel mais desagregado. Realizamos uma aplicacao do modelo a um

processo multi-escala simulado e a dados de PIB per capita.

Fazemos uma extensao do modelo no capitulo 6, onde supomos variancias en-
volvidas distintas. Ao final apresentamos uma aplicagao a dados de valor de producao
agricola do estado do Espirito Santo. Finalmente, no capitulo 7 relatamos as con-
clusoes e metas desse trabalho. Ao final estao as referéncias bibliograficas e anexos

utilizados no trabalho de pesquisa de tese.



Capitulo 2

Modelagem Multi-escala

2.1 Introducao

Este capitulo traz um breve resumo da metodologia multi-escala desenvolvida
por Kolaczyk e Huang (2001), que faz uso da inferéncia para analisar processos ob-
servados em mais de um nivel de escala. Ressalta-se a importancia de tal método,
visto que a maioria dos estudos envolvendo mensuracoes em muiltiplas escalas se
presta somente a anélise descritiva (Kolaczyk e Huang, 2001). Em particular, o tra-
balho de Kolaczyk e Huang (2001) é importante para o entendimento do conteido
deste texto pois utilizamos sua decomposicao multi-escala na construcao de nossos

modelos espaco-temporais multi-escala.

A hipétese estrutural é a de existéncia de uma particao definida hierarquica-
mente, correspondendo a sucessivas agregacoes no dominio dos dados. A inter-
relacao entre os niveis de resolucao permite eficiente suavizacao espacial do fenomeno
em estudo (Kolaczyk e Huang, 2001). Neste capitulo, ilustramos esta metodologia
com uso de dados simulados e com dados de PIB per capita por municipio do estado
do Espirito Santo, Brasil. Mais detalhes a respeito da estrutura multi-escala do

estado do Espirito Santo sao encontrados no anexo C.



2.2 Estrutura Espacial

A modelagem multi-escala assume inicialmente um particionamento hierarquico
de uma regiao S, onde S tipicamente é tratada como um sub-espaco bidimensional.
Considere um conjunto de medidas em um dominio S onde se esta interessado em
conhecer a média [u(s) : s € S| do processo. Matematicamente, expressa-se essa
idéia através da hipétese da existéncia de uma partigao (By,...,B,) de S, onde
By C S tal que (ByN By) = 0, para k # k', sendo UyB, = Sek = 1,...,n.
Para cada elemento By desta particao, assume-se a existéncia de uma medida yy,
relacionada a média do processo u(s) através do valor esperado Elyx] = ug, onde
e = p(Br) = ka p(s)ds. Assume-se também que os yi’s s@o condicionalmente

independentes dado os p;’s respectivos.

Formalmente, tal estrutura hierarquica multi-escala caracteriza-se em termos de
um conjunto B composto por J particoes de S, para algum inteiro J > 1. Para
reforcar o entendimento, vejamos a figura 2.1, que apresenta um processo multi-

escala ficticio para J = 3 niveis de agregagoes e 4 descendentes para cada ancestral:

j=0 j=1 j=2
Vo1 | Yo2 | Yo3 | You
Y11 Yi2
Yo5 | Y25 | Yo7 | Vo8
Yo,1
Y29 | Y210 | Yau11 | Y212
Y13 Y14
Y213 | Y214 | Y215 | Y216

() (b) (c)

Figura 2.1: Processo multi-escala representado do nivel j = 0 mais agregado (a) até

o nivel j = 2 mais desagregado (c), considerando 4 descendentes para cada ancestral.

Denota-se os elementos da parti¢ao no nivel j de resolugao por Bjy,. .., Bjy, .

5



Para cada um dos niveis de escala 7, j = 0,1,...,J—1, a colecao {Bj,k}Zi1 é definida

satisfazendo a duas condigoes:
i) formar uma partigao prépria de S e,

ii) que cada elemento Bjj seja expresso como uma uniao unica dos elementos da
partigao na escala (j + 1). Isto significa que Bjy = Ugji1.ep,, Bjrip, onde Djy
refere-se a colecao de indices espaciais dos descendentes de B;, para j = 0,...,J—2.
Por exemplo, a partir da figura 2.1, podemos verificar que o conjunto dos indices

espaciais de By ; ¢ dado por

DO,l = {(17 1)7 (17 2)’ (17 3)7 (17 4)}

e o conjunto dos indices espaciais de B, 3 é dado por
D, 5 =1{(2,9),(2,10),(2,13), (2,14) }.

Ressalta-se que ao se determinar quais sao os descendentes de cada respectivo an-
cestral, fica estabelecida a relacao de vizinhanca entre as dreas em cada nivel de

particao.

Suponha definida a partigao hierdrquica {Bjk}zjz , e considere um elemento B,
desta parti¢ao. Kolaczyk e Huang (2001) consideram agregacao por somas, ou seja,
a variavel y; 1 ¢ definida como

Vik= > Yitik (2.1)
(+1,K")ED; &
Consequentemente, o valor esperado ji; 5 da varidvel y;; satisfaz
Wik = Y Mgk (2.2)
(G+1,K")ED; &
A partir da expressdo (2.1) conclui-se que as medidas {y; ", do nivel j estao numa

. n; s’ . ~
escala mais agregada do que {y;114 },/5;. H&, portanto, uma perda de informagao
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ao se utilizar as medidas num nivel j mais agregado. Segundo Kolaczyk e Huang
(2001), tal perda podera variar espacialmente, dependendo do grau de homogenei-
dade da média do processo p(s) no dominio S. Logo, torna-se relevante considerar
o efeito de mudanca dos niveis de escala dos dados no processo de modelagem.
Com este objetivo, Kolaczyk e Huang (2001) propuseram a construgao da chamada

verossimilhanca fatorizada, apresentada na secao seguinte.

2.3 Verossimilhanca Fatorizada

Note que a distribuicao de probabilidade dos descendentes de B x, dado p1 e y; 1,
é degenerada. Uma forma de resolver esta degeneracgao é considerar os descendentes,
menos um deles; o descendente é excluido de forma arbitraria e nao altera a anéalise.

Assim sendo, consideremos a seguinte definicao:

e D7 é a colegao de indices espaciais dos descendentes de B; excluindo um

deles, sendo 7 =0,...,J — 2.

Logo, Yo, ¢ o vetor de medidas dos descendentes do elemento B;; excluindo um
J»
deles, com defini¢ao analoga para g - . Dai que, explorando a independéncia condi-
75

cional dos y; 1, tem-se que:

nj—1 nj—2 nj-2
T F@oakl) = T fo2nl) x T oy, Ys-2m1)- (2.3)
k=1 k=1 k=1

O lado esquerdo de (2.3) é a verossimilhanga das observagoes no nivel de escala
J —1, enquanto que o primeiro termo do lado direito é a verossimilhanca no nivel de
escala J — 2. Logo, o segundo termo do lado direito contém a perda de informagao
devida a agregracao realizada da escala J — 1 para J — 2. Kolaczyk e Huang (2001)
definem, portanto, a expressao para a verossimilhanca fatorizada como: assumindo

que o vetor (Yy_11,.--,Ys-1.n,_,) € aestruturacao de partigoes hierarquicas estejam



definidos, a verossimilhanca fatorizada pode ser descrita por:

nj—1 no J—2 n;
I fosile) =TT forle) < TTTT £ s, 1ysws 10)- (2.4)
k=1 k=1 §=0 k=1

Recorde que, dado um vetor y; = (yj,l, e ,ymj)/ com elementos independentes

e normalmente distribuidos, pode-se expressa-lo por y,|u;, X; ~ N(u;,%;), onde

By = (1, lyn,) e By = diag(a?), sendo o3 = (02,,...,07, ). No caso do
vetor y;_; = (yJ,l,l, e ,yJ,l,anl)/ ser modelado por um processo N (g, 1,35 1),
a fatorizacao (2.4) toma a seguinte forma:
J—2 n;
Fsalms 1, B5-1) = f(¥ol o, o) H H JF(YDJ*.Jc Yik 05k, i),
j=0 k=1

onde:

1)¥ol o, o tem distribuicao N (g, Xo).

)y s, Yk Ok Qi ~ N (¥ 5Y; + 0k, 2;), sendo

Ojk = Hp:, — Viklij €

!
o? <a’2 )
D* D*
_ J.k J.k
Qj,k = ED;k - 5 >

O—j,k
considerando que:
o U2D§,k ¢ o vetor de variancias dos descendentes de B;; excluindo um deles;
e Yp:, ¢éuma matriz diagonal formada pelos elementos de O'ZD;k e

® np:, ¢ o nimero de descendentes de B menos um.
Js ’



2.4 Distribuicoes a Priori

A fatorizagao (2.4) reparametriza o modelo normal inicialmente parametrizado
pelo vetor de médias p;_; em termos do vetor (g, 68o,...,0;_5). Esta é uma
decomposi¢ao multi-escala da média do processo anadloga a decomposi¢ao em on-
daletas, onde 6;; tem uma estrutura similar. Mais especificamente, 6, explica
como a medida para cada né é dividida entre os respectivos descendentes. Tal como
na andalise por ondaletas, Kolaczyk e Huang (2001) atribuem uma priori indepen-

dente para cada elemento de (p, 6o, ...,60, )"

Uma escolha natural para a média do nivel mais agregado é assumir uma priori
conjugada py, ~ N (muo, ®), sendo para ®; uma distribuigdo pouco informativa.
Para os 0;’s existem algumas possiveis especificacoes que implicam em diferentes
niveis de homogeneidade para o processo latente p(s). Numa primeira especificagao,

Kolaczyk e Huang (2001) assumem uma priori conjugada

onde ®;,,7=0,...,J—1,k=1,...,n; sao matrizes de covariancias conhecidas. O
uso dessa priori permite um rapido calculo das estatisticas a posteriori para as médias
e variancias. Kolaczyk e Huang (2001) também consideram uma priori baseada numa

distribuicao mista, isto é,
0 k05, @04, ®ip ~ (1 — i) N(0, DY) + ;N (0, D] ,), (2.6)

. 0 1 ~ . A . .

onde n;, ~ Bernouli(p;x), e ®;, e ®;, sao matrizes de covariancias conhecidas
tal que @2 r implica em uma distribuicao bastante concentrada em torno da média
0, enquanto que <I>}7k impoe uma distribuicao bastante dispersa. Esta especificagao

considera, imparcialmente, processos latentes j(s) ndo homogéneos.



2.5 Estimacao

A estimacao do processo latente para o nivel mais desagregado p;_, é execu-
tada assumindo uma funcao de perda quadratica. Em consequéncia, o estimador

Bayesiano ¢ a média a posteriori de p;_;.

Um importante resultado oriundo da construgao realizada por Kolaczyk e Huang
(2001) é que a distribuicdo a posteriori da média do processo para o nivel mais
desagregado p;_, € fatorizada em termos de uma nova reparametrizacao, expressa
por:

J—2 n;

fy_ilys-1) = f(molyo) H H f(8 | YDz, Yjk)- (2.7)

§=0 k=1
Em consequéncia de (2.7), a média a posteriori para p;_; pode ser recursivamente

calculada usando a expressao
H,D;,k =0k + Vjkfljk,

onde 0, = E[0;) |y Dt y;jk)- O procedimento recursivo se inicia com o célculo da

média a posteriori do processo latente para o nivel mais agregado:
fo = (35" +@47) (g w0 + By 'myy ).

Note que quando a priori para p, é pouco informativa, a média a posteriori sera

proxima de y,.

Quando a priori conjugada normal (2.5) é usada, a distribuigao a posteriori para

0, tem densidade normal com média dada por
0,1 =B, 1(®j + Qj,k)_l(YD;’k — VjkYjk)- (2.8)

Quando a priori de misturas de normais (2.6) ¢ usada, a distribuicao a posteriori

de 6, ¢ também uma mistura de normais. Nesse caso, a média a posteriori serd
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expressa por

~

~1 ~0
Ok = a0, + (1 — k)04,

S0 Al ) ,
onde 6, e 6, sdo calculados através de (2.8) usando @?k e <I>} > respectivamente,

em substitui¢ao a ®; ;. Além disso,

Gk = Pmjxp=1] YDJ*,’k>yj,k)
Ojik
1+0;,’

onde O;, é a razao de chances a posteriori para cada né (7, k), variando entre 0 e 1
e controlando a componente de mistura, isto é,
Oj,k — pj—’k X

L —pjk

D5, + Q;k|"*exp{0.5(yp:, — viyir) (B, + Q)" (Ypr, = Viklin)}

D, + Qj,k|0-5el’p{0'5(YD]’f’k — Vi) (@) + Qj,k)_l(YD;,k — Viklik)}

2.5.1 Estimacao do Elemento Excluido

Observe que se O’? for conhecido, €2;; também o serd. Nesse caso, somente
restaria estimar o vetor (g, o, ..., 60;_2)", que é uma reparametrizacao do vetor de

médias p;_;.

Apés a obtengao do estimador de (g, 0o, . ..,05-2), 0 passo seguinte é encon-
trar, recursivamente, os estimadores de (g, ..., p;_1)". Para tal, necessita-se, além
dos estimadores dos @’s, dos estimadores das médias do ancestral e dos descen-
dentes. Recorde que a eliminagao de um dos elementos no proceso de inferéncia se

faz necesséria, pois do contrario, a verossimilhanga fatorizada envolveria uma fungao

degenerada, visto que y;x = Z(j+1,k')eDj,k Yir1h-

Observe que os @’s e os p ka’s tém dimensoes iguais a npr, . Assim sendo, o
J» B

célculo da estimativa de pp_ , pode ser realizado da seguinte forma:

11



e Inicialmente toma-se o valor de v;; e o estimador de .
e Em seguida, estima-se 8, este também possuindo dimensao igual a n D3,

e Posteriormente, com uso da expressao 0;; = Kps = Vikkjk, calcula-se o
Js

estimador de pup- .
Js

e Finalmente, em decorréncia da expressao (2.2), observe que o descendente
excluido pode ser estimado pela diferenga entre o estimador de p;; e a soma
dos elementos do estimador de p Dt - Isto é, igual a

75

ik — E Hjt1,k" -

. ’ %
(G+1k")EDT

Desse modo, o estimador de Djx poderé ser calculado sucessivamente ao longo

do tempo t.

2.6 Aplicacoes

Nesta secao apresentamos duas aplicagoes iniciais da modelagem multi-escala
proposta por Kolaczyk e Huang (2001): a primeira, utilizando os dados simulados
de 3 curvas (seno, pardbola e uma reta) e a segunda fazendo uso de dados do PIB
per capita do estado do Espirito Santo. Os dados referentes ao PIB e populacao por
municipio estao disponibilizados na base de dados mantida pelo IPEA (Instituto
de Pesquisa Economica e Aplicada) e podem ser obtidos no enderego eletrénico

http://www.ipeadata.gov.br.

2.6.1 Aplicagcao a Dados Simulados

Geramos dados de uma reta, de um seno e de uma parabola. Em cada caso
as geracoes foram realizadas em 3 niveis de resolucao. Cada ancestral do nivel

7 = 0 e 7 = 1 possui, respectivamente, 3 descendentes, totalizando 45 areas no

12



nivel de maior desagregacao. Os ruidos sao normalmente distribuidos. Para cada
nivel j consideramos a mesma estrutura de covariancia dentro de cada grupo de
descendentes e o vetor v;; constante para todos os niveis. Os dados simulados

foram, respectivamente:
e Valores simulados da funcdo (22 + 10), com ruido N(0,3).
e Valores simulados da fun¢ao seno(x), com ruido N(0,0.5).
e Valores simulados da fungao 22, com ruido N(0,9).

Para cada uma das curvas, valores observados e estimados para as 45 areas do
nivel mais desagregado sao mostrados nas figuras 2.2 a 2.4. Destas, pode-se concluir
que a estimacao multi-escala mostrou-se satisfatoria, sendo pouco sensivel a dados

extremos.

30
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0 10 20 30 40

Area

Figura 2.2: Funcao (2x+10). Nivel médio (linha), simulagoes (circulos) e estima-

?

tivas (linha pontilhada)
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Figura 2.3: Fungéo Seno(z). Nivel médio (linha), simulagdes (circulos) e estimati-

vas (linha pontilhada)
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Figura 2.4: Fungao x*. Nivel médio (linha), simulagoes (circulos) e estimativas

(linha pontilhada)

2.6.2 Aplicagao ao PIB do Espirito Santo

A hierarquia espacial é utilizada aqui em 3 niveis, a saber: no nivel mais agregado
estao as macro-regioes, em um total de 4; o nivel seguinte é o das micro-regioes, com-
posto por 12 elementos, e, por ultimo, o nivel mais desagregado que é formado por

52 municipios. Utilizamos a divisao politico administrativa municipal do Espirito
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Santo relativa ao ano de 1979 (para mais detalhes ver anexo C).

Os dados do PIB estao em milhares de reais tendo 2000 como ano base, defla-
cionados por um indice implicito do PIB nacional. O periodo utilizado compreende
os anos de 1970, 1980, 1985, 1996, 1999, 2000, 2001, 2002 e 2003. Para minimizar
efeitos de assimetria bem como de valores discrepantes, aplicamos o logaritmo aos

dados.

Visualizando-se os mapas observados e estimados para o log do PIB per capita
(figuras 2.5 a 2.13), observa-se que hd uma dinamica na distribuigao espago-temporal
da variavel em questao. O que nos propomos nesse trabalho é modelar tal dinamica
através de uma modelagem multi-escala que contemple a interdependéncia espago-
temporal. Para dar suporte ao que se pretende, no proximo capitulo fazemos uma
revisao da metodologia utilizada na analise temporal e da parte de simulagao do

modelo.

ooomEm
ooomEm

(a) Observado (b) Estimado

Figura 2.5: Log do PIB per capita do E.S. - 1970
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Figura 2.6: Log do PIB per capita do E.S. - 1980
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Figura 2.7: Log do PIB per capita do E.S. - 1985
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Figura 2.8: Log do PIB per capita do E.S. - 1996
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Figura 2.9: Log do PIB per capita do E.S. - 1999
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Figura 2.10: Log do PIB per capita do E.S. - 2000
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Figura 2.11: Log do PIB per capita do E.S. - 2001
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Figura 2.12: Log do PIB per capita do E.S. - 2002
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Figura 2.13: Log do PIB per capita do E.S. - 2003
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Capitulo 3

Modelos Lineares Dinamicos

3.1 Introducao

E bastante intuitivo o uso de uma estrutura de modelagem sequencial no estudo
de séries temporais, na qual pretende-se analisar o comportamento futuro da série
baseado em um conjunto de informagcoes existentes. Um modelo de séries tempo-
rais é uma estrutura que descreve a evolugao temporal de uma série, permitindo a
realizacao de previsoes. Tal modelo é probabilistico devido a aleatoriedade presente
na variavel de interesse. Destaca-se que um dos principais objetivos de uma analise
de séries temporais é o entendimento do mecanismo de como estas sao geradas,
bem como, a predicao para tempos futuros. O conhecimento sobre o mecanismo
de geracao das séries possibilita uma melhor descricao das mesmas, enquanto que a

previsao contribui para a tomada de decisoes.

Uma possibilidade de modelagem para uma série temporal, seguindo o enfoque
Bayesiano, sao os chamamos Modelos Lineares Dinadmicos (MLD’s), que foram in-
troduzidos por Harrison e Stevens (1976). Os MLD’s também sdo conhecidos como
modelos de espago de estados e objetivam analisar uma varidvel latente com base

em uma variavel observavel. Mais informagoes sobre anélise de séries temporais com
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enfoque bayesiano podem ser encontradas em West e Harrison (1997) e Migon et al

(2005).

3.2 Modelo Linear Dinamico

Um dos modelos lineares dinamicos mais simples é o de primeira ordem. O
principio béasico que norteia tal modelo é a flutuacao aleatoria dos valores da série
temporal em torno de um ponto médio, sendo este também sujeito a variacoes
ao longo do tempo. Basicamente, atribui-se as observacoes um modelo normal
Yelpe ~ N(ue, Vi), onde V; é conhecido. A modelagem de p; segue um passeio
aleatério tal como p; = 1 + wy, com w; ~ N(0,W;). Esse modelo, apesar de
ser relativamente simples, incorpora o conceito de evolucao temporal através de
wy, de forma que a média possa variar ao longo do tempo. Um dos fatores rele-
vantes nesse modelo é a possibilidade de previsoes a s-passos baseados na expressao
EYrrs|n) = E(pirs + vers|pe) = pt, sendo py dependente de observagoes passadas,

para todo s > 0.

Considere entdao um vetor de séries temporais denotado por {y,,t € T}. A
variavel de interesse ¢ y,, podendo ser discreta ou continua, e 7" é o conjunto de
indices, em geral representando o tempo. Nesse contexto, suponha que ¢t = 0 seja
o tempo inicial do processo e que o respectivo conjunto de informacoes iniciais seja
definido como Dy, que por sua vez representa todo o historico de informacoes ini-
ciais relevantes a respeito do processo temporal em questao. Analogamente, para
um instante de tempo ¢, D; representa o conjunto de informagoes disponiveis no

tempo t. Quando y, é a unica informagao adicional no tempo ¢, tem-se entao

Dt = (D07y17y27 s 7Yt)‘

Um modelo linear dinamico, para cada tempo t, pode ser caracterizado formal-
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mente pelas seguintes equagoes:
Equacao de Observacao:
v, =Fu, +vi, vi~N(0,V,). (3.1)
Equacao de Sistema:
w =G, +wy, W~ N(0,W,), (3.2)

onde a informacao inicial é dada pela distribuigao (py|Do) ~ N(mg, Cy), com v; e
w,; mutuamente e internamente independentes, e também independentes de (| Do).
F; é a matriz que relaciona as observacoes com o processo latente e G; é a matriz

que descreve a evolucao do processo latente ao longo do tempo.

A idéia central desse modelo é que, a medida que se avanca no tempo, ha um
aumento na incerteza de p,, sugerindo, portanto, que se introduza um termo de
evolugao temporal para tal parametro. Pode-se observar que a equacao de sistema
¢ responsavel pela evolucao, onde pu, é o vetor de estados no tempo ¢, cuja dis-
tribuicdo a priori pode ser expressa por p(p,|D;—1). A atualizagdo da-se através
da incorporacao da observagao de y, com uso do Teorema de Bayes, descrita por
p(p,|Dy). A previsao, por sua vez, é realizada a partir da distribuigao preditiva de
(y,|D;—1). Para o caso acima, onde os erros sao normalmente distribuidos, essas dis-
tribuicoes possuem formas analiticas conhecidas, resultando nos chamados Modelos

Lineares Dinamicos.

3.3 O Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman refere-se a um conjunto de procedimentos recursivos para
amostragem em modelos de espacgo de estados. Sua utilizagao em MLD “s é adequada

quando F;, Gy, V, e W, forem conhecidos. Foi originalmente proposto por Kalman
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(1960) e, apesar de bastante difundido em revistas cientificas da area de engenharia,
é de grande interesse de parte dos pesquisadores da drea de estatistica face a simi-
laridade com os modelos de regressao linear. Porém, diferentemente destes tltimos,
no Filtro de Kalman nao se assume um valor constante para os coeficientes ao longo
do tempo, permitindo que os mesmos possam variar por meio de uma equacao de
evolugao. Ressalta-se que para as aplicagoes nesse texto, as matrizes F; e G; sao

iguais a matriz identidade, com suas respectivas dimensoes.

Embasado em resultados de estatistica multivariada (ver anexo A) e Inferéncia
Bayesiana, o Filtro de Kalman transformou-se em uma importante ferramenta para
amostragem em modelos de espaco de estados, com aplicagoes em modelos espaco-
temporais. Tal ferramenta fornece a distribuicao condicional da varidvel de interesse
dada toda a informagao disponivel até o tempo ¢ de maneira relativamente simples.
Basicamente, assume-se que uma medida observavel y,, no tempo ¢, depende de uma
quantidade nao observavel u,, conhecida como o estado da natureza. Mais detalhes

podem ser encontrados em Meinhold e Singpurwalla (1983).

Seja entao y, uma série temporal. O Filtro de Kalman no modelo linear dinamico,
com passos temporais de uma unidade, é construido conforme o seguinte esquema

de inferéncia:

e Posteriori em ¢ — 1:
pi1|Diy ~ N (my_y, Cyy).
e Priori em ¢:
pi| D1 ~ N (ag, Ry),

onde a; — Gtmt_l € Rt = GtCt_lG; + Wt.
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e Previsao a 1 passo:

YilDie1 ~ N (£, Qy),
onde f; = F;at e Q, = F;RtFt + V;.
e Posteriori em t:
pi| Dy ~ N (my, Cy),
onde m; = a, + Aje;, C; =R, — A\Q A, A, =RF,Q;'ee, =y, —f.
e Suavizagao:
pr_|Dr ~ N (ar(—r), Ry (7)),
onde:

ar(—r) = my_, +Byp_[ap(—r+1) —ar_,41],

Rr(-r) = Cr-p = Br[Rr—rs1 — Re(—r + 1)|By_,,
com Br_, = Cr_, G}, R7L, ., e valores iniciais ar(0) = mz e Ry (0) = Cr.

As duas préximas segoes apresentam suscintamente alguns conceitos importantes

de inferéncia e de simulagao usados ao longo do texto.

3.4 Principios de Inferéncia Bayesiana

A Inferéncia Estatistica é o suporte para a formulacao de modelos probabilisticos
que possibilitam compreender e resumir as informagoes disponiveis, criando cenérios
que representem satisfatoriamente bem a realidade. A construgao daqueles, porém,
¢ uma tarefa ardua, pois, ao mesmo tempo em que se deseja incluir o maximo de

informagao nos modelos, nao é um boa ac¢ao torna-los demasiadamente complexos.

24



Em geral, um boa escolha seria criar um modelo que comporte as principais carac-

teristicas do fenomeno, verificando posteriormente sua validade.

Considere entao uma quantidade desconhecida 6, onde # € ©, e X uma variavel
aleatéria observavel e dependente de 6. No caso da Inferéncia Cléssica, a quan-
tidade desconhecida 6 é fixa, sendo sua estimativa baseada nos valores amostrais.
Por outro lado, seguindo os preceitos da Inferéncia Bayesiana, # nao é mais tratado
como um valor fixo mas, como uma variavel aleatoria, sendo sua distribuicao de
probabilidade p(f) chamada de distribui¢ao a priori. Dentro deste enfoque, a es-

pecificagao da distribuicao a priori é uma parte importante no processo de estimacao.

A Inferéncia Bayesiana contém dois elementos essenciais: a distribuigao amostral
p(X10) e a priori p(f), esta comumente dependendo de outros parametros (hiper-
parametros) e passivel de subjetividade em sua especificagao. Uma das maneiras de
se encontrar uma distribui¢ao a priori é através do método de familias conjugadas.
Para o caso das familias exponenciais, essa tarefa torna-se relativamente simplifi-

cada.

Apoés ter observado a amostra, X passa a ser conhecida e fixa, e a atualizacao
de 0 se dara através da chamada distribuicao a posteriori, definida por:

p(]0)p(0)

p(0]z) = ()

Y

onde
pla) = [ plalop(o)i
Para o caso desse trabalho, como a distribuicao dos dados supostamente segue um

modelo normal, foram utilizadas as distribuicoes a priori conjugadas normal e gama

inversa (GI). Para mais detalhes ver Migon e Gamerman (1999).
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3.5 Simulacao de Monte Carlo Via Cadeias de
Markov

As simulac¢oes de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) sao realizadas
a partir das densidades condicionais completas a posteriori das variaveis envolvidas
(ver mais detalhes em Gamerman e Lopes (2006)). Podem ser citadas como técnicas
bastante tuteis de MCMC, o amostrador de Gibbs (Geman e Geman, 1984) e o algo-
ritmo de Metropolis-Hastings (Metropolis et al., 1953). Tais ferramentas exigem que
se fornecam os valores iniciais, gerando-se as simulacoes sequencialmente a partir
das densidades completas a posteriori. Cabe citar que para utilizar o amostrador de
Gibbs, necessita-se conhecer a forma analitica das densidades completas a posteri-
ori. Caso isso nao sendo possivel, pode-se usar o algoritmo de Metropolis-Hastings
para contornar tal obstaculo. No caso do amostrador de Gibbs, as distribuicoes

condicionais completas compoem o nicleo de transicao.

Nesse texto, todas as distribuicoes condicionais completas sao conhecidas. Sendo
assim, segue uma descri¢ao resumida do amostrador de Gibbs utilizado:
Suponha um conjunto de variaveis aleatérias Wy, ..., W, e suas respectivas dis-

tribuigdes condicionais completas e conhecidas, dadas por p(w; | w;,j # i), i,j =

1,...,u. O algoritmo de Gibbs utiliza um sistema de amostragem descrito como:
e Arbitre os valores iniciais w(q), . . . , Wy() da cadeia.
e Dados os valores iniciais, amostre sucessivamente valores para wy, . . ., Wy()
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a partir das distribuicoes condicionais respectivas, dadas por:

wiay p(wl | W2(1-1)y - - - awu(lfl))

woqy ~ plwy | Wiy, W3=1) - - - Wu(i-1))

Wy o p(w3 \ W1(1), W2(l), Wa(i-1)5 - - - 7wu(l—1))
W)y ™~ p(wu | wW1(1), Wa1)s - - - >wu71(z))

e A medida que | — oo e, dadas algumas condigoes de regularidade, pode-se
mostrar que wy (), . . . , Wy(y convergem em distribuicao para Wi, ..., W,. Logo,

varias caracteristicas de Wy, ..., W, podem ser estimadas.

Na subsegao que segue descrevemos, em linhas gerais, as técnicas utilizadas nesse

texto para andlise das cadeias quanto a convergéncia.

3.5.1 Diagnoésticos de Convergéncia

Para analisar as cadeias quanto a convergéncia, utilizamos o programa CODA
(Plummer, Best, Cowles e Vines, 2007), disponivel em http://www-fis.iarc.fr/coda.
O mesmo disponibiliza ferramentas de analise descritiva e testes de convergéncia

(ver Gelman e Rubin (1992) e Geweke (1992)) das séries geradas via MCMC. Em

termos gerais, pode-se assim descrever tais critérios:

e Gelman e Rubin - suponha m cadeias inicializadas em pontos distintos. Con-
sidere as seguintes formas de estimar a variancia da distribuigao de equilibrio:
uma calculando a variancia entre as cadeias, V,, e a outra a partir da variancia
calculada dentro das cadeias, V;. No caso de convergéncias das m cadeias, um
estimador nao viciado para a variancia das m cadeias combinadas é dado por

c — — d Ve ] i 0 ia.
V n=ly 4+ LY sendo n o nidmero de iteracoes para cada cadeia. O teste
n n )

7
Gr — ]2
T v
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indicando convergéncia quando Gr estiver préoximo de 1.

e Geweke - Seja uma cadeia gerada com um nimero N suficientemente grande
de iteracoes. A idéia é testar a igualdade das médias T; e Zo, calculadas,
respectivamente, a partir da fragao 0.1V inicial e 0.5N final da amostra. Con-
siderando os respectivos estimadores das variancias assintoticas de z; e o,
dados por V(z1) e V(Z3), tem-se que, quando N — oo

[ e )

S VGO OIN TV 0aN

N(0,1).

Assim, valores extremos de Gk indicam falta de convergéncia.

3.6 Estimacao com Variancias Desconhecidas

Em um MLD a estimagao dos parametros através do Filtro de Kalman fica
impossibilitada quando as matrizes F;, G;, V; e W, forem desconhecidas, sendo
necessario, nesse caso, o uso de aproximacoes numeéricas na obtencao dos estimadores
desejados. Destaca-se para esse fim os métodos de Monte Carlo via cadeias de

Markov (MCMC).

3.6.1 Distribuicoes a Priori

Considere inicialmente as variancias constantes no tempo, isto é, V, = V e
W, = W. As suas respectivas distribuicoes a priori podem ser dadas por uma
distribuicdo Wishart Inversa, ou seja, V.~ WI (A, \) e W ~ WI(A,d). No caso
de V e W serem univariadas, tem-se respectivamente, as seguintes distribuicoes a

priori Gamas Inversas:



A escolha dos hiperparametros deve refletir o conhecimento do pesquisador a respeito

dos mesmos.

3.6.2 Distribuicoes a Posteriori

Considere py.p = (fy,..., ) 0 vetor de estados da variavel latente. A dis-

tribuigao conjunta a posteriori de p,, V e W pode ser expressa como:

flprr, VWD) oo [T Filbes V) (il oy, W)FV)F(W) - (33)

t=1

As respectivas distribuigoes condicionais completas serao obtidas a partir de (3.3).

3.6.3 Simulacao de ;. Via FFBS

Para estimar o vetor p,.;, se faz necessario gerar amostras a partir de sua dis-
tribuigao condicional completa f(p,..|V, W, Dr). Pode-se utilizar o amostrador de
Gibbs ou o algoritmo de Metropolis-Hastings, quando for o caso e simular, estado por
estado, a partir de f(p,jp_,, V, W, Dr), sendo po_, = (fy, .., y_1, Bys1s-- - Hop).
Tal caminho, porém, nao é o recomendavel, visto que ha uma forte correlacao a
posteriori entre os valores gerados de (pq,..., ). Por ser mais eficiente com-
putacionalmente, iremos utilizar o algoritmo FFBS - Forward Filtering Backward
Sampling - (ver Carter e Kohn (1994) e Fruwirth-Schnatter (1994)). A seguir faz-se

uma breve descricao do referido algoritmo.

Algoritmo FFBS

Seja um MLD de primeira ordem tal como definido em (3.1) e (3.2), sendo Ve W
desconhecidos. Deseja-se amostrar o vetor completo de estado .0 = (fq, ..., ty)

a partir da distribuigdo condicional completa f(u,.7|V, W, Dr). Apoiando-se nas
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propriedades markovianas, pode-se escrever essa distribuicao como:

T
Flrl VW, D) = T (|, V. W, D) f (g [V, W, Dr)
t=1

= (|, V., W, Dy) f(po|pe3, V, W, Dy)
X oo X f(pp_y |, VW, Dyp_y) f(pp |V, W, Dp)

A amostragem sequencial de p,.; pode ser realizada tal como:

1. Inicialmente, utilizar o Filtro de Kalman descrito na secao 3.3 para obter a
média e a variancia das distribuigdes f(u,|V, W, Dy), ..., f(pr|V, W, D).
Observar que, pelo fato de f(u,|V, W, D,) ser normalmente distribuido, basta
conhecer a média e a variancia para que sejam completamente determinadas

as respectivas distribuicoes.

2. Em seguida, gerar um valor para p, a partir de (pup|V, W, Dy) ~ N(mp, Cr),

onde my e Cr estao definidos conforme a secao 3.3.

3. Apos obter a média e a variancia de f(pp_|pp, V, W, Dr), gerar pur_, a

partir dessa distribuicao.
4. Obter, recursivamente

f(l'l’T—r|l'l’T—r+17 s 7IJ'T7 DT) = f(l'l’T—r|l'l’T—r+17 DT) ~ N(hT<T)7 HT(T»?

sendor=1,...,T,

hT(T) =my_, + BT_T(I“I’T—T-"-l - aT—T+1);
HT(?") = CTfr — BT*TR’T*T+1B’IZ‘7,’A7
com Br_, = Cr_,G;R., .. Em seguida, gerar pu;_, dessa distribuicio. Vale
ressaltar nesse ponto que f(pp_,|r_pi1, Dr) = f(p_p|or_ i1, Dr—y).

Com o algoritmo anterior, cada valor gerado de p, estara condicionado a (V, W, Dr)
e os estados serao gerados todos de uma vez, nao tendo a desvantagem da ordenagao

passo a passo no tempo.
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3.6.4 Simulacao de Ve W

A simulacao dos valores de V e W serd realizada a partir das respectivas dis-

tribuigoes condicionais completas, descritas como:

Condicional completa de V (caso de V ser uma matriz [ x [)

T
f(V|pyp, Dr) o H (Velper, V. Diea) f(VIALA)

t=1

T
1
H Yt|/1't7V7Dt1)] [|V|Mé+1€37p <_§t7" (AV_I))l

F(V|pyr, Dr) o wr%“““)wr%

%

T

X exp —% <t'r’ (AV_l) + Ztr ((y, — p)' V> (y, — Ht)))

t=1

f(VIpyr, Dr) o \V‘*%(TH\HH)

tr (Av_l) +tr <Z<Yt — ) (Y, — Nt)lv_1>]]

X exp |—=
2 t=1

F(Vpyp, Dr) o [V[73THAHD
(3500t v

onde N* =T+ e A" =A+ Z?zl(yt — p,)(y, — p,)'. Vale lembrar que para V

X exp ——tr

(V|IJ’1:T’DT) ~ W](A*7)‘*>7

univariado tem-se:
Vir ) ~ 61 (F).

onde oy =T + g e G5 = Bo + Zthl(Z/t — ut)Q.
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Condicional completa de W (caso de W ser uma matriz [ x [)

T
f(Wlpyp, Dr) o H Flpl e, W) F(WA, 5)
t=1

®

S5
utmt_l,vw] W1 e (o (aw ) )|
F(Wlp, 7, Dr) |w [~ W
T
x exp |—5 | tr (AW 4> e ((y — )W (g — 1)

f(Wlpy.p, Dr) o |W|—§(T+6+l+1)

. i
X exp | = ([tr (AW +tr (Z(ut — 1) (e — P"t—l)/wl>

t=1

f(Wlpyp, Dr) o< |W|—1(T+6+l+1)

(ot o)

X exp ——tr

(W“'l’l:TvDT) ~ W[(A*75*)v

onde * =T +d0e A" = A+ Zthl(ut — 1) (e, — py_y)’. Para o caso de W

univariado tem-se:

(W|,LL1:T7DT) ~ G] (O;I 621>7

onde af =T + a1 e Bf = B+ S0y (e — 1)
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Capitulo 4

Modelagem Espaco-Temporal

Multi-Escala

4.1 Introducao e Notacao

Neste capitulo, descrevemos a proposta de modelo desse trabalho. Especifi-
camente, pretendemos apresentar um modelo de espaco de estados com estrutura
multi-escala, que vise ao estudo de fenomenos observados em um conjunto de areas

e ao longo do tempo.

Uma referéncia inicial de modelagem espago-temporal multi-escala foi a realizada
por Berliner, Wikle e Milliff (1999). Este usa uma decomposigao em ondaletas para o
processo latente, onde os coeficientes evoluem com o tempo. E feita uma aplicagao a
dados relativos ao vento. O presente trabalho pode ser visto como uma extensao do
trabalho supra citado, porém, permitindo aplicagoes em grades espaciais irregulares
e nao apresentando a limitacao de apenas dois descendentes para cada ancestral da
particao. Uma outra referéncia, esta mais recente, é o trabalho de Johannesson,
Cressie e Huang (2007), que também se difere da proposta desse texto pois, usa

uma forma empirica para estimar as covariancias envolvidas, além disso, inclui a
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componente dinamica temporal apenas no nivel mais agregado do espaco. Outro
trabalho recente que pode ser citado é Ferreira, West, Lee, and Higdon (2006), que
propoe uma classe de modelos multi-escala na coordenada temporal. Uma boa re-

vis@o sobre o assunto pode ser encontrada em Ferreira and Lee (2007).

Inicialmente, seja um processo espaco-temporal multi-escala no nivel mais de-
s . /
sagregado representado pelo vetor aleatérioy; ;, = (yl]_Ll,t, e ,yJ_17nJ71,t) , com

t=1,...,T, tal que

yJ—l,t|“J—1,t7 Vi1~ N(I'I’J—l,ta Vi)

Observe que J —1 é o nivel mais desagregado do processo. O vetor de médias p;_;,
e a matriz de covariancia V ;_;; sao desconhecidos e expressos, respectivamente,
por:

/
Hj_1:= (MJ—l,l,t, o nqul,nJ_l,t)

T 2 2
Vi = dmg(gj—l,l,ta ce 70-‘]—1171]71715)'

Recorde que:

e D7 € a colegao de Indices espaciais relativos aos descendentes do ancestral

Bj 1, com exclusao de um dos elementos, sendo j =0,...,J — 2.
* np:, ¢ o nimero de descendentes de B menos um.

Algumas consideragoes importantes com relagao ao processo espaco-temporal multi-

escala em questao sao:

1. J é a quantidade de niveis de escala do processo. Para o caso do estado do
Espirito Santo, J é igual a 3 e refere-se aos niveis de municipio, micro-regiao

e macro-regiao (para mais detalhes ver anexo C).
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, . . /
2. O processo no nivel mais agregado, descrito pelo vetor yo, = (Yo,1.5 - - - » Yo,n0,t) >

, /
é expresso por Yo, |tg s, Vou ~ N(toy, Vou), onde pg, = (o1, - - - Homet) ©

— 2 2
Vo = d@ag(ao,l,tv o ’UO,no,t)'

3. O vetor aleatério dos descendentes do elemento Bj_s, excluindo-se um dos

descendentes, é expresso por y -

T2kt

4- YD;:kvt|yjakat7 9j,k,t7 Q.]zk7t ~ N (Vjak’tyj7k7t + 0j,k,t7 ijkzt)7 Onde

2
0Dzt
Vj7k7t = 2 ? (4.1)
Tjiket
011 = Kpz, ¢ = Vikthjkt (4.2)
e
2 2 '
OD: (a-D;.‘k,t>
Qjrt = Vpr, 10— 5 , (4.3)
Tjkit

sendo Vp- ;, uma matriz diagonal formada pelo elementos do vetor a%*kt,
J.k? ik

com

2 _ 2
Ojkt = § Ojt1kl t (4.4)
(G+LENED]

Observe que v+ ¢ um vetor que relaciona a variancia do ancestral com as dos seus

1
* 1

"o

homogéneas forem as variancias dos respectivos descendentes. Por sua vez, 8+ ¢ o

descendentes, e suas coordenadas sao tanto mais préximas de quanto mais

vetor de diferencas relativas entre a média do ancestral e a dos seus descendentes. Os
procedimentos para se obter as expressoes (4.1), (4.2) e (4.3) podem ser encontrados

no Anexo B.
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4.2 Modelo Geral

Nesta se¢ao introduzimos um conjunto de equagoes que, de um modo geral,
definem o Modelo Espaco-Temporal Multi-Escala. Observe que a expressao (4.2)
possui grande importancia, pois, a partir do conhecimento da mesma e do vetor

Ko, pode-se conhecer, de forma recursiva, a média p;_;, do processo. Tome entao

;,k,t = (YDJ*.ﬁk,t — Vi kY kt)

como um estimador empirico para €,;,. Desse modo, escrevemos um Modelo

Espago-temporal Multi-Escala através das seguintes equacoes:

Equacao de Observagao:
Yot = g1+ Vi1, VJ—1,t|VJ—1,t ~ N<07VJ—1,t)- (4-5)
Note que Vy_1; = diag(o5_ 114,05 10, 1)

Como se pretende utilizar a estrutura multi-escala dos dados, se faz necessario de-
compor a expressao (4.5) em equagoes observacionais que representem os respectivos
niveis de escala. Logo, as equacoes observacionais e de sistema do nivel mais agre-

gado até o mais desagregado sao expressas respectivamente por:

Decomposicao Multi-escala da Equacao de Observagao:

Yokt = 10kt T VO kst Uo,k,t|03,k,t ~ N(0, 08,“)- (4.6)

ikt = Okt + Vike, VikelQjire ~ N0, ype). (4.7)
Equacoes de Sistema:

Mokt = Mok t—1 + Wokts Wort|Wort ~ N0, Wo ). (4.8)

Ojre = 0jki—1+Wike, Wikt Wine~ N0, Wjp,). (4.9)
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4.3 Um Exemplo Didatico

Suponha as variancias observacionais o3_; ., constantes ao longo do tempo, e

iguais para todos os n;_; elementos no nivel J — 1. Temos entao que

2
VJ—l,t =0 Ianlxn‘]fl'

Ouseja, 05_, | =05 19 =+ =079_y,, , = 0°. Isso resulta que, para o nivel J —2,
1
v . DY o4
J-2,k — )
np; ., +1
sendo 1, . um vetor coluna de 1’s e,
J—2,k
i
1
nDﬁ—Zk nDﬁfzk

X(n
J—2,k J—2,k
npy_,, +1

Note que para qualquer nivel j < J—2, as expressoes (4.1), (4.2) e (4.3) permanecem

validas.

Para facilitar o entendimento, vejamos como ficariam os valores de v j_9 , @ y_2 1.+
e 2_5 em uma situacao particular. Tome como referéncia a estrutura de partigao
hierarquica do estado do Espirito Santo, relativa a divisao politica do ano de 1979.
A mesma possui 52 municipios no nivel mais desagregado, 12 micro-regides no nivel
intermedidrio e 4 macro-regioes no nivel mais agregado (ver figura 1.1). Recorde
que se deve desconsiderar, ainda que apenas inicialmente, um dos descendentes de

cada ancestral no processo de estimacao. Vejamos os dois exemplos seguintes:

e Exemplo 1: seja a micro-regiao k = 2 do nivel j = 1. Esta micro-regiao possui

3 municipios descendentes. Logo, tem-se que:



1 1
Qio=0" Lo — = (1,1)
3
1

Daf que, se supormos fi12 =10 e fip: = (2,4)’, entdo teremos

R —4 2\’
O5=|—,-) .
1,2 (373)

e Exemplo 2: considere a macro-regiao & = 1 do nivel 7 = 0. KEssa macro-
regiao possui 5 micro-regioes descendentes, sendo que cada uma delas possui,

respectivamente, 7, 3, 5, 3 e 4 municipios. Portanto, tem-se que:

(7,3,5,3)

Q0,1 =0’ Lixa — E

—_
w ot w

Se supormos fip; =7 € [LDSI = (3,1,1,1), entao teremos

N 17 1 —13 1Y
00,1 - an’ an’ an ) ao .
227227 22 722
No proximo capitulo, considerando que as variancias observacionais e de sistema

guardam entre si uma relacao de proporcionalidade, descrevemos mais detalhada-

mente, inclusive com aplicagoes, o modelo exposto no presente capitulo.
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Capitulo 5

Modelagem Espaco-Temporal
Multi-Escala Com Variancias

Observacionais Constantes

Neste capitulo, propomos um modelo espago-temporal multi-escala considerando
as variancias observacionais constantes para cada elemento do nivel mais desagre-

gado. Ou seja, iremos propor um modelo para o caso em que Vy_1 = %L, xn, ;-

Considere o modelo geral apresentado no capitulo anterior. Além de constantes
no tempo, suponha que as variancias de sistema sejam proporcionais as respectivas

variancias observacionais. Ou seja, que sejam expressas por:

Wo,k = iﬂkaak
(§]
Wk = ;-

Observe que os hiperparametros 1, e 1, sao uma fracao das respectivas variancias

39



observacionais. Logo, podemos reescrever o modelo a partir das expressoes (4.5),

(4.6), (4.7), (4.8) e (4.9) tal como:
Equacao de Observagao:
Y1t =My 1s+Vi1, Vi1 | Vi1~ N0,V ), (5.1)

_ 2
onde V1 =0°L,,  xn,_,-

Decomposicao Multi-escala da Equacao de Observagao:
Yokt = Mokt + Vok, Uo,k|0(2),k ~ N(0, o{ik)- (5.2)
05kt = Oine + Vik, Vel ~ N(0,2;). (5.3)
Equacoes de Sistema:

okt = Hogt—1 + Wok, Wor | Wor ~ N(0,¢r05,). (5.4)

Bj,k,t = ej,k,t—l + Wj,k; Wj,k ‘ Wj,k ~ N(0,¢j7ij,k). (55)

5.1 Densidade Conjunta do Modelo

Suponha que as medidas y;_;, = (yJ_LLt, ceey yJ_LnJiht)/ e o0 esquema de estru-
turagao de partigoes hierdrquicas estejam definidos. Considerando o modelo descrito
pelas expressoes (5.1) a (5.5), podemos escrever, para o nivel mais desagregado J—1,
a densidade conjunta f(y,_;, tg, 0,02, ¥k, ¥; 1) do Modelo Espago-Temporal Multi-

Escala como igual a:

T no J—2 nj
H {H F(Wo.r.t 10kt %) H H f(YD;;k,th,k,t? 0kt a?)
=1 k=1 §=0 k=1
no J—2 nj
H f(,uo,k,t’ﬂﬂ,k,tfla wk) H H f(ej,k,tyej,k,tflv %’Jc)}
k=1 j=0 k=1
no J—2 nj
H f (ko ko) f () H H F(0500) f (1hj0) f(0?).
k=1 j=0 k=1
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Condicionado em (02, ¢y, ¥; ), a densidade conjunta f(y ;_y, by, @02, Yy, ¥ 1) torna-

se:
T no J—2 n;
F(¥ 1, 1o, 010%, g, jk) = T Yo ktlttok.e) FYp: tYjnes Ont)
7,k

=1 k=1 J=0 k=1

no J-2 nj

H J (o el fto k,e—1) H H f(ej,k,twj,k,t—l)}

k=1 j=0 k=1

J—2 nj

H f (1o x0) H H f(;k0),
k=1 j=0 k=1

que, rearranjando os produtérios, chega-se a f(y;_y, to, 0|02, ¥k, ¥; 1) igual a:

no T J—2 nj
H {f(,uo,k,o) H f(?/o,k,t|Mo,k,t)f(,uo,k,t|M0,k,t—1)} H H
k=1 t=1 j=0 k=1

T
{ 0.0 Hf Yo il Uikt jkt)f(ej,k,t|0j,k,t—l)}a (5.6)

onde:

o / / /
Ho = (Mo 07-~~7H’0,.,T)

/
Ho.: = Mot -- ,Mo,no,t)

Kok, =

sy

(
(
(
0 = (601,...,0,,)
(
(

!
Ho.k,05 - - - >M0,k,T)

0]':

/ / !/
0j7'70’ Tt Hj77T>

/ !/ /!
0j71,t7 e 70j,’l’bj,t) .

9j7'7t -

Podemos expressar os termos contidos nos respectivos produtérios da equacao

(5.6) como:

(Yo, k.t —Ho, k)2

2
f(yo,k,t|ﬂ0,k,t) = —F € 0,k,t

f(YD;,k,tlyj,k:,t» 0;k1)



com a = <YDJ*.k,t = (Vi iYiht + 9j,k,t)> :

1 —W%(Ho,k,t—uo,k,t—ﬁQ
f(uo,k,t |:u0,k,t—1) - (27TW07k7t) 1/2 € k
) —1/2 ’ —
O g L C R [ R e
1 —%(Mo,k,o—mo)2
[ (o k0|mo, co) = We ’
d —-1/2 ’ _
f(0k0n0,dy) = |(207r‘)1/2—e‘§(91,k70—n0) (do) ™" (6.0-m0)

Além da notacao ja apresentada, sejam também as seguintes expressoes:

. / / /
0j7k7' - ( 3k, 00 0 00 jJﬁT)
- / / /
9.,k7t - ( 0,k,tr "> J—Z,k,t)
/
0.,.,. - (00,1,.) s 790,710,.7 01,1,.7 s 701,711,.7 s 79J—2,1,.7 R 0(]—2,71‘],2,.) .

O resultado que segue é extremamente importante pois fornece o embasamento
tedrico necessario a construcao do Filtro de Kalman para o Modelo Espaco-Temporal

Multi-Escala apresentado.

Teorema 1 - Considere f(y;_y, po, 0|02, ¥r, ;%) a fungao de densidade conjunta
do Modelo Espago-Temporal Multi-Escala descrita em (5.6). Pode-se afirmar que,
a posteriori, 0s vetores pgq .-y Moo 00155 00mg.s 05210120, ,.

sao condicionalmente independentes e normalmente distribuidos, dado (02, 1k, ;).

Demonstracao: Para provar a independéncia, observe que a distribuicao a poste-
riori de pugq sy Mopg 001,55 00mg,s 30521, ,0524, ,., ¢ proporcional

& expressao (5.6). A distribui¢do a posteriori f(pg, 0 | 02, ¥k, ¥k, ¥;_1) pode ser
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escrita como:

T ng J=2 nj
= [] Hf voraliors) [T TT £( Yo il it Okt
t=1 = 7=0 k=1
no —2 Ny
Hf MOkt|NJOkt 1 HHf g,kt|0]kt 1)
7=0 k=1
J—2 n;
Hf H0,k,0 HHf jk,0)
7=0 k=1
0 T J—2 nj
= H ,UOkO Hf yO,k,tl,UO,k,t)f(,UO,k,t HH
k=1 t=1 =0 k=1
T
0;r0 H fly ff’k7t|yj,k;,ta 0;1t) (0540 ki—1)
t=1
no J—2 nj
X H f(NO,k,.|Yo,k,.) H H f(ej,k,.w;,k,.)
k=1 §=0 k=1

Verifica-se que f(p, 0 | 02, ¢, ¥;k, ¥ ;_1) fatora-se no produtério das distribuigoes a
posteriori de prgy 5.y o py 0015 O0ng, 5305215 .,0 525, , , provando,

portanto, a independéncia a posteriori entre tais vetores.

Por outro lado, utilizando a equagao de evolucao juntamente com a distribuicao
a priori normal para p,. € 0., tem-se como resultado uma priori normal multi-
variada para os vetores fo ..., Mo, 100155 00m0,.-- 07210520, ,
Logo, como tanto a distribui¢ao dos dados y;, quanto a priori para os vetores cita-
dos sao normais multivariadas, conclui-se que a distribuicao a posteriori para cada

um dos vetores também é normal multivariada, o que resulta na prova do teorema.

Esse teorema permite que, dado (02, 1k, 1;x), as respectivas distribuigoes a poste-
riori de Ko - ,,u07n0,_,00,17,, cosO0ng.s 0521, ...,05_2,, , sejam descritas
individualmente, a partir da distribui¢do conjunta expressa em (5.6). As respecti-

vas médias e variancias sao fornecidas pelas equacoes do Filtro de Kalman. Estas
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equacoes, por sua vez, serao obtidas equivalentemente ao modelo linear dinamico ja

conhecido. Nas préximas secoes é apresentada a inferéncia em detalhes.

5.2 Distribuicoes a Priori

Observe que de (4.4), 0% se faz presente nas expressoes da variancia para todos

os niveis de agregagao. Uma distribuigao a priori, dados d e A, pode ser:

o A
2 [ —
o G](2,2).

Como citado anteriormente, os fatores de proporcionalidade ¥y, e 1; sao fracoes
das respectivas variancias observacionais. Na literatura de MLD s, sabe-se que essa
medida ¢ bem dificil de ser estimada. Na prética, espera-se que ¥y, e 1;; sejam
razoavelmente menores do que 1. Logo, priori’s pouco informativas tendem a gerar
resultados ruins. Assim sendo, dados 7 e &, as distribuicoes a priori para ¥y € ¥

serao dadas, de forma idéntica, por:
T K
GI (-, —> .
2°2

Finalmente, tomando como conhecidos os hiperparametros mg .0, Coxo, Mjr0 €

Cj k0, as distribuicoes a priori para g o € ;10 sao dadas, respectivamente, por:

o.k.0/ Do ~ N(mo k0, Coko)

Oj,k:,O’DO ~ N(mj,k,07 Cj,k,o)-
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5.3 Simulacao e Estimacao de i,

Inicia-se a estimagao para o nivel inicial mais agregado da particao, isto €, yo i+

Considere 1), e 0 conhecidos para todo k. Tem-se entao as seguintes equacoes:

Equacao de Observagao:
Yokt = Mokt + Vok, UO,k:|U(2)7k ~ N(0, aé,k)
Equacao de Sistema:

[0kt = Hoki—1 + Wok, Wokrltr ~ N(0,9r0g ).

5.3.1 Distribuicoes a Posteriori

A distribuicao conjunta a posteriori de ji 1.7 € ¥ pode ser expressa por:

T
f(ﬂo,k,lzTﬂPk‘UQaDT) X Hf(Yo,k,tWo,k,t,UQ)f(No,k,tWo,k,t—l,1%02)

t=1
f(¥x)

Nos itens que se seguem sao apresentadas as respectivas distribui¢oes condicionais

completas de 1.7 € ¥y, das quais serao realizadas as simulagoes para fins de

estimacao.

Simulacao de 1.7 Via FFBS

Considere po 1.0 = (fok1,---,Hokr) A partir de sua distribuicao condicional
completa f (o 1.7|/0%, Yr, Dr) geram-se amostras e procede-se a estimagao do vetor

tok 1. A amostragem sequencial de i 1.7 pode ser realizada via FFBS tal como:

1. Inicialmente, utilizar o Filtro de Kalman para obter a média e a variancia
das distribui¢oes normais f(pox1|0% Uk, D1), .-, f(poxr|0?, Y1, Dr). Dados
o? e 1y, essa operacao pode ser realizada a partir da construcao do Filtro de

Kalman, como mostra o texto a seguir.
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Construcao do Filtro de Kalman para /i,
e Posteriori em ¢ — 1:
/ﬁo,k,tq\Do,k,tq ~ N (mO,k,tfly Co,k,tq)
e Priori em ¢:

Mo,k,t\Do,k,tq ~ N (ao,k,m RO,k,t)

onde:

Qo,k,t = Mo,k,t—1

Ryt = Copt—1+ wkaak
e Previsao a 1 passo:
Yokt| Dogi—1 ~ N (fore Qo)

onde:

fo,k;,t = Mo k,t—1

_ 2
Qo = Rope + 00k

e Posteriori em t:

uo,k,t|D0,k,t ~ N (mo,k,ta Co,k,t)

onde:

Mgt = M0 ki—1 + Ao k€0 k1
_ 2
Cokt = Rogt — A i Qokt
Aot = Ropt/ Qo

€0kt = Yokt — fO,k,t

e Suavizagao:
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,Uo,k,Tfr’DO,k,T ~ N (ao,k,T(—T), Ro,k,T(—T)),

onde:

aokr(—7r) = Mmorr—r + Bogr—rlaorr(—r +1) — aokr—ri1]

Ropr(=r) = Copr—r — Bgjrr[Ropr—ri1 — Rogr(—r+ 1),

com Byyr_, = OO,k,T—rR(illc7T_r+1 e valores iniciais agr7(0) = mogr €

Roxr(0) = Cogr.
2. Gere um valor para fig 1 a partir de po .r|o?, ¥g, Dr ~ N(mogr, Cokr)-

3. Calcule a média e a variancia de f(uoxr—1|to k7, 0%, ¥r, Dr) € gere porr—1 a

partir dessa distribuicao.

4. Obtenha recursivamente

f(,uo,k,T—r’l/JO,k,T—r—i—la ceoy MOk T, DT) = f(#o,k,T—r|Mo,k,T—r+1, DT)
~ N (hogr(r), Hopr(r)),

parar=1,...,T — 1, sendo:

ho,k,T(T) = Mok T—r T BO,k,T—r(MO,k,T—r—i—l - ao,k:,T—r+1)

e
Hokr(r) = Coxrr = Bg,k,TerO,k,Tﬂ%l,

sendo Bogr-r = Coxr—rRy, ,i,T_r +1- Em seguida, gerar popr—, dessa dis-

tribuicao.

A partir do algoritmo apresentado sao gerados os valores de ji 1.7 condicionados

e (027 ¢k7 -DT)
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Condicional Completa de ),

T
f(rlpokar, 0, Dr) o H F(pokalpo k-1, 0%, o) f(rlT, K)

T
-(HT+ 1 1
forlpokar, 0, Dr) o W( ’ )€$p [—— (FH‘ P > (pows — ,uo,k,t—1)2>]
ka t:1

T K;
7\/)]<3’:LL(),]€,1:T70-2,.DT ~ GI (_k _k>7

* * 1 T 2
onde 7y =T+ 7 ek =rK+ o2 > im1 (o gt — Hoki—1)™

5.4 Simulacao e Estimacao de 0, ;

A descricao nesta secao envolve todos os demais niveis de escala do processo.

Sejam entao as seguintes equacgoes do modelo:
Equacao de Observagao:

&
ej,k,t - 0]1k)t + Vj7k7 Vj7k|Q]7k ~ N(07 Qj7k>

Note que:
/
1
Q 0'2 I nD§72’k nDj—Q,k
-2 — * -
J :k (nDj—Z,k)X(nDJ—Zk) nD3_2 . _1__ 1

Equacao de Sistema:

ej’k»t = 0]>kvt71 + Wj7k7 Wj7k|0-272/).]7k ~ N<07 ’lp.%le]’k)

5.4.1 Distribuicoes a Posteriori

A distribuicao conjunta a posteriori de 6, x1.7 € ¥ pode ser expressa por:

T
f(0; k1.1, %;1]0%, Dr) Hf(y]'7k7t|0j,k,t7UQ)f(Oj,k,t Oiki-1,0%,0;1)

t=1

f(in)
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A seguir sao apresentados os respectivos procedimentos de simulagao de 6, ;1.7 e
Vi k-
Simulacao de 6, 1.7 Via FFBS

Considere 6, ;1.7 = (051, - -.,0,, 7). Analogamente para o caso do nivel j = 0,
dados o2 e 1, 1, a simulagao e estimagao de 6, ; serd realizada a partir da construgao

do Filtro de Kalman e do uso do FFBS, descrito a seguir.

1. O passo inicial sera utilizar o Filtro de Kalman para obter a média e a variancia

das distribuigoes normais f(0; 1|02, ¥k, D1), ..., f(0;kr|0? ¥k, Dr).

Esquema para 0 ;.

Considere o2 e 1 conhecidos para todo k. Logo, temos as seguintes ex-

pressoes:
e Posteriori em ¢t — 1:
0 ki—1|Djrt—1~Nmjpi1,Cjri—1)
e Priori em ¢:
0| Djpi—1 ~ N (ajpe, Rjge)

onde:

aj7k7t = m]7k7t_1

Rjyk:yt = C.]ykytfl + wﬂjyk
e Previsao a 1 passo:

Yikel Diki-1 ~ N (£, Qjrr)

onde:
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szkzt = m]7k7t71

Qj,k,t = Rj,k,t + ijk

e Posteriori em t:

Okt Djre ~ N (myps, Cjpit) (5.8)
onde:
_ e
€kt = 6055, — ks
mjee = Mgt + Ajgi€ike

. !

Cirt = Rkt — AjriQypiAlrs
o -1

Ajre = RjriQjp,

e Suavizagao:
Oir7—r|Djrr ~ N (ajrr(—7),Rjrr(=7)),

onde:

ajpr(—r) = mjpr_, +Bjpr_[ajer(—r+1) —aj,r_rti]

Rirr(—7) = Cirr—r — Bjrr—r[Rjrr—rs1 — Rjpr(—=r+1)|Bj .,

. 1 Ce e .
com Bjyrr = Cjrr—R;pp 4y € valores iniciais a,7(0) = mj,r e

Rjrr(0) = Cjpr.
2. Simule um valor para 0, ;1 a partir de (0,4 7|02, ¥k, D) ~ N(mx 7, Cjrr).

3. Calcule a média e a variancia de f(0;,7-1|0,k7,0% Yk, Dr) € gere 0111

a partir dessa distribuigao.
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4. Obtenha recursivamente

FOikr—r|0ikr—ri1,-- 05171, Dr) = f(0;67-+10) k17141, Dr)

~ N(hyer(r), Hjer(r),
sendor=1,...,T,

hj,k,T<7') =mjpr+ Bj,k,Tfr(ej,k,TfrJrl — aj,k,TfrJrl)

e
/
H;r(r) = Ciur—r — Bier—Rjkr—ri1Bj
. -1 . .
com Bj,r, = Cj,k,T—er,k,T_rH- Em seguida, gerar 67—, dessa dis-
tribuigao.

A partir do algoritmo sao gerados os valores de 8; ;, 1.7 condicionados em (02, Yk, Dr).

Condicional Completa de 9,

T
FWikl8sk 0,07, Dr) o< [ ] F(85kalOni—1, Ysks 0 Do) f(Wyal7, )
t=1
—1{nps TH7|-1 1
f@iklOjk 1, 0%, Dr) o %k( ) exp [——(Fvypk)]
’ 245k
] T
X exrp |— Z(ej,k,t - Hj,k,tfl)lﬂj_’;(ej,k,t —011-1)
ik 'S
A
¢j,k 0j,k,1:T70-27-DT ~ GI (%k?%k) )

onde

T;k = nD;,kT +T7e l{;,k =K+ 23;1 (ej,k,t — 0]'7]6715_1)9;; (Hj,k,t — 0]'7]@75_1)/.
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Condicional Completa de >

o N
2 Dy ~ GI|—,—
o ’l’l’J—l,h T 279 )

onde 0* =ny T +de X =+ Zthl W (Y1 ks — Pa—1x0)%

5.5 Estimagao de p;_q,

Um dos objetivos deste capitulo ¢ o de estudar o comportamento do fator la-
tente do nivel mais desagregado do processo ao longo do tempo, expresso por
— ! 7. .

By = (Hy—11ts-- s fhg—1n,_,¢)- Logo, se faz necessério encontrar o estimador
, . o . .

para (fbg 4., Mj_o ;). O caminho inicial serd encontrar um estimador para g, ,

e, fazendo uso recursivo da expressao (4.2), obter um estimador para p; ;. Observe

que, a partir de (4.2) tem-se que

B, o = Ojgt T Vigtttine

O procedimento de estimacao é realizado da seguinte forma:

e Lstimador para p ,.
A partir da média da densidade a posteriori expressa em (5.7), tem-se que
um estimador para oy, ¢ dado por figr: = Moki—1 + Aok€ors Dal que

~ (5 ~ /
fo,.0 = (o0 flong.t)'-
e Estimador para pp- ;.
7 )

Tomando-se a média da distribuigdo apresentada em (5.8), tem-se que 8, =
m; ;.. Logo, um estimador para Ko, ¢ € dado pela sua média a posteriori,

calculada por

A

MDjkvt = Ojvkvt + Vjvkvt/'b.j’k’t‘ (59)
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Observe, porém, que conforme descrito no capitulo 2, pelo fato de os cdlculos serem
gerados com um elemento a menos na dimensao do vetor, se faz necessario calcular o

estimador para esse elemento faltante, o que pode ser realizado da seguinte maneira:

® Apés estimar pi ks € ;¢ este possuindo dimensao igual a np: , calcula-se
o estimador de Kps o = 05+ + Vjktljke, dque por sua vez, também possui
5,k vy vy vy

dimensao igual a np- .
75

e Em seguida, estima-se o elemento inicialmente excluido pela expressao

ﬂj,k,t - Z ﬂj-‘,—l,k’,t' (5.10)

J+LKED?
Desse modo, calculamos o estimador para a média do processo latente para

todos os descendentes de Bj .

Note que, recursivamente, o uso das expressoes (5.9) e (5.10) ird fornecer um esti-

mador para ft;_q,.

5.6 Simulacao de Um Processo Multi-Escala

Simulamos dados de um processo multi-escala tomando como referéncia a divisao
politico administrativa do estado do Espirito Santo no ano de 1979. O processo tem

trés niveis hierarquicos, com a seguinte estrutura de particao:

e O primeiro nivel, j = 0, é formado por 4 elementos (macro-regioes).

e O segundo nivel, j = 1, contém 12 elementos (micro-regioes).

e O nivel mais desagregado, j = 2, é formado por 52 elementos (municipios).
Os dados foram simulados como segue:

1. Inicialmente, foram fornecidos os valores de pig 0, para k = 1,...,4. Isto é, o

vetor de médias no nivel 7 = 0 para o tempo t = 0.
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e Em seguida foram simulados, com erro normal dado por (4.8), os valores

de o ¢, parat=1,...,T.

2. O passo seguinte foi fornecer valores para @ _ e para as respectivas matrizes

de covariancia, conforme descritos em (4.9).

e Posteriormente simulou-se, com erro normal, os valores de 8 _, para todos
instantes de tempos.

e Tendo gerados os valores de pig ; e g _;, calculou-se os valores de p;,
conforme (4.2).

3. Em seguida, forneceu-se o valor de 6, o e suas respectivas matrizes de co-
variancia.
e Apés, gerou-se os valores de 8, _,;, com erro normalmente distribuido.
e Seguiu-se com o calculo de ps, ; conforme (4.2).

4. Dados os valores de p, , gerados, em seguida foram simulados, com erro nor-

malmente distribuido, os valores da variavel y, , conforme (4.5).

5. Gerados os valores de y, ,, finalmente calcula-se os valores de y; , ey, , com

base na expressao 2.1.

5.7 Casos Particulares

O objetivo dessa secao é apresentar resultados iniciais do modelo espago-temporal
multi-escala de forma a analisar o grau de eficiéncia do mesmo no ajuste aos dados

simulados.
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5.7.1 Variancias Conhecidas

Uma situacao particular ocorre quando as variancias observacionais e de sistema
sao conhecidas. Nesse caso, com uso andlogo do Teorema 1, pode-se aplicar direta-
mente o Filtro de Kalman para fins de estimacao dos parametros envolvidos. As ma-
trizes de covariancia de sistema utilizadas na geragao dos dados sao da forma W, ;, =
0.10€2; 4 e Vo = diag(100,...,100). Para inicializar o Filtro de Kalman foram im-
putadas as priori’s g0/ Do ~ N(0,10%) e 0;10/Do ~ N((0,...,0), diag(10°)) nas
suas respectivas dimensoes.

t=1 t=4

o
= o
2 1 o
& =
_ o
e ° 2
o o
7 ] o
o =
[ [ [ [ [ I
u] 10 20 a0 40 A0
Area
=8

140

120

40 O &0 100

40 B0 &80

Area Arsa

Figura 5.1: Resultados comparativos de y, , (circulos), verdadeiro valor de
Ko, (vermelho), fi, , (preto) e estimativa suavizada ajz 7(—r) (azul). Tempos

t =1,4,8,12, respectivamente.
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=15 t=18

1680

120

40 &1 &80

140

120

40 g0 &0 100

20 40 50 &0

Area Arsa

Figura 5.2: Resultados comparativos de y, , (circulos), verdadeiro valor de
My, (vermelho), fi, , (preto) e estimativa suavizada a;r(—7) (azul). Tempos

t = 15,18, 22, 25, respectivamente.

As figuras 5.1 e 5.2 mostram os resultados obtidos com os dados simulados para
as 52 areas hipotéticas e para tempos intercalados, onde comparou-se y, ,, py
verdadeiros, estimativas para p, , € a suavizagao, expressa por a;rr(—r). Observe
que as estimativas ficam préximas dos respectivos verdadeiros valores médios do
fator latente e pouco sensiveis a valores discrepantes, mostrando um ajuste satis-
fatorio. Para o caso das figuras 5.3 a 5.7, apresentamos as comparagoes das mesmas
medidas utilizando porém o mapa do estado do Espirito Santo, comparacoes estas

que reforgcam o bom ajuste do modelo.
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W =125 W -125 m =125

B 110- 125 W 110-125 m 110- 125
@ 10— 110 @ 100- 110 :;?0-1&&0
@ 85- 100 @ 85- 100 g E- X

O #0-a5 O 7-85 O &_70

0O &-70 0O es-70 O 45- &0

O 45-80 O 45-80 O =45

O <45 O <45

(a) (b) (c)

Figura 5.3: Valores de ya 1+ observados (a), pto . , verdadeiros (b) e suavizados (c)

por a, i r(—r). Tempo t = 1.

godoooEm
godoooEm
OoooooEm

(a) (b) ()

Figura 5.4: Valores de ya 1+ observados (a), pto . , verdadeiros (b) e suavizados (c)

por a; i 7(—r). Tempo t = 8.

godoooEm
godoooEm
ooooooEm

(a) (b) ()

Figura 5.5: Valores de ysa 1. + observados (a), p ., verdadeiros (b) e suavizados (c)

por a;  v(—r). Tempo ¢t = 15.
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| 135
= 110- 135 | 110- 135
@ 100- 110

| - 135 | 135

= 110- 135

= 100- 110 @ 100- 110

B 85- 100 = &5- 100 @ 85- 100
O 70-85 O 70-85

O 8- 70
O 35-&0
0O <35

O 70-85
O &-70
O 35- 80
O <35

O &0- 70
O 35-&0
O <35

(a) (b) ()

Figura 5.6: Valores de ya 1+ observados (a), pto ., verdadeiros (b) e suavizados (c)

por a;  v(—7). Tempo t = 22.

m 130

m 130
= 110- 130 | 110- 130
@ 100- 110 @ 100- 110
= &5- 100 @ 85-100
o -85

g 70-&5
O &0-70
O 40- &0
O =40

O 80-70
O 40-80
0O =40

(a) (b) (c)
Figura 5.7: Valores de ysa 1.+ observados (a), p  , verdadeiros (b) e suavizados (c)

por a;  r(—7). Tempo t = 25.

5.7.2 Variancia de Sistema Desconhecida

Nessa subsecgao, supomos desconhecidos os fatores de proporcionalidade ¢, e 9; 1,
e imputamos uma distribui¢ao a priori GI(3,0.3) para os mesmos. Geramos 5.000
amostras, sendo descartado o primeiro 1/3. Sao mostrados resultados a posteriori
para v (ver tabela 5.1) e para a média a posteriori do fator latente para 6 dreas
escolhidas ao acaso (ver figura 5.8). Os resultados aqui mostram que as estimativas
para o fator i, e para a média do fator latente estao proximas dos verdadeiros
valores. Ressalta-se que, por se tratar de comparagoes de valores verdadeiros com

valores simulados, nao realizamos testes de convergéncia das cadeias geradas.
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Tabela 5.1: Estatisticas a posteriori para

Macro-regiao | Média | Percentis (2.5, 97.5) | ¢ ; verdadeiro
k=1 0.06 (0.03,0.10) 0.1
k=2 0.10 (0.04,0.24) 0.1
k=3 0.10 (0.05,0.21) 0.1
k=4 0.09 (0.03,0.23) 0.1
k=5 0.08 (0.03,0.16) 0.1
k=6 0.13 (0.04,0.35) 0.1
k=7 0.09 (0.04,0.25) 0.1
k=8 0.08 (0.03,0.16) 0.1
k=9 0.08 (0.03,0.19) 0.1
k=10 0.10 (0.04,0.24) 0.1
k=11 0.07 (0.03,0.12) 0.1
k=12 0.07 (0.03,0.13) 0.1

5.8 Aplicacao aos Dados de PIB per capita

Inicia-se aqui uma primeira aplicacao a dados reais do modelo proposto, no caso,
dados do PIB per capita do estado do Espirito Santo para os anos de 1970, 1980,
1985, 1996, 1999, 2000, 2001, 2002 e 2003. Para diminuir o efeito de assimetria, foi
aplicada a transformagcao logaritmica dos dados. Os valores estao em reais com base

na data de 1° de agosto de 2000.

Nas figuras 5.9 e 5.10 fazemos uma analise exploratoria dos dados. Conclui-se
que, de um modo geral, o PIB per capita municipal apresenta um crescimento sig-
nificativo a partir de 1970, com uma queda suave ao final do periodo de estudo.

Ressalta-se que os municipios que apresentaram valores extremos sao Vitoria, Serra,

Aracruz e Anchieta.
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Figura 5.8: Resultados comparativos de y, ; (circulos), verdadeiro valor de g, j -
(vermelho) e média a posteriori para p, ; ~(preto) para 6 areas ficticias, ao longo do
tempo. Linhas tracejadas inferior e posterior indicam os percentis 2.5 € 97.5 de fi, . ,

respectivamente.

No processo de simulagao foram geradas 8.000 amostras, sendo descartadas as
primeiras 2.000. A priori utilizada para 1y, e 1, foi uma GI(4,0.15) e para o uma
G1(0,0), sendo proporcional a (¢2)~. As distribuices a priori para inicializar o FK
sao identidas as da secao anterior. As tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 mostram algumas medi-
das a posteriori para os fatores de proporcionalidade v, ¥ 1, € ¥y . Verifica-se que

as médias a posteriori sao em geral menores do que 1, sendo coerentes com aquilo
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Figura 5.9: Anilise Exploratéria por periodos do PIB per capita municipal do E.S.
Fonte: IBGE/IPEA.
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Figura 5.10: Anélise Exploratéria por periodos do Log(PIB per capita) municipal
do E.S. Fonte: IBGE/IPEA.

que se espera para esses fatores. Uma excegao ocorre para as médias a posteriori de
Yy, (ver tabela 5.2). Para este, concluimos haver pouca informacao nos dados que

permita estiméa-lo de forma satisfatoria.
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A figura 5.11 apresenta a trajetoria e o histograma para os valores a posteriori
para o2. Observe que o traco indica convergéncia das cadeias. O histograma mostra
uma distribui¢ao unimodal, indicando um bom ajuste para esse parametro.

(a)
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T T T
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lteragies (x 5)

(b)
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40

0.030 0.035 0.040 0.045 0.050 0.055

Figura 5.11: Trajetéria (a) e histograma (b) para valores de o2 gerados a posteriori.
Estatistica de diagndstico de Gelman e Rubin igual a 1.02 e de Geweke iguais a -0.12

e 0.41, respectivamente.

Tabela 5.2: Estatisticas a posteriori para v

Macro-regiao | Média | Percentis (2.5,97.5)
k=1 44.9 (20.1,93.2)
k=2 9.4 (4.7,19.2)
k=3 11.2 (4.6,24.7)
k=4 23.1 (10.3,48.1)

A figura 5.12 mostra a trajetéria e o histograma da média a posteriori do fator
latente para ¢ = 1, para 1 municipio escolhido ao acaso em cada macro-regiao. Con-
cluimos que ha convergéncia das cadeias geradas e as distribuicoes a posteriori sao

concentradas e unimodais, indicando bom ajuste.
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Tabela 5.3: Eistatisticas a posteriori para

Macro-regiao | Média | Percentis (2.5,97.5)
k=1 0.71 (0.36,1.23)
k=2 0.24 (0.06,0.65)
k=3 0.24 (0.08,0.53)
k=4 0.21 (0.02,0.86)

Tabela 5.4: Eistatisticas a posteriori para ¥

Micro-regiao | Média | Percentis (2.5,97.5)
k=1 0.09 (0.05,0.16)
k=2 0.32 (0.09,0.81)
k=3 0.10 (0.51,1.66)
k=4 0.09 (0.07,0.68)
k=5 0.08 (0.03,0.97)
k=6 0.13 (0.06,0.81)
k="7 0.22 (0.04,0.65)
k=8 0.17 (0.06,0.42)
k=9 0.41 (0.14,0.92)
k=10 0.26 (0.06,0.69)
k=11 0.60 (0.38,0.92)
k=12 0.55 (0.30,0.94)

As figuras 5.13, 5.14 e 5.15 apresentam os resultados comparativos obtidos para
a variavel observavel e para a média a posteriori do fator latente para, respectiva-
mente, as 4 macro-regioes, para 4 municipios aleatoriamente escolhidos e para as
micro-regioes 4 e 5. Suas analises permitem concluir pelo bom ajuste temporal do

modelo.
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As figuras 5.16 a 5.24 mostram, para espaco e tempo, os valores observados e
respectivas estimativas a posteriori para a média dos fatores latentes. A partir das
mesmas, concluimos que o modelo se presta bem ao ajuste das séries estudadas. Vi-
sualizamos também um movimento de concentracao da renda per capita em direcao

ao entorno da regiao metropolitana de Vitéria.
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Figura 5.12: Respectivamente, trajetéria e histograma para Mo k.1 & posteriori nos
municipios de Guarapari (a e a’), Conceicao da Barra (b e b’), Colatina (¢ e ¢’) e
Castelo (d e d’). Estatisticas de diagndstico de Gelman iguais a 1, 1.01, 1.01 e 1.01,

respectivamente.
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Figura 5.13: Resultados comparativos de y ; ~(circulos) e média a posteriori de
Mo .. (preto) por macro-regidao. Linhas tracejadas inferior e posterior indicam os

percentis 2.5 e 97.5 de fi ;. , respectivamente.
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tracejadas inferior e posterior indicam os percentis 2.5 e 97.5 de fi,,, , respectiva-

mente.
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Figura 5.16: Log(PIB per capita) do E.S. - 1970
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(a) Observado (b) Estimado

Figura 5.17: Log(PIB per capita) do E.S. - 1980
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Figura 5.18: Log(PIB per capita) do E.S. - 1985
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Figura 5.21: Log(PIB per capita) do E.S. - 2000
Figura 5.22: Log(PIB per capita) do E.S. - 2001
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Capitulo 6

Modelagem Espaco-Temporal
Multi-Escala com Variancias

Observacionais Distintas

Neste capitulo propomos um modelo espago-temporal multi-escala considerando
variancias observacionais distintas para as areas do nivel mais desagregado. Essa
distingao se da pelo uso de pesos nas variancias que podem assumir valores diferentes

entre as areas.
6.1 Construcao do Modelo

Considere novamente o vetor aleatério y; 1, = (Ys-1,1,6,--+>YJ-1,ny_1,¢) COMO
um processo espaco-temporal multi-escala tal que y;_1 x: seja formado por Nj_q
componentes (pesos) constantes no tempo para todo k, com k= 1,...,n;_1. Sejam
entao os pesos Nj_j11,...,Nj_1,, , associados aos respectivos elementos do nivel
J—1. Tais pesos podem ser a populagao, a drea plantada, o nimero de consumidores

e etc.. No caso aqui, iremos considera-los conhecidos.

Defina a varidvel aleatéria y75_,, , como sendo a observacao do l-ésimo compo-
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nente para o k-ésimo elemento do nivel J —1, de tal forma que y%_, . /|45 1 11» 0% ~
N(py_y41,0%), onde I = 1,...,Nj_14, com ¢ desconhecido. Dai que y;_1x =
Nj-1k

* 2 2 — *
=1 Y gal—1k 0% ~ N1k, Ny-140%), onde py1p = Nj_1 gy, Para

o tempo t, tem-se que

2 2
Hi-1kt, O N(,Ujfl,k,t,NJfl,kJ )

YJ—1,k,t

Por consequéncia, o vetor de observagoes (Yy_1.1¢,---,Ys—1n,_,t) segue a distribuigao

N(py_14 V1), onde Vy_y = o*diag(Nj-11,...,Nj-1,,_,). Considerando

2 2 §
Uj,k =0 Nj+1,k’

(J+1,K)EDS

e

gk = Z Nj+1,k’

(+1,K")ED;

podemos escrever:
i)YO,tl#’O,t? V() ~ N(#’O,t? Vg), onde VO = azdiag(No,l, ey NO,”O)'

i)Y pe, ilYines Ot Xiw ~ N (Wjaysne + Ojkp; yx), onde

Vi = : .
! Z(jﬂ,k')eDj,k Njp1p
e
, Np. Np:
Qi = o |diag(Np. ) — AL : (6.2)
J

’ Z(j+1,k’)eDj,k Nj+1,k’
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/ .
com Np. sendo o vetor de pesos dos descendentes de Bj,; excluindo um deles.
Jsk
Considerando ainda as variancias de sistema da forma W = ¢kN0,ka2 e W, =
;182 1, descrevemos o Modelo Espago-Temporal Multi-Escala com Variancias Ob-

servacionais Distintas pelas seguintes equacoes:
Equacao de Observacao:
Yi14=Hs1s+t Vi1, V1| Vi1~ N(0, V),
Decomposicao Multi-escala da Equacao de Observacgao:

_ 2 2
Yokt = Mokt + Vok, Vox|o?~ N(0,Ngro?).

08' k.t — 0j7k7t + Vng, Vj,k|Qj,k ~ N(O, Qj,k>.

s

Equacoes de Sistema:

[okt = Hokt—1 + Wors Wox | Wor ~ N(0,1,Noo?).

Ot =01 +Wik, Wik | Wip~ N(0,v;68).

6.2 Densidade Conjunta do Modelo

Fazendo uso andlogo do Teorema 1, verifica-se que a distribuicao a porteriori
conjunta f (g, 0, ¥r, ¥k | 0%,y ,_;) fatora-se no produtdrio das distribuigoes a pos-
teriori de (o, ¥x) e de (0,,.,%;x) para todo k e j, sendo, portanto, condicional-

2

mente independentes dado o°. Com efeito, os procedimentos de inferéncia dessas

variaveis serao andlogos aos do capitulo anterior.
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6.3 Distribuicoes a Priori

Novamente se faz necessdrio o uso de distribuigoes a priori para o2, ¥y, € 1, 5. As

respectivas distribuicoes a priori sao dadas por:

J A
25 ~aI (2,2
a9, A G(2,2>

Dados 7 e k, as distribuicoes a priori para 1, e ¥, serao identicamente expressas

c1(3)

Finalmente, as distribuicoes a priori para fi o € 050 sao expressas tal como no

por:

capitulo anterior.

6.4 Simulacao e Estimacao de i ;
A modelagem de p 1, serd realizada com uso das seguintes equacoes:
Equacao de Observacao:
Yokt = Mokt + Vok, Voklo® ~ N(0, Nojo?)
Equacgao de Sistema:
Mokt = Hokt—1 + Wok, Wok|Vks o2 ~ N(0,¢kNo,kU2)-

A inferéncia para ik, Uk € ¥, serd realizada através da técnica de MCMC.

6.4.1 Distribuicoes a Posteriori

A distribuicao conjunta a posteriori de k1.7 € 1 pode ser expressa por:

T

J(tok1:r, 1/)k|02, Dr) o H f(YO,k,t|,u0,k,t7 UQ)f(NO,k,t|NO,k,t—la () 02)f(¢k)-

t=1
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Analogamente ao capitulo anterior, a simulagao de fi 1.7 € realizada via FFBS,

enquanto que a simulacao de v, ¢é realizada a partir de sua condicional completa,

dada por:

Condicional Completa de ;.

Rk
2 k k
1/}k|,u0,k,1:T7 o 7DT ~ GI (_7 _) )

_ _ 1 T 2
onde 7 =T + 7, € k), = kg + sz Dyt (ot — Hoet—1)"-

6.5 Simulacao e Estimacao de 0,

Suponha novamente conhecidos todos os hiperparametros envolvidos.

entao as seguintes equacoes do modelo:
Equacao de Observacao:
Gt = ik + Ve ViklQix ~ N(0,€2;)
Equacgao de Sistema:

0j7k7t = 037k7t71 + Wj7k7 W,]7k‘,lp.7’k7 ~ N<O7 ¢j7kﬂjzk>.

6.5.1 Distribuigcoes a Posteriori

Tem-se

A distribui¢ao conjunta a posteriori de 0; 1.7 € 1, dado o® pode ser expressa

COIMO:

T
FBjnam iklo®, Dr) o [ FjnilOints o) F(05k4105k0-1, Vi, ) f (W)

t=1

Assim como para o nivel j = 0, os procedimentos de simulacao de 6, 1.7 foram

realizados a partir do uso do FFBS. Para o caso de v;, realizou-se as simulacoes a

partir da condicional completa dada por:
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Condicional Completa de 9,

¢gk|93,k1T,U Dy ~ G](]kv ]k)

x T -1 !
onde 77y = nps T+ Tjp € K4 = Kjk + 201050 — Oje—1)82; (060 — Ojke—1)"

6.5.2 Simulacao e Estimacao de o2

Finalmente, para que toda a inferéncia do processo de modelagem seja concluida,
atualizamos o valor de o2 a partir da distribuicao dada por:

oF N\
Dy ~ I
g |HJ 1,6 YT G (2 2)

onde 0* =ny_ 1T+(5e)\*—)\+zt 1 [ZZJll N, 1k(yJ Lkt — HI—1kt)”

6.6 Aplicacao aos Dados de Producao Agricola

Realizamos uma aplicacao do modelo com os valores de producao agricola mu-
nicipal relativos ao estado do Espirito Santo. Sao dados anuais da producao da
agricultura permanente compreendido no periodo de 1990 a 2005, com valores em
milhares de reais deflacionados pelo IGP-M (fndice Geral de Pregos de Mercado),
ano base 2005 (disponivel em http://www.fgvdados.fgv.br). Tomamos a area (em
hectare) média municipal plantada no periodo, como peso. Vale ressaltar que pelo
fato de o municipio de Vitéria apresentar valor de produgao apenas para o inicio
da série aqui utilizada (1990 e 1991), o mesmo foi excluido da andlise. Os resulta-
dos que seguem foram obtidos apods a geracao de duas cadeias com 14.000 amostras
cada, descartando o primeiro 1/4. As priori’s utilizadas sao idéntidas as do capitulo

anterior.
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A figura 6.1 mostra a evolucao do logaritmo dos valores municipais de producao
agricola para o estado do E.S.. Verificamos uma pequena oscilacao no nivel entre

1993 e 1994, tendo um suave crescimento em tendéncia a partir de 2001.

A figura 6.2 apresenta a trajetéria e o histograma para os valores a posteriori

para o2, que indicam convergéncia das cadeias e uma distribuicao a posteriori bem

definida.
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Figura 6.1: Anélise Exploratéria do logarftmo do valor municipal da produgao

agricola para o estado do E.S. Fonte: IBGE/IPEA.

De forma semelhante aos resultados obtidos na aplicacao ao PIB per capita, as
estatisticas a posteriori para os fatores de proporcionalidade vy, o € Y1 sao
menores do que 1 (ver tabelas 6.1 a 6.3), exceto novamente para o nivel de macro-

regioes.

Nas figuras 6.3 e 6.4 vemos os resultados comparativos obtidos para os dados

de producao e para a média a posteriori do fator latente para as 4 macro-regioes
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Figura 6.2: Trajetéria (a) e histograma (b) para valores de o2 gerados a posteriori.

Estatistica de diagnostico de Gelman e Rubin igual a 1.02 e de Geweke iguais a 1.98

e 0.42, respectivamente.

Tabela 6.1: Estatisticas a posteriori para

Macro-regiao | Média | Percentis (2.5,97.5)
k=1 5.7 (2.41,11.67)
k=2 6.0 (2.82,11.87)
k=3 0.3 (0.07,0.73)
k=4 7.0 (3.38,13.57)

Tabela 6.2: Estatisticas a posteriori para

Macro-regiao | Média | Percentis (2.5,97.5)
k=1 0.26 (0.07,0.59)
k=2 1.32 (0.40,3.13)
k=3 0.17 (0.04,0.43)
k=4 0.22 (0.04,0.62)

e para 4 municipios escolhidos ao acaso, respectivamente.

ajuste temporal do modelo.
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Tabela 6.3: Eistatisticas a posteriori para

Micro-regiao | Média | Percentis (2.5,97.5)
k=1 0.050 (0.01,0.11)
k=2 0.053 (0.01,0.13)
k=3 0.051 (0.01,0.11)
k=4 0.056 (0.02,0.14)
k=5 0.053 (0.01,0.12)
k=6 0.057 (0.02,0.15)
k=7 0.180 (0.04,0.47)
k=8 0.050 (0.01,0.13)
k=8 0.050 (0.01,0.13)
k=9 0.050 (0.02,0.12)
k=10 0.057 (0.01,0.16)
k=11 0.051 (0.02,0.11)
k=12 0.052 (0.01,0.11)

A figura 6.5 mostra a trajetéria e histograma da média a posteriori do fator
latente para o segundo instante de tempo, com municipios escolhidos ao acaso em

cada macro-regiao. Os resultados indicam a convergéncia das cadeias.

Os mapas das figuras 6.6 a 6.13 mostram, para espaco e tempo, os valores ob-
servados e as respectivas estimativas a posteriori para a média dos fatores latentes
para os dados de valor de producao agricola municipal. Os resultados indicam um
ajuste satisfatério do modelo aos dados em questao. Note que o processo latente
estimado considera nao somente as observacoes para o tempo ¢t em questao, mas

também outros instantes de tempo e municipios em estudo.
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(a) Observado (b) Estimado

Figura 6.6: Valor de produgéao agricola do E.S. (em milhares de reais) - 1991

0o0oomEm
0o0oomEm

(a) Observado (b) Estimado

Figura 6.7: Valor de produgao agricola do E.S. (em milhares de reais) - 1993
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(a) Observado (b) Estimado

Figura 6.8: Valor de produgao agricola do E.S. (em milhares de reais) - 1995
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(a) Observado (b) Estimado

Figura 6.9: Valor de produgao agricola do E.S. (em milhares de reais) - 1997
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(a) Observado (b) Estimado

Figura 6.10: Valor de produgao agricola do E.S. (em milhares de reais) - 1999
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(a) Observado (b) Estimado

Figura 6.11: Valor de produgao agricola do E.S. (em milhares de reais) - 2001
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(a) Observado (b) Estimado

Figura 6.12: Valor de produgao agricola do E.S. (em milhares de reais) - 2003
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(a) Observado (b) Estimado

Figura 6.13: Valor de produgao agricola do E.S. (em milhares de reais) - 2005
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho propomos um modelo espago-temporal multi-escala para analise
de dados de area. Fazemos uso da metodologia de construcao multi-escala desen-
volvida por Kolaczyk e Huang (2001), onde decompomos o processo espacial a
cada tempo e modelamos os coeficientes multi-escala no tempo através de mode-

los dinamicos.

Os resultados obtidos nas aplicagoes a dados reais indicam que a modelagem pro-
posta consegue captar os movimentos espaco-temporais do fator latente, estimando-
os eficientemente e contribuindo para um melhor entendimento da evolucao espago-

temporal do fenomeno em estudo.

Acreditamos que nos niveis mais grosseiros da agregacao ha pouca informacao
presente nos dados capaz de influenciar os resultados a posteriori para os parametros
Vi, Yox € Y1 Porém, o fato de o ajuste ter sido satisfatério para as médias dos
fatores latentes nos niveis mais desagregados reforca o uso de uma forma alternativa
de modelagem na estrutura de agregacao mais grosseira, ou, até mesmo, o uso de

outras distribuigoes a priori.
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Potencialmente, pode-se incluir tendéncia e sazonalidade no modelo. Dificul-
dades técnicas desta extensao serao relacionadas as restricoes de igualdade das so-

mas de descendentes com respeito a ancestrais.

Vale enfatizar que o modelo apresentado nesse texto apresenta uma vantagem
significante em relagdo & metodologia proposta por Kolaczyk e Huang (2001) pois,
possibilita a realizagbes de previsdes. Além disso, a suavizagao obtida com o nosso

modelo espaco-temporal considera tanto informagoes espaciais quanto temporais.

Finalmente, note que a decomposicao multi-escala por nds utilizada neste tra-
balho reduz o problema de modelagem espaco-temporal de um vetor de observacoes
em um nivel mais desagregado a um problema de modelagem temporal dos coefi-
cientes multi-escala. Como esses coeficientes sao de dimensao muito menor do que o
vetor de observagoes no nivel mais desagregado, isto leva a um grande ganho com-

putacional.

Reforcamos, portanto, que o nosso modelo espaco-temporal multi-escala aqui
s Y Y b1
proposto considera os varios niveis de escalas espaciais do processo, inter-relacionando

e atualizando os coeficientes multi-escala via modelagem dinamica.
7.1 Meta

Com base nos resultados alcancados, planejamos explorar um pouco mais o as-
sunto, pesquisando a aplicacao do modelo para outras séries temporais multivari-

adas, estas nao necessariamente observadas no contexto espacial.
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Apeéendice A

Algumas Propriedades da
Distribuicao Normal

Multivariada

Seja uma variavel aleatéria Z de dimensao p normalmente distribuida com
média p e varidncia X, denotada por N(u,>). As seguintes afirmagoes sao

verdadeiras:

oA combinacao linear de quaisquer componentes de Z segue uma dis-

tribuigado Normal. Ou seja, se A é uma matriz r X p e b é um vetor
r-dimensional entdo a transformagao linear Y = (AZ +b) ~ N(Au +
b, AL A)

eQualquer subconjunto de componentes de Z segue uma distribuicao nor-
mal. Isto significa que se dividirmos o vetor Z em dois blocos Z; e Z5, o

primeiro com k£ componentes e o segundo com p — k, podemos também
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particionar p e X tal como

= M1 e Y Y11 22
Lo Yo1 Moo

oA distribuicao condicional dos componentes sao normalmente dis-
tribuidos. Em outras palavras, Z;|Z; é normalmente distribuida, analoga-
mente valendo para Z|Z;. Mantendo-se as mesmas partigdes anteriores

para Z, p e X obtém-se que:
Z1|Zy ~ N (1.2, X11.2),

onde ft12 = f11 + E1222721(22 — fg) € X110 = Xq1 — Z31222721221-

ePode-se reconstruir a distribuicdo conjunta da seguinte maneira: Se

Zy|Zy ~ N(p + A1(Zy — p12), Az) € Zy ~ N(pi2, X22), tem-se que:

Z
Z = ~ N(p,X)
Zs
com
= M1 e Y= Y11 212
o Y1 299

onde 211 = AQ + A1222A/1 [§ 2/21 = 212 = Alzgg.
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Apeéendice B

Descricao Multi-Escala Para o

Caso Normal

A demonstracao feita aqui nao considera o indice de tempo ¢ pois o resultado
é valido para qualquer tempo, e por uma questao de simplificacao de notacao,

omitiremos tal indice na demonstracao.

. . o /
Seja a variavel aleatéria y; ;, = (yJ_LLt,...,yJ_LnJ_ht), expressa se-
gundo uma distribuicao N(py_14, Vy-14). Considere yp- , o vetor de
) ) 3,k
medidas, para o tempo ¢, dos descendentes do elemento Bjj excluindo um

deles. Seja a distribuigao conjunta de y;; e Yo, da pela expressao abaixo:
"

2
K Hj ke Ok o
‘:uj,k ~ N ) ’ 5

/ Vv
O 1y« i
Yp:, Kp:, ( Dj’k) Dy

Yj
onde V D*, ¢ a matriz de covariancia de dimensao n D*, -
Js J»

Recorde que y;, = Z(j—i-l,k:’)eD]*.,k Yit1,- Sendo assim, tomando um par-
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ticular descendente de y; ;. pertencente a y D* . identificado por ;1 x+, tem-se
s

a seguinte expressao para a covariancia entre y; i € Yji1 ke

Cov (yj,ka yj+1,k*) = Cov E Yi+1,k Yj+1 k>
(J+1,k")eD?

Observe que, pelo fato de as varidveis y’s serem condicionalmente indepen-
dentes dado pu, todas as covariancias do lado direito da expressao anterior
serao iguais a 0, exceto uma delas, que é exatamente a variancia relativa ao

particular elemento y;14+. Dai conclui-se que:

2
Cov(Yjk Yjr1,k*) = Ojp1 e

e portanto,

Cov(y; ks YDf,k> =03

ik

Segue, dos resultados ja conhecidos da distribui¢ao normal multivariada (ver

Anexo A), que

<YD;,k|yj,k7 0k, Qj,k;) ~ N (V;yjk + 0k, Qi)

onde:
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O'QD;,k
E (yD;klyj,k, 0k, Qj,k) = Hpr, 5 Wk — k)

& A
! Jsk
J— J> Js
E <YD’f |yj,k,9j,k,ﬂj,k) = —5" Yk T Upr — Yk
gk o~ Jk o~
J:k J:k
VT
Vijk 0

E (yD;f’k|yj,ka 0;k, Qj,k) = VirYjk T Ok

_ _ ik Dik
V<yD]’f’k|yj,k70jvk7ijk> = Vo, = |\ — =z

V(YDJ’."Jyj,kyej,kan,k) = Q.

97



Apéndice C

Banco de Dados

C.1 Dados Socio-Economicos

Nas aplicagoes deste texto foram utilizados dois cojuntos de dados soécio-

economicos relativos ao estado do Espirito Santo, a saber:

eUm primeiro é o PIB per capita municipal para os anos de 1970, 1980,
1985, 1996, 1999, 2000, 2001, 2002 e 2003, com base em valores ex-
pressos em reais de 1° de agosto de 2000. Os dados populacionais
e de totais do PIB foram obtidos em http://www.ipeadata.gov.br e
http://www.ibge.gov.br. Segundo o IBGE, para os anos censitérios de
1970 a 1996, as estimativas do Produto Interno Bruto Municipal (PIBM)
foram desagregadas por classe de atividade economica, baseadas na classi-
ficagao das Contas Nacionais do Brasil. A partir de 1999, a metodologia de
calculo do PIB dos Municipios baseia-se na distribuicao pelos municipios
do valor adicionado das atividades economicas das Contas Regionais do
Brasil. A partir desse procedimento, estima-se o valor adicionado VA

das atividades economicas Agropecuaria, Industria e Servigos o dummy

98



financeiro, os impostos e o PIB, medido a preco corrente por municipio.
Essa metodologia identifica as varidaveis e fontes de informacao que per-
mitem distribuir o VA estadual (valor adicionado da unidade da fed-
eracao) das 15 atividades econdmicas pelos respectivos municipios do es-

tado (ver em http://www.ibge.gov.br para mais detalhes).

¢ segundo sao os valores monetarios de producao agricola municipal no
periodo de 1990 a 2005, deflacionados pelo IGP-M ano base 2005. Nesse
caso, foi excluido o municipio de Vitéria, por se tratar de area tipicamente
urbana. Os dados foram obtidos em http://www.ibge.gov.br, onde consta
a seguinte nota metodoldgica:” A pesquisa Producao Agricola Municipal
- PAM investiga um elenco de mais de 60 produtos, que sao divididos em
produtos de lavouras temporarias e produtos de lavouras permanentes. Os
dados sao obtidos pela rede de coleta do IBGE, mediante consulta a enti-
dades publicas e privadas, a produtores, técnicos e 6rgaos ligados direta
ou indiretamente aos setores da produgao, comercializagao, industrial-
izagao e fi scalizacao de produtos agricolas. A coleta de dados baseia-se
num sistema de fontes de informacao, representativo de cada municipio,
gerenciado pelo agente de coleta do IBGE que, acionando-o periodica-
mente, obtém os informes e subsidios para a consolidacao das estimati-
vas finais da produgao. A unidade de investigacao na pesquisa Producao
Agricola Municipal é o municipio”. Como ponderador, tomamos a area
(em hectare) média municipal de agricultura permanente cultivada ao

longo do periodo de estudo.

C.2 Estrutura de Particao

A estrutura hierarquica multi-escala do estado do E.S. é formada por 3 niveis,

a saber: 52 municipios, 12 micro-regides e 4 macro-regioes. Face aos dados
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utilizados, foi tomada como referéncia a divisao politico administrativa do ano
de 1979. Os quadros a seguir apresentam a estrutura multi-escala do estado

do E.S. para o ano de 1979.

Estrutura Multi-Escala do estado do Espirito Santo/1979

Macro-regioes | Micro-regioes Municipios

1 1 Cariacica

Fundao

Guarapari

Serra

Viana

Vila Velha

Vitéria

2 Aracruz

Ibiracu

Linhares

3 Alfredo Chaves

Anchieta

Iconha

Itapemirim

Pitima

4 Afonso Claudio

Conceigao do Castelo

Domingos Martins

5 Itaguacu

Itarana

Santa Leopoldina

Santa Tereza
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Macro-regioes

Micro-regioes

Municipios

2

6

Conceigao da Barra

Sao Mateus

Montanha

Mucurici

Pinheiros

Baixo Guandu

Colatina

Pancas

Barra de Sao Francisco

Ecoporanga

Mantendépolis

10

Boa Esperanca

Nova Venécia

11

Apiaca

Atilio Vivicqua

Bom Jesus do Norte

Cachoeiro de Itapemirim

Castelo

Jeronimo Monteiro

Mimoso do Sul

Muqui

Presidente Kennedy

Rio Novo do Sul

12

Alegre

Divino de Sao Lourenco

Dores do Rio Preto

Guagui

Tina

Muniz Freire

Sao José do Calgado
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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