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”Viver e nao ter a vergonha de ser feliz Cantar.. (E cantar e
cantar...) A beleza de ser um eterno aprendiz Ah meu Deus!
Eu sei... (Eu sei...) Que a vida devia ser bem melhor e serd
Mas isso nao impede que eu repita E bonita, é bonita e é
b

bonita...
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RESUMO

UMA CLASSE DE MODELOS ESPACO-TEMPORAIS BASEADA EM
PROCESSOS AUTOREGRESSIVOS MULTIVARIADOS

Aline Araijo Nobre
Orientadora: Profa. Alexandra M. Schmidt

Co-orientador: Prof. Bruno Sansd

Processos espago-temporais vém ganhando grande popularidade nos dltimos anos. Uma razao para
isto é o crescimento de aplicacoes surgindo das ciéncias ambientais e de saude. O foco principal dos
modelos espaco-temporais estd na especificacao da funcao de covariancia do processo e, consequente-
mente, nas hipéteses usualmente feitas. Em geral, a estrutura de covariancia é modelada em funcao
da distancia entre as estacoes monitoradoras. E comum assumir que o processo espacial é estaciondario
e isotréopico. Outra suposicao bastante comum em modelos espago-temporais é assumir uma estrutura
de covariancia separavel, isto é, a funcao de covariancia do processo é construida pelo produto entre as
covariancias espacial e temporal. No caso de problemas ambientais, esta hipdtese nao parece refletir
realisticamente os processos sob estudo ja que, implicitamente, assume-se que a fungao de covariancia
¢é simétrica. Com o objetivo de relaxar estas suposigoes usualmente feitas, propomos um modelo
espaco-temporal baseado nos modelos de convolugoes espaciais discreta, que além de contemplar uma
estrutura de covariancia flexivel modela conjuntamente a média do processo.

A segunda parte deste trabalho investiga os processos autoregressivos de ordem p, AR(p), que
podem ser utilizados na modelagem de dados ambientais para deteccao de tendéncia e sazonalidade.
As raizes reais positivas fornecem persisténcia e as raizes complexas capturam periodicidades. Desta
forma, a segunda proposta considera que os coeficientes do modelo AR(p) variam espacialmente,
implicando que para cada localizacao temos uma série temporal, modelada através de um processo
autoregressivo com a ordem comum para todas as localizagOes mas com coeficientes diferentes, que
variam suavemente ao longo do espago. Prioris adequadas para os coeficientes do modelo AR(p) sao
consideradas para garantir a estacionariedade do processo.

Palavras-chave: convolucao espacial; covariancia nao- separavel; nao estacionariedade; previsao.



ABSTRACT

A CLASS OF SPATIO-TEMPORAL MODELS BASED ON MULTIVARIATE
AUTOREGRESSIVE PROCESSES

Aline Araijo Nobre
Orientadora: Profa. Alexandra M. Schmidt

Co-orientador: Prof. Bruno Sansd

Spatio-temporal models have had been widely used in the last years. This is due to the large
number of applications coming from the environmental and health sciences. The main focus of a
spatio-temporal model is on the covariance structure of the process and its usual assumptions. In
general, the covariance structure is modelled as a function of the distance between the monitoring
stations. This implies on assuming stationarity and isotropy of the process. Another usual assumption
is to suppose a separable covariance structure, in other words, the covariance function of the process is
built by taking the product between the spatial and temporal covariances. In environmental problems
these assumptions do not reflect realistically the processes since we assume that the covariance function
is symmetric. We propose a spatio-temporal model based on discrete spatial convolutions to provide
a flexible covariance structure. We also consider the joint modelling of the mean of the process.

The second part of this thesis studies autoregressive processes of order p (AR(p)) as they are
useful in detecting trend and seasonality, usualy present in environmental data. The positive real
roots provide some persistence and the complex roots provide periodicities. Therefore, the other
proposed model considers that the coefficients of an AR(p) vary spatially, implying that for each
location we have a time series modelled through an autoregressive process with a commom order for
all locations, but with different coefficients which vary smoothly over the region of interest. We impose
a prior structure that guarantees that the resulting coefficients of the AR(p) are in the stationarity
region.

Key words: spatial convolution; non-separable covariance, non stationarity, prediction.
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Capitulo 1

Introducao

Processos espaco-temporais vém ganhando grande popularidade nos iltimos anos. Uma razao para isto
é o crescimento de aplicacoes surgindo das ciéncias ambientais e de satide. Exemplos comuns incluem
o numero de casos de doencas respiratérias numa cidade, a modelagem de poluentes do ar num grande
centro urbano, velocidade do vento, etc. E usual que estes tipos de dados sejam observados em
diferentes pontos da regiao de interesse e em diferentes instantes do tempo. Paralelamente, o avango
de técnicas de simulacao estocdstica e, também, de ferramentas computacionais vém permitindo o
uso de modelos altamente estruturados que procuram refletir melhor a realidade dos processos sob
estudo nas diversas areas da Estatistica. Em particular, tem havido um grande desenvolvimento
de novas técnicas para o estudo de dados observados ao longo de uma regiao geografica. Schmidt,
Nobre, e Ferreira (2002) apresentam alguns aspectos relevantes na modelagem de dados espacialmente
referenciados.

A estatistica espacial estd dividida em trés grandes dreas de acordo com os tipos de observacoes
associadas ao espaco em que elas sao observadas, sao elas: dados de area, geoestatistica e processos
pontuais (Cressie 1993). Dados de drea constituem dados observados em uma sub-regiao regular ou
em uma sub-regiao irregular como, por exemplo, municipios de um particular estado. Dados geoes-
tatisticos ocorrem quando as observacoes sao realizacoes de um processo espacial continuo. Finalmente,
0s processos pontuais ocorrem quando as localizacoes das observagoes sao as quantidades aleatérias de
interesse. Neste trabalho trataremos de dados geoestatisticos. O foco principal dos modelos para da-

dos geoestatisticos esta na especificagao da funcao de covariancia do processo e, consequentemente, nas



suposicoes usualmente feitas sobre esses processos. Em geral, a estrutura de covariancia é modelada
em funcao da distancia entre as estagdes monitoradoras. Em geoestatistica é comum assumir que o
processo espacial é estacionario, ou seja, a distribuicao espacial é invaridvel quando a origem do sistema
de coordenadas é transladada, e isotrépico quando o processo é estaciondrio sob rotagoes em torno
da origem (Schmidt, Nobre, e Ferreira 2002). Outra suposi¢ao bastante comum em modelos espago-
temporais é assumir uma estrutura de covariancia separavel, isto é, a funcao de covariancia do processo
¢é construida pelo produto entre as covariancias espaciais e temporais. No caso de problemas ambien-
tais, esta hipotese nao parece refletir realisticamente os processos sob estudo ja que, implicitamente,
assume-se que a fungdo de covarincia é simétrica, isto é, cov(y(s,t),y(s',t")) = cov(y(s,t'),y(s',t))
(Schmidt e Sansé 2006). Em geral, para o ajuste de modelos espago-temporais é necessério a reti-
rada de qualquer estrutura temporal presente nos dados. Assim, o principal objetivo deste trabalho
é modelar a média e a covariancia conjuntamente de um processo espago-temporal, utilizando estru-
turas flexiveis de covariancia. A primeira proposta deste trabalho é baseada no modelo de convolucao
espacial discreta.

Os processos autoregressivos sao bastante utilizados na literatura na modelagem de observagoes
temporais. Os processos autoregressivos de ordem p, AR(p), podem ser utilizados na modelagem
deste tipo de dados para deteccdo de tendéncia e sazonalidade. As raizes reais positivas fornecem
persisténcia e as raizes complexas capturam periodicidades da série sob estudo. Estas caracteristicas
sao comumente encontradas em dados ambientais. Os processos autoregressivos podem ser vistos
dentro de uma estrutura multivariada, por exemplo, no espaco. A idéia é combinar a flexibilidade
destes processos na detecgao de componentes temporais com uma estrutura espacial. A segunda
proposta deste trabalho é considerar que os coeficientes de um processo AR(p) variam espacialmente,
implicando que para cada localizacao, temos uma série temporal modelada através de um processo
autoregressivo, com uma ordem comum para todas as localizacoes mas, com diferentes coeficientes
para cada uma das localizagoes.

Este trabalho esta organizado como segue: O Capitulo 2 faz uma revisao bibliografica citando os
recentes trabalhos desenvolvidos nesta area, enfatizando as principais suposi¢oes usualmente considera-
das e os esforcos dos pesquisadores em propor modelos mais realistas. O Capitulo 3 faz uma revisao

do modelo de coregionalizacao linear e do modelo proposto por Sansé, Schmidt, e Nobre (2006) para



obtencao de funcoes de covariancia espaco-temporais nao separaveis. Em seguida, propomos uma
extensao do modelo inicialmente proposto por Sansé, Schmidt, e Nobre (2006) para modelar a média
e a covariancia conjuntamente. O Capitulo 3 também ilustra o modelo proposto em quatro conjuntos
de dados, dois conjuntos de dados artificiais gerados a partir do préoprio modelo, um conjunto de
dados de material particulado (PMjo) em estagdes monitoradoras na regiao metropolitana do Rio de
Janeiro e um conjunto de dados de temperatura medidos na costa central da Califérnia. O Capitulo
4 apresenta 0s processos autoregressivos variando espacialmente. Inicialmente, consideramos que a
ordem da componente AR(p) é conhecida. Em seguida, generalizamos o modelo para o caso em que a
ordem p é desconhecida. No Capitulo 5 o modelo proposto no capitulo anterior é verificado em dados
simulados e, em seguida, é aplicado a um conjunto de dados de PM;jy em Santiago do Chile, Chile.

Finalmente, o Capitulo 6 apresenta algumas conclusoes e projetos de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Definicoes e Revisao Bibliografica

Uma das principais suposicoes feitas na analise espacial é a de que dados coletados em uma regiao do
espaco que estao préximos entre si possuem uma correlagao maior do que dados mais distantes entre
si. Na analise de séries temporais, os dados sdo correlacionados no tempo. A diferenca bésica entre
estes dois tipos de dados é que em séries temporais os dados tem uma ordenacao natural, enquanto
que dados espaciais exibem correlagoes em todas as diregoes. Além disso, as séries temporais estao
definidas em um espago unidimensional, enquanto os dados espaciais estao definidos em um espaco
d-dimensional positivo.

Neste Capitulo fazemos uma revisao da modelagem de dados espacialmente referenciados. Mais
especificamente sobre geoestatistica, com a discussao das principais suposi¢oes usualmente feitas.
Em seguida, fazemos uma revisao de séries temporais. Finalmente, fazemos uma revisao de alguns

trabalhos encontrados na literatura para modelagem conjunta de dados espago-temporais.

2.1 Geoestatistica

Dados geoestatisticos sao observacoes obtidas a partir de um processo continuo no espaco. Este tipo
de dados sao amplamente utilizados em ciéncias ambientais e é o foco da abordagem deste trabalho.
Seja {Y'(s) : s € D}, um processo aleatério continuo, onde D é um subconjunto fixo do IR? com
volume d-dimensional positivo (Cressie 1993). Usualmente, assume-se d = 1, 2 ou 3.

O objetivo principal da anélise de dados espaciais é a identificacdo das variagbes de primeira



ordem ou de grande escala, isto é, E(Y (s)), e as variagoes de segunda ordem ou de pequena escala que
sao as dependéncias entre as diferentes localizagoes, isto é, cov(Y(s),Y (s")), para s,s’ € D. Para a
modelagem de dados espaciais, temos que considerar os conceitos de estacionariedade e isotropia que
estao diretamente ligados a especificacao destas variacoes.

Suponha que p(s) = E(Y(s)) e Var(Y(s)) existem para todo s € D, onde p(s) é a tendéncia do

processo espacial Y (s), e Var(Y (s)) é a variancia de Y (s).

o Fstacionariedade de 2% ordem

O processo Y (s) é estaciondrio de segunda ordem, ou fracamente estaciondrio, se
w(s)=pu e cov{Y(s),Y(s)}=c(s—s') s, €D,

isto é, u(s) é constante para todo s € D e a covariancia entre dois pontos quaisquer em D é fungao

apenas da diferenca entre as duas localizagoes. A funcao ¢(s — s’) é chamada de covariograma.

e FEstacionariedade Intrinseca

O processo espacial Y (s) é dito intrinsecamente estaciondrio se
EY(s+h)=Y(s))=0 e Var(Y(s+h)—Y(s)) =2v(h), Vs,s+heD,

onde a quantidade 2v(.), é conhecida como variograma e é um dos parametros mais importantes

na modelagem de geoestatistica (Cressie 1993).

e [sotropia
Um processo é isotrépico quando a covariancia depende apenas da distancia entre as localizagoes,

isto é, 2y(s — §’) é fungao da distancia euclideana, ||s — §'||.

A estacionariedade de 2* ordem implica estacionariedade intrinseca. Um processo intrinsecamente
estaciondrio e isotrépico é chamado de homogéneo (Smith 1996). Se uma dessas condig¢bes nao se
aplica, o processo é heterogéneo. Quando um processo é homogéneo, sua variancia é constante e a

funcao de covariancia pode ser escrita como

c(s,s') = o?p(ls — s'[[; A)



onde p(.;A) representa uma funcdo de correlagao vilida, isto é, positiva definida, dependendo de um
vetor paramétrico A. Este é um dos grande atrativos para os processos homogéneos, pois a estrutura de
covariancia do processo pode ser modelada apenas através dos parametros o2 e A. Em geral, assume-se
que o processo espacial Y (s) segue um processo gaussiano. Mais especificamente, a varidvel aleatéria
Y (s), que assume valores y(s) para s € D, segue um processo gaussiano (PG) com média p(s) e funcao
de covariancia c(s;, s;), denotado por Y (s) ~ PG(u(s), c(si, s;)), se para quaisquer si,...,s, € D, e
qualquer n = 1,2,..., a distribuicdo conjunta de Y'(s1),...,Y(s,) é uma normal multivariada com
parametros dados por u(s;) e c(s;, s;) (O’Hagan 1994). Sendo assim, precisamos especificar apenas os
momentos de primeira e segunda ordens.

Schmidt, Nobre, e Ferreira (2002) apresentam alguns dos principais modelos paramétricos de

funcGes de correlacao, a saber:

1. Familia exponencial poténcia
d K
p(d; A) = exp {— () } :
A
onde A = (A, k) com A >0 ek € (0,2]. O parametro A é o parametro de escala e d é a distancia

euclideana entre dois pontos quaisquer em D. Quando x = 1 temos o caso particular da funcao

de correlacao exponencial e kK = 2 corresponde a func¢ao de correlagdo gaussiana,

2. Familia Matérn

Pl N) = gz (5)

onde A = (A, k), A > 0 é o parametro de escala e k > 0 é o parametro de forma. A funcao I'(.)

é a fungéo gama usual e K,; é a fungdo modificada de Bessel do terceiro tipo de ordem k.

Um aspecto importante de superficies espaciais é o grau de suavidade. Matematicamente, esta pro-
priedade é descrita através do grau de diferenciabilidade do processo. A especificagao da familia de
funcao de correlacao é de grande importancia, pois em processos gaussianos a suavidade do processo
estd diretamente relacionada a diferenciabilidade da sua estrutura de covariancia. Por exemplo, a
funcao de correlagdo gaussiana resulta em processos que sao infinitamente diferencidveis, em outras
palavras, em processos extremamente suaves. A funcao de correlacdo Matérn tem sido a mais usada

na literatura, pois além das funcoes exponencial (k = 0,5) e gaussiana (k — 00) serem seus casos par-



ticulares, o parametro k controla o grau de diferenciabilidade do processo (Schmidt, Nobre, e Ferreira

2002).

2.2 Séries Temporais

Uma série temporal é uma realizacao de um processo estocastico. A principal caracteristica de uma
série temporal é a dependéncia entre as observacoes. A analise de séries temporais consiste de técnicas
para analisar esta dependéncia (Box, Jenkins, e Reinsel 1994).

Uma classe importante de modelos estocasticos para descrever séries temporais sao os modelos
estacionarios. Note que é um caso analogo ao processo espacial, com a diferenca que no caso espacial
a dimensd@o de onde o processo esta definido é geralmente 2 ou 3. Suponha que p; = E(Y;) e Var(Y;)
sao a média e a variancia do processo temporal Y; e a fungao de covariancia entre as observacoes Y; e

Yitr é denotada por cov(Yz, Yiik).

e Fstacionariedade de 2% ordem
Um processo estocastico Yy, t € IR, é dito ser estacionario de segunda ordem ou fracamente
estaciondrio, se a funcao de média é constante e a funcdo de covariancia depende apenas da
defasagem, isto é,

E(Y)=p o cov(Vi,Yiek) = -

vk, € chamada de funcao de autocovariancia com defasagem k. Fazendo k = 0, temos que
Var(Y;) = 70 = 02, ou seja, a variancia do processo assim como a média é constante. Similar-

mente, a fungdo de autocorrelagdo com defasagem k é

cov(Ys, Yiir) _

o Var()Var(Vis) o2

e Fstacionariedade estrita
Uma série temporal é dita ser estritamente estacionaria se a distribuicao de probabilidade con-
junta de Y (t1),...,Y(¢t,) é amesmade Y(¢t; +k),...,Y(t,+ k). O deslocamento da origem dos

tempos por uma quantidade k£ nao afeta a distribui¢do conjunta.

Na prética é muito dificil usar a definicdo de estacionariedade estrita. A estacionariedade de 22

ordem ¢é mais utilizada ja que muitas propriedades dos processos estacionédrios dependem apenas dos



momentos de primeira e segunda ordem. Se a distribuicao de probabilidade de um processo temporal é
um processo estacionario gaussiano, o processo esta completamente especificado através de sua média,
u, variancia, o2, e funcdo de autocorrelacio, py.

A funcao de autocorrelagao é uma das principais ferramentas de andlise exploratéria e modelagem
de séries temporais, pois indica como cada valor em um dado instante de tempo ¢ se relaciona com os
valoresem t—+1,...,t+k. As matrizes de autocovariancia e autocorrelagdo de um processo estacionario
sao ambas simétricas e positivas-definidas.

O modelo Autoregressivo de ordem p, AR(p), o modelo de Médias Méveis de ordem ¢, M A(q)
e o modelo Autoregressivo e de Médias Méveis, ARM A(p,q) descrevem procedimentos capazes de
representar as observacoes de uma série temporal estacionaria. Os modelos propostos aqui sao baseados
em processos autoregressivos e uma revisao destes processos é brevemente apresentada no Capitulo 4.

Em muitas aplicagoes praticas encontramos séries temporais que sao nao estaciondrias e, portanto,
precisamos de modelos que sejam capazes de relaxar tais suposigoes. Os modelos autoregressivos
podem ser nao estacionarios. Neste caso, as séries temporais possuem um comportamento explosivo e
nao refletem a maioria dos problemas encontrados na pratica. O método de Box e Jenkins consiste na
busca de um modelo ARIMA (Autoregressivo Integrado de Médias Méveis) que represente o processo
estocdstico gerador da série temporal, a partir de um modelo ARMA aplicdvel na descrigdo de séries
temporais estacionarias, estendendo este conceito para séries temporais nao-estacionarias.

Vamos supor agora que Y; = u; + €, onde u; é a média do processo dependendo de t e € sao
processos aleatorios com média zero. Quando a dependéncia temporal nao é totalmente explicada por
¢, faz-se necesséario tratar a autocorrelagdo remanescente nos erros através de um modelo apropriado.
Tomando o modelo de regressao como base, pode-se fazer uma extensao introduzindo uma equacgao que
governe a evolugao dos coeficientes de regressao ao longo do tempo (Paez e Gamerman 2005). Estes
modelos sao conhecidos como modelos dinamicos lineares e sao discutidos na Subsecao 2.2.1. Estes
modelos também sao exemplos de modelos que tratam a nao estacionariedade geralmente presente em

séries temporais reais.



2.2.1 Modelos Lineares Dinamicos

Um amplo estudo da classe de modelos lineares dinamicos (MLD) pode ser encontrado em West e
Harrison (1997), também chamados de modelos de espago de estado. Nesta Secao é feita uma breve
revisao sobre esta classe de modelos para o caso multivariado, ja que é o caso utilizado neste trabalho.
Suponha Y; representando um vetor coluna de n observagoes para cada tempot =1,...,7T. O modelo

é definido pela quadrupla {F;, Gy, Vi, Wy} para cada tempo ¢ tal que

Y; = F/0;+wv, v~N(@OV),

0 = Gibi—1+wy, wi~ N0, W),

sendo que F} é a matriz de regressao dinamica r x n e G; é a matriz de evolugao do vetor de estados
r X r. A primeira equacao é chamada equacao de observacao, na qual vy é uma sequéncia de erros
gaussianos independentes com média zero e matriz de covariancia V;, n X n. A segunda é chamada de
equacao do sistema na qual w; é uma sequéncia de erros gaussianos independentes com média zero e
covariancia W;. As sequéncias de erros v; e w; sao mutuamente independentes. Para cada tempo t o
vetor de estados, 6, tem dimensao r x 1.

Quando as matrizes F}, G, V; e W; sao conhecidas, o Filtro de Kalman é o procedimento utilizado
para fazer inferéncia em modelos de espaco de estados. O filtro de Kalman fornece a distribuicao
condicional de 6y, dada a informacao disponivel até o tempo ¢, Dy, de uma maneira computacionalmente
eficiente. As equactes do filtro de Kalman sao obtidas utilizando o aspecto sequencial da inferéncia
bayesiana. Inicialmente supoe-se que a priori inicial em ¢t = 0 é normal multivariada, 6y ~ N (mq, Cp),
para algum vetor de médias mg e matriz de covaridncias Cp, conhecidas. Assim, para cada tempo ¢

as distribuicoes a priori, preditiva e posteriori sao atualizadas utilizando as seguintes equagoes:

e Posteriori em t-1:

(9t—1 | Dt—l) ~ N(mt—luCt—1)7

e Priori em t:
(0¢ | Di—1) ~ N(as, Ry),
coma; = Gmy_1 e Ry = GtCt,ng + Ws.



e Previsao um passo a frente:

(Y; | Di—1) ~ N(ft,Qr),
com fi = Fla; e Qy = F[RyF} + V;.

e Posteriori em t:
(0c [ Dy) ~ N(my, Cy),
com my = a; + Ay e Cp = Ry — A AL Qy,
onde A; = RtFtQt_l e u =Y — fp

Quando as matrizes F};, G, Vi e Wy nao sao conhecidas nao é possivel utilizar o Filtro de Kalman e
a inferéncia é feita através de métodos numéricos como, por exemplo, os métodos de Monte Carlo via
Cadeias de Markov (MCMC), mais particularmente, utilizamos o amostrador de Gibbs e Metropolis-
Hastings (Gamerman e Lopes (2006)). Neste caso, a simulagdo do vetor de estados, 6;, é realizada
através do algoritmo Forward Filtering Backward Smoothing (FFBS). O algoritmo FFBS foi pro-
posto simultaneamente por Fruhwirth-Schnater (1994) e Carter e Kohn (1994). O algoritmo segue os

seguintes passos:

1. Calcula a média e a variancia das distribuicoes p(6;|D;), t = 1,...,T usando as equagoes do

filtro de Kalman;
2. Gera fr da distribuicao p(0r|Dr);

3. Calcula recursivamente os momentos da distribuicao p(67—;|0r—1,D7), j = 1,...., T =1, e

gera f7_; desta distribuigao.
Assim, cada 6; gerado é condicionado ao conjunto completo das observagoes. O FFBS é um algoritmo
eficiente, pois leva em consideracao a estrutura de correlagao entre os parametros e, além disso, é de
implementacao simples.

2.3 Revisao Bibliografica

Dados ambientais e de satide sdo geralmente observados em pontos (estagdes monitoradoras) fixos

ao longo de uma determinada regiao geogréfica e estao tipicamente disponiveis na forma de séries
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temporais e, portanto, é clara a necessidade da consideragao de uma componente que considera a
interacao entre espago e tempo no modelo. Existem véarios trabalhos na literatura para tratar este
problema. Entre eles, podemos citar, Huang e Cressie (1996) que apresentam um modelo para fazer
previsao espaco-temporal. O modelo proposto é dado pela soma de um processo autoregressivo de
ordem p, uma componente espacial e um ruido branco. Diferente da krigagem ordindria, que apenas os
dados do tempo corrente sao utilizados, nesta abordagem a previsao é feita usando os dados dos tempos
anteriores, bem como os dados correntes. Por outro lado, Sansé e Guenni (2000) propéem um modelo
espaco-temporal para modelar a quantidade de chuva medida em 80 estagdoes monitoradoras, locali-
zadas na Venezuela, no periodo de janeiro de 1968 a dezembro de 1983. Dados de chuva geralmente
possuem muitos problemas de qualidade, e consequentemente, ha grande presenca de dados faltantes.
Assim, os dados de chuva foram agrupados em periodos de 10 dias, pois além de reduzir a proporgao
de dados faltantes, dimimui também a quantidade de zeros, facilitando a obtencao da suposicao de
normalidade. Os dados faltantes sao tratados como varidveis latentes no processo de estimacao. Sansd
e Guenni (2000) propéem um modelo espago-temporal dindmico, usando uma distribuicdo normal
multivariada truncada e transformada, sendo que a transformagao para atingir normalidade é estimada
pelo préprio modelo. O modelo inclui um termo para tratar a tendéncia espacial, através da localizagao
das estacoes, bem como um termo para capturar a sazonalidade presente nos dados. Para acomodar a
dependéncia espacial, a estrutura de correlacao é modelada usando a funcao de correlacao exponencial
e o0 modelo ainda inclui uma fonte extra de variabilidade. Entretanto, o modelo é estacionario no
espaco. Paez e Gamerman (2003) fazem uma aplicagdo de modelos espago-temporais para dados de
poluentes. A média do processo é dada pela soma de componentes espaciais e temporais, mais o efeito
da temperatura maxima e de varidveis indicadoras do dia da semana. Diferentes especificacoes para
as componentes espaciais e temporais sao investigadas pelos autores. Para a componente temporal é
considerado um passeio aleatério, um processo autoregressivo de ordem 1, AR(1), entre outros. Para
a componente espacial, as especifica¢oes incluem um processo autoregressivo condicional (CAR) e um
processo gaussiano com funcgao de correlagao exponencial. Varios modelos sao ajustados combinando
estas diferentes especificagoes. Huerta, Sansd, e Stroud (2004) propéem um modelo espago-temporal
para os niveis de ozénio no México. O modelo incorpora uma varidvel metereolégica explicativa que

¢é temperatura, cujo efeito varia no tempo, e componentes harmonicos com o objetivo de incorporar
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a periodicidade presente nos dados de ozonio. O modelo é escrito na forma dos modelos lineares
dinamicos e os erros das equacoes de observacao e sistema possuem estrutura espacial com funcao de
covariancia exponencial. Entretanto, os parametros da funcao de covariancia dos erros de evolugdao nao
sao estimados simultaneamente com os outros parametros do modelo e ele é estacionario no espaco.
Como vimos, em geoestatistica é comum assumir estacionariedade e isotropia do processo espacial.
Entretanto, em muitos problemas ambientais esta suposi¢ao nao ¢ realista pois acredita-se que existem
influéncias locais na estrutura de correlagao do processo espacial aleatorio. Existem varios modelos
propostos na literatura que ndo assumem isotropia do processo espacial sob estudo. Stroud, Miiller,
e Sansé (2001) propéem um modelo para analisar dados espago-temporais nao estaciondrios. Para
capturar a variabilidade espacial, a média do processo é descrita através de uma mistura ponderada
de superficies de regressao linear e para capturar a variabilidade temporal as superficies de regressao
variam ao longo do tempo. O nimero de componentes de mistura bem como os centros, nao sao esti-
mados e sao escolhidos a partir de uma analise preliminar dos dados. Embora a suposicao de isotropia
nao seja exigida, os dois exemplos apresentados usam nticleo gaussiano. Uma das vantagens do método
proposto por Stroud, Miiller, e Sans6 (2001) é ser computacionalmente simples pois utiliza o filtro
de Kalman e, portanto, as distribuicoes a posteriori dos parametros e, preditiva, tém forma fechada.
Sampson e Guttorp (1992) propéem um método ndo paramétrico para tratar a nao estacionariedade e
a anisotropia espaciais. Eles usam uma técnica de deformagao espacial para construcao de um espaco
latente. Schmidt e O’Hagan (2003) propoem uma aproximagao bayesiana para o modelo proposto por
Sampson e Guttorp (1992) baseado numa transformagao nao-linear de um espago observado para um
espaco latente, no qual a estrutura espacial é isotropica e estacionaria. Entretanto, os autores nao con-
sideram a estrutura temporal do processo e tratam da estrutura espacial apds remover a dependéncia
temporal dos dados. Higdon, Swall, e Kern (1999) propéem um modelo baseado em convolugoes es-
paciais, permitindo que o nicleo varie suavemente ao longo do espaco. Desta maneira, obtém-se uma
funcao de covariancia que nao é fungao da distancia, garantindo a nao estacionariedade do processo.
O modelo proposto por Fuentes (2002) é também baseado em convolugoes espaciais. Neste caso, a
convolugao se dé entre um nucleo e um processo gaussiano estacionario com média zero e funcao de
covariancia estacionéria, resultando em um processo nao estaciondrio. Paciorek e Schervish (2006)

estendem as fungoes de covariancia nao estaciondrias introduzida por Higdon, Swall, e Kern (1999)
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utilizando uma versao nao estaciondria da funcao de correlacao Matérn.

Como foi descrito anteriormente, fené6menos naturais, em geral, requerem modelos estatisticos ca-
pazes de descrever sua variabilidade no espaco e no tempo. O desafio é propor uma estrutura de
covariancia que descreva a correlacao espacial entre as observacoes para cada instante do tempo de
forma realista. E importante propor uma estrutura de covariancia que seja vélida (positiva definida).
Uma aproximagao simples para modelar processos espaco-temporais é considerar uma estrutura de
covariancia separavel. Em geral, modelos separaveis sao escolhidos por conveniéncia e nao por sua ca-
pacidade de se ajustar bem aos dados. Cressie e Huang (1999) introduzem novas familias paramétricas
de funcoes de covariancia espago-temporais estaciondrias e nao-separaveis. Estas classes sao baseadas
em fungoes de covariancia e funcoes de densidade espectral. Viérios exemplos sao construidos e al-
guns sao utilizados para modelar dados de velocidade do vento. Entretanto, a escolha das fungoes de
covariancia ainda é um problema devido a dificuldade de interpreta-las. Brown, Karesen, Roberts, e
Tonellato (2000) propoem um modelo baseado em equagdes diferenciais estocdsticas que resulta em
uma estrutura de covariancia nao-separavel. Storvik, Frigessi, e Hirst (2002) comparam duas diferentes
estratégias de modelagem, discutindo suas interpretagoes, inferéncias e vantagens computacionais de
cada uma. A primeira estratégia especifica uma forma paramétrica para fungdo de covariancia. Na se-
gunda, a funcao de covariancia nao-separavel é construida a partir de modelos hierarquicos dinamicos,
usando a convolucao de processos auto-regressivos temporais e perturbacoes aleatérias gaussianas,
espacialmente estruturadas. Outro trabalho que trata do problema da especificacdo da fungao de co-
variancia é Gneiting (2002). A proposta é similar a de Cressie e Huang (1999), mas sem as limitagoes de
usar a transformacao de Fourier de forma fechada. Assim, classes mais gerais de fungoes de covaridncia
nao-separaveis sao construidas. O artigo também mostra que algumas das funcées de covariancia pro-
postas por Cressie e Huang (1999) nao sao validas. Stein (2005) discute algumas propriedades das
funcado de covariancia espago-temporal, tais como suavizacao da origem. Uma classe paramétrica
de densidades espectrais com fungoes de covariancia espago-temporais infinitamente diferencidaveis na
origem e com diferentes graus de suavizagao para o processo no espaco e no tempo é construida. Paez,
Gamerman, e Oliveira (2005) propéem um modelo de regressao com coeficientes variando no espago
e no tempo, estendendo o modelo inicialmente proposto por Paez e Gamerman (2003). Neste caso, a

estrutura de média é decomposta em uma componente temporal seguindo um processo autoregressivo
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de primeira ordem e covaridveis cujos coeficientes seguem processos gaussianos com func¢ao de cor-
relacao espacial, implicando em uma estrutura de covariancia nao estacionaria. Fuentes, Chen, Davis,
e Lackmann (2005) desenvolvem um modelo para mapear a velocidade do vento. A velocidade do
vento é modelada como uma funcao de tendéncia espago- temporal e um processo com média zero e
covariancia nao separavel e nao estaciondria. Os efeitos das covaridveis sdo permitidos variarem no
tempo e no espago de maneira similar a abordada por Gelfand, Banerjee, e Gamerman (2005). A
estrutura de covariancia nao separavel é obtida através de uma mistura finita de processos espagco-
temporais localmente estaciondrios. Os parametros da funcao de correlagao sao diferentes para cada
componente da mistura.

Um outro problema importante no contexto de processos ambientais é a modelagem de proces-
sos espaciais multivariados. Por exemplo, em geral, devido ao alto custo de instalagao das estacoes
monitoradoras, temos observacoes de diferentes poluentes em cada ponto. Portanto, neste caso pre-
cisamos considerar nao sé a estrutura de covariancia espacial e temporal mas, também, a estrutura
de covariancia entre os diversos processos observados no mesmo ponto. Mardia e Goodall (1993)
fazem uma andlise de dados espaco-temporais multivariados. Apds remover a tendéncia temporal
em cada localizacdo, os dados sdo considerados como medidas multivariadas repetidas no espaco. A
matriz de covariancia é dada pelo produto de Kronecker entre as covariancias temporal, espacial e
os diferentes processos em cada localizagdo. A inferéncia destes modelos é feita usando métodos de
maxima verossimilhanca. Com o objetivo de obter normalidade, as observagoes sao transformadas
considerando a aproximacao de Box-Cox. Além disso, Mardia e Goodall (1993) usam a técnica de
deformacao espacial introduzida por Sampson e Guttorp (1992) para obter isotropia. Brown, Le, e
Zidek (1994) estendem a teoria de Le e Zidek (1992) para o caso multivariado, empilhando o vetor
resposta obtendo para cada tempo, um vetor com as observacoes das diferentes medidas nas diferentes
estagoes. Os autores assumem que a matriz de covariancia tem uma distribuicdo Wishart invertida e
que a média do processo é funcao de covaridveis. Assim, nao é necessario remover tendéncia e sazo-
nalidade. Uma restricao do modelo é nao permitir a inclusdao de um parametro para periodicidade,
ja que resultaria em um modelo nao linear. A grande vantagem do artigo é usar uma estrutura de
covariancia bem geral, relaxando as suposigoes de estacionariedade e isotropia. Schmidt e Gelfand

(2003) propoem um modelo bayesiano baseado no modelo de coregionalizacao linear, onde o processo
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multivariado é modelado a partir da combinacao linear de processos espaciais univariados. Neste tra-
balho as observaces multivariadas sao provenientes de diferentes medigoes ao longo do espaco. Por
exemplo, temos varios poluentes medidos em diferentes estacdes monitoradoras. O modelo proposto
pelos autores tem a vantagem de obter uma estrutura de covariancia flexivel, isto é, nao separavel e
nao-estacionaria. A aproximagao adotada por Gelfand, Banerjee, e Gamerman (2005) segue a classe
de modelos dindmicos. A varidvel resposta é definida pela soma de uma média variando no tempo e
no espaco e erros de medida nao correlacionados. A evolugao dos coeficientes da estrutura de média
é escrito pela soma entre uma componente puramente temporal e uma componente espago-temporal.
Ambas evoluem no tempo através de um processo autoregressivo de ordem p = 1. A diferenga é
que os erros da componente puramente temporal sao independentes, enquanto que os erros da com-
ponente espaco-temporal segue um processo espacial gaussiano. Resultando assim, numa estrutura
de covariancia nao separavel. Esta aproximacao também é baseada nos modelos de coregionalizagao.
A proposta é estendida para o caso multivariado, com a simplificacdo de apenas o intercepto ter
uma estrutura espaco-temporal. A proposta é ilustrada em dado artificiais, bem como em dados de
temperatura e precipitagao.

O principal objetivo deste trabalho é propor um modelo espago temporal contemplando uma
estrutura de covariancia flexivel, utilizando modelos alternativos aos mencionados anteriormente. Para

isso, utilizamos duas propostas:

e Modelo baseado no modelo de convolugao espacial discreta que modela conjuntamente a média

do processo;

e Modelo considerando que os coeficientes do processo autoregressivo variam espacialmente.
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Capitulo 3

Processos de Convolucao

Neste capitulo é feito, inicialmente, uma revisao dos Modelos de Coregionalizacao Linear (MCL).
Em seguida, apresentamos o modelo proposto como parte da proposta deste trabalho (Secoes 3.2 e
3.3). O procedimento de inferéncia é baseado no Paradigma de Bayes. Na Segao 3.4 discutimos a
escolha das distribuicoes a priori para os parametros do modelo e o esquema de amostragem utilizado
para obtencao das amostras da distribuicao a posteriori encontram-se na Secao 3.5. Na Secao 3.6
calculamos a distribuicao preditiva do modelo usada para fazer previsao temporal e interpolagao
espacial; e, finalmente, na Secao 3.7 aplicamos o modelo proposto a dois conjuntos de dados simulados

e a dois conjuntos de dados reais.

3.1 Modelos de Coregionalizacao Linear

Suponha que Y (s), seja um vetor p x 1 de observacdes na localizacio s em uma regido D C IR2.
Sendo assim, devemos usar um modelo capaz de capturar a estrutura de associagao existente entre as
localizagoes espaciais, bem como a estrutura de correlagao existente dentro do vetor de observagoes em
cada localizacdo. O MCL foi introduzido por Goulard e Voltz (1992) para o problema de redugao de
dimensao. Gelfand, Schmidt, Banerjee, e Sirmans (2004) propdem uma generalizagao deste modelo.
O modelo mais simples chamado de modelo de coregionalizagao linear intrinseco é dado por Y(s) =
Kw(s) onde K é uma matriz p x p de posto completo e w(s) = wi(s), ..., wp(s) sdo processos espaciais

independentes e identicamente distribuidos. Se wj(s), j = 1,...,p, tem média zero, variancia 1 e
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fungao de correlagao p(s—s’), a matriz de covariancia entre Y (s) e Y (s') é dada por cov(Y (s),Y (s)) =
p(s—s)KK! com KK! =3, pxp, representando a matriz de covariancia entre as componentes de Y,
na localizacao s, e K uma matriz triangular inferior. Neste caso, a estrutura de covariancia é separavel,
ou seja, é dada pelo produto entre a covariancia do processo espacial, p(s — s'), e a covariancia entre
as componentes de Y, ¥. O termo intrinseco é usado pois 0 momento de primeira ordem é zero e o
momento de segunda ordem depende das localizacoes apenas através da diferenca, h = s — 5.

Um modelo de coregionalizacdo mais geral pode ser considerado se os wj(s), 7 = 1,...,p sao
independentes mas nao identicamente distribuidos. Por exemplo, suponha que w;(s) tenha média p;,
variancia 1 e fungao de correlagao p;(h). Assim, E(Y(s)) = Kp onde o = (p1,. .., f1p) € a matriz de

covariancia sera dada por

cov(Y (s),Y(s)) = ij(s -,
j=1

onde X; = kjk;' e k; é a j-ésima coluna da matriz K. Assim, a estrutura de covariancia agora é
nao separavel. Sendo assim, os modelos de coregionalizacao linear fornecem uma maneira de obter
estruturas de covariancias bem gerais, contemplando possiveis interacoes entre as observagoes ao longo
do espaco e as diferentes variaveis medidas.

Uma funcao de distribuicao de probabilidade conjunta pode ser construida através do produto de
distribuigoes de probabilidade condicionais. Nos modelos de coregionalizagao, escrever a distribuicao
conjunta como produto das distribuicoes condicionais traz muitas vantagens computacionais e de in-
terpretacao. Por exemplo, suponha que f(Y1(s),...,Y,(s)) = f(Y1(s))f(Ya(s)|Y1(s)) - - - f(Yp(s)|Y1(s),

.., Y,_1(s)). Fazendo p = 2 e K uma matriz triangular inferior com elementos k;;, pode-se escrever
Yi(s) = kiiwi(s) e Ya(s)|Yi(s) = %Yl(s) + koowa(s). Quando trabalhamos com a forma conjunta
obtemos uma matriz de covariancia np xnp. Ja na forma condicional obtemos p matrizes de covariancia
de dimensao n x n, atingindo assim, uma reducao significativa no custo computacional. Vantagens na
interpretagao surgem quando existe uma ordem natural no condicionamento das varidveis.

Gelfand, Schmidt, Banerjee, e Sirmans (2004) permitem que a matriz K varie espacialmente, ou
seja, Y (s) = K(s)w(s). Desta forma, obtém-se um modelo ainda mais flexivel, pois além da estrutura
de covariancia ser nao separavel, o processo agora é também nao estacionario. Assim, a covariancia é

tal que cov(Y (s),Y (s")) = ?:1 pi(s — s )kj(s)k;(s").
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3.2 Modelo Espago-Temporal baseado em Convolucao Discreta

Sansé, Schmidt, e Nobre (2006) consideram uma classe de modelos espago-temporais baseados em
processos de convolucoes independentes com um nucleo discreto que é representado por uma matriz
triangular inferior. Com o objetivo de obter um processo espaco-temporal sao consideradas duas
possibilidades: (a)localizagao fixa e convolugao temporal, e (b)tempo fixo e convolucao espacial. Essas
abordagens sao baseadas no modelo de coregionalizacao apresentado por Gelfand, Schmidt, Banerjee,
e Sirmans (2004) discutido na segdo anterior. A diferenga é que Y'(s) é um vetor de observagoes
temporais de dimensao 7. Seja y(t,s), t = 1,...,T e s € D um processo espago-temporal. Neste
caso, precisamos considerar tanto a estrutura de correlagao espacial quanto a estrutura de correlagao
temporal. Como foi discutido no Capitulo 1, uma maneira simples de construir a fungao de correlagao
conjunta é considerar o produto das funcgoes de correlagao espacial e temporal. O problema é que
esta nao é uma suposi¢ao realista para a maioria dos problemas encontrados na prética, pois estamos
assumindo que a covariancia do processo é simétrica, isto é, cov(y(t,s),y(t',s")) = cov(y(t', s),y(t,s"))
(Schmidt e Sansé 2006). Esta simetria implica que a covariancia entre o processo no tempo t e
localizacao s e o processo no tempo t’ e localizagao s’ é a mesma que a covariancia entre o processo
no tempo t’' e localizacao s e o processo no tempo t e localizacao s’. Portanto, o desafio é propor
um modelo que considere possiveis interacoes entre espago e tempo. Vimos na secao anterior que a
partir do modelo de coregionalizacao linear podemos obter estruturas de covariancias bem gerais. Uma
amostra de um processo espaco-temporal pode ser vista de duas maneiras: observacoes temporais em
uma regiao (denotado aqui por modelo de convolucao temporal) ou observagoes espaciais ao longo do
tempo (chamado aqui de modelo de convolucao espacial). Em outras palavras, a especificacao desses
modelos estd relacionada com a forma do empilhamento das observagoes. A seguir discutimos as duas

abordagens.

3.2.1 Modelo de Convolucao

Os processos de convolucao sao uma aproximacao para construir um processo espacial. Existem vérios
trabalhos na literatura que utilizam os processos de convolucao. (Thiébaux e Pedder 1987) e (Barry e
Ver Hoef 1996) introduzem a aproximagao como um processo média mével espacial. (Higdon 1998) e

(Higdon 2002) utilizam uma aproximagao discreta para um processo continuo produzindo um processo
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espacial continuo. (Higdon 1998) considera o modelo de convolucao espacial definido pela convolugao
entre um ruido branco gaussiano e um nucleo suave que depende da localizacao e do tempo. O modelo
¢é aplicado a um conjunto de dados de temperatura no oceano Atlantico.

Uma representacao flexivel de um processo gaussiano é dada através da convolugao de um ruido

branco e um nicleo. Sejam w(s) ruido branco e k(+;#) um ntcleo suave, entao

y(s) = /D k(u — s;0)w(u)du

A funcao de covaridncia do processo gaussiano resultante é

c(d) = cov(y(s),y(s") = /D k(u—d;0)k(u; 0)du .

Isto significa que se variarmos a escolha do nticleo, obtemos uma variedade de fungoes de covariancia.

3.2.2 Modelo de Convolugao Temporal

O processo espaco-temporal y(t,s), t =1,...,T e s € D do modelo de convolugao temporal proposto

por Sansé, Schmidt, e Nobre (2006) pode ser escrito como

y(t,s) = /Tk(u —t; ®)x(u, s)du, (3.1)

onde z(u,s) é um processo gaussiano, e k(.;®) é um nicleo, fornecendo a estrutura temporal e é

funcao de um vetor paramétrico . A discretizacdo do modelo de convolucao temporal é
Y(s)=KX(s), seD,

onde Y (s) = (y(1,s),...,y(T,s)), X(s) = (z(1,s),...,2(T,s)) e KK' = X, z(t,.) é um processo
Gaussiano com média zero e funcdo de covariancia 7(s — s';0%,\;) e ¥ corresponde a matriz de
covariancia de um processo AR(p) especificada pelos coeficientes, ® = (¢1,. .., ¢p) e por sua variancia,
72. Assim, temos uma série temporal para cada localizacio s;, i = 1,...,n, N0 eSpaco, expressa Como
uma combinacao linear de processos espaciais nao correlacionados no tempo.

Lema 1: A covariancia resultante é

min(¢,t’)

COU(y(t, S)a y(t/a S/)) = Z ktmkt’mn(s - S,; 0-25 )‘m)v

m=1
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Prova: Seja y(t,s) = YL _1 kimx(m, s)

t
cov(y(t, s),y(t',s")) = cov Z kymx(m, s), Z kirma(m, s')

min{¢,t'}
= Y kiumkpmeov (z(m,s), x(m, s"))

m=1
min{¢,t'}

= Z ktmkt’mp(s - 3/3 ‘727 /\m)

m=1
onde ki, denota o elemento (¢, m) da matriz K e cov(z(m,s),z(m’,s")) =0 se m # m’.

A estrutura de covariancia do processo é estaciondria no espaco, pois depende apenas de s — s, mas
nao no tempo, e nao separavel. Se \; = A para todo tempo ¢, a estrutura de covaridancia do processo
serd dada pelo produto entre a covariancia de um processo AR(p) e a covariancia do processo espacial
(separavel). Esta abordagem considera que a estrutura de correlagao espacial pode ser diferente para
cada tempo, quando permite que o parametro da funcao de correlagao, \;, que representa o decaimento
da correlagao espacial, varie ao longo do tempo.

Outra possibilidade ainda mais geral é a utilizagdo de um nicleo variando espacialmente como

proposto em Gelfand, Schmidt, Banerjee, e Sirmans (2004),

ou seja, os parametros do processo AR(p) mudam para cada localizagao.
Lema 2: A covariancia resultante é

m'mtt)

cov(y(t,s),y Z Etm (8)kym (s n(s — 8’502, An).

Prova: Seja y(t,s) = 3L _1 kim(s)x(m, s) e cov(z(m, s),z(m’,s')) =0 se m # m/.

cov(y(t,s),y(t,s")) = cov Z kim(s)z(m, s), Z K (8 )z (m, s")
m=1 m=1

min{¢,t'}

= Z K (8) ki (8" cov(a(m, s), x(m, s"))

mln{t t'}

= Zktm Ve (s")p(s — 8'50%, ).
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Neste caso, além de obter uma estrutura de covariancia nao separdvel, o processo também sera
nao estacionério no espaco.
A seguir, discutimos os modelos de convolucio espacial onde temos superficies espaciais evoluindo

no tempo.

3.2.3 Modelo de Convolugao Espacial

Considerando agora o modelo de convolucao espacial, o processo espago-temporal y(t,s),t =1,...,T

e s € D é dado por

y(t,s) = /Skz(v —s;N)x(t,v)dv, (3.2)

onde k(.;A) é um nucleo representando a correlagdo espacial do processo em cada tempo e z(.,s) é
um processo AR(p) com fungio de correlagio p(.; 72, ®), onde ® = (¢1,...,¢,). A discretizagao do
modelo de convolucao espacial é

Y, =KX, t=1,...,T,
onde Y; = (y(t,81),...,y(t,sn)), Xe = (x(t,81),...,2(t,s,)) com s1,...s, representando as n locali-

zagoes espaciais e ¥ = K K’ representa a matriz de correlagao espacial. Uma representacao alternativa
do modelo pode ser obtida considerando que X; = Z§:1 ;i Xi—j + €, e ~ N(0,721). Assim,
P P
Vi =KX, = Z¢jKXt—j + Kep = ZfﬁjYi—j + vy,
j=1 j=1
onde v; ~ N(0,72%). Assim, o modelo é equivalente a um AR(p) multivariado com erros espacialmente

correlacionados.

Lema 3: A estrutura de covariancia é dada por
COU(y(t, Si)a y(t/a 5])) = [E}ij(t - t,a T2a (I))

Prova: Seja y(t,s;) = S0 | kima(t, sm) e cov(z(t, $m), z(t', sm)) = 0 se m # m/.

i J
cov(y(t,s;),y(t',s;)) = cov Z kimx(t, sm), Z kimz(t', s;)
m=1 m=1

min{:,j}
= Z kimkjmecov(z(t, sm), z(t', sm))

m=1
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min{%,5}
= > kimkjmp(t —t';7%, @)

m=1
= [Slijpt —t;72, @)
- l]p ) ] .
A covariancia é descrita pelo produto entre a correlacdo espacial e temporal e serd, portanto,
separavel, e estaciondria no espaco se K é a decomposicao de Cholesky de uma matriz de covariancia
estaciondria. Uma estrutura de covariancia nao separavel é obtida quando o nucleo varia no tempo,

isto é, quando
Y, = K X (3.3)

Lema 4: A estrutura de covariancia é dada por

mm(l,])

cov(y(t, s:), y(t', s5)) Z Kim () kjm () p(t — t'; 72, ®).

Prova: Seja y(t, s;) = S0 kim(£)z(t, $m) € cov(x(t, 5,), x(t, sp)) = 0 se m # m/.

( J
cov(y(t,s:i),y(t',s;)) = cov | Y kim(t)x(t, sm), > kim(t)x(t',s;)
m=1
min{i,j}
= Z Kim (6) ki () cov(z(t, 5m), (', 5m))
mm{z,j}

= Z Kim () kjm () p(t — ' 72, ®).

A covariancia do processo é nao separdvel e ndo estaciondria no tempo e no espago. Como na
convolugao temporal, a estrutura de covariancia nao separavel é obtida quando permitimos que os
parametros da fungao de correlagao espacial varie ao longo do tempo. Por enquanto, estamos con-
siderando o caso em que o decaimento da fungao de correlacao pode variar. Uma outra alternativa
para obter nao separabilidade, seria permitir a variacao temporal da variancia do processo espacial.
Esta abordagem ¢ discutida na préxima secao.

Assumindo X; um AR(p), podemos obter uma representagao alternativa do modelo em (3.3). Isto

6 Xy =201 0;Xij+e, e~ N(0,721), e

p
=K X; = Z%Kt jY;t—j‘f‘Kth:ZVjtY;t—j‘f‘Uta t=p+1,...,T,
=1
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onde vy ~ N(0,7%%;) e vj = (;SjKth:lj, i=1,...,p. Portanto, obtemos um modelo AR(p) multivaria-
do com coeficientes variando no tempo e no espaco. Assim, condicional a Y1, ...,Y), a verossimilhanca

é proporcional a

!/

T ]Zt\*lﬂ 1 T P . P
H (72)n/2 Py 752 Z Y — Z vitYe—j | X | Ve — Z vitYi—j
t=p+1 t=p+1 j=1 =1

Se ¥; é uma funcao de covariancia isotrépica, para cada tempo t, teremos Xy = o2n(s — s'; \y).

2. Como apenas o produto ¢ identificavel,

Assim, a verossimilhanca é uma funcdo do produto o7
decidimos por fixar 72 = 1.

Em resumo, o modelo de convolucao temporal pode levar a estruturas de covaridncia estacionarias
no espago, mas nao no tempo, e nao separaveis. Ja o modelo de convolugao espacial, pode levar a uma
estrutura de covariancia separavel ou nao-separavel e nao estacionaria no tempo e no espaco. Desta
forma, este modelo fornece uma classe rica de estruturas de covariancia espago-temporal.

E dificil visualizar situagoes realisticas em que temos séries temporais evoluindo no espago, como
¢é o caso da abordagem do modelo de convolugao temporal. Este tipo de modelo pode ser conveniente
estatisticamente quando o nimero de localizagoes espaciais é grande comparado ao nimero de ob-

servacoes no tempo. Neste trabalho iremos nos concentrar nos modelos de convolucao espacial, onde

temos superficies espaciais evoluindo no tempo.

3.3 Modelagem da Estrutura de Média

O modelo em (3.3) nao incorpora na modelagem a média do processo e, portanto, para utiliza¢ao
desses modelos é necessario inicialmente retirar qualquer tipo de estrutura temporal, por exemplo,
tendéncia e sazonalidade, presente nos dados. Portanto, uma extensao natural é a incorporagao desta
componente no modelo. O objetivo é tratar, conjuntamente, os momentos de primeira e segunda ordens
do processo espaco-temporal. A proposta aqui é modelar a média do processo através de covaridveis
cujos efeitos variam ao longo do tempo e de componentes sazonais, se necessarias, utilizando o modelo
de convolucao espacial, descrito na Subsecao 3.2.3.

Seguindo o modelo de convolugao espacial em (3.3) e usando os modelos lineares dinamicos (MLD)
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proposto por West e Harrison (1997) propomos a seguinte estrutura

Y, = Flo,+ KX, (3.4)

p

Xy = Z O X+, €~ N(Oﬂ'QIn)

j=1

0 = GO_1+wy, wp~ N0 W),
onde F} representa r possiveis covaridveis e/ou fatores sazonais que possam influenciar a média do
processo Yz, com o0s respectivos coeficientes variando ao longo do tempo 0;, K; é a decomposicao de
Cholesky de uma matriz de correlacao espacial, X; um processo autoregressivo de ordem p, AR(p), tal
que cov(X (t,5), X(t',s)) = 0 se s # s'. Assumimos uma estrutura dindmica para os coeficientes 6y,
onde G é uma matriz (r x r) representando a evolugao dinamica destes coeficientes e W é uma matriz
de covariancia diagonal representando a matriz de evolucdo, W = diag{7Z,...,72}. Por exemplo,
suponha que F} represente covariaveis, entao podemos pensar na matriz de evolucao como sendo
G = 1,, isto é, uma matriz identidade de ordem r. Se F} representar fatores sazonais, a matriz de
evolugao pode ter uma representagao de Fourier, isto é, G é uma matriz bloco diagonal, onde cada

bloco corresponde a um harmonico e o bloco associado ao r-ésimo harmonico é dado por

cos(2mr/f)  sen(2mr/f)
—sen(2nr/f) cos(2mr/f)

onde f denota o periodoer =1,...,m.

G, =

Como discutido na Segao anterior, podemos escrever Y; como

P
F/0; + Z O K Xy + Kie
=1

Y,

p
= Ftlet + Z ¢jKth__1](}/t—j — Ftlfjet—j) + vy
j=1

p
= Ftlet + Z Vjt(}/t—j - Ftlfjet_j) + V¢,
j=1

onde vj; = ¢jKth__1j> v = Kyep e v ~ N(0,72%;) com Xy = K|K;. Entdo condicional as p primeiras
observagoes, temos que Y;|Y7,...,Y, ~ N, (F{Ot + Z§:1 vjt(Yiej — F{_;01—), TzEt), t=p+1,...,T.
Observe que a média do processo no tempo t é dada pela soma dos efeitos das covaridveis e/ou fatores

sazonais no tempo t, mais a soma das diferencas entre as observacoes e os efeitos das covaridveis
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e/ou fatores sazonais observados em p tempos anteriores. Ja a variancia do processo, é dada pelo
produto entre o parametro do processo AR(p), 72, e a funcdo de covariancia do processo espacial, isto

6, % =0%p(s —s"s ).

Condicional a Yi,...,Y), a verossimilhanca ¢ dada por
e 1 & L / 1 -
t=p+1 t=p+1 j=1 j=1

onde Y;* = Y; — F/#,. Como discutimos na Secao 3.2 a estrutura de covariancia do processo é nao
separavel.

Virias fungbes de correlagao espaciais podem ser utilizadas, tais como as fungoes de correlacao
Exponencial, Gaussiana e a Matérn. Consideramos quatro diferentes estruturas para a funcdo de

covariancia

o ¥y =0?p(s —s'; \y), ou seja, diferentes decaimentos para diferentes tempos;

o ¥, =0?p(s —s';)\), isto é, a variancia do processo evolui suavemente ao longo do tempo;
o ¥y = 0?p(s — s'; \;), ambos, variancia e decaimento, variando ao longo do tempo.

e ¥ =0?p(s — s'; \), ambos, varidncia e decaimento, fixos no tempo.

Note que cada uma dessas hipéteses resulta em diferentes estruturas de covariancia. As trés
primeiras resultam em estruturas de covariancia nao separdvel, e a tltima em uma estrutura separavel.

As quatro abordagens serao consideradas nas aplicacoes analisadas na Secao 3.7.

3.4 Especificacao das Distribuicoes a Priori

O modelo em (3.4) contém os parametros da estrutura de média, os coeficientes § = (0y,...,07),
os pardmetros do processo AR(p), ® = (¢1,...,¢,) e 72 e, finalmente, os pardmetros da fungdo de
covariancia espacial, 02 e A = (A1,..., 7). Como a verossimilhanca é funcio do produto o272 e

como mencionado anteriormente apenas o produto é identificivel, decidimos por fixar 72 = 1. O
procedimento de inferéncia destes modelos é feito sob o enfoque bayesiano. Portanto, o modelo estara
completamente especificado apds atribuir distribuicoes a priori para os parametros do modelo. O vetor

paramétrico deste modelo pode ser escrito como ® = (®,02, A, 0).
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Inicialmente precisamos atribuir distribui¢oes a priori para os parametros da componente AR(p).
Com o objetivo de garantir estacionariedade do processo, os coeficientes ¢1, ..., ¢, devem ser restritos
a um espago que é muito dificil especificar. Prioris adequadas para os coeficientes do AR(p) garantem
a estacionariedade do processo. Neste capitulo trataremos apenas do caso em que p = 1. Neste caso,
atribuimos uma priori uniforme, isto é, ¢ ~ U(—1, 1), garantindo a estacionariedade do processo. No
capitulo seguinte, discutimos com detalhes a especificacao da priori para o caso de um AR(p).

Considerando que o decaimento da funcao de correlagdao espacial muda suavemente ao longo do

tempo, podemos usar uma evolugao para A; da seguinte maneira
log(A) = log(Ae—1) + ¢, 7 ~ N(0,00%), (3.6)

com, A\; ~ LN(ux,03%) e A|A\i—1 ~ LN(M\—1,00%), t = 2,...,T com LN(a,b) representando a dis-
tribuicao lognormal, cuja normal associada tem média a e variancia b.
Ou ainda, uma evolugao baseada na conjugacao entre a beta e a gama, de modo que se

da (1—20)a

At = &)\t—l e n~ Be (27 5

5 ), a>0 e 0<d<1. (3.7)

Note que nas duas distribuigoes 0 representa o fator de desconto que mede a quantidade de in-

formacao perdida entre os tempos ¢ e t — 1. Assumindo A\;—1 ~ Ga(3g, %

) temos que \; ~ Ga(%2,2L).
No caso em que consideramos a variancia do processo espacial variando ao longo do tempo, podemos
atribuir essas mesmas prioris para evolucao, ja que a lognormal e a gama sao distribuicoes definidas
num espaco paramétrico positivo. Quando o parametro A é fixo podemos atribuir A ~ LN (uy, ai) ou
A~ Ga(g, g) J4 quando o2 é considerado fixo, atribufmos uma priori inversa gama com parametros
conhecidos a, b, 2 ~ IG(a,b).
Seguindo os MLD’s devemos especificar uma priori para 0y, que assumimos seguir uma distribuigao

normal, com vetor de médias mg e matriz de covariancia C\ conhecidas.

3.5 Procedimento de Inferéncia

Assumindo independéncia a priori dos parametros do modelo e considerando a funcéo de verossi-
milhanga em (3.5); segundo o teorema de Bayes a posteriori é proporcional ao produto da verossimi-

lhancga pela priori, assim a distribuicao a posteriori conjunta dos parametros do modelo é proporcional
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T T T
p@ly) o | I rilyi—p:--- 9-1,0) lHP(QtWt—l)] p(6o) [Hp(ktlkt—l)l p(A1)

t=p+1 t=1 t=2
xp(®)p(o?). (3.8)

Como podemos ver, a distribuicao a posteriori dos parametros do modelo nao tem forma analitica
fechada e, portanto, precisamos de métodos de simulacao estocastica para obter amostras desta dis-
tribuigao. Para isso sao utilizados os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), tais
como o amostrador de Gibbs e Metropolis-Hastings (Gamerman e Lopes 2006). Mais especificamente,
utilizaremos o amostrador de Gibbs com alguns passos do algoritmo Metropolis-Hastings. Para o
uso do amostrador de Gibbs precisamos calcular as condicionais completas para as componentes do
vetor paramétrico ©. Quando as condicionais completas tém forma conhecida sorteamos da respectiva
distribui¢ao. Caso contrario, fazemos uso do algoritmo Metropolis-Hastings. Além disso, podemos
reescrever o modelo na forma dos modelos lineares dindmicos, com o objetivo de utilizar métodos
eficientes para obter amostras da distribuigao a posteriori dos coeficientes (61, ...,07). Na subsecao
seguinte mostraremos as condicionais completas resultantes e o respectivo esquema de amostragem

para obtencao de amostras da distribui¢ao a posteriori, p(©ly).

3.5.1 Distribuicoes Condicionais Completas a Posteriori

Para que o algoritmo MCMC seja implementado, precisamos calcular as distribui¢oes condicionais
completas a posteriori de cada um dos parametros. A seguir mostraremos essas distribuigoes. Denote-
mos por p(¢|.) a distribuicao condicional completa do parametro .

Inicialmente, vamos supor 6; conhecido para cada tempo t e definir Y;* = Y; — F/6;. A distribuigao
condicional completa de ®, 02 e A é proporcional a verossimilhanca em (3.5) multiplicada pela respec-

tiva priori.
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Amostrando ¢

Assumindo p = 1, a distribuicdo condicional completa para ¢ é uma distribuicdo normal truncada,
isto é

-1

T T -t
9. ~ N (Z Y;S*Zt_lmt> (Z mtzt_lmt> ; <thzt_1mt> 1(9)(-1,1),
i=2 i=2 =2

onde my = Ky K; 1Y | e I(¢)(~1,1) € a variavel indicadora, tal que,

1, -1l<o¢<1,
I(¢)(—11) =

0, caso contrério.

Amostrando o2

A distribuicao condicional completa para o2 quando considerada fixa tem forma conhecida, é uma

distribuicao gama invertida, isto é

) nT—p) 1 & P _ L
ol ~ IG - ta; > <Y{f* - VitY;:*—i> Vi (Yt* - Z%Yt*—i> +0
i=1

t=p+1 i=1

onde V; = n(s — s'; \).

Amostrando A

Observamos que a verossimilhanca é funcdo de A\, t = 1,...,T. A distribuicdo condicional com-
pleta para A; nao corresponde a nenhuma forma de densidade conhecida. Assim, o algoritmo de
Metropolis-Hastings serd utilizado para obter amostras da posteriori. No algoritmo de Metropolis-
Hastings precisamos definir a proposta de transicao e a probabilidade de aceitagao. O algoritmo tem

0s seguintes passos:
1. Sorteia um valor proposto A, da distribuigao proposta q(AY|\§) centrada no valor corrente A§;

2. Avalia a probabilidade de transicdo dada por

oo L 200005
A= {Lp(m-)q(AﬂAﬂ}’
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onde p(.|.) representa a distribuigdo condicional completa e ¢(.|.) a distribuigao proposta de

transicao;
3. Gera uma quantidade uniforme u. Se A < u, aceitamos o valor proposto.

Utilizamos como proposta A} ~ LN (X§,U), isto é uma distribuigao lognormal cuja normal asso-
ciada estd centrada no valor corrente com varidncia U. A razdo de Metropolis-Hastings envolvida
na probabilidade de transicdo é calculada na escala log para evitar problemas numéricos. A seguir
apresentamos a distribuicao condicional completa, bem como a razao de Metropolis-Hastings usando
as distribuigbes a priori lognormal e gama. As distribuigoes condicionais completas apresentadas aqui
foram calculadas para A;. Quando usamos a variancia do processo espacial variando suavemente ao
longo do tempo, o7, podemos atribuir as mesmas prioris. Assim, resultados similares sdo obtidos,

trocando apenas A; por atz nas respectivas distribuicoes condicionais completas.

1. Priori Lognormal
A distribuigdo condicional completa para A; usando a priori lognormal estd dividida em trés
diferentes estruturas: a condicional completa para A1, para Ao, ..., A\p_1 e, finalmente, para A,

pois
)\l ~ LN(H)\’ Ug\)) Iog()‘t) = Iog()\t—l) + N M N(O’ 603\)7 = 27 s 7T'
e Distribuicao condicional completa para \;

!/
p(A].) o |Ep+1|_1 exp{ ( p+1 ZVzp—irl p+1— z) Ep+1< p*—l-l Zylp—s-l p+1— 1)}

1 1 1
exp{ 2 5 (log A1 — 1) })\lexp{ 550 2 (log Ao — log A1) }

Apds algumas simplificagoes, a razao de Metropolis-Hastings ¢ igual a,

)

p(N]
i

|)g(AS|AD) L(N}) exp {_%ii (log AY — NA)Q} exXp { 25 202 (log A2 — log AY) }
P(XT] -

Piyey
(A1) (/\C)exp{ (log A§ — un) }exp{ 25 %07 (log A2 — log AT) }
onde L(\1) = \2p+1’_1/2 exp {_5 ( il Z];:l Vip+1Ypi1— ]) 2p+1 ( pt+1 Z§=1 Vip+1Yp41 g>}
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e Distribuicao condicional completa para \;, t € {2,...,T — 1}

p
p(Ael.) o [T 1/2eXp{— (Y* ZVZth z) P (Yt*_ZVith*—i>}
=1

1 1 1
eXp{ 550 Q(IOg)\t 1Og)\t—1)2})\teXp{ 550 Q(IOg)\t-H 10g)\t)2}-

Apés algumas simplificagoes, a razao de Metropolis-Hastings ¢é igual a,

2 2
p(AP1)g(Xs|AD) B L(X}) exp {_251)& (log A} —log A¢—1) } exp {_2510-§ (log A1 — log AY) }

XEL)g( AP IS
PO a(N[AD) L(X) exp{ 25 3507 (log A — 10g>\t1)2}exp{—2£7§(log)\t+1—10g/\§)2}

)

onde L(Ae) = [Zo| 72 exp { =4 (V" = 0 varV) B0 (7 = 0, v |-

e Distribuicao condicional completa para A\r

p(Ar].) o [Ep|” 1/zexp{— (YT ZVzTYT Z) ( Zl/zTYT Z)}

1 1
———(log A\ — log A\p_1)% p —.
exp{ 2503\(0g 7 —log Ap_1) })\T

Apés algumas simplificagoes, a razao de Metropolis-Hastings ¢é igual a,

p __1 P _ 2
p(A’%Mq(MfW;)_L“T)exp{ 7507 (108 V7 1ogAT1>}
P(AT]

P |yc
T1)a(Np[AT) L(A%)exp{ 26 5507 (log A} —log )\T—1)2}

)

/
onde L(\r) = ||~/ exp {_g (Y7 = S0 vrYy,) Bt (Vi — Sy v V) }

2. Priori Gama

A distribuicao condicional completa para A; usando a priori gama estd dividida em duas diferentes

estruturas: a condicional completa para A; e para Ao,..., A1, ja que,
ay by day 5b>\>
AL~ A ~ t=2,...,T.
(), (M) s
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e Distribuicao condicional completa para A;

/
p(A1].) |2p+1|71 eXP{ <p+1 ZVZP+1 p+1— 2) p+1<p+1 ZVsz p+1— 1)}

Lo b
A2 ! exp {—2)\1} .

Ap6s algumas simplificagoes, a razao de Metropolis-Hastings ¢é igual a,

p2—1
JgOgIAn)  LODAT® ™ exp { - BT}

p(AYl. X
c Plye) ax_q :
p(AT])a(AT[AT) L(Af)/\i > exp {_%)‘f} )\7111)
e Distribuicao condicional completa para Ag, ..., Ar
1/2 1 ¢ , 1 z
pAdl) o [5e]” / exp {—2 (Yt* - Z%Yt*_i> Dy <Y}* - Z VitY;f*_i>}
i=1 i=1
dax 6b
A2 1exp{—2A)\t}

Apds algumas simplificagoes, a razao de Metropolis-Hastings ¢é igual a,

Say

e 5
pOFON) _ LODN e { =}
A§ NIXe) 2 g '
P(AE[)a(AFA) LGNS ? exp{*%Af})\%
Amostrando o vetor de estados 64,...,0r

Para amostrar o vetor de estados, reescrevemos o modelo proposto na forma dos Modelos Lineares
Dinamicos (MLD), com o objetivo de utilizar métodos eficientes de amostragem. Assim, condicional

a®, 02eA, edefinindo Z; =Y, — 25:1 vjtYi—j, temos que

P
= Z —VjtFt’,jGt_j +vg, U~ N(O, Et),
j=0
onde vyg; = —I. Reescrevendo o modelo na classe dos MLD’s, temos

/= Ft*eik + Vg, Vg~ N(O, Zt)

0; = G0 1+w, w~NOW)
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onde o vetor de estados a cada tempo t é 6; = (64, ...,0;—,)’, com dimensao r(p+ 1). Lembrando que
p denota a ordem do modelo, r o nimero de covaridveis e fatores sazonais e n o nimero de estagoes
monitoradoras. Como mostrado na Segao 2.2.1, devemos especificar a quadrupla {F}*, G7, V", Wi}, A
matriz de regressao dinamica F}* é a concatenacao de (p+1) matrizes de dimensao (nxr). Cada matriz
é dada por —v F}_ jeomj=0,...,p. A variancia do sistema é a matriz de covariancia espacial, isto
é, V¥ = %4, com dimensao n x n. A matriz de evolucao G* e a variancia de evolucao W} tem dimensao
(r(p+1) x r(p+1)). Observe que neste caso, o vetor de estados a cada tempo t, 6} engloba também
o vetor de estados originais, 6;, em p tempos anteriores. Portanto nao é necessario amostrar o vetor
de estados 6} inteiro a cada iteracao. Por isso, as matrizes G* e W} devem ser definidas, de maneira

a considerar esta parametrizacdo. Para exemplificar, vamos supor p = 1. Assim,

0y
Zy = < F| —uvnFl ) + o, v~ N(0,3),
b1
0y G 0, 01 Ne1 Me1 0 Wy 0
011 I. 0, 012 M2 M2 0 0 0

Apos especificar as componentes dos MLD’s, utilizaremos o algoritmo FFBS descrito na Secao

2.2.1 para sortear os 6;’s de maneira eficiente.

Amostrando as observacoes faltantes

Do ponto de vista bayesiano, as observagoes faltantes sao consideradas parametros do modelo e,
portanto, também precisam ser estimadas. Seja Y; = (Y*,Y?) a particao do vetor Y para cada
tempo ¢, onde Y;* é um vetor de dimensao n,; que contém as observagoes faltantes no tempo t e Y,

um vetor de dimensao ng; que contém as observagoes no tempo t, tal que ny + ng = n, Vt. Assim,
Y 1 DI

¢ ~ N, ; t t

Yy i DA X4

e

onde u¥ e pf denotam as médias dos vetores Y;* e Y7, respectivamente. A matriz de covariancia
¥ representa a covariancia entre os elementos de Y, X7 a covarincia entre os elementos de Y.

Finalmente, ;Y e 7" denotam as covariancias entre os elementos de Y;* e ;7. A partir da parti¢ao
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da normal multivariada (Anderson 1994), temos:
YUY~ Nog (! + 37 (50 7Y = )y B = 547 (5)715).

Agora vamos calcular a distribuicao condicional completa que esta dividida em trés estruturas: Y7,
(Ya,...,Yr_1) e Yp. Para simplificar a notagao vamos denotar p; = F}0; e M; = Kthill, t=1,...,T,

assim obtemos:

e Distribuicao condicional completa para Y7i:
-1 2 17 —1 2=t )t (2=t )t
Vil ~ Ny | (003351 (Vs = o) + 62M5S5 Mo ) (92M535 ' M) 5 (* My ' M) |

e Distribuigao condicional completa para Y;, t € {2,...,T — 1}:

il ~ Nn[<2t_1 (6M] (Vi1 — 1) + i) + Sy (qﬁM{H (Y1 — pus1) + ¢2M{+1Mt+1ﬂt>)
1 -1
(B + M S M) (807 + ML S M) )

e Distribuicao condicional completa para Yr:

Yr|. ~ N, [MT + oMy (Yr—1 — pr—1); 2}1} :

3.6 Previsao Temporal e Interpolagcao Espacial

Previsoes temporais para k passos a frente e interpolactes espaciais para localizagbes nao medidas sao
de grande interesse na pratica e podem ser obtidas a partir da distribuicao preditiva.

Suponha que Y;* denote o vetor das observacoes em localizagoes nao medidas e Y; o vetor das
observagoes em localizagdes medidas a cada tempo t e seja Y14 = (Y1,...,Y:). Seguindo o modelo
em (3.4), a distribuigao conjunta de (Y7, ¥;*), condicional ao vetor paramétrico ©, e as p observagoes
anteriores, é uma distribuicdo normal multivariada com vetor de médias igual a (Fty0t+2§:1 vir(Yej—

FY 30i—5), FO+30_ v (Y

R e jﬂt_ ;)) correspondendo as médias do processo para as observagoes
medidas e nao medidas, onde F} e F}* sdo as matrizes de regressao dinamica das observacoes medidas
e nao medidas, respectivamente. A matriz de covariancia ¢ dividida em 4 blocos, X7 representando as
covariancias entre as observagoes medidas, X" e ¥} as covariancias entre as observagoes medidas e

nao medidas, e X} a covariancia entre as observagoes nao medidas.
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A distribuicao preditiva é calculada pela seguinte integral
P71 = [ (10, Yop(OIY)de, (3.9)

onde p(O[Y;) é a distribuicao a posteriori especificada em (3.8) e p(Y;*|0,Y;) é calculada a partir da

particao da normal multivariada (Anderson 1994), isto é,
Y'Y, © ~ Nug + S (S)) 7Y — pf), (B8 = 2 (5)) 18], (3.10)

onde uf = F/6; + Z§:1 vjt(Yeej — Fty_jﬁt_j) e pt = FP0; + Z§:1 vit(Y"; — F{* ;0;—;) e a integral em

(3.9) pode ser aproximada por Monte Carlo (Gamerman e Lopes (2006)), isto é,

1 M
p(V'Ye) = 57 > p(Y|07, 1)),
m=1

onde M denota o total de amostras da distribuicao a posteriori do vetor paramétrico ©, e ©™ denota
a m—ésima amostra da distribuicdo a posteriori do vetor paramétrico ©.
Por outro lado, para fazer previsao temporal para k passos a frente é necessario avaliar a seguinte

distribuicao preditiva.

p(YrixlYir) = /p(YT+k|FT+k>YT+k—1a9T+ka¢»a2a Erik)p(Or4k | 07181, W)

P(Er k| B rk—1) PV ikt [P rih—1, Vs k2,6, 0%, 014k 1, Srpk—1)P(Or4 k-1 | O110—2, W)

P(2T+k71’2T+k72> .. .p((ﬁ, 0'27 01, . ,(9T, 21, ey ET’YLT)d((b, 0’2, 91, Ceey GT, VV, 21, . 72T>7
onde, para simplificar notagao, assumimos p = 1.

A integral acima pode ser aproximada por

M
1
p(YrexYir) = o7 > NVl B52,).
m=1
onde UT4k = FT-{—k‘gT—f—k + ViT+k (YT+k—1 — FT-{—k—leT—i—k—l)' Observe que Yj(’Tz) e zg?j_)l,l > 0 sao

obtidos através das equacoes de evolucao de Y; e 3;, respectivamente, descritas através do modelo em

(3.4).

3.7 Ajustando o Modelo de Convolucao Espacial

Nesta secao ajustamos o modelo de convolucao espacial a quatro conjuntos de dados. Inicialmente,

em dois conjuntos de dados artificiais, obtidos a partir do modelo, onde os verdadeiros valores dos
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parametros sao conhecidos. Portanto, podemos verificar o comportamento do modelo e do algoritmo
de simulacao proposto. No primeiro, simulamos um modelo cuja estrutura de média possui covariaveis
e no segundo, um modelo cuja média é descrita por fatores sazonais. Em seguida, o modelo é ajustado
a um conjunto de dados de concentragoes didrias de material particulado (PMjp) em 18 estagoes
monitoradoras localizadas na regiao metropolitana do Rio de Janeiro ao longo de 46 obsevagoes no
ano de 2002. Finalmente, ajustamos o modelo proposto a séries temporais de temperatura em 23
estagoes no estado da Califérnia medidas entre janeiro de 1992 e dezembro de 2002.

Diferentes especificacGes para variancia das observagoes, Y, sdo investigadas. Assim como, dife-
rentes prioris para seus parametros. Seja V a funcao de correlagdo com parametro A, tal que V =
n(||s — §'||; A), onde ||s — §'|| representa a distancia euclideana entre as localizagoes s e s'. A Tabela

3.1 a seguir mostra o resumo dos modelos que sao ajustados para os quatro conjuntos de dados:

Modelos hI Priori
Lognormal Gama
Modelo 1 | o2V A~ LN (uy,0%) A~ Ga(%, %)
Modelo 2 | ¢?V; A1 ~ LN (uy,0%) A~ Ga(%, )
log(Ae) = log(A—1) + 1, e ~ N(0,003) | A ~ Ga(%g*, %)
Modelo 3 | o2V 0% ~ LN (o, 72) 0% ~ Ga(%, %,)
log(o7) = log(of_1) + e, » e ~ N(0,672) | 07 ~ Ga(éaTdv %)
Modelo 4 | 07V, A1 ~ LN (px, 03) A~ Ga(%, %)
log(At) = log(Ae—1) + 7, e ~ N(0,003) | A ~ Ga(®%, %)
ot ~ LN (g, 77) of ~ Ga(%, %)
log(07) = log(a7_1) + 1, e ~ N(0,677) | of ~ Ga(&cha %)

Tabela 3.1: Especificagdo dos modelos ajustados ao longo deste capitulo.

3.7.1 Dados Artificiais com Covariaveis

Geramos um conjunto de observagoes para 30 localizagoes ao longo de 50 instantes de tempo, utilizando
o modelo proposto em (3.4) com a presenca de duas covaridveis, X1, e Xg, respectivamente, e com

p = 1. As covariaveis foram geradas usando uma distribuicdo normal multivariada, com vetor de
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médias igual a uma contante e matriz de covariancia espacialmente correlacionada. Reescrevemos o

modelo da seguinte maneira

Y = B X1 + 7 Xop + ¢Kth_11 (Yie1 — B—1Xup—1 — ye—1Xoi—1) + v, v ~ N(0,%;)

Br=Br1+wu, wi~N0,75), Y=y-1+wx wx~NOT).

Os valores iniciais dos coeficientes das covariaveis foram fy = 2 e 9 = —3 com variancias Tg =0,1
e 7'72 = 0,25, respectivamente. O parametro autoregressivo foi fixado em ¢ = 0,75. Utilizamos a

funcéo de correlacdo exponencial e os parametros o2 e A foram fixados em 1 e 5,5, respectivamente, no
Modelo 1. Para os Modelos 2, 3 e 4, estes valores foram usados como valores iniciais. Os dados foram
gerados usando a evolucao lognormal descrita na Tabela 3.1. A Figura 3.1 mostra a localizacdo das
30 estagoes, destacando as 2 estagoes (denotadas, respectivamente, por 1 e 2), utilizadas para fazer
a interpolacao espacial. A Figura 3.2 apresenta os dados simulados com estes parametros para as 30
localizagoes geradas em um quadrado unitario, ao longo dos 50 instantes de tempo para os quatro

modelos.

1.0

0.8

Norte
0.4

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Leste

Figura 3.1: Localizacao das estagdoes monitoradoras para os dados artificiais.
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Modelo 1 Modelo 2

tempo tempo

Figura 3.2: Dados simulados para 30 localizagoes ao longo de 50 instantes de tempo segundo os

Modelos 1, 2, 3 e 4, descritos na Tabela 3.1.
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Uma vez que as observagoes foram geradas propusemos o ajuste dos quatro modelos descritos na
Tabela 3.1. Ajustamos o Modelo 1, utilizando a priori lognormal, para os dados gerados a partir
do Modelo 1. O mesmo procedimento foi adotado para os Modelos 2, 3 e 4. As prioris utilizadas
foram as seguintes: 735 ~ I1G(0.1,0.1), 737 ~ IG(0.1,0.1), ¢ ~ U(=1,1) e (fo,70)" ~ N2(0,100I).
Para os Modelos 1 e 2, para os quais a variancia é fixa, utilizamos uma priori gama invertida, isto é,
0% ~ IG(1,1). A funcao de correlacdo exponencial foi utilizada e para o parametro de decaimento da
funcao adotamos uma priori centrada em um valor cuja funcao de correlacao exponencial é pequena
(igual a 0,05) quando a distancia euclideana é maior ou igual a metade da distancia maxima observada
entre as estacoes. A distancia euclideana méxima encontrada entre as estacoes foi 1,08. A variancia da
distribuicao a priori foi escolhida tal que P(A > 10uy) = 0, 10. Entao, por exemplo, os hiperparametros
da normal associada foram, puy = 1,57 e ai = 0,27. As distribuicdes a priori utilizadas para ? nos
Modelos 3 e 4, foram escolhidas de maneira que a média fosse igual a 1 (valor verdadeiro) com
variancia tal que P(c? > 10u,) = 0,10. Os hiperparametros da normal associada foram i, = —0, 72
e T2 =1,44.

Um programa em 0x (Doornik e Ooms 2001) foi escrito para obter uma amostra da distribuicao a
posteriori de interesse. Uma amostra final de tamanho 1.000 foi utilizada, apds a retirada das 10.000
iteracoes iniciais e a coleta de elementos da amostra a cada 20? iteragao do algoritmo. Além disso,
duas cadeias foram utilizadas. Além da inspecao visual, verificamos a convergéncia dos parametros
através do pacote BOA do R, usando o critério de diagndstico de convergéncia proposto por Gelman
e Rubin (1992). A variancia da proposta foi escolhida usando 5.000 iteragdes, calculando a média das
variancias das 100 amostras de tamanho 50, de modo que a taxa de aceitacao ficasse entre 15% e 50%
(Roberts 1996).

A Tabela 3.2 apresenta os resultados da estimagao para os parametros fixos no tempo para os
quatro modelos. Notamos que o coeficiente autoregressivo, ¢, e as variancias de evolucao, Tg e 7'72 Sa0
relativamente bem estimados para os quatro modelos. Na Figura 3.3 apresentamos os coeficientes das
covariaveis, G e ¢, para o Modelo 3. Observamos que estes coeficientes também sao bem estimados,
pois observamos que a média e o intervalo de 95% de credibilidade a posteriori acompanham o com-

portamento do valor verdadeiro ao longo do tempo. Os resultados obtidos para outros modelos foram

similares e, portanto, nao apresentamos aqui.
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$»=0,75 75 =10,10 72 =10,25
Modelo | Média IC(95%) Média IC(95%) Média IC(95%)

M1 | 0,765 (0,732; 0,797) | 0,124  (0,077; 0,198) | 0,249  (0,159; 0,369)
M2 | 0,733 (0,697; 0,766) | 0,108 (0,065; 0,172) | 0,231 (0,141; 0,355)
M3 | 0,766 (0,731; 0,801) | 0,109 (0,065; 0,169) | 0,290 (0,180; 0,455)
M4 | 0,765 (0,730; 0,799) | 0,129  (0,081; 0,204) | 0,347 (0,223; 0,532)

Tabela 3.2: Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para os parametros fixos no tempo

para os dados artificiais com covaridveis.

4.0

3.0 3.5
1

Bt
25
Ve

20
1

15

— Meédia
-~ 1C(95%)
—— Verdadeiro

— Média
4 -~ IC(95%)
i Y — Verdadeiro

1.0

T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

tempo tempo

Figura 3.3: Média e Intervalo de Credibilidade (95%) para os coeficientes das varidveis X7 e Xs ao

longo do tempo, t =1,...,50 segundo o Modelos 3 para os dados artificiais com covariaveis.
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O mesmo ocorre com os parametros da estrutura de covariancia, o2 e A, os intervalos de credibili-
dade contém os verdadeiros valores. A Figura 3.4 apresenta o histograma da amostra da distribuigao a
posteriori para os parametros da estrutura de covariancia, usando o Modelo 1. Ja a Figura 3.5 mostra
os resultados para o Modelo 2, no qual o parametro da fungao de correlagao varia ao longo do tempo.
A média e o intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para cada \; é apresentado, assim como o
histograma da amostra da posteriori para a variancia o?. Podemos observar que as estimativas para A\
sd0 menos suaves que o valor verdadeiro. O mesmo comportamento é observado para o7 no Modelo 3
e para \; e 02 no Modelo 4 (Figuras 3.6 e 3.7, respectivamente). Ainda assim, o valor verdadeiro esta
dentro do intervalo de credibilidade para quase todos os tempos. Observamos ainda que, a evolugao

para o} parece relativamente melhor estimada do que para );, quando comparamos todos os modelos

ajustados.
@ (b)
. . _—
S — o - —
© | — < |
o
| o
< |
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~
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o | —— i I
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Figura 3.4: Histograma da amostra da distribuicao a posteriori: (a) parametro da funcao de correlagao,

A variancia, o ificiai variaveis.
A, e (b) parametro da variancia, o2, segundo o Modelo 1 para os dados artificiais com covaridveis
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Figura 3.5: (a) Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para o parametro da fungao de
correlacio, \; e (b) Histograma da amostra da distribui¢do a posteriori para variancia, o2, segundo o

Modelo 2 para os dados artificiais com covariaveis.

(a) (b)
® _ ] o | — Meédia
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Figura 3.6: (a) Histograma da amostra da distribuigdo a posteriori para o parametro da funcao de
correlacio, A e (b) Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para variancia, o?, segundo

0 Modelo 3 para os dados artificiais com covaridveis.

41



(b) (b)

: ) — Média
i\ — Média B --- 1C(95%)
--- 1C(95%) N —4— Verdadeiro

— Verdadeiro

15
1

10
1

At

tempo tempo

Figura 3.7: Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori: (a) parametro da funcao de

correlacdo \; e (b) variancia, o2, segundo o Modelo 4 para os dados artificiais com covaridveis.

A interpolagao espacial foi realizada a partir da equacao (3.10) mostrada na Secao 3.6, onde Y;* é
um vetor referente as 2 localizagoes retiradas para fazer a interpolacao. Os modelos foram ajustados
sem as 2 estacoes, e as amostras da distribuicao a posteriori foram encontradas, e utilizadas na obtengao
da interpolagao espacial. A Figura 3.8 mostra o valor verdadeiro, bem como a média e o intervalo de
95% de credibilidade para previsao ao longo do tempo para o Modelo 3. Observamos que o modelo esta
conseguindo captar bem o comportamento da série, pois a média encontra-se bem préxima ao valor
verdadeiro e o intervalo de credibilidade é bem concentrado, embora no inicio das séries os intervalos
de 95% de credibilidade nao contenham os verdadeiros valores. Resultados similares foram obtidos

para os outros modelos.
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Figura 3.8: Previsao para 2 localizagoes segundo o Modelo 3 para os dados artificiais com covaridveis.

Com o objetivo de verificar a capacidade preditiva do modelo, uma grade regular de 400 pontos foi
criada, e foi feita uma interpolacao espacial nessa grade para 8 tempos, t = 30,...,37 para cada um
dos modelos. Agora Y;* representa o vetor de observagoes nos 400 pontos nao medidos. Em seguida,
as superficies foram construidas usando os valores verdadeiros dos parametros. Para isso, substituimos
estes valores na equagao (3.10). As superficies usando os valores verdadeiros dos parametros para o
Modelo 3 sao mostradas na Figura 3.9, enquanto que as superficies estimadas pelo modelo usando
a mediana a posteriori, encontram-se na Figura 3.10. Podemos observar que as superficies sao bem
similares entre si. O intervalo interquartilico a posteriori é apresentado na Figura 3.11. Como esperado,
o intervalo interquartilico apresenta valores menores em regides proximas dos valores observados. As

superficies para os outros modelos apresentaram resultados similares.
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t=30 t=31 t=32 t=33

Figura 3.9: Interpolagao espacial usando os valores verdadeiros dos parametros em 8 tempos consecu-

tivos, segundo o Modelo 3 para os dados artificiais com covariaveis.

t=30 t=31 t=32 t=33

Figura 3.10: Mediana a posteriori da distribuicao preditiva em 8 tempos consecutivos, segundo o

Modelo 3 para os dados artificiais com covariaveis.
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Figura 3.11: Intervalo interquartilico da distribuicao preditiva em 8 tempos consecutivos, segundo o

Modelo 3 para os dados artificiais com covariaveis.

3.7.2 Dados Artificiais com Estrutura Sazonal

Nesta Secao desejamos investigar a capacidade do modelo de convolugao espacial em estimar estruturas
sazonais no processo sob estudo. Para isso, geramos um conjunto de observagoes para as mesmas 30
localizages mostradas na Segao 3.7.1 ao longo de 60 instantes de tempo, utilizando o modelo proposto

com a presenca de 1 componente harmoénico e p = 1. Reescrevemos o modelo da seguinte maneira

Y, = B+ oK K (Yior — o1 E) + v, v~ N(0, %)

o = Goy_1 +wg,  wp ~ N(O,TC%), (3.11)

onde oy = (¢, aigy) sao os coeficientes do componente harmonico e E é uma matriz n X 2 que tem
a primeira coluna de 1’s e a segunda coluna de zeros. Os valores iniciais foram a9 = 2, agg = —3,
72 = 0,1 e $=0,75. Os valores fixos e/ou os valores iniciais dos parametros da funcio de correlacio
exponencial o2 e \ foram iguais a 1 e 5,54, respectivamente. Consideramos a representacio de Fourier

para sazonalidade. Assim, seguindo West e Harrison (1997), a matriz de evolu¢ao G com periodicidade
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igual a 6 é tal que,

cos(2m/6)  sen(2mw/6)
—sen(2m/6) cos(2m/6)

G =

A Figura 3.12 apresenta os dados simulados a partir do modelo (3.11) usando as diferentes es-
pecificacOes para variancia apresentadas na Tabela 3.1. Os dados foram gerados usando a evolugao

lognormal para \; e Jf nos Modelo 2, 3 e 4.

Modelo 1 Modelo 2

Figura 3.12: Dados simulados para 30 localizacoes ao longo de 60 instantes de tempo para os Modelos

1, 2, 3 e 4 utilizando o modelo (3.11).
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Para verificar o impacto da especificacao da evolucao dos parametros da funcao de covaridncia,
utilizamos a evolucdo baseada na priori gama para ajustar os modelos. Ajustamos cada modelo
utilizando os dados gerados a partir dos respectivos modelos. A Tabela 3.3 apresenta os resultados
para os parametros fixos, ¢ e 72 para todos os modelos ajustados. A variancia de evolucao 72 ¢é estimada
em um valor superior ao valor gerado em todos os modelos, indicando a dificuldade em identificar a
variancia de evolugao. Observamos que o valor verdadeiro do parametro autoregressivo, encontra-
se deslocado em relacdo a média a posteriori, mas estd dentro do intervalo de 95% de credibilidade
a posteriori. A Figura 3.13 apresenta as estimativas para os coeficientes aq: e agr, da componente
harménica para o Modelo 2. Aparentemente, o modelo ajusta-se bem aos dados visto que o verdadeiro
valor encontra-se dentro do intervalo de 95% de credibilidade a posteriori. O intervalo de credibilidade
do coeficiente a1+ estd bem concentrado. Resultados similares foram observados para os outros modelos

ajustados.

¢ =0,75 72=0,10
Modelo | Média IC(95%) Média IC(95%)

M1 | 0,767 (0,735; 0,798) | 1,935  (1,083; 3,163)
M2 | 0,771  (0,743; 0,800) | 7,442  (5,090; 10,437)
M3 | 0,770  (0,742; 0,799) | 3,158  (1,624; 5,425)
M4 | 0,771  (0,742; 0,800) | 4,386  (2,346; 7,857)

Tabela 3.3: Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para os parametros fixos no tempo

para os dados artificialmente gerados com estrutura sazonal.
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Figura 3.13: Média e Intervalo de Credibilidade (95%) a posteriori para os coeficientes da componente

sazonal, ay; (esquerda) e ag (direita), t = 1,...,60, segundo o Modelo 2 para os dados com estrutura

sazonal.

As Figuras 3.14, 3.15, 3.16 e 3.17 mostram as estimativas para os parametros \; e o7 para os
modelos 1, 2, 3 e 4, respectivamente. Observamos que as médias a posteriori destes parametros
quando eles sao fixos no tempo, encontram-se bem préximas do verdadeiro valor. Quando estes
parametros variam ao longo do tempo, o intervalo de 95% de credibilidade a posteriori contém o
verdadeiro valor para todos os tempos. A convergéncia dos parametros também foi verificada através

do critério proposto por Gelman e Rubin (1992).
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Figura 3.14: Histograma da amostra da distribuicdo a posteriori: (a) parametro da funcao de cor-

relacdo, A, e (b) parametro da variancia, o2, segundo o Modelo 1 para os dados com estrutura sazonal.
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Figura 3.15: (a) Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para o parametro da funcao de

2

correlagao, \; e (b) Histograma da amostra da distribuigdo a posteriori para variancia, o, segundo o

Modelo 2 para os dados com estrutura sazonal.
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Figura 3.16: (a) Histograma da amostra da distribui¢do a posteriori para o parametro da funcao de
correlacio, A e (b) Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para variancia, oZ, segundo

o Modelo 3 para os dados com estrutura sazonal.
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Figura 3.17: Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori (a) parametro da funcao de

correlagdo \; e (b) variancia, o7, segundo o Modelo 4 para os dados com estrutura sazonal.
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A equagao (3.10) exibida na Segao 3.6 foi utilizada para fazer a interpolacao espacial, utilizando
o mesmo procedimento descrito na Secao anterior. Inicialmente, retiramos as 2 estacoes exibidas na
Secao 3.7.1 para verificar a capacidade preditiva dos modelos usando essa estrutura de sazonalidade.
O modelo consegue captar razoavelmente bem a estrutura das séries. Para ambas as estacoes retiradas
da andlise, a média a posteriori encontra-se bem proxima do valor verdadeiro, principalmente para a
estacao 2, como pode ser visto na Figura 3.18. Podemos ver na Figura 3.1 que a estacao 2 possui mais
estacoes ao seu redor do que a estacao 1 e, talvez por isso, a previsao para esta estacao tenha sido

melhor. Os Modelos 1, 3 e 4 apresentaram resultados semelhantes e ndo apresentamos aqui.

Estacéo 1 Estacao 2

-2

-4

I v'\’,
— \(erdai},ejro v
— Média) .
4] ¥-- ic(es%)

Verdadeiro | * Y v \
1{: Média v
-- - IC(95%)

-6

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
tempo tempo

Figura 3.18: Previsao para 2 localizagoes, segundo o Modelo 2 para os dados com estrutura sazonal.

Finalmente, a superficie utilizando os verdadeiros valores dos parametros para a grade de 400
pontos em 8 tempos, sob o Modelo 2 encontra-se na Figura 3.19. A superficie verdadeira é calculada
utilizando a equagao (3.10) substituindo € pelos valores verdadeiros utilizados para simular os dados.
A superficie construida com a amostra da distribui¢do a posteriori dos parametros encontra-se na
Figura 3.20. Comparando as duas superficies, verificamos que elas sao semelhantes, ou seja, valores
mais altos sdo observados na mesma regido, embora a superficie prevista pelo modelo é bem mais
suave que a superfice verdadeira. Como esperado, na Figura 3.21 vemos que o intervalo interquartilico

apresenta valores maiores em regices distantes dos valores observados.
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t=34 t=35 t=36 t=37

Figura 3.19: Interpolacao espacial usando os valores verdadeiros dos parametros em 8 tempos consec-

utivos, segundo o Modelo 2 para os dados com estrutura sazonal.

t=30 t=31 t=32 t=33

Figura 3.20: Mediana a posteriori da distribuicao preditiva em 8 tempos consecutivos, segundo o

Modelo 2 para os dados com estrutura sazonal.
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Figura 3.21: Intervalo interquartilico da distribuicao preditiva em 8 tempos consecutivos, segundo o

Modelo 2 para os dados com estrutura sazonal.

3.7.3 Analise dos niveis de PM;y na Regiao Metropolitana do Rio de Janeiro

O poluente PMi, corresponde a particulas inaldveis que ficam suspensas no ar na forma de poeira,
neblina, fumaca, fuligem, etc. A faixa de tamanho dessas particulas é menor que 10 micra. O moni-
toramento destas particulas na atmosfera é de grande importancia pois elas podem causar problemas
a saude humana, principalmente no aparelho respiratério. A cidade do Rio de Janeiro caracteriza-se
por uma topografia peculiar com montanhas relativamente altas, presenca do mar e de mudancas
bruscas no clima que influenciam a dispersao dos poluentes em suspensao na atmosfera. As principais
fontes de polui¢ao do ar da cidade sdo os veiculos automotores, as industrias e a queima de lixo. A
capacidade de dispersao dos poluentes ao longo da regiao depende das caracteristicas topograficas
locais, da direcao do vento, de fatores metereoldgicos, entre outros. Devido a estas diversidades en-
contradas na regiao observamos a necessidade de buscar um modelo que seja capaz de capturar essas
mudancas no espaco e no tempo. Paez e Gamerman (2003) fazem um estudo dos niveis de PMjg

na regiao metropolitana do Rio de Janeiro durante o ano de 1999. Varios modelos espago-temporais
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sao ajustados considerando diferentes especificacoes para as componentes espaciais e temporais. Os
modelos ajustados supoem que a estrutura de covariancia é separavel, isto é, nao existe interacao entre
espaco e tempo. Entretanto, esta hipétese pode nao ser razodvel, de acordo com as caracteristicas da
cidade.

Nossa proposta é ajustar o modelo proposto na Se¢ao 3.3 aos dados de PMig observados numa
regiao da cidade do Rio de Janeiro. Mais especificamente, os dados disponiveis foram coletados
durante o ano de 2002, em 18 estagoes monitoradoras localizadas na regiao metropolitana do Rio
de Janeiro. Estas estagoes sao gerenciadas por diversos orgaos publicos. Neste trabalho usamos 13
estagoes gerenciadas pela Fundacao Estadual de Engenharia de Meio Ambiente (FEEMA) das quais
12 possuem coleta manual e 1 automatica, e 5 estagdes da Secretaria do Meio Ambiente da Prefeitura
do Rio de Janeiro (SMAC) onde a coleta é automdtica. As medidas foram feitas de 6 em 6 dias entre
abril e dezembro de 2002, totalizando 46 observagoes. A Figura 3.22 apresenta o mapa da cidade do
Rio de Janeiro com a localizagdo das 18 estagdes monitoradoras de PMyy. As estagdes que compdem
o estudo, bem como o nimero de identificagao sdo mostrados na Tabela 3.4.

Os niveis de PMjy para cada uma das estagoes ao longo dos 46 dias podem ser vistos na Figura
3.23. Observamos a ocorréncia de dados faltantes em todas as estacoes. As observacoes faltantes
foram estimadas a partir do préprio modelo, j4 que segundo o enfoque bayesiano elas sao vistas como

parametros do modelo.
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Figura 3.22: Localizagao das 18 estacoes monitoradoras de PMig na regiao Metropolitana do Rio de

Janeiro.

ID Estacao ID Estacao

1 Sumaré 10 Duque de Caxias
2 Sao Joao de Meriti 11 Botafogo

3 Sao Cristovao 12 Centro 1

4  Centro 2 13  Manguinhos

5 Bonsucesso 14  Sao Cristovao 2
6 Copacabana 15 Saens Pena

7 Maracana 16 Carioca

8  Nilopdlis 17 Arcoverde

9 Jacarepagué 2 18 Nova Iguagu

Tabela 3.4: Identificacdo das estacoes monitoradoras de P My
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Figura 3.23: Nivel de PMjg observado nas 18 estagoes monitoradoras ao longo dos 46 instantes de

tempo.
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Krigagem Bayesiana para Temperatura e Umidade Relativa

Varios estudos relacionam fatores climatoldogicos com a poluicao do ar. Por isso, neste trabalho
investigamos o efeito de fatores metereoldgicos tais como temperatura maxima e umidade relativa,
nos niveis de PMjg. Paez e Gamerman (2003) utilizaram a temperatura méxima didria medida em
uma unica estagdo como covaridvel. Aqui, os dados de temperatura e umidade foram coletados em 9
estacoes monitoradoras no mesmo periodo do P Mg, sendo que apenas 5 destas estacoes coincidem com
as estagoes medidoras de PMyy. As 4 estagoes restantes sao localizadas em Santa Cruz, Campo dos
Afonsos e nos aeroportos do Galedo e Santos Dumont. Portanto, inicialmente foi utilizado o método
de krigagem bayesiana para prever a temperatura e a umidade para as 13 estagoes de P Mg restantes.
Krigagem significa fazer inferéncia sobre valores nao observados do processo aleatério condicional aos
valores observados. Do ponto de vista Bayesiano, é atribuido uma distribuicao a priori para todos os
parametros envolvidos no modelo.

Seja Y o vetor de observacoes nas n localizagoes s1, .. ., Sn, € Z um processo Gaussiano estacionario
com E(Z(s)) =0, Var(Z(s)) = o2 e fungao de correlagio p(\,||s — s||). A distribui¢ao condicional

2, onde p(s) = 0_; 5;X;(s) com X;

de Y (s) dado Z(s) é normal com média pu(s)+ Z(s) e variancia 7
representando a j—ésima varidvel explicativa, e 72 representando o erro de medida chamado de efeito

pepita. Entao a distribuicao conjunta de Y é normal multivariada tal que
Y|0 ~ N(XB,02V + 721). (3.12)

onde @ = (3,0%,72,)\) denota o vetor paramétrico, V a matriz de correlacio n x n com elementos
p(X;]s; — s5]) e A o parametro da funcao de correlacao. Seguindo o teorema de Bayes e supondo

independéncia a priori, a distribuicao conjunta a posteriori dos parametros é
0Y) o || ~1/2 Ly oxpsv-x Hp(r2)p(A
p(O]Y) o [Z[7 exp § —o( B)YE"( B) ¢ p(B)p(a”)p(T7)p(N),

onde ¥ = 0%V + 721. Em seguida, a distribuicao preditiva das localizacdes ndo medidas é obtida. A
distribuicao preditiva é baseada na distribuicao do processo nas localizagoes nao medidas condicional
as observagoes das localizacoes medidas, e este resultado é obtido através da propriedade da partigao
da normal multivariada.

O modelo (3.12) foi ajustado para cada tempo, separadamente, para os dados de temperatura e

umidade utilizando apenas um nivel. A funcao de correlagao utilizada foi a exponencial. As seguintes

o7



prioris foram utilizadas: 8 ~ N(0,100), A uma gama com média calculada usando a idéia de distancia
méxima discutida na Secdo 3.7.1, e para o e 72, uma priori gama invertida com média igual a variancia
observada e coeficiente de variacao em torno de 0,3. A Figura 3.24 apresenta as séries de temperatura
maxima e umidade relativa para cada uma das 18 estacoes, incluindo as 13 séries previstas pelo

procedimento de krigagem. A temperatura e umidade prevista para estas 13 estagbes correspondem

a média a posteriori da distribuicao preditiva correspondente.
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Figura 3.24: (a) Temperatura méxima e (b) umidade relativa preenchidas para cada tempo ¢, apds a

krigagem bayesiana, para as 18 estacoes ao longo dos 46 instantes de tempo.

Analise Preliminar

Existem padroes internacionais estabelecidos para verificar se uma regiao esta com niveis de particu-
lados em suspensdo na atmosfera prejudiciais & saiide. O padrao médio anual aceitavel é de 50ug/m? e
para as médias didrias o padrao é de 150ug/m>. A Figura 3.25 mostra o grafico de caixa dos niveis de
PMjq para cada tempo, indicando a média didria padrdo e o nivel de atencdo (250ug/m?) fornecido
pelo CONAMA (Conselho Nacional do Meio Ambiente). Podemos observar que as estagoes de Sao
Joao do Meriti (2) e Jacarepagua 2 (9) apresentam niveis acima da média didria padrao para vérios
tempos. A partir da Figura 3.26 verificamos o comportamento dos niveis de PM; nos diferentes dias

da semana. Verificamos niveis mais altos na sexta, quinta e sdbado e niveis mais baixos na terca e no
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Figura 3.25: Distribuicao dos niveis de PMjg para cada instante de tempo.
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Figura 3.26: Distribuicao dos niveis de PM;jy para cada um dos dias da semana.

59



A Figura 3.27 apresenta as séries de PMjg, temperatura maxima e umidade relativa para as
estagOes Sumaré e Jacarepagud 2, que apresentam o menor e o maior nivel de P Mg, respectivamente.
Com o objetivo de obter normalidade dos dados, utilizamos a raiz quadrada de PMiy. A Figura 3.28
apresenta as variancias observadas ao longo do tempo. Para cada tempo, foi calculada a variancia
entre as 18 esta¢oes monitoradoras. Observamos um pico na variancia observada nos dias 24/06 (t=15)
e 28/10 (t=36), que foram os dias em que os niveis de PMjy estiveram bem préximos do nivel de

atencao para algumas estacoes.
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Figura 3.27: Nivel de PMjg, temperatura maxima e umidade relativa para as estagbes Sumaré e

Jacarepagua 2 ao longo dos 46 instantes de tempo.
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Figura 3.28: Variancia observada da +/PMig ao longo dos 46 instantes de tempo.
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Modelo Proposto

Com base nos resultados obtidos na andlise exploratéria dos niveis de PMig, propomos o ajuste do

seguinte modelo

VPMyg, = Fi0, + 6K, K\ (VPMio,_1 — Fi—10,-1) + v, v ~ N(0,%),
F.0; = Bitempy + vrumady + agsegy + astery + asqua + aqquiy + assexs + agsaby,
Br=PB1+wu, wu~NOTE), %=y +wu wxu~N07), op~N©0 )

onde temp; e umidy, representam a média a posteriori da temperatura maxima padronizada e da
umidade relativa padronizada para cada tempo e (segy, ters, quay, quiz, sexy, saby) sao as varidveis indi-
cadoras do dia da semana. Nao conseguimos ajustar os Modelos 2 e 4, onde o parametro de decaimento
da funcao de correlacao exponencial varia ao longo do tempo para estes dados. Uma possivel explicagao
para isso é o fato de que existe uma grande quantidade de dados faltantes e o parametro A; é uma
parametro de dificil estimacao. Para algumas estacoes, a propor¢ao de dados faltantes chega a 37%
das observacoes. Assim, apresentaremos os resultados obtidos com o ajuste dos Modelos 1 e 3 e iremos
focar sobre como o nosso modelo é capaz de prever os dados faltantes.

As prioris utilizadas foram o2 ~ IG(1,1), a, ~ N(0,10), k =1,...,6, (Bo,7) ~ No(0,101).
Os hiperparametros da normal associada para A foram py = —1,84 e Tf = 1,11, escolhidos de
maneira que a partir de 11 km (metade da distdncia méxima) a correla¢ao seja menor que 0,05, e
P(X\ > 6uy) = 0,10. J& para o Modelo 3, os hiperparametros foram i, = 2,25 e 72 = 0, 10, usando a
priori lognormal. Os hiperparametros foram escolhidos de maneira que a média fosse igual a variancia
observada com variancia tal que P(c5 > 10u,) = 0, 90.

Foram geradas 30.000 iteracoes para 2 cadeias. Apds 5.000 iteracoes os parametros convergiram e
foi considerada uma amostra final de tamanho 1.000. Através do critério de Gelman e Rubin (1992)
verificamos a convergéncia dos parametros. A variancia da proposta de transicdo foi encontrada
ap6ds 5000 iteracoes do MCMC. Essas iteragoes foram utilizadas apenas para encontrar a variancia da
proposta. A taxa de aceitagao para \ foi aproximadamente igual a 25% no Modelo 1. Enquanto para
o2 no Modelo 3, a taxa ficou entre 25% e 34%.

Os resultados do ajuste dos dois modelos para os parametros fixos, encontram-se na Tabela 3.5.

Os coeficientes dos efeitos dos dias da semana de segunda e quinta sao positivos e significativos, para
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os dois modelos. Os intervalos de 95% de credibilidade dos coeficientes a1 € a4 nao contém o zero.
Ja o coeficiente de sexta («), é negativo e significativo para o Modelo 1, enquanto para o Modelo 3
nao encontramos significancia estatistica. A média a posteriori do coeficiente autoregressivo ¢ variou
entre 0,979 e 0,992, indicando a forte dependéncia entre os niveis de PMjg corrigidos pela estrutura
de média, no tempo t e t — 1. As variancias de evolugao Tg e 73 foram estimadas usando fator de

desconto = 0,95, devido a dificuldade de estimagao para este parametro como visto na Secao 3.7.2.

Modelo 1 Modelo 3
Parametro | Média IC(95%) Média IC(95%)
¢ 0,979 (0,964; 0,994) | 0,992  (0,981; 0,999)
a 0,184  (0,002; 0,356) | 0,363  (0,051; 0,656)
a2 -0,089  (-0,259; 0,076) | 0,127 (-0,195; 0,446)
Qs -0,118  (-0,284; 0,032) | 0,075 (-0,240; 0,448)
au 0,171  (0,008; 0,331) | 0,460  (0,083; 0,873)
as -0,201  (-0,367; -0,027) | 0,002 (-0,400; 0,421)
o 0,133 (-0,024; 0,282) | 0,273  (-0,080; 0,699)

Tabela 3.5: Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para os parametros fixos no tempo

relativos aos modelos 1 e 3 ajustados para os dados de PM10.

Com o objetivo de verificar a capacidade de ajuste dos modelos aos niveis observados de PMjg,
calculamos uma estatistica sugerida por Gelfand e Ghosh (1998) (ver apéndice A). A estatistica D(m)
foi calculada para cada uma das estacoes e para cada tempo, ou seja, calculamos D(m);, i =1,...,18
e L =46 e D(m);, i = 1,...,46 e L = 18, respectivamente, na equacao (A.1). A Figura 3.29 e a
Tabela 3.6 apresentam os resultados para os Modelos 1 e 3. Verificamos valores menores da estatistica
D para o Modelo 3. Além disso, observamos que apesar da complexidade do Modelo 3, a componente
P, que penaliza a complexidade do modelo, é menor para o Modelo 3 quando comparada ao Modelo
1. Este resultado é confirmado quando observamos este valor para cada estacao e para cada tempo,
sugerindo entao que segundo este critério, o Modelo 3 é mais adequado que o Modelo 1 para o ajuste

dos dados de PMjg. Assim, os resultados que iremos apresentar daqui em diante sdo provenientes do

Modelo 3.

62



Modelo P G D
1 27112 | 12771 | 33497
3 22953 | 11213 | 28559

Tabela 3.6: Critério de Gelfand e Gosh e suas componentes, para os modelos ajustados aos dados de

P M.
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Figura 3.29: Critério de Gelfand e Gosh para cada estagao (a) e tempo (b), para os modelos ajustados

aos dados de PMy.

O coeficiente da temperatura é positivo e significativo para todos os tempos, indicando que com
o aumento da temperatura, observamos um aumento nos niveis de PM7y. Enquanto o coeficiente da
umidade, muda de sinal ao longo do tempo e néao é significativo. Os intervalos de 95% de credibilidade
a posteriori incluem o zero (linha vermelha horizontal), sugerindo que a umidade relativa ndo ajuda
a explicar a /PMjg. Podemos observar também que estes coeficientes realmente variam ao longo do
tempo, como pode ser visto na Figura 3.30. Na Figura 3.31 encontram-se o histograma da amostra
da distribuicao a posteriori para o parametro A usando a priori lognormal, bem como a média e

o intervalo de credibilidade de 95% a posteriori para o pardmetro o?. Comparando com a Figura

3.28 podemos notar que as estimativas para Jg conseguem captar relativamente bem a estrutura

da variancia observada ao longo do tempo, isto é, parece fazer sentido dizer que a variancia evolui
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Figura 3.30: Média (linha cheia) e os respectivos limites de 95% do intervalo de credibilidade (linha

tracejada) a posteriori para (; e 74, segundo o Modelo 3 para os dados de PMjy.
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Figura 3.31: (a) Histograma da amostra da distribuigao a posteriori para o parametro da fungao de
correlacdo, A. (b) Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para variancia, o7, segundo

o0 Modelo 3 para os dados de P M.
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A Figura 3.32 mostra a média e o intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para os dados

faltantes em duas estacbes Sumaré e Jacarepagud. As estimativas parecem bem razodveis e no caso

de Jacarepagud, que é uma estacao localizada mais distante das outras, observamos um intervalo de

credibilidade crescente no final da série. Este resultado provavelmente deve-se a quantidade de dados

faltantes no final da série.
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Figura 3.32: Média e o respectivo intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para os dados faltantes

nas estagoes Sumaré e Jacarepagud, segundo o Modelo 3 para os dados de PMy.

Usando o mesmo critério utilizado para os dados simulados, ajustamos o modelo retirando duas

estagoes, Sumaré e Arcoverde, e em seguida realizamos uma interpolacao espacial para estas estacoes.

Estas estacoes foram escolhidas por serem estacoes com poucos dados faltantes. A previsao ao longo

do tempo encontra-se na Figura 3.33. A média a posteriori para Sumaré encontra-se bem préxima

do valor verdadeiro. As estimativas para Arcoverde estdo mais distantes, entretanto, ainda dentro do

intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para a maioria dos tempos.
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Figura 3.33: Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori da distribuicao preditiva de P Mg

para as estagoes Sumaré e Arcoverde, segundo o Modelo 3.

Finalmente, uma grade regular de 400 pontos é criada e é feita uma interpolagdo espacial nesta
grade para 8 tempos, 25/04/02 a 06/06/02 para o Modelo 3. As superficies estimadas pelo modelo
usando a mediana a posteriori encontram-se na Figura 3.34. Como esperado, observamos nives de
PMjy mais altos na segunda e quinta-feira e mais baixos no domingo. O intervalo interquartilico
a posteriori para o mesmo periodo é apresentado na Figura 3.35. Observamos que o intervalo in-
terquartilico parece aumentar ao longo do tempo. Talvez isto deva-se ao fato de que a maioria dos

dados faltantes esteja no final das séries.
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25/04/02(Qui) 01/05/02(Qua) 07/05/02(Ter) 13/05/02(Seg)

19/05/02(Dom) 25/05/02(Sab) 31/05/02(Sex) 06/06/02(Qui)

Figura 3.34: Mediana a posteriori da distribuicao preditiva dos niveis de PM;o entre 25/04/02 e
06/06/02, segundo o Modelo 3.

25/04/02(Qui) 01/05/02(Qua) 07/05/02(Ter) 13/05/02(Seg)

19/05/02(Dom)  25/05/02(Sab) 31/05/02(Sex) 06/06/02(Qui)

Figura 3.35: Intervalo interquartilico a posteriori da distribuicao preditiva dos niveis de PMiy entre

25/04/02 e 06/06/02, segundo o Modelo 3.
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3.7.4 Analise da Temperatura na Costa Central da Califérnia

Os dados consistem de medidas mensais de temperatura em graus centigrados em 23 estagoes moni-
toradoras localizadas na 5* Regiao Climatica da Califérnia como definida pelo National Oceanic and
Atmospheric Administration (NOAA). As séries temporais correspondem ao periodo de janeiro de 1992
a dezembro de 2002. Os dados foram obtidos através do site do Western Regional Climate Center
(WRCC), www.wrcc.dri.edu. A Figura 3.36 mostra a localizacao das estagbes monitoradoras bem
como a superficie da altitude. As séries temporais para as 23 estacOes sdo apresentadas na Figura
3.37. Em todas as séries observamos um claro padrao sazonal anual com amplitudes e niveis variando
suavemente. Temperaturas mais baixas sao observadas em estagoes com altitudes mais altas. Parece

existir uma relagao linear entre temperatura e altitude.

latitude

36.5
|

-121.0 -120.5 -120.0 -119.5 -119.0

longitude

Figura 3.36: Localizacao das estagoes monitoradoras no estado da Califérnia. A parte central da
area corresponde ao Central Valley. A serra corresponde a fronteira norte-leste, enquanto a costa

corresponde a fronteira sul-oeste.
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Figura 3.37: Temperatura observada em graus centigrados para as 23 estagoes monitoradoras no

periodo de janeiro de 1992 a dezembro de 2002.

Baseados em uma analise preliminar dos dados, modelamos a estrutura de média usando um nivel
variando ao longo do tempo, (p;, uma componente sazonal com um ciclo anual, a1, gy € um termo
linear para a altitude, ;. Temos assim, uma estrutura de média variando no tempo com o objetivo de
capturar possiveis tendéncias globais na temperatura. O modelo proposto é especificado da seguinte

maneira

tempy = F0 + oK K, Y (tempi—1 — Fi10,-1) + vy, v ~ N(0,%),
F0; = pBot + Eay + Bralt,

O; = GOi_1+wy, wp~ N0, W),
onde 0; = (Bot, ar, ), Fy = (1,1,0). O vetor (e, agy) corresponde ao primeiro harménico da

representagao de Fourier da componente sazonal. Neste caso, a matriz de evolugdo G é dada por

1 0 0
G=1 0 cos(2r/12) sin(27/12)
0 —sin(27/12) cos(27/12)
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A correlagao espacial é descrita através da funcao de correlacdo Matérn com parametros, A, repre-
sentando o decaimento da funcao de correlagao e, x, representando a suavidade do processo. Quatro
modelos foram ajustados considerando as diferentes especificacées na estrutura de covaridncia como
especificada na Tabela 3.1, usando a priori lognormal.

As seguintes distribuicoes a priori foram consideradas. Para x usamos N(1,0.3?) seguindo Whittle
(1954) que sugere fixar K = 1. Para a variancia nos Modelos 1 e 2, usamos uma distribuigao gama
cujos parametro de forma igual a 1 e de escala é igual a 1/10, isto é, uma distribui¢do com média 10,
igual a varidncia observada. Para obter uma distribuicao a priori para o nos modelos 3 e 4, usamos
a informacao da distribuicao a posteriori obtida a partir do Modelo 1. Os parametros da normal
associada resultantes foram p, = 0,82 e 72 = 0,009. Para obter uma distribuicio a priori para A,
usamos a suposicao de que a correlacao entre duas estagoes € igual a 0.05 quando a distancia entre elas
é igual a metade da distancia maxima observada, para uma func¢ao de correlagao Matérn com x = 1.
Assim, os parametros da distribui¢do normal associada foram py = 0,052 e 0?\ =0, 36. Os parametros
da distribuigao a priori para A; nos Modelos 2 e 4 foram obtidos a partir da posteriori de A no Modelo
1. O fator de desconto 0 (ver equacao (3.6)) foi fixado em 0.995 para todos os modelos. As prioris
para os parametros da estrutura de média foram 3oy ~ N(0,10%), ayg e ago ambas N(0,10%) e para
B ~ N(0,10%). A variancia de evolucio, neste caso foi estimada usando a idéia de fator de desconto.
Para ¢ atribuimos uma distribui¢do a priori uniforme em (—1,1).

Foram geradas 5000 iteracoes. Apds 1000 iteragoes os tracos dos parametros estabilizaram para
diferentes valores iniciais e essas iteragbes foram descartadas. A Tabela 3.7 mostra a média e o
intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para os parametros fixos no tempo para todos os modelos
ajustados. Notamos que em todos os casos o efeito estimado da altitude é negativo e significativo. A
cada 100 metros de altitude, observamos um decréscimo de aproximadamente 0,5 graus centigrados
de temperatura. O parametro que controla a suavidade na funcao de correlagdo Matérn é bem menor
do que 1, fornecendo evidéncia de que o processo é nao diferencidvel. O coeficiente do processo
autoregressivo, ¢ foi estimado em torno de 0,77 para todos os modelos, indicando que mesmo apés a
inclusao da estrutura de média, ainda resta uma estrutura autoregressiva. Assim, um MLD com erros

independentes provavelmente nao seria apropriado.
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B1 (Deg. Cel./100 mts.) o K
Modelo | Média IC(95%) Média IC(95%) Média IC(95%)

M1 | -0.548 (-0.570; -0.527) | 0.753  (0.729; 0.776) | 0.209  (0.186; 0.233)
M2 | -0.544 (-0.567; -0.521) | 0.770  (0.746; 0.796) | 0.175 (0.164; 0.193)
M3 | -0.590 (-0.620; -0.562) | 0.788  (0.762; 0.815) | 0.210  (0.187; 0.231)
M4 | -0.591 (-0.619; -0.562) | 0.792 (0.767; 0.820) | 0.190  (0.179; 0.208)

Tabela 3.7: Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para os parametros fixos no tempo

para os dados de temperatura.

A Tabela 3.8 apresenta os valores da estatistica proposta por Gelfand e Ghosh (1998) para cada
um dos modelos ajustados. O Modelo 3 tem o menor valor de D. Como esse resultado consiste de
uma soma dupla no tempo e no espaco, calculamos as componentes P, G e D para cada tempo e
cada observacao no espaco. Observe que o Modelo 3 tem os menores valores de D para a maioria das
observagoes no tempo e no espago (Figura 3.38) . Assim as estimativas que mostraremos a partir de

agora sao baseadas no Modelo 3.

Model P G D

1 23621 | 12562 | 29902
2 44214 | 12639 | 50534
3 22982 | 13573 | 29769
4 26781 | 13536 | 33549

Tabela 3.8: Critério de Gelfand e Gosh e suas componentes, para os modelos ajustados aos dados de

temperatura.
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Figura 3.38: Valores das componentes G, P e D para cada estacao (esquerda) e tempo (direita) para

os dados de temperatura.

72



Na Figura 3.39 mostramos a média e o intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para o nivel
Bot e para a amplitude, /a2, + a3,. Aparentemente nao existe tendéncia para o nivel, mas um leve
crescimento é observado para a amplitude. Isto sugere que a diferenca entre meses mais quentes e
mais frios sdo de aproximadamente um grau centigrado durante os 10 anos observados. A Figura 3.40
mostra a distribuicdo a posteriori para os parametros da estrutura de covaridncia, A e o2. Os valores
estimados para A variam entre 10 e 50, indicando uma correlagao significativa entre as estagoes. As
medianas a posteriori para A e k fornecem correlagoes que variam entre 0,59 e 0,92 entre as estagoes.
A média e o intervalo de credibilidade a posteriori para o2 suporta a suposicio de que o parametro
de escala realmente deve variar no tempo, ja que observamos intervalos bem diferentes ao longo do

tempo. Este resultado confirma a anélise preliminar onde as variancias observadas sao diferentes para

diferentes pontos no tempo.
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Figura 3.39: Média e os respectivos limites de 95% do intervalo de credibilidade a posteriori para SBo;

e oy, segundo o Modelo 3.
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Figura 3.40: Painel esquerdo: Histograma da amostra da distribuicao a posteriori para o parametro
da fungao de correlagao, A. Painel direito: Média e intervalo de 95% de credibilidade a posteriori para

varidncia, o7, segundo o Modelo 3 para os dados de temperatura.

Com o objetivo de checar a capacidade preditiva do modelo, ajustamos o Modelo 3 deixando de
fora 2 estagoes e calculamos a distribuicao preditiva a posteriori para cada tempo t como descrito na
Secao 3.6. As estagoes 18 e 22 foram escolhidas e suas altitudes sao respectivamente 801,624 e 6,096
metros. Estas estagoes estao marcadas na Figura 3.36. A comparacao entre os valores observados e
os valores estimados pelo modelo indicam um bom ajuste (Figura 3.41).

A evolugao da superficie de temperatura estimada entre o periodo de janeiro e agosto de 1992 é
apresentado na Figura 3.42. Os resultados s@o compativeis com as temperaturas médias durante estes
meses. Como esperado, observamos temperaturas mais baixas na serra, onde observamos as maiores

altitudes e, temperaturas mais altas no vale central, onde a altitude é menor.
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Figura 3.41: Média da distribuicao preditiva a posteriori, respectivos intervalos de 95% de credibilidade

e valores observados para as estagoes, 18 e 22, segundo o Modelo 3 para os dados de temperatura.
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Figura 3.42: Mediana a posteriori da distribuigao preditiva das temperaturas estimadas na Califérnia

em graus centigrados, segundo o Modelo 3.
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Figura 3.43: Intervalo interquartilico a posteriori da distribuigao preditiva das temperaturas estimadas

na Califérnia em graus centigrados, segundo o Modelo 3.

Com o objetivo de verificar a capacidade de fazer previsao temporal, o modelo foi ajustado deixando
de fora um ano. Em seguida, calculamos a previsao temporal 12 passos a frente, conforme descrito
na Secao 3.6. Os resultados para quatro estagdes encontram-se na Figura 3.44. Os resultados sao

bastante satisfatérios, indicando a capacidade do nosso modelo em fazer previsao temporal.
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Figura 3.44: Previsao temporal 12 passos a frente para quatro estacoes, segundo o Modelo 3 para os

dados de temperatura.
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Para verificar o ajuste do modelo, calculamos a distribuicao preditiva um passo a frente para cada

localizagao. Seja u(s) uma varidvel aleatéria para cada localizagao s definida como
u(s) = P(Xep1 < yega(s)lyils),i = 1,..., 1),

onde X311 denota uma varidvel aleatéria cuja distribuigao é a distribuicao preditiva um passo a frente
da temperatura no tempo ¢, localizagdo s, condicional a todos os parametros e y;41(s) denota a
observagao verdadeira. De acordo com Rosenblatt (1952), u.(s), t = 1,...,T — 1 sao independentes e
uniformemente distribuidos. Note que a distribuicao preditiva um passo a frente da temperatura para
qualquer localizagao é normal. Assim, para cada iteragdo do MCMC apds a convergéncia, obtemos uma
colecao de amostras de variaveis aleatérias que devem ser independentes e uniformemente distribuidas.
Consideramos uma transformacio para normalidade dada por ®~!(u;(s)) (Kim, Shepard, e Chib 1998).
Para checar que estas varidveis sao independentes e normalmente distribuidas, calculamos os graficos
dos quantis para cada localizacdo e observamos que os resultados foram satisfatérios. A Figura 3.45

mostra o grafico dos quantis tedricos e estimadosda distribuicao normal para a estacao 1.

Estacao 1

Sample Quantiles

-2

-4
|
o

T T T T I
-4 -2 0 2 4

Theoretical Quantiles

Figura 3.45: Grafico dos quantis tedricos da distribuicao normal para a estagao 1, segundo o Modelo

3 para os dados de temperatura.
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Neste capitulo apresentamos uma classe flexivel de modelos espaco-temporais com funcgoes de
covariancia nao separaveis, e nao estaciondrias no tempo e no espaco. Essas caracteristicas sao obtidas
através da evolucao temporal dos parametros da funcao de covariancia espacial. O modelo proposto
pode ser escrito sob a forma dos modelos dindmicos, e os momentos de primeira e segunda ordem sao
modelados conjuntamente. Os parametros da estrutura de média sdo bem estimados e os resultados
da interpolagao espacial e previsao temporal k passos a frente sao satisfatérios. O ajuste do modelo
proposto aos conjuntos de dados reais, demonstram que a evolucao da variancia temporal é mais
intuitiva do que a evolucao temporal do parametro que controla o decaimento da fungao de correlagao

exponencial .
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Capitulo 4

Processos Autoregressivos com

coeficientes variando espacialmente

Neste Capitulo é feito inicialmente uma revisao de Modelos Autoregressivos para séries temporais. Na
Secao seguinte apresentamos o modelo proposto, que pode ser visto como uma extensao do modelo
apresentado no capitulo anterior. Como permitimos que os coeficientes autoregressivos variem ao longo
da regiao D, chamamos este modelo de processos autoregressivos variando espacialmente. Na Secao
4.3, discutimos as prioris atribuidas para os coeficientes do modelo autoregressivo. O procedimento
de inferéncia utilizado para obtencao das amostras da distribuicao a posteriori encontra-se na Secao
4.4. Na Secao 4.5 calculamos a distribuicao preditiva do modelo usada para fazer previsao temporal
e interpolacao espacial. Finalmente, na Secao 4.6 generalizamos o modelo proposto, considerando a

ordem dos processos autoregressivos desconhecida.

4.1 Modelos Autoregressivos

O modelo autoregressivo é um modelo de regressao linear no qual as variaveis regressoras sao os valores
do processo em p instantes anteriores (Box, Jenkins, e Reinsel 1994). Vamos denotar os valores do

processo no tempo t, t — 1, t —2,... por Xy, X¢_1, Xi_o,... Assim,

P
Xi =) 60X j+e, (4.1)
j=1
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é chamado modelo autoregressivo de ordem p, ou AR(p), onde (¢1, ..., ¢p) é um vetor de coeficientes e
€; 6 um processo aleatério normal com média zero e variancia 72. Seja B o operador backward definido
t

por BX; = X;—1. O modelo AR(p) pode ser escrito através do operador autoregressivo de ordem p,

¢(B)=1—¢1B — ¢p2B* — ... — ¢, BP da seguinte forma,
¢(B)Xt = €,
ou ainda,
Xt = w(B)eta

onde (B) = ¢(B)~!. Os processos autoregressivos podem ser estaciondrios ou nio estacionarios.
Para que o processo seja estaciondrio, os coeficientes ¢1, ..., ¢, devem ser escolhidos de maneira que
a série 1 (B) seja convergente, isto é, finita.

Vamos considerar, por exemplo, o processo autoregressivo de primeira ordem, AR(1), isto é,
Xy = ¢Xi 1 + €&,
ou ainda, usando o operador diferenca
(1—¢B)X: = €.

Assim,
1

(1-¢B)

Logo, ¥(B) = (1 — ¢B)~! = 220 #" BJ. Assim, ¢(B) converge se |¢| < 1, garantindo assim a

00
X = Et:(1+¢1B+¢)232+...)6t:qu)‘jet,]’.
7=0

estacionariedade do processo. Esta condicao é equivalente a dizer que a raiz do polinémio ¢(B) = 0 esta
fora do circulo unitario. O polinémio ¢(B) = 0 é conhecido também como polinémio caracteristico.

Voltando ao caso geral de um AR(p), temos que o polindémio caracteristico é dado por

P p
¢(B)=1-> ¢;B' =[(1-;B),
j=1 j=1
onde (aq,...,qp) sdo as raizes reciprocas de ¢(B) = 0. Usando o operador diferenca podemos rees-

crever a equagao (4.1) como

(1 — O[jB)Xt = €¢.
1

p
Jj=
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De acordo com esta parametrizacdo o processo é estacionario se e somente se || < 1,V j, ou seja,
se as raizes de ¢(B) = 0 estiverem fora do circulo unitario.
A fungao de autocorrelagdo de um processo AR(p) estacionério com média E(X;) = 0 e covariancia

v(k) = E(X¢, Xt4y) é dada por

Pk = P1pp—1 + P2pp—2 + ... + Qppr—p, k>0,

onde v(0) = Var(X:) e pr = %. Para maiores detalhes ver Box, Jenkins, e Reinsel (1994). A

equacao acima é chamada de equacdes de Yule-Walker e elas sao utilizadas para obter estimativas
dos coeficientes ¢1, ..., ¢, através das autocorrelagoes estimadas. A variancia de um processo AR(p)
como func¢ao das autocorrelagoes é dada por

7.2

Var(X;) = .
(%2) L —p1¢1 — papo — ... — ppdyp

O processo AR(p) pode ser escito na forma dos Modelos Lineares Dinamicos através das seguintes

equagoes
X, = F'b,
O = GOi—1 + wy,

onde F = (1,0, ce ,O)I, et = (.’Bt,.’Bt_l, ce 7xt—p+l)/7 Wt = (Et,o, ce ,0) e

b1 P2 @3 - @y
1 0 0o --- 0
G = 0 1 0o --- 0
o 0 ... 1 0

Os autovalores da matriz G correspondem as raizes reciprocas do polinomio caracteristico ¢(B) = 0.
As raizes reciprocas ou, autovalores, o, podem ocorrer através de C' pares de raizes conjugadas e
complexas e R raizes reais, levando a p = R + 2C. Vamos denotar as raizes reais por a; e os pares
:I:iwj

de raizes complexas por rje , aj, rj e wj sao quantidades reais com w; > 0. Segundo West (1997)

podemos decompor os processos autoregressivos da seguinte forma
c R
Xe=> 25+ > v
Jj=1 J=1
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onde z;; e y;; sao processos latentes correspondentes as raizes complexas e reais, respectivamente.
Cada y;; segue um processo autoregressivo de primeira ordem AR(1) com coeficiente a;, e cada z;
segue processos autoregressivos médias méveis ARMA(2,1), cujo componente AR(2) representa o
comportamento quase perfodico, com periodo 27/w; e médulo ;.

Os processos autoregressivos de ordem p podem ser utilizados na modelagem de dados para de-
teccao de tendéncia e sazonalidade. As raizes reais positivas fornecem persisténcia e as raizes com-
plexas capturam periodicidades. Estas caracteristicas sao comumente encontradas em dados ambi-
entais. Quando as raizes encontram-se fora da regidao de estacionariedade, o processo apresenta um
comportamento explosivo. Suponha agora que observamos séries temporais em diferentes localizagGes.

Neste caso, temos um AR(p) para cada localizagao s, isto é,

Xi(s) = Z @bj(S)thj(S) + €(s),
j=1

J

ou

H(l — o (s)B)Xi(s) = &s).
j=1

Para obter interpolagoes espaciais nao explosivas, devemos garantir que os coeficientes para cada
localizacao s estejam na regiao de estacionariedade. Se impomos distribuicoes a priori adequadas
para as raizes o;(s) obtemos estacionariedade temporal, resultando em superficies espaciais suaves.
A secao seguinte apresenta uma generalizagao do modelo espaco-temporal proposto no Capitulo 3, ao
considerar que os coeficientes do AR(p) variam suavemente ao longo do espago. Distribuigdes a priori

adequadas sao utilizadas, de maneira a garantir interpolagoes espaciais coerentes.

4.2 Generalizacao do Modelo de Convolugao Espacial Discreta

Seja Yy = (Yi(s1),...,Yi(sn)) o vetor de observagoes de um processo espago temporal na regiao D.

Assim, propomos o seguinte modelo

Y, = Flo,+ KX, (4.2)
p

X = > ®Xij+e, e~NOTL)
j=1

0 = GOi_1+wy, wp~ N0, Wy)
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onde F/f; representa a estrutura de média evoluindo no tempo e X;, que captura as estruturais locais,
é um processo autoregressivo multivariado de ordem p com coeficientes ®; = diag(¢;(s1),...,¢j(sn)),

j=1,...,p. Seguindo (4.2) podemos reescrever o modelo da seguinte forma

p
Flo,+> &KX, j+ Ke
j=1

Y,

p
Flo+Y ®;(Yij— F_j0,-5) + v
=1

Y,

p
Yy o= Y @V +v, v~ N(0,778),
j=1

onde Y* =Y, — Fl0, e ¥ = KK’ = 0?p(||.||; A, k) representando a matriz de covariancia espacial, com
A denotando o parametro que controla o decaimento e xk o parametro que controla a suavidade do
processo. Assim, Y;* é um AR(p) multivariado com coeficientes ®;, variando no espago, e covariancia
correlacionada espacialmente, ¥. Vamos denotar o nosso modelo como SVAR(p). O modelo proposto
considera que os coeficientes do AR(p) multivariado variam espacialmente, implicando que para cada
localizacao temos uma série temporal modelada através de um processo autoregressivo com uma
ordem comum para todas as localizacoes, entretanto cujos coeficientes mudam suavemente ao longo
da regiao. Como pode ser visto, o modelo proposto aqui é uma extensao do modelo em (3.4), onde os
coeficientes da componente autoregressiva variam espacialmente. Sendo assim, neste capitulo vamos
focar principalmente nas prioris para estes coeficientes, ja que particularidades tais como modelagem
da média e estrutura de covariancia ja foram abordadas e discutidas no capitulo anterior.

A estrutura de covariancia é dada por

min(i,)
cou(y(t,si),y(t',s)) = Y Kimkjmp(t — 572, (sm)),
m=1
onde ®(sy,) = (41(Sm), .-, Pp(sm)). Note que neste caso a covariancia é nao separavel mesmo con-

siderando a matriz de covaridncia espacial X, fixa no tempo. O processo é estacionédrio no tempo, e

nao estacionario no espaco. Condicional as p primeiras observagoes, a verossimilhanca é dada por

/!

T |E|—1/2 1 T p X P
(22 | P T2 DR RAEDIE N I DAY I Al I (4.3)
t=p+1 t=p+1 =1 =1

Vamos fixar 72 = 1, j4 que como antes apenas o produto o272 é identificivel.
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Como discutido na Segao anterior, os coeficientes ®;, j = 1,...,p de um AR(p) estao definidos
em um espago que € muito dificil de especificar. Assim, vamos representar o modelo proposto em
funcao das raizes reciprocas. Para uma localizacao s podemos representar o modelo usando as raizes

reciprocas e o operador diferenca da seguinte forma
P
H (1= a;(s)B)y;(s) = vi(s),

com «j(s), j = 1,...,p, denotando as raizes reciprocas. Suponha que p = R + 2C, isto é, as raizes
reciprocas ocorrem como R raizes reais e C' pares de raizes complexas e conjugadas. Vamos denotar

as rafzes reciprocas reais por a; e os pares de raizes complexas por rje et

; aj, rj e wj sao quantidades
reais com w; > 0. Assim, podemos escrever a série temporal decomposta como
R
[1a

C
—aj(s)B) [T = rj(s)e™1 O B)(1 — rj(s)e i) B)y; (s) = vy(s),
j=1 J=1

ou ainda,
R C
H(l —a;(s H (1 —2r;(s)cos(wj(s))B + r?(s)Bz)yf(s) = vy(s).
j=1 j=1

A relacao entre os coeficientes do processo autoregressivo, ®; e as raizes reciprocas reais e com-
plexas, aj, rj e wj ¢ mostrada no apéndice B.

Seguindo a funcdo de verossimilhanca em (4.3), os parametros do modelo sdo (02, \, &, 04; ¢
1,....,T,a5,7=1,...,R,rj,wj,j=1,...,C),onde a; = diag(a;(s1),...,a;(sn)), r; = diag(rj(s1),...,

ri(sn)) e w; = diag(w;(s1),...,w;j(sn)).

4.3 Distribuigao a priori para os coeficientes do SVAR(p)

Com o objetivo de garantir estacionariedade do processo, os coeficientes da componente AR(p) (41, ..., ¢p)
devem ser restritos a um espago que é muito dificil especificar. Valores no limite da regiao de estaciona-
riedade produzem séries temporais com padroes ciclicos, e valores fora da regiao de estacionariedade,
produzem processos com comportamento explosivo que pode trazer problemas para fazer previsoes
(Box, Jenkins, e Reinsel 1994). Do ponto de vista bayesiano, prioris adequadas para os coeficientes
do AR(p) garantem a estacionariedade do processo. Entao, se impomos uma priori para as raizes

do polinémio caracteristico «j,j = 1,...,p, com a restricao |a;| < 1 induzimos uma priori para
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(¢1,...,¢p) que garante a estacionariedade do processo AR(p). Huerta e West (1999) propéem uma
classe de prioris considerando essa parametrizagao. No caso do SVAR(p), precisamos garantir que o
vetor de coeficientes seja restrito a um determinado espacgo, de maneira que satisfaca as condicoes de
estacionariedade.

Condicional a C' e R, assumimos prioris independentes para as raizes reciprocas «;, distinguindo
entre os casos real e complexo. Inicialmente vamos descrever as distribuicoes a priori para as raizes

reais.

Raizes reais

Para garantir que os coeficientes resultantes estejam na regiao de estacionariedade, impomos uma
estrutura a priori para as raizes reais tal que,

2 U,
a;(s) = _2exp(¥y(s)) 1, (4.4)
1+ exp(V;(s))
onde ¥; é um processo Gaussiano com média zero e matriz de covariancia espacial, ¥; conhecida.

Essa transformacao garante que, —1 < a;(s) < 1, paratodosej=1,...,R.

Raizes complexas

Seja (7;(s),w;(s)) os parametros referentes ao par de raizes complexas e conjugadas, rjeii“’j, para lo-
calizacao s com j = 1,...,C, onde 7;(s) representa o médulo e \j(s) = 27 /w;(s), o periodo da compo-
nente quase periodica zj; correspondente a este par de raiz complexa. Para garantir estacionariedade,
definimos 0 < rj(s) < 1e2 < Aj(s) < Ay, com A\, = T/2. Vamos denotar ¢1;(s) = 2r;(s) cosw;(s)
e ¢2j(s) = —rj(s)%. Atribuimos prioris para ¢1; e ¢o; ao invés de prioris para r; e w;. Temos as

seguintes restricoes a priori e, consequentemente, a posteriori para ¢1; e ¢z;
$15(5) € (l1j(s),125(s)) e ¢2(s) € (—1,0),

onde 11(s) = —2(—¢2;())"/? e laj(s) = 2 cos(4m/t)(—pa;(s))"/*.

Desta forma, atribuimos as seguintes prioris para ¢1; e ¢2;:

(I2j(s) — l1;(s)) exp(¥1;(s))
1+ exp(¥y;(s))

+ly e ¢2j(s):1f‘fx(§gij2))—1, (4.5)

P15(s) =
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onde Vq; ~ GP(0,X1;) e ¥a; ~ GP(0,X9;), com X;; e ¥g; conhecidas.
A escolha de X;, ¥1; e Yg; é um passo importante para o ajuste destes modelos. Vamos supor

Y = ajz-p( ||.[; Aj). Inicialmente, devemos escolher uma funcao de correlagdo que seja suave ja que
estamos supondo que os coeficientes variam muito suavemente no espaco. A escolha da variancia
0? também é de suma importancia, pois se o2 for grande, obtemos uma priori para a; que da peso

: p , P 7 for g , priori para a; q P
maior para os valores extremos, assim como se 032 for pequeno estaremos atribuindo uma priori muito
concentrada em torno do zero. A Figura 4.1 mostra o histograma da distribuicdo a priori de uma
raiz real a; em uma determinada localizagao s;, ilustrando estas duas situacoes. Quando 0]2- = 0,5,
o histograma ¢ bem concentrado em torno do zero, dando alta probabilidade a priori de a; ser zero.
Quando O'JQ- = 10, observamos uma alta probabilidade a priori nos valores extremos. Assim, escolhemos

2d i b distribuica imad if i’ il d
o; de maneira que obtemos uma distribuigao aproximadamente uniforme para os a;’s, como ilustrado

na Figura 4.1 quando 0]2- = 2,5. O parametro que controla o decaimento da fungao de correlagao é

escolhido baseado na idéia de distancia maxima discutida no Capitulo anterior.

sigma_j*2=0.5 sigma_j*2=10 sigma_j"2=2.5
3 _— - -
o~ @« _
N B ] c
—
3 4 3 } © |
© o
2z 31 29| 2
[%2] [%2) (%]
5§ © S @ | g S
Qo o] o ° o °
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-0.5 0.0 0.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
a_j(s_i) a_j(s_i) a_j(s_i)

Figura 4.1: Comparacao da distribuicao a priori para a;(s;), utilizando 0]2- =0,5, O'JQ- =10e 0'J2- =2,5.

4.4 Procedimento de Inferéncia

O procedimento de inferéncia para o modelo SVAR(p) proposto usando a estrutura de prioris des-
crita na secado anterior é desenvolvido usando métodos de simulacido estocastica. As amostras da

distribuicao a posteriori sao obtidas através de métodos MCMC, tais como o amostrador de Gibbs e
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Metropolis-Hastings (Gamerman e Lopes 2006).
Considerando a funcao de verossimilhanga em (4.3) e supondo independéncia a priori dos parametros
do modelo, a distribuicao a posteriori conjunta é proporcional a

T T R C
p®ly) o< | T] pwelve—p,- - ye-1,0) lﬂp(@!@t_l)l p(00)p(a®)p(Np(s) | [T plag)| | T] p(ori)p(d2) | (4.6)
t=1 j=1 j=1

t=p+1

Para que o algoritmo de MCMC seja implementado, devemos calcular a condicional completa para os
parametros do modelo. A seguir, apresentamos, o esquema de amostragem para obtencao de amostras

a posteriori para cada um dos parametros do modelo.

Amostrando as raizes reais

Condicional as rafzes reais, seja zi; = [[5-, (1 — a;B)y; a série temporal sem a j-ésima raiz real
9 ] =1 t 9
i#j
pode-se mostrar que z;; ¢ um AR(1) multivariado com coeficiente a;. Assim,

Zjt = QjZjt—1 + U,

onde a; = diag(a;j(s1),...,aj(sn)) com —1 < aj(s) < 1, Vs e vy ~ N(0,X) com ¥ = KK’'. Como

atribufmos priori para ¥; ao invés de aj, vamos calcular a condicional completa para V¥;:

T
p(W5) o T plzielg(¥y)) x | Ju,| x p(¥;),
t=p+1
n o _2exp(Wylsy) ¢ o jacobiano da transformacao, por atribuir priori para ¥, e nao
i=1 (Texp(¥; ()2 © 0 0, P prior para =,

a;. A distribuicao condicional completa para ¥, nao corresponde a nenhuma forma de densidade

onde |Jy,| =

conhecida e, portanto, o algorimo de Metropolis-Hastings serd utilizado para obter amostras desta
distribuicao. Usaremos como distribuigao proposta, ‘llg ~ GP(\IJB?, U), isto é, um processo gaussiano

centrado no valor corrente com variancia U. A probabilidade de transigao é dada por

. {1 p<\1/§|.>q<w5|\1/§>}
B(Ua(WTS) |

Assim,
p(WE])q(ws|wh) [Ty 1 v (zjelg(¥8), ) x | Jaz| x (W50, %)
p(WS1)a(UEIS) I fn(2elg(5), 2) x [ Jue| x fn(W50,55)
onde fn(.|u, @) denota a densidade de uma distribuigao normal multivariada com média u e variancia

6.
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Amostrando as raizes complexas

Condicional as raizes complexas, seja zj; = ]_[f6 Aj(l — o;B)y; a série temporal sem o j—ésimo par
de raiz complexa e conjugada. Pode ser mostrado que zj é um AR(2) multivariado com coeficientes
15 = 2rjcoswj e ¢g; = —7“]2- e variancia ¥ onde A; representa o conjunto de todas as outras raizes.
Assim,

Zjt = O1j%ji—1 + P2jZji—2 + V¢,

onde ¢1; = diag(¢1;(s1),...,015(sn)) € P25 = diag(p2;(s1),-..,¢2j(sn)). Similar ao caso anterior,

calculamos a condicional completa para W,;;, ¢ = 1, 2:

T
p(Wy5l.) o HP(th|9(‘I’ij)) X |Jy; | X p(Wij),
t=p
n 12—11) exp(V1;(s; n exp(Wa,(s; ~ . .
onde |[Jy,,| = [}, ((1+e)3p(‘l1,)1(j(;z)())2)) e [Ju,,| = izl% sdo os jacobianos da trans-

formacao, por atribuir prioris para Vi; e Wy; ao invés de ¢1; e ¢o;, respectivamente. Para simular
V;;, usaremos o algoritmo de Metropolis- Hastings com distribui¢ao proposta: \Ilfj ~ GP(\II%, i)
onde W7, ¢ o valor corrente e U; a variancia da proposta. A razao de Metropolis-Hastings utilizada no
cédlculo da probabilidade de transicao é dada por
p(Py1)a(Pg 1wy [ A I (2t g(27)), ) x |J\I/§’j‘ x fn (710, 34)
p(PG1)a(19E) T, Fa(zielg(85)), B) x [ Jwe | x fn (9510, Zi5)

Amostrando os parametros da fungao de covariancia

Seja ¥ = o2p(||.||; A\, k), a funcao de covariancia do SVAR(p), temos que
p p
ve= 10— ;B =y =Y P57,
3=1 j=1

onde v; ~ N(0,02V) com V denotando a funcdo de correlacdo. Se atribuimos uma distribuicio a

priori gama invertida para o2, isto é, 02 ~ IG(a,b), a condicional completa para o2 é
1 T
-1
+aig > vV o +b
t=p+1

n(T—-p-1)

2
.~ IG
o 5

Ja para o parametro que controla o decaimento da funcao de correlagdo, podemos atribuir a

seguinte priori, A ~ Ga (%, %) A distribuicao condicional completa de A nao possui nenhuma forma
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conhecida e, portanto, precisamos usar o algoritmo de Metropolis-Hastings para obter amostras da
distribuicao a posteriori. Utilizamos como distribuicao proposta uma distribuicao lognormal cuja
normal associada é centrada no valor corrente com variancia U, isto é, \? ~ LN (A°,U). A razao de
Metropolis-Hastings é dada por

pOPL)gOe Ny Tl S (00, 57) X fea (%, %)p X fon (AP, U)

POATIGNIA) T fa(wr]0,29) x foa (%.5) % fLn e, )

onde fgq(a,b) é a densidade da distribuicao gama com parametros a e b, e frn(.|u,0) é a densidade
da distribuicao lognormal cuja normal associada tem média y e variancia 6.

Para o parametro que controla a suavidade da funcao de correlagao, atribuimos uma priori, K ~
N(py,0?). A distribuicio condicional completa de x também nio possui nenhuma forma conhecida e,
portanto, usamos o algoritmo de Metropolis-Hastings para obter amostras da distribuicao a posteriori.
Como k > 0, utilizamos como distribuicdo proposta uma distribuicao normal truncada centrada no
valor corrente com variancia U, isto é, kP ~ N CT[O’OO}(KC, U). Dessa forma, a razao de Metropolis-
Hastings é dada por

p(rP|)q(ko)wP) Ty SN (0|0, 2P) X (WP |, 072) X g ooy (R€|RP,U)
p(RL)a(RPIRe)  TT i v (ve]0,59) X fv (K€ aw, 02) X iy oy (KP|R€,U)

)

onde fnry,, (-1, 0) é a densidade da distribui¢ao normal truncada no intervalo [a,b] com média p e
variancia 6.
Amostrando o vetor de estados

Vamos inicialmente definir, Z; = Y; — Z?Zl ®;Y;_;, condicional a (®1,...,P,) e a X, temos que

p
Zy =Y —®;F_jb_j+uv, v~ N(0,5),
j=0

onde &y = —I. Reescrevendo na classe dos MLD’s, temos

Zy = F{‘HZ‘ + v, U~ N(O, Zt)

0F = GO +w, w o~ N(O,W}).

Como visto no Capitulo 2, devemos especificar a quadrupla {F}", G;, V,*, W} dos MLD’s. A matriz

de regressao dinamica F}" é a concatenagao de (p + 1) matrizes de dimensao (n x r). Cada matriz é
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dada por —<I>th’7j com j =0,...,p. A variancia do sistema é a matriz de covaridncia espacial, isto
é, V¥ = ¥, com dimensao n x n. Finalmente, a matriz e a variancia de evolugao sao exatamente
as mesmas discutidas na Segao 3.5.1. O algoritmo FFBS descrito na Secao 2.2.1, serd utilizado para
obter amostras da distribuicao a posteriori para 64, ..., 0.

Como podemos observar, precisamos especificar ®;, j = 1,...,p, para amostrar os parametros da
funcao de covariancia e o vetor de estados. O apéndice B apresenta como calcular os ®;’s como funcao

das raizes reciprocas reais e complexas.

4.5 Previsao Temporal e Interpolacao Espacial

Suponha agora que Y;" represente o vetor das observagoes em localizagoes nao medidas e Y; o vetor das
observagoes em localizagoes medidas a cada tempo ¢. A distribui¢ao conjunta de (Y7, Y;*), condicional
ao vetor paramétrico, e as p observagoes anteriores é uma distribuicdo normal multivariada de modo
que

Yy N FY O + Z?:l q’?(YH - thijetfj) XY v

v F{'0p + 3751 @3 (V5 — F{L;6—5) Xy
onde F} e F}* correspondem as matrizes de regressao dinamica nas localizagoes medidas e nao medidas,
respectivamente. Analogamente, <I>§4 e @ correspondem ao vetor de coeficientes do SVAR(p) para as
localizacoes medidas e nao medidas. A matriz de covariancia ¢ dividida em 4 blocos, ¥, é a matriz de
covariancia para as localizagoes medidas, ¥, a matriz de covaridncia para as localizacoes nao medidas
e Myy € Xyy Sa0 as matrizes de covariancia entre as localizagoes medidas e nao medidas.

A distribuicao preditiva é calculada pela seguinte integral
p(1¥) = [ p(710. Y)p(OlYi)de, (1.7)

onde p(O|Y;) é a distribuicao a posteriori especificada em (4.6). Utilizando o resultado da particao da

distribuigao normal multivariada como descrito em Anderson (1994), obtemos
Y'|Y;, © ~ Nluj +Z"(ZV) 1Y — p), (B¢ — EW(Y) 1Dv), (4.8)

onde pf = FY0,+ 30 ®(Yij — F/ ;0,—;) e pi = F0, + 35, ®4(Y,"; — F{* ;0;—;). Como podemos

obervar, a quantidade @} ¢ desconhecida e, portanto, precisaremos calcular esta quantidade antes do
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calculo da distribuicao preditiva. Para obtengao de @7 utilizaremos o mesmo resultado da particao da
normal multivariada, através de ¥;, ¥1; e Wo; que seguem processos gaussianos com hiperparametros
conhecidos.
A integral em (4.7) pode ser calculada usando a aproximacao de Monte Carlo
| M
p(Y'Y) = i Z p(Z:|0™,Yy)
m=1
onde ©™ denota a m—ésima amostra da distribuigao a posteriori do vetor paramétrico © e M denota
o total de amostras da distribuicao a posteriori do vetor paramétrico ©.
Para calcular a previsao temporal para k passos a frente, é necessario calcular a seguinte dis-

tribuicao preditiva. Para simplificar a notagao, vamos assumir p = 1. Assim,

p(Yrix|Yir) = /p(YTHc’FTJrk;YT+k71a9T+k7 ®, 0% Np(Orsr | 0711, W)
p(Yrik-1|Frik—1, Yrik—2, 07451, ®, 0%, Np(Or k-1 | Or1p—2, W) ...

op(®,0% A, 0, ... 07|Yp)d(®, 0% A6, ..., 00, ).

A integral acima pode ser aproximada por

1 M m m m m
p(Yrik|Yir) = i > p(YT+k|FT+k9§1+)k + o(m) (YTJrkfl - FT+k719rEp+)k_1) , 20y,

m=1
4.6 SVAR(p) com a ordem p desconhecida

Geralmente para encontrar a ordem de um AR(p), ajustamos modelos com diferentes ordens e de-
cidimos qual o valor adequado de p baseado nos residuos. Os métodos AIC (Critério de Informagao
de Akaike) e BIC (Critério de Informacao Bayesiana) propostos por Akaike (1974) e Schwarz (1978),
respectivamente, seguem esta idéia e podem ser utilizados para decidir a ordem do modelo. Do ponto
de vista Bayesiano, p é visto como um parametro do modelo e uma priori deve ser atribuida a p.
A distribui¢ao a posteriori para p é geralmente intratavel e técnicas de simulagao tais como MCMC
baseado em saltos reversiveis (Green 1995) podem ser utilizadas. Prado e Huerta (2002) consideram
um modelo, onde os coeficientes da componente autoregressiva evoluem temporalmente através de um
passeio aleatério. Além disso, a incerteza sobre a ordem do modelo é incorporada usando um passeio

aleatério discreto de primeira ordem.
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Uma extens@o natural do modelo proposto é considerar que a ordem do SVAR(p) é desconhecida.
Discutimos aqui as diferentes tentativas de prioris para a modelagem da incerteza da ordem do modelo e
os diversos problemas encontrados. Na Subsecao 4.6.1 apresentamos uma priori de mistura com massa
de probabilidade no zero e na Subsecao 4.6.2 apresentamos um priori de mistura baseada em duas

distribuigoes continuas.

4.6.1 Priori de mistura com massa de probabilidade no zero
Raizes Reais

Inicialmente, consideramos a seguinte priori de mistura

p(aj|mr) = mrf(a;) + (1 —7wRr)do, j=1,...,Ry4,

onde g é uma funcao degenerada em zero. A nossa priori faz a; = 0, V s, com probabilidade 1 — 7g,
ou a; # 0 e densidade f(a;), com probabilidade 7r. O nidmero de raizes reais pode ser menor do que a
ordem méxima especificada, Ry. Assim, a priori de mistura com ponto de massa em a; = 0, implica em
incerteza na ordem do modelo. Observamos que a ordem do modelo muda se qualquer uma das raizes
for igual a zero. Utilizamos a mesma transformagao utilizada anteriormente, ou seja, assumiremos

ZEXP(%)) —1com ¥; ~ GP(0,%;), a; = diag(a;(s1),...,a;(sy)) tal que —1 < a;(s) < 1,

que a; = 14exp(¥;

j=1,...,Ry. Assim, a densidade f(a;) resultante é dada por

L+as) s [logl—i_aj

l—a,j

J

Flag) = (2m) "1 2 exp {—; [log

Seja I(a;) uma varidvel indicadora tal que

1, se a; #0,
I(a;) = ’
0, se a; =0.
Assim, I(a;) ~ Bernoulli(rg) tal que p(I(a;) = 1) = 7R, ou seja mp é a probabilidade a priori
da j—ésima raiz real estar presente. A maneira usual de tratar modelos de mistura é através da
introducao de varidveis aleatérias indicadoras nao observaveis. Estas varidveis especificam de qual

componente da mistura cada observagao é amostrada (Gelman, Carlin, Stern, e Rubin 2004). Neste

caso, a varidvel indicadora I(a;) indica se a; vem de uma densidade f(a;), ou se a; = 0.
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Huerta e West (1999) propoem uma classe de prioris considerando uma priori de mistura para
as raizes reciprocas de um AR(p). Esta classe de prioris, além de considerar a incerteza na ordem
do modelo, considera também as raizes unitarias e permite a incorporacao de valores iniciais como
varidveis latentes. A priori proposta por Huerta e Prado (2006) estende a priori introduzida por
Huerta e West (1999) para séries temporais multivariadas que incorpora a incerteza na ordem do
modelo. Diferente do caso em que estamos considerando aqui, as séries temporais nao possuem
nenhuma estrutura espacial. Nossa proposta também pode ser vista como uma extensao multivariada

da priori de mistura proposta por Huerta e West (1999) para o caso espacial.

Amostrando as raizes reais

Condicional as rafzes reais, zj; = [[h-; (1 — a;B)y; ¢ um AR(1) multivariado com parametro aj,
i#j
—1 < a; <1, e varidncia ¥. Assim,
Zjt = QjZjt—1 + V.

Desta forma, a condicional completa para a; ¢ dada por

T
p(al.) o< [I p(zjilajzji-1,%) x plajlmr)

t=p+1
T T
= 7R X H fN(th’aijtfl, Z) X f(aj) + (1 — 7TR) X H fN(th’O, Z).
t=p+1 t=p+1

Inicialmente devemos calcular a condicional completa de p(I(a;) = 1), isto é, a probabilidade
condicional a posteriori de a; ser gerado de f(a;),

TR X [l—pi1 In(zjtlajzje-1,2) x f(aj)
mr X Mli—pi1 I (zjelazje-1,8) % flag) + (L= 7R) X [T=ps1 (20, %)

Em seguida, geramos u ~ U(0,1). Se u < p(I(a;) = 1), fazemos I(a;) = 1 e amostramos a; através

(4.9)

p(I(aj) =1].) =

da seguinte distribuicao
T

plajl.) o< [ plzjlajzji—1, %) x f(aj),
t=p+1

caso contrario, I(aj) = 0 e fazemos a;(s) =0V s.
Dividindo o numerador e o denominador da equagao (4.9), pelo numerador, simplificamos a ex-

pressao acima e obtemos:
1
I(a;)=1].) = ———,
pI0) =11 =
R
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T
[17 ., fv(z:l0.5)

onde L =
1,0 I (zielajzie1,2) x f(ay)

. Se aj(s) =0, Vs, temos que

n T 1
log L = —log(f(a;)) = 5 log 5 + 5 log |-

Como podemos observar, o calculo da probabilidade da indicadora depende fortemente da escolha
dos valores de X;. Calculamos essa probabilidade para diferentes funcoes de covaridncia e diferentes
escolhas de UJZ, fixando mr = 0,5. Em seguida, escolhemos duas fungoes de correlacao: (i) a gaussiana,
que ¢é infinitamente diferencidvel, ou seja, produz correlagbes extremamente suaves e (i) a Matérn,
com grau de suavidade igual a um, isto é, uma vez diferencidvel. A escolha de 0]2 foi baseada na
idéia discutida na Secao 4.3 de modo a obter prioris para as raizes reais, com as trés caracteristicas
ilustradas na Figura 4.1. Se a;(s) = 0, Vs, esperamos que p(I(aj) = 1|.) seja pequena. A Tabela
4.1 apresenta o célculo de p(I(a;) = 1|.) para as diferentes especificagoes de variancia e fungao de
correlagao. Baseado nestes resultados, observamos que a correlacao Matérn deve ser escolhida ja que
a correlagao gaussiana pode produzir uma probabilidade muito alta indevidamente. Se compararmos

2

as diferentes escolhas de o, observamos que quanto maior o valor de 032-, menor a probabilidade a
posteriori de a; ser gerado de f(a;), indicando que 0]2- nao deve ser grande. Podemos entao calcular

2

o como fungao de p(I(a;) = 1|.) da seguinte maneira,

2 1
a?:exp{nlogL—log;r—nlog|1/}|}, (4.10)

onde L = 1;8((1;;1)231) 13};3 e V; é a matriz de correlagao espacial. Podemos entao fixar essas quanti-

dades para obter 032.

o5 Gaussiana Matérn

1 0,97 0,15
2,51 3,91x107° | 1,87 x 107"
10 | 3,64 x 10714 | 1,74 x 10716

Tabela 4.1: Probabilidade a posteriori da varidvel indicadora, p(I(a;) = 1), usando as funcoes de

correlagao Gaussiana e Matérn, e varidncias 032- =1, 2,5 e 10, e fixando 7 =0, 5.
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Raizes complexas

Como ¢1;(s) = 2r;(s) cosw;(s) e ¢2j(s) = —1;(s)?, ¢a; = 0, implica em ¢1; = 0. Assim, atribuimos
uma priori de mistura com ponto de massa no zero, apenas para ¢g;. A distribuicao a priori para ¢1;

é como antes, dada por
br; = (I2j — liy) exp(Wy;)
J 1+ exp(V¥y;)

onde Wy ~ GP(0,%15), ¢1; = (15(s1),--.,015(sn)) tal que l1;(s) < ¢2;(s) < laj(s). Como antes,
l1j(s) = —2(—¢aj(5))/2 e Iyj(s) = 2cos(4n/t)(—pa;(s))/2. A distribuicdo a priori de mistura para

+l1j,

¢2; € definida como
p(¢2j|me) = m fad2;) + (1 = wo)do,
exp(Wa;
onde ¢g; = % —1e Wy ~ GP(0,%), ¢2; = (¢2;(s1), - .., d25(sn))’, tal que —1 < ¢g;(s) < 0.

Entao,

fal2) = (2m) /2|85 exp {‘; llog _1(;2@1 & llog _1¢_2¢21 } 11 _¢z<11+¢z>
=1

Seja I(¢2;) uma varidvel indicadora com

17 se ¢2]7£07
0, se ¢o; =0.

I(¢2;5) =

Assim, I(¢9j) ~ Bernoulli(mc) tal que P(I(¢25) = 1) = m¢, onde 7 é a probabilidade a priori
do par de raiz complexa estar presente. Assim, o nimero de raizes complexas pode ser menor que a

ordem maéaxima especificada, C.

Amostrando as raizes complexas

.« . ’ . _ p i k Yo . yo
Condicional as raizes complexas, seja 2z = [[;¢ A (1 — a;B)y; a série temporal sem o j—ésimo par de
raizes complexas e conjugadas, onde A; representa o conjunto de todas as outras raizes. Assim, zj; é

. . ~ _ _ 2 PN .
um AR(2) multivariado com pardmetros ¢1; = 2r; coswj, ¢aj = —rj e variancia Y. Logo,

Zjt = Q1j%ji—1 + P2jZji—2 + V.
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A condicional completa para ¢9; é dada por

T
p(e2il.) o< I p(zildejzjt—2, %) x pldajlme)
t=p+1

T T
= mox [ fn(Zildojzi—2,5) x faldoy) + (1 —mo) x [[ fn(25:10,%),
t=p+1 t=p+1
onde 27, = 2jt — ¢152jt—1. Inicialmente devemos calcular a condicional completa de p(I(¢2;) = 1), isto
¢,
wo X [liepi1 [N (Z5ld252j0-2,5) X fa(d2))

o X [iopi N (2ld25250-2,5) X fa(d2;) + (1= 7¢) x [li—pi1 N (2510, %)

Em seguida, geramos u ~ U(0,1). Se u < p(I(¢2;) = 1|.), fazemos I(¢2;) = 1 e amostramos ¢s;

p(I(¢25) = 1].) =

. (4.11)

da seguinte distribuicao
T
p(o25].) < [ p(2hildajzit—2. ) X falda;).
t=p+1

Caso contrério, I(¢2;) = 0 e fazemos ¢ = 0, Vs.
Dividindo o numerador e o denominador da equagao (4.11), pelo numerador, simplificamos a

expressao acima e obtemos:
1

p(l(¢2j) = 1’) = I;Tll—kl’

| | R CA B
1, I (5 l625250-2,8) x fo (62;)
depende do céalculo do log % . Para tentar evitar este problema, adicionamos uma constante no
J

onde L = Se ¢2; = 0, temos um problema numérico, ja que fa(¢2;)

numerador e denominador da transformacao. Os resultados obtidos nao foram satisfatérios, ja que
estavamos deslocando o espago paramétrico de ¢o;.
4.6.2 Mistura baseada em duas distribuigoes continuas
Raizes Reais
Vamos considerar agora uma priori de mistura de duas distribuigoes continuas,
plajlmr) = Trf(a;) + (1 — mr)g(ay),

onde a; = QGXp(\Pj)) —1, f(a;) tal que ¥; ~ GP(0,%;) e g(a;) tal que ¥; ~ GP(0,X7). Neste caso, a;

1+exp(¥;

pode vir de uma distribuigao cuja fungao de densidade de probabilidade é f(a;) com probabilidade 7
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ou de uma distribui¢ao cuja fungao de densidade de probabilidade é g(a;) com probabilidade 1 — 7g.
A idéia aqui, é escolher X% de maneira que obtenhamos uma distribuigao mais concentrada em torno
do zero para g(a;) do que para f(a;), mas agora a; nunca sera exatamente igual a zero. Desta forma, o
modelo considerado é uma ponderacao de diversos modelos cujas ordens sao sempre a ordem maxima
especificada, p+ = R4+ + 2C4, mas com uma ordem k < pi, em que as raizes reciprocas fornecem
coeficientes @1, ..., ®y significativamente diferentes de zero.

Seja I(a;) uma variavel indicadora tal que

Ia) 1, se aj~ f(aj),
aj) =
0, se aj~ g(aj ).

Assim, I(a;) ~ Bernoulli(rg) tal que P(I(a;) = 1) = mg. A varidvel indicadora I(a;) indica se

a; vém de uma densidade f(a;) ou g(a;).

Raizes Complexas

Como comentado anteriormente, quando ¢o; = 0, resulta que ¢1; = 0. Assim, atribuimos uma priori
de mistura, apenas para ¢g;. A priori para ¢;; ¢ dada por

(l2j — l1j) exp(¥1y)
1+ exp(\Illj)

P15 = + b1,

onde ¥q; ~ GP(0,X;). Assim,

—om s 12 e d L g 1= 25 ] e [, i 0] loj — I
f1(d1j) = (2m) 2|54 exp{ 5 [log papn l2j‘| 2 [log Fa— 1;[1 TErAICTET

]

Para ¢9;, consideramos uma priori de mistura de duas distribuigoes continuas, isto é,

p(¢2j|mR) = TRf2(d25) + (1 — TR)g2(P25),

onde ¢o; = % -1, f2(¢2j) é tal que Wy, ~ GP(O,ZQJ‘) e gg((ﬁgj) tal que Wag; ~ GP(O, 23])
Neste caso, ¢; pode vir de uma distribuicao cuja fungao de densidade de probabilidade é fo(¢2;) com
probabilidade 7¢ ou vir de uma distribuicao cuja funcao de densidade de probabilidade é ga(¢2;) com

probabilidade 1 — 7. A escolha de 25 ¢ feita seguindo a mesma idéia discutida para o caso das raizes

reais.
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Como antes, seja I(¢2;) uma varidvel indicadora com

1, se a5 ~ fa(¢2;),

I(¢25) =
’ 0, se ¢ ~ g2(¢2;).

Assim, I(¢2j) ~ Bernoulli(rc) tal que P(I(¢2;) = 1) = m¢, onde m¢ é a probabilidade a priori

do par de raiz complexa vir de fao(¢2;).

Procedimento de Inferéncia

Agora, os parametros do modelosdao: © = (0t =1,...,T, 02, \, Kk, TR, TC, aj;7=1,..., Ry, P15, ¢25;] =

1,...,C4) e pelo teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori é proporcional a,

T Ry o
p®ly) o< | [ p@il®) | p(61, ..., 0)p(a*)p(Np(k) | [ [ plajlnr) | p(rr) | [1 p(61))p(d25l7c) | p(mc).
t=p+1 j=1 j=1

A distribuicao a posteriori dos parametros do modelo nao tem forma analitica fechada e, precisamos
de métodos de MCMC para obtengao das amostras da distribui¢do a posteriori dos parametros do
modelo. Mostraremos a seguir, o esquema de amostragem das raizes reais e complexas, assim como dos
parametros mr e m¢. Para os demais parametros do modelo o esquema de amostragem utilizado serda
o mesmo apresentado quando consideramos a ordem do SVAR(p) conhecida. Neste caso, p = R+ 2C,

onde R e C sao respectivamente, o nimero de raizes reais e complexas estimadas pelo modelo.

Amostrando as raizes reais

Condicional as rafzes reais, zj; = [[h-; (1 — a;B)y; ¢ um AR(1) multivariado com parametro aj,
i
—1 < aj <1, e variancia X.

Zjt = QjZjt—1 + V.

A condicional completa para a; é dada por

T
plal.) o< I plzjlajzje-1, %) x plaslmr)
t=p+1
T T
= mrx [ fyv(zidajzje-1, %) x flag) + (1 =mgr) x [ fy(zilajzje-1, %) x glaj).
t=p+1 t=p+1
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A condicional completa de p(I(a;) = 1) é dada por

mr X ITi—p1 [N (zitlazie1, %) % f(ay)

TR % [I{=pi1 In(zjtlajzje—1, 2) x flag) + (L= 7r) x [Ti=p 1 [N (zjelajzii-1,5) x g(a;)

Dividindo o numerador e o denominador pelo numerador, simplificamos a expressao acima e obte-

mos:
1
p(a;) =1|.) =5 ;
—7g 9(ay)
7 fa
onde
1+ a; _ 1+a n 2
N —n/2)x | —1/2 Lra; 1 J
flaj) = (2m) 1251 exp{ [log T Ej log —a, }Z:]:E 1= a;(5)?
_ _ 1+a; _ 1+a; i 2
_ n/2|yv|—1/2 - Y% *—1 J
glaj) = (2m) 2557V eXp{ log 37— Ea‘ [mg 1—a, }Hl 1—a;(s)?

Em seguida, geramos u ~ U(0,1). Se u < p(I(a]-) = 1), fazemos I(a;) = 1 e amostramos a; da

seguinte distribuigao
T

p(aj|.) o H p(zjtla;zji—1, %) x f(aj),
t=p+1

caso contrario, I(a;) = 0 e amostramos a; de

T

plajl.) o< TT p(zjilajzie—1, %) x g(ay).
t=p+1

Como pode ser visto, p(a;|.) ndo é uma distribuicao conhecida e, portanto utilizamos o algoritmo de
Metropolis-Hastings, para obtencao das amostras da distribuicao a posteriori de interesse. Utilizamos

2 exp (TP
como proposta a seguinte distribuicao a¥ = o) 1 onde \I'§ ~ GP(‘P?, U)e W% é o valor corrente

7T Ttexp(¥7)
de ¥;. A razao de Metropolis-Hastings apds simplificacoes ¢ dada por

p(afl)a(agla})  Tlicp In(zielalz1), %) x f(af)
plagla(allag) — TT 1 S (zlaSzi—1,2) x f(ag)

se I(aj) =1,

ou,

paf])a(alay)  TIizp fn(zjtlajzie-1), B) x g(af)
p(@?l)(l(@?\@?) H;:p+1 fN(th‘CL?th—l, ¥) x g(a§) 7

se I(aj)=0.

Como podemos observar o célculo da probabilidade indicadora depende de f(a;) e g(a;) e, conse-

quentemente, dos hiperparametros de ¥; e E;. Inicialmente, escolhemos X; e X7, de maneira a obter
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uma fungao mais suave, mais correlacionada e mais concentrada em torno do zero para g(a;), isto é,
j < K, Aj > Aje 0 > 0 *. Apéds algumas comparagoes, observamos que as covariancias nao podem
diferir muito, ja que o cdlculo da probabilidade indicadora envolve o calculo do determinante destas

matrizes, tornando o célculo da probabilidade indicadora bastante sensivel a esta escolha. Concluimos

entdao que a funcao de correlagao deve ser a mesma, e escolhemos as variancias 032- e 032-* como fungao
glay) _ X172

de p(I(a;) = 1) e mr. Vamos supor por exemplo que a;j(s) = 0, Vs. Assim, @) = B Con-
J

n
siderando a mesma funcao de correlacao e fazendo \; = )\ e Kj = /-e , obtemos ‘]qc(( ]; = (Z%) , j& que

|§)j|—1/2 = (gj)_”/2|Vj|_1/2. Finalmente,

gt pUa) =1
- V p(I(a) =1) 1-mg’ (12

Fixando p(I(a;) = 1), mg e o}, obtemos ;. Dessa forma, a equagao (4.12) pode ser usada para

fixar as densidades envolvidas na mistura.

Amostrando as raizes complexas

Condicional as rafzes complexas, seja zj; = er A, (1 — ;B)y; a série temporal sem o j—ésimo par de
raizes complexas e conjugadas, onde A; representa o conjunto de todas as outras raizes. Assim, zj; é
. . A L . . L 2 PN .
um AR(2) multivariado com parametros ¢1; = 2r; coswj, ¢oj = —rj e variancia 2. Logo,
Zjt = P1j2ji—1 + P22ji—2 + V4.

A condicional completa para ¢q; é dada por

p(1jl.) o< p(2jld152j0—1, 2)p(b1;),
onde z;-‘t = zjt — ¢2;2jt—2. A razao de Metropolis-Hastings é dada por

p(&7;1)a(95;100;)  Tlimprn I (5l dF256-1), ) x p(8h;)
p( ij‘)Q( €j|¢ij) Ht =p+1 In(z jt|¢1jzgt 1,2) % p( fj)

Ja a condicional completa para ¢z; ¢ dada por

T
p(do;l) o< [ p(zfild2izit—2, %) x p(d2slme)

t=p+1

T T
= 7o x ] Iv(logizje-2, ) x faldey) + (1 —me) x [T Fn(zldeizje—2, ) x g2(¢25),

t=p+1 t=p+1
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onde zj*t = zjt — ¢1;2jt—1. Inicialmente devemos calcular a condicional completa da indicadora de ¢2;

ser 1, isto é, p(I(¢2;) = 1),

7o X [l—pi1 [N (Z5l252j0-2, %) X fa(da)
me X Tliepi1 IN (25l P252j1-2. %) X fa(go;) + (1 — mR) ¥ | - IN (25l P252j1—2, %) X 92(d25)

Dividindo o numerador e o denominador pelo numerador, simplificamos a expressao acima e obte-

mos:
1

1—7c 92(P25) '
C f2(¢2,j7') +1
1)

, fazemos I(¢2;) = 1 e amostramos ¢g; da

P () =1].) =

Em seguida, geramos u ~ U(0,1). Se u < p(I(¢2;) =
seguinte distribuicao
T
p(d2j]) o< [ p(zfild2szie—2, %) x falda)),
t=p+1

caso contrario, I(¢2;) = 0 e amostramos ¢; de

T
p(do;l.) o< [T p(z5ildojzji-2, %) x ga(da;)-
t=p+1

De maneira similar ao caso anterior, utilizamos o algoritmo de Metropolis-Hastings para obter

as amostras da distribuicao a posteriori do parametro ¢o;. Utilizamos como distribuicao proposta
P exp(‘llgj)

% = Troxp(ul,) ~ 1 onde \Ilé’j ~ GP(\Ifgj, U) e W5, € o valor corrente de Wy;. Apés simplificagoes, a

razao de Metropolis-Hastings para os dois casos, I(¢2;) = 1 e I(¢2;) = 0, respectivamente, sao dadas

por
(@51 )a(65;165,)  Tlimpsr I (251108, 2jt-2), B) x fa(¢h)
p(85;1)a(95;1905,)  TTi—pi1 I (25]652j0-2, 5) X fa(5;)
e7

( gg|)Q(¢§]|¢g]) _ HtT:p-H fN(Z;t|¢ngjt72),Z) x ga( 12)])
( §j|)Q( §j|¢§j) HtT:p+1 fN(Z;t|¢§ijt—27Z) X 92(¢(2:j) ‘

Amostrando g

A distribuigao conjunta de (aj, (a;)) condicional a g é igual a
plaj, I(a;)|mr) = p(I(aj)|wr)p(ajlmr) = (mrf(a;)) (1 = 7r)g(ay)]' ).
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Assumindo uma distribuicao a priori beta para 7, Tr ~ Beta(axy,bry) € Zf;rl I(aj) = R. A

distribuicao condicional completa de mr é dada por

7R|. ~ Beta(R + ar,, R+ — R+ br,,)

Amostrando 7o

A distribuigao conjunta de (¢2;, I(¢2;)) condicional a ¢ é dada por

p(d25, 1(¢25)|m) = p(I($25)me)p(¢as|mc) = (me fald2y) P [(1 — we)ga(gay)] 112

Assumindo uma distribuicdo a priori beta para m¢, mc ~ Beta(ary,br.) € Zfil I(¢oj) = C. A

distribuigao condicional completa de 7~ é dada por
mc|. ~ Beta(C + ar,,Cy — C + br,.).

Neste capitulo generalizamos o modelo proposto no Capitulo 3, considerando que os coeficientes
da componente autoregressiva variam suavemente ao longo do espago. Em seguida, consideramos que
a ordem do modelo é desconhecida e fixada num valor maximo. A distribuicdo a priori inicialmente
proposta é uma extensao multivariada da priori proposta por Huerta e West (1999). Observamos
que no caso multivariado, essa priori apresenta alguns problemas. Quando as raizes reciprocas sao
complexas, observamos um problema numérico. Ainda para o caso onde as raizes sdo reais, observamos
uma grande sensibilidade no calculo da probabilidade da varidvel indicadora, possivelmente isto deve-
se ao fato de que é muito dificil fazer um vetor aleatério exatamente igual a zero, ou seja, dizer que
as raizes para todas as estacOes sdo exatamente iguais a zero. Assim, propomos uma mistura de duas
distribuig¢oes continuas, considerando uma delas bastante concentrada em torno do zero, o suficiente
para que possamos considerar o vetor igual a zero. Além disso, podemos generalizar a priori para o
caso em que as raizes sao complexas.

No capitulo seguinte ajustamos o modelo proposto neste capitulo, em dois conjuntos de dados

simulados e em um conjunto de dados reais, utilizando o esquema de inferéncia apresentado aqui.
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Capitulo 5

Analise de Dados

Neste capitulo ajustamos o modelo baseado em processos autoregressivos com coeficientes variando
espacialmente, proposto no capitulo anterior. Na Secgao 5.1 ajustamos o modelo proposto em (4.2) a
dois conjunto de dados, um conjunto de dados artificiais gerados a partir do modelo e um conjunto
de dados reais de material particulado, PMjg, observados em 8 estacoes monitoradoras localizadas
em Santiago do Chile, Chile. Na Secao 5.2 ajustamos o modelo proposto em (4.2) a um conjunto de

dados simulados usando as duas propostas de prioris de mistura apresentadas no capitulo anterior.

5.1 Ajustando o modelo proposto considerando a ordem conhecida

5.1.1 Dados Artificiais - SVAR(2)
Geracao dos Dados Artificiais

Simulamos dados do modelo como especificado em (4.2), com p =2 e C' = 1, isto é, um par de raiz
complexa e conjugada, para n = 30 localizacoes e T' = 50 instantes de tempo. Além disso, assumimos
a presenca de duas covaridveis, Xi; e Xo; geradas usando uma distribuicao normal multivariada
com vetor de médias igual a uma constante e matriz de covariancia espacialmente correlacionada.

Reescrevemos o modelo da seguinte maneira
Y = F0; + ®1(Yie1 — F_10;-1) + P2 (Yiea — F}_o0i2) + v, v~ N(0,%)
Br=B1+wa, wa~NO0,73), %=mn-1+we, wa~N©07T)
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onde F} = (X14, Xot), 01 = (B, 1) e B = 2p(||.||, \). Utilizamos a funcgao de correlagio exponencial

com parametro de decaimento A. Os coeficientes da componente autoregressiva sao ®1 = ¢11 =
diag(11(51), .-, 11(s30)) com ¢11(s;) = 2r1(s;) coswi(s;) e o = po1 = diag(P21(s1), ..., P21(530))
com ¢91(s;) = —r1(s4)%, i =1,...,30. Geramos ¥1; e Wy através de um processo gaussiano com vetor

de média igual a zero e matriz de covariancia 11 e Yo7, respectivamente. Utilizamos uma funcao de
correlagao Matérn com parametro A1 = Ao = 0,01, calculado baseado na idéia de distancia maxima
e K11 = Ko1 = 2 para obter um processo suave, e variancias 0%1 = 031 = 1,5. Em seguida, obtemos ¢11
e ¢o1 através das transformagoes definidas em (4.5). Os valores iniciais dos coeficientes das covaridveis
foram By = 5 e 79 = —3 com variancias fixadas em Tg = 772 = 0,1. A Figura 5.1 apresenta os dados
simulados com estes parametros para as 30 estagoes, ao longo dos 50 instantes de tempo, bem como

suas respectivas localizagoes.

2 =¥
i o
o | @ | © o ° o
o™ o ° ° o
© o o o° °
Q Q S 2 °
- S o
Z < s ° o
o | o
- o] o
N o °
S
O o
o | 1
T T T T T T © T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
tempo Leste

Figura 5.1: Dados artificialmente gerados ao longo de 30 localizagoes e 50 instantes de tempo segundo

o modelo SVAR(2), e as respectivas localizagoes das estagoes monitoradoras.
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Ajuste do Modelo

: . . - dist
Ajustamos o modelo utilizando as seguintes prioris: o2 ~ IG(1,1), A ~ Ga(l,%), TS~

1G(0,1;0,1), 72 ~ IG(0,1;0,1), (Bo,70) ~ N2(0,100I), ¥1; ~ GP(0,%11) e Wy ~ GP(0,%2)
com Y11 e Y91 fixadas nos mesmos parametros utilizados para gerar os dados, onde max(dist) denota
a distancia maxima. A Tabela 5.1 apresenta a média e o intervalo de 95% de credibilidade a posteriori
para os parametros fixos no tempo, \, o2, Tg e 73. A média a posteriori encontra-se bem préxima do
valor verdadeiro, exceto para o parametro A. A Figura 5.2 apresenta a média e o intervalo de credibil-
idade a posteriori para os parametros da estrutura de média que variam no tempo. Observamos mais
uma vez que estes parametros sao bem estimados pelo nosso modelo. A Figura 5.3 mostra o boxplot da
distribuigao a posteriori para ®;(s) e ®o(s) para cada estacao, bem como o valor verdadeiro indicado
com o simbolo ”x”. Observamos que o modelo consegue estimar relativamente bem estes parametros,

pois para a maioria das estacoes a mediana a posteriori encontra-se préxima ao valor verdadeiro.

Verdadeiro | Média IC(95%)
A 5,55 7,648 | (6,410; 9,166)
o? 1 1,007 | (0,901; 1,124)
73 0,10 0,111 | (0,068; 0,174)
2 0,10 0,112 | (0,065; 0,180)

Tabela 5.1: Média e Intervalo de 95% de Credibiliade a posteriori para os parametros fixos no tempo,

segundo o modelo SVAR(2) para os dados artificiais.
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Seguindo o mesmo procedimento utilizado no Capitulo 3, ajustamos o modelo retirando 2 estacoes,
e as amostras da distribuicao a posteriori foram encontradas, e utilizadas para fazer interpolacao
espacial para as 2 estagbes retiradas. A Figura 5.4 mostra o valor verdadeiro, bem como a média
e o intervalo de 95% de credibilidade para previsao ao longo do tempo. O modelo consegue captar

bem o comportamento da série pois o intervalo de credibilidade é bem concentrado e contém o valor

verdadeiro.
Estacao 1 Estacao 2

o | o |

™ ™

To il . o |

N 0 N

o | o |

« «

o | Tol

— —

> >

o | o |

— —

o T

] —— Verdadeiro | — Verdadeiro
— Medi — Medi
0 |ce(9;m) o |c?9|5§%))
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
tempo tempo

Figura 5.4: Previsao para 2 localizagoes ausentes no processo de inferéncia, segundo o modelo SVAR(2)

para os dados artificiais.

Com o objetivo de verificar a capacidade preditiva do modelo, uma grade regular de 400 pon-
tos foi construida, e foi feita uma interpolagao espacial para esta grade. Em seguida, calculamos
a interpolacao espacial usando os valores verdadeiros dos parametros. As superficies utilizando os
valores verdadeiros para 8 tempos sao apresentadas na Figura 5.5. As Figuras 5.6 e 5.7 apresentam,
respectivamente, as superficies estimadas pelo modelo usando a mediana e o intervalo interquartilico

a posteriori. Podemos observar que as superficies sdo bem similares entre si.
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t=34 t=35 t=36 t=37

Figura 5.5: Interpolacao espacial usando os valores verdadeiros dos parametros em 8 tempos consec-

utivos, segundo modelo SVAR(2) para os dados artificiais.

t=30 t=31 t=32 t=33

Figura 5.6: Mediana a posteriori da distribuicao preditiva em 8 tempos consecutivos, segundo o modelo

SVAR(2) para os dados artificiais.
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t=30 t=31 t=32 t=33

@ | ) s | 5

t=34 t=35 t=36 t=37

Figura 5.7: Intervalo interquartilico da distribuicao preditiva em 8 tempos consecutivos, segundo o

modelo SVAR(2) para os dados artificiais.

Para esta mesma grade de pontos, construimos também as superficies para os parametros ®1(s),
Da(s), r1(s) e wi(s). As Figuras 5.8 e 5.9 apresentam as superficies estimadas (esquerda) e usando os
valores verdadeiros dos parametros (direita). Observamos que as superficies estimadas pelo modelo
sao ligeiramente mais suaves do que as superficies verdadeiras, mas elas sao razoavelmente semelhantes

entre si.
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@:(s) @(s)

Figura 5.8: Superficie prevista (esquerda) e verdadeira (direita) para os parametros ®;(s) e ®a(s)

para os dados artificiais.
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r(s) r(s)

L 7
0.2

w(s)

Figura 5.9: Superficie prevista (esquerda) e verdadeira (direita) para os parametros ri(s) e wi(s) -

Dados Artificiais.
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A previsao temporal 10 passos a frente, também foi calculada e o resultado para 4 das 30 estagdes,
é mostrado na Figura 5.10. O valor verdadeiro estd sempre dentro do intervalo de 95% de credibilidade

a posteriori para todos os tempos, indicando que o modelo estd prevendo bem a estrutura dos dados.
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Figura 5.10: Previsao temporal 10 passos a frente para 4 estagoes segundo o modelo SVAR(2) para os

dados artificiais.
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5.1.2 Analise dos niveis de PM;y, em Santiago do Chile, Chile

Nesta Subsecao analisamos a concentracao mensal de material particulado PMjg em 8 estagdoes moni-
toradoras em Santiago do Chile, Chile, no periodo de 1998 a 2003. O PMjq constitue o principal con-
taminante do ar em Santiago, e representa o objeto de andlise da maioria dos estudos epidemiolégicos.
O problema da poluigao é grave, especialmente na regiao metropolitana, onde as médias mensais para
os meses de inverno ultrapassam o padrao aceitavel. A cidade de Santiago do Chile possui um clima
temperado com chuvas durante o inverno, sendo maio e agosto, os meses mais frios. A Figura 5.11
apresenta as séries temporais originais para cada estacao, bem como as respectivas medidas de anoma-
lias. A anomalia é calculada pela diferenca entre o valor observado em um determinado més e a média
do més. A anomalia é uma medida comumente utilizada em ciéncias ambientais. Podemos observar,
que parece existir uma tendéncia decrescente nos dados. A Figura 5.12 mostra a localizacdo das 8
estacoes monitoradoras, bem como a supeficie de altitude e a temperatura observada em 3 pontos
da cidade. A temperatura observada é praticamente a mesma nas 3 estacoes e, portanto, usaremos
a temperatura média como a temperatura observada para todas as estacoes. Notamos um aumento

gradativo na altitude no sentido leste-oeste.

PM;q
80 100 140 160
1 1 1 1
anomalia

60

1998 1999 2000 2001 2002 2003 1998 1999 2000 2001 2002 2003

tempo tempo

Figura 5.11: Niveis mensais de PMj (direita) e anomalias mensais (esquerda) em Santiago do Chile,

Chile no periodo de 1998 a 2003.
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Figura 5.12: Localizacao das estagbes monitoradoras e superficie de altitude em metros (direita) e
temperatura mensal observada (esquerda) em 3 estacoes no periodo de 1998 a 2003, em Santiago do

Chile, Chile.

Inicialmente, realizamos uma anélise exploratéria dos dados originais, ajustamos um modelo de
regressao linear simples para cada estacao, considerando tendéncia e as covaridveis altitude e tem-
peratura. Um processo autoregressivo foi ajustado para os residuos deste modelo. Usando o Critério
de Informacao Bayesiana (BIC), proposto por Schwarz (1978), a ordem estimada para cada série foi
superior a 10. Em seguida, utilizamos o mesmo procedimento com as séries de anomalias e usando o
mesmo critério BIC, a ordem estimada para cada série variou entre 1, 2 e 5. Sendo assim, ajustamos o
modelo proposto para as séries de anomalias. Baseado na andlise exploratoéria preliminar, ajustamos
um SVAR(p) com p = 1, 2 e 5. Uma das implicagoes do nosso modelo é especificar o nimero de
raizes reais (R) e complexas (C'). Neste caso, quando p = 1 especificamos, R = 1, quando p = 2,
especificamos, C' = 1, e, finalmente, p = 5, fixamos C = 2 e R = 1. Com base nos resultados obtidos

na analise exploratdria, propomos o ajuste do seguinte modelo

p
anom; = F[0; + Z ;i (anomy_j — Ft'_jﬁt_j) +uv, v~ N(0,X)
j=1
Fb; = Bo+ Bit+ Bah(s) + BsTy(s), Br~ N(0,75),
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onde anom; denota o vetor de anomalias no tempo t. A estrutura de média é modelada através de
um nivel [y, tendéncia f;, e as covariaveis altitude (h(s)) e temperatura (7;(s)) com coeficientes, (32
e (3, respectivamente.

As prioris utilizadas foram p(3) o 1 com 3 = (Bo, 81, 52, B33), 02 ~ IG(1,1), A\ ~ Ga(1, %)
com max(dist) denotando a distancia maxima, ¥; ~ GP(0,%;), j = 1,..., R, ¥1; ~ GP(0,%;) e
Uy ~ GP(0,%;5),j=1,...,C, tal que ¥; = 31; = Xy;, utilizando uma fungao de correlagdo Matérn,
com variancia igual a 1,5, paramétro de decaimento igual a 0,3 e de suavizacao igual a 1. Essa escolha
fornece uma correlagao de 5% quando a distancia entre as estagoes é igual a metade da distancia
maxima. Kstamos considerando que o processo é uma vez diferencidvel e a variancia consegue cobrir
bem o espaco paramétrico das raizes, isto é, obtemos uma priori aproximadamente uniforme para as
raizes, como discutido na Secao 4.3. Utilizamos a fungéo de correlacao exponencial para os dados, e a
fungao de correlagao Matérn para as raizes do SVAR(p). Essa escolha foi motivada pela idéia de que
as superficies das raizes devem ser mais suaves que a superficie dos dados.

Com objetivo de comparar os modelos ajustados, utilizamos o critério proposto por Gelfand e
Ghosh (1998). A Figura 5.13 apresenta o resultado para cada componente no tempo e no espago,
e a Tabela 5.2 mostra o resultado geral. Segundo esse critério, o modelo com o melhor ajuste foi o

SVAR(2).

Tabela 5.2: Critério de Gelfand e Gosh (1998) e seus componentes, para os modelos ajustados aos

dados de anomalia.

P P G D
66040.23 | 47710.39 | 89895.42

2 | 54656.05 | 46449.84 | 77880.97

5 | 59547.68 | 56352.16 | 87723.77
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Figura 5.13: Critério de Gelfand e Gosh (1998) e seus componentes, para cada estacao (a direita) e

cada tempo (& esquerda) para os modelos ajustados aos dados de anomalia.
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Apresentamos os resultados para p = 2 com C' = 1, isto é, um par de raiz complexa e conjugada. A
Tabela 5.3 mostra a média e o intervalo de credibilidade a posteriori para os parametros da estrutura de
média para o SVAR(2) com um par de raizes complexas e conjugadas. Observamos que a inclinagao
é negativa e significativa, embora tanto a altitude quanto a temperatura nao sdo significativas. A
média a posteriori dos parametros da fun¢ao de correlagdo dos erros fornece uma correlagao variando

de 0,479 a 0,927, entre as estacoes.

Coeficiente | Média IC(95%)

Intercepto 18,69 | (12,56; 24,83)
Inclinacao -0,63 | (-0,83; -0,43)
Altitude -0,11 (-1,02; 0,79
Temperatura | 0,69 (-1,08; 2,71

)
)

Tabela 5.3: Média e Intervalo de 95% de Credibilidade a posteriori para os parametros da estrutura

de média, segundo o modelo SVAR(2) para os dados de anomalia.

A Figura 5.14 apresenta uma interpolagao espacial para os parametros ri(s) e wi(s) que represen-
tam respectivamente o médulo e o periodo da série. Observamos um padrao similar entre as superficies,
ou seja, tanto o médulo quanto o periodo sao menores na regiao central da cidade.

A evolucao da superficie de anomalia estimada para uma grade de 225 pontos entre o periodo de

julho a dezembro de 2000 é apresentado na Figura 5.15.
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w(s)

Figura 5.14: Superficie estimada para os parametros r1(s) e wi(s) representando o médulo e o periodo,

respectivamente, para os dados de anomalia.
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Figura 5.15: Mediana a posteriori da distribui¢ao preditiva das anomalias de PMjg em Santiago do

Chile, Chile, no periodo de junho 2000 a janeiro de 2001, segundo o modelo SVAR(2).
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Com o objetivo de verificar a capacidade de fazer previsao temporal, o modelo foi ajustado deixando
de fora 20 meses. Em seguida, calculamos a previsao temporal 20 passos a frente, conforme descrito
na Secao 4.5. O resultado para as 8 estacbes encontram-se nas Figuras 5.16 e 5.17. O resultado é
razoavelmente satisfatério, pois o intervalo de credibilidade de 95% a posteriori contém o verdadeiro
valor, embora a amplitude dos intervalos seja grande. Além disso, observamos que no final da série, a

média a posteriori decresce e o verdadeiro valor cresce, para algumas estagoes.
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Figura 5.16: Previsao Temporal 20 meses a frente das estagoes 1 a 4, para as anomalias de PMjg em

Santiago do Chile, Chile, segundo o modelo SVAR(2).

120



Site 5 Site 6
o o
< <
7\
’ |
IS \‘ﬁ‘ ”\ o |
o ;\/ \ <1 N A .
| \\ ST \w“ [ ‘w ‘A‘ /\ \‘0 /A\ | ASUPEN
o N e T A e
o \ A | /\ o AL I\J | ‘ N
> \J/\f [ ’\ I \A / [\ \ Nl | | ‘
[ \ LM MV [ || i
\ \ | VY |
| R I 1] |
| |
& I 8 (N
! \ b \ Vi
| \ (.
J v b
o — observed - —— observed W\""/‘,
§ | o, , §4 | D !
T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
time time
Site 7 Site 8
o | o |
< <
[
S \0\ 9
\‘/ Al N )
\ A Vo \ |,
| /‘/\ A M n\ / | ‘/ M ‘ﬁ / "
1 WY ‘\\AU\“H‘ i o+ VAV
> WY LA > WATAYRY
I M\“ H‘ | [ LAA M\‘\ || “\ [ LN
\ | |l \
37 | \v\ MH/ S | ol U‘H/
| ! |
’ /
° —— observed . — observed /““\,’
— mean o — mean
¥ - CI(95%) ¥ - CI(95%)
T T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
time time

Figura 5.17: Previsao Temporal 20 meses a frente das estages 5 a 8, para as anomalias de PMjg em

Santiago do Chile, Chile, segundo o modelo SVAR(2).

121



5.2 Ajustando o modelo proposto considerando a ordem desconhecida

Simulamos um conjunto de observacoes para 30 localizacbes ao longo de 50 instantes de tempo, de
acordo com o modelo proposto em (4.2) com p = 3 raizes reais. Os dados foram gerados sem a presenca
de covaridveis e/ou fatores sazonais. Utilizamos a funcdo de correlagao Matérn para a covariancia do
processo, X, e para a variancia das raizes reais, ¥;, j = 1,2 e 3. O parametro que controla o decaimento
foi fixado em 0,17, escolhido com base na idéia da distancia maxima e, o parametro que controla a
suavidade do processo foi fixado em 1, para ambas as correlacdes. A variancia do processo foi 02 = 1,
enquanto a variancia das raizes reciprocas foi 032- = 2,5. Os dados simulados com estas especificagoes,
bem como a localizacao das 30 estagoes encontram-se na Figura 5.18. Em seguida, ajustamos o modelo

proposto utilizando as duas prioris de mistura propostas.
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Figura 5.18: Dados simulados para 30 localizagoes ao longo de 50 instantes de tempo utilizando o

modelo em (4.2) com p=3 raizes reais e a respectiva localizacao das estagdes monitoradoras.

5.2.1 Priori de mistura com massa de probabilidade em zero

Ajustamos o modelo fixando o nimero maximo de raizes reais em R, = 5, utilizando diferentes

variancias escolhidas de acordo com a expressao (4.10), fixando p(I(a;) = 1) em diferentes valores e
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mr = 0,5. Observamos que a probabilidade da variavel indicadora é bastante sensivel a escolha de Uj?.
Para 5 escolhas de 0]2-, a ordem estimada foi igual a ordem méxima do modelo. Quando aumentamos
a variancia para sz = 2,5, a ordem estimada foi R = 4 e quando 0]2 =5, a ordem estimada foi R = 3.
Uma observagao importante aqui é que a cadeia nao passeia muito pelas diferentes ordens do modelo.

Por exemplo, quando a ordem estimada foi p = 4, a cadeia visitou a ordem 4, 98% das vezes.

5.2.2 Priori de mistura baseada em duas distribuicoes continuas

Inicialmente, ajustamos o modelo utilizando diferentes especificacoes escolhidas baseados na expressao
(4.12). Fixando p(I(aj) = 1) em 5 valores diferentes e o7 = 1, obtemos diferentes valores para o;.
Apés 30000 iteragoes, a ordem estimada pelo modelo utilizando as diferentes prioris é apresentada na
Figura 5.19. Como esperado, quanto menor a probabilidade p(I(a;) = 1) maior a probabilidade das

rafzes virem da densidade g(a;).
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Figura 5.19: Ordem estimada pelo modelo utilizando diferentes valores de 0]2- e p(I(a;) =1).
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Escolhemos a priori tal que p(I(aj) = 1) = 0,001 e geramos 100000 iteragoes. Descartamos as
50000 iteracoes iniciais e coletamos a amostra gerada a cada 50 iteragoes, obtendo uma amostra final
de tamanho 1000. A Tabela 5.4 apresenta os resultados do ajuste do modelo para os parametros A,
0%, k e Tr. A média a posteriori para \ e k encontram-se bem préxima do valor verdadeiro. J& para

2

variancia o~, o intervalo de credibilidade possui um comprimento grande, incluindo o verdadeiro valor.

Verdadeiro | Média IC(95%)
A 0,14 | 0,102 | (0,049; 0,184)
o2 1 4,058 | (0,734; 14,764)
K 1 0,936 | (0,385; 1,613)
R - 0,5 | (0,032;0,963)

Tabela 5.4: Média e Intervalo de 95% de Credibilidade a posteriori para os parametros fixos no tempo,

segundo o modelo SVAR(p) com ordem desconhecida.

A Figura 5.20 apresenta o histograma da distribuicdo a posteriori para a ordem do modelo, R.

Notamos que a ordem sugerida pelo modelo de acordo com o histograma é 2 ou 3.
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0.2

0.1

0.0

Figura 5.20: Ordem estimada pelo modelo fixando p(I(a;) = 1) = 0,001.
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O boxplot da distribuicdo a posteriori para os coeficientes do SVAR(p) para cada estagao, isto
é, ¢j(s), j = 1,...,5 encontra-se na figura 5.21. O valor verdadeiro estd marcado com o simbolo
”x”. Podemos observar que o valor verdadeiro encontra-se bem préximo a mediana a posteriori para
¢1(s) e ¢2(s), Vs. Os valores verdadeiros do coeficiente ¢3(s) encontram-se distantes da distribuigao
a posteriori para algumas estagoes. A mediana a posteriori para algumas estagoes estao longe do
zero, indicando que a ordem estimada do modelo pode ser igual a 3. J& os coeficientes ¢4(s) e ¢5(s)

encontram-se bem préximos do zero, Vs.
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Figura 5.21: Boxplot da distribuicdo a posteriori para os parametros ¢;(s), j = 1,...,5 para cada
estacao.
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Neste capitulo ajustamos o modelo proposto no Capitulo 4 para diferentes situacgoes. Inicialmente,
consideramos a ordem do modelo conhecida e ajustamos o modelo a um conjunto de dados artificiais,
gerados a partir do préprio modelo. Os resultados do ajuste do modelo para os dados artificiais foram
satisfatorios. O modelo consegue estimar bem os parametros, inclusive os coeficientes da componente
autoregressiva que variam no espaco. Em seguida, aplicamos o modelo aos dados de anomalias mensais
de PMyy. Consideramos trés diferentes ordens para o modelo, com a presenca de raizes reais e
complexas. O modelo escolhido segundo o critério de Gelfand e Ghosh (1998) foi o SVAR(2), com
um par de raizes complexas e conjugadas. As superficies estimadas indicam que parece fazer sentido
considerar uma variagdo espacial para os coeficientes da componente autoregressiva.

Finalmente, consideramos a ordem do modelo desconhecida e ajustamos o modelo a um conjunto
de dados simulados. Ajustamos o modelo utilizando as duas prioris de mistura discutidas no Capitulo
anterior. Observamos uma sensibilidade no célculo da probabilidade da variavel indicadora, com
relagao a escolha dos hiperparametros da priori. Quando consideramos a priori de mistura com massa
de probabilidade no zero, parece existir um problema de identificabilidade. O ajuste utilizando a priori
de mistura baseada em duas distribuigoes continuas encontra algumas restricoes com relagao a escolha

dos seus hiperpardmetros mas os resultados parecem mais promissores.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais e Trabalhos

Futuros

Neste capitulo apresentamos as consideracOes finais e discutimos possiveis extensoes do trabalho.
Dados espago-temporais costumam ter alta dimensdo e um dos problemas que encontramos para
fazer inferéncia utilizando os modelos propostos na literatura é o alto custo computacional. Assim,
discutimos que os modelos aqui propostos podem ser utilizados para a construcao de estruturas que
sejam capazes de reduzir a dimensao do problema. Outra extensao é o uso de distribuicGes a priori

beta para as raizes dos processos autoregressivos.

6.1 Consideracoes Finais

A classe de modelos espaco-temporais proposta neste trabalho, baseada em convolucoes discretas e
processos autoregressivos, fornece uma estrutura de covaridncia bastante flexivel. A estrutura mais
simples é obtida considerando o produto entre uma covaridncia estacionaria no tempo e uma co-
variancia isotrépica no espaco, produzindo um processo espago-temporal separavel. Quando consider-
amos a evolucao temporal dos parametros da funcao de covaridncia espacial, obtemos uma estrutura
de covariancia nao separavel e nao estaciondria, no tempo e no espaco. Essa evolucao temporal é
induzida através da variagdo da variancia e/ou do parametro que controla o decaimento da fungao de

correlagao espacial. Os resultados encontrados revelam que faz mais sentido considerar a variancia do
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processo espacial evoluindo ao longo do tempo, do que o parametro da fungao de correlacao.

Duas aproximacoes foram discutidas, o empilhamento de observacoes temporais ao longo de uma
regiao (modelo de convolugao temporal) e o empilhamento de observagoes espaciais ao longo do tempo
(modelo de convolugao espacial). Neste trabalho nos concentramos nos modelos de convolugao espacial,
j& que superficies espaciais evoluindo no tempo é fisicamente mais realista do que processos temporais
evoluindo no espago.

A estrutura de média do processo é modelada conjuntamente e, condicionalmente, o modelo pode
ser escrito na forma dos modelos lineares dinamicos, permitindo uma maneira eficiente de amostrar
os coeficientes da estrutura de média.

O critério de comparagao de modelos para processos espaco-temporais ainda é um desafio, ja que
temos que considerar as dimensoes espacial e temporal. Como uma tentativa de levar em conta estas
dimensoes, utilizamos o critério proposto por Gelfand e Ghosh (1998) calculando suas componentes
no tempo e no espaco.

Os modelos propostos fornecem uma maneira coerente de usar os processos autoregressivos para
dados coletados no espaco e tempo. Os processos autoregressivos sao incorporados no modelo para
capturar estruturas locais tais como tendéncia ou ciclos que ainda persistem, mesmo apés a remogao
da estrutura de média.

O segundo modelo proposto, considera que os coeficientes da componente autoregressiva varia
suavemente ao longo do espago. A estrutura espacial do processo é obtida através de processos
gaussianos transformados para as raizes do polinémio caracteristico. As prioris impostas para as raizes
garantem estacionariedade temporal para todas as localizagoes, evitando comportamentos explosivos.

Segundo esta abordagem, obtemos uma estrutura de covariancia nao separavel mesmo considerando
a funcao de correlacgao fixa no tempo. Essa caracteristica é atingida por considerar a evolucao espacial
dos coeficientes da componente autoregressiva.

Uma extensao natural deste modelo é considerar que a ordem do AR(p) é desconhecida. Para isso,
propomos uma priori de mistura para as raizes reciprocas com massa de probabilidade no zero. Ao
considerar esta aproximagao, encontramos alguns problemas. Primeiro, a sensibilidade no sorteio da
variavel indicadora. Isto possivelmente deve-se ao fato de que é muito dificil dizer que as raizes para

todas as estacOes é exatamente igual a zero. Além disso, quando as raizes sdo complexas observamos um
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problema numérico. A segunda aproximagcao, considera uma priori de mistura de duas distribuicoes
continuas, de maneira que uma delas seja suficientemente concentrada em torno do zero, para que
possamos obter coeficientes significativamente iguais a zero. Esta aproximacgao ainda encontra algumas
restricoes com relacao a escolha dos hiperparametros da priori, mas os resultados obtidos parecem mais
promissores. Além disso, podemos generalizar para o caso em que as raizes sdo complexas.

Como trabalho futuro, propomos o ajuste deste modelo a um conjunto de dados reais que possuam

as caracteristicas descritas pelo modelo.

6.2 Trabalhos Futuros

6.2.1 Problema de Redugao de Dimensao

Dados ambientais sdo comumente medidos em n estacoes monitoradoras, ao longo de 1" observagoes no
tempo. Em geral, tanto o nimero de estagoes (n) quanto o nimero de observagoes no tempo (7') sao
muito grandes. Portanto, um problema comum encontrado na modelagem de dados espago-temporais
¢é que estes modelos sao computacionalmente intensivos se o nimero de estacdes monitoradoras, n,
cresce. Quanto maior o numero de estagbes monitoradoras e o nimero de observagoes temporais, 7,
maior é a dimensao da matriz de covaridncia. Portanto, obtemos matrizes de covariancia de dimensao
nT'. Utilizando a aproximagao proposta no Capitulo 3, temos n matrizes de dimensao 7'xT" (convolucao
temporal) ou T matrizes de dimensao n x n (convolugao espacial) e, ainda assim, obtemos matrizes
de covariancia de alta dimensao quando n é grande. O algoritmo de MCMC exige o armazenamento
e, a decomposicao, de T" matrizes de dimensao n , em cada iteracdo, demandando um alto tempo
computacional. Assim, a redugéo na dimensao é um problema bastante relevante.

Existem alguns artigos na literatura que tratam deste problema de redugao de dimensao. Mardia,
Goodall, Redfern, e Alonso (1998) apresentam uma aproximacao do filtro de Kalman espago-temporal
de dimensao reduzida. Essa abordagem combina duas técnicas conhecidas, a krigagem e o filtro de
Kalman. Além disso, permite a modelagem de processos espaciais nao estaciondrios e nao separaveis.
Wikle e Cressie (1999) consideram a reducao de dimensao do vetor de estado de um modelo dinamico
fazendo projecoes sobre uma base de polinémios ortogonais empiricos. Este é um método comumente

utilizado em ciéncias atmosféricas que requer dados observados sobre uma grade regular e é similar a
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analise de componentes principais. Nesta aproximacao eles consideram a presenca de um termo nao
dindmico para capturar a variabilidade espacial de pequena escala. Outra aproximagao é proposta
por Higdon (2002). Esta aproximagao usa modelos de convolugao para construir processos espaciais
e espaco-temporais flexiveis, que sao capazes de acomodar uma grande quantidade de observagoes.
Nesta abordagem uma forma paramétrica é considerada para o kernel. Assim, a escolha do kernel e do
ruido branco permitem caracteristicas desejaveis tais como nao estacionariedade, nao-separabilidade,
campos nao Gaussianos e reducdo de dimensao. Calder (2003) apresenta uma outra versao do filtro
de kalman espaco-temporal de dimensao reduzida incorporando uma componente dinamica no modelo
de convolugao discreta discutido anteriormente. Além disso, o modelo é estendido para o caso de
processos espaco-temporais multivariados. A dimensdo do modelo é reduzida através da construcao
de um modelo fatorial, onde cada fator evolui no tempo e os dados sdo modelados como uma média
ponderada destes fatores. Lopes, Salazar, e Gamerman (2007) propéem um modelo fatorial espacial
dindmico para dados espaco temporais. A idéia é reduzir a dimensao do vetor de observagoes através
de fatores latentes, e desta forma medir as correlagbes existentes entre as observagoes no espago. O
comportamento dindmico do modelo é obtido através dos fatores e das suas matrizes de cargas que
seguem processos autoregressivos de ordem um.

O modelo de convolugao espacial proposto no Capitulo 3 pode ser utilizado na reducao de dimensao.
Assumindo que obtemos observacoes de um processo espacial ao longo de T instantes de tempo, Yz,
o processo em cada instante de tempo t = 1,2,...,T é descrito pela combinacao linear de processos
espaciais indepedentes. Mais especificamente, Y; = Kw; onde K é uma matriz, n X n triangular
inferior e ¢t é um vetor de dimensao n, cujas componentes sao independentes entre si mas, cada uma,
¢é espacialmente correlacionada. Entao uma possibilidade para a reducao de dimensao, é truncar o
nimero de linhas da matriz K. Para isso pode ser utilizada uma decomposicao de Cholesky com
pivot, que corresponde a uma rotacao de linhas e colunas de X, isto é, uma permutacao na ordem dos
locais, de maneira que a inferéncia do processo espacial nao seja afetada. Suponha que um limiar C'
seja fixado e que apenas os m primeiros elementos da diagonal estejam acima de C. Se as colunas de
K sao truncadas nos elementos remanescentes da diagonal entao todas as entradas truncadas de K

serao menores que K, em valor absoluto. Seja K uma matriz n X m dos elementos restantes, entao
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o modelo pode ser escrito como

Y, = K@ +m, m~ N0,

P
W = Z@@fﬁ-ﬁt, ser ~ Ni(0,0°1),
t=1

tal que o modelo truncado pode também ser considerado na forma de um modelo linear dinamico

condicional.

6.2.2 Distribuicao a priori beta para as raizes reciprocas

A priori proposta no Capitulo 4 para as raizes reciprocas dos processos autoregressivos é baseada
em transformagoes de processos gaussianos, de maneira que as raizes reciprocas estejam definidas em
um espaco paramétrico que garanta a estacionariedade do processo. Entretanto, observamos que esta
priori pode apresentar um comportamento nao desejado como discutido na Secdo 4.3. Em outras
palavras, a escolha da variancia do processo gaussiano pode levar a prioris que dao alta probabilidade
para os valores extremos. Com o objetivo de evitar este tipo de problema, pode ser utilizada uma
priori beta para as raizes reciprocas. Por exemplo, para as raizes reais

U
a;(s) = (2 Kj(s —u)z;(u) — 1),
u=1
onde K; é um ntcleo espacial e z;(u) ~ Beta(mj,n;). Observe que deslocamos a distribuicao beta,
com o objetivo de obter raizes definidas em um espaco paramétrico, de maneira a garantir a esta-
cionariedade do processo. Prioris similares sao obtidas para as raizes complexas, considerando o

espaco paramétrico em que elas estao definidas. Podemos também considerar prioris de mistura

baseadas nesta aproximacao.
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Apeéndice A
Critério de Comparacao de Modelos

Com o objetivo de comparar os modelos propostos com as diversas parametrizagoes da estrutura de
covariancia, calculamos o critério sugerido por Gelfand e Ghosh (1998) denotado aqui por D. Este
critério é baseado na esperada perda preditiva a posteriori, considerando a bondade de ajuste e o
poder preditivo dos modelos. A escolha de um critério de comparacao para modelos espago-temporais
é ainda um desafio. Assim, inicialmente calculamos a estatistica D para cada estacao e para cada
tempo, e finalmente uma quantidade D geral.

Esta medida é baseada na replicacdo dos dados observados. Seja Y}’;?ep, [=1,...,L, um vetor de
replicacoes dos dados observados onde m representa o modelo. A estatistica D(m) é calculada pela

combinagao linear de duas quantidades: P(m) e G(m), mais especificamente,

L
P(m) =) _Var(Y[iely)
=1

Gm) = 3 (BOTly) = Yions)
=1

D(m) = P(m) + %G(m) (A1)

onde G representa a bondade de ajuste e P a penalizagido pela complexidade do modelo. A estatistica
D(m) é calculada para cada uma das estagdes, ou seja, calculamos D(m);, i = 1,...,n e L =T na
equagao (A.1). Da mesma forma, calculamos D(m) para cada tempo, D(m);, i =1,...,T e L = n.

Finalmente, usando um duplo somatdério, calculamos a estatistica D(m) geral.
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Apeéndice B

Relacao entre as raizes reciprocas e os

coeficientes de um modelo AR(p)

Este apéndice apresenta a relagao entre as raizes reciprocas reais (a;) e complexas (rjeii“’j) com 08
coeficientes ®; do AR(p).
Raizes reais
O polinémio caracteristico considerando apenas as raizes reais é dado por
R
[[(1—a;B)=(1+ 4B+ AB* + ...+ AgBY),
j=1
onde a; denota as raizes reais conhecidas. Supomos inicialmente R = 3, A1 = —(a1+a2) e Ay = a1 Xas.

Assim,

(1 + A1B + AQBQ)(l — CL3B) =14 (Al — ag)B + (A2 — CL3A1)B2 — a3A2B3.

Obtemos entao, A1 = A1 —asz, Ao = As —asAy e A3 = —azAs. Vamos supor agora R = k+ 1. Assim,

k
[1(t=a;B)(1 = aps1B) = (1+ A1B+ AsB* + ...+ AB¥)(1 — a1 B)
j=1
=1 + (Al - ak+1)B + (AQ - Alak+1)32 + ...+ (-Akak+1)Bk+1.
Generalizando obtemos, A1 = Ay —ap41, Aj = Aj — Aj_1ap41 € App1 = —Agapy1, k=2,...,R—1e

i=2,... .k
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Raizes complexas

O polinémio caracteristico considerando apenas as raizes complexas é dado por
C
H(l — gﬁljB — ¢2j32) =1+C1B+ 02B2 + ...+ CchQC
=1

onde ¢1; = 2r; cos(w;) e paj = —7"]2»

(1+C1 B+CyB*)(1—¢12B—$22B?) = (1+(C1—¢12) B+(Co—C1¢p12—pa2) B*—(Craa—Ca12) B> —Copoa B

sao quantidades conhecidas. Supomos inicialmente C = 2. Assim,

Obtemos entao, C1 = C1 — ¢12, O = C3 — C1912 — 922, C3 = —C1922 — Cagp11 € Cy = —Ca¢22. Vamos
supor agora C = k + 2. Assim,

ﬁ1(1 — ¢1;B — ¢2;B*)(1 — dp1p41 — P21 B?)
s

= (1+C1B+CyB*+ ...+ C,.B*(1 — ¢1441B — ¢o11B?)

=1+ (C1 = ¢1r41)B + (C2 = pops1 — Cr1p11) B* + (Cs — Cagprp1 — Crbaps1) B® +

+ (—=Chs102641 — Crd1e1) BT + (—Crdpopr1) BF 2.

Generalizando obtemos, C1 = C1 — ¢1p41, Co = Co — dok+1 — Ci10141, Cj = Cj — Ci_1d141 +

Cj—202k+1, Chr1 = —Crr102k41 — Cp1pr1 € Crr2 = —Cpoopr1, k=3,...,Cej=3,....k+ 1.

Caso geral

Finalmente, calculando o produto entre os polindmios para os casos reais e complexos, obtemos:

R C
H 1 — aj H 1 — ¢1jB — ¢2jB2)
=1

7=1
= (14+ A;B+ AyB? + ARB BYA+C1B+ CyB? +...,CocB*)

=14 (A, +C)B+ (Ay + Cy 4+ A1C1)B? + (A3 + C3 + A1Cy + AsC1)B? + ... 4+ ArCoc BEF2C

=1+ 0B+ 0;B* +... +,B".

Assim,
max(R,2C)
D =Ai+Ci+ Y. AC

Jok=1
jk=i

onde A; = 0 para j > Re C, = 0 para k > 2C.
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