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Z¤² K~^ ê Ô  o����¦6¯® ������H o¯®¦��®¯|��§� o�y�¹¦6�|�6��¥¤��¦xém��§©��ÙxÍ�¦<¯® �| d }«µ®�¹�¨�®¯®¦4��§�¦ª�X�¹�¹�¨�K¡Vá�Z4V
\®² K À £�µ®�X�¹����ÙxÍ�¦±¯|�±¿ª +�¹��ÙoÍ�¦�¯® 4�¨§©¦ª�X�¹�������H���y�¹å,�¹��¬o���°�©¥|���H�����«¯® ¢µ®§Ó¯®��¿ª���¹��£���'

Æx��¯¤¦ª�³¯® V��µ®¥M o� Ô ï�¬o�� o�¶²ß²<²<²<²<²<²ß²<²ß²<²<²ß²<²V²ß²<²ß²<²<²ß²<²ß²<²V²ß²<²<²�\ K
\®²ML Å|µ®�®ÙoÚF o�R¬x�¨�¹��¬,�¹ o�Hï��X�¹��¬o�Q¯|���r�� +¿ª��ÚF o�rµ®����¯|���r¥|�����<¿� o�¹�¨�R¦<¬o¦��ËÊHµ®�y�¹¦<¯® ³�¹ o�X�¹ �\ K

é



q �%����� ��� � ��& ���%���

Z¤² K w?�¨Èk +£É�4¯® 
∆ bF � ∆bΛ

¬o¦�§ ^ c�c¢¥M¦ª�y�¹¦ª�«��§�¦ª�X�¹�¹�¨¯®¦ª�\��¦�È®�� 
Ω
²<²ß²<²V²ß²<²<²bL!Z

Z¤²ML w?�¨Èk +£É�4¯® 
∆ bF � ∆bΛ

¬o¦�§ K ²]c�c�c¢¥M¦ª�y�¹¦ª�«��§�¦ª�H���¹��¯¤¦ª�\��¦ªÈ¤�� 
Ω
²ß²<²V²ß²<²<²bL!Z

Z¤²[Z w?�¨Èk +£É�4¯® 
∆ bF � ∆bΛ

¬o¦�§�\®²]c�c�c¢¥M¦ª�y�¹¦ª�«��§�¦ª�H���¹��¯¤¦ª�\��¦ªÈ¤�� 
Ω
²ß²<²V²ß²<²<²bL6\

Z¤²]\ w?�¨Èk +£É�4¯® 
∆ bF � ∆bΛ

¬o¦�§ K c¤²]c�c�c¢¥M¦ª�y�¹¦ª�«��§�¦ª�X�¹�¹�¨¯®¦ª�\��¦�È®�� 
Ω
²<²V²ß²<²<²bL6\
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ê éF�¹�¹�¨���K��� Ô ¦ª��§©��Ù+Úm +�K�4¥|���X�¹���í¯® Q�½µ¤»ª +�®�«¯® Q¥k¦��½��¦ª�\åQµ®§î¥®��¦ªÈ¤£� o§©�6¬+£Éº��H����¬+¦4 o§Þ»�º¨���É�¨�
º��H x���Á¯® �¥k +� · µ®�����¤�«¬o¦ª§�¦e o�X�¾�¨��ï��X�¹��¬o�¤�\»F���¹Í¨¦e¬o¦ª§�¥®µ¤�¹��¬o��¦ª�|��£ñ�\§©¦F¯® +£É��¿ª +§   �KÇK�

+
c KT¡ �

 o�¤¿ª o�®�®�������u�� +»� o�H�¹��  Ï;�¢./c ^6¡  Á¿ª o¦ª§� +��������¬o¦ª§�¥®µ¤�¹��¬o��¦ª�|��£X  ¯v¡"s ^�¡ ² ê § ¬o��¯|�iº��H x�Ö�
��ÈM¦ª��¯®��¿ª o§Ó¯®¦Á¥®�H¦ªÈ®£� o§©�± ¢¦��¹��¥k¦©¯® 4��� Ô ¦ª��§©��ÙxÍ¨¦ · µ® 4�� 4¯¤ o��  Ê��� ,éF�¹���������¹Í�¦ÁÈM o§Ó¯®���£'
�¹���y�¹¦ª�+²Äò¸ +�H�¹ Ö���¹��È|�¨£��®¦e +�H�¹��§©¦��Á���y�¹ +�� o�H�¹��¯¤¦ª�� o§ �½µ¤»� o�®�
¯® i¥k¦��½��¦ª�Á¯®¦�¥®£����®¦ · µ® 
�� +¥®�� +�� +�½�� o§�µ¤§±�<�� o¿��ÉÍ�¦ß£���§����¹��¯|�¤��¯® +à|�¤��¯|�6¥M¦ª�Rµ®§Þ¬o¦ª�ËÊHµ¤�½��¦6à|�®�Ý�¹¦ß¯® °¬oµ¤�H»¨���K�H��§�¥®£� +�
  Ô  o¬¾�|�¨¯|���o²

��� Ô  +�� o�y�� 
¯®�¶§©����¦����É�
¯|���¼¥M o� · µ®���¹������ +£É��¬+��¦ª�®��¯|���¢¬+¦ª§ �H o¬o¦��®�H����µ®ÙoÍ�¦Ì�i¥|���X�¹���¢¯® 
µ®§©�4�Fµm»ª o§ ¯® V¥M¦ª�y�¹¦ª�+�|�®¦ª�H��¦©���¹��È®��£��®¦4�H VÈ|���� +�É�¼�|Í�¦���¥M o�|�¨�«�®����� Ô ¦ª��§©��ÙoÍ�¦¢¯|� Ô ��¦ª��'
�¹ +������  ¯v¡¤s ^ �|�KÇ\� +

c K �®Ïg�¢./c ^ �v�Q¡¤c!\ ¡ �®§©���K�¾��§6Èkå+§î +§���� Ô ¦���§©��ÙoÚF o�í¯®¦¼���y�¹ +����¦��K¯|�
�� +¿ª�ÉÍ¨¦®² ê �y�¹�H +�¾�¨�½��¦�¯®� Ô  +�� o�y�� �¯¤¦����¹��È®��£��®¦±¯® �  ê-¥ ´@Y�Z ¡ �2�®¦ª�H�¹����ÈM¦ª��¯®��¿ª o§0�|Í�¦Áå4�H��§j'
¥®£� o��§� o�y�� \¿ª o¦ª§�å+������¬x�¤�¨¥k¦ª���?µ®������ +§©¦��?�¹ +¦ª�����¸¯® ³��¥¤��¦xém��§©��ÙxÍ�¦¸¯®  Ô µ®�¤ÙoÚF o�O¥|�����Q��ÈM¦ª��¯|�¨�
¦�¥®��¦ªÈ¤£� o§©�¤²

�"�u¦ § ¨����"©�ª�«­¬ ®
ò¸ +�H�� ¢�¹�¹�¨È|��£��¤¦���ÈM¦ª��¯®���� +§©¦ª�¸¦�¥®�H¦ªÈ®£� +§±��¯® ¢�H o¬o¦��®�H����µ®���°µ®§©�©�� +¿ª�ÉÍ¨¦

Λ ⊆ R
2
�~�±¥|���£'

�¹���V¯® ©µ¤§±���½µ¤»ª +§ ¯® �¥M¦ª�y�¹¦ª�ß��§�¦ª�H���¹��¯®¦��ß¬+¦ª§	��µ®ï�¯®¦
��¦ªÈ®�H © +�H�¹���� +¿ª�ÉÍ¨¦eæ à|¿ªµ®��� K ² K è9²
K



Å?��¿ªµ¤�¹� K ² K�¯ ò¸µm»ª o§Î¯¤ <¥M¦ª�y�¹¦��«�Hµ®��¯¤¦ª�¹�4��¦�È®�� 
Λ

�� +��¬o�H����¦V�����H��§
�� o�X�¹ K¥¤��¦ªÈ®£� o§©�¸åí���y�¹µ®�Ý�¹�Ý»��¨§© +�½�� rÈk +§��H��§�¥®£� +�g¯® A�� o�? o�y�¹ +�®¯®��¯¤¦®² ê �y�¹�H 0'
�¾�¨�½��¦¸¥®���¹�³��ÈM¦ª��¯®����§�¦ª�% o�X�¹ r¥®�H¦ªÈ®£� +§±�K¬+¦ª§ ¦ Ô  o�H�¹��§� o�y�¾�¨£ª§±�Ë�¹ o§©º¨����¬o¦A¯® R��¥®��¦xém��§©��ÙoÍ�¦
¯®  Ô µ®�®Ù+Úm +�«�� o�H o§�¦ª� · µ® ß¯¤ +à|�®���³��£�¿�µ®�®�\¬o¦��®¬o +���¹¦��«  Ô ��Æ+ o�«��£�¿ªµ®§©���A�H��§�¥®£��Ýà|¬x��Ù+Úm +�o²

Ã?�����³�H��§�¥®£��Ýà|¬x�¨�k¦³¥®�H¦ªÈ®£� +§±�R»��¨§©¦ª�~¬o¦ª�®�H��¯® +�¹���2�\�H o¿ª��Í�¦
Λ
¯® ,à|�®��¯®�³¥M¦ª��µ¤§ ¬o¦��ËÊHµ®�y�¹¦

à|�®�Ý�¹¦ß¯® �¬+µ®�H»¨���í����§�¥®£� o�R  Ô  +¬¾�|��¯|���+�®¬o¦��½����¯|�¨�í +§Þµ¤§Þ¬+¦ª�ËÊHµ®�y��¦¢��µ®¥M¦ª�X�¹ 
Ω
�Fµ®§©�ß�H o¿ª��Í�¦

£���§©�Ý�¾��¯®�ß¯®¦�¥®£É�¨�®¦®�m����¥®��¬x��§� o�y�� °µ®§��H +�°t¨�®¿ªµ®£�¦®² ê »¨��§�¦ª�K¯® ,à|�®��� ¯
±Áý4no��	����@� G³²8´4µ�¶

S ·�¸º¹ ¶m»C¼ · »�½¾¶*µ�¶B¿9ÀÁ´!»f¶~Â ·�¸ ´ Ô µ®�¤ÙxÍ�¦V¯®� Ô µ®�¹�°¯® ³¥M o�X�¹���¤­o�®¬+�É� µ�Ã SÄ ·�¸ ´XÅ · »JÆ�Ç�¶ χ̃S : R2 → [0, 1]
½È´!À�É · ÃTÊ
χ̃S(x) = 0 ⇒ x /∈ S

χ̃S(x) = 1 ⇒ x ∈ S

NQÈ¤�� o�X»ª  · µ® ��g��¦�¬o¦ª�y���¹º��H��¦Á¯|� Ô µ®�®ÙoÍ�¦ ¹ ´!Ë,´ ¹ ½¾Ã0ËÍÌÏÎ0½�Ð ¹ ´�µ�Ã S � χS : R
2 → {0, 1}

 
x ∈ S ⇔ χS(x) = 1

�%¯|��¯®¦Áµ¤§8¬o¦��ËÊHµ®�y�¹¦
S
 9ém���H�� o§
�%���¤à®�®���¹��� Ô µ®�®Ù+Úm +�Q¯®� Ô µ¤�¹���Q¯® 

¥M o�H�����®­+�®¬o���±¥|�����
S
 ß�¾��§¢ÈMåo§
�~¯®��¯|�±µ®§©� Ô µ®�®ÙoÍ�¦Á¯®� Ô µ®�¹�±¯¤ ¢¥k +�H�����®­+�®¬o���±¯®� Ô  +�� +�½�� 4¯|�

¬x�¨�¹��¬,�¹ o�Hï��X�¹��¬o�¤�; ,ém���X�¹ o§	���¤à|�®�Ý�¹¦ª�Q¬+¦ª�ËÊHµ®�y��¦ª� · µ® �¥k¦F¯® +§	�� o�ß���H��¦F¬o�É�¨¯®¦ª�ß�
 +£É�¤²¼ÜR��§�¦ª�
µ®�����¼�Ö�®¦��¾�¨ÙxÍ�¦

χ̃S

�R��¥k +�¹���6¯® Á�� +��¯@W®È®�É�m�O¥|���¹�u�H o�H�¹��£Ý�¾��� · µ® 
� Ô µ®�¤ÙxÍ�¦i o�X�¾ºÖ�� +£É��¬+��¦6'
�|��¯®�6¬o¦ª§

S
 «�� +�¹º6µ®§©�6�¨¥®��¦xém��§©��ÙxÍ¨¦ß¯® ¸��µ|� Ô µ®�®ÙoÍ�¦¢¬x�¨�¹��¬,�¹ o�Hï��X�¹��¬o�< «�¾��§6Èkå+§ · µ®���®¯®¦

 ,ém¥®£���¬+���¾�¨��§�¦ª�\� Ô µ®�®ÙoÍ�¦
χ̃S

�|��¯® o�y�¹�Ýà|¬xº�' £É�ß¬o¦ª§�¦¼µ®§±� Ô µ®�¤ÙxÍ�¦¼¯® V¥M o�H�����®­+�®¬o���4¯® 
S
²

L



ÅM�¨�� o§�¦ª�r��¿�¦ª�¹�°¬+ o�H�¹���R��§�¥k¦ª�H��Ù+Úm +�ä��¦ªÈ¤�� ³¦ª�O�¹��¥k¦ª�O¯¤ «�½µ¤»� o�®� · µ® ��¨Èk¦ª�H¯|���H o§�¦ª�ä¥M¦ª���+�
��¦©¬o¦ª�y�¹��º�����¦±¯®¦��¸¥®�H¦ªÈ®£� o§©���¸¬+£Éº��H����¬o¦ª�«¯® ¢�¨¥®��¦xém��§©��ÙxÍ¨¦®�|�®¦ª� · µ®�����«�¹��ÈM o§�¦ª�¸¦ª�«»¨��£�¦ª�� +�
Ô µ®�®¬+��¦ª�®�����g¯®¦ª�O¥M¦ª�y�¹¦ª�ä¯®�°�Fµm»ª o§�  ÇAµ¤��c�Z ¡ �y�®Øª�ä�®Í�¦Q¥k¦�����µ¤ï�§�¦ª�g�¹��£¤��� Ô ¦ª��§©��ÙoÍ�¦®Û¨�� o�H o§�¦ª�
 o�y�¹Í�¦ · µ® ¸ ,ém¥®£�¦��¹���R�V¬o¦F o��­+�®¬o���ß +��¥|��¬+�É��£|¯®���A�¨§©¦ª�X�¹�����o²OÃ;¦ª�R�����H¦ Ô �¨�� o§�¦ª�r¬o +�H�¹���A�H o�H������'
ÙoÚF o�V�H¦ªÈ®�� 4¦��Q¥k¦ª�H��ïÝ»ª o���Q o�H¥|��£��®��§© +�y�¹¦Á¯®¦ª�Q¥M¦ª�y�¹¦��Q��¦ªÈ®�H ¼���� +¿ª�ÉÍ�¦¤² d µ® +�� o§�¦ª�°�½µ¤»� o�®�
· µ® ©�� o�®�®��§�µ®§	 o�H¥|��£��®��§© +�y�¹¦
¬o¦ª§�¦��H ©¦��ß¥M¦ª�y�¹¦ª� Ô ¦ª�H�� o§�ÈM¦ª���H� Ô ��¯¤¦
�H¦ªÈ®�H ����� o¿��ÉÍ�¦®�
¯® +��  Ê��¨§©¦ª�« ,ém¥®£�¦ª�¹�¨�«¦ Ô �¨�¹¦ · µ® ¨�k¯|�¨¯|�©µ®§©�¼µ®�®��¯®��¯® V¯® ßº��� o�¤�v��¦ªÈ®�H ßµ¤§±�¼�� +¿ª�ÉÍ�¦���§�¦ª�£'
�¹����¯|�Ö¯® Á§©���® +���¹� Ã°Î¾¿@´!Ë�Ñ!Ð�µ4´ �O o��¥M o����§�¦ª�4µ®§©�uÈ|���Ýé¤��»¨���H�É��ÙoÍ�¦u�®¦i�hW®§� o�H¦Ö¯® Á¥k¦��½��¦ª�
��§�¦ª�H���¹��¯¤¦�¥M¦ª�\µ®�¤��¯|��¯¤ Q¯® <º��� o�¤²R�� +à|�¤��§�¦ª�\ o�y�¾Í¨¦ ¯
±Áý4no��	����@� OÓÒ ¸x¸ Ä0½¾¶Tµ�¶�µ�Ã*´ ¸ ¶~Î0½�ËÔ´~Ñ�Ã ¸ Î~¶!ÕTËuÃ ·�¸ ËuÃ0½ÈÖ!»�Ñ · ÀÏ¶ Ω

µ�¶1¿9ÀÁ´!»f¶~Â=Î~Ã0ËÔ×�µ!Ð`½£¶
 o�H¥|���H¿ª��¯®¦ É · ´!»9µ�¶Ø¿@´!ËÔ´Ù½¾¶Tµ�¶ Λ ⊆ Ω

½¾Ã ¸ ¶~ÎTÊ
lim

n→∞

#Λ

N
=

A(Λ)

A(Ω)Ú ¶mËÙ´4Õ · Î~¶�µ�Ãj»f¶m½Û´�Æ�Ç�¶ #Λ = # (P ∩ Λ)
Â"¶m»9µ�Ã

P
Äi´�» ·(Ü Ã ¸ µ�ÃØ¿�¶m»�½£¶~Î"Ñ�Ã0Ë,´4µ4´Ý¿�Ã0ÀÏ¶

¸ Ä0½¾¶Tµ�¶Þµ�Ã8´ ¸ ¶~Î0½�ËÔ´~Ñ�Ã ¸ Ã
N
¶D»�ß ¸ Ã0Ëu¶Þµ�ÃB¿�¶m»�½£¶~Î"µ�Ã P à

�A�|��§©��§©¦��6¯® Á§�å+��¦m¯®¦�¯® ���§�¦ª�H���¹��¿ª +§ µ¤§ ��£�¿ª¦ª���Ý�¹§�¦�¯® Á o�H¬o¦ª£��|�u¯® Á¥M¦ª�y�¹¦ª�4�H¦6'
È®�H 

Ω
�ª�� +�®¯®¦Q +�H�¾�¨�ä o�H¬o¦ª£��|���ä�¨£� x�Ë�¹Øª�H�É���2¦ªµ¢�®Í�¦®²�NQÈ¤�� o�X»¨��§©¦�� · µ® K§�å+��¦m¯®¦�� · µ® K�H��§¢µ®£� o§

�±¯®���H������È¤µ®��ÙoÍ�¦©µ¤�®� Ô ¦ª�H§© <��¦�È®�� 
Ω
��Í�¦� +��¥|���H¿ª��¯¤¦ª�o²¸��£�å+§ ¯|���°�¨§©¦ª�X�¹����¿ª o�¤��¬o¦�§0¯®���H�����Á'

È®µ®��ÙxÍ�¦¼µ®�¤� Ô ¦ª�H§© °µ¤�¹���H o§�¦ª�³¦ªµ¤�¹�����³��§�¦ª�H���¹��¿� o§  +��¥|�¨��¿ª��¯|���o�¤¬o¦ª§�¦��¼¯¤ <¿��¹��¯® V�H o¿ªµ®£����o�
¿ª����¯® <�� o¿�µ®£É���³¥M o�X�¹µ®�HÈ|��¯|�� ß¯®����¬+¦±¯® ßÃg¦ª�����H¦ª�á  �A¦m¦�Y�v ¡ �M +�H��µ®¯|���H o§�¦ª�¸¦��¸  Ô  o����¦ª�«¯® o�H�¹���
��§�¦ª�H���¹���\�¤¦©¬o��¥®ï���µ®£�¦DZm²

â �¹�¨�� o§�¦ª�«µ®§Î§�å+�¹¦F¯®¦�¯® ß��§©¦��H�¹����¿ª +§�§¢µ®�Ý�¹¦�µ¤�¹��£���Æo��¯®¦4 +§Î����§6µ®£É��Ù+Úm +�o�|¦©§©å,�¹¦F¯®¦
¯|����  ÊH +��ÙoÍ�¦®� · µ® s����§6µ®£É����§�¦ª�H���¹��¿� o§ ¯® ¶¯®���H�¹�H��È®µ¤��ÙxÍ¨¦�¬+¦ª�y�¹ï��Fµ®��¬+¦ª§ Ô µ®�®ÙoÍ�¦�¯® +�®����'
¯|��¯¤ 

f(x)
�4¥|���X�¹���\¯¤ ß�¨§©¦ª�X�¹����¿ª o§Þ¬o¦�§ Ô µ®�®ÙoÍ�¦©¯¤ o�®�H��¯|��¯¤ 

g(x)
  á³¦ª�,Y ^m¡ ²

±Áý4no��	����@� _ Â�å+��¦m¯¤¦�¯® ��H  ÊH +��ÙxÍ¨¦ ¯ µ4´4µ4´ ·(¸ ´*Å · »JÆ�Ç�¶%µ�Ã0»@Î0Ð�µ4´4µ�Ã g(x) ½È´!ÀBÉ · Ã�ÃÔã�ÐÏÎ0½Û´
·�¸ ´ ¹ ¶m»@Î0½Û´!»�½¾Ã c É · Ã f(x)

g(x)
≤ c

ÂiÑ�Ã0ËÔ´ ¸ ¶~Î ·�¸ ´;´ ¸ ¶~Î0½�Ë,´ X ¹ ¶ ¸ Å · »JÆ�Ç�¶�µ�Ã0»@Î0Ð�µ4´4µ�Ã¿9Ëu¶°¿�¶mË ¹ ÐÈ¶m»9´!À
´ f(x)
Ã ¸ µ�¶mÐÏÎB¿@´mÎ°Î~¶~ÎTÊ

äfå<æ�ç�èJç�émêPë³ë�ê
ìmíïîCè�ë
Y ð ì0êòñ(ç~ó(íJô�ñhëhñ@ç

g(x)
çõé6êöóh÷6ê
ç�è�ìøëïù�ç4ë�î!úmèJôhì

U ð ì0êñ(ô�íïî~èJô4û�é9ô4ühý�ì�éhóïôÍþPìmè�ê�çøç�ófîCèJçøÿ³ç/ä
Z



��å��9ç
U ≤ f(x)

cg(x) � X = Y � íJç ó�ý�ì��Jì9ù!î�ç�ë(ì���ë!íhí�ì ä
� ýh�v÷øý(�sô GxÒ ¸ ´*´ ¸ ¶~Î0½�ËÔ´~Ñ�Ã ¸ Ñ�Ã0ËÔ´4µ4´B¿�Ã0ÀÏ¶ ¸ Ä0½¾¶Tµ�¶¤µ�ÃBË°Ã?¼CÃ0Ð?Æ�Ç�¶ ½¾Ã ¸ Å · »JÆ�Ç�¶1µ�Ã0»@Î0Ð�µ4´4µ�Ã¿9Ëu¶°¿�¶mË ¹ ÐÈ¶m»9´!À
´ f(x) 	�
 ¶~Î
�����

Ã?������¬¾�® +¿y���H§©¦ª�¸� Ô ¦ª��§¢µ¤£É��ÙoÍ�¦¢à|�|��£2¯®¦�¥®�H¦ªÈ®£� +§±�4 <¥k¦F¯® +��§�¦ª�«�¨�¾��¬oºm' £�¦4¬o¦ª§Î¦ Ô  o�£'
�¹�¨§© +�½�¹��£%¯® <��¥®�H¦xé¤��§±�¨ÙoÚF o�K¯®  Ô µ®�¤ÙoÚF o� Ô ���� +§©¦ª�A§±�����³��£�¿�µ®§±�¨�A¯® ,à|�®��Ù+Úm +� ¯
±Áý4no��	����@� e�Ò ¸ ¦ªÈFÊH ,�¹¦�¥®£É���®��� Ä ·�¸ ¿@´!Ë

O(S, F )
¶m»9µ�Ã

S ⊆ R
2 Ã F Ä*´XÅ · »JÆ�Ç�¶Þµ�Ã´!½�Ë0Ð�Õ · ½¾¶~Îjµ�Ã S Â F : S → A

Â�Ã
A
Ä ·�¸ Ã°Î¾¿@´�Æ6¶Ùµ�Ã8´!½�ËÍÐ�Õ · ½¾¶~Î 	�������� �

±Áý4no��	����@� p ��§�¦ª�H���¹��¿� o§  o�H¥|����¿���¯|�°�H¦ªÈ®�� Aµ®§�¦ªÈ½ÊH +�¹¦Q¥¤£É���|�¨�
O(Ω, F )

¯ Ä ·�¸�¸ Ä0½¾¶Tµ�¶µ�Ã*Ë°Ã?¼CÃ0Ð?Æ�Ç�¶�É · ÃØÑ�Ã0Ë,´ ¸ ¶~Î Y ¿�¶mË ·(¸ ¸ Ä0½¾¶Tµ�¶�µ�Ãj´ ¸ ¶~Î0½�Ë,´~Ñ�Ã ¸ Ã°Î¾¿@´!Ë�Ñ!Ð�µ�¶DÎ~¶!ÕTËuÃ
Ω
Â�Å�´��mÃ��

¸ ¶~Î g(x) = 1
Â
c = sup {f(x)}

Ã
f(x) = F à�� »9µ�Ã Ω

Â�Ä ·�¸ ´ ¹ ´!Ð�ãh´�Ã0» Ü ¶mÀ Ü Ã0»�½¾Ã8µ�Ã Λ
´

ËuÃÈÑ!Ð�Ç�¶�É · ÃjÉ · Ã0ËuÃ ¸ ¶~Î8ËuÃ ¹ ¶m»@Î0½�Ë · Ð`Ë à Ú ´!ËÔ´�»! ~Î F ¶ · Ä χΛ
´1Å · »JÆ�Ç�¶ ¹ ´!Ë,´ ¹ ½¾Ã0ËÍÌÏÎ0½�Ð ¹ ´�µ�Ã Λ¶ · Ä χ̃Λ

Â ·(¸ ´XÅ · »JÆ�Ç�¶Ùµ�ÃB¿�Ã0ËÍ½�Ð`»!"0» ¹ Ð�´�µ!Ð Å · ÎT´ à
NQÈ¤�� o�X»ª  · µ® 6�±¯® +à®�®��ÙoÍ�¦ ^ å6µ®§±��¿ª o�¤ o�¹�¨£���Æo��ÙxÍ¨¦©¥|�¨�¹����¯® +à|�¤��ÙxÍ¨¦�¯® ¢�¨§©¦ª�X�¹����¿ª o§

µ®�®� Ô ¦ª��§� V��¦ªÈ¤�� 6µ¤§±���� o¿��ÉÍ�¦¼¯®¦�¥¤£É���®¦¤� · µ¤ 4��¬o¦��½�� o¬+  · µ|���®¯¤¦ F å
χΛ

 ß�±�¨§©¦ª�X�¹����¿ª o§
 o�H¥|���H¿ª��¯|���H��§¢µ¤£É�±µ®§©�±»¨������ºx»ª o£ä��£� o�¨�¹Øª�H�É��¬o¦ª§ Ô µ®�®ÙoÍ�¦�¯® o�®�H��¯|�¨¯® 

g(x) = χ(Ω)
A(Ω)

²¢ò« o�X�¹ 
¬x�¨��¦�¦��� o¦ª�H o§©� K ¿y�¨�¹���y�¹ Qµ¤§±�¼��§�¦ª�H���¹��¿� o§ µ¤�®� Ô ¦ª�H§© ���¦ªÈ®�H 

Λ
²

ÜR��§©¦��\µ®�¹���
FΛ

¥|�¨�¹�4¯® o�¤¦��¾���«� Ô µ®�®ÙoÍ�¦©¯¤ ß�Ë�¹����È®µ¤��¦ª�³¯® 
Ω
���®¯¤��¬x�¨�®¯®¦ · µ® ß���H o¿ª��Í�¦

· µ®  · µ® +�� +§©¦ª�³�H o¬o¦��®�H����µ®���¸å Λ
² d µ|���®¯¤¦ FΛ 6= χΛ

�¹ +�� +§©¦ª�«¥M¦ª�y�¹¦ª� · µ® ��v§� o�H§©¦4�¹ +�®¯®¦
����¯®¦���§©¦��H�¹����¯®¦ª�Q�H¦ªÈ®�H ©�Á�H o¿ª��Í�¦

Λ
�2�� +�¹Í�¦
¯® o�H¬x���X�¾��¯¤¦ª�V �¦�µ¤�¹�H¦ª� · µ¤ ��;§© +��§�¦
 +�H�¹���®¯®¦

Ô ¦ª���¤�y�� +�¹Í�¦V§©���y�¹��¯¤¦ª�?¥M¦ª���?¥k¦F¯® o�H o§�¦ª�?�� o�ä»¨��£�¦��� o�? o�y�¹�H Xc°  K ¥|�¨�¹�
FΛ

æ »F��¯® Kà|¿�µ®�¹� K ²[Lªè9²
�	 o�X�¾�e���®¬o +�H�¹ +Æx�e¯® Ö¥M o�X�¹���®­o�®¬+�É�Ì¯®�#��§©¦��H�¹���Ì¬¾�|��§©���H o§�¦ª�±¯®  Ë · Ì�µ�¶ ²�NQÈ¤�� o�X»ª  · µ® 
· µ|���y�¹¦�§±�¨���Q��¥¤��¦xém��§©��¯|� FΛ

Ô ¦ª�Q¯|� Ô µ®�®ÙoÍ�¦
¬x������¬+�� o��ï��H����¬x�
χΛ

�2§� o�®¦��<�Hµ®ï�¯¤¦��� o�H o§�¦ª�
 o§Î�¤¦ª�����©��§�¦ª�X�¹�¹�¨¿ª o§Þ V o��¥M o����§�¦ª�³¦ªÈ¤�¹ +�³µ®§±�¢§� o£��®¦ª�\�H o¬o¦��®�H����µ®ÙoÍ�¦®²

á«  Ô ¦ª��§¢µ¤£É��§�¦ª�A +�y�¾Í�¦�¦¼¥®��¦ªÈ¤£� o§©�6à|�|�¨£%¬o¦ª§�¦4�� +�®¯®¦ ¯
²8´4µ4´ ·�¸ ´S» ·�Ü Ã ¸ µ�Ã8¿�¶m»�½¾¶~Î ¶!ÕT½�Ð�µ4´Ù¿�¶mË ·�¸ ¸ Ä0½£¶Tµ�¶%µ�Ã�´ ¸ ¶~Î0½�ËÔ´~Ñ�Ã ¸ Ã°Î��
¿@´!Ë�Ñ!Ð�µ�¶"Î~¶!ÕTË°Ã

O(Ω, FΛ)
ÂA¶m»9µ�Ã Î~Ã¤µ�Ã°Î ¹ ¶m»$#�Ã ¹ Ã1¶~Î Ü ´!ÀÏ¶mËuÃ°Î�Å · » ¹ ÐÈ¶m»9´!ÐÏÎØµ�Ã FΛ

Â
¶!ÕT½¾Ã0Ë ·(¸ ´�´0¿9Ëu¶�ã�Ð ¸ ´�Æ�Ç�¶ ¿@´!ËÔ´ Λ à

\



%'&
(*),+.-
/10�23&54
6�+87:9<;>=?-
2�+.6@/�-�A:2B6
Ω

%?AC(*D$-
9E0�-
/F9�G5-.H�6I/BJ�&�2103&�H�-E/K7�/�&�9<H�-
χΛ

%LJM(�NO6�P<2�6M/16I9
03&�QIG5-RH:6
χ̃Λ

%'H<(*DS-�9E0�-E/!9<G5-TH�6M/�JI&52�0B&�H:-
/!7</B&59<H�-
χ̃Λ

Åg��¿ªµ®��� K ²[L ¯ ��§�¦ª�H���¹��¿� o§  +��¥|�¨��¿ª��¯|�4��¦ªÈ®�H 
O(Ω, FΛ)





� �����M��ì���� U

� �	�
�WV��%� �YX[Z�� � ��� � � ���]\��	���%� ^ ���������%���

¦D�T� _a`
b��¤� c"«B�o®¤ª���� ¬ dB�
�Ù���
�A¦ª§�¦�¯® +à|�¤��¯®¦
�®¦�¬x��¥¤ï��¹µ¤£�¦����y�¹ +����¦ª�o�2 o�X�¾��§�¦ª�Q¥®�H¦m¬+µ®�¹�¨�®¯®¦
µ®§±� Ô µ®�¤ÙxÍ�¦
��¥®�H¦xé¤��§±�¨�½�� 
¥|����� Ô µ¤�®ÙoÚF o�g¯®� Ô µ®�����2¯® R¬o¦ª�ËÊHµ¤�½��¦ª�;¯®¦¸¥¤£É���®¦ · µ® R�¹Í�¦«¯® o£���§����¹��¯®¦ª��¥M¦ª�2¬oµ¤�H»¨���;¯® KÐ�¦���¯|���~²
Ã?�¨�¹��¦ªÈ¤�¹ +�Vµ®§±����¥¤��¦xém��§©��ÙxÍ�¦Á¯¤ 

FΛ

»��¨§©¦ª��µ¤�¹��£���Æo��� Ô µ¤�®ÙoÚF o�<¯® ¼È|���H �����¯®����£�  ÇAµ®��c�Z ¡
¥|�����¢¬o¦ª�¤�H�¹�Hµ®���Aµ®§±� Ô µ¤�®ÙxÍ�¦4��§©¥¤£�ï�¬+���¹�<� · µ|�¨£��®¦ª�H§±��£���Æo��§©¦��R �¦ªÈ¤�¹ +§©¦��\� Ô µ®�®ÙoÍ�¦���¥®��¦m'
ém��§©���y�¹ °à|�®��£ð²

Â������Q¥¤�� o¬+������§© +�y�¹ ��%�� o§�¦ª� · µ¤ �¯®��¯|��µ®§±�Á�½µ¤»� o§ P
¬o¦�§

N
¥k¦��½��¦ª�o�;��§�¦ª�X�¹�¹�¨¯®¦ª�

¯® �§©¦F¯®¦� o�H¥|���H¿ª��¯®¦��H¦ªÈ®�� 
O(Ω, FΛ)

�2¬+¦ª�®�H����µ®ï�§©¦��
Φ(x) =

∑
ξ∈P Kξ(x)

µ®§©� Ô µ®�®ÙxÍ¨¦®�
Φ : R

2 → R
�¸��§�¥®£�ï�¬o�Ý�¾�s¯¤ ¶È®���� i�¹�¨¯®�É��£ñ�³¦ª�®¯® 

Kξ(x)
å¶� Å · »JÆ�Ç�¶á»�ß ¹ ÀÏÃ°¶ ¬o o�y���¹��¯|� o§

ξ
æc¯®����¬+µ¤�¹��¯|�±�|�Á�� +ÙxÍ�¦�Lm²[Lªè9²ß�¸¥®��¦xém��§©��§�¦ª�� +�½�¹Í�¦

FΛ

¥M¦ª�
F̂Λ

�%µ®§©� Ô µ®�®ÙoÍ�¦Á¯®� Ô µ¤�¹�
¬x�¨£�¬oµ¤£É��¯|�4�¼¥|���X�¹���K¯® Vµ®§©�¼�¤¦ª��§©��£���Æx��ÙoÍ�¦6¯¤ 

Φ
¥k¦��«µ¤§±�4��£Ý�¹µ®���¢¯® V¬o¦ª�X�¹ 

c
¯

æÈLF² K è
F̂Λ(x) =





0
�� 

Φ(x) ≤ c(1 − α)

Φ(x) − c(1 − α)

c (α + β)

�� 
c(1 − α) ≤ Φ(x) ≤ c(1 + β)

1
�� 

Φ(x) ≥ c(1 + β)

�����H o§�¦ª� · µ® <�¼�H o¿ª��Í�¦ Λ
å<��¥®��¦xém��§©��¯|�¢¥M¦ª� ¯

æÈLF²MLªè
Λ̂ = {x ∈ R

2 : F̂Λ > δ},

¥|�����©�¨£�¿ªµ®§Þ£���§©�����
δ ∈ (0, 1]

²

V



¦D�u¦ egfih ª0«��jb
â §©�u¿ª�����®¯® Á¯®�Ý»ª +������¯|��¯® Á¯¤ Á��W¤¬o£� +¦ª�¼¥k¦F¯® +§ �� +�4µ®�¹�¨¯®¦ª�¼¥|�����u¯® +à|�¤���

Φ
²#Ãg���¹�Ö¬o��¯|�

Ô ��§�ï�£��É�6¯® ß�hW®¬o£� o¦ª�«�¹ o�H o§�¦ª�«¯®� Ô  +�� o�y�� o��¬o���¹�¨¬+�¹ +��ï��H�¹��¬x���«�|���� o¬+¦ª�®�X�¹��µ¤ÙxÍ�¦®²«á³ o�X�¹�����®¿ª��§©¦ª�
�®¦ª�H�¹���ß o�H¬o¦ª£��|���<¥k +£É���|�¨�¹µ¤�� oÆo��¯®¦
¥®�H¦ªÈ®£� +§±�Á¥®�H¦ª¥M¦ª�H��¦®²Á�A¦ª§�¦������Hµ®§©��§©¦�� · µ® ��®¦ª�H�¹�
��§�¦ª�H���¹��¿� o§�å¼ o�H¥|���H¿ª��¯|�m�;�®Í�¦� 9ém���H�� ©�¤ o�®�½µ®§©�
¯¤���� +ÙxÍ�¦ · µ® �¦ª�<¥k¦ª�y��¦ª� | ¥®�H +à|����§D}¢¦ªµ
 o�X�¹  Ê���§î¬+¦ª�®¬+ o�y�¹����¯®¦ª�+² ê �H¬o¦ª£��® o§�¦ª�A +�y�¾Í�¦¢�hW®¬+£� +¦ª�K¯® ¸È|���� ¸�¹��¯¤�É��£ ÐÏÎ~¶m½�Ë� °¿9Ð ¹ ¶~Î �½�ñ²  ¨²��½�¾�����
· µ® ¢¦�»��¨£�¦ª�³¯®  Kξ(x)

��Ø±¯¤ o¥M o�®¯® 6¯|�©¯®���H�ut��®¬o���
|x− ξ|

�k�|Í¨¦±¯|��¯®���H oÙxÍ¨¦
x− ξ

² N°µ¤�¹�H¦
¥M¦ª�y�¹¦���§�¥k¦��H�¾�¨�½�� uåi¦���W¤¬o£� +¦#�¹ o��¦ªµ×�|Í¨¦��Hµ®¥M¦ª�H�� Ö¬o¦ª§�¥|��¬,�¹¦®² ê ém¥M o����§© +�y�¾��£�§© +�½�� 
¥M o��¬+ oÈM o§�¦ª� · µ® © o�X�¹  Ô �Ë�¹¦
���$k|µ¤� Ô ¦��H�¹ +§© +�y�¹ ��|�
��¦ª¥k¦�£�¦ª¿ª����¯®¦ª�<¦ªÈFÊH ,�¹¦ª�6��¥®��¦xém��§©���y�¹ +�
æçà®¿ªµ®�¹�DLF²]\½è9²O�� +��¬o�H +»� o�� +§©¦����¢�H o¿ªµ®���K��£�¿ªµ®§©��� Ô ��§©ï�£������r¯® °�hW®¬o£� o¦ª�K�� o�X�¾��¯|�¨�K  Ô ���H o§�¦ª�
��£�¿ªµ®�®�\¬+¦ª§© +�y�¾º��H��¦ª�\�H¦ªÈ®�� V¦�¥k¦�� · µ®­V¯|���³ o�H¬o¦ª£��|���+²

�� +à|�¤��§�¦ª�6�¨� Ô ��§�ï�£��É���°¯¤  Ô µ®�®Ù+Úm +�¢¥M¦ª�
ψ : R → R

¦��®¯® ��¨£��¹ +�¹���¤¯®¦
ψ
�ä��£Ý�¹ +�¹��§�¦ª�

¦��hW®¬o£� o¦®²�Ãg���¹�#¬x�¨¯|� Ô ��§©ï�£����¶¯® Ö�hW®¬+£� +¦ª�Á�¹ o�X�¾��¯®���� o§�¦ª�Á¯®��»� o�H��¦ª��¥|���,t�§� +�¹�H¦ª�o� · µ® 
¯® ,à|�®��§�¦ª�Á�¨������§ ¯

Kξ(x) = ψ
(

d(x,ξ)
r

) �¸¦��®¯® 
d(x, ξ)

åi�e¯®���H�ut��®¬o���Ì oµ¤¬o£���¯®�É�¨�|�Ì¯®¦
¥M¦ª�y�¹¦

x
��¦�¥k¦ª�y��¦±��§�¦ª�X�¹�¹�¨£

ξ
²í�� +à®�®��§�¦ª�\�¾��§6Èkå+§�¦ª�³�� +¿ªµ®���y�� o�«¥|���ut¨§© ,�¹��¦�� ¯

r
¦ Ë,´!ÐÈ¶

µ�Ã�Ð`»ml · "0» ¹ Ð�´ ¯®¦��ä¥k¦��½��¦ª�ä¯|����§©¦��H�¹���¤� ε ¦ Ã0ËÍËu¶ ¸ ×Cã�Ð ¸ ¶1µ�¶1½�Ë · » ¹ ´ ¸ Ã0»�½¾¶   k � ¿�¶m½n"0» ¹ Ð�´
¯®¦��hW®¬o£� o¦®�

k ∈ N
²

Ã?�����±¿ª o�����°�hW®¬+£� o¦��°¯® ¢�Hµ®¥k¦��H�¹ 6¬o¦ª§�¥|��¬,�¹¦�¯® ,à|�®��§©¦ª�
ψ(u) = 0

¥|�¨�¹�©��¦m¯®¦
u > 1

 
�¹ +�H�¹��§©¦��¸�¨�«�H o¿ªµ¤���y�¹ +� Ô µ¤�®ÙoÚF o�6æçà|¿�µ®�¹�iLm² K è ¯
K ²«�A¦ª�¤�H�¾�¨�½��  ¯

ψ(u) = 1

Lm²³Ï%���¤ x��� ¯
ψ(u) = 1 − u

Z¤²³Ã;¦ª£����®¦ª§��É��£ ¯
ψ(u) = 1 − 2uk + uk+1

\®²³á«��¬o��¦ª�|��£ ¯
ψ(u) =

1

ε−1uk + 1^ ² ê ém¥k¦��® o�®¬+�É��£%¬+¦ª§�¥|��¬+��¦ ¯
ψ(u) = e− log(ε−1)uk

Ã?�����¼�hW®¬+£� +¦ª�¸¯¤ <�Hµ®¥M¦ª�H�� <�®Í�¦¼¬o¦ª§�¥|��¬,�¹¦4�¹ +�H�¾�¨§©¦ª�<æ à|¿ªµ®���iLm²ML�è ¯
K ² ê ém¥k¦��® o�®¬+�É��£ ¯

ψ(u) = e−uk

Y



%L&E(
k = 1

%?AC(
k = 2

%LJI(
k = 8

%LH<(
k = 100

Å?��¿ªµ®���DLm² K!¯ Ãg o�Xà|£%¯®¦ª�³�hW®¬+£� o¦��¸¬+¦ª§©¥®��¬+��¦ª�o�¤»¨���H�É���¤¯®¦
k

%L&E(
k = 2

%?AC(
k = 8

Å?��¿ªµ¤�¹�DLm²[L ¯ Ãg +�Hà|£%¯¤¦ª�³��W¤¬o£� +¦ª�³�|Í�¦�¬o¦ª§�¥|��¬,�¹¦ª�+�¤»¨���������®¯®¦
k

Lm²«¡V��µ®�H���É�¨�®¦ ¯
ψ(u) = e−u2/2

wg¦F¯®¦ª�«¦ª�«��W¤¬o£� +¦ª�«¯® ß�Hµ®¥M¦ª�H�� 6¬o¦�§©¥|�¨¬+�¹¦��� <§�¦ª�H���¹������§��� +§© +£��|�¨�½�� o�¸¯|��¯|�¼µ®§©�� +� '
¬o¦�£��|����¥®�H¦ª¥®������¯|�4¯® 

k
²­N°È®�H o�X»ª  · µ® ß¦ª�³�hW®¬o£� o¦ª��Ãg¦ª£����®¦ª§��É�¨£ð�Fá¸�¨¬o��¦��|��£�  ê é¤¥M¦ª�® +�®¬o����£

�A¦ª§�¥|��¬,�¹¦��� o�®¯¤ o§ ��¦��hW®¬+£� o¦Ö�A¦ª�®�H�¹���y�¹  · µ|�¨�®¯®¦ k »¨���í¥®���¹�
���¤à|�¤���¹¦¤² ê �X�¹ +�¢�hW®¬o£� o¦ª�
�¹�Ý»ª +�¹��§î§¢µ®���¹�6¯®�Ýà|¬oµ®£�¯|��¯® � o§ ¬o��¥¤��µ®�¹���A¬o¦ª�H�� +�¹��§� o�y�¹ V�6��¦ª¥k¦�£�¦ª¿ª���<¯¤¦�¦�ÈFÊH +��¦®�¤¬+���É�¨�®¯®¦
§¢µ®�Ý�¹¦ª� Ô ��£��H¦ª�?È¤µ®�¹��¬+¦ª�O�|�°�¨¥®��¦xém��§©��ÙxÍ¨¦®Ûª���H��¦°¦F¬o¦����� +µ4¥®�����®¬o��¥|��£�§© +�½�� í¬+¦ª§���§©¦��H�¹����¿ª +�®�
µ®�®� Ô ¦ª��§� o�ß�� +§  +�H�¹�Hµ¤�¹µ¤�¹�u o�H¥|��¬+�É��£ñ²u�A¦ª§�¦Ö���6��§�¦ª�H���¹���ßµ®�®� Ô ¦���§� o�<�|Í�¦���­o§��® o¬+ o�H�¹�m'
������§� o�y�¹ �µ¤§±�u�H o¿ªµ®£�������¯|��¯® © o�H¥|��¬o����£ð�?�ð²  �²Ý�R¥M¦F¯® o§�¦ª�ß�� o�4¥M  · µ® +�®¦ª����¿ª�Hµ®¥|��§� o�y�¹¦��¢¯® 
¥M¦ª�y�¹¦ª�Q 4º¨�� x�¨�°»��¨Æo�É�¨�o�~ 4¦��°�hW®¬o£� o¦ª�Q¬+¦ª§©¥®��¬+��¦ª�°���ok|µ® o§0��¥M o�|�¨�Q£�¦F¬x��£�§© +�½�� �² d µ|�¨�®¯®¦
�|ºßº��� o���R»¨��Æ+�É��� · µ® ¸¬o¦ª�y�¹å+§�µ®§Ä¬oï���¬oµ¤£�¦V¯® «�¹����¦

r
�½ o�H�¹���Kº¨�� x�¨�rà®¬x������§Ä§±�¨��¬x�¨¯|���R¬o¦ª§�¦

È®µ®����¬o¦¤�O��¥M o�¹�¨�6¯® ��¤¦�¦ªÈFÊH ,�¹¦u¦�����¿����|��£O�®Í�¦��H o�� +§�²�ò���à®¿ªµ®�¹�%Lm²[Z
��£�µ®�H���¹��§�¦ª�V¦�¥M o�Xà|£
¯® 

Φ · µ®���®¯®¦4�¹ +§©¦��³��§©¦��H�¹�����K�H¦ªÈ®�� V¦4������¦
æ à|¿ªµ®���DLm²[Z®æñ�yèHèí  · µ®���®¯®¦����³��§�¦ª�X�¹�¹�¨�A�¹ +§
 o�H¥|��Ùo��§© +�y�¹¦ ^ c4yÄ�6§©����� · µ® °¦6�¹����¦�æ à|¿ªµ®���jLm²]Z|æcÈvèHè,Ûm o�H�¹Í�¦¢��£�µ®�X�¹�¹�¨¯®¦ª�í�6µ¤�¹��£���Æx��ÙoÍ�¦V¯®¦ª�
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N �¹����¦ßå¸¦6¥®�H���®¬+��¥|�¨£M¥®���ut�§� +����¦ · µ® °µ®����§©¦��í�|�ß�� o¬+¦ª�®�X�¹��µ¤ÙxÍ�¦®�m¥k¦����R o£� «¯® ,à|�®����º6¦6¬+¦ª§j'
¥M¦ª�H�¹��§© +�y�¹¦V¯®¦ª�r�hW®¬o£� o¦ª�R \�¹ +�¹º · µ® ¸�H o�R��¯|�¨¥¤�¾��¯¤¦<¥®���¹�V¬x��¯®�V�½µ¤»� o§�¯® ³¥M¦ª�y�¹¦ª�+²?ÜR��§�¦ª�
µ®�����³�¹����¦ª�K§� o�®¦ª�H o�\¥|�¨�¹�4��§�¦ª�H���¹���\§©�����A¯® +�®�¹���³ V§©����¦ª�H o�í¥|���¹�¼��§�¦ª�X�¹�¹�¨�K§±�¨���K +��¥|���£'
�¹�¨�oÛ½���X�¹¦��H 
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x
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Λ
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c
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µ®����¯®¦Q¬o¦�§©¦�»¨��£�¦ª�;¯® A¬+¦ª�H�� K¥|������¯® +à®�®���
F̂Λ(x)

²=N ������¦¸����º¸¯® +�Ýé¤���ä�¸¬o¦ª�®�X�¹�Hµ®ÙxÍ�¦Q¯®���ä¬oµ¤� '
»¨���r¯® �Ð�¦ª��¯|�¨��§©�����o�y¦ªµ�§© +�®¦ª�+�y��µ|�x»ª +�o² d µ|���y�¹¦<§©����¦ª�?¦<������¦¤�y§±�����ä��µ®�â»� o�R�¹ o�¤¯® o§Ä�H o�
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»¨��Æo�����K�¹ +�¹Í�¦ Ô ��£���¦ª�\È®µ¤�¹��¬+¦ª�³�|�¼��¥®��¦xém��§©��ÙoÍ�¦®²
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¥®���¹�Ì ,»F���¾�¨� · µ® Ö�Ì¯¤���H�ut��®¬+�É�s +�y�¹�� �¯®µ|����¬+¦ª§�¥k¦ª�¤ o�y�¹ +�±¬o¦��® ,é¤���
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ξ
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r(ξ, n) = min {k > 0; # (P ∩B(ξ, k)) ≥ n}
¬o¦ª§

n ≥ 2
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ξ
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2R0
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¥|��§� o�y��¦ª�¸�¤ o§�»¨��Æo��¦ª�³�|���«�� +¿ª��ÚF o�«��§�¦ª�H���¹��¯®���³å<ÈM o§Î���y�¹µ®�Ý�¹��»�¦¼��� Ô  +�����\�H 6����§�¦ª�H���¹�4å
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n = 6

%?AC(@�!�5t�Jn7:ts-TH�6
ri

J�-�+
n = 6

Å?��¿ªµ®���DLm²[v ¯ �Kº�£�¬+µ®£�¦4¯® 
r

K \



¦ªµ��|Í�¦V o�X�¹�Hµ¤�¹µ®����¯|�V o�H¥|��¬o����£�§� o�y�� \µ®�¹���¤¯®¦ß¦ Ô �¨��¦V¯®  · µ¤  · µ|���y��¦ß§©����¦��ä�Q o�X�¹��µm�¹µ®���< +� '
¥|��¬+�É��£|§� o�¤¦ª�O�� +�¹º6�°»¨���H�É��ÙoÍ�¦V¯® 

r(x0, n)
�F¥®���¹�

x0 ∈ Λ
²OÏ% +§¢È®�¹�¨�®¯®¦ · µ®  · µ|�¨�½��¦6§©����¦��

�Ì +�H�¹�Hµ¤�¹µ¤�¹�e o�H¥|��¬+�É��£«¯|�e��§�¦ª�X�¹�¹�¶§© +�®¦ª��åu¦Ì������¦s�® o¬+ o�H�¹º��H��¦#¥|�����s¬+¦ª�®�H����µ®���
F̂Λ(x)

�
�¹ +§©¦��� +�y�¾Í�¦ · µ® Á�¹¦ª�H�|���4�®¦����¹�i o�H¬o¦ª£��|�i¯®¦i�¹����¦i��¯®  · µ|�¨¯|�sÒi��§�¦ª�X�¹�¹�m²õN°È®�� +�H»ª  · µ® 
· µ|���y�¹¦Ì§±����¦ª� n �K§±�¨��¦ª�4�H o�¹º¶¦s������¦¤Û\¥k¦ª�Håo§
�A +�H�¾�¨§©¦ª��¥®�H¦m¬+µ®�¹���¤¯®¦Ìµ®§ ������¦i§�ï��®��§©¦
· µ® <�� o¥¤�� o�H o�y�¹ 6Èk +§��®¦ª�H�¹�©�H o¿ª��Í�¦®²R�A¦ª§�¦������Hµ®§���§�¦ª� · µ® ß�¤¦ª�����©��§�¦ª�X�¹�¹�4åV o�H¥|���H¿ª��¯|�m�
 o�H¥k +�¹��§�¦ª� · µ® ��m¥|���¹�Vµ®§Ä������¦ß��¥®�H¦ª¥®������¯®¦®�y¦<�hW®§� o��¦ß¯® ¸��§©¦��H�¹�����r¯® o�y����¦6¯¤ ¸µ®§©�VÈk¦ª£��
�¹ +�®�|��¥M  · µ® +�|��»��¨���É�¨ÙxÍ�¦®²¸Ãg¦F¯® +§©¦ª�«�¾��§6Èkå+§Ó¥M o�¤�¹��� · µ® ¨��¥|�����±µ®§Ó�hW®§© +��¦

n
à¤ém¦�¯® 

 o£� o§� o�y�¹¦��ß�¨§©¦ª�X�¹�������+�
r(ξ, n)

�¹ o��ºÁµ®§�¥M  · µ® o�¤¦�¯® +�H»F��¦�¥|�¨¯®�¹Í�¦��H o£É�Ë�¹��»�¦ σ
r

² â �¹���H o§�¦ª�
 o�X�¹  Ô �¨��¦Ö¥|���¹�Ö¯® ,à|�®����§�¦ª�

n
 Á¬o¦��®��  ·��  o�y�¹ +§© +�½��  r ²#�K�¨£�¬oµ¤£É��§�¦ª� r µ®�¹���¤¯®¦¶�u  · µ|�m'

ÙxÍ¨¦%Lm²{\�¥|������µ¤§
n
���®��¬o�É�¨£g��¿ªµ|��£O� Lm�2�H  σ

r
≤ 25%

¬o¦ª�¤����¯¤ o�¹�¨§©¦ª�Q�¤¦ª��������§�¦ª�X�¹�¹��¬+¦ª§
 o�X�¹�Hµ¤�¹µ®���© +��¥|��¬+�É��£x�í ß�¨¬o o�Ý�¾��§�¦ª�

r
�®��  σ

r
< 1%

¯®���H o§�¦ª� · µ® ß���¨§©¦ª�X�¹���4�� o§�µ¤§±� Ô ¦ª�X�¹ 
 o�X�¹�Hµ¤�¹µ®���Q o��¥®��¬o����£® Kµ®������ +§©¦��

r/2
²?�¸¿ª¦ª���°��  σ

r
> 25%

�� o¥M +����§�¦ª�ä¦Q¬oº�£�¬+µ®£�¦¸¥|���¹�
n+1

�
�¨��å<¬+¦ª�®�H o¿ªµ®����§�¦ª� σ

r
≤ 25%

²R´F 
n ≥ 12

��� Ô  o�H��§�¦ª�K����§�¦ª�H���¹�¢¬+¦ª§©¦¼�|Í¨¦� +��¥|�¨��¿ª��¯|�¤²

¦D��� � �!�����B�¤� ®"¨��
����`T¬ ®"�j�
«
F̂Λ

��¥MØª�ß¦u¬xº�£�¬oµ®£�¦�¯¤ 
Φ
¦ªÈ¤�� o§�¦ª�

F̂Λ

�O����¥®�H¦âém��§±��ÙoÍ�¦
¥|���¹�
FΛ

�g�®¦ª�H§±��£���Æo���®¯®¦
Φ
�¹ +�®¯®¦

¬o¦�§©¦«È|���H íµ®§©�«��£���µ®�¹�\¯® R¬o¦ª�X�¹ 
c
¬o¦ª� Ô ¦ª��§� O  · µ|��ÙoÍ�¦1LF² K æç»F��¯¤ Rà|¿�µ®�¹�XLm²[Vªè,²�wg +§©¦��; +�y�¾Í�¦

· µ® � +��¬+¦ª£��® +�R��¥®��¦�¥®������¯|��§� o�y�¹  c ²��e���½��µ®������»�¦Q¥®��¦F¬oµ®������§�¦ª�r�� +§©¥¤�� ³µ®§Ä¥M¦ª�y�¹¦<¯® ³¬o¦ª�X�¹ 
¥®�H¦ª¥k¦���¬o��¦ª�|��£r�¨¦�»¨��£�¦��<§©ºËém��§�¦�¯® 

Φ
�?¥k¦ª���V�� ©�� o§�¦ª�

λΦ
 +��¥M o����§©¦�� · µ® �����£���µ®�¹��¯® 

¬o¦��H�¹ Q��¯® x�¨£~��  Ê��¢�¾��§¢ÈMåo§
λc
Û® Q¬+¦ª§�¦4¯|��¯|�4�4§� o��§©�¢��§�¦ª�X�¹�¹�¨¿ª o§Þ o�H¥|����¿���¯|�¢�H¦ªÈ®�� Qµ¤§

¦ªµ¤����¦©¦ªÈFÊH +��¦�¥®£����|���
O (Ω′, FΛ′)

 o�H¥k +�¹��§�¦ª� · µ¤  Φ
�¹ +�®�|�±¦©§© +��§�¦©¬+¦ª§�¥k¦ª�X�¾��§� o�y��¦© 

£�¦�¿ª¦4¦©§� o�H§©¦
c
²

Ãr�H¦m¬+µ®�¹�¨§©¦ª�~ ,ém¥k +����§© +�½�¹��£�§� o�y�� ä¦\¬o¦ª�X�¹ O��¯® x��£
c
¥|�����Kµ®§©�\��§©¦��H�¹���

P
 Oµ®§

O (Ω, FΛ)
²

� ¥|�¨�H�¹���A¯® +�H�� Q¬o¦ª�X�¹ °¬o��£�¬+µ®£É��§�¦ª�R��µ|�¢¥¤��¦ª¥M¦ª��ÙoÍ�¦¢¬+¦ª§î¦4§©ºËém��§�¦< °�¹ o�X�¾��§�¦ª�í o§ ¦�µ¤�¹�H¦ª�
¦ªÈFÊH ,�¹¦ª�A§±���y�� o�®¯®¦¼�ß§© +��§©�6��§�¦ª�H���¹��¿� o§
�F¥M o�H¬o +Èk +§©¦ª� · µ¤ Q�6¥®�H¦ª¥k¦���ÙxÍ¨¦¢�� °§©���y�¹���®�|�¤²
w;��¦F¬x��§�¦ª�;����§�¦ª�X�¹�¹�¨¿ª o§D¥k¦ª�Håo§]§©���y�¹ +�®¯®¦�¦«�hW®§� o��¦«¯® í��§�¦ª�H���¹���2 R¦¸�¹��¥k¦³¯® í��§�¦ª�H���¹�¤�
� DS-�2�6��m6I+.P:tv-�7<+.&�4
2B&
H�6!2�6I4�7:t�&52�Jn-
+�7:+T&�PC6�2�0�7:A�&�Q�G�-�+u6I9:-�2�}E7:6

30%
-
7u7<+.&�&�+.-
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%L&E(*),+.-
/10�23&./1-
A:2�6�&u=?7:9<QIG5-� �� ¡�%'&
( %LA�(
Φ(x)

%'JI(
F̂Λ(x)

%LH<(
Λ̂

Å?��¿ªµ¤�¹�DLm²[V ¯ Â���¥®���³¯® <��£���µ®�¹�4¯|��� Ô µ¤�®ÙoÚF o�
Φ
 
F̂Λ

 
Λ̂

K v



§©�����«µ®§©��»ª +Æ4¥k +��¬+ oÈM o§�¦ª� · µ® 4��¥®��¦ª¥M¦ª�HÙxÍ�¦��H ¢§©���y�¹ +»� �²VÂ
µ®¯|��§�¦ª�� +�y�¾Í�¦�¦±��W¤§© +��¦
¯® «��§�¦ª�H���¹���+�y¥k +��¬+ oÈM o§�¦ª�r o�y�¾Í�¦ · µ® «¦<¬+¦ª�H�� \�¹���¤�|� · µ® ¸�H¦ Ô �� +�Oµ®§©�V¬+¦ª���H oÙoÍ�¦ß +§ Ô µ®�®ÙoÍ�¦
¯® 

N
�|¦4�hW®§© +��¦4¯® V�¨§©¦ª�X�¹�����o�¤��¥kØ��K o�X�¹µ®¯|�¨��§�¦ª�\¦4¬o¦ª§�¥M¦ª�H�¹��§© +�y�¹¦¢¯|�jk®µ¤�¹µ|�¨ÙxÍ�¦¼¯® 

c
�

¬o¦��®¬o£�µ®ï�§�¦ª�K¯®  Ô ¦ª�H§±�4 +§©¥®ï�����¬x� · µ® V�¹ +§©¦ª�³�4�H o¿ªµ®���y�¹  Ô ¦ª��§6µ®£É��ÙoÍ�¦4¥|����� c ¯
æÈLF² ^ è

c =
2 max {Φ(x), x ∈ Ω}

log(N)

�� o�H¬o¦ª£��|�¸¯¤¦°¬o¦ª�X�¹ ¨�ª���H����§ ¬+¦ª§©¦��¸¯®¦��¹����¦®�¨���$k|µ® +�®¬o�����¹º«�|��� Ô ��¦ª�y�¹ +�������g¯¤ 
Λ̂
¯ �H 

c
Ô ¦ª�

§¢µ®�Ý�¹¦Á¥M o�X�¹¦
¯® ¼Æo o�H¦Á�¹ o�H o§�¦ª� Ô ��¦ª�y�� o�������Q¯®���H�¾�¨�½�� o�V¯® 
Λ
 4�� ¼�¹�Ý»ª +��§�¦ª�

c
§¢µ¤���¹¦Á¥M o�X�¹¦

¯® 
max(Φ)

�� o�� +§©¦��«§6µ®����¦ª� Ô ��£��H¦ª�\È®µ®����¬o¦��o² ê ém¥M o�H��§� o�y�¾��£�§© +�y�¹ Q o�H¬o¦ª£��® o§�¦ª�
α = 0,3

�
β = 0,5

 
δ = 0,5

�|¦ªÈ¤�� o�®¯¤¦±���H����§
Λ̂
¬+¦ª� Ô ¦ª�H§© Q  · µ|��ÙxÍ¨¦�Lm²[Lm²

¦D�£¢ �x�¥¤����
N°È®�� +�H»�  · µ® Q�¤¦ª���H¦4§©¦F¯® o£�¦6¯® Q�Hµ®ï�¯¤¦¢�� °¯®º¢¥k +£É�6¬o���¹��¬,�¹ +����Æo��ÙxÍ¨¦¢¯®  FΛ

² d µ|���y�¹¦4§� o�¤¦ª�
�¢¯®���H�°t¨�®¬o��� ∫

Ω
(χΛ(x) − FΛ(x))2 dx

§© +�®¦ª�A�Hµ®ï�¯¤¦6�¹ +�� o§�¦ª�+²AN]�¤¦ª���H¦�§�å+��¦m¯¤¦6��¯¤ o�y�¹�Ýà|¬x�
¥|���X�¹ +�¢��µ®��¯®¦ª�����¢¦ªÈ®�H o�X»��¨�®¯®¦ · µ® � +§ º��H x���6¦ª�®¯® 

FΛ

Ô ¦ª�ß¥k +�H��¦u¯® �Æ+ o��¦u�� o�H o§�¦ª�¢µ®§©�
§� o�®¦ª�O¯¤ o�®�H��¯|��¯¤ \¯® \¥k¦��½��¦ª�R��§�¦ª�H���¹�����?£�¦�¿ª¦°¦°»¨��£�¦��ä¯® 

Φ(x0)
�� o�®¯¤ ¸�°�H o�r§� o�®¦ª�?�® o�H�¹���

º��H x���+�\ o�y�¾Í�¦ · µ®���®¯®¦e�¤¦ª��§©��£���Æx���H§©¦�� Φ
¯® o�H¬x���X�¾��§�¦ª���¶��� Ô ¦���§©��ÙxÍ�¦i¯® �¥k¦��½��¦ª�±§©�����

� Ô ���X�¾��¯¤¦ª�³¯|�4�Fµm»ª o§
²íÂ������«µ¤§±�6»� oÆV»ª o§�¦ª�«�4�® o¬+ o�H����¯®��¯® <¯® Vµ®§�ÈM¦ª§��øÊHµ¤�H�¹ <¥|�����4¦ª�
¥|���,t�§� +�¹�H¦ª�«¯® 6������¦� ß¬+¦ª�H�� 6¥M¦ª��� · µ|���y��¦�§±�¨��¦ª�\¦�������¦¼ ß§© +�®¦ª�¸�±��£Ý�¹µ®����¯® ß¬o¦ª�X�¹ ±æc +§
¥®�H¦ª¥k¦���ÙxÍ¨¦©�

max {Φ(x)}
èK§© +�®¦ª�\�� +�®��ïÝ»ª +£g�¨¦��Hµ®��¯¤¦¼à®¬x�¼�®¦ª�������H o¬+¦ª�®�H����µ®ÙoÍ�¦®²

ò��°à|¿ªµ®���*LF²[YQ��£�µ®�H���¹��§�¦ª�ä¦V  Ô  o����¦V¯®¦ß�Hµ®ï�¯¤¦<�H¦ªÈ®�H ¸� · µ|��£���¯|��¯¤ K¯|�V o�y�¹����¯|�V¯® ³¯|��¯®¦ª�+²
Å?� é®�¨§©¦ª�

Λ
�
Ω
 <���¨§©¦ª�X�¹����¿ª o§î��¦ªÈ¤�� 

Ω
 Q»¨���H�É��§�¦ª�

FΛ

�®¦ªÈ¤�� o�®¯¤¦±���H����§ µ®§©�¼��§©¦��H�¹���
�� +§Ä��µ®ï�¯®¦V ³¦ªµ¤�¹���Q��µ®��¯®¦ª�¹�m²gÜr o§�¦ª�O +§òLm²[Y®æc âè? +§Ä��Æ+µ®£|¦ª�r¥k¦��½��¦ª� · µ® ³¥k +�H�¹ +�®¬o����§Ä�

Λ
 

Ô ¦ª����§  o£���§©���|��¯®¦��% K o§]»ª +��§� o£��®¦°¦ª�g¥k¦ª�y��¦ª� · µ® K§� o�H§©¦ Ô ¦ª�¹�¸¯|���� +¿ª�ÉÍ¨¦ Ô ¦ª����§ §±�¨�½����¯®¦��
 4 o§Ó»ª +��¯® 4¦ª�Q¥M¦ª�y�¹¦��° o§0¬o¦ª§¢µ¤§�²Vò«¦Á¬x��¥®ïÝ�¹µ®£�¦�Z±¬+¦ª§©¥®���¹��§�¦ª�¸�� o¬+¦ª�®�X�¹��µ¤ÙoÚF o�V¬o¦ª§Ó 
�� +§Î��µ®ï�¯®¦®²

K V



%L&
(
χΛ

%LA�(
χ̃Λ

%'JI(�),+.-E/x0B2B&�4�6�+[/�-�A<2�6
χΛ

%LH<(�)w+.-
/10�23&54�6I+[/1-
A:2B6
χ̃Λ

%?6M(�¦�-�A:2B6�PC-
/�;sQIG5-uH:&�/F9m7:§
6�9</ %?=B(�¨w6�0B&�tv�:6@H<&u/�-�A<2�6IP�-E/1;�Q�G�-RH:&
/
9m7:§�6I9</

Å?��¿�µ®�¹�jLF²[Y ¯ �A¦ª§�¥|������ÙxÍ¨¦4 o�y�¹�H 6��§�¦ª�X�¹�¹�¨¯|���K�H¦ªÈ®�� 
O (S, χΛ)

 
O (S, χ̃Λ)

K Y
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ë ���Áì��M�
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ò¸ +�H�� �¬x�¨¥®ï���µ®£�¦i���H o§�¦ª�4¯®����¬oµm�¹���¼¦ª���� +��µ®£Ý�¾��¯¤¦ª�©¦�È¤�¹��¯®¦ª�¼¬o¦ª§ ¦���¥®���ut�§� +����¦ª�¼¯® +��¬+������¦ª�
���y�¹ +����¦ª��§� o�y�¹ � Q¬o¦ª§î¦4��W¤¬o£� +¦�¡<�¨µ®���H�É���®¦¤�¤¥M¦ª���K¬+¦ª§�¦6»F���H��¦4�®¦¼¬x��¥¤ï��¹µ¤£�¦jLF�® o�H�� V�hW®¬o£� o¦
Ô ¦ª�®¦ · µ® «��¥¤�� o�H o�y�¹¦�µ©§� o£��®¦ª�� +�ä�� +��µ®£Ý�¾��¯¤¦ª�o�y���®¯®� Ô  +�� +�½�� \��¦°����¥M¦°¯® «��§�¦ª�H���¹�¤� · µ®���y�¹��¯®��¯® 
¯® K¥M¦ª�y�¹¦��ä�|���½µ¤»� o§" K¿� o¦ª§� +�����É�«ªË�¹¦ª¥M¦ª£�¦ª¿ª�É�í¯|���� +¿ª�ÉÍ¨¦®²ä�A¦�§©¥|�¨�¹��§�¦ª�;¦ª�ä�� +��µ®£Ý�¾��¯¤¦ª�? +§
¯®µ|�¨�°¯®� Ô  +�� +�½�� o�Q�H o¿ª��Úm +�o�M�� o�¤¯®¦ · µ® 4¬x��¯®�±µ®§©�±¯® o£�����¬+¦ª§ Z Ô µ®�®Ù+Úm +�°¯®���X�¹���½�¹���o�9\��¹��¥k¦��
¯® <��§�¦ª�H���¹���\µ¤�®� Ô ¦ª�H§© +�\ ¤\ · µ|�¨�½����¯|�¨¯® o�³¯® V¥M¦ª�y�¹¦ª�«��§�¦ª�H���¹��¯¤¦ª�\��¦ªÈ¤�� <���³�� +¿ª��ÚF o�+²

â �¹�¨�� o§�¦ª�%¬+¦ª§©¦\¥®���ut�§� +����¦\¯® r¬+¦ª§©¥®���¹��ÙoÍ�¦K¯|� · µ|��£���¯|�¨¯® O¯® O�� +¬o¦ª�¤�H�¹�Hµ®ÙxÍ¨¦��\§� o¯®��¯|�
¯® V o�H��¦¼¯|�¼  · µ|��ÙoÍ�¦iZ¤² K � · µ® <§© +¯®����º¢¦ · µ|Í¨¦�£�¦ª�®¿ª °�¼�H o¬+¦ª�®�H����µ®ÙoÍ�¦± +�H�¹º¼¯®� Ô µ¤�®ÙxÍ�¦ · µ® 
¦ª�H��¿ª���®¦ªµ��¼��§�¦ª�H���¹�¢ V¯|�¼  · µ|��ÙoÍ�¦ÞZm²ML · µ® V¬o¦ª§�¥|�����¼���¨¥®��¦xém��§©��ÙxÍ¨¦ Λ̂

¬o¦ª§
Λ
²

æ�Zm² K è
∆2

bF
=

1

A (Ω)

∫

Ω

(
FΛ(x) − F̂ (x)

)2

dx

æ�Zm²MLªè
∆2

bΛ
=

1

A (Ω)

∫

Ω

(
χΛ(x) − χbΛ(x)

)2
dx

� · µ®� Ω åQ¦4�� ,�°t��®¿�µ®£�¦¢ +�y»ª¦ª£Ý»ª o�y�� <¯¤ 
Λ
�m£� o§6È®�¹���¤¯®¦ · µ®  FΛ

 
F̂Λ

�¹Í¨¦4§±����¦ª�� +�A¦ªµÁ��¿ªµ|��£
�ÖÆo +��¦¶ 
��Í�¦i£���§©�Ý�¾��¯|�¨�o²¶ò¸Øª�4�¤¦ª��§©��£���Æx��§�¦ª�<¦i o���H¦i¯®��»F��¯¤���®¯®¦Ö¥M o£��Öº��� o�Ö¯® 

Ω
�í¥|�¨�¹�

¦ªÈ¤�� o�H§©¦ª�Rµ®§©�<¬+¦ª§�¥|���¹�¨ÙxÍ�¦< o�y�¹�H ��H o¬o¦��®�H����µ®Ù+Úm +�A¬o¦�§îº¨�� x�¨�í¯®� Ô  o�H o�y�¹ +�A «§© +��§©�<�H o¿ª��Í�¦
¯® V��µ¤¥k¦ª�X�¹ ¨²Aw;¦F¯®¦©¦¼�®¦�����¦�¬o¦��ËÊHµ®�y�¹¦�¯® Q�¹ +�H�¹ V�¹ +�¹º4¦¼§© +��§�¦

Ω
²

K s



%L&E(�~<7:9<QIG5-TJ�&�2B&
J�0�6I2�¬�/10�;�J�&­H<&R2B6�4
;sG�-�®3¯,° %?AC(�~<7:9<QIG5-TJ�&�2B&
J�0�6I2�¬�/10�;�J�&uH:&u2�6I4�;�G5-�®1&�°
Å?��¿ªµ®�¹�8Z¤² K�¯ Å|µ®�®Ù+Úm +�K¬x�¨�¹��¬,�¹ o�Hï��X�¹��¬o�<¯®���K�� +¿ª��ÚF o�Rµ®����¯|���K¥®���¹�<¿ª o�����A¦ß¬o¦ª�ËÊHµ¤�½��¦¢¯® ��� o�X�¹ 
�Ù�T� ±ö�8�³²����D�
� ��«��
«�b��
«
Ã?�¨�¹�Q�° o�H¬o¦ª£��|�°¯|���?�� o¿���ÚF o�?£� +»¨��§�¦ª�? +§�¬+¦ª�®����¯® o����ÙxÍ¨¦Q�°�® o¬+ o�H����¯®��¯® ³¯® K¦ªÈ¤�� o�X»¨���?�¾�¨�½��¦ª�
���H¥k +¬+�¹¦�����¦ª¥M¦ª£�Øª¿���¬o¦��©¬+¦ª§©¦Ì¿ª o¦ª§�å+������¬o¦ª�+² â § ¯®¦��Á¥®��¦ªÈ¤£� o§©����¯®�e�� o¬+¦ª�®�X�¹��µ¤ÙxÍ�¦�åi�
��µ®�â»F��Æx��ÙoÍ�¦4¯|�¢¿ª +¦ª§© ,�¹�H�É�ß¯®�6Èk¦���¯|�¢¯|�ß�� o¿��ÉÍ�¦®²äÃ?�����6¦ªÈ®�H o�H»¨���A¦ª�K¯®� Ô  o�� +�y�¹ o�\  Ô  o�Ý�¹¦ª�í¯|���
��§�¦ª�H���¹���Q  · µ|�¨�½����¯|�¨¯® o�V¯® ¼¥M¦ª�y�¹¦ª�Q�|�Á�Hµ|�x»m��Æx��ÙoÍ�¦
¯|�Á¿ª o¦ª§� +�������±µ®�¹�¨§©¦ª�Qµ¤§±���H o¿ª��Í�¦
¯® +£���§����¹��¯|�<¥k¦ª�\µ¤§±�¢¬+µ®�H»¨�4¬o¦ª§ºt��®¿ªµ¤£�¦ª�K�H +��¦ª�ßæçà|¿ªµ¤�¹�jZ¤² K æñ�ªè�è,� · µ® V¬¾�|��§©��§©¦��K¯®  | d }¾²
�A¦ª§ ���� +¿ªµ®�®¯|���� +¿ª�ÉÍ�¦�¯® i�¹ +�H�� ��X|X��}�æçà®¿ªµ®�¹��Z¤² K æcÈ|è�è,� · µ¤ o�� +§©¦���¦ªÈ¤�� o�X»¨�����¨��¥M o¬+��¦ª�
¿ª +�¹�����±¯® ���¦ª¥M¦ª£�¦ª¿��É�¤�í¬o¦ª§�¦ÌÈ®µ¤�¹��¬+¦ª�� u¬+¦ª§©¥M¦ª�® +�y�¹ o�Á¬+¦ª�® 9é®�¨�o�« ��|�e¿ª +¦ª§� +�¹�H�É�¶º��� o���
��µ®�â»� o�KÊHµ®�y�¹¦Á¬+¦ª§0¦�µ¤�¹�����°§©������| ¥M¦ª�y�¹�É�¨¿ªµ®¯|���£}¾²QÃg���¹�Á�¨§¢È|���°�H o¿ª��Úm +��µ®����§�¦ª�Q� Ô µ®�®ÙoÍ�¦
¬x�¨�¹��¬,�¹ o�Hï��X�¹��¬o�� ±¯¤µ|��� Ô µ®�¤ÙoÚF o�¢¯®� Ô µ®�¹�¨�o²uÃg���¹� Ô ��¬o��£����¹���V���ß¬o¦ª§�¥|������ÙoÚF o�ß¯® ��� +��µ®£Ý�¾��¯¤¦ª�
à¤é¤��§�¦ª�Kµ®§©�ß¬o���Ýé¤�6 +�y»ª¦ª£Ý»ª o�y�� <¥®���¹�6¦��K�� +���K¦ªÈ½ÊH +�¹¦��A�¹ +�H�¾�¨¯®¦ª�o�m o�X�¾Í�¦¢��¦m¯®¦��A¬o¦��½����¯®¦��K�®¦
�� ,�°t��¤¿ªµ®£�¦

Ω = [−1, 1] × [−1, 1]
²DN°È¤�¹�Ý»ª +§©¦ª�°��� Ô µ®�®ÙoÚF o�Q¯¤� Ô µ®�����V��¥®£���¬x�¨�®¯®¦±à|£Ý�¹�H¦ª�

¡V��µ®���H�É���¤¦ª�í�H¦ªÈ®�H °� Ô µ¤�®ÙxÍ�¦ß¬x������¬+�� o�Hï��H����¬o�¤�½�� o�¤¯®¦¢µ®§�¯®¦ª�rà|£Ý�¹��¦��í¬+¦ª§
σ2
��¿ªµ|��£v�*L�y�¯|�

º��H x�¼¯® 
Ω
�| <¦¼¦ªµm�¹��¦¼¬+¦ª§�\hy0æçà|¿ªµ¤�¹�iZ¤²ML�è,²

â �¹��£���Æx��§�¦ª��\°�¹��¥M¦ª�O¯® ³�¨§©¦ª�X�¹���°¥|���¹�Q¬+¦ª�®�H����µ®���ä�®¦ª�H��¦<¬o¦ª�øÊHµ®�y�¹¦V¯® \�¹ +�H�¹  ¯ µ®§©�°¿ª�¹�¨¯® 
�� +¿ªµ®£����Qæñ¡<á¸è,�½µ®§©�6¿ª����¯® ��H o¿ªµ¤£É���R¥k +�H��µ®��È|�¨¯|�¤�¤¬+¦ª§ Z�c4y"¯® °¥M o�X�¹µ®�HÈ|��ÙxÍ¨¦¢¯®¦¢¯®����§� +�¹�H¦
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Ω
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χ̃a
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σ2
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Ω

%'JI(
χ̃Q

Jn-
+
σ2
6I}E7:;s§£&�tv6I9E0�6�&u E{|H:&R��2�6M&­H�6

Ω
%LH<(

χ̃Q

Jn-
+
σ2
6M}
7<;v§�&5ts6�9E0B6�&@¡�{µH:&­��2�6M&@H�6

Ω

Å?��¿ªµ®�¹�iZ¤²[L ¯ Å|µ®�®Ù+Úm +�
χ̃a

 
χ̃Q

¬+¦ª�®�H����µ®ï�¯|�����©¥|���X�¹���¸¯® ßµ®§Îà|£�����¦±¡<�¨µ®���H�É���®¦©¯® 6¥®�������m'
È|��� é¤�
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%L&E(*�*23&�H:6*2B6�4
7:t�&52M¶���N %LA�(��*2B&
H�6�2�6I4�7:t�&52FJn-
+Wq
zE{|H�6�PC6�2�0�7:2BA<&
Q�G5-�¶
��NOD

%'JI(�¨�;s/BJn-TH�6�DS-
;s/B/1-
9�¶:¨�D %LH<(*·,9<;>=?-
2�+.6@/�6�+[6M/x0B2�7�0B7:23&R6M/1P�&�Jn;�&5t¸¶�·�¦
Å?��¿ªµ®�¹�*Z¤²[Z ¯ w\��¥k¦��\¯® <��§©¦��H�¹�����\µ®����¯|���³¥|�����4¿ª o�����\¦©¬+¦ª�ËÊHµ®�y��¦©¯® Q�� o�H�� 

¯|�Ì¬+åo£�µ®£É�Zæð¡Vá¸ÃRè£�¾�Rµ®§±�i¬o¦�§ ¯¤���H������È®µ®��ÙoÍ�¦i o§ ¯®����¬o¦s¯® �Ãg¦ª������¦�� æñ�°ÃRè9�í¯® +��¬+������¦Ì +§
  �°Õ c�v ¡  �µ¤§±�Á¬o¦�§�¯®���X�¹�H��È®µ®��ÙxÍ�¦Áµ¤�®� Ô ¦ª�H§© ¨���� +§	 o�X�¹��µm�¹µ®���
 +��¥|��¬+�É��£«æ â ´®è9���¹¦F¯|���Q��£�µ®�£'
�¹����¯|���³�|�4à|¿ªµ¤�¹�DZ¤²]Z¤² d µ®���y�¹¦©Ò · µ|�¨�½����¯|�¨¯® Q�¹ o�X�¾��§�¦ª� · µ|�¨����¦ · µ®���y�¹��¯®��¯® o�³¯® V¥M¦ª�y�¹¦ª� ¯^ c�cm� K ²[c�c!c¤�-\®²[c!c�cu  K c¤²]c�c�cu¥M¦ª�y�¹¦ª�¼��§�¦ª�X�¹�¹�¨¯®¦ª�4��¦�È®�� 

Ω
²e�¸���½µ¤»� o�®� Ô ¦ª�¹�¨§ ¦ªÈm�¹��¯®���

¬o¦�� Ô ¦ª��§� Q¯® +��¬o�H����¦��¤¦©¬o��¥®ï���µ®£�¦ K �®¥M¦ª�³��§�¦ª�H���¹��¿ª +§ �H¦ªÈ®�� Vµ®§ ¦ªÈFÊH +��¦¼¥®£É���®���o²ow; o�H o§�¦ª�
µ®§�¬+¦ª�ËÊHµ®�y��¦©¯® Q�� o�H�� ß¯¤ 8s!v¼ +£� +§© +�½��¦ª�o²

�A¦ª§©¦ß�6�®¦����¹�ß o�y�¹����¯|�6¯® ¸¯|��¯®¦��o�Fµ®§±�<�½µ¤»ª +§î¯® ¸¥k¦��½��¦ª�o�må¸¿� o�¹�¨¯|�6µ®�����®¯®¦ß¥®��¦F¬o +� '
��¦��°�|Í�¦�¯¤ +�¹ +��§����®ï��H����¬o¦¤�|¥|���¹�©¬x��¯|�© o£� +§© +�y�¹¦±¯¤¦��®¦ª�H��¦�¬+¦ª�ËÊHµ®�y�¹¦Á¯¤ ß�¹ +�H��  · µ® ¢�|�x»F�É��§
Ô �¨��¦ª�� +�Q��£� o�¨�¹Ø�����¦��¸�|���Hµ|��¬o¦��®�H����µ®ÙoÍ�¦sæc�ð²  �²Ý�k��¦m¯¤¦ª�Q��§� o�®¦ª��¯|��� Ô µ®�¤ÙoÚF o�Q¬x�¨�¹��¬,�¹ o�Hï��X�¹��¬o�
ÊHµ®�y�¹¦Ì¬o¦ª§ �¶¿ª�¹��¯¤ ��H o¿ªµ®£����¾è9�A�H o¥M +�¹��§©¦����Hµ|�Ì¬+¦ª�®�H����µ®ÙoÍ�¦ K c�c¶»� oÆo +�� ��â»¨��£��É��§�¦ª�

∆ bF 
∆bΛ

²AN°�í�� o�Hµ®£��¹��¯®¦ª�í�|���R�¾��ÈM o£���� Zm² K �(Z¤²[Lm�(Z¤²[Zm��Z¤²{\6 ¸�|�6�� +ÙxÍ�¦DZm²MLV�¹Í�¦4�ß§©å+¯®�É�V¯®¦ª� K c�c
�¹ +�H�� o�V�� o��£���Æx��¯®¦��o�~¥®���¹�±¯¤� Ô  o�H o�®¬+�É���¸¯®¦ª�Q�H o��µ¤£��¾�¨¯®¦ª�°�H��§�¥®£� +�¸»¨��§�¦ª��¯® +�®¦��¹ºm' £�¦ª��¥M¦ª�

∆ bF 
∆bΛ

² N°È®�� +�H»¨��§�¦ª� · µ® ß�¹��»� o§�¦ª�«µ®§ È|���Ýé¤�¼»��¨��� t¨�®¬o�����H o£É�Ë�¹��»¨�¤�|¬+¦ª§ §© +�®¦ª�¸¯®  K y� +§
�¹¦F¯®¦ª��s�vÌ¿ª�Hµ®¥k¦��©�¹ +�H�¹��¯®¦ª�+² ê �X�¾�eÈ|�¨�Ýé¤�¶»¨���H� t��®¬+�É�¶�� o£��¨�¹�Ý»¨�¶���®¯®��¬o�sµ®§©�Ì¬+¦ª�®�����H��­o�®¬+�É�
 o§ �� +£É��ÙoÍ�¦�Ò���§�¦ª�H���¹��¿� o§
�g�ñ²  ¨²��g¯®µ|���ß�Fµm»ª o�¤�4¯® ±¥M¦ª�y�¹¦ª�ß¦ªÈ¤����¯|���V¬+¦ª§�¦�§� o��§�¦�����¥M¦
� �!&�H<&�PC-�9E0�-³H:&³&5+.-E/x0B2B&�0�6�+¹H�;s/10�2B;sA:7:;�Q�G5-º7:9:;v=?-�2B+.6TH�6�9E0�2B-³H�6.7:+»}E7<&�H:2B&
H�-¼J�-�+½t�&�H�-º;s4�7<&�tS&

q�zm{´H�-Tt�&�H�-.H:&TJ�¾�ts7:ts&u6�Jn6I9E0�23&�H�-.6�+r7:+WH�-E/F§�6I210B;sJ�¾I/OH:&u4�23&�H:6�2B6�4
7:ts&�2
L!L



¯® 4�¨§©¦ª�X�¹���� ß��W¤§© +��¦�¯® ß¥k¦��½��¦ª�o�M��¦�È®�� ¢¦©§© +��§�¦±¦ªÈ½ÊH +�¹¦¤�M�� o�¹Í¨¦��� +��µ®£Ý�¾��¯®¦��¸¬+¦ª§  o���H¦ª�
§¢µ®�Ý�¹¦©¥®��Øxém��§�¦ª�o² ê �H�¹ 4�H o�Hµ®£��¹��¯®¦±�¤¦ª�°¥M o��§�������µ Ô ��Æo +�° o§Ó��¥M o�®���°µ®§©�± +�¹��¥|�±¦± o�H��µ®¯®¦
��¦�È®�� <¬o¦ª�y»� o��¿�­o�®¬+�É� · µ®���y�¹¦©��¦¼��W¤§© +��¦�¯® V¥k¦ª�y��¦ª�o�|¯® +��¬+������¦¼�|���H oÙoÍ�¦ÞZm²[Z¤²

¿.À ¿.À­Á ÂuÁ ÃTÄ
χQ Å�Æ?Å�Ç$ÈÊÉ«Ë«ÌÍË�Î«Ï Ë«ÌÍË�Î�ÎÐÉ«Ë«ÌÍË:ÑmÒ Ë«ÌÍË�Ó�ÔÐÉ«Å�Æ?Å�Õ«Ö Ë«Ì�Ï5ÓE×ØÉ«Ë«Ì�Ï�ÑmÔ
χ̃Q Ô:Ù Ë«ÌÍË�Î�ÔÐÉÚË«ÌÍË�Î«Ï Å�Æ?ÅSÕÚÛ|ÜÊÅ�Æ?ÅSÕÚÛ Ë«ÌÍË�Î�ËÐÉÚË«ÌÍË:ÑmÓ Ë«Ì�Ï�ÑmÎÝÉ«Ë«Ì�Ï�ÑmÔ
χ̃Q ×�Ù Ë«Ì�Ï5Ë�ËÐÉÚË«ÌÍË�Ó�Ó Å�Æ?Å�Ç$ÈµÜÊÅ�Æ?Å�Ç$Þ Ë«ÌÍË�ÎE×�ÉÚË«ÌÍË�Î�Ó Ë«Ì�Ï5Ò:ÑÐÉ«Ë«Ì�Ï�ÑCÏ
χa Å�Æ?Å�Ö�ß�Ü�Å�Æ?ÅoÞ�Ç Ë«ÌÍË:Ñ�Ñ�É«Ë«ÌÍË�Ò�Ô Ë«ÌÍË�Î�ÒÐÉÚË«ÌÍË�Ò�Ò Ë«Ì�Ï�ÑmàÝÉ«Ë«Ì�Ï5Ò�Ô
χ̃a Ô:Ù Ë«ÌÍË:ÑmáÐÉÚË«ÌÍË:ÑmÔ Å�Æ?Å�Ö$ÞµÜÊÅ�Æ?Å�Öoâ Ë«ÌÍË:Ñ
×�ÉÚË«ÌÍË�Ò�Ó Ë«Ì�Ï5Ò�àÝÉ«Ë«Ì�Ï5Ò�Ô
χ̃a ×�Ù Ë«ÌÍË:Ñ�Ñ�ÉÚË«ÌÍË:ÑmÓ Å�Æ?Å�ÖoÇ|ÜÊÅ�Æ?ÅSÕÚÅ Ë«ÌÍË:ÑmàÐÉÚË«ÌÍË:Ñ�Ñ Ë«Ì�Ï5à�ÎÝÉ«Ë«Ì�Ï5ÒE×
wg��Èk +£É�DZ¤² K�¯ wg��Èk +£É�¢¯® 

∆ bF � ∆bΛ

¬+¦ª§ ^ c!c¼¥M¦ª�y�¹¦��¸�¨§©¦ª�X�¹����¯®¦ª�\�H¦ªÈ®�� 
Ω

¿.À ¿.ÀRÁ ÂuÁ ÃTÄ
χQ Å�Æ?ÅoÞ�Å|Ü�Å�Æ?Å�ã�Õ Ë«ÌÍË�à�ÒÝÉ«Ë«ÌÍË�à�á Ë«ÌÍË�Ò�àÐÉÚË«ÌÍË�àE× Ë«Ì�Ï5á:Ñ�É�Ë«Ì�Ï�Ï5Î
χ̃Q Ô:Ù Ë«ÌÍË�Ò�ËÐÉ«Ë«ÌÍË�à�Ò Å�Æ?ÅoÞ�Ö´Ü�Å�Æ?ÅoÞ�Ö Ë«ÌÍË�à�ÓÐÉÚË«ÌÍË�à�Ó Ë«Ì�Ï5Ô�áÐÉ�Ë«Ì�Ï�Ï5Ó
χ̃Q ×�Ù Ë«ÌÍË�Ó«ÏäÉ«Ë«ÌÍË�Î�Ô Å�Æ?ÅSÕÚâ´Ü�Å�Æ?Å�ÖoÇ Ë«ÌÍË:ÑmáÐÉÚË«ÌÍË:ÑmË Ë«Ì�Ï5Ô�ËÐÉ�Ë«Ì�Ï5Ô�á
χa Å�Æ?Å�ãÊßåÜ�Å�Æ?Å�ãoÅ Ë«ÌÍË�à�ÔÝÉ«Ë«ÌÍËE×<á Ë«ÌÍË�à�àÐÉÚË«ÌÍËE×<á Ë«Ì�Ï�Ï5ÒÐÉ�Ë«Ì�Ï5Ë�Ô
χ̃a Ô:Ù Ë«ÌÍË�à�àÐÉ«Ë«ÌÍË�àE× Å�Æ?Å�ã�Õ�Ü�Å�Æ?Å�ã�Õ Ë«ÌÍËE×<ÎÐÉÚË«ÌÍËE×�Ñ Ë«Ì�Ï5Ë�ÒÐÉ�Ë«Ì�Ï5ËE×
χ̃a ×�Ù Ë«ÌÍË:ÑCÏäÉ«Ë«ÌÍË�Ò:Ñ Å�Æ?ÅoÞ�Ç´Ü�Å�Æ?ÅoÞoÞ Ë«ÌÍË�à�ÎÐÉÚË«ÌÍË�à�Ò Ë«Ì�Ï5Ë�ÔÐÉ�Ë«Ì�Ï5Ë:Ñ

w?��ÈM o£��DZ¤²ML ¯ w?��ÈM o£��¢¯® 
∆ bF � ∆bΛ

¬o¦�§ K ²]c�c�c4¥k¦��½��¦ª�«��§�¦ª�H���¹��¯®¦��\��¦ªÈ®�H 
Ω

�Ù�u¦ � ¬ �äbP�P��®æb «�b��P�o��������®8��®æb
×

� ¬ �äbP�P��®æbçbP«­¬ «�bP�P���������o®
ò¸ +�H�¹�¸�� +ÙxÍ�¦¸¯®���H¬oµ¤�����H o§�¦ª�2�«���$k|µ®­+�®¬o���\¯|�« +�H����µ¤��µ®�¹�³ o�H¥|��¬o����£y¯|�«��§�¦ª�H���¹�\�|���g��¥®�H¦âém��§±�m'
ÙoÚF o�+²A�¸�³à®¿ªµ®�¹�¨�XZm²]\®�JZm² ^ ��Z¤²[v¼ "Z¤²[Vm�|��£�µ®�H���¹��§Þ¦ª�³�� +��µ®£Ý�¾��¯®¦��«¦�È¤�¹��¯®¦ª�\µ®�����®¯®¦©¯®� Ô  +�� o�y�� o�
�¹��¥k¦��K¯® V��§�¦ª�H���¹���+² ê § ¬o��¯|�¢à|¿ªµ®���6à¤é¤��§�¦ª�

Fa

 Q� · µ|���y�¹��¯|��¯® Q¯® Q¥M¦ª�y�¹¦��\ °»��¨���É�¨§©¦ª�
�Á o�X�¹��µm�¹µ®���
 +��¥|��¬+�É��£?¯|����§©¦��H�¹���¤²¢ò¸���Q¯®µ|�¨�<¥¤����§� o���¹���¸¬o¦ª£�µ®�|���Q��£�µ®�X�¹����§©¦�� ¯

F̂
 

∆ bF

�
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¿TÀ ¿TÀ­Á Â.Á ÃTÄ
χQ Å�Æ?Å$È$Õ�ÜÊÅ�Æ?Å$È$Õ Ë«ÌÍË�á�ÒÐÉ«Ë«ÌÍË�áE× Ë«ÌÍËE×<ËÝÉÚË«ÌÍË�á�Î Ë«ÌÍË�Ò�ËÝÉ«Ë«ÌÍËE×�Ñ
χ̃Q Ô:Ù Ë«ÌÍËE×�ÑÐÉÚË«ÌÍËE×<Ë Å�Æ�Å�ã�ã´ÜÊÅ�Æ�Å�ãoÅ Ë«ÌÍËE×<àÝÉÚË«ÌÍËE×<Ô Ë«ÌÍË�à�ÔÝÉ«Ë«ÌÍË�à�Ë
χ̃Q ×�Ù Ë«ÌÍË�Î�ÎÝÉÚË«ÌÍË:ÑmÎ Ë«ÌÍË:ÑCÏäÉ«Ë«ÌÍË�à�Ò Ë«ÌÍË:ÑmËÝÉÚË«ÌÍË�à:Ñ Å�Æ?ÅoÖoÞµÜ�Å�Æ?ÅoÞ�Ö
χa Å�Æ?Å$È�Ç|ÜÊÅ�Æ?Å$È$Õ Ë«ÌÍË�á�ÔÐÉ«Ë«ÌÍË�á�Ë Ë«ÌÍË�á�ÔÝÉÚË«ÌÍË�Ô�Ó Ë«ÌÍË�à�ËÝÉ«Ë«ÌÍËE×�Ï
χ̃a Ô:Ù Ë«ÌÍËE×<ÓÝÉÚË«ÌÍËE×<Ò Å�Æ�Åoâ�Ç|ÜÊÅ�Æ�ÅoâoÞ Ë«ÌÍË�á�ÎÝÉÚË«ÌÍË�á�Ò Ë«ÌÍËE×<áÝÉ«Ë«ÌÍËE×<Ô
χ̃a ×�Ù Ë«ÌÍË:ÑmÔÝÉÚË«ÌÍË�Ò�á Ë«ÌÍË�Ò«ÏäÉ«Ë«ÌÍËE×<Ó Ë«ÌÍË�à:ÑÐÉ«Å�Æ?Å�ã$Ö Å�Æ�Å$Þ�È�É«Ë«ÌÍËE×<Î
w?��ÈM o£��DZ¤²[Z ¯ w?��ÈM o£��¢¯® 

∆ bF � ∆bΛ

¬o¦�§�\®²]c�c�c4¥k¦��½��¦ª�«��§�¦ª�H���¹��¯®¦��\��¦ªÈ®�H 
Ω

¿.À ¿.À­Á Â.Á Ã.Ä
χQ Å�Æ?ÅoÈoÈµÜ�Å�Æ?ÅoÈSß Ë«ÌÍË�Ô�àÝÉ«Ë«ÌÍË�Ô�á Ë«ÌÍË�Ô�ÎÐÉÚË«ÌÍË�Ô:Ñ Ë«ÌÍË�á:Ñ�É«Ë«ÌÍË�á�Ë
χ̃Q Ô:Ù Ë«ÌÍË�à«ÏäÉ«Ë«ÌÍËE×�× Ë«ÌÍËE×<ÔÝÉ«Ë«ÌÍË�á�Ò Ë«ÌÍËE×<ÔÐÉÚË«ÌÍË�á�Ò Å�Æ?Å�â�Ö´Ü�Å�Æ?Å�â�â
χ̃Q ×�Ù Ë«ÌÍË�ÎE×�É«Ë«ÌÍË:ÑmÔ Ë«ÌÍË:ÑmÔÝÉ«Ë«ÌÍË�à�à Ë«ÌÍË:ÑmËÐÉÚË«ÌÍË�à�á Å�Æ?ÅoÞ$Õ�Ü�Å�Æ?Å�ãoÅ
χa Å�Æ?Å�ß«Ç|Ü�Å�Æ?Å�ßCÇ Ë«ÌÍË�Ô«ÏjÉ«Ë«ÌÍË�Ô«Ï Ë«ÌÍË�Ô�áÐÉÚË«ÌÍË�Ô�Ô Ë«ÌÍË�á«ÏäÉ«Ë«ÌÍË�Ô�Ò
χ̃a Ô:Ù Ë«ÌÍËE×<ÒÐÉ«Ë«ÌÍËE×<á Ë«ÌÍË�á�ÒÝÉ«Ë«ÌÍË�á«Ï Ë«ÌÍË�á�àÐÉÚË«ÌÍË�á�Ë Å�Æ?Å�â�ß�Ü�Å�Æ?ÅoÈÚã
χ̃a ×�Ù Ë«ÌÍË�Ò�ÓÐÉ«Ë«ÌÍË�à�Î Ë«ÌÍË�Ò«ÏjÉ«Ë«ÌÍËE×�Ñ Ë«ÌÍË�à�ÎÐÉÚË«ÌÍËE×�× Å�Æ?Å�ã�Õ�Ü�Å�Æ?Å�âoÞ

wg��ÈM o£��jZ¤²]\ ¯ w?��ÈM o£��4¯® 
∆ bF � ∆bΛ

¬o¦ª§ K c¤²]c�c�c¢¥M¦ª�y�¹¦ª�«��§�¦ª�H���¹��¯¤¦ª�\��¦ªÈ¤�� 
Ω

�� +��¥M o¬,�¹��»¨��§� o�y�� ��\ 
�|����¯®µ|���ÙW®£�����§©��� ¯
Λ̂
 

∆bΛ

² â �¹�¨§©¦ª�©� Ô µ®�®ÙxÍ¨¦ ∣∣∣FΛ(x) − F̂ (x)
∣∣∣¥|�����4��£�µ¤�H�¹�����

∆ bF

  ∣∣χΛ(x) − χbΛ(x)
∣∣ ¥|����� ∆bΛ

²RÃg¦F¯® o§�¦ª�K¬+¦ª§�¥|���¹�¨�K¦ª�\�� +��µ®£Ý�¾��¯¤¦ª�K¬o¦�§
���<�½µ¤»ª +�®� · µ® �µ®�¹��§�¦ª�V¥|�����
¿� o�¹��' £�¦��o��à|¿ªµ¤�¹���8Z¤²]Y¤��Z¤²[sm��Z¤² K cÁ ÙZ¤² K c
 9é¤��Èk +§� o�X�¾���ß�½µ('
»ª +�®�o²8N°È®�H o�H»�  · µ® ¢��� Ô  o£���Æo§� o�y�¹ <¦±�H o�Hµ®£��¹��¯®¦��½µ®§�åo�H��¬o¦±§¢µ®���¹���³»ª oÆ+ o�V�|Í�¦���¬o¦ª§�¥|���¤�|�
�¼¥k +��¬o +¥kÙoÍ�¦¼»m����µ|�¨£ð²

d µ®���®¯®¦u¬+¦ª£�¦F¬x�¨§©¦ª�V +�H�¹�Hµ¤�¹µ¤�¹�� +��¥|��¬+�É��£R o§ µ®§©����§�¦ª�X�¹�¹�Ìæc¬+¦ª§©¦� o§ ¡<áV�g¡<á«Ã  
�°ÃRè,�v +��¥M o�¹�¨§©¦ª�³�H o��µ¤£��¾�¨¯®¦ª�³§© +£��®¦��� o�+�ËÊ�º · µ¤ <����ÈM o§�¦ª�³¥k¦ª�³�®��¥kØ¨�¹ o�H  · µ® ß�®Í�¦��� o�H o§�¦ª�
¥M  · µ® o�¤¦ª����¿ª�Hµ®¥|��§� o�y�¹¦��±�® +§ º¨�� x�¨�©»¨��Æo�����o²Dò¸¦��±¬x�¨��¦ª���H o§ ��µ®ï�¯®¦¶ o�H�¹�e§© +£��®¦��¹�i�� 
§�¦ª�H����¦ªµu¯¤ ¢§±�¨�® o���¹�©���®¯® +¥k +�®¯® o�y�� 4¯®¦Á�hW®§© +��¦Á¯® 6¥k¦ª�y��¦ª�o�k�ð²  �²Ý�~¦ªÈ¤����»� o§�¦ª�°�� +��µ®£Ý�¾��¯¤¦ª�
��µ¤¥k +����¦��� o����¦ª�¸¬o¦ª�®�H o¿ªµ¤��¯®¦ª�¸¬o¦ª§ â ´� o§Î�¹¦F¯|���¸��� · µ®���y�¹��¯®��¯® o�¸¯® 6¥M¦ª�y�¹¦��o�và|¿ªµ®�����ØZ¤²{\
 ¤Z¤² ^ ² d µ|���®¯¤¦¼� · µ®���y�¹��¯®��¯® °¯® Q¥M¦ª�y�¹¦�� Ô ¦ª�~�H o¯®µ¤Æo��¯®�¤�|�6 +�H�¹�Hµ¤�¹µ¤�¹�4 o�H¥|��¬o����£~�H Q§©¦��H�¹�H¦ªµ
Ô µ®�®¯®��§© +�y�¾��£K¥®���¹��¿ª���¹���y�����6µ¤§±�uÈM¦y�u��¥¤��¦xém��§©��ÙxÍ�¦¤�ä���®¯¤ o¥M o�®¯® +�y�¹ �¯|�u�½µ¤»ª +§ �� +�4¦ªµ

Lm\



�|Í�¦���µ¤��¯®¦ª���¤�¤à|¿�µ®�¹���­Zm²]\� ¤Z¤²]v¤²
ò¸¦��¹�m' �H ±��§� o£��®¦ª�V�� +¬o¦ª�¤�H�¹�Hµ®ÙxÍ¨¦u¬o¦ª§�µ¤����£���Æx�¨ÙxÍ�¦�¯® ±��§©¦��H�¹����¿ª +§ â ´s¥|�¨�¹���½µ¤»� o�®�

��µ¤��¯®¦ª������¿ª o����¯|���©�s¥|�¨�H�¹���¼¯® �µ¤§±�s��§©¦��H�¹���Ö¯®  K cm²[c�c!c¶¥M¦ª�y�¹¦ª��æçà®¿ªµ®�¹�<Z¤²[V®æc¯vèHè¢ ��¾��'
ÈM o£É� Zm²]\®�³§�¦ª�H���¹���¤¯®¦ · µ® i�Ì�¹¦¨�¾��£ Ô ��£��¹�s¯® Ö +�H����µ¤��µ®�¹�# o�H¥|��¬+�É��£¸�� Ö��¯®��¥¤�¾�e§� o£��®¦ª�±Ò��
¦ª�H¬o��£���ÙoÚF o�A o��¥®��¬o�������K¥¤��¦â»ª¦F¬x��¯®���³¥k +£�¦¢�Hµ®ï�¯®¦¤²rò��6à|¿ªµ¤�¹�DZ¤² K�K �¤¥M o�H¬o +Èk +§©¦ª� · µ® <�4��§�¦ª�£'
�¹����¿ª +§ â ´]æ�Z¤² K�K æc¯|è�è©åi�e§� o�®¦��Á� Ô  +�¹��¯|�e¥M o£�¦#��µ®ï�¯®¦ · µ|���®¯¤¦��� o§�¦ª� K cm²[c�c!cÌ¥k¦��½��¦ª�
£É�¨�®Ùx��¯¤¦ª�¸�H¦ªÈ®�H 

Ω
  · µ® ß»F����µ|��£�§© +�y�¹ <� · µ® ß§±�¨���\�� +������£��¹�©¦���µ®ï�¯®¦©åß�¼¿ª o����¯|�±�¼¥|���X�¹���

¯® Vµ®§©�4¿ª�¹��¯¤ <�H o¿ªµ¤£É���Væ�Z¤² K�K æñ�ªè�è,²

�Ù�I� ±ö�8��è*«B�*cæé­�ihu`T® ��� «B���
�
× ê ��®8�j�,`�� ®"��«���« ¨$�8�j�
�jb

Ã?�¨�¹�Q o�X�¹µ®¯|�¨�í�Q¬+¦ª�y»ª o�H¿ª­o�¤¬o�É�V¯®¦Q +����¦ · µ|���¤¯®¦<��µ®§� o�y�¾��§�¦ª�r� · µ|���y����¯|��¯¤ \¯® ³¥k¦ª�y��¦ª�O�|�
��§�¦ª�H���¹�¤�yà|Æ+ o§�¦ª�r�¹ o�X�¹ +�A¬o¦�§Ä�Fµm»ª o�¤�K¬o¦ª§�¦<�hW®§© +��¦ß¯® ¸¥M¦ª�y�¹¦��R»¨���H�É���®¯¤¦< +§����y�¹ +�H»¨��£�¦��
¯®  ^ c�c¼µ®�®��¯®��¯® o���¨�¹å<¬¾�® +¿y����§�¦ª�¸��L ^ §���£ð�®��¥kØ��ØL ^ §©��£2��µ®§� o�y�¾�¨§©¦ª�³¦©���y�¹ +�H»¨��£�¦¼¥|�¨�¹�
K c�c!c��Ë�¹åV��£�¬x���®Ùo����§�¦ª� ^ c¼§���£ñ�½¯® o�X�¹ <¥k¦ª�y��¦� +§�¯®�����y�¹ Q¥®µ®£���§�¦ª�K¯® 8L¢§©��£k +§ L¢§©��£��¨��å
K c�cV§���£ð² ê ém��È®��§©¦ª�O¦��R¿��¹º¨à|¬+¦ª�R�� o�Hµ®£��¹���y�¹ +�í�|�¨�rà®¿ªµ®�¹�¨� Z¤² K LQ  Z¤² K Z¤²Oò¸¦¨�¾��§�¦ª� · µ® «���®¯® Í'
¥M o�®¯® +�y�¹ o�Q¯®�±�� +¿ª�ÉÍ�¦±��§�¦ª�H���¹��¯|��¦ª��¿��¹º¨à|¬+¦ª���H 6¬+¦ª§©¥M¦ª�X�¾������§Î¯® 6§©���® +�����©�� +§© +£��|�¨�½�� 
 o§ Ô µ¤�®ÙxÍ�¦¼¯®¦���µ¤ï�¯®¦®�m�ð²  �²O¦�¿ª�¹ºËà|¬o¦¼¯® 

χQ

 V�H o§� o£��®���y�¹ <��¦¼¯® 
χa

�® <���H����§�¥k¦��\¯®�É���y�� �²
d µ®���y�¹¦�§©����¦ª�V� · µ|���y����¯|��¯¤ ±¯® ©¥k¦ª�y��¦ª�6�¨§©¦ª�X�¹�������V o�H¥k +�¹��§�¦ª� · µ® ��®¦ª�H��¦u +���H¦�¯®��'

§����½µ|��¥M¦ª��å+§�¥k +��¬o +Èk +§©¦�� · µ® Á¦u o�H��¦��� o�®¯¤ ��� o�X�¾��È®��£���Æx��� · µ|���®¯®¦i���®¦ª�����u�½µ¤»ª +§ å
��µ¤��¯®¦ª���¤² ê �X�¾�Q o�X�¾��È®��£���Æx��ÙoÍ�¦��H \¯® oµ¼¯®  Ô ¦ª�H§±�«�� +£É�¨����»¨��§� o�y�¹ í¥®�� +¬o¦F¬o ��y¬+¦ª§"�¨¥®��¦xém��§©��¯|�m'
§� o�y�¹ 8L!c¢§���£k¥k¦ª�y��¦ª�o�®�®Í�¦¼�®¦ªµ¤»� ß§©�����í¿ª�¹�¨�®¯® o�«��£Ý�¹ +�¹��Ù+Úm +�K�®¦¼ o�H��¦®²rÀ §�¥k¦ª�X�¾���y�� °�®¦��¹���
· µ® ��%¬+¦ª�¤à|�H§±�¨�®¯®¦�¦ª�¸�� +��µ®£Ý�¾��¯®¦��°¯|�±�H oÙxÍ¨¦����y�¹ o�H��¦ª� · µ|���®¯®¦��� o§�¦ª���½µ¤»� o�®�V�Hµ®��¯®¦��¹���+���
§� o£��¤¦ª�V��¥®�H¦âém��§±��ÙoÍ�¦Á�� ¼¯® +µ · µ|���¤¯®¦�µm�¹��£���Æo��§©¦��°��§�¦ª�H���¹��¿� o§ â ´k²2À �H��¦����®¯®��¬x� · µ® ©���
��§�¦ª�H���¹���r¬+¦ª§" o�X�¹�Hµ¤�¹µ®���ß +��¥|��¬+�É��£®��­o§"¬+¦ª§�¦<È®�����H o�����Q¯® ��¨¥®��¦xém��§©��ÙxÍ¨¦Q¦ß�Hµ®ï�¯®¦¤�y¦<���y�¹ o�£'
¥®�H +�¾�¨�®¯®¦<¬o¦ª§�¦V¿ª o¦ª§� +��������¯|�Q�� +¿ª�ÉÍ�¦¤��»F���H��¦ß�®���äà|¿ªµ®�����AZ¤²[V®æñ�yè9�hZ¤²[V®æcÈvè? ­Zm²MV®æç¬âè9²Oò¸¦��¹�m' �H 
· µ®  · µ|�¨�®¯®¦Á��µ¤§© +�½�¹��§�¦ª�³¦±��µ¤ï�¯®¦�¦±¬+¦ª§©¥M¦ª�X�¾��§� o�y�¹¦�¯®¦ª�«¿ª��º¨à|¬o¦��¸�H ¢��¬+ o�y�¹µ|�m�~�ð²  �²Ý�v�|º
µ®§©�¢ o�X�¾��È®��£���Æx��ÙoÍ�¦6¯®¦¼ +����¦4 +§ µ®§î¥|�¨�¹��§±�¨�íÈM o§î¯®���X�¹���y��¦4¥|���¹�¢¬o��¯|�6����¥M¦¢¯® V��§�¦ª�H���¹�¤²

ò¸¦±¬o����¦Á¯®�����½µ¤»� o�®�Q�H o§Ó��µ®ï�¯®¦©��¦m¯|�¨�°������§©¦��H�¹����¿ª +�®�¸�H ¢§�¦ª�H���¹������§Î�� +§© +£��|���y�� o�
· µ|���®¯¤¦e��µ®§� o�y�¹��§©¦��¼� · µ|�¨�½����¯|�¨¯® �¯® �¥k¦ª�y��¦ª�o�í ,ém��È®���®¯®¦iµ®§©�Ö£� o�y�¹�i¬+¦ª�y»ª +��¿ª­+�®¬o���Ì�

L ^



¥|���X�¹���ß¯® ÞZ�c�§©��£O¥k¦ª�y��¦ª�o²�ò¸¦��¹��§�¦ª� · µ¤ ��® o�X�¹ +�¢¬x���H¦ª� · µ® ¨�O��£�åo§	¯|�
¬o¦ª�y»ª +��¿ª­+�®¬o���u¯®¦
 o�H��¦�¥|���¹�
¬x��¯®�
�¹��¥k¦�¯® ±��§�¦ª�H���¹���¹¦F¯®¦ª�<¦ª�V�¹��¥M¦ª�V¥|���H o¬+ o§�¬o¦ª�y»� o��¿����6¥®���¹��¦ª�<§© +��§�¦ª�
�� +��µ®£Ý�¾��¯¤¦ª�o�Rà|¿ªµ®�����iZ¤² K L®æñ�yè6  Z¤² K Z|æc�yè,² d µ|���¤¯®¦iµ®�¹��§�¦ª�¼µ®§©�i��§©¦��H�¹����¿ª +§ ¯® 
¿ª�¹�¨¯® 
�� +¿ªµ®£����~ÊHµ®�y�¹¦6¬+¦ª§Äµ®§©� Ô µ¤�®ÙxÍ�¦ß¬x������¬+�� o�Hï��H����¬o�±æç�ð²  �²ä�H o§���µ®ï�¯®¦½è9�y¦ªÈ¤�¹ +§©¦��íµ®§Ä�H o�Hµ®£��¹��¯®¦
�� +§© +£��|�¨�½�� Á��¥M o¿y�¨��§�¦ª�6µ®§©����§±�¨¿ª o§	¯|�

χΛ

 ��� o��§©¦��H�¹������§�¦ª�<¥|�����u���� +��¦ª£�µ®ÙxÍ¨¦u¯|�
· µ|���y�¹��¯|��¯® ±¯® �¥M¦ª�y�¹¦ª�4�¨§©¦ª�X�¹�������<µ®�¹�¨�®¯®¦uµ®§ �hW®¬o£� o¦Ö¬+¦ª�®�H�¹���y�¹ ¨�ä»ª o§�¦ª�¢µ¤§  9é¤ +§©¥¤£�¦
¯®������¦��|�¢à|¿ªµ¤�¹�iZ¤² K \®²

Ã?�����±��£�µ®�H���¹���«¦±  Ô  o����¦�¯|�±�Hµ|�x»F��Æx�¨ÙxÍ�¦�¯®�±Èk¦���¯|�±¯®�±�� +¿ª�ÉÍ�¦©µ®�¹�¨§©¦ª��� Ô µ®�®ÙoÍ�¦�¬o���¹��¬Í'
�¹ +��ï��H�¹��¬x��¯® ¤| d }íÊHµ®�y�¹¦�¬+¦ª§Ó�±��§�¦ª�H���¹�©¡<áV�v¬o¦ª§ Z · µ®���y�¹��¯®��¯® o�¸¯® 6¥M¦ª�y�¹¦���¯®� Ô  o�� +�y�¹ o� ¯
K §©��£ð� K c�§©��£g  K c�c�§©��£ð²QÜr o§�¦ª�Q¦��� +��µ®£Ý�¾��¯¤¦Á�|��à|¿ªµ®��� Zm² K�^ ��¦ª�®¯® 4�®��¥¤����§� o���¹��£����¤�|�
��£�µ®�H���¹��§�¦ª�í�4��¥®�H¦âém��§±��ÙoÍ�¦6 ��|�¢�� +¿ªµ®�®¯|�¢¦4 +���H¦¢¬o¦ª§� +����¯®¦¤�mµ®�����®¯®¦����A§© +��§©��� Ô µ®�¤¬oÚF o�
¯® +��¬o�H���¹���|�¨�¸�H oÙoÚF o�¸���y�¹ +����¦ª�� +�o²íÃg o�H¬o +Èk +§©¦ª� · µ®  · µ®���y�¹¦±§©����¦ª�\� · µ®���y�¹��¯®��¯® V¯® V¥k¦��('
�¹¦��Q§© +�®¦ª�Q��§�¥®�H o����Í�¦�¯® ¼�¨���� +¯®¦ª�®¯®��§© +�y�¹¦Á�¹ +§©¦ª�+��¥M¦ª���°¦Á������¦±µ®�¹��¯¤¦
�®�Á��¥®��¦xém��§©��ÙoÍ�¦
¯®��§©���Fµ¤�ð²gÃg¦ª�Håo§Ä�� +§©¥¤�� ³�|�x»ª +�¹ºß +�H�� ¸  Ô  o����¦ß¯¤ ¸�¨���� +¯®¦ª�®¯®��§© +�y�¹¦<�®¦ª�r¬x���y��¦ª�o�F¥k¦����O�®¦ª�H��¦
�hW®¬o£� o¦�åV����¦¨�¹��Ø�¥®��¬+¦4 V�� o§�È®���� V�¹�¨¯®�É��£ñ²

L6v



%'&
(���N�ë
∆ bF

= 0,0416
ë
∆bΛ

= 0,0400

%?AC(���NOD,ë
∆ bF

= 0,0507
ë
∆bΛ

= 0,0426

%'JI(�¨�D,ë
∆ bF

= 0,0479
ë
∆bΛ

= 0,0365

%LH<(*·�¦Úë
∆ bF

= 0,1160
ë
∆bΛ

= 0,0963

Å?��¿ªµ®�¹��Z¤²{\ ¯
F̂
�
∆ bF

�
Λ̂
 

∆bΛ

»¨���������®¯®¦��� o�X�¹�Hµ¤�¹µ®���u o�H¥|��¬o����£A¯®�u��§�¦ª�H���¹�¤�ä¬+¦ª§ K ²[c!c�c
¥M¦ª�y�¹¦ª�«��§�¦ª�H���¹��¯¤¦ª�\��¦ªÈ¤�� 

O(Ω, χa)

L!V



%'&
(���N�ë
∆ bF

= 0,0185
ë
∆bΛ

= 0,0185

%?AC(���NOD,ë
∆ bF

= 0,0217
ë
∆bΛ

= 0,0211

%'JI(�¨�D,ë
∆ bF

= 0,0223
ë
∆bΛ

= 0,0212

%LH<(*·�¦Úë
∆ bF

= 0,0311
ë
∆bΛ

= 0,0272

Å?��¿ªµ®�¹��Zm² ^(¯
F̂
�
∆ bF

�
Λ̂
 

∆bΛ

»¨���H�É���®¯¤¦��� +�H����µ¤��µ®�¹�� o�H¥|��¬o����£ä¯|�
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N ñ*òmómôBõÚó�önòæ÷Úò�ø�ó�ùÚú�û£ünò�ø­ó�ýEö�õÚü�ýEþ?ø Ì N = {1, 2, 3, 4, · · · }

S ñ*òmómôBõÚó�önòæ÷Úò³ÿ��LýEó�ò
χS � õÚó����mò��5ýEü�ý	�£önû£ü�
?ø�ö�þ��5ýæ÷Úû S Ì χS : R

2 → {0, 1} û x ∈ S ⇔ χS(x) = 1

χ̃S 
����������������������! "�$#%�$&' )(*�+ -,.��/�(10 χ̃S : R
2 → [0, 1] 2 χ̃S(x) = 0 ⇒ x /∈ S 2

χ̃S(x) = 1 ⇒ x ∈ S

O(S, F ) 354$6 �����7�+8)(���(��'0 òmó�÷Úû F 9�ý;:¸õÚó����mò�÷Úû¼ýEö�ü�þ=<ÚõÚönò�ø­÷Úû S

FS FS : R
2 → [0, 1] ><õ�û�ø�û£ü@? χS òmõ χ̃S

sup {f(x)}
Ä õÚÿÚünû£ú�òä÷�ýºþ�úæýBA:û£ú ÷Úû f(x)

P C­õ�D:û£ú ÷Úû.ÿSòmó<önò�øR÷Úò ÿ��LýEó�òE��òmú N ÿ$òmó�önò�ø
#S C­ùÚú�û£ünò�÷ÚûTûF�?û£ú�û£ó�önò�øR÷Úò���òmómôBõÚó�önò S

A(S)
∫

R2 χS G ?Eünû5ý ÷Úû�÷Úò5��òmómô3õÚó<önò Ä
B(x0, δ) H�ò	�Lý³ó�ýºó�òmü�úæý�û£õ��F��þ?÷«þLýEó�ý�÷ÚûI��û£ó�ö�ünò x0 û.ü�ýEþ?ò δ

r(x0, n) min {k > 0 ö�ýB�$><õ�û #(P ∩ B(x0, k)) ≥ n}

Bn
x0

H*ò	�LýE��û£ó<ö�ü�ým÷�ý�û£ú x0 ��òmú ü�ýEþ?ò r(x0, n)

σ ÷Úû�ø�D�þ?ò³ÿ�ým÷«ü@�mò
σ
r

÷Úû�ø�D�þ?ò³ÿ�ým÷«ü@�mòæünûF�LýEö�þ=D:òE��òmú úE9�÷«þLý r

F̂ � õÚó����mò�>�õ�û�ýEÿÚünòKJ«þ�úæý F

Λ̂
À ûFA�þL�mòE>�õ�û�ýEÿÚünòKJ«þ�úæý Λ

∆ bF
1

A(Ω)

∫
R2

(
FΛ(x) − F̂ (x)

)2
dx MONOü�ünò�ó�ý�ýEÿÚünòKJ«þ�úæý	���mòæ÷Úû F ÿSòmü F̂

∆bΛ
1

A(Ω)

∫
R2

(
χΛ(x) − χbΛ(x)

)2
dx MONOü�ünò ó�ý�ýEÿÚünò�JCþ�úæý	���mòä÷Úû Λ ÿSòmü Λ̂

∆ bF NOü�ünò úE9�÷«þ?òE��òmú�û£ö�þ?÷Úòæó�ý�ýEÿÚünòKJ«þ�úæý	���mòæ÷Úû F ÿSòmü F̂

∆bΛ NOü�ünò úE9�÷«þ?òE��òmú�û£ö�þ?÷Úòæó�ý�ýEÿÚünòKJ«þ�úæý	���mòæ÷Úû Λ ÿ$òmü Λ̂
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Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas
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