NI
@ Universidade do Estado do Rio de Janeiro
Faculdade de Engenharia Mecanica

Virginia Silva da Costa

Técnicas Computacionais para Resolucao de Sistemas
Lineares aplicadas a Problemas de Enchimento de
Reservatoérios

Rio de Janeiro
2008



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Virginia Silva da Costa

Técnicas Computacionais para Resolucao de Sistemas
Lineares aplicadas a Problemas de Enchimento de
Reservatorios

Dissertagao apresentada como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre, ao Programa
de-Pés-Graduacdo em Engenharia Mecanica,
da Universidade do Estado"do. Rio de Janeiro.
Area de concentracdo: Fendmenos de Trans-

porte.

Orientador: Prof. Dr. Luiz Mariano Paes de Carvalho Filho
Co-orientador: Prof. Dr. Norberto Mangiavacchi

Rio de Janeiro
2008



CATALOGAGAO NA FONTE
UERJ/REDE SIRIUS/BIBLIOTECA CTC/B

C837 Costa, Virginia S.
Técnicas Computacionais para resolucao de sistemas li-
neares aplicadas a problemas de enchimento de reservato-
rios/ Virginia Silva da Costa. —2008.
106 f.: il.

Orientador: Luiz Mariano Paes de Carvalho Filho.

Co-orientador: Norberto Mangiavacchi.

Dissertacao (Mestrado) — Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Faculdade de Engenharia Mecanica.

Bibliografia: f. 96-99.

1. Reservatorios — Escoamento — Simulacao por computa-
dor — Teses. 2. Dinamica dos fluidos — Simulacao por com-
putador — Teses. |. Carvalho Filho, Luiz Mariano Paes de.
[l. Universidade do Estado do Rio de Janeiro. Faculdade de
Engenharia. lll. Titulo.

CDU 627.03

Autorizo, apenas para fins académicos e cientificos a reproducao total ou parcial desta
dissertacao.

Assinatura Data



Virginia Silva da Costa

Técnicas Computacionais para Resolucao de Sistemas
Lineares aplicadas a Problemas de Enchimento de
Reservatorios

Dissertacédo apresentada como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre, ao Programa
de Pés-Graduagdo em Engenharia Mecénica,
da Universidade do Estado do Rio de Janeiro.
Area de concentracdo: Fendmenos de Trans-
porte.

Aprovado em

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Luiz Mariano Paes de Carvalho Filho (Orientador)
Instituto de Matematica e Estatistica da UERJ

Prof. Dr. Norberto Mangiavacchi (Co-orientador)
Faculdade de Engenharia Mecanica da UERJ

Prof. Dr. Carlos Antonio de Moura
Instituto de Matematica e Estatistica da UERJ

Dr. Cassio Pereira Botelho Soares
Furnas Centrais Elétricas S.A.

Rio de Janeiro
2008



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais, Alvaro da Costa e Genilda Maria da Silva, por ter dedicado
anos de suas vidas a minha educacdo. Ao meu querido marido Carlos Roberto da

Cunha pelo apoio e a minha filha Vitoria da Costa Cunha por servir de estimulo aos
meus estudos.

Aos meus orientadores, Prof. Luiz Mariano Paes de Carvalho e Prof. Norberto
Mangiavacchi, por terem me ajudado durante toda a pés-graduacao.

Aos colaboradores do Projeto GESAR.

Aos meus amigos, Wagner Rodrigues Fortes e Valéria Saldanha Motta.



RESUMO

COSTA, Virginia S. Técnicas Computacionais para Resolucdo de Sistemas Lineares
aplicadas a Problemas de Enchimento de Reservatorios. Brasil. 2008. 106 f.
Dissertagao (Mestrado em Engenharia Mecéanica) — Faculdade de Engenharia
Mecanica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2008.

Nos ultimos anos, o surgimento de novas tecnologias na area da computagao
tem possibilitado que diversos ramos da ciéncia desenvolvam técnicas de simula¢ao
de fendmenos fisicos que, por sua vez, se utilizam de algoritmos poderosos que exi-
gem um grande conhecimento acerca da utilizagdo de recursos computacionais tanto
de hardware (processamento, memoria, etc) quanto de software (linguagens de pro-
gramacao, orientacao a objeto, etc). Um desses ramos, em especial, € a dindmica dos
fluidos, que estuda a fisica de processos que envolvem escoamentos dos fluidos. De-
vido a variedade de aplicagdes relacionadas com a dindmica de fluidos computacional,
muitas técnicas diferentes para se aproximar os fenémenos fisicos foram desenvolvi-
das. Estas técnicas, na sua grande maioria, buscam a representagao discreta destes
processos, tanto na representacdo geométrica do problema -discretizacado por malhas
estruturadas, por malhas nao estruturadas e sem utilizacdo de malha - quanto na dis-
cretizacdo dos modelos tedricos existentes - métodos de diferengas finitas, métodos de
volumes finitos e métodos de elementos finitos, entre outros. A partir da discretizacao
de fendmenos da dinamica de fluidos computacional, assim como de outros fenéme-
nos fisicos, obtém-se sistemas de equacgdes cujas dimensdes e cujo percentual de
esparsidade variam de acordo com as técnicas acima citadas e de acordo com o do-
minio continuo representado. O surgimento desses grandes sistemas de equacdes
tem encorajado as pesquisas em torno de métodos matematicos para sua resolucao
e aproximacao de sua solugao e, paralelamente ao desenvolvimento destes métodos,
observa-se a necessidade de se desenvolver técnicas computacionais que utilizem
de forma otimizada a tecnologia existente nos dias de hoje. O presente trabalho pro-
pde uma andlise de algumas dessas técnicas computacionais aplicadas na solugao de
Sistemas Lineares de Grande Porte oriundos da discretizagdo de fendmenos fisicos,
principalmente, da dindmica de fluidos, juntamente com a analise de alguns métodos
matematicos de resolucao destes sistemas bastante difundidos no meio cientifico e de
precondicionadores que melhoram o desempenho destes métodos.

Palavras-chave: BLAS, Mecanica dos Fluidos, Métodos lterativos, Pré-condicionadores,
Trilinos.



ABSTRACT

In the last years, the appearance of new computational technologies has al-
lowed a variety of science branches to develop techniques for simulation of physical
phenomena, which use a lot of powerful algorithms that require a great knowledge
about how to use computer resources: either hardware resources, like processors and
memories, or software resources, like object oriented programming languages. One
of these branches, in particular, is the Fluid Dynamics. From approximations of the
partial differential equations that model these phenomena, It is possible to get systems
of equations where the coefficient matrix has the number of elements and the sparsity
percent defined by the continuous domain discretized by some techniques like Finite
Elements, for example. These large systems of equation has encouraged researches
about mathematical methods to solve them (or to get a good approximation of their
solutions) and, at the same time, the development of computational techniques that
allowed to use efficiently the power of contemporary. This work proposes an analysis
of some of these computational techniques applied in the solution of large linear sys-
tems that are from physical phenomena discretization, especially, from Fluid Dynamics.
Besides, it does also propose a brief analysis of some mathematical methods for the
resolution of these systems and some preconditioners that improve the performance of
these methods.

Keywords: BLAS, Fluid Mechanics, Iterative Solvers, Preconditioners, Trilinos.
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INTRODUCAO

Motivacao

Esta dissertacdo foi baseada nos estudos realizados nos Laboratérios do
GESAR! (Grupo de Ensaios e Simulagdes em Ambientes de Reservatério) que tém
como objetivo desenvolver um software capaz de simular numericamente o enchi-
mento de grandes reservatérios de agua analisando possiveis impactos ambientais
e econdmicos através da observacao de fendmenos inerentes a Dindmica de Fluidos.

No que se refere a reservatorios de agua, se faz necessario o alagamento
de regides onde se tem uma consideravel distribuicdo vegetal. Um exemplo pode ser
visto na Figura 1, que mostra o reservatorio de Manso (Mato Grosso) antes e depois
do alagamento e sua vegetacao submersa.

Com o alagamento de uma regido de vegetacdo, ocorre a decomposicao de
matéria organica (solo, folhas, tronco, etc) com o decorrer do tempo, o que pode afetar
a qualidade da agua que deve estar prépria para consumo humano. A velocidade
com que esta decomposicdo ocorre depende de caracteristicas, como velocidade e
pressao, do fluido, no caso a agua. Estas caracteristicas podem ser calculadas a partir
de equacdes que modelam o comportamento do fluido (Equacdes de Navier-Stokes).

No Capitulo 1, seré visto um exemplo de como estas equacdes podem ser de-
senvolvidas e aproximadas, baseado no estudo de um dos colaboradores do Projeto
Gesar, Fabricio Simeoni, em (SIMEONI, 2005), onde se encontra a implementacao
de um método numérico para simular escoamentos multifasicos em malhas dinami-
cas nao estruturadas. Em (SIMEONI, 2005), as Equacdes de Navier-Stokes sao de-
senvolvidas em uma formulacdo Lagrangeana-Euleriana arbitraria e sao aproximadas
utilizando-se 0 método de elementos finitos.

Apb6s a obtencao dessa aproximacao, tem-se sistemas lineares cuja ordem
varia de acordo com o refinamento da malha gerada, o que demanda o uso de méto-
dos iterativos para resolvé-los. Dependendo das condi¢cdes de contorno do problema
a ser simulado, esses sistemas lineares podem apresentar determinadas caracteristi-
cas que interferem no método iterativo a ser utilizado, isto é, para algumas condicdes
de contorno, as matrizes que representam os coeficientes dos sistemas podem ser
simétricas e positivas-definidas (veja definicdo A.2) o que permite o uso do método
gradiente conjugado pré-condicionado (ou PCG, isto &€, Preconditioned Conjugate Gra-
dient (GOLUB; LOAN, 1996)). Ja em outras situacdes, as matrizes M dos sistemas
sao nao simétricas e nao singulares, o que permite, neste caso, a aplicagdo de mé-

!Projeto Gesar, financiado por Furnas Centrais Elétricas S.A., com sede no Centro de Estudos e
Pesquisa em Energia Renovavel, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro - UERJ
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todos como minimo residuo generalizado (ou GMRES, isto é, Generalized Minimum
Residual Method (SAAD; SCHULTZ, 1986)) e gradiente biconjugado estabilizado (ou
BI-CGSTAB, isto é, Bi-conjugate Gradient Stabilized (VORST, 1992)).

s o3 3 :1,‘,:' 4 Sl £2]
(a) Distribuigdo vegetal (b) Distribuigdo vegetal de-
antes do alagamento. pois do alagamento (area
inundada: 427 Km?.)

(c) Vegetacdo Submersa.

Figura 1: Reservatério de Manso (Mato Grosso).

Neste contexto, é notéria a necessidade de um estudo mais aprofundado
acerca desses métodos iterativos e das técnicas utilizadas para otimiza-los, assim
como, também é notdria a necessidade de se ampliar conhecimentos na area da com-
putacao cientifica, a fim de se implementar a teoria e se obter resultados.
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Sendo assim, o objetivo deste trabalho € estudar ambientes e métodos de
resolucao iterativa desses sistemas lineares, cuja representacao matricial € dada pela
equacao (1) da pagina 8, buscando-se o isolamento e o tratamento de seus pontos
criticos (multiplicacao matriz-vetor e matriz-matriz), a fim de se otimiza-los do ponto
de vista computacional.

Para tal, os sistemas lineares, ao longo deste texto, serdo representados na
sua forma matricial, a saber
Ax = b, (1)

onde x é o vetor de incognitas, b é o vetor dos termos independentes e A é a matriz
dos coeficientes, esparsa e de grandes dimensdes.

Algumas propriedades da matriz A da equacéo (1) na pagina 8, tais como nu-
mero de condicionamento, dominancia da diagonal, simetria, ser positiva-definida e
raio espectral, sdo fatores de grande relevancia na analise da convergéncia do mé-
todo iterativo. Considerando esse fato, € desejavel o uso de pré-condicionadores a fim
de melhorar estas propriedades que interferem na convergéncia do método, transfor-
mando o problema descrito pela equacéao (1) em,

M 'Ax = M b, 2)

onde M é uma matriz que, neste caso, representa o pré-condicionador que estd sendo
aplicado pela esquerda. Outra possibilidade é a aplicacao de M pela direita, assim,

AM 'Mx = b, (3)
onde se tem dois sistemas a serem resolvidos, isto &,

AM 'u = b,

Mx = u,
ou ainda, quando o pré-condicionador M esta disponivel em sua forma fatorada, como
M= MM,

onde, na maioria das vezes, M; e My sdo matrizes triangulares. Nesta situagao, o
pré-condicionador pode ser separado (split), assim

M;'AM;'u = M;'b, x = M;'u, (4)
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onde é extremamente necessario preservar a simetria quando a matriz A for simé-
trica. A matriz M~*A da equacéo (2) na pagina 8, assim como nas demais formas de
aplicacao do pré-condicionados, é a matriz pré-condicionada e, agora, S0 suas pro-
priedades que determinam o comportamento do método em termos de convergéncia.
Se M = A, entdo a matriz pré-condicionada é a identidade, o que seria o caso ideal,
pois representa a resolucdo exata do sistema linear. Porém, encontrar a inversa da
matriz A em simulacdes de fenémenos fisicos, em geral, tem um alto custo compu-
tacional. Logo, o pré-condicionador deve ser tal que a operagéo M~ 'v para um vetor
v qualquer seja de baixo custo em relacéo a operacdo A 'v e que seu uso em ter-
mos de melhoramento de convergéncia do método iterativo compense o custo de sua
construgao.

Os capitulos a seguir explicardo com mais detalhes a combinagdo de trés
itens importantes no que se refere a resolugdo de sistemas lineares de grande porte:
métodos de resolucao iterativa, uso de pré-condicionadores e, principalmente, téc-
nicas computacionais para a implementacao eficiente dos métodos e de seus pré-
condicionadores.

Ainda, neste capitulo, serdo vistas as descricdes de cada capitulo da disser-
tacao.
Organizacao da Dissertacao

e No capitulo 1, sera dado um exemplo de como se pode obter sistemas lineares
a partir de estudos de fen6menos fisicos;

e No capitulo 2, serdo feitas alguns comentarios sobre matrizes esparsas;

e No capitulo 3, serdo vistos os principais métodos iterativos de resolugédo de sis-
temas lineares baseados em subespagos de Krylov;

¢ No capitulo 4, serdo discutidas algumas técnicas de pré-condicionamento;

e No capitulo 5, serdo vistas implementagcées dos métodos iterativos e pré-condi-
cionadores e bibliotecas basicas de Algebra Linear;

¢ No capitulo 6, seréo vistos alguns resultados obtidos a partir do uso dos pacotes
mencionados no capitulo 5.



1 ORIGEM DOS SISTEMAS

O objetivo deste capitulo é exemplificar, através da discretizacao das equa-
cbes de Navier-Stokes descritas dentro da formulagdo Lagrangeana-Euleriana Arbi-
traria, como € possivel se obter sistemas de equacdes no contexto da Dinamica de
Fluidos. Porém, os métodos que serao vistos neste trabalho podem ser aplicados em
problemas resultantes de outras areas de conhecimento.

Na secado 1.1, encontra-se um resumo da descricdo Lagrangeana-Euleriana
Arbitraria; na secado 1.2, encontram-se as equacgdes de conservacdo de massa e
guantidade de movimento linear; na segcédo 1.3, podem ser vistos conceitos basicos
de elementos finitos e a discretizacdo das equacdes de Navier-Stokes; e , na secao
1.4, sera visto o0 método de projecao baseado em decomposicao LU para desacoplar
velocidade e presséo no sistema linear obtido na segéo 1.3.

1.1 Descricao Lagrangeana-Eureliana Arbitraria

Para se especificar o movimento de um fluido em uma dada regido do es-
paco, existem trés principais tipos de abordagens: a descricdo Euleriana, a descricao
Lagrangeana e a descricao Lagrangeana-Euleriana Arbitraria.

Na formulacédo Euleriana, define-se uma regido fixa no espaco, que néo se
deforma com relacéo ao tempo, onde o comportamento do fluido sera estudado. Neste
caso, ha um fluxo de massa pelas faces desse volume de controle, e as equagdes para
0 escoamento sdo determinadas a partir do balango de fluxo neste volume de controle.

Na formulagdo Lagrangeana, define-se uma regidao material formada por um
conjunto de particulas de fluido, denominado de volume de controle Lagrangeano,
ou ainda regido material. Conforme as particulas se movimentam no escoamento,
esta regido se deforma, e ndo ha fluxo de massa através de suas fronteiras. Nesta
formulacao, as grandezas do escoamento sdo especificadas como fungédo do tempo e
da particula de fluido.
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Dominio material Dominio espacial

Dominio referencial

Figura 2: Dominio utilizados na formulagéo ALE.

A terceira abordagem, a formulagdo Lagrangeana-Euleriana Arbitraria (ou ALE,
isto é, Arbitrary Lagrangian-Eulerian), € uma forma mais geral de se descrever 0 mo-
vimento de um fluido. Nesta, as equagdes sdo desenvolvidas em um referencial se
movendo no espago com velocidade arbitraria. Quando este referencial se move com
a mesma velocidade do fluido, obtém-se a descricao Lagrangeana, e quando o refe-
rencial esta parado, obtém-se a descricao Euleriana. Segundo (SIMEONI, 2005), essa
descricao € muito util para o caso de métodos com malhas dindmicas, onde as equa-
cbes sao escritas no referencial da malha que se move com velocidade arbitraria. As-
sim, baseando-se em (SIMEONI, 2005), sera descrita a variacao temporal das proprie-
dades macroscopicas do fluido em um referencial se movendo com velocidade arbitra-
ria, a fim de se determinar, posteriormente, as equagdes de conservagao utilizando-se
a descricdo Lagrangeana-Euleriana arbitraria. Sendo assim, considerando-se o0s do-
minios material (S¢), referencial ou computacional (S,) e espacial (Sx), mostrados na
Figura 2, na descricdo Lagrangeana-Euleriana arbitraria, os dominios S¢ e S,, estdo
se movendo enquanto S, esta parado. Considerando-se que uma particula & de fluido
que ocupa o dominio S¢ se move para um ponto x em um dado instante ¢ no dominio
espacial, o movimento de um fluido pode ser descrito por uma transformacgao ¢ tal que
x = ¢(&,t). Assim, define-se velocidade da particula & no dominio espacial como

_ Ox 0

ot |, ot

u

Da mesma forma, seja ¢ a transformacao que descreve o movimento de um
ponto n no dominio .S,, para um ponto x no dominio Sy, entdo define-se velocidade do
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ponto n no dominio espacial como

ox 0

u== n: @¢(7Iat)-

Seja f uma propriedade expressa como funcdo de (£,t) ou (x,t), ou seja,
expressa através de uma descricao material (Lagrangeana) ou espacial (Euleriana).
Em uma formulacdo Lagrangeana-Euleriana arbitraria, a expressao de f como funcéo
de (n,t) é chamada de descricao referencial. Considerando-se as seguintes derivadas
temporais

0 0 af _of
5i/000| = Gt n.n| =G| 4G oen-v=5 cowr
9 ) - 9 ~ _Of| .
00| = 5@ma| =G| 4 G om0 =G c@vy 02
subtraindo-se (1.2) de (1.1), tem-se
DEO 9 (w-w)- ) s

Dt (975£ (975?7

que é a derivada material ou substantiva da propriedade f em um referencial n que se
move com velocidade .

Note que, em uma descri¢cdo Lagrangeana, o dominio referencial se desloca
com a mesma velocidade do dominio material, ou seja, u = 1, e portanto a variagao
temporal da propriedade f nos dominios material e referencial € a mesma.

Ja em uma descricédo Euleriana, o dominio referencial esta parado em relagao
ao dominio espacial, ou seja, i = 0, e portanto a expresao da variacao temporal de f
no dominio material é dada por
Df _of) _of

Dt 8t Enﬂu'v)f

gue corresponde a derivada material de f utilizando-se uma descricao Euleriana.

1.2 Equacoes de Conservacao

A partir da secédo 1.1, pode-se alcancar as equacgdes de conservagao (de
massa e quantidade de movimento linear), utilizando-se a formulagdo Lagrangeana-
Euleriana arbitraria. Porém, é necessario, antes de tudo, enunciar dois teoremas im-
portantes para o desenvolvimento desta secao.
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Teorema 1.1 (Divergéncia de Gauss) Seja) C R, ' =0Q obordode 2 ewu : U C
R™ — R™ um campo vetorial. Entao

/V~udQ:/u-ndF

Q r

onde n é o vetor normal aT.

Teorema 1.2 (Teorema de Leibnitz) Sejam R(t) C R™ uma regi&o movendo-se no

espago com velocidade w, S(t) = OR(t) o bordo de R(t) e T uma grandeza de dimen-
sdo k < oco. Entéo

d / / 0
— T(x,t)dV = —T(x,t
dt R(t) (@,%) r Ot (@,%)

1.2.1 Equacao de Conservacdo de Massa

dv + /(n-w)TdS.
€T S

Sabendo-se que a massa total numa regiao material no espago V' (t) C R™ é
dada por

m(V (1), 1) = /V A0

onde p(x,t) € a massa por unidade de volume (massa especifica).

Sabendo-se que, pelo principio da conservacdo de massa, na auséncia de
fontes ou sorvedouros, a variagcao temporal de massa na regiao V' (t) € nula, ou seja,

d d
S =5 [ D=0 (13)

Aplicando-se o Teorema 1.2 em 1.3, encontra-se

/V% (x,1)

onde S(t) = 0V (t) € o bordo e u a velocidade da regido material V' (¢), e n € um vetor
unitario normal a S(t). Aplicando-se o Teorema 1.1 na equacao anterior, tem-se

/V (% p(x, 1)

e, uma vez que essa equacao deve ser verificada para qualquer regiao fixa de V, é
necessario que a expressao entre parénteses seja identicamente nula (GAMA, 2005).
Sendo assim,

av + /(n-u)pdS:O,
X S

+V. (pu)) dv =0,

+V-(pu)=0

X

0
E <X7 t)
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ou,
9) X
a—i +((u—10)-V)p+pV-u=0,
R n

J/

TV
Derivada Material, se¢do 1.1, com f = p.

substiuindo-se por (1.2) e utilizando-se a identidade
V. (pu)=pV-u+ (u-V)p,

ou, ainda,

Dy ‘u = 14
Dt+pV u=_0, (1.4)

utilizando-se a notacao de derivada material expressa na secado 1.1. No caso deste
exemplo, ou seja, simulagdo de escoamentos multifasicos, cada fluido envolvido de-
termina uma fase. Assim, foi considerado, no trabalho desenvolvido em (SIMEONI,
2005), o fluido em todas as fases como um continuo, onde as propriedades mudam
de acordo com a posicao de particulas marcadoras de interface em cada ponto do
escoamento como um todo. Desta forma, as equagdes de conservagdo de massa
e de quantidade de movimento foram desenvolvidas com propriedades, como massa
especifica (p) e viscosidade (i), variaveis para o escoamento como um todo, mas
constantes no interior de cada uma das fases separadamente. Devido ao fato de este
trabalho se basear nesta referéncia, considera-se a mesma abordagem com relacao
as fases do fluido.

Sendo assim, seja 2 = U;€2;, onde €2; € a regido ocupada pelo fluido 7, tem-se

p(x) =p;, sex € Q;,
w(x) = p;, sex € Q.

Desta forma, tem-se que p e p variam de acordo com a posi¢cao, mas sao
constantes no interior de cada subdominio 2; e ndo se alteram em relagéo ao tempo,

0 que permite escrever que
Dp

=0
Dt ’

e, substituindo em (1.4), tem-se
pV-u=0.

Como p # 0 para todas as fases, pode-se afirmar que

V-u=0. (1.5)

A equagéo (1.5) é conhecida como condigdo de incompressibilidade, e sera
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mantida em todo o dominio. Os fluidos que obedecem esta condicdo sdo chamados
incompressiveis.

1.2.2 Equacao de Conservagao de Quantidade de Movimento Linear

A equacao de conservacao da quantidade de movimento linear € obtida apli-
cando-se a segunda lei de Newton, a qual afirma que a taxa de variacao temporal da
quantidade de movimento de uma particula é igual a resultante das forcas que agem
sobre essa particula. Considere novamente uma regido material arbitraria V' (t) € Q
movendo-se no espago, limitada por uma superficie S(t) = oV (t).

O balanco integral da quantidade de movimento pode ser expresso pela equa-
cao

d
— pu(x,t)dV = /

o-ndS + / pb(x,t) dV
dt Jy s V(t)

Na equacgao acima, o lado esquerdo representa a taxa de variagdo de quan-
tidade de movimento linear (produto da massa pela aceleragéo), a primeira integral
do lado direito representa a resultante das tensdes agindo sobre a superficie S, e a
segunda integral do lado direito representa a resultante das forcas de campo.

Aplicando-se o Teorema 1.2 na equacao acima tem-se

/ 9(pu)
v ot
e utilizando o Teorema 1.1 para transformar as integrais de superficie em integrais de
volume, tem-se

/ d(pu)
v Ot
onde ® representa o produto diadico entre dois vetores (ver (SIMEONI, 2005)). Assim

e

d(pu)
ot

dV—|—/(n-u)pudS:/a-ndS+/pde
x S S 1%

dv+/v-(pu®u)dvz/v-adv+/pbdv,
14 14 14

X

+V-(puu)V -0 — pb) dv =0,

X

de onde vem

+V-(pu®u) — V-0 — pb=0.

X

Utilizando-se a Equacao (1.2) para substituir a derivada temporal, e distri-
buindo o operador divergente do segundo termo, obtém-se

d(pu)
ot

— (- V)(pu) + (u-V)(pu) + pu(V-u) = V-0 — pb =0,

n
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que, pela Equacéao (1.5), resulta em

d(pu)
ot

+((u—1)-V)pu — V.o — pb =0,

n

e finalmente, com a notacao de derivada material (secéao 1.1) tem-se

D(pu)
Dt

=V.-o + pb. (1.6)

Na equacéao (1.6), o representa o tensor de tensdes totais do escoamento.
Utilizando um modelo Newtoniano isotropico, este tensor pode ser escrito como

o=—-pl+T1

onde p = p(x,t) representa o campo de pressao do escoamento, e = é o tensor de
tensdes viscosas dado por

T =2uD + <)\ - %H) (V-u) L, (1.7)

sendo . o coeficiente de viscosidade dindmica e \ o coeficiente de viscosidade volu-
métrica do fluido. Devido a condicao de incompressibilidade (1.5), pode-se escrever
simplesmente

T =2uD. (1.8)

O tensor D que aparece nas equagbes (1.7) e (1.8), é denominado tensor
deformacdo, e é dado por

1 1
D= 57(u) =3 (Vu+vu'),
onde +(u) é denominado de tensor taxa de deformagéo.

Deste modo, utilizando o tensor de tensées Newtoniano isotropico, pode-se
calcular o divergente do tensor de tensdes totais:

Vo=V [-pl+p(Vu+ Vu")] =-Vp+ V- [p(Vu+Vu")].

O vetor b é uma forca por unidade de massa que age sobre o fluido na regido
2. Para o tipo de escoamento que é objeto de interesse neste trabalho, somente
o0 campo gravitacional é considerado, ou seja, b = g. Finalmente, a equacéo de
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conservacao de quantidade de movimento pode ser expressa como

D(pu)
Dt

=-Vp+ V- [p(Vu+ Vu')] + pg. (1.9)

As equacbes da continuidade (1.5) e da conservagao de quantidade de movimento

linear (1.9) sdo as equacdes de conservacao que modelam escoamentos incompres-
siveis, e sdo também chamadas de equacbes de Navier-Stokes, que, na forma adi-
mensional (veja (SIMEONI, 2005), para maiores detalhes), podem ser escritas como

9] 1 1
(pu) +((u—1)-V)pu=-Vp+—=V- [w(Vu + Vu")| + pg + —Ff (1.10)
ot N2 Ey

V-ou=0, (1.11)

onde o3 )
_ D _ pogD
- 2 EO - )
Ho g0
sdo o Numero de Galileu e o Numero de Eétvds respectivamente, e onde pg, 1o €
oo Sao, respectivamente, valores de referéncia para massa especifica, viscosidade
e coeficiente de tensao superficial, D € o didmetro (aparece em escoamento com

bolhas) e g € a forga gravitacional. A forca f definida por

N

f=—-0okVH,

onde o = o(x,t) € R é o coeficiente de tensao interfacial entre os fluidos, x = k(x,t) €
R denota a curvatura local da superficie que define a interface e H : R — {0,1} é
uma fungao de Heaviside que pode ser definida como 1 onde existe um determinado
fluido ou 0 caso contrario, representa, no caso de escoamentos multifasicos, uma
forca campo que esta ligada a tensao interfacial, e portanto, deve agir diretamente na
interface entre dois fluidos

1.3 Método de Elementos Finitos

Nesta secao, serd feita uma breve descrigdo do Método de Elementos Finitos,
a fim de se gerar uma base tedrica para a obtengédo dos sistemas de equacdes deste
capitulo. Para maiores detalhes sobre o assunto, veja (SIMEONI, 2005), (ANJOS,
2007), (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a) e (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000Db).
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1.3.1 Conceitos Basicos

O método de elementos finitos € uma eficiente ferramenta numérica de re-
solucao de problemas de meio continuo que consiste na divisdo deste meio, isto é,
deste dominio €2, em subdominios 2; conhecidos como elementos que, por sua vez,
podem ser obtidos através de técnicas de geracao de malha como, por exemplo, a tri-
angulacao de Delaynay para malhas 2D ou, a tetraedralizagao Delaynay para malhas
3D.

Para se ter uma idéia basica de como é este método, considere uma funcao

¢ : R™ — R, valida no dominio 2 com condi¢des de contorno estabelecidas como
sendo a solugao exata do problema

Lo =T, (1.12)

onde £ €& um operador diferencial. O método de elementos finitos busca uma apro-
ximacdo ®(x) da solugcdo exata ¢(x) de maneira particionada em cada elemento Q°
do dominio, ou seja, a aproximagdo de ¢(x) restrita a cada elemento Q¢ € tal que
¢°(x) = 0 para qualquer ponto x fora de Q¢. Assim, a aproximacédo de ¢(x) pode ser
escrita como

o(x) =3 ¢(x).

O valor de ¢ avaliado nos vértices da malha que discretiza €2 é chamado de
valor nodal de ¢, denotado por ¢;, onde i € o nUmero do n6 correspondente, isto é,

i = ¢(Xz’) .

o 4

Ps

Ps
uj}

Figura 3: Elemento arbitrario com s lados.

Definem-se graus de liberdade de um vértice (ou nd) como sendo a quantidade
de variaveis associadas com este mesmo no, e graus de liberdade de um elemento
como sendo o somatdrio dos graus de liberdade dos nds que definem tal elemento.
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Considere um elemento poligonal com s lados, como mostrado na figura 3, e considere
que, associado a cada vértice do elemento esta o valor de ¢ avaliado naquele né, diga-
mos ¢;, i = 1,...,s. A cada elemento pode ser associada uma familia de fungdes de
interpolacao, também chamadas de fung¢des de forma, representada genericamente
pela matriz

Niy(x) -+ N (x)

N¢(x) = : . :
NE(x) oo NE()

onde r representa o grau de liberdade de cada no, e s representa a quantidade de nés
em cada elemento. Portanto, o niumero de graus de liberdade no elemento é dado por
rs. Assumindo que cada n6 tenha somente um grau de liberdade, tem-se

Ne(x) = [N{(x),..., Ni(x)] -

Assim, sendo

66: {(bl?""(és]Tu

0 que é chamado de vetor deslocamento na literatura de elementos finitos, tem-se que
a aproximacao para ¢ em cada elemento é dada por

¢°(x) = N°6° (1.13)

e a solucéo aproximada de (1.12) pode ser escrita como

O(x) = ¢°(x)=> NG, (1.14)

onde NFE € o numero total de elementos. Tendo sido decidido o tipo de discretizagao
do dominio, o préximo passo é escolher como sao as func¢des de interpolacdo. A es-
colha mais comum é optar por fungdes polinomiais, pois além de serem mais faceis de
manipular, tanto algebricamente quanto computacionalmente, aproximacdes polinomi-
ais possuem propriedades garantidas pelo teorema da aproximacéo de Weierstrass, o
qual especifica que qualquer funcéo continua pode ser aproximada por um polinémio,
tao proximo quanto se deseje.

A escolha de tais aproximagdes polinomiais é feita seguindo-se algumas ob-
servagoes:

1. O numero total de termos no polinbmio deve ser igual ao numero total de graus
de liberdade do elemento. Isto garante a unicidade da aproximacao;

2. A aproximacao nao deve ter uma direcao preferencial, ou seja, deve ter invarian-
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cia geométrica;

3. Para garantir convergéncia, as incognitas devem ser continuas, e a aproximagao
polinomial tal que permita com que elas assumam qualquer forma linear arbitra-
ria.

Apesar disso, € dificil estabelecer regras gerais que possam ser aplicadas
a todos os casos. Geralmente ndo é ideal acrescentar na aproximacao polinomial
termos de alta ordem ao custo da exclusdao de outros de baixa ordem, o que pode
causar oscilacbes na interpolacdo. Assim, o uso de polinbmios completos é mais
recomendavel.

O problema de se determinar as funcdes de interpolacao através do uso de
aproximacoes polinomiais leva a inversdo de matrizes mal-condicionadas. Por isso, a
melhor forma de se obter tais fun¢des é através de interpolacao direta no elemento.
Isto é feito escolhendo-se convenientemente um conjunto de polinémios de interpola-
cdo Nf(x) de maneira que, se x; representa as coordenadas do no j, entdo

Nl-e(Xj) :5ij> Z,j = 1,...,5 (115)

onde ¢;; representa o delta de Kroneck, dado por

1, sei=j,
5 = Y (1.16)
0, sei#j.

E claro que as funcdes de forma, obtidas desta maneira, devem satisfazer
as condicbes 1, 2 e 3 vistas anteriormente. Em particular, se as fun¢des de forma
satisfazem a condicao 3, entéao

ZNle, Zfoi:x.

i€e i€e
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Figura 4: Determinacao de fungdes de interpolagao para um elemento tri-
angular.

Para exemplificar o uso dessas fungdes, considera-se as fungdes de interpol-
cao para o elemento triangular. Apesar de ser possivel a determinagao de funcdes de
interpolacdo em coordenadas globais para o tridngulo, o uso de coordenadas locais
simplifica e padroniza os célculos na hora de se resolver as integrais do modelo vari-
acional. Considere entdo um sistema de coordenadas locais no tridngulo (L, Lo, L3),
que na Figura 4 é dado por

A, A, Ay

Ll = I, L2 - 7, L3 - Z, (117)

onde A = A; + A, + Az € a area do triangulo e A;, A, e A sdo as areas mostradas
na figura 4. Note que, por exemplo, qualquer ponto sobre a aresta entre os vértices 1
e 2 tem coordenada L3 = 0, e se 0 ponto coincide com o vértice 3, entdo L3 = 1, uma
vez que A3 = A. Desta forma, a posicédo de qualquer ponto dentro do tridngulo pode
ser representada pelas coordenadas (L1, Lo, L3), também chamadas de coordenadas
baricéntricas. Note ainda que

Li+ Lo+ Ls=1. (1.18)

A relagao entre o sistema de coordenadas global (z,y) e o sistema de coordenadas
local (Li, Lo, L3) é dada pelas equagdes

r = Lll'l -+ LQCCQ + L3£L’3 s (119)
y = Ly + Loya + Lays (1.20)
que podem ser resolvidas para obter L, em termos de x € y como

a; + bix + ciy
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onde a area A é dada por
i I 1

1 z3 3

As constantes a;, b; e ¢; sdo dadas em termos das coordenadas nodais

a = TiYk — TrY; (1.23)
bi = Yj— Yk, (1.24)
G = Tp—xj, (1.25)

onde j e k sdo permutacdes ciclicas de i. De (1.21) as seguintes relacdes para as
derivadas podem ser obtidas

- = _ 1.2
or 2A7 Oy 2A (1.26)

Finalmente, um resultado sobre integracdo em coordenadas de area, importante para
a discretizacao por elementos triangulares, é dado por

2Am!n!p!
(m+n+p+2)°

/ LTIy LY dedy = (1.27)
A

cuja prova pode ser encontrada em (DAVIES, 1980).

Considerando um elemento triangular com um grau de liberdade em cada né,
a aproximacao da variavel ¢ no elemento segue a seguinte forma

¢°(z,y) = ap + aur + gy (1.28)

e utilizando as coordenadas baricéntricas do tridngulo e como fungdes de interpolacao,
isto é,

N — [ Ly L L3] , (1.29)
pode-se escrever
o
gbe(I?y) = N€<x7y)6€ = [ Ll(ff,?/) LQ(xay) LS(%?/) :| ¢2 . (130)
®3

Funcdes de interpolacéo para elementos de mais alta ordem podem ser de-
terminadas, mas sao facilmente encontradas em qualquer livro de elementos finitos,
como (DAVIES, 1980) ou para mais detalhes (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a).
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Utilizando-se a teoria descrita acima e discretizando-se as equacdes de Navier-
Stokes, em sua formulacao variacional, no espacgo (através do método de Taylor-
Galerkin) e em relacdo ao tempo por um sistema semi-implicito (veja (SIMEONI, 2005)
para maiores detalhes), tém-se

1

utt — n 1 n+1 n+1
M,| ——— | +Au —i—EKU - Gp" — M,g — ml\/[f: 0 (1.31)

At Fr?
Du"*' =0 (1.32)

Os numeros Re, Fr e We sao, respectivamente, os numeros de Reynold, Froude e
Weber, dados por

o= U LU
Ho Vo
U
Fr=——e
VgL
2
We = LU
0o

onde py, L, U, o, g € 09 S@0 0s valores de referéncia para massa especifica, compri-
mento, velocidade, viscosidade, for¢a gravitacional e coeficiente de tens&o superficial.
O valor v, representa a viscosidade cinematica e é a razdo entre a viscosidade apa-
rente ou dinamica o € a massa especifica. As matrizes de (1.31) sdo dadas por

M, = Mo O ] m— | M O ]
0 M”’y 2NV x2NV 0 My 2NV x2NV
L 0 Ay 2NV x2NV KW Kyy 2NV X2NV
G
G=| _° D=|D, D
L Gy ]2NV><NP [ ’ }NPXQNV
onde
M,.=A,ms), M, =A,m) M, =A,(m°), M, =A,(m°),
K:ca: = Aw(kzx)a ny = Ax(kiy)7 Kyar A (kge/x)’ Kyy = Ay(kze/y)7
A, =A.(a), A,=A,@), G.=A4.0;), G,=A4,9)),
D:): = Ax(di)a Dy =A (dz)’

tal que as submatrizes m¢, m¢, a“, k,, ki, k., k; , 95, g;, d; e d;, que sdo matrizes
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definidas localmente para cada elemento, sdo dadas por

ms. = / p°Ni Ny dS2 (1.33)
mg; = N{N5 dQ (1.34)
Qe
W ONY o o ONS
ag; = /er N ((u —0°) ax] + (v — 0% a;) d (1.35)
Nf ON¥
kS = Q 1.
2L /Q ( or Ox )d (1.36)
. Nf ON¢
keyii = /Q < e )dQ (1.37)
N6 ON¥
Kpwij = dQ) 1.
s = [ ( i ) (1.38)
Nf ONY
ke o= / ( )dQ 1.39
yy,ij o Ay ( )
ONf
e = L P dSQ) .
g.’E,’Lk e ax k (1 40)
ONf
€. = P6 ds 1.41
gy,zk - 8y ( )
e aNJ
Qe
. 8Ne
yki = /Q . By Py dQ (1.43)

O operador A que aparece acima € um operador que monta as submatrizes
de elemento nas submatrizes das matrizes de (1.31).

A equacéo (1.31) pode ainda ser reescrita como

(M + R—K) = At (Au —Gp*t! - 7aMg - —Mf) +M,u"  (1.44)

gue juntamente com (1.32), formam um sistema de equagdes que pode ser represen-
tado da seguinte forma

un+1

pn+1 -

onde agora o sistema é escrito apenas para as incognitas do problema, ou seja, u**! =
[y ™ uR ot ot = [t L T, sendo Nu, Nv e Np o nlimero
de incognitas (nds livres) para velocidade na direcdo z, velocidade na direcéo y e

pressao respectivamente. A notacdo para as matrizes e vetores foi mantida a mesma

B —-AtG
D 0

r
0

bc,
+ [ be, ] (1.45)
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por simplicidade. A matriz B é dada por

At
B=M,+—K
o Re
qgue € simétrica e positiva-definida, e o lado direito representa as grandezas conheci-

daS no ’[eIIIpO n,
r = —At Au” - ! M - ! Mf + M u” (1 46)
F 2 pg I;[r P ) .

mais as condi¢des de contorno que nada mais sdo do que as contribuigdes dos valores
conhecidos de velocidade e pressao no lado direito do sistema.

Agora, para se obter um conjunto de sistemas onde velocidade e pressao apa-
recem de forma desacoplada, sera aplicado, na secao a seguir, 0 método da projecao
baseado em decomposigcédo LU.

1.4 Meétodo da Projecao baseado em decomposicao LU

Os métodos para solucéo das equacgdes de Navier-Stokes para escoamentos
de fluidos podem ser, de maneira geral, classificados em métodos acoplados e se-
gregados. Os métodos acoplados (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a; FORTUNA, 2000)
buscam resolver o sistema completo de equagdes a cada ciclo computacional, en-
quanto que os métodos segregados (CHORIN, 1968) buscam o desacoplamento en-
tre as equacoes, separando o sistema nao-linear multidimensional em problemas mais
simples, que podem ser resolvidos sequencialmente. Os métodos da projecao, podem
ainda ser classificados em métodos continuos, métodos semi-discretos, ou de passo
fracionario (GRESHO, 1990; GRESHO; CHAN, 1990), e métodos discretos, baseados
em decomposicao LU ((PEROT, 1993), (NI; KOMORI; MORLEY, 2003) e (LEE; OH;
KIM, 2001)). Aqui, sera usado este ultimo.

No método baseado na decomposicdao LU a separacgao (ou split) entre veloci-
dade e pressao é feita somente apds a discretizacdo espacial das mesmas. Portanto,
considerando o sistema (1.45), o método consiste em decompor a matriz do sistema
através de uma fatoracao por blocos. Utilizando-se uma fatoragdo LU por blocos can6-
nica, tem-se o seguinte sistema

B 0 ”l —AtB‘lG][un+1] [r‘”] [bq]
. = - (1.47)
D AtDB'G 0 I pt 0 bc,

Uma aproximacdo comum para a inversa B~ para este problema é considerar
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B! = M, (CHANG; GIRALDO; PERQT, 2002), e portanto, o sistema (1.45) fica

AtDM'Gp™*' = —Du+ be, (1.49)
Uttt = 4 AtM'GptT, (1.50)

onde procedimento para a solugao das equagdes é dado na seguinte ordem:

1. Resolve-se ude (1.48);
2. Resolve-se p**! de (1.49);

3. Encontra-se a velocidade final u"*! usando (1.50);

Nos capitulos a seguir, serdo discutidas algumas técnicas computacionais que
podem ser utilizadas nos sistemas das equacdes (1.48), (1.49) e (1.50).



2 CONSIDERACOES SOBRE MATRIZES ESPARSAS

Neste capitulo, serao feitas algumas consideracoes sobre matrizes esparsas,
comuns em sistemas resultantes de grandes simulagbes. Serdo discutidas aqui, téc-
nicas como armazenamento sparso de matrizes (secéo 2.1), representacdo em grafos
(segao 2.2) e reodenamento (segao 2.3).

2.1 Armazenamento

Apesar de as matrizes, neste texto consideradas, apresentarem um numero
elevado de elementos, sdo poucos os que sao diferentes de zero (matrizes esparsas).
Portanto, por limitacdes fisicas (memdria), € fundamental otimizar o armazenamento
dessas matrizes, possibilitando, assim, maior velocidade de acesso aos elementos.
Nesta secédo, serdo vistas algumas formas de se armazenar matrizes esparsas. Para
iss0, considera-se como exemplo a matriz esparsa X (equagéao (2.1)) de ordem n = 5,

13 000
2 4 -2 00

X=|00 100 (2.1)
00 05 4
(40 00 9]

Note que a matriz X ndo € simétrica e, se fosse 0 caso, poderia ser arma-
zenada apenas a sua parte triangular inferior ou superior, cabendo ao algoritmo de
leitura o tratamento dos dados considerando a simetria. Também é importante notar
que, apesar de X em (2.1) ser quadrada, os tipos de armazenamento aqui menciona-
dos também se aplicam a matrizes retangulares.

2.1.1  Armazenamento em Coordenadas

O modo mais direto de se armazenar uma matriz esparsa é através do arma-
zenamento em coordenadas (ou COORD, isto é, coordinate storage), onde se guarda
0s elementos nao nulos, juntamente com os indices de suas linhas e de suas colunas.
Trés estruturas de dados séo utilizadas para este tipo de armazenamento:

e Um vetor val(i) de tamanho nz, para se armazenar os elementos ndo nulos da
matriz que, neste texto, sao valores de ponto flutuante;

e Um vetor de inteiros row_ind(i) de tamanho nz, para se armazenar os indices
das linhas;
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e Um vetor de inteiros col_ind(i) de tamanho nz, para se armazenar os indices das
colunas.

Onde nz € o nimero total de elementos nao nulos da matrize i € {0,1,--- ,nz — 1}

Neste caso, a matriz X de (2.1), ficaria representada da seguinte forma:

val(i) 1]3][2[4]-2[1]5[4]4a]9
row_ind(i) |00 [1|{1]1/2|3|3|4|4
col_ind(i) [0[1]0]|1]2]2]|3|4|0|4

2.1.2 Armazenamento Compactado por Linha

Este formato, compactado por linha (ou CRS, isto €, compressed row storage)
se diferencia do anterior no vetor row_ind(i) que é substituido pelo vetor row_ptr(numrow)
de tamanho m + 1 (ou seja, o numero de linhas da matriz mais um), que armazena a
posicdo do primeiro elemento nao-nulo de cada linha, contado de forma continua, e
reserva sua ultima posi¢ao para o numero total elementos n&o nulos (nz).

Sendo assim, a matriz X ficaria representada da seguinte forma:

col_ind(i) O(1/0(1]2]|2|3|4/0|4
val(i) 1132421 5/4/49
row_ptr(numrow) | 02|56 | 8 | 10

Onde numrow € {0,1,2,...,m}.

2.1.3 Armazenamento Compactado por Coluna

Parecido com o formato CRS, no armazenamento compactado por coluna
(CCS, isto é, compressed column storage), € armazenada a posi¢cao do primeiro ele-
mento ndo nulo de cada coluna, contado de forma continua. Estas posiges estao
contidas no vetor col_ptr(numcol) de tamanho n + 1 (isto €, numero de colunas da
matriz mais um). Desta forma, a matriz (2.1) ficaria:

val(i) 1]3[2]al2]1 5449
row_ind(7) O(0(1(1]1]2|3|3|4|4
col_ptr(numcol) | 0357 |8 |10

Onde numcol € {0,1,2,...,n}.

!Quando se trata da Linguagem C/C++. Para linguagens como MATLAB e Fortran, tem-se i €
{1,2,3,...,nz}.
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Observacao 2.1 Arquivos no formato Harwell Boeing (HB), utilizados nos pacotes que
implementam os métodos iterativos e pré-condicionadores, utilizam o formato CCS.

Note que, nos formatos CRS e CCS tem-se, respectivamente,
row_ptr(numrow + 1) — row_ptr(numrow) igual ao nimero de elementos ndo nulos
da linha numrow e col_ptr(numcol + 1) — col_ptr(numcol) igual ao numero de elemen-
tos n&o nulos da coluna numcol da matriz.

2.1.4 Armazenamento em Blocos Compactado por Linha

O armazenamento em blocos compactado por linha (ou BCSR, isto &, block
compressed sparse row) é similar ao CRS, exceto pelo fato de que, aqui, os elementos
séo substituidos por blocos densos de dimensao r x ¢. Ou seja, o formato BCSR com
0s parametros r = 1 e ¢ = 1 € equivalente ao CRS. Uma matriz no formato BCRS é
armazenada em trés vetores: um contendo os blocos densos, outro contendo o indice
da coluna do primeiro elemento de cada bloco e outro contendo o indice do elemento
de inicio de cada block-row (linha formada por blocos) contado continuamente. Como
exemplo, considerando a matriz,

1§ 19 20 21 0 O
029 30 0 0 O
0 0 40 41 42 43
0 0 0 50 51 0
0 0 0 0 0 63
0O 0 0 0 0 73

onde r = ¢ = 2. No formato BCRS a matriz Y,,»,, (onde m = n = 6) pode ser
representada como mostra a Tabela 1, onde, sendo nnzb 0 numero de blocos densos,
ke{0,---, 2 +1}, 5 €{0,--- ,nnzb} ei € {0,--- ,nz}. Note, ainda na Tabela 1, que
o vetor row_start_ind reserva sua ultima posicao para nnzb (que, neste caso, € 5).
Assim, row_start_ind(k+ 1) —row_start_ind(k) retorna o nimero de blocos ndo nulos
por block-row.
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Existem outros tipos de armazenamento, tais como compressed diagonal sto-
rage, jagged diagonal storage, skyline storage, etc, que por nao serem utilizados neste
trabalho, ndo serdo abordados.

2.2 Representacao em Grafos

Considere o sistema expresso pela equacao (1). Sendo A uma matriz esparsa,
deve-se observar que, quando se aplica um método de resolucao a este sistema linear,
corre-se 0 risco de haver um preenchimento da matriz, ocorrendo, assim, o aumento
do numero de elementos ndo nulos. Para que o processo de resolucéo seja eficiente,
deve-se evitar este preenchimento.

Neste contexto, a Teoria de Grafos pode ser aplicada a fim de se acompanhar
os efeitos do método de resolugcédo sobre o sistema e auxiliar em possiveis reorde-
namentos (veja segcédo 2.3). Assim, a estrutura de elementos ndo nulos de A pode
ser modelada utilizando-se grafos direcionais e os efeitos do método de resolugao de
sistema de equagdes aplicado podem ser acompanhados por este grafo.

A subsecao 2.2.1 fara um breve resumo sobre a notacdo da Teoria de Grafos
e sua aplicacédo no estudo de matrizes esparsas.

2.2.1  Notagéao

Defini¢cao 2.1 Um grafo direcional G = (V, E) é formado por um conjunto finito V- =
{v1,09,-++ ,v,} den = |V| (onde|V| é o numero de elementos do conjunto V') elemen-
fos chamados vértices e um conjunto finito E C V xV dem = |E| elementos chamados

arestas.

Definicao 2.2 Um grafo GG € dito ndo direcional ou simétrico quando a aresta (v;, v;) €
E se e somente se (v;,v;) € E.

No que diz respeito as matrizes esparsas de sistemas Ax = b, um grafo de
adjacéncia é o grafo G = (V, E) onde n vértices em V representa n variaveis do
sistema linear. Suas arestas representam a relagdo existente entre as equacoes e as
variaveis da seguinte forma: quando a;; # 0, existira uma aresta do né ¢ até o no j.
Esta aresta significa que a equacao i tem a variavel ;. Note que o grafo de adjacéncia
sera ndo direcional quando a matrix for simétrica, isto €, quando a;; # 0 se e somente
sea; #0,Vi,jtalque 1 <i,j <n.
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2.3 Reordenamento

A permutacao de linhas e colunas de uma matriz esparsa € uma operagao
bastante comum. Na verdade, reordenar linhas e colunas € um dos tépicos mais
importantes, usado em implementagdes paralelas tanto em métodos diretos quanto
em métodos iterativos (SAAD, 2003).

Como foi dito anteriormente, o processo de decomposi¢édo, além de compu-
tacionalmente caro, pode gerar fatores menos esparsos que a matriz original, e para
nao perder a esparsidade existem varias técnicas de fatoracao incompleta que podem
ser utilizados para este fim. No entanto, decomposi¢cées incompletas geram fatores
aproximados, devido ao descarte de entradas, que podem ter baixa qualidade, entdo
apresentaremos nesta secao um meio que, dentre outras fungdes, pode minimizar tal
problema.

O ordenamento ou reordenamento das matrizes pode ser, em alguns casos,
um procedimento muito simples e computacionalmente barato, que visa diminuir os
preenchimentos dos fatores através de matrizes de permutagéo.

Permutar linhas ou colunas de matrizes trata-se de uma operagédo simples,
do ponto de vista matematico e computacional, porém importantissima para o uso de
implementacdes em paralelo bem como para técnicas de resolugéo de sistemas line-
ares, tanto diretas quanto iterativas. Além disso, representam um ganho significativo
no momento que sao usadas para garantir a esparsidade das matrizes.

Definicao 2.3 Seja A uma matriz e 1 = {iy,is,...,i,} uma permutagdo de um con-
junto {1,2,... ,n}. Entdo as matrizes

A7r,* = {arr(i),j}i:l,...,n;j:l,‘..,ma

A*,w = {Cli,w(j)}i:l,...,n;j:L...,m

sdo chamadas permutagéo-r linha e permutacdo-r coluna de A, respectivamente.

Uma matriz de permutacéo simples é a matriz identidade com duas de suas linhas per-
mutadas. Denota-se estas matrizes por X; ; sendo i e j o numero das linhas trocadas.
Para trocar linhas de uma matriz A, basta que se multiplique A pela esquerda por X; ;.
Seja 7 uma permutacao arbitraria. Esta permutacéo é o produto de uma sequéncia de
n trocas consecutivas o (i, jr),k = 1,...,n. Cada uma dessas trocas é feita através de
uma multiplicagdo a esquerda por X;, ;.- O mesmo pode ser feito pra trocas de coluna
ao multiplicar a matriz A pela direta por X Claramente pode-se ver que X?J =lque
é equivalente a X; ; X; ;.

ik, Jk "

A seguinte proposicao apresenta estes fatos de forma mais clara
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Proposicao 2.1 Seja = uma permutacao resultante de um produto de permutacées
simples o (i, jx),k = 1,...,n. Entdo

A7r,* - P7rA7 A*,7r - AQ7T7

onde

P7T = Xin,jnxin,—lyjn—l tet Xi17j17

Q7r = X7;1,j1X’Z2,j2 ce Xi'rnjn'

Produtos de permutacao simples de linhas ou colunas de matrizes sdo cha-
mados de matrizes permutacéo. E importante observar que P,. e Q.. sdo inversas uma
da outra. Desde que as matrizes elementares X;, ;, sdo simétricas, pode-se concluir
que

Uk Jk
_ pT _ p-1
Q, =P7 =p_".

No contexto de resolugcéo de sistemas lineares, quando as linhas de uma ma-
triz sdo permutadas, a ordem em que as equacdes sao escritas € alterada. Enquanto
gue quando as colunas sao permutadas, as incégnitas sao reordenadas.

Tais sistemas, quando obtidos de equacdes diferenciais parciais, muitas vezes
podem gerar matrizes diagonal-dominantes (veja definicdo A.3). Com o intuito de man-
ter esta caracteristica € comum utilizarem-se permutagdes simétricas para preservar
os elementos da diagonal, da seguinte maneira

A,.=PTAP,.

2.3.1 Grau minimo

Um dos algoritmos mais eficientes e utilizados, para a diminuigdo de preen-
chimento nas fatoragdes LU, € o algoritmo do grau minimo (GEORGE; LIU, 1989),
que apesar de suas varias versdes nao teve seu nome muito alterado. Este algoritmo
nao utiliza os valores dos elementos da matriz como critério, levando em consideracao
apenas sua estrutura, pois, ao considerar a matriz diagonal dominante devido a sua
origem e fazer sempre uma permutagéo simétrica ndo se tem problemas com insta-
bilidade numérica na eliminagdo gaussiana. Assim, pode-se descrevé-lo de maneira
geral como segue.

Ao trabalhar somente com a estrutura de A, sdo simulados de alguma forma,
0s n passos da eliminacao simétrica gaussiana. A cada passo, uma linha, e sua coluna
correspondente, da submatriz a ser fatorada, sédo deslocadas de sua posi¢éo original
de forma que o numero de elementos nao nulos da linha ou coluna pivé seja minimo.
Apés os n passos desta simulacao o novo posicionamento dos pivés determina o novo
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ordenamento.

Diversas vezes, o processo de determinar qual linha deve ser movida de forma
a minimizar o numero de elementos ndo nulos encontra empates segundo o critério
original. Entdo, algum tipo de critério de desempate deve ser utilizado, tornando-se
fundamental para garantir qualidade a este ordenamento. Diversas técnicas para me-
lhoria deste processo bem como critérios de desempate foi desenvolvida e uma grande
variedade pode ser encontrada, juntamente com exemplos numéricos, em (GEORGE;
LIU, 1989).

A simulacao da eliminacao gaussiana é feita, € baseando-se na teoria de gra-
fos (BONDY; MURTY, 1976). Sendo assim, considerando-se G(A), ou simplesmente G
guando néo restar davidas, um grafo nao direcionado, pois este representa a estrutura
de uma matriz simétrica por estrutura, considerando-se também v como um n6 de G.
Denotaremos por Adjg(v) o conjunto de nés adjacentes ao n6 v, € o grau de v por
graug(v) que representa o numero de lados conectados ao no v.

Quando se permutam as linhas e colunas de A usando uma matriz permu-
tacdo P gera-se uma matriz PAP”, cujo grafo é G(PAP”). Este grafo tem estrutura
identica a do grafo G(A) porém com 0s nds renomeados ou reordenados, de acordo
com a matriz permutagéo P.

Apobs o primeiro passo da eliminagdo gaussiana, onde sem perda de genera-
lidade foi eliminado o né v, surge um novo grafo G, que € obtido pela eliminagdo do
né v bem como os lados conectados a ele e, adicionando novos lados que passarao a
conectar os nds adjacentes a v, isto é, todo o conjunto Adjg(v). O grau de um né pode
variar ao longo do processo de eliminacao pois se v € adjacente a y entdo

graug (v) > grauG(v) —1 > graug(y) — 1.

Assim elimina-se apenas um né de cada vez, o que pode tornar o algoritmo
lento. Formas de melhoria deste algoritmo sdo também apresentadas na referéncia
(BONDY; MURTY, 1976) ja citada anteriormente.

Este € um procedimento que reduz preenchimente de forma local, com isto o
nd de grau minimo ndo é necessariamente 0 que provoca 0 menor numero de enchi-
mentos. Para melhorar este desenvolvimento € inevitdvel o aumento do custo compu-
tacional.
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2.3.2 Symmetric reverse Cuthill-McKee

E fato conhecido que matrizes com banda ou envoltéria pequenas mantém
esta propriedade ao se calcular seus fatores triangulares e, portanto, nao sofrem mui-
tos preenchimentos no processo de eliminacdo gaussiana. Reduzir a banda de uma
matriz € um critério para reducao de preenchimento de um ponto de vista global.

Originalmente, esta idéia surgiu em (CUTHILL; MCKEE, 1969) e ficou conhe-
cido como algoritmo de Cuthill-McKee (CM), cuja idéia é reduzir a banda de uma matriz
de estrutura simétrica. Esta estratégia visa posicionar os elementos da matriz o mais
proximo possivel da diagonal, assim a largura de banda é definida como sendo o maior
valor de |i — j| para a;; # 0.

Primeiro escolhe-se um n6 qualquer e o numera com 1. Depois, numeram-se
0s nés adjacentes ao n6 1 em ordem crescente de seus graus. Este conjunto de nés
€ dito ser de primeiro nivel. Agora, este procedimento deve continuar de acordo com
a ordem em que foram nomeados 0s nds deste nivel. Os novos nds séo de segundo
nivel. Repete-se este procedimento até esgotarem-se os nds. Assim, esta forma de
ordenamento gera uma estrutura de niveis.

Obviamente é possivel fazer algumas melhorias como determinag¢ao do né ini-
cial segundo algum critério e a utilizagdo de critérios de desempate, por exemplo. Um
processo iterativo para melhorar este algoritmo utilizando caracteristicas da estrutura
de niveis é:

Procurar nés iniciais que gerem estruturas de niveis de largura pequena, isto
€, pequena quantidade de nds por nivel. Como observado em (GEORGE; LIU, 1989),
aumentando-se a profundidade, ou quantidade de niveis, da estrutura L, deve-se es-
perar uma diminuicao da largura de seus niveis. Em (GEORGE; LIU, 1979), é proposto
um algoritmo heuristico que procura determinar nés que gerem estrutura de niveis de
profundidade elevada da seguinte maneira. Construa uma estrutura de niveis gerada
por um nd r, escolha um nd de grau minimo x do ultimo nivel da estrutura e gere uma
nova estrutura a partir dele. Se sua estrutura é mais profunda que a gerada por r
entao repita o0 processo.

Apesar de o algoritmo CM ser eficiente, 0 de maior sucesso na reducao do
tamanho da envoltéria de uma matriz esparsa € construido por uma pequena modi-
ficacdo do CM proposta por George, em sua tese de doutorado ((GEORGE, 1971)),
e que consiste em inverter a numeracao obtida pelo ordenamento CM, assim este
algoritmo ficou conhecido como algoritmo de Cuthill-McKee reverso ou CMR.
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Em termos matriciais temos:
A, =PAP?

onde

1

onde A. representa a permutacdo da matriz A pelo algoritmo CM e A, representa a
permutacédo da matriz A pelo algoritmo CMR.

Em (LIU; SHERMAN, 1976) é demonstrado que CMR necessita, no maximo,
do mesmo numero de operagdes e espaco de memoria utilizado para realizacao da
eliminagdo gaussiana.



3 METODOS ITERATIVOS DE RESOLUCAO DE SISTEMAS LI-
NEARES BASEADOS EM SUBESPACOS DE KRYLOV

3.1 Operadores de Projecao

A maioria das técnicas iterativas existentes para resolucéo de sistemas linea-
res de grande porte utilizam, de alguma forma, uma projecao. A projecao representa
uma forma canénica de se extrair uma aproximagao da solugdo de um sistema a partir
de um subespaco (neste caso, o0 subespaco de Krylov). Neste capitulo, serdo vistos
alguns métodos baseados em subespacos de Krylov e seus respectivos algoritmos.
Para tal, considera-se como referéncia as seguintes fontes: (GOLUB; LOAN, 1996),
(SAAD, 2003),(VORST, Jan/Feb 2000) e (GREENBAUM, 1997).

3.1.1 Imagem e Nucleo de uma Projecao

Definicao 3.1 Considere P uma transformagao linear, P é dita uma projecdo, P :
C" — C" se P2 = P, P é também chamada idempotente.

Definicao 3.2 Seja I uma transformacéo linear,I : C* — C", com I(z) = z, I é cha-
mada transformacao identidade.

Definicao 3.3 Considere T' uma transformacgéo linear, T : C" — C" , tem-se

1. Onucleo de T, N(T), é dado por:
N(T) = {x € C"\T(z) = 0}.
2. O dominiode T, D(T), é dado por:

D(T) ={x € C"\Jy € C",T(x) = y}.

3. Aimagemde T, Im(T), € dada por:
Im(T)={y e C"\Jz € C", T(z) = y}.
Teorema 3.1 Seja P uma projecdo, tem-se entao que
1. N(P) = Im(I — P);
2. N(P)nIm(P) = {0};

3. Sex € Im(P)= P(z) = x.
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Teorema 3.2 O espaco C™ pode ser decomposto na seguinte soma direta:
C"= N(P) & Im(P), (3.1)
ou seja,
Ve € C", dzy € Im(P) Adxy € N(P)  tais que x = x1+ Xo, (3.2)
onde P é uma projecéo, P : C" — C™.

Teorema 3.3 Para todo par de subespacos M e S de C", tais que,a soma direta des-
ses dois subespacos resulta em C", tem-se que existe uma unica proje¢do, P, onde
Im(P)=M eN(P)=S.

Corolario 3.3.1 Considerando o Teorema (3.3) pode-se escrever
C" = N(P) @ Im(P). (3.3)
Corolario 3.3.2 Considerando o Teorema (3.3), seja L = S+. Entdo

ue M
rz—ull

(3.4)

Essa transformacao linear P é dita projecao sobre M, ao longo ou paralela ao subes-
paco linear S, ou, uma projegcéo sobre M e ortogonal ao subespaco L.

Figura 5: Projecao de x sobre M e ortogonal a L.

Teorema 3.4 Dados dois subespacos M,L € C", de mesma dimensdo m, as duas
condicées abaixo sdo equivalentes:

1. Nenhum vetor de M diferente de zero é ortogonal a L.
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2. Para todo x € C" existe um unico vetor u que satisfaz as condicbes dadas em
(3.4).

Uma interpretacdo geométrica desse teorema seria a de que dados M, L € C", sob as
hipoteses do Teorema 3.4, existe um Unico subespaco L+ de C" ortogonal a M.

Resumindo, dados em C" os subespagos de mesma dimenséao, M e L, satis-
fazendo a condicdo, M N L+ = {0}, existe uma projecdo P sobre M e ortogonal a L
que define o vetor projecao u para todo x € C™ atendendo as condigbes de (3.4). Essa
projecao é tal que:

Im(P)=M e N(P)=L" (3.5)

Se P(z) =0,z € N(P),ouseja, z € L*.

3.1.2 Representagao Matricial

Definicao 3.4 Seja a matriz A € C"*",a matriz transposta conjugada de A, notada por
AH 6
AH — AT

onde barra representa a operagdo de conjugacao.

Teorema 3.5 Considere M, L € C", com dim(M) = dim(L) =m, M N L+ = {0}, V e
W, bases de M e L, respectivamente. Entdo WHV é ndo-singular.

Definicao 3.5 Dois conjuntos de vetores A = {ay,...,a,} e€B ={by,...,b,} sdo ditos
bi-ortogonais se:

1,se =7,
(ai, b]) = (5ij7 onde 5ij = (36)
0,s€ i#j.

Na forma matricial tem-se B7 A = 1.

Teorema 3.6 Considere M, L € C", com dim(M) = dim(L) =m, M N L+ = {0}, V e
W, bases de M e L, respectivamente. Entdo, existe uma projecdo P, sobre M e com
direcdo ortogonal a L, dada por:

P=vVWov)y"twH. (3.7)

Corolario 3.6.1 Considerando as hipdteses do Teorema (3.6) e, sejam V e W bi-
ortogonais, entao
P(x) = VW,
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ou seja,
P=VvWw (3.8)

3.1.3 Projecdes Ortogonais

Definicao 3.6 Seja o subespaco vetorial, S C C", sobre um corpo K C C. A operagao
produto interno, (,) : S x S — K, esta bem definida se os seguintes axiomas sdo
atendidos:

Sejamu,v,w e Sea,f €K

2. (u,v+w) = (u,v) + (u,w);
3. (au,v) = a(u,v) e (u, fv) = B(u,v),
4. (u,u) >0, e (u,u) =0< u=0.
Definicao 3.7 Uma projecdo P é dita ortogonal se
PHpP =pPPH =, (3.9)
Se o espaco vetorial considerado, S C C", admite um produto interno, tem-se que
(u,v) = (Pu, Pv), Va,Vy € S. (3.10)

Se a igualdade (3.9) ndo se verifica, P é dita obliqua.

Teorema 3.7 Seja P uma projecdo ortogonal de C", entdo o nucleo de P é igual ao
complemento ortogonal da imagem de P. Ou seja,

N(P) = Im(P)* (3.11)

A Figura 6 ilustra a condicéo acima.
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X

,,,,,,,,,,, P(x)

Figura 6: Projegao ortogonal de x sobre M.

Teorema 3.8 Seja P uma proje¢do , entdo P, a adjunta de P é, tal que,

(Pz,y) = (v,Py)  Va,VyeC", (3.12)
além disso, P* & uma projegao.
Corolario 3.8.1 Como conseqtiéncia do Teorema (3.8) tem-se:

N(PH) = Im(P)*, (3.13)
N(P) = Im(P")*:. (3.14)

Teorema 3.9 Uma projecao é ortogonal se, e somente se, € Hermitiana.

Teorema 3.10 Seja P uma projegcéo ortogonal sobre o subespaco vetorial M C C",
M = Im(P). Considere uma matriz V, de ordem n x m, cujas colunas formam uma
base ortonormal de M. Entdo, podemos representar P pela matriz P = VV, além
disso,

VVHizreM e (I-VVHze Mt (3.15)

Teorema 3.11 A representacdo de uma projecdo ortogonal, P, ndo é unica, e, para
quaisquer duas bases ortonormais, Vi,V, € M, com Im(P) = M, tem-se que V, V!l =
VLV

Teorema 3.12 Seja P uma proje¢do ortogonal, entao
|3 = | Px]l3 + I — P)z|j3- (3.16)

Corolario 3.12.1
| Pzl

]l

<1, Vo e C". (3.17)
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Temos ainda que, se tomarmos x € Im(P),

P(x)
Poy=c = [P@l=el. = ”H<—H” 1, (3.18)
1090 0 SUP 1, 20 { “ﬁ;ﬁ”z} = 1 é atingido. Portanto:
[Plla =1, (3.19)

para toda projecdo ortogonal P.

Uma projecao ortogonal tem apenas dois autovalores, zero com multiplicidade igual a
dim(N(P)) e, um com multiplicidade igual a dim(Im(P)). Qualquer vetor da imagem
de P € um autovetor associado ao autovalor um. Qualquer vetor do nucleo de P é um
autovetor associado ao autovalor zero.

No proximo teorema uma importante condicdo de otimalidade € estabelecida.
Teorema 3.13 Seja P uma projecao ortogonal sobre um subespaco M de C™. Entao,
para todo x em C", é verdade que:

min ||z —yll» = ||z — Px].. (3.20)

Seja j = Px para a projecao ortogonal P sobre o subespaco M, tem-se:

Corolario 3.13.1 Sejam M um subespaco de C" e x € C". Entdo:
min ||z —ylla = [lz — gll; (3.21)
Se satisfaz as duas condigbes abaixo:

y e M,
xr—y* LM.

(3.22)

3.2 Subespaco de Krylov

Definicao 3.8 Um subespaco de Krylov é gerado por uma matriz A, de ordem n, e por
um vetor v € C" da sequinte forma

(v, Av, ..., A" 1]
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Notamos tal subespacgo por K,,(A,v)(SAAD, 2003), (VORST, 2003).

Definicao 3.9 Seja A uma matriz de ordem n. O polinbmio minimo de um vetor v é o
polinémio ménico ndo-nulo, p, de menor grau, tal que, p(A)v = 0.

Definicao 3.10 Seja A uma matriz de ordem n, o grau do polinbmio minimo de v com
relacdo a A, é chamado grau de v com relagao a A.

Teorema 3.14 O subespago de Krylov K,,, € de dimensdo m se o grau p de v com
relacdo a A € maior ou igual a m, ou seja,

dim(K,,) =m < grau(v) > m. (3.23)

Portanto,
dim(KC,,) = min{m, grau(v)}. (3.24)

Em vérios métodos para resolucao de sistemas lineares, o subespago de Kry-
lov é utilizado como espago de busca para a melhor solucao aproximada de Ax = b.
Vejamos porque tal subespaco é conveniente.

Dado um sistema linear, Ax = b, e x* sua solugéo exata. Vamos considerar A

nao-singular.

Definicao 3.11 Seja A uma matriz de ordem n. O polinbmio caracteristico de A e
dado por

pt) =) (t =), n; <n.

j=1

onde \i, ..., \; sdo autovalores distintos de A.

Definicao 3.12 Seja A uma matriz de ordemn e p(t) = Z;l:l(t — \;)™ seu polinbmio

caracteristico. O polindmio minimo associado a A, q, é tal que q(A) = 0, ou seja,

d

j=1

Podemos escrever:

g(A) =D oA,
=0

como A é ndo-singular tem-se que

d
[[Yn#0 — ac#0
j=1
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assim, 0 =¢(A) = apl + A+ ...+ a,, A™, como «y # 0

1 m—1
—1 y
A = —— Z Oéj+1AJ.
Qo <
7=0
Por outro lado, a solugéo exata do sistema é dada por:

r = A7
1 m—1 ‘
= (= oo 2 amd)b

Jj=0

Entao z* é escrito como combinagao linear de (b, Ab, ..., A" 1b), ou seja, x* € K,,(A, D)
(IPSEN; MEYER, 1998).

Se zy = 0 nota-se, facilmente, que K,,(A,b) = K,,(A,ry) e podemos usar
K,.(A,ry) como espago de busca para a solugao aproximada. Suponhamos que zq #
0, entdo

= A7
= A_I(AZEQ —I— To)
= Xo+ AilTQ,

logo z* € zp + K, (A, 10).

Definicao 3.13 Seja a matriz A, seu autovalor zero tem indice i, entdo a matriz inversa
de Drazin de A é a Unica matriz AP, que satisfaz:

APAAP — AP APA = AAP.  ATHLAD — Al
Se A é ndo-singular,i =0 e AP = A7L,

Teorema 3.15 (Unicidade da solucao de Krylov) Seja m o grau do polinémio minimo
de A, ei o inidice do autovalor zero de A. Seb € Im(A"), entdo o sistema linear Ax = b
tem uma Unica solugdo de Krylov, © = APb € K,,_;(A,b). Seb & Im(A") entdo Ax = b
ndo tem solugéo no subespaco de Krylov K,,(A,b).

Veja demonstracao em (IPSEN; MEYER, 1998).
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3.3 Gradiente Conjugado Pré-condicionado

Nesta secao, sera considerado como referéncia o seguinte trabalho (SHEW-
CHUK, 1994).

3.3.1 Meétodo do Passo Maximo Descendente

Observacao 3.1 Quando A é simétrica, tem-se

f(z) = %xTAx — bV te= fl(v)=Av—b
Assim, f'(z) = 0 = Az = b. Se A é positiva-definida (veja (SHEWCHUK, 1994)), a

solugéo de Ax = b minimiza a fungéo f.

Considerando-se o sistema linear da equacao 1, onde A é uma matriz simé-
trica, positiva-definida. Considerando-se um ponto inicial xy, no método do Passo Ma-
ximo Descendente, determina-se um melhor caminho de forma a se chegar ao vértice
do paraboldide eliptico (ponto de minimo da forma quadratica, caso A seja positiva-
definida), isto &, onde f'(x) = Az — b = 0, através de uma série de pontos x; até que
se encontre pontos suficientemente préximos da solu¢do = do sistema mencionado.

A cada passo, escolhe-se a direcdo onde f decresce mais rapidamente, que
¢é a direcdo oposta a f'(;), dada por f'(x;) = b— Ax. Assim tem-se que, r;) = —f'(z()
e pode-se pensar o residuo como a direcdo do passo de descida maxima.

A partir de z () escolhe-se o préximo ponto como:

(1) = T(o) + arq)- (3.25)

Observando-se a equagao acima, percebe-se que o minimiza f ao longo de
uma reta quando

d

afw) =0,
ou seja, quando a derivada direcional de f no ponto x; € igual a zero. Pela regra da
cadeia,

9t ) =

. [z
P aw) oy
f'(zay) )



CAPITULO 3. METODOS ITERATIVOS BASEADOS EM SUBESPAGOS DE KRYLOV 46

Igualando essa expressao a zero, conclui-se que o devera ser tomado tal que r( e
f'(z)) sejam ortogonais.

Observando-se que
fl(xay = —rq),

7“?6) = (b — A:L’(O))T

e que, sendo AT = A, tem-se
(Ar)"70) = (rioyAT)r©) = (o) (Ar())-

Logo, para se determinar «, conclui-se que

T

rayre = 0
(b— Azq)'re = 0
(b— A(z) + are)) ro = 0
(b — Ax ) )r 7o) + a(Ar )TT =0

(b— Az)re) = a(Arg) o

r(To)r(o) = 047"%(;) (Ar(g))
o = [0
T(O)AT(O)

Agrupando-se as equagdes, o0 método do Passo Maximo Descendente é resu-
mido por

rg = b— Az (3.26)
rlr
@) 0
Qe = r{)Ar(i) (3.27)
T+1) = T + QT (3.28)

Nas equacodes de (3.26) a (3.28), observa-se duas multiplicacbes matriz-vetor
por iteragdo. O custo computacional do Passo Maximo Descendente é dominado por
estes produtos, porém, pode-se eliminar um deles multiplicando-se a equagéo (3.28)
previamente por — A e adicionando b, assim

—A (H—l = —Am AO&(Z-)’I’(Z')
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e, desta forma, obtendo-se
7"(¢+1) = 7“(@-) — Oé(i)AT(i). (3.29)

A desvantagem de usarmos a recorréncia (3.29) é o fato dessa sequéncia ser
gerada sem o uso dos valores de z(;, assim, a acumulagio de erros de arredonda-
mento pode ter conseqliéncias na convergéncia de z ;).

3.3.2 Método das Direcoes Conjugadas

3.3.2.1 Conjugagéo

Considerando o que foi visto na subsecao 3.3.1, é possivel estabelecer crité-
rios para uma escolha mais eficiente da dire¢do a ser seguida a cada passo. Sendo
assim, pode-se tomar um conjunto ortogonal de diregbes d ), d1), - .., dn-1) €, dessa
forma, cada direcao estaria associada a um passo. Assim, a convergéncia do método
se daria em exatamente n passos.

O passo genérico seria dado por
ZT(i+1) = T() + Oé(i)d(i). (330)

Seja e(;41) 0 erro associado a cada iteragdo i, determinando-se o valor de ag;),
considerando-se que e(;;1) deve ser ortogonal a d(; e que nenhum passo seria dado
na diregao d;y novamente, tem-se

d%;)eiﬂ) =0
T
diy(e@ + apds = 0
dr e
()& (@)
ag) = - (3.31)
diyda

Da equacao (3.31), observa-se que nao se teria avancado nada, pois para se
obter o valor de o(;) seria necessario ter calculado o valor de e;).

Uma forma de solucionar esse problema seria, no lugar de dire¢des ortogo-
nais, utilizar direcdes que sejam A-ortoganais.

Definicdo 3.14 Seja A uma matriz n x n, dois vetores d;, e d(;) s&o A-ortogonais, ou
conjugados, se:
diyAdgyy = 0. (3.32)

A nova hipdtese é que e(;;1) € d;) sejam A-ortogonais. Essa condigdo de or-
togonalidade é equivalente a encontrar o ponto de minimo ao longo da dire¢éo d;,
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como no método do Passo Maximo Descendente. Desenvolvendo a derivada direcio-
nal e igualando-a a zero, tem-se

d
d
F (@) TaTary = 0
d
(A =)' —=(ze +awdy) = 0
_Tg;'ﬂ)d(i) =0
da)Ae(iH) = 0.

Analoga a derivagao da equacao (3.31), segue que

d%;)Ae(i) 3.33
Q) _da)Ad(i) ( . )
dlirg
()" (@) (
= U7 3.34)
dl Adg,

Agora é possivel calcular o valor de a; usando a expresséo (3.34). E impor-
tante notar que, se a diregcao procurada for o residuo, a formula fica idéntica a usada no
método do Passo Maximo Descendente. E possivel provar que o Método das Direcdes
conjugadas converge em n passos.

3.3.2.2 Conjugacao de Gram-Schmidt

Deseja-se, nesta subsecdo, encontrar um conjunto A-ortogonal de dire¢des
{d}. Para tal, sera descrito aqui um processo simples chamado processo de conju-
gacao de Gram-Schmidal.

O processo € semelhante ao processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt.
Para dar inicio ao processo considera-se n vetores linearmente independentes
w0y, U(1), - - -, Ui—1)- Para construir uma diregao d;, a partir de cada u; € preciso sub-
trair todas as componentes que nao sao A-ortogonais aos vetores d anteriores. Ou
seja, considerando-se dy = u(y, para i > 0, tem-se

i—1
= u) + > Birde), (3.35)
k=0

onde f;, € definido para i > k. Para determinar o valor de (;;, usa-se que
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dg)Ad(j) = (0 parai # j, assim,

i—1

diyAdgy = uf Adg + > BudlyAdg

k=0
UTAd( )
By = ————L (3.36)
’ da)Ad(j)

A dificuldade resultante de se usar a conjugacao de Gram-Schmidt no método
das Direcdes Conjugadas é que todas as dire¢cdes anteriores devem ser guardadas na
memoria para se construir a préoxima nova diregéo, e portanto O(n?) operagdes sédo
necessarias para se gerar o conjunto todo.

3.3.3 Método do Gradiente Conjugado

Para uma explicacdo simples do que é o método do Gradiente Conjugado,
deve-se ter como base o método das Dire¢cdes Conjugadas. Para isso, basta que as
direcoes conjugadas sejam construidas pela conjugacao dos residuos.

Uma propriedade util do residuo que se deve ter em mente é o fato dele ser or-
togonal a cada direcao conjugada de algum passo anterior ao passo atual do residuo
. . T . . . .
considerado, ou seja, d(i)r(j) = ( para i < j, com isso pode-se garantir que as novas
dire¢6es produzidas séo linearmente independentes, considerando que o residuo seja
nao-nulo.

Como cada direcao conjugada é construida a partir dos residuo, tem-se que

rore) =0 i# . (3.37)
Conclui-se também que o subespago D; gerado por {r«), ), --.,7c-1)} € tam-
bém gerado pelas dire¢des {dy,dn), ..., du-1)}, € que
Tty = —Aegy
= —Alew + apdp)
= TG — a(i)Ad(i) (338)

Da equagéo (3.38), nota-se que cada novo residuo r; € uma combinagédo
linear do residuo anterior e Ad(;_1). Como d;_,) € D;, cada novo subespaco D, €
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formado pela unido do subespaco anterior D; e o subespaco AD;.

D = [dw), Ad), Adea), ..., A (i)

Esse subespaco é o subespago de Krylov (veja secédo 3.2), que é criado
aplicando-se a matriz A repetidas vezes sobre um vetor. Tem-se, assim, uma pro-
priedade interessante, como AD; € D;,,, o fato de r(;;1) ser ortogonal a D;,, implica
que 7(;4+1) € A-ortogonal a D;.

Devido ao fato de ter se partido do residuo, e segundo a equagéo (3.36), as
constantes de Gram-Schmidt s&o dadas por 3;; = —r; Ady;/d{;) Ad ;). Simplificando-
se essa expressdo atraves do o produto interno de r(; pela equagéo (3.38), tem-se

rrGey = TETE) — 4G (HAdg)
T T T
ayrnAdGg) = THTG) — THTG+)
1
mrgﬂ“(i)a t=]
T . .
roAdy) = —a(f,lﬁﬂ”(z), i=J+1,
0, outros casos
1 7'(7?)7'(7;) . .
By = e ar_ Adgyy YT +1
0, 1> 7+ 1.

O que torna o método do Gradiente Conjugado tao usado € o fato desse al-
goritmo reduzir, tanto o0 espa¢o de complexidade como o tempo de complexidade, de
O(n?) para O(m), onde m é o nimero de entradas ndo-nulas da matriz A. Pode-se,
ainda, fazer a seguinte simplificagdo na notagéo, 3 = ;-1 € escrever

Bu =

)T -1)

Reunindo as equacdes usadas até aqui, o método do Gradiente Conjugado é dado
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por
d(o) = ’I“(O) :b—AZ(O), (339)
rLr
(i)' (7)
QG = (3.40)
a7, Ady
Tt = 26+ amda),
Tt+1) = T(,-)—i—oz(i)Ad(i), (341)
rl T
(i4+1)" (i+1)
Bivy = —F5—, (3.42)
goue
d(i+1) = T@+1) —|—ﬁ(i+1)d(i). (3.43)

3.3.4 Gradiente Conjugado Pré-condicionado

Para pré-condicionar o gradiente conjugado, isto €, pré-condicionar o sistema
que serd resolvido utilizando-se o gradiente conjugado, € necessario manter sua ma-
triz simétrica apds a aplicacao do pré-condicionador. Mesmo que M seja simétrica,
M'A ou AM™ ' ndo sdo necessariamente simétricas.

Para contornar essa dificuldade, pode-se fatorar M simétrica e positiva definida
como M = EE” ( onde E pode ser o fator de Cholesky por exemplo).

Assim transformarmos o sistema Ax = bem
E'AE “x=E'b, x=FE'x (3.44)

onde resolve-se primeiro o sistema para & e depois para .

Como M~! = E"'AE" é simétrica e positiva-definida entdo pode-se utilizar
o gradiente conjugado para resolver este sistema, porém agora este passa a se cha-
mar gradiente conjugado pré-condicionado. No entanto, ndo é necessario modificar
todo algoritmo do gradiente conjugado para resolver o problema pré-condicionado.
Toda transformacao que simplifica a aplicagéo do pré-condicionador no algoritmo de
gradiente conjugado pode ser encontrada em detalhes em (SHEWCHUK, 1994).
Abaixo, encontra-se, o algoritmo do gradiente conjugado pré-condicionado onde o
pré-condionador somente precisa ser aplicado no residuo onde, de forma equivalente,
pode ser aplicado pela esquerda ou pela direita.
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r) = b — AXx,
doy =M""rq),
r?;)M‘lr(i)

YO T g Ay
(1))

Xi+1) = X + o,

fivny =My - Oég)lAd(m

5(z‘+1) o r(i+T1)M_1r(i+1),
r(i)M r;

diiy =Mrg) + Burnda,

isto é,

Algoritmo 3.1 Gradiente Conjugado Pré-condicionado

1 Entrar com z(©)

2 Calcular ) = p — Az

3 Enquanto critério de convergéncia nao for atingido faca
4. resolva Mz(i—1) = p(i-1

5. D1 = T(i—l)TZ(i—l)

6 Sei=1

7 pl =20

8. senao

9. Bi—1 = pi—1/pi—2

10. pli) = 2071 4 5(i—1)p(i_1)

11. fim-se

12. g = Ap®)

13. o = pi,l/p(i)Tq(i)

14. 2@ = 2= 4 q,p0)

15. r@) = (=1 — ;40

16. Atualizar critério de convergéncia
17. fim-enquanto

Apenas é necessario que se resolva um sistema M~'x = r para o residuo r
como lado direito a cada iteracao. Alids, ainda é possivel armazenar o vetor obtido de
M~'r;; pois é utilizado varias vezes. Assim, é necessario resolver apenas um sistema
linear para o pré-condicionador por iteragéo, garantindo uma melhoria significativa em
quantidade de operacdes e consequentemente, em tempo.

E claro que, se tiver sido necessario fatorar M, como no caso de utilizar-se a
fatoracéo de Cholesky, entdo utiliza-se os fatores triangulares E e E” resolvendo dois
sistemas retdngulares, para resolver este novo sistema.

Nem sempre é necessario calcular M ou M~ explicitamente, somente é ne-
cessario que se calcule o efeito da aplicacéo de M~ em um vetor. Isto quer dizer que
n&o é preciso que se tenha um pré-condicionador, é possivel ter uma forma ou método
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de pré-condicionamento.

3.4 Meétodo do Residuo Minimo Generalizado

O método do Residuo Minimo Generalizado (ou GMRES, isto é, Generalized
Minimal Residual) foi proposto por Saad (SAAD; SCHULTZ, 1986), no ano de 1986.
E um método iterativo, para resolugdo de sistemas lineares, onde a cada passo a
norma do residuo € minimizada sobre um subespaco de Krylov escolhido. Tal método
€ derivado do método de Arnoldi (1952), no qual se obtem uma base ortogonal para
um subespaco de Krylov. Esta sec¢édo apresentara o GMRES na sua forma classica
(SAAD; SCHULTZ, 1986), mas antes os métodos do Residuo Conjugado Generali-
zado (GCR)(EISENSTAT; ELMAN; SCHULTZ, 1983) e da Ortogonalizagdo Completa
(FOM)(SAAD, 2003) serao apresentados

3.4.1 Método do Residuo Conjugado Generalizado

O método do Residuo Conjugado Generalizado (GCR) é um método iterativo
para se resolver sistemas lineares da forma Ax = b, onde A € uma matriz de or-
dem n x n. Neste método, tem-se como hip6tese que a parte simétrica de A seja
positiva-definida . O GCR é matematicamente equivalente ao GMRES, ou seja, os
dois métodos produzem a mesma aproximacao, x,, em aritmética exata.

Segue o algoritmo do GCR.

Algoritmo 3.2 Algoritmo do Residuo Conjugado Generalizado

1. Escolha x( e calcule rg = b — Axq, po = ro

2. Paraj = 1,... até convergir faca
o = \riADps)
J 7 (Ap;,Apj)

3
4 Tj41 = Tj + a;p;
5. Tj+1 = Tj - OéjApj

_ (Arji1,4pi) _ .
6. Calcule g;; = — 2~ parai=1,2,...,
7
8.

(Api,Ap;)
C P =T+ 20 Bigpi
fim-para

Teorema 3.16 Considerando o Algoritmo 3.2, as sequintes relacées ocorrem:
1. (Api, Ap;) = 0, sei # j;

3' (T17Apz) — (T%Ari);
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4. (r;,Ar;) =0, sei > j;

5. (ri, Api) = (ro, Api), s€i > j;

6. (po,...,pi) = (po; Apo, ..., Apo) = (ro,...,13);

7. Ser; #0, entdo p; # 0;

8. x;y1 minimiza E(w) = ||b — Aw||, sobre o espago afim xo + (po, . .., p;)-
Observacao 3.2 As bases geradas pelo Algoritmo 3.2 nao sdo ortonormais. Ent&o,

conclui-se, apenas, que W = {Apy, Ap1, ..., Apm_1} € uma base ortogonal de Le V =
{po, p1,---,Pm—1} € uma base A" A-ortogonal de K.

3.4.2 Meétodo da Ortogonalizacao Completa

O método da Ortogonalizagdo Completa (FOM) é um método iterativo para se
solucionar sistemas lineares, foi apresentado em 1951 em (ARNOLDI, 1951). Consi-
derando-se um sistema linear, Az = b, sendo A uma matriz de ordem m, o método
consiste em determinar a solugao z,, do sistema.

Inicialmente determina-se uma base ortonormal partindo-se das colunas da
matriz A e utilizamos o método de Arnoldi (ARNOLDI, 1951), segue dai que a matriz
H é também obtida apéds todas as iteragdes.

Considerando-se uma solucgao inicial =, € o residuo ro = b — Az, toma-se o
subespaco de Krylov K = K,,,(A, ry) e adota-se a hipotese de Galerkin

Sendo v, = ey © aplicando-se o método de Arnoldi(ARNOLDI, 1951), tem-se
anf:Amel = Hmfl,m-

A solucao aproximada do sistema € dada por

Tm = 2o+ VinYm, com

Yym = Hy'(llrolles).

A segquir,0 algoritmo do FOM sera escrito, porém é importante que a carac-
teristica principal desse algoritmo fique clara. No FOM executa-se 0os m passos da
iteracdo e ao final obtem-se a matriz H,,. Pode-se entdo calcular y,,, resolvendo o
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sistema com a matriz H,,, e determinar a solugéo z,, do sistema Ax = b.
Segue, entao, o algoritmo da Ortogonalizagdo Completa.

Algoritmo 3.3 Algoritmo da Ortogonalizacao Completa

1. Escolha um vetor =, compute ro = b — Azg € v1 = 1o/||70]|-
2.Paraj=1,...,m—1, faca

3 h@j:(AU]',’UZ'),’L':LZ...,j

4, ®j+1 = A’Uj — 2521 h@j'l}i

5 ity = [0l

6 Vitl = hz::la

7. Forme a solugo: z, = zg + Viyx, onde yi, = H, *||roller.

Nesse algoritmo, obtem-se o subespaco de Krylov K a partir de r, e da matriz
A. Uma base ortonormal € obtida e, entdo, determina-se uma solugéo para o sistema
linear considerado. Nota-se que a solugédo nao é obtida a cada nova direcao, o que se
faz é escolher a ordem do subespaco e gerar uma solucao.

3.4.3 Residuo Minimo Generalizado

O método do Residuo Minimo Generalizado € um método iterativo que vai de-
terminar a solugao aproximada, z;, de um sistema linear da forma Az = b.
Serado considerados os subespacos de Krylov ; = K;(A, 1) e as solu¢des aproxima-
das serdo da forma z( + ¢;, onde ¢; € ;.
Tal algoritmo, usa o algoritmo de Arnoldi (ARNOLDI, 1951), determinando, assim, uma
base ortonormal V,, e a matriz de Hessenberg H,,. Assim, tem-se que a igualdade
abaixo

VLAV = Hi

€ valida e pode ser reescrita como
AV; = Vi Hiy

O GMRES tem como ponto principal minimizar a norma do residuo sobre X;, ou seja,
0 que se quer é resolver o seguinte problema
Inin |6 — A(zo + 6;)|| = min ||lro — Ad;]|. (3.45)
Considerando-se a igualdade ¢, = V;y;, defini-se a funcao J, a qual se deseja
minimizar
J(yi) = [Iro — Adi. (3.46)
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Seja 3 = ||ro|, segue que:

J(yi) = |[|Bvr — AViyi;
J(i) = |IVi(Bexr — Hyys) |,

onde e; é o primeiro vetor da base candnica de R™.
Como V é uma base ortonormal, a fungéo J fica sendo dada por

J(yi) = ||Ber — Hiyil.- (3.47)

Assim, tem-se a seguinte solucao para o problema de minimos quadrados dado pela
equacao (3.45):
Tm = X + merm

onde y,, minimiza a funcdo J em R™. Segue o algoritmo do GMRES.

Algoritmo 3.4 Algoritmo do Residuo Minimo Generalizado

1. Escolha z( e calcule ro =b — Azp e v; = ”:8”.
2. Para j=1,...,mfaca

3 hij:(A’l)j,Ui),izl,...,j;

4. O = Avj = 370 hijui;

5. hjpy =051l e
6

7

8

. — Ui+l .
Vj+1 = 3

fim-para
. Forme a solucédo: z,, = zo + Viyym onde y,, minimiza J(y;) = ||Be1 — Hmym|, onde
B = llroll-

j+1,5"

E natural que seja levantada a hipétese de o algoritmo falhar. Portanto, é
importante observa os resultados a seguir.

Teorema 3.17 A solugéo x; produzida pelo GMRES no passo (j) € exata se e somente
se as seguintes condigcbes equivalentes ocorrem:

1. O algoritmo falha no passo (j).
2. ﬁjJrl = 0
3. thrl,j - O

4. O grau do polinbmio minimo do residuo inicial ro € igual a j.

Corolario 3.17.1 Para uma matriz de ondem n x n 0 GMRES termina em no maximo
n passos.
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Teorema 3.18 Seja A uma matriz ndo-singular. Entdo o algoritmo do GMRES falha
no passo j, isto é, h;+1 ; = 0, se a solugdo aproximada, x;, € a solugédo exata.

3.5 Meétodo do Residuo Minimo Generalizado Pré-condicionado

No caso de se pré-condicionar o GMRES, podem ser utilizadas as mesmas
trés opcbes de aplicagdo de pré-condicionamento que estdo disponiveis para o gradi-
ente conjugado (pré-condicionamento pela esquerda, direita e split). No entanto, para
o GMRES a forma de pré-condicionamento modifica a forma de medida do residuo
proporcionando alguma diferenga na velocidade de convergéncia do algoritmo.

3.5.1 Pré-condicionamento pela esquerda

Exatamente como apresentado anteriormente, o pré-condicionamento do
GMRES pela esquerda é feito através da seguinte alteracao do sistema

M 'Ax=M"'b

o que implica na seguinte alteragdo no algoritmo

Algoritmo 3.5 Algoritmo do GMRES pré-condicionado pela esquerda

1 Calcule TOZM_l(b—AIO),/BZ HT’()HQ,GZ}l:T()/ﬂ
2. Paraj=1,---,m, Faca

3 Calcule w = M~ A,

4 Parai=1,--- ,j, Faca

5. hi,j = (’U},UZ‘)

6 w=w — hiJ’Ui

7 fim-para

8 Calcule h]’+1,j = HU)HQ € Vjti = w/th-J

9. fim-para

10. Defina Vin = [V1, -+, U],

11. Defina H,, = hi’j1<i<j+1,1<j<m

12.  Calcule y,,, = argmin,||Be, — Hyll

13. Calcule z,,, = ¢ + Vinym

14.  Se o critério de convergéncia for satisfeito Pare
15. Senao calcule zy = z,, e volte para a linha 1

Todos os residuos e normas dos residuos que sé@o calculadas neste algoritmo
correspondem ao residuo pré-condicinado, apresentado como z,, = M~'(b — Ax,,),
ao invés do original (ndo pré-condicionado) residuo b — Ax,,. Nao ha como medir o
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residuo ndo pré-condicionado a menos que o calcule explicitamente através de uma
multiplicacado por M. O que proprciona alguma modificacéo nos critérios de parada.

3.5.2 Pré-condicionamento pela direita

Como também ja foi visto, o pré-condicionamento do algoritmo do GMRES
pela diretia € baseado na seguinte equacao

AM'u = b, com u= Mx.

No entanto a variavel u nunca é utilizada explicitamente. E o residuo sempre pode ser
calculado atrvés da utilizacdo do vetor xem r= b — Ax= b— AM 'u. No final o vetor
u que aproxima a solugao tem a seguinte forma

m
Upn = Uy + Zvﬂh‘,
i=1

com u, = Mx,.

Em termos da variavel x tem-se

m
—1
X, :X0—|—M Z’Uﬂ]l

i=1

Assim, a Unica modificagdo € o momento em que o pré-condicionamento é
feito, atentando, é claro, para a possibilidade de um novo critério de parada.

Algoritmo 3.6 Algoritmo do GMRES pré-condicionado pela direita

1 Calcule To:b—Axo,ﬂ: H?“()HQ,G’Ul:To/B
2. Paraj=1,---,m,Faca

3 Calcule w = AM v,

4 Parai=1,---,j, Faca

5. hi,j = (’LU,’UZ')

6 w=w — h@jl)i

7 fim-para

8 Calcule hj-i-l,j = HUJHQ € Vjti = w/hj_;,_@j

9. fim-para

10. Defina X{m = [v1,--, U],

11. Defina H,,, = hivj1<i<j+1,1<j<m

12.  Calcule y,,, = argmin,||Be, — H,ylo

13. Calcule z,, = zo + MV, ym

14.  Se o critério de convergéncia for satisfeito Pare
15. Senao calcule xy = z,, e volte para a linha 1
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Neste caso, o0 subespaco de Krylov gerado é

K™(AM™Y) = span{r,, AM™'ry, ... (AM~ "' ry}.

3.6 Meétodo do Gradiente Bi-conjugado Estabilizado (Bi-CGSTAB)

O método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado foi desenvolvido por (VORST,
1992), é um método iterativo para resolucédo de sistemas lineares, onde a matriz prin-
cipal do sistema é qualquer.

Nesta secéo, serdo estudados os algoritmos do Gradiente Bi-Conjugado e do
Gradiente Conjugado Quadrado, para que se possa abordar o algoritmo do Gradiente
Bi-Conjugado Estabilizado.

3.6.1 Método do Gradiente Bi-Conjugado

Dado um sistema linear, Ax = b, onde A € uma matriz de C"*". Sejam x, a
aproximacao inicial da solugéo do sistema e ry = b — Ax, 0 residuo inicial.

Considerando dois subespacos de Krylov,
]Ci = KZ(A, 7“0) [§] [’z = KZ'(AHJQ(]),

o € escolhido tal que (rg, 7y) # 0.

As solugdes aproximadas, z; € xo + K;(A, 1), serdo obtidas de tal forma que
o residuo associado, r;, seja ortogonal ao subespaco L; e, 7;, ortogonal a ;.

O método do Bi-CG ((FLETCHER, 1975)) termina em n passos, mas ndo ha
nenhuma propriedade de minimizagao nos passos intermediarios como no método do
Gradiente Conjugado.

Abaixo, segue o algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado.
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Algoritmo 3.7 Algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado

1. Seja x¢p uma solugao inicial. Compute o = b — Axg
2. Escolha 7 tal que (ro,79) # 0, i.e., 7o = 7o

3. PO = 1

4. po=po =10

5. Parai=1,2,3,

6. pi = (Fic1,mi1); Bi = (;74)
7. pi = Ti—1+ Bipi—1

8. Pi = i1+ Bibi—1

9. V; = Api

10. o= 5o

11. T; = Ti—1 + Q;p;

12. if z; is accurate enough then quit
13. T = Tj—1 — QU5

14. ﬂ = fi—l — OéZAHﬁZ

15. fim-para

Teorema 3.19 Os vetores produzidos pelo algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado sa-
tisfazem as seguintes propriedades de ortogonalidade:

(rj,7i) = 0 para  i#]
(Apj,pi) = 0 para  iF]

Do passo (2) ao (9), e, mais os passos (13) e (14), tem-se a geracdo das
bases bi-ortogonais para os subespacos K e L, respectivamente.

Pode-se identificar as recorréncias de trés termos nos passos (7) e (8), e,
também, em (13) e (14).

3.6.2 Método do Gradiente Conjugado Quadrado

O método do Gradiente Conjugado Quadrado (CGS) foi apresentado por Son-
neveld (SONNEVELD, 1989), é aplicado na resolucédo de sistemas lineares, onde a
matriz principal do sistema é ndo-simérica e esparsa.

Pode ser classificado como método de Lanczos, uma de suas diferengas em
relacdo ao Bi-CG é que ndo utiliza a matriz adjunta na multiplicagdo matriz-vetor.

Vejamos o algoritmo de tal método.
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Algoritmo 3.8 Algoritmo do Gradiente Conjugado Quadrado

1. Seja x¢p uma solugao inicial. Compute o = b — Axg
2. Escolha 7 tal que (ro,79) # 0, i.e., 7o = 7o
3.pp=1p=¢q =0

4. Parai=1,2,3,...

5 pi = (o, 71i-1)

6. f=(2%)

7. u=r;_1+ B¢_1

8. pi = u+ 3(gi-1 + Bpi-1)
9. v = Ap;

10. o= (Tf)’—Lv)

11. ¢ =u—Qu

12. U=u+g

13. Ti=xi—1 + ol

14, se z; "is accurate enough" entdo End
15. Ti:n-,l—ozAﬁ

16. fim-para

No Algoritmo 3.7, foi visto que, no método do Bi-CG, o residuo r; pode ser
obtido como

TiBi—cq) = Qi(A)ro.

A recursividade para se obter r; no CGS € desenvolvida de modo que
ri = Q?(A)ry. (3.48)

Podemos ver a prova desta afirmagdo em (SONNEVELD, 1989) ou (SAAD,
2003).

3.6.3 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado

Desenvolvido por (VORST, 1992), o método do Gradiente Bi-Conjugado Esta-
bilizado aplica-se para resolu¢do de sistemas lineares com matrizes nao-simétricas.

O Bi-CGSTAB pode ser obtido a partir do Bi-CG e, como o CGS, nado usa a
matriz conjugada para operacgodes do tipo matriz-vetor.

Pode-se observar o que muda do Bi-CG para o Bi-CGSTAB. Considerando, o
residuo dado pelo médoto do Bi-CG, e o residuo, #; associado a A”, tem-se que

(QZ’(A)T(), QJ(AH)’T’A()) =(0 para 7 <1, (349)

pois, por hipdtese no método do Bi-CG, sabemos que r; € orotogonal a £;, com j < i,
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e,’l:jeﬁj.

A equacéo (3.49) pode ser reescrita da seguinte forma:
(Qi(A™)Qi(A)ro, 7) = 0.

O objetivo é, entado, encontrar uma classe de polinbmios que gere x;, tais que, r; =
Qz‘(A)Qz‘(A)To-

Uma possibilidade € tomar
Qi(z) =Ti(z) = (1 —wiz)(l —wax) ... (1 —wx)

e selecionar constantes apropriadas.

No Bi-CGSTAB tem-se a seguinte relacao de recorréncia:
ri = T;(A)Qi(A)ro (3.50)

(para ver a prova desse fato, consulte (VORST, 1992)).

Com isso, para o algoritmo do Bi-CGSTAB néo é preciso calcular A7, nem
gerar os residuos ;.

Abaixo, encontra-se o algoritmo do método do Gradiente Bi-Conjugado Esta-
bilizado.

Algoritmo 3.9 Algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado

1. Seja x¢p uma solugao inicial. Compute o = b — Axg
2. Escolha 7 tal que (ro,7) # 0, i.e., 7o = 7o
. pp=a=wy=1

4. Vo = Ppo = 0
5.Parai=1,2,3.... faca
6.

7

8

pi = (ro,70); B = (525)(55)
pi = Ti—1 + B(Pi—1 — wi—1vi—1)

: v; = Ap;
— Pi
9. O = G
10. S =T;—1 — QU;
11. t= Ais :
t,s
12 wW; = (tﬂ‘/)
13. Ty = Ti—1 + ap; + w;s
14. se z; "is accurate enough"EndDo
15. ri =8 — w;t
16. Fim-para

E, no algoritmo a seguir, encontra-se a sua versao pré-condicionada.
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Algoritmo 3.10 Algoritmo BI-CGSTAB pré-condicionado

1. Calcule 7o = b — Az9 a partir de um z(9) escolhido
2. Escolha 7 (7 = (9 por exemplo)

3. Parai=1,--- Faca

4. pi_1 = ilp=1)

5 Se p;—1 = 0 0 método falha

6

7

Sei=1
p(D) = p(i=1)

8. Senéo 9. Bi—1 = (pi—1/pi-2)(i—1/wi—1)
10 p® == 4 g (pli=D) — (D)
11. fim-se
12. Resolva Mp = p®)
13. v = Ap
14. o = pi_l/fTU(i)
15. s == — g0
16. Verifique a norma de s
17. Se ||s|| for pequena o suficiente
18. 2@ = 20D 4 o,;p e Pare
21. Resolva Ms§ = s
22. t=As
23. w; =tTs/tTt
24. 2@ = 20D 4 p + w;
25. r@) =g — wt
26. Verifique a convergéncia; continue se necessario
27. Para continuar é necessario que w; # 0

28. Fim-para




4 PRE-CONDICIONAMENTO

Os métodos baseados em espaco de Krylov, descritos no capitulo anterior,
convergem rapidamente se a matriz dos coeficientes A se aproxima, de alguma forma,
da matriz identidade I, porém isto ndo é comum. A taxa de convergéncia de métodos
iterativos depende, em muitos casos importantes, de propriedades espectrais da ma-
triz de coeficientes, que pode até mesmo nao permitir que as iteracées convirjam.

Entao, ao invés de resolver este problema, que é dificil, pode-se transformar
tal sistema em um outro sistema que é equivalente ao original, isto €, com a mesma
solucao, porém com melhores propriedades espectrais ou, pensando de forma mais
simples, transformando a matriz original em uma nova matriz que de alguma maneira
se aproxima da matriz identidade.

O pré-condiconamento, que € o processo de transformagao do sistema original
em outro equivalente porém mais simples, € essencial para a grande maioria das
aplicagdes de métodos iterativos, devendo ser utilizado para garantir a viabilidade dos
métodos iterativos de Krylov aplicados aos problemas reais.

O objetivo deste capitulo é discutir alguns tipos de pré-condicionamento, como
mostrado a seguir.

4.1 Pré-condicionando Ax=b

A idéia do processo de pré-condicionamento € elementar. Supondo-se que se
gueira resolver o seguinte sistema nao singular de n equacoes e n incégnitas

Ax=D>b (4.1)

Para qualquer matriz ndo singular M de dimensées n x n, 0s sistemas

M 'Az=M"'b (4.2)

AM'x=b com x=M"'x (4.3)
tém a mesma solugéo que o original (4.1).
Diz-se que as equacodes (4.2) e (4.3) estao pré-condicionadas pela esquerda
e pela direita, respectivamente.

Ao aplicar o pré-condicionamento, espera-se que a matriz M chamada pré-
condicionador, seja uma boa aproximagao para A e que obtenha-se, desta forma, as



CAPITULO 4. PRE-CONDICIONAMENTO 65

propriedades favoraveis desejadas para a matriz deste novo sistema M~ A que é cha-
mada de matriz pré-condicionada pela esquerda, neste caso, fazendo assim reférencia
a matriz original do sistema e a forma com que ela foi pré-condicionada.

Em alguns casos, como no Gradiente Conjugado, o pré-condicionamento deve
ser feito de forma que a matriz pré-condicionada seja simétrica, entdo deve-se utilizar
a seguinte forma de aplicagéo do pré-condicionador conhecida como split

M 'AM;'x=M;'b com x=M,"'x (4.4)
onde M = M;M,. A matriz M; pode ser o fator triangular inferior da decomposicéao de
Cholesky de M, por exemplo.

As trés formas de pré-condicionamento apresentadas podem ser considera-
das equivalentes, sob algum ponto de vista, pois garantem as mesmas propriedades
espectrais a matriz pré-condicionada.

Definicao 4.1 (HORN; JOHNSON, 1985) Uma matriz A € R"*" é dita ser similar a
uma matriz B € R™*" se existe uma matriz S € R"*" tal que

B-S'AS

Teorema 4.1 (HORN; JOHNSON, 1985) Sejam A, B € R"*". Se A e B s&o simila-
res, entdo seus polinbmios caracteristicos sGo os mesmos. E com isso possuem 0s
mesmos autovalores com suas respectivas multiplicidades.

As matrizes AM~', M—'A e M;'AM;' s&o similares e assim tém os mesmos
autovalores.

Para que a idéia de pré-condicionamento seja viavel deve-se ser capaz de
efetuar a multiplicagido M—'A, AM~' ou M;'AM; ' mesmo que de forma implicita. Estes
fatores ndo sao construidos explicitamente, pois a matriz pré-condicionada nao seria
esparsa e além disso, inverter M ndo costuma ser vidvel. Mais vantajoso que uma
inversao é resolver o sistema My = c.

Assim a escolha do pré-condicionador deve ser feita de forma que

1. O sistema pré-condicionado seja facil de ser resolvido.

2. O pré-condicionador seja facil de se construir e aplicar.

A primeira propriedade quer dizer que, apds o sistema ser pré-condicionado, os mé-
todos devem convergir rapidamente, enquanto a segunda afirma que cada iteracao



CAPITULO 4. PRE-CONDICIONAMENTO 66

nao deve ser muito cara. Na realidade, deve-se conseguir que 0 processo de cons-
trucao e aplicacdo do pré-condicionador seja compensado na resolucdo do sistema
pré-condicionado em relacdo ao original. Repare que os dois requisitos acima compe-
tem um com o outro.

Vejamos os casos extremos. Se M = A entdo resolver My = c¢ ¢ téo dificil
quanto resolver Ax = b tornando a aplicagéo do pré-condicionador tao dificil quanto
resolver o problema original. Se M = | entao aplicar o pré-condicionador € trivial porém
a dificuldade original permanece.

Existem diversas caracteristicas que podem dizer se determinado pré-condi-
cionador é suficientemente bom, mas uma boa e simples resposta para esta pergunta
é: Um pré-condicionador é bom se M~'A ndo est4 muito distante de ser normal' e
seus autovalores sédo agrupados ((TREFETHEN; Bau, Ill, 1997)).

Abaixo, encontram-se mais algumas definicdes de algebra linear que permi-
tam avancar na analise dos pré-condicionadores. Nesse contexto estamos conside-
rando que o corpo de escalares sobre 0 qual as matrizes estdo operando é o corpo
dos complexos.

Teorema 4.2 Seja A € C"*" dada. Existe um unico polinbmio ménico qa(t) de grau
minimo tal que qa(A) = 0. O grau deste polinbmio é de no maximo n. Se p(t) é
qualquer polinémio tal que p(A) = 0, entdo qa(t) divide p(t).

Corolario 4.2.1 Matrizes similares tém o mesmo polinémio minimal.

Corolario 4.2.2 Para toda matriz A € C"*", o polinémio minimal pa(t) divide o polin6-
mio caracteristico pa(t). Alem disso, qa(\) = 0 se e somente se \ é um autovalor de
A. Entdo, toda raiz de pa(t) = 0 € raiz de qa(t) = 0.

Uma outra alternativa encontrada na literatura (BENZI; GOLUB; LIESEN, 2005)
para se obter um bom pré-condicionador M que aproxima A seria obter diretamente
uma matriz M que aproxime A~! pois, neste caso, precisaria apenas acrescentar mais
uma multiplicacéo ao algoritmo e ndo uma inversao ou fatoragdo. Os pré-condiciona-
dores dessa forma s&o denominados “aproximantes da inversa” ou “explicitos”, que
n&o serao tratados neste trabalho.

4.2 Diagonal

Talvez um dos mais simples seja o pré-condicionador diagonal ou pré-condicionador
de Jacobi dado por M = diag(A), o que significa que, M é uma matriz diagonal que €

1Uma matriz normal comuta com a sua hermitiana, ou seja: A7 A = AA", onde A" é a conjugada
transposta de A.
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composta exatamente da diagonal da matriz A, para A ndo singular, assim

e Qi ser = ]
7 0 caso contrario

representando um simples escalamento onde «a;; # 0, Vi.

Para alguns problemas esta transformacao € suficiente para tornar rapida uma
convergéncia lenta.

Pré-condicionadores de Jacobi exigem muito pouco armazenamento e sao fa-
ceis de implementar mesmo em paralelo. Por outro lado, em geral, pré-condicionadores
mais sofisticados e caros apresentam melhores resultados.

4.3 Fatoracoes incompletas

O processo de eliminacdo Gaussiana € equivalente a fatoracao da matriz A
na forma PA = LU, onde L é triangular inferior com diagonal unitaria e U é triangular
superior e P é uma matriz de permutagéo. Para efeito de simplificagdo, neste texto, P,
s6 sera usada em casos necessarios. Na construcao desses fatores, ao trabalhar-se
com matrizes esparsas, eles podem se tornar menos esparsos do que A, o que torna
este processo computacionalmente muito caro. Em muitos casos ndo € necessaria a
fatoracdo completa da matriz, apenas uma fatoragao aproximada é suficiente; nesse
quadro surgem as fatoracoes incompletas (GOLUB; LOAN, 1996; SAAD, 2003). Diz-se
gue uma fatoracao é incompleta se durante o processo de fatoragdo alguns elementos
n&o nulos dos fatores s&o anulados.

Mesmo assim, uma fatoragao incompleta pode ser computacionalmente muito
cara. Uma das utilizagbes dessa fatoragdo ocorre quando devem-se resolver muitos
sistemas com a mesma matriz A e vetor do lado direito variavel, assim aplica-se os
fatores a muitos sistemas com custo de apenas uma fatoracao.

4.3.1 ILU(0), ILUT, MILU

Ao aproximar a fatoragdo de uma matriz na forma citada acima, isto ¢, A = LU
, utiliza-se como forma de construcao da fatoragdo /LU (Incomplete LU) uma modifica-
cao na eliminacdo Gaussiana permitindo preenchimento em apenas um conjunto de
posi¢des nos fatores LU.

Suas posicoes, em que sao permitidos preenchimentos sdo dadas em funcao
de um conjunto de indices S pré-definido:
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lij=0 se j>i ou (i,j)¢S
u; =0 se i>j5 ou (i,j) &S.

Ao construir uma fatoragdo LU incompleta, estamos construindo fatores L e
U que aproximam os fatores L e U, isto ¢, L~ Le U ~ U, ou A = LU — R onde
R é o residuo ou erro da fatoracdo. Esta fatoracado incompleta de A representa uma
fatoragdo completa de A, quer dizer, A = LU onde o pré-condicionador M é dado por
M = LU. De forma que ndo reste dlvidas, os fatores L e U representardo os fatores
aproximados sempre que necessario.

Para que M seja um bom pré-condicionador, € necessario que se aproxime de
A através de alguma medida. Uma estratégia tipica é que seja exigido que as entradas
M coincidam com as de A no conjunto S:

mg; = Qg se (Z7]) €S. (45)

Uma estratégia comumente utilizada para definir o conjunto S é:
S = {(4,j)lay; # 0}.

Isto quer dizer que os unicos elementos diferentes de zero permitidos nos fa-
tores LU sao aqueles que correspondem aos elementos diferentes de zero de A. Este
tipo de fatoracao incompleta € chamada de ILU(0): fatoragdo LU incompleta de nivel
zero. Esta fatoracao € simples e tem baixo custo computacional, mas pode acarretar
em muitos casos em baixa efetividade na aceleracdo da convergéncia dos métodos
iterativos.

Para superar este problema, diversas outras op¢des de fatoragcdes incomple-
tas foram desenvolvidas para permitir maior quantidade de preenchimento e assim
prover uma melhoria na aproximacao de forma a tornar o pré-condicionador mais efi-
ciente, porém tornando o processo de fatoracdo mais custoso computacionalmente.

O conjunto S apresentado anteriormente representa uma alternativa perten-
cente a um padrdo estatico, onde as posi¢cdes que serdo anuladas nos fatores sédo
previamente definidas. Neste caso, € muito importante que nao anule-se nenhum ele-
mento da diagonal para nao tornar a fatoragéo instavel.

Fatoracdes que se baseiam na estrutura da matriz perdem muita informacao
ao nao considerar os valores numéricos dos elementos. Existem alguns métodos dis-
poniveis que descartam elementos baseados em suas magnitudes. Este tipo de de-
composi¢ao incompleta baseia-se em um padréao dinamico.

A fatoragdo LU incompleta com limitante (threshold) ou ILUT baseia-se em
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um padrao dindmico cuja caracteristica é anular dos fatores os elementos que, em
médulo, sdo menores que um determinado parametro limite = pré-estabelecido, ob-
tendo uma melhor aproximacado com custo computacional mais elevado. Este critério
pode funcionar mal caso a matriz apresente problemas de escalabilidade, neste caso
€ melhor utilizar um parametro 7 relativo. Por exemplo, quando for eliminar a linha i,
um novo preenchimento é aceitavel somente se, em valor absoluto, € maior do que
7||@i«||2, ONde a;. denota a i-ésima linha de A. Outros critérios podem ser utilizados. O
grande problema é conseguir determinar o valor ideal para parametro  pois varia de
um problema para outro.

Também é possivel enfrentar problemas de armazenamento quando néo po-
demos prever o quanto pode ser preenchido por este critério. Pode-se entao utilizar
uma estratégia de limitante duplo (SAAD, 2003; BENZI; GOLUB; LIESEN, 2005): fixa-
se uma tolerancia = e um valor inteiro positivo p que representa quantas entradas
nao nulas sdo permitidas em cada linha, que serdo aquelas de maior magnitude, dos
fatores L e U.

Em todas as técnicas apresentadas, os elementos que devem ser retirados
dos fatores sao simplesmente descartados. Porém existem técnicas que tentam com-
pensar de alguma forma os elementos eliminados. Como por exemplo, uma estratégia
popular é retirar de cada elemento da diagonal de U a soma dos elementos de cada
linha respectivamente. Esta técnica que visa uma compensacao diagonal origina o
chamado Modified ILU ou MILU. De forma mais simples, pode-se dizer que a condi-
cao (4.5) é removida para m;; = a;; € uma nova condi¢cdo para a soma das linhas é
adicionada. Assim pode-se substituir (4.5) por

Zmij = Z&Z’j Vi e mg; = Qg se 1 #] e (2,]) € S (46)
j=1 j=1

Denotemos a i-ésima linha de R por r,,. Assim, a modificagdo proposta apre-
senta
Ui = Uy — (F.€)

onde e= (1,1,...,1)T. Note que r;.e é a soma dos elementos da linha r;.. A express-
¢éo acima pode ser reescrita como u;, := u;, — (r..e)e! e assim pode-se escrever

%
8. =) Ll + (r.e)e] —r,
k=1



CAPITULO 4. PRE-CONDICIONAMENTO 70

Se multiplicarmos a esquerda por ¢, obteremos

1—1
a.e= Z l;xu..e = LUe.

k=1

Isto garante que a soma das linhas de A é igual a soma das linhas de LU. Este
processo pode ser utilizado para qualquer fatoragdo LU incompleta.

432 ICC

Matrizes simétricas e positivas-definidas (spd) podem ser decompostas em
fatores triangulares mais rapidamente do que matrizes sem essas propriedades. O
algoritmo padrao para esta operacao é a fatoracao de Cholesky, que é uma variante
da eliminagdo gaussiana que opera em ambos os lados, esquerdo e direito, da matriz
de uma vez, preservando e explorando sua simetria.

Relembrando, uma matriz A € R"*" é simétrica se A = A”, e é positiva defi-
nida se X' Ax > 0.

Suponha que A seja uma matriz spd e X € R™ "™ de posto completo com
m > n, entdo a matriz X’ AX também é simétrica e positiva definida. E simétrica
porque (XTAX)T = XTATX = XTAX, e positiva definida porque, para qualquer vetor
x # 0, temos Xx # 0 e entdo x* (X" AX)x = (Xx)TA(Xx) > 0.

Além disso, todos os autovalores de uma matriz simétrica positiva definida séo
reais e positivos pois, se Ax = Axpara x # 0, entdo x’ Ax = \x” x > 0 de onde pode-se
concluir que A > 0. Por outro lado, se uma matriz simétrica e tem todos os autovalores
positivos, podemos concluir que ela é positiva definida.

Ao aplicar uma simples transformacao linear pela esquerda da matriz a ser
fatorada A, visamos anular todos os elementos abaixo da primeira entrada da dia-
gonal. Pela simetria da matriz, este mesmo procedimento pode ser feito pela direita
para anular todos os elementos a direita da primeira entrada da diagonal, onde a ma-
triz que representa a transformacao linear pela direita é a transposta daquela aplica a
esquerda. Ao proceder desta forma para o restante dos elementos, estamos transfor-
mando a matriz A em uma matriz identidade e obtemos

a-cicl..clcl.. clcl,
cr ¢

isto é
A=C’C.
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Uma reducéo deste tipo € conhecida como fatoragcdo de Cholesky.

Quando da implementacao desta fatoracdo, somente metade da matriz a ser
fatorada precisa ser representada explicitamente e assim somente metade das opera-
cOes precisa ser feita. Ao final da fatoracdo s6 € necessario armazenar um fator, ja
qgue o outro é facilmente calculado. Esta fatoracdao, como era de se esperar, € reali-
zada com apenas metade das operacdes necessarias para a decomposicao LU. E sua
forma incompleta é construida da mesma forma que a apresentada para a decomposi-
cao LU, passando a se chamar decomposicdo de Cholesky incompleta, representada
por ICC.



5 IMPLEMENTACAO DOS METODOS ITERATIVOS
PRE-CONDICIONADOS

Serao discutidas, neste capitulo, formas de implementacado dos métodos itera-
tivos vistos anteriormente, em conjunto com os pré-condicionadores. Assim, na se¢ao
5.1, serd comentada a importacia da Programacao Orientada a Objeto. Nas secdes
5.2 e 5.3, serdo vistos dois pacotes orientados a objeto que utilizam as técnicas aqui
ja vistas para resolucdo de sistemas lineares. E, finalmente, na se¢do 5.4, serdo dis-
cutidas cinco abordagens para as subrotinas basicas de Algebra Linear (BLAS, isto é,
Basic Linear Algebra Subprograms).

5.1 Programacao Orientada a Objeto (POO)

E muito comum, atualmente, se perguntar o porqué de se trabalhar utilizando-
se a programagao orientada a objeto em computacao cientifica (SHAPIRA, 2006). Em
geral, os conceitos de classes e de objetos (além de outros) sdo vistos como uma
grande ferramenta que facilita a utilizacdo de um mesmo codigo em varios programas
diferentes.

Pode-se, de forma simples, definir uma classe como sendo um “tipo” (como
int na linguagem C, por exemplo), porém mais elaborado, pois, dentro da classe, €
possivel encontrar variaveis de outros tipos (atributos) e fungdes que modificam seus
atributos e os atributos de outras classes (métodos). Neste contexto, o objeto seria
uma ocorréncia (instancia) da classe dentro de um programa que a utiliza. Como
exemplo, assume-se que um programador queira implementar um cédido onde se te-
nha a descricdo de um ponto no plano cartesiano. Dentro de uma linguagem orientada
a objeto (como o C++, por exemplo), este programador poderia escrever uma classe
chamada ponto, com todas as caracteristicas de um ponto no plano, que podera ser
usada por ele e por qualquer outro programador que necessite de algo similar. O
algoritmo desta classe poderia ser escrito asim:
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class ponto

{

private :
/« Atributos %/
double x;
double y;
public:

/+ Métodos x/

double X() const

{

return x

}

double Y () const

{

return y

}

void zero ()

{

};
Ja o programa que utilizaria esta classe, poderia ser:

int main()

{

/+ declaragcdao de um objeto da classe

ponto a;

/+ atribuindo 0. as coordenadas

a.zero();

return O;

}

Desta forma, caso o programador da classe queira altera-la, os programadores
que a utilizam n&o precisam alterar os seus respectivos codigos. Ou seja, supondo que
a classe ponto receba mais um método, um() por exemplo, o acréscimo deste método
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nao alterara a estrutura da funcdo main (). Por estas e outras facilidades, a orientacéo
a objeto vem sendo cada vez utilizada na computacao cientifica. Nas secdes a sequir,
serdo vistos alguns exemplos deste uso.

Existem outros conceitos ligados a orientacdo a objeto, tais como, heranca,
encapsulamento, sobrecarga de operadores, etc, que nao serdao abordados neste tra-
balho.

5.2 IML++ e Sparselib++

O IML++, isto é, Iterative Methods Library (POZO; REMINGTON, 1996), é uma
colecao de algoritmos desenvolvidos em C++ no NIST (National Institute of Standards
and Technology) para resolver sistemas lineares simétricos e ndo simétricos usando
técnicas iterativas.

Neste pacote, é possivel perceber a flexibilidade da programacéao orientada a
objeto com o uso de templates na implementacao dos métodos iterativos, como mostra
o algoritmo abaixo:

template <class Matrix, class Vector,
class Preconditioner, class Real>

int CG(const Matrix &A, Vector &x, const Vector &b,
const Preconditioner &M, int &max_iter, Real &tol)
{

Real resid;

Vector p, z, q;

Vector alpha(1), beta(1), rho(1), rho_1(1);

Real normb = norm(b);
Vector r = b — AxXx;

if (normb == 0.0)
normb = 1;

if ((resid = norm(r) / normb) <= tol) {
tol = resid;
max_iter = 0;
return O;
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for (int i = 1; i <= max_iter; i++) {
z = M.solve(r);
rho(0) = dot(r, z);
if (i == 1)
p =2z
else {
beta(0) = rho(0) / rho_1(0);
p =2z + beta(0) *x p;
}
q = Axp;

alpha(0) = rho(0) / dot(p, q);

x += alpha(0) = p;
r —= alpha(0) * q;

if ((resid = norm(r) / normb) <= tol) {
tol = resid;
max_iter = i;
return O;

rho_1(0) = rho(0);
}

tol = resid;
return 1;

}

E importante notar as semelhancas e diferencas do algoritmo acima com o
algoritmo 3.1. Nota-se que, na primeira e segunda linha, existe uma declaracéo (tem-
plate) que permite o uso de qualquer pré-condicionador do Sparselib, ou seja, nao foi
necessario aqui criar um algoritmo para cada tipo de pré-condicionador.

Além do método gradiente conjugado pré-condicionado (visto no algoritmo de
exemplo acima), o IML++ apresenta os seguintes métodos:

e Método de Richardson;

e Método de Chebyshev;
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e Gradiente Conjugado Quadrado;

Gradiente Bi-Conjugado;

Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado;

Residuo Minimo Generalizado

Residuo Quase-Minimo.

O IML++ é geralmente utilizado com outro pacote, também desenvolvido pelo
NIST, que implementa os pré-condicionadores: o Sparselib++. Neste pacote, podem
ser encontrados o0s seguintes pré-condicionadores:

e Diagonal;
e LU Incompleto (Fill-in 0);

e Cholesky Incompleto (Fill-in 0).

Um ponto que deve ser observado no IML++ e no Sparselib++, e que talvez
seja a direnca entre estes pacotes e 0s pacotes da biblioteca da secéo 5.3, é que eles
utilizam o BLAS esparso desenvolvido pelo mesmo grupo.

Um outro ponto é o fato do Sparselib++ nao retornar a matriz de permutacao
no momento da aplicacdo dos pré-condicionadores, 0 que pode acarretar 0 aumento
no numero de iteragbes e, consequentemente, queda no desempenho do programa,
quando se trata de matrizes mal-condicionadas e que precisam de reordenamento.

5.3 Trilinos

O Trilinos (HEROUX et al., 2003) € um projeto desenvolvido nos Laboratérios
Sandia (Novo México e Califérnia), dirigidos pela Sandia Corporation e pela Lockheed
Martin Company, para o Departamento de Energia dos Estados Unidos. O objetivo
do projeto é facilitar o desenvolvimento de algoritmos voltados a problemas cientificos,
tais como: resolugao de sistemas de equacgoes lineares e nao lineares, implementagao
paralela de algoritmos de algebra linear, etc. Trata-se de um conjunto de pacotes
escritos principalmente em C++ que utilizam técnica de orientagdo a objeto. Dentre
seus pacotes, encontra-se o Epetra (HEROUX et al., 2003) que € um conjunto de
classes escritas em C++ elaboradas para dar suporte a aplicacées de Algebra Linear e
a outros pacotes do Trilinos. Neste pacote, podemos encontrar formatos de matrizes,
vetores e operagdes basicas, como produto interno e produto de matrizes. Abaixo,
serdo vistas as principais classes do Epetra:
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5.3.1 Principais Classes Seriais e Paralelas do Epetra

e Epetra Comm: Contém informagdes especificas sobre as maquinas paralelas
que estao sendo utilizadas. Atualmente suporta o modelos de programacao se-
rial (Epetra_SerialComm), MPI (Epetra_MPIComm) e protdtipos hibridos de pro-
gramacgao paralela com MPI e Threads.

e Classes de Mapeamento de Elementos: Epetra_Map, Epetra_LocalMap, Epe-
tra_BlockMap - contém informacdes que sobre a distribuicao dos elementos dos
vetores, matrizes e outros objetos numa maquina paralela ou serial.

e Classes de Vetores: Epetra_Vector - vetores reais de precisdo dupla. Supor-
tam a construcdo e o uso de vetores em maquina paralela. Epetra_FEVector
€ a especializacdo do Epetra_Vector indicado para suportar a construcao de
vetores oriundos de aplicacdes de elementos finitos. Um Epetra_Vector é um
Epetra_MultiVector. Desta forma, qualquer argumento requerido em um Epe-
tra_MultiVector pode ser aceito em um Epetra_Vector. Um Epetra_MultiVector é
a generalizacdao de um array 2D.

e Grafos Esparsos por Linha: Epetra_CrsGraph - Permite a construcdo de um
grafo, paralelo ou serial. O Grafo determina uma comunicagao entre os objetos
de matrizes. Toda matriz esparsa do Epetra (Epetra_CrsMatrix, Epetra_VbrMatrix,
Epetra_ FECrsMatrix e Epetra_FEVbrMatrix) tem um objeto Epetra_CrsGraph.
Este grafo pode ser ou construido implicitamente pelo usuario no momento da
construcdo da matriz, ou passado como parametro para o método construtor
pelo o usuario. No ultimo caso, o grafo pode ser ou construido pelo usuario ou
extraido de uma matriz esparsa ja existente através do método Graph ().

e Classe Virtual de Matriz Linha: Epetra_RowMatrix - classe virtual que especi-
fica a interface necessaria a maioria das operacdes requeridas por matrizes li-
nha. A classe Epetra_LinearProblem, quando utilizada, espera uma classe Epe-
tra_RowMatrix. As classes Epetra_CrsMatrix, Epetra_VbrMatrix, Epetra_FECrs-
Matrix e Epetra_FEVbrMatrix implementam uma interface Epetra_RowMatrix e,
assim, objetos destas classes podem ser utilizados com a Epetra_LinearProblem.

e Armazenamento Compactado por Linha: Epetra_CrsMatrix - classe para matri-
zes esparsas compactadas por linha, suporte a construgao e uso, com rotinas de
otimizag&o de armazenamento, tais como FillComplete () € OptimizeStorage ().
Epetra_FECrsMatrix - classe especializada para dar suporte a aplicacoes de ele-
mentos finitos.
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e Armazenamento em Blocos Compactado por Linha: Epetra_VbrMatrix - classe
para matrizes esparsas armazenadas por blocos. Epetra_FEVbrMatrix - classe
especializada para aplicacoes de elementos finitos.

Em (SALA; HEROUX; DAY, 2004), podem ser encontradas mais classes Epe-
tra, além destas citada aqui. E importante observar que o Trilinos utiliza para calculos
basicos de Algebra Linear, tais como produto matriz-vetor, produto matriz-matriz, etc,
um conjunto de subrotinas basicas de Algebra Linear (BLAS), fornecidas pelo usuario.
O Trilinos fornece interfaces para a chamada das rotinas do BLAS que serao descri-
tas na secéo a seguir. Além, disso fornecem interfaces para solucionadores diretos,
reordenadores, pré-condicionadores externos, permitindo flexibilidade de uso.

5.4 BLAS

As subrotinas BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms (BLAST Forum, 2001))
séo rotinas originalmente escritas em Fortran 77, mas que hoje estdo disponiveis nas
principais linguagens e adaptadas as principais arquiteturas e compiladores existen-
tes e que oferecem meios para que operacdes basicas com matrizes e vetores sejam
executadas. Este conjunto de subrotinas esta dividido em:

e BLAS Nivel 1 - executa operacdes escalar-vetor e vetor-vetor (LAWSON et al.,
1979);

e BLAS Nivel 2 - executa operacdes matriz-vetor (DONGARRA et al., 1988);

e BLAS Nivel 3 - executa operacdo matriz-matriz (DONGARRA et al., 1990).

Levando-se em consideracao que uma matriz esparsa pode ser divida em
blocos que, dependendo do tamanho, podem ter a maior parte de seus elementos
nao-nulos, esta secao se dedica a mostrar teoricamente cinco distribuicoes de BLAS
(ACML, ATLAS, BLAS Original, MKL e GotoBLAS) voltadas ao tratamento de proble-
mas densos. E de extrema importancia saber que o Trilinos (descrito na segéo 5.3)
pode ser compilado para utilizar estas cinco abordagens de BLAS, ou qualquer outra
implantagéo de BLAS disponivel.

5.41 ACML

A ACML (AMD Core Math Library) € uma biblioteca desenvolvida pela AMDE®)
gue consiste dos seguintes itens:
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e A plena implementacdo do Nivel 1, 2 e 3 Basic Linear Algebra Subroutines
(BLAS), com as principais rotinas otimizadas para alta performance em proces-
sadores AMD Opteron L.

Um pacote completo de Algebra Linear (LAPACK) rotinas.

Transformadas Rapidas de Fourier (FFTs), precisao simples, dupla e dados com-
plexos.

Geradores de numeros aleatérios em precisao simples e dupla.

Suporte a OpenMP.

5.4.2 MKL

A MKL (Math Kernel Library) é a biblioteca desenvolvida pela Intel® que apre-
senta os seguintes recursos:

e BLAS, LAPACK, ScaLAPACK e rotinas auxiliares.
e Solvers lterativos e Diretos.

e Suporte a Multi-Thread e outras.

5.4.3 GotoBLAS

Durante a ultima década, alguns projetos de grupos de pesquisa no mundo
todo tém perseguido alta performance no que diz respeito a operacdes basicas de Al-
gebra Linear. Tipicamente, estes projetos vém organizando a computacdo em torno
de um "nlcleo interno", C = AT B + C, que guarda um dos operadores na cache L1,
enquanto mantém parte dos outros operadores fora desta cache. Algumas variacdes
incluem abordagens que utilizam este principio para varios niveis de cache ou que
aplicam o mesmo principio a cache L2, enquanto ignoram a L1. O objetivo princi-
pal destas abordagens é amenizar o custo de se mover dados através dos niveis de
memoria.

O GotoBlas (GOTO; GEIJN, 2002) € uma biblioteca desenvolvida pelo Cen-
tro de Computacdo Avancada do Texas, Universidade de Austin que apresenta uma
abordagem diferente, observando que, para a geracao atual de arquiteturas de com-
putadores, parte dos custos com a computacao deste nucleo interno esta associada

!Neste trabalho, as distribuigdes de BLAS nao serao testadas em processadores AMD Opteron, por
nao haver disponibilidade destes no laboratério de teste.



CAPITULO 5. IMPLEMENTACAO DOS METODOS ITERATIVOS PRE-CONDICIONADOS 80

as perdas na TLB (Translation Look-aside Buffer Table). Embora seja levada em con-
sideracao a importancia das caches, o fato de maior importancia nesta abordagem é
a minimizacao dessas perdas na TLB, como serd visto a seguir.

5.4.3.1 Estratégia para reduzir perdas de TLB

Considerando-se as seguintes matrizes

Cll CIN All AlK
C = : : ) A= : : e

C’Ml C1MN AMl AMK

Bll BIN

B = : : ;
BK1 e BKN
para se fazer
C=AB+C,

temos os seguinte somatério

K
Cij = > AipBy; + Cij,

p=1

implementado, pelo seguinte algoritmo

Algoritmo 5.1 Implementacdo de C = AB + C

1. Parai=1:M

2 Parap=1K

3 Paraj=1:N

3. Cij = Aipoj + Cz'j
4 fim-para

8. fim-para

Para comecar a otimizar a multiplicagdo de matrizes, comecaremos desta-
cando o nucleo interno

e partiremos do seguinte principio:

Havera um aumento de performance quando A, for mantida na cache L1 enquanto
os elementos de C;; e B,; s&o mantidos num nivel mais baixo da pirdmide,
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considerando a Figura 7. A dimens&o de Aip é otimizada de tal forma que o nucleo
interno tenha a melhor performance possivel.

fast expensive

.

0Old Model New Model

Figura 7: Consideracbes basicas sobre arquitetura.

Nesta abordagem, é aconselhavel armazenar A;, continuamente na memdria,

principalmente se esta matriz apresenta um grande numero de linhas ou colunas, para
que haja reducao nas perdas de TLB.

Também é aconselhavel transpor A;, para que o acesso a memoria seja con-
tinuo no momento do célculo do produto interno das colunas de AZ;D e B,; , quando Cj;
for atualizado.

Reescrevendo o algoritmo 5.1 na forma do algoritmo abaixo,

Algoritmo 5.2 Reescrevendo o Algoritmo 5.1

1. Parai=1:M

2. Parap=1K

3. (Gl |Civ )= Ap( Bu |- | By )+ (Cu| - | Civ)
4 fim-para

8. fim-para

podemos fazer algumas observagoes:

e Se pudermos otimizar a linha

<Oi1"" ‘CiN>:Aip<Bp1

"BpN>+(Cil""‘CiN>

estaremos num bom caminho.
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e Para otimizar a linha acima, é aconselhavel fazer a transposicdo A = Al e exe-
cutar

(Cil""‘CiN):AT<Bp1""‘BPN>+<CZ'1""‘01'N>-

Isto possibilita 0 acesso a memdéria de forma continua enquanto o produto interno
entre as colunas de A;, e B, é executado. Isto também evita lixo na cache L1.

e E importante completar um loop através de todas as entradas de A sem criar sal-
tos na corrente de dados e na computagdo. Para que isto seja satisfeito, A deve
ser armazenado continuamente em memoria, assegurando-se que 0 acesso de
A nao criara perdas de TLB.

e Uma perda consideravel vem do custo de acessar C;; e B,; pela primeira vez
como parte da computacéo de C;; = AT B,; + C;;. Vamos assumir que este custo
inclui um custo de inicializacao (laténcia) e um custo proporcional ao tamanho
de B,;. Grande parte do custo de laténcia vem do custo com perdas de TLB
associado ao acesso a Cj; e B,; pela primeira vez. Escolhendo B,; e C;; de
forma que a dimenséao das linhas seja relativamente grande, este custo sobre a
inicializagdo de muitos elementos de C;; e B,; € amenizado.

e Se o fluxo de dados se da de tal forma que a CPU nao pare, entdo o que pode
reduzir performance é a transposic¢éo (packing) de A;, em A.

Concluindo, temos:

e A deve ser relativamente quadrada e deve estar em sua grande parte na cache
L2;

e As submatrizes C;; e B,; devem ser relativamente pequenas para que se tenha
poucas entradas na TLB relativas a estas submatrizes.

5.4.3.2 Uma Abordagem Prética

Nesta abordagem, consideraremos a geracédo atual de microprocessadores, tais
como o Intel Pentium ® 4. Podemos observar que neste tipo de arquitetura a lar-
gura de banda entre a cache L2 e o Registrador é tal que, dentro do intervalo de
tempo que leva para carregar um numero de ponto flutuante da L2 para o Registra-
dor, apenas algumas operacodes de ponto flutuante (freqlientemente, apenas uma) sao
executadas. Assim, podemos assumir que a razao entre o custo de se carregar um
nuamero de ponto flutuante da L2 para o Registrador e a execucédo de operacdes de
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ponto flutuante no mesmo intervalo de tempo é igual a 1. Desta forma, a abordagem
a seguir melhoraria a performance:

1. Particionar A, B e C, como foi feito anteriormente, porém escolhendo C;; e B,;
tenham apenas uma coluna:

C11 ... | Cin AH e AIK
C = ) A= e
Cyvt | --- | Cn AMl AMK
b11 bln
B — . . ’
b1 |- | bkn

Note que os elementos de ¢;; e b,; serdo continuos na memoria.

2. Considerando o nucleo de computacao

(Cil Cin>:Aip(bp1""‘bpn>+<ci1 Cm)
Implementando-o com a transposicdo A = Ag;, temos que
(Cil Cin>:AT(bp1""‘bpn>+<cil Cm) (5.1)

3. Se:

a) A é armazenada de forma continua na memoria;

b) A transposicdo A = Az; é cuidadosamente ordenada;

c) O primeiro elemento de A é alinhado em uma pagina;

(a)

(b)

(c)

(d) A e, para todo 7, Cijs Cij+1)> Dpj» bp(j+1), juntas, ndo podem ultrapassar a
capacidade da TLB;

(e) A cabe na L2;

(f) Eq. 5.1 é executada pelo loop

fori=1:n
cij = ATby; + ;)
end

Entao, a principio,

i. A seré carregada na L2 e na TLB durante a transposigdo A = AL,
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ii. As paginas correspondentes a A carregadas na L2 e na TLB serdo man-
tidas até o término da execucao de Eq. 5.1;

iii. O fluxo de dados deve permitir a computacédo de cada Aprj + ¢;; para
que seja atingida a melhor performance.

5.44 ATLAS

O ATLAS, isto €, Automatically Tuned Linear Algebra Software (WHALEY; PE-
TITET; DONGARRA, 2001), € um projeto de pesquisa cujo objetivo principal é aplicar
técnicas empiricas para garantir portabilidade a Rotinas de Algebra Linear em termos
de performance.

Em Algebra Linear, ha muitas operacdes otimizaveis, de tal forma que um
cédigo otimizado pode executar determinada tarefa muito mais rapido que um cédigo
simples. Porém, varios tipos de otimizagdo sao direcionadas para uma plataforma
especifica, isto é, o cddigo pode ser executado muito bem em uma dada arquitetura e
nao funcionar devidamente bem em outra. O método tradicional para se resolver este
problema é produzir rotinas otimizadas para cada tipo de maquina. Este processo
é trabalhoso e requer meses de treinamento direcionado, tanto na area de Algebra
Linear quanto na area de otimizagcao computacional.

O método tradicional de otimizagdo pode se tornar pouco eficiente se forem
considerados os seguintes fatores:

¢ A velocidade com que as maquinas estdo evoluindo nos ultimos anos;

e A existéncia de varias camadas de software (sistema operacional, compiladores,
etc) que também interferem no desempenho do software em questao.

5441 AEOS

Nos tempos modernos da computacdo, um novo paradigma se faz necessario no
que se refere a producao de rotinas de alta performance. Este paradigma é conhecido
como AEOS (WHALEY; PETITET; DONGARRA, 2001), isto é, Automated Empirical
Optimization of Software.

Em pacotes baseados na AEOS, como o ATLAS por exemplo, sao oferecidos
varios métodos de se fazer as operacdes requisitadas e, a partir destas requisicoes, é
feita empiracamente uma analise de tempo para se decidir qual dos métodos ofereci-
dos é o melhor para determinado tipo de arquitetura.

Neste contexto, o ATLAS usa geradores de cddigo (i.e., programas que escre-
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vem programas) para oferecer diferentes métodos de se resolver uma dada operacao
e, além disto, apresenta sofisticados scripts de busca e mecanismos robustos de me-
dicdo de tempo para se encontrar o melhor método para uma determinada arquitetura.

A dificuldade em se otimizar rotinas basicas de Algebra Linear se torna ainda
maior conforme os procesadores vao sendo modificados de acordo com a Lei de Mo-
ore.

Assim, é possivel que a metodologia da AEOS seja capaz de atingir direta-
mente este problema, podendo causar impacto na produgao e manutengéao de biblio-
tecas.

5.4.4.2 Condigbes Basicas para AEOS

As condicbes basicas para se utilizar uma biblioteca que usa as metodologias da
AEQS, sao:

e [solamento das rotinas criticas: Assim como as bibliotecas tradicionais, os nu-
cleos criticos de computacao devem ser identificados e separados em subroti-
nas;

e Um método de adaptacao de software para diferentes tipos de ambiente: Tendo
em vista que a AEOS depende da tentativa de varios meios de se executar ope-
racdes criticas em termos de performance, o programador deve ser capaz de
oferecer rotinas que utilizem diversos tipos de otimizac&o. Isto pode ser feito
através de parametros em um codigo fixo que, quando variam, correspondem
por exemplo a diferentes tamanhos de cache, etc. Ou, de maneira mais geral,
através de um gerador de codigo parametrizado que produza uma infinidade de
implementac¢des. Por mais geral que seja a estratégia de adaptacgao, existirao li-
mitacdes de acordo com a arquitetura que devem ser identificadas com o objetivo
de aumentar a flexibilidade do cédigo;

e Robustez e sensibilidade de tempo: Tendo em vista que a medicdo do tempo
de execucao é usada para selecionar o melhor codigo, o temporizador deve ser
robusto o suficiente, independente do tipo de maquina.

e Mecanismo de busca apropriado: Para que possa ser feita a busca pela melhor
implementacao.
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5.4.4.3 Métodos de adaptacédo de Software

Essencialmente, existem 2 métodos diferentes de adaptacao de software. O pri-
meiro e mais utilizado envolve a parametrizacao de caracteristicas que variam con-
forme a maquina. Na Algebra Linear, o parametro mais importante seria provavel-
mente o tamanho de blocos de matrizes que variam dependendo da memdria cache
disponivel. Este método é conhecido como adaptacdo parametrizada. Porém, nem
toda variavel de arquitetura pode ser passada como parametro, como por exemplo
cache de instrucédo, tamanho de ponto flutuante, etc. Portanto, ha a necessidade de
um outro método, conhecido como adaptacao de cddigo fonte, que envolve diferentes
implementacdes da mesma operagao.

Ha duas formas, no minimo, de se implementar a adaptacdo de um cddigo
fonte. A mais simples é reunir varios cédigos otimizados e, através de uma busca
heuristica escolher o melhor deles por meio de tentativas.

O segundo método de adaptacédo de codigo fonte € conhecido como geracao
de codigo. Neste método, um gerador de cddigo é produzido. Este gerador recebe
como parametro as varias adaptacoes de codigo fonte a serem feitas, tais como ta-
manho de cache de instrugdo, tamanho de ponto flutuante, etc. Dependendo dos
parametros, o gerador de cédigo produz um cédigo fonte com as caracteristicas requi-
sitadas.

O ATLAS é um projeto cuja as metodologias da AEOS vem sendo aplicadas.
Porém, nao foi o tinico. O primeiro projeto a utilizar estas técnicas para Algebra Linear
foi o PHIPAC. O obijetivo inicial do ATLAS foi oferecer uma implementacao eficiente
do BLAS (Basic Linear Algebra), porém ja foi feita a primeira tentativa de ir além do
BLAS (por exemplo, o0 mais recente release contém algumas rotinas de niveis mais
alto vindas do LAPACK (ANDERSON et al., 1995)).

Agora que ja se tem uma base tedrica a respeito dessas bibliotecas que podem
ser utilizadas em métodos iterativos, serdo apresentados, no préximo capitulo, testes
de desempenho utilizando o BLAS para tratamento de multiplicagcdo matriz-matriz e
matriz-vetor e o Trilinos para compara¢ao de armazenamento de matrizes.



6 TESTES E RESULTADOS

Neste capitulo serao vistos alguns testes utilizando-se as bibliotecas vistas
no capitulo anterior. Na secéo 6.1 sera feito um teste de comparagéo entre as dis-
tribuicbes de BLAS abordadas aqui neste trabalho. Na secdo 6.2, sera visto uma
comparacao entre dois formatos de armazenamento de matrizes, o CRS e o BCRS,
utilizando-se as classes do Epetra. Serdo utilizadas para esses testes os seguintes
computadores:

Computador 1: Processador: Intel Core 2 Duo, modelo E6600, 2.4 GHz, 4 MB
de L2; Memdria RAM: 2 GB, DDR-2/533 MHz; Sistema Operacional: Linux (Ubuntu
8.04).

Computador 2: Processador: AMD Athlon X2, modelo 4.200+, 2.2 GHz, 1 MB
de L2; Memodria RAM: 4 GB, DDR/400 MHz; Sistema Operacional:Linux (Debian Etch
4.0).

Computador 3: Processador: Intel Xeon Quad, modelo E5310, 1.6 GHz, 8 MB
de L2 (placa com dois processadores com 2x4 MB de L2); Meméria RAM: 4 GB, DDR-
2/667 MHz; Sistema Operacional: Linux (Debian Etch).

6.1 BLAS

Nos algoritmos do Capitulo 5, € possivel observar a presenca frequente de
sistemas lineares triangulares e das multiplicagbes matriz-vetor, que neste trabalho,
juntamente com as multiplicagées matriz-matriz, sdo chamadas de ntcleos de compu-
tacdo intensiva (NCI).

Nesta secéo, a fim de se dar um tratamento mais adequado aos NCI que po-
dem ser decisivos em relacdo ao tempo de uma simulacao, testou-se as operacoes
matriz-vetor (por aparecer constantemente em algoritmos como os relacionados no
do Capitulo 3) e matriz-matriz (onde se gasta muito tempo e recurso de hardware).
Assim, seja A um matriz densa de numeros randémicos, de ordem n, € x um ve-
tor de n elementos randémicos, para se testar a multiplicacdo matriz-vetor, repetiu-se
a operagao Az por 1000 (mil) vezes e, para se testar a multiplicagdo matriz-matriz,
repetiu-se a operagédo A% por 10 (dez) vezes, utilizando-se, respectivamente, as su-
brotinas DGEMV (D=double, GE=general, MV=matrix-vector) e DGEMM (D=double,
GE=general, MM=matrix-matrix), oriundas das subrotinas basicas de algebra linear
vistas no capitulo anterior. Os resultados dos testes estdo expressos nas Tabelas 2,
3,4,5,6e7, para as maquinas descritas acima.
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Tabela 2: Tempo (em segundos) de Execucgéao da rotina DGEMV no Com-
putador 1.

Dimensao

(x10%) ACML ATLAS BLAS Goto MKL
1,0 3,00 1,37 4,76 3,08 1,61
2,0 13,52 6,98 19,03 14,41 7,26
3,0 31,92 15,79 42,79 32,66 16,19
4,0 58,03 28,04 76,04 57,69 28,76
6,0 131,01 63,67 170,89 129,87 64,68
7,0 175,69 87,16 232,67 177,66 88,73

Tabela 3: Tempo (em segundos) de Execucéao da rotina DGEMM no Com-
putador 1.

Dimensao

(x10?) ACML ATLAS BLAS Goto MKL
1,0 4,64 2,70 47,52 2,65 2,50
2,0 37,40 21,54 381,50 18,72 18,87
3,0 125,05 72,39 1282,50 67,38 62,68
4,0 299,80 171,06 3045,30 151,84 145,53
6,0 1008,20 580,09 10337,00 501,49 488,83
7,0 1593,50 915,88 16439,00 842,59 777,50

As Tabelas 2 e 3 (que mostram os resultador obtidos para o computador 1),
assim como as tabelas com os resultados das outras configuracdes, tém como objetivo
comparar o BLAS original, amplamente utilizado em resolugédo de sistemas lineares,
com as demais distribuicoes de BLAS. Neste primeiro teste, a biblioteca MKL foi a
que apresentou os melhores tempos para a multiplicacdo matriz-matriz (DGEMM -
Tabela 3). Ja& na multiplicagdo matriz-vetor (DGEMYV - Tabela 2), o ATLAS apresentou
resultados melhores, porém bem proximos aos da MKL.

Agora, fazendo-se o teste com um processador AMD (Computador 2), observa-
se, na Tabela 4, que a biblioteca ATLAS apresentou o melhor desempenho na multi-
plicagdo matriz-vetor. E importante notar, ainda na Tabela 4, os tempos obtidos pelas
bibliotecas ACML e Goto em relacao ao BLAS original. Percebe-se que, nesta configu-
racédo (computador 2), essas bibliotecas levaram mais tempo para executar a operagéao
Azx. J& na multiplicacdo matriz-matriz, Tabela 5, a biblioteca ACML apresentou os me-
lhores tempos.
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Tabela 4: Tempo (em segundos) de Execucédo da rotina DGEMV no Com-

putador 2.
Dimenséao

(x10%) ACML ATLAS BLAS Goto MKL
1,0 5,39 2,77 3,88 5,29 3,00
2,0 21,33 10,99 1548 20,80 12,26
3,0 47,42 25,88 34,74 46,35 27,71
4,0 83,67 4547 61,83 81,89 48,92
6,0 187,63 104,51 142,69 182,84 111,71
7,0 254,59 139,61 19520 248,43 151,05

Tabela 5: Tempo (em segundos) de Execucéao da rotina DGEMM no Com-

putador 2.
Dimensao

(x10%) ACML ATLAS BLAS Goto MKL
1,0 5,40 5,42 39,27 9,37 6,65
2,0 41,18 42,24 312,67 65,07 48,07
3,0 137,42 141,33 105245 218,50 155,38
4,0 323,28 334,89 248530 508,73 375,61
6,0 1080,87 1553,05 8638,07 1728,61 1232,99
7,0 1712,03 2360,11 13880,99 2759,26 1918,63

Fazendo-se o teste para o Computador 3, é possivel perceber que os me-
lhores tempos para a rotina DGEMV foram apresentados pelo GotoBLAS (Tabela 6),
enquanto que para a rotina DGEMM, o MKL se mostrou bastante eficiente (Tabela 7).

Tabela 6: Tempo (em segundos) de Execucédo da rotina DGEMV no Com-

putador 3.
Dimenséo

(x103)  ACML ATLAS BLAS Goto MKL
1,0 2,37 2,72 7,13 2,43 1,61
2,0 66,63 13,43 28,62 10,88 69,52
3,0 169,00 29,55 64,39 24,58 164,71
4,0 29454 5211 114,44 43,40 292,82
6,0 646,30 117,75 257,34 97,02 646,16
7,0 883,58 164,43 349,85 133,93 888,67
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Tabela 7: Tempo (em segundos) de Execucédo da rotina DGEMM no Com-
putador 3.

Dimensao

(x10%) ACML ATLAS BLAS Goto MKL
1,0 6,11 4,38 71,38 4,69 4,41
2,0 67,77 33,95 572,50 31,99 31,00
3,0 216,57 114,06 1929,47 102,83 99,58
4,0 498,69 264,61 457253 239,11 231,78
6,0 628,32 906,61 15429,04 782,30 764,34
7,0 2556,15 1423,91 24494,29 1249,74 1215,83

E importante lembrar que as bibliotecas aqui utilizadas foram compiladas com
as orientagdes basicas dos desenvolvedores, exceto a biblioteca BLAS padrdao que
foi obtida a partir dos repositérios do Ubuntu e do Debian. E importante ressaltar
também que os programas que utilizaram a ACML e a ATLAS foram compilados com
a opgao - fopenmp, 0 que utilizou a biblioteca GotoBLAS foi “linkado” com a biblio-
teca -1pthread e 0 que utilizou a MKL utilizou as bibliotecas -1mk1_em64t, -1guide €
-1pthread, conforme as orientacdes dos respectivos desenvolvedores.

6.2 Armazenamento de Matrizes

Para se fazer o teste comparativo entre a classe Epetra_CrsMatrix e a classe
Epetra_VbrMatrix, foi adotada a seguinte metodologia:

1. Em primeiro lugar, foi construida uma matriz utilizando o MATLAB, assim

Ai,i 0
0 Am‘

. (6.1)

2. Cada A;, € uma matriz densa, onde m = n = 840, que foi obtida randomica-
mente.

3. Foram implementados os seguintes cddigos:

/* Multiplicacao Matriz —Vetor
utilizando a classe Epetra_VbrMatrix =/
t0 = clock();

for (int Kk = 0 ; k < repet ; k++)
{



CAPITULO 6. TESTES E RESULTADOS 91

// Objeto da <classe Epetra_VbrMatrix
readVbrA—>Multiply (false ,vbrx ,vbry);
}
tf = clock();
dt1 = (double)(tf —t0)/CLOCKS PER _SEC;

/+ onde vbrx e vbry sao objetos

da classe Epetra_Vector «/

e
/« Multiplicacao Matriz —Vetor
utilizando a classe Epetra_CrsMatrix =«/

t0 = clock();

for (int k = 0 ; k < repet ; k++)

{
// Objeto da <classe Epetra_CrsMatrix
readA—>Multiply (false ,x,y);

}

tf = clock();

dt2 = (double)(tf —t0)/CLOCKS PER SEC;
um computador com dois processadores
/+ onde x e y sao objetos (Intel Core 2 Duo)

da classe Epetra_Vector x/

Isto é, a multiplicacdo Matriz-Vetor foi executada numa estrutura de repeticéo
(onde o numero de repeticbes € igual repet, nos codigos acima). Apurou-se
o tempo através do comando clock() do C++. A cada teste realizado, foi-se
aumentando o tamanho do bloco da matriz represetada no codigo acima pela
classe Epetra_VbrMatrix (considerando sempre blocos fixos). Os resultados para
repet = 1000, estdo representados pelo grafico da Figura 8, para o Computador
1, e pelo grafico da Figura 9, para o Computador 2. Neste teste, estamos consi-
derando o Trilinos compilado com o ATLAS, uma vez que o GotoBLAS executou a
multiplicac&do somente para tamanho de bloco menor ou igual a 6. Lembrando-se
gue o tempo apurado nestes graficos € o tempo total de 1000 repeticoes.
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Desempenho da Multiplicacao Matriz-Vetor

~ Epetra_VorMatrix — Epetra_CrsMatrix

Tempo (s)

0
2 52 102 152 202 262 302 352 402 452 502 552 602 652 702 752 802

Tamanho do Bloco

Figura 8: Grafico de Desempenho dos objetos das classes Epe-
tra_VbrMatrix e Epetra_CrsMatrix. Aqui foi utilizado um computador
Intel Core 2 Duo, Modelo E6600, 2.4 MHz, com 4096 KB de memoria
cache L2 e com 2 GB de meméria RAM/DDR2-533MHz. Lembrando-
se que o tempo mostrado aqui € o tempo total de 1000 repeticdes.

Desempenho da Multiplicagao Matriz-Vetor

" Epetra_VbrMatrix — Epetra_CrsMatrix

Tempo (s}

-

0

2 52 102 152 202 252 302 352 402 452 502 562 602 652 702 752 802

Tamanho do Bloco

Figura 9: Grafico de Desempenho dos objetos das classes Epe-
tra_VbrMatrix e Epetra_CrsMatrix. Aqui foi utilizado um compu-
tador com dois processadores Intel Xeon Quad, modelo E5310,
1.6 GHz, 8MB de L2 e com 4 GB de meméria RAM/DDR2-667MHz.
Lembrando-se que o tempo mostrado aqui € o tempo total de 1000
repeticoes.
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O objetivo deste teste foi mostrar a diferenga entre formas de armazenamento de
matrizes esparsas. Dependendo do contexto, a forma de armazenamento pode
influenciar no desempenho de um programa.



7 CONCLUSAO

Neste trabalho procuramos listar alguns aspectos relevantes da solugcédo de
sistemas lineares provenientes da discretizacdo de sistemas de equacgdes diferenci-
ais parciais utilizados para modelar o enchimento de reservatérios de hidrelétricas.
Para isso, fizemos uma descricdo do problema fisico que estamos tratando, da sua
formulacdo matematica e dos métodos utilizados para sua discretizacdo. Apresen-
tamos algumas abordagens para a solugao iterativa de sistemas lineares de grande
porte. Mostramos alguns métodos baseados em projecoes em espacos de Krylov, dis-
cutimos reordenamentos e armazenamentos de matrizes e pré-condicionadores. Em
especial, estudamos implementacdes atuais dos nucleos de célculo intensivo: produto
matriz-vetor e produto matriz-matriz, para os quais fizemos testes comparativos em
maquinas de nosso laboratdrio.

A partir dos testes feitos no capitulo 6, percebe-se que é importante, no que se
refere a resolugao de sistemas lineares de dimensdes elevadas, dedicar especial aten-
¢cao a pequenos nucleos computacionais presentes em todo algoritmo que implementa
um método iterativo. Nestes testes, conclui-se também que o tipo de armazenamento
de uma matriz, dependendo de sua estrutura, pode prejudicar o desempenho de um
algoritmo. Combinamos essas bibliotecas com o pacote Trilinos (visto no capitulo 5),
pudemos observar o impacto importante da escolha da estrutura de dados. O Trilinos
apresenta varios outros pacotes de computacéo cientifica (além do Epetra) que estao
implementados em paralelo utilizando o paradigma de passagem de mensagens.

Sendo assim, sdo objetos de futuras pesquisas:

e O estudo da performance das alternativas de BLAS em maquinas multicore e
clusters;

e Comparagédo entre os demais pacotes do Trilinos, tais como, o AztecOO (reso-
lucdo lterativa de de Sistemas Lineares), Ifpack (pré-condicionadores), ML (pré-
condicionadores multi-grid e multi-nivel), Meros (pré-condicionadores em bloco,
utilizados em problemas onde ha acoplamento de variaveis, tais como, os regidos
pelas equacdes de Navier-Stokes), além de outros.

e Otimizacdo do BLAS, estudando também as alternativas do BLAS esparso.
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APENDICE A - Alguns Tépicos de Algebra Linear

Nesta secédo estdo algumas definicbes importantes que seréo utilizadas ao
longo da issertagéo.

Definicao A.1 Seja B um espaco vetorial de R™. Pode-se dizer que B é um espaco
vetorial normado se existir uma funco || - || : B — R (Norma ou Norma Vetorial ) tal
que

1.||z|| > 0 e ||z|| = 0 se e somente se x = 0;
2.||laz|| = |a| - ||x||, para a € R qualquer;

3|z +yll < [zl + [yl

Observacao A.1 Caso o espaco vetorial seja o das matrizes, a funcéo || - || (definida
em A.1) recebe o nome de Norma Matricial.

Definicdo A.2 Uma matriz real simétrica A é dita positiva-definida (s.p.d.) se 27 Az > 0,
Va # 0.
Definicao A.3 Uma matriz complexa A = [a; ;] n x n € dita diagonal-dominante se

jazdl = iyl

i=1
J#i

paratodo1 <i < n.

Definicdo A.4 Seja || - ||..x» Uma norma matricial sobre o espago das matrizes de
dimensdo m x n e || - ||.xp, Uma norma matricial sobre o espago das matrizes de
dimensdo m x p. Estas normas sdo ditas mutuamente consistentes se

1A - Bllmxp < [[Allmxn - [ Bllnxp,
onde A é uma matrizm x n € B € uma matrizn x p.

Definicdo A.5 Seja A uma matriz m x n, || - || uma norma sobre o espago vetorial
R™ e || - ||» uma norma sobre o espago vetorial R". Tem-se que

, Az ,
|| Al = méx 1Az ou ||A|lmn = méx || Az||m

z#0,2€R" ||z, lle]|=1, z€R"

é dita Norma Induzida ou Subordinada.
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Lema A.1 Uma norma induzida é uma norma matricial (DEMMEL, 1997).

Definicao A.6 Chama-se Norma-p a norma induzida onde m = n = 1,2,--- ;00 €
representa-se por || - ||,

Definicao A.7 A Norma de Frobenius € dada por
|Allr = <ZZ |az‘j!2> :
=1 i=1

Lema A.2 ||AB|| < ||A]|-||B|| (mutuamente consistente) para qualquer norma indu-
zida ou norma de Frobenius (DEMMEL, 1997).

Lema A.3 ||Az|| < ||A]|-||x|| para uma norma vetorial e sua correspondente matricial,
ou para norma-2 vetorial e norma de Frobenius (DEMMEL, 1997).
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