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Resumo

Neste trabalho sera apresentado o progrebndEDRO_V1 que tem como objetivo visuali-
zar poliedros limitados (eri®? e R3), para auxiliar na compreens&o da evolucao dos algorit-
mos Simplex e Branch-and-Bound. Primeiramente, seraml@dbs alguns conceitos funda-
mentais de otimizacgao irrestrita e restrita, as carebgde otimalidade e o problema dual em
Programacao Linear (PL). A segunda fase do texto coreaetmo estudo teorico de polie-
dros, formas de representar poliedros e caracterizagdacgs. Apos, € apresentado o pro-
gramaPOLIEDRO_V1 em linguagem Matlab, que consiste em visualizar politogesando fa-
ces através da selecao e ordenacao de vértices. irAallase do trabalho concentra-se no
estudo e desenvolvimento dos algoritmos Simplex e BrandhBound. Aplica-se o programa
POLIEDRO_V1 em Programacao Linear visualizando a regiao viavelapoiitopo e apresenta-
se a evolucao, passo a passo, do método Simplex. Ja gmariacao Inteira (Pl) visualiza-se
graficamente o método Branch-and-Bound, resolvendo dgrebde Programacao Linear In-
teira (PLI) através de subproblemas gerados por planosrte ©s subproblemas sao resolvi-
dos recursivamente pelo método Simplex.



Abstract

This work presents the prograROLIEDRO_V1, whose objective is to visualize bounded
polyhedra inR? andR3, to help the understanding of the evolution of the simplex laranch
and bound algorithms. Initially some fundamental concéptsnconstrained and constrained
optimization are studied, including the optimality comaliis and the dual problem in Linear
Programming. The second part of the text is dedicated tohberétical study of polyhedra,
ways of representing polyhedra and the characterizatifscet. The prografPOLIEDRO_V1 is
then presented in the language Matlab, consisting in theiimation of polytopes by generating
facets through the selection and ordering of vertices. @keghase of the work concentrates
on the study and development of the Simplex and Branch-anti@algorithms. The program
POLIEDRO_V1 is applied to visualize the feasible region of a linear paogming problem, on
which the step by step evolution of the simplex method is draw Integer Programming,
the branch-and-bound algorithm is graphically represkbie solving recursively the linear
programming subproblems generated by adding cutting plafieese subproblems are solved
by the simplex method and visualized.
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1 Introducao

1.1 Considera@es Iniciais

Esta dissertacao iniciou a partir do interesse despepteld teoria de otimizagao durante os
cursos de Programacao Linear e Pesquisa Operacionatragos pelo professor Clovis Gon-
zaga na Universidade Federal de Santa Catarina duranteiodsegemestre de 2005. Durante
as aulas a importancia da visualizacao geométrica gargreender a teoria e 0s algoritmos
era constantemente ressaltada, juntamente com as ditlesldi representar graficamente os

problemas.

“A cada trés ou quatro paagrafos, um desenho...
...S€ Voé rao souber desenha, por que voé réo entendeu o problema.”

“ E complicado desenhar engs dimenges!”

Clovis Gonzaga

Essas frases motivaram-me a criar o prograpwiédrd’. Este programa constroi polito-
pos que servirao de auxilio na compreensao geométeigaablemas de otimizacao que uti-
lizam como regido viavel poliedros. Posteriormentegdeslvemos os algoritmogbliedro-
simpleX e “poliedro-bly. Outra caracteristica desta dissertacdo sao ooeelastoricos em
cada capitulo, motivados pela experiéncia académiadcerpspeito aos precursores da teoria

abordada neste trabalho.

Do ponto de vista matematico, a importancia de desenveltes programas é obter uma
ferramenta didatica para auxiliar na compreensao daat@ooposta neste texto, através da
visualizagao geométrica dos métodos Simplex e BramthBound.
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1.2 Obijetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo desenvolver algoritmoa paualizar geometricamente a
evolucao “passo a passo” dos algoritmos Simplex (Progcam Linear) e Branch-and-Bound
(Programacao Linear Inteira).

1.2.2 Objetivos Espefficos

O objetivo geral deste texto pode ser dividido nos seguutigivos especificos:

1. Estudar os principais conceitos de otimizagao intastrrestrita, poliedros, Programacgao
Linear e Inteira.

2. Implementar os algoritmos Simplex e Branch-and-Bound.

3. Desenvolver e implementar os programasliedrd’, “ poliedrasimpleX e “poliedrabb’.

1.3 Estrutura do Texto

No inicio de cada capitulo, exibe-se uma breve passagsi@rioa, apresentando os ma-
tematicos pioneiros em cada assunto proposto. Estehi@bata dividido em cinco capitulos,
sendo que os capitulos dois e trés dao suporte para measbgdapitulos quatro e cinco. Nos
dois Gltimos capitulos estuda-se o método Simplex (Rrogcao Linear) e 0 método Branch-
and-Bound (Programacao Inteira), respectivamente.apguwos que formam este texto estao
organizados da seguinte forma:

No Capitulo Il faz-se uma revisao dos principais congede otimizacao irrestrita e res-
trita. Apresentam-se as condicdes de otimalidade e afig@@s de qualificacao. Em seguida,
discutem-se as condi¢cOes de otimalidade para problemasogramacao linear seguidas do
problema de dualidade. Neste capitulo, o objetivo napréfandar-se nos conceitos, mas
repassar as idéias centrais da importancia dos poli¢grgi&io viavel) e os resultados relacio-
nados a eles (condi¢bes de otimalidade e qualificacao).

No Capitulo Ill define-se o poliedro através da intergecfinita de semi-espacos fecha-
dos e mostra-se o teorema da separacao com o auxilio dasgoiades basicas de conjuntos
convexos. Em seguida, caracterizam-se as faces do pohesbtvando a sua relagdo com os
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problemas de otimizacao. Além disso, apresentam-s&vasds maneiras de representar poli-
edros e os diferentes conceitos de vértice. Na Ultimacsdeste capitulo, faz-se a visualizacao
espacial de politopos, apresenta-se o progre@haEDRO_V1 e exibem-se exemplos de polito-
pos utilizando essa nova técnica.

No Capitulo IV resolve-se graficamente problemas de Pnoggao Linear com o auxilio
do programe0LIEDRO_V1. Na sequéncia, apresenta-se o método Simplex destaeainto
portancia da solucao basica viavel (vértice). Dagab entre o problema de programacao li-
near primal e o problema dual, mostra-se o algoritmo Simpkeus detalhes. Na Ultima secao,
faz-se a visualizagcao passo a passo do método Simplexegemplos bi e tridimensionais.
Alem disso, apresenta-se o prograrpalfedra.simplex composto basicamente dos programas
“poliedrd’ e “SimpleX.

No Capitulo V formula-se o problema de Programacao lineteira e discute-se uma
técnica para resolver esta classe de problemas. Mostrargedéia geral do método Branch-
and-Bound através da recursividade e faz-se um exempimdndional. Apresenta-se o al-
goritmo Branch-and-Bound e a visualizacao passo a passe thétodo em trés dimensoes.
Finaliza-se o capitulo apresentando o prograpwiédrabb’. O programa Poliedrdb é o
algoritmo Branch-and-Bound com as rotinas de represaatggafica, que utiliza o algoritmo
Simplex e o programapbliedrd’ apresentados nos capitulos anteriores.

Finalmente, expomos as consideracdes finais e propoatastqabalhos futuros. Além
disso, anexo um guia basico com os procedimentos parzantiliprogram®0LIEDRO_V1.



2 O Problema de Otimiz&ap

H“Dido, uma fericia, persuadiu um chefe africano a dar-lhe tanta terra
guanto ela pudesse cercar com atripa de um touro. Assim fond#o,
ela cortou as tripas em centenas de tiras bem fininhas. Depsjzer-
tamente, uniu-as para tracar um seniietillo no clao, a beira do mar
Mediterraneo. Era a rAximaéarea costeira que ela poderia envolver.
Neste lugar ela construiu uma cidade. A famosa Cartago.”

Antes de se tornar rainha de Cartago, Dido teria resolvidowgiro problema de otimizagao
da historia. Mesmo sendo literario, o relato demonsirguie os povos da antiguidade possuiam
conhecimento a respeito de areas e comprimentos. Sabiamdqutre as figuras de igual
perimetro, o circulo & aquela com maior area. Por oettlo,| poderia tratar-se apenas de um
mito, em que o fato teria mais a ver com a simbologia femingsbeiada a cidade de Car-
tago, onde a forma do terreno em semi-circulo representaten engravidado, simbolizando

0 maximo de adequacao ao arquétipo da mae-terra parawgea cidade.,_ Bennafon (2001).

A historia do calculo matematico de maximos e mininfo8rfizacao) tem a ver com as
nocdes de derivada e integral. Mas nao como as conhedaojeasNo século XVII estes con-
ceitos estavam presos ao tracado de tangentes e a avatieg@reas. Como era de se esperar,
o calculo, criado por Leibniz e Newton, nao se afastou adi¢o geométrica consagrada, por
exemplo, em Arquimedes. Dai a importancia de Euler e lragra Ambos, no século XVIII,
trabalharam no sentido de “desgeometrizar” a matemat@dacpelos seus antecessores. Entre
inUmeros outros feitos, Euler & o responsavel pelo damde funcao matematica, generali-
zada por Dirichlet no século XIX. Lagrange, com o seu “Mégae Analytique”, reconstruiu
a mecanica newtoniana em bases analiticas, desvereilealiguras geomeétricas. Sobretudo,
um e depois o outro plantaram e fortaleceram as raizesldol@&ariacional. Tanto Euler e
Lagrange, quanto Cauchy merecem destaque neste capitulo.

LA Eneida & uma das maiores audacias literaria da Antiglédseguindo a trilha de lliada e da Odisséia, a
Eneida, de Virgilio, reinventa Roma, narrando fatos amtes a fundacao da cidade. A lenda de Dido & pitoresca
e tem sido muito usada em livros de otimizacao.
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Finalmente, Cauchy. Hoje em dia, estamos acostumados d dategrais e diferenciais
em termos de “limites”. Mas nao era bem assim antes de Cakohgle quem livrou o calculo
dos “infinitésimos” introduzindo os conceitos de limite & ebntinuidade. Deu fundamentos
as idéias de derivada (gradiente) e integral. Inauguranadise matematica. Com a forma, a

autonomia e o rigor atuais.

De certa forma, tomando o sentido contrario ao de Eulerrdrage e Cauchy, mas man-
tendo a estrutura algébrica por eles apresentada, essedsgata a visualizacao geométrica de
Leibniz e Newton, isto &, apresenta a “geometria” dos eteaseque compdem o problema de
otimizacao na interpretagao formulada por Dantzi@@)9Chvatal[(1983), entre outros.

Pode-se dizer que a diferenciacao se originou de prolsleeiativos ao tracado de tan-
gentes a curvas e de questdes objetivando a determidagaédximos e minimos de funcgodes.
Embora essas considera¢cdes remontem aos gregos apagese razoavel afirmar que a pri-
meira manifestagao realmente clara de método difemksei encontra em algumas idéias de
Fermat, expostas no século XVIl em 1629.

Fermat usava um procedimento de calculo algébrico ic@rio que temos hoje. Mas o
utilizava como uma espécie de algoritmo, sem o amparo dosedos de funcao, derivada ou
diferencial. Neste sentido, foi um pioneiro. Mais de cemsathepois, Laplace reconheceu isto.
Creditou a Fermat a invenc¢ao do calculo diferencial. FES\'2004)

Ja nos dias de hoje, em sua formulagao mais geral, o pnaelde otimizacao é apresentado
da seguinte forma:

Considere um conjunt@ e uma funcad : Q — R, dados. Encontrar, se existir, um ponto
x € Q tal que
(Vx € Q) f(x) < f(x).

O problema de otimizacao pode ser escrito no seguintesfimrm

ou

minimizar f(x) minimizar f(x) 2.1)
xeQ sujeitoa XxXe€Q '

O conjuntoQ & chamadaonjunto vavele f & denominada fungdo objetivo

Definicao 1 Um pontox € Q & um minimizador local d€(d.1) se existe uma vizinhanca ¥ de
tal que
(VxeVnQ) (X < f(x).
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Uma soluéo 6tima de [Z1L e chamada de minimizador global se
(Vx € Q) f(x) < f(x).
Um minimizador (local ou globak estrito se nas desigualdades acima)f< f(x) para
X # X.
O problema assim formulado & excessivamente geral. Negtedstudaremos 0s casos em
que:
e QO C R"é convexo e fechado, em geral poliédrico; (2.2)

e f:R" > Reé&declass€! (C? se necessario), em geral analitica. (2.3)

Dependendo das definicdes da funcao objetieodo conjunto viavef2, temos:

Programacao Linear: f & linear eQ poliédrico.
e Programacao Quadratica: f & quadratica € poliédrico.
e Programacao Convexa:Q & convexo & & uma fungao convexa.

e Programacao Inteira: Q & um conjunto de pontos com componentes inteiras. Em geral,

f € linear eQ & definido por um poliedro.

e Programacfio Nao Linear: f & continua (em ger@' ouC?) eQ & definido por equacdes

e inequacoes.

e Controle 6timo: Q & um conjunto de funcdes definido por equacdes diféaenor-

dinarias ef & um funcional.

e Otimizacdo Combinatoria: Q & um conjunto discreto, em geral finito (mas muito grande).
A Programacao Inteira & classificada como um problemataeifacao Combinatoria.
A Otimizacdo Combinatoéria & uma area de pesquisa itaptissima, cujo estudo ocupa
milhares de pesquisadores em todo o mundo.

Além da classificacao acima, o problema de otimizagadepser dividido naturalmente
em duas categorias: problemas com variaveis continuasbéemas com variaveis discretas.
Estes dois tipos de categorias possuem caracteristioasliferentes, bem como os métodos
para resolvé-los tornaram-se bastante divergentes.uldmmos mais adiante a relagcao entre
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os algoritmos de otimizacao continua (Simplex) e de iaagho combinatéria (Branch and
Bound), onde retomaremos essa questao.

Independentemente de sua classificacao, a resolugam ggoblema complexo sera feita
através da resolucao de uma sequéncia de problemasaoeais. Parte-se de um ponto inicial
dadox! e gera-se uma sequéncia, X2, x°,...), com a esperanca de que esta sequéncia con-
virja para uma solucao do problema original. O procedim@ara isto & formalmente descrito
por umalgoritmo, que deve gerar como produto final um programa de computdsta forma
podemos dizer que um algoritmo & uma receita. Uma segili@a@assos e decisdes que devem
ser tomadas para que uma determinada tarefa seja compl@agaogramas de computador

sao compostos por um ou varios algoritmos, com diferegrizass de complexidade.

Depois desta breve passagem historica e da idéia do pralde otimizacao serao apre-

sentados conceitos basicos de otimizacao, baseadpeeddN e Wright[(1999), Izmailov e

Solodov (2006) ¢ Gonzaga (2005b), que servirao de apore@tepara os capitulos seguintes.
O objetivo desta parte introdutbria nao & aprofundanea conceitos, mas repassar as idéias

centrais da importancia dos poliedros e os resultadosioelados a eles (condi¢des de oti-
malidade). Alguns teoremas sao simplesmente enuncipdassuas demonstragdes saem do
enfoque proposto para este capitulo.

2.1 Otimizagao irrestrita

Considere o problema de otimizagcao em que definimos o ot por R", isto &, defini-
mos um problema de otimizacao irrestrita,

(P)  minimizar f(X).
xeR"

Definicdo 2 Uma fun@o f: R" — R & diferencaivel em x R" se e somente se exigid (x) €
R" tal que(vh e R")
f(x+h) = f(x)+ 0f(x)"Th+o(x, h),

. 0(x,h)
comlim =
h—0 |/h]|

O gradiente de f em & denotado pot]f(x).

Definicdo 3 Uma fun@o f & duplamente diferen@vel em x se e somente(sth € R")

f(x+h) = f(x) +Df(x)Th+%hTH(x)h—i—o(x,h),
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comlim M =0.
h—0 | h|

A matriz hessiana de f eméxdenotada por ki), ou seja, Hx) = 0?f(x).

Definicdo 4 Considere uma furdp f: R" — R e uma direéo d € R". A derivada direcional
de f emx R" nadire@odé

o f(xrAd) - F(X)
Fixd)= Aler(}+ A

Y

se existir o limite.
Lema 1 Se fé diferencavel em x, erdto '(x,d) = Of(x)"d.
Definicdo 5 Uma dire@o d € R" & dire@o de descida a partir de& R" se f(x,d) < 0.

Dado um pontax € R", ndo necessariamente um ponto viavel ou um minimizadad ko
problema (P), deseja-se saber em quais direcOes tereatbsras na funcao objetiv

Lema 2 Se dé dire@o de descida a partir de ® R", enfio exister > 0 tal gque para todo
A€ (O,)_\),
f(x+Ad) < f(x).

Tomando o conjunto de todas as dire¢des, que satisfazeamealR, a partir de, isto €, 0
conjunto de todas as direcdes de descidd de X, obtemos untone de direges de descida
que definimos da seguinte forma.

Definicdo 6 O cone das dire@es de descida de f exn
2(x)={d|0f(x)"d < 0}.
Os vetores & Z(x), pelo Lemdll, %o dire@es de descida.

Geometricamente, uma dire¢losera uma dire¢céo de descida se esta formar um angulo
obtuso com o gradiente de como mostra a Figur@(2.1).

Tendo a nocao de direcao de descida, imagina-se coragesalvido o problema (P). Ou
seja, caso se encontre uma direcao de descida em um detdmpontax € R", entao pode-se
andar, calcular o passb, nesta direcao para encontrar um ponto com um valor mesnér d
Uma pergunta a se fazer Existe tal dire@o? Para responder essa pergunta necessitamos das
condicdes de otimalidade.



O Problema de Otimizacé&o 9

Z—j fly)=a
fly)=az

Figura 2.1: Cone das Direcdes de Descidaxem

2.1.1 Condiges de Otimalidade

Os problemas irrestritos nao aparecem frequentementgkragbes praticas. Entretanto,
as condicOes de otimalidade para este tipo de problemenpsér estendidas para problemas
com restricdes e algumas estratégias para encontrarinimizador para um problema restrito
se resumem a resolucao de uma sequéncia de problersstos.

Dado um pontx € R", deseja-se determinar, se possivel, se este ponto éaumaini-
mizador local do problema. Para isto, & preciso caraetetizn ponto de minimo. Felizmente a
hipotese de diferenciacao deajuda na obtencao desta caracterizacao.

Teorema 1 (Teorema de Taylor)Suponha que fR" — R & de classe €e que he R". Entio
temos que
f(x+h) = f(x) +0Of(x+Ah)Th, (2.4)

para algumA € (0,1). Por outro lado, se & de classe & temos que

Df(x+h):Df(x)+/olH(x+)\h)hd)\, 2.5)
e que
f(x+h) = f(x) +Df(x)Th+%hTH(x+)\h)h, (2.6)

para algumA € (0,1).

A demonstracao do Teorema de Taylor pode ser encontradpalguer livro didatico de
analise - calculo. O teorema de Taylor, aqui enunciado,demo proposito dar sequéncia aos
Teoremakl4]3[d 4; pois suas demonstra¢des, encontraféscedial e Wright[(1999), utilizam
esta fundamental ferramenta de aproximacao de funcdes

Teorema 2 (Condi¢o necesaria de primeira ordem) Sex & um minimizador local do pro-
blema (P) e fé diferencavel emx, enéio

Of(x) = 0. (2.7)
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Teorema 3 (Condi¢o necesaria de segunda ordem)Sex &€ um minimizador local do pro-
blema (P) e fé duplamente diferen@vel emx, engio H(x) & semi-definida positiva.

Alem de[Nocedal e Wrigh{_(1999), as provas para estes temgmdem ser obtidas em

Bazaraa, Sherali e Shetfy (1993). Bertsekas (19p5) e Gar{Zag6).

As condic¢des necessarias devem ser verdadeiras pasadedninimizadores do problema.

Por outro lado, um ponto que satisfaz a estas condic@es nacessariamente um minimizador
local, podendo ser um ponto de maximo local ou um ponto dge(pento onde a funcao tem
uma mudanca da sua curvatura).

Teorema 4 (Condi@o suficiente de segunda ordempuponha que satisfaZz1f (x) =0e H(x)
é definida positiva. EAb x &€ minimizador local de f. (minimizador local estrito)

Este resultado garante, se as condi¢des sao satiséeitas que ocone de direGes de
descidaZ?(x) & vazio, isto &, encontramos um minimizador local. Eafr, verificar se a
Hessiana da funcao € definida positiva & muito dispesadio

Estas condi¢Bes sao para um problema irrestrito, em goejantoQ € oR". No entanto,
deseja-se referenciar estas condicdes de otimalidaaequo conjuntd@ for um subconjunto
deR". Para isto, & necessario definir outros conceitos.

2.2 Otimizagao restrita

A otimizacao restrita trata de minimizar funcOes dajei restricdes sobre as variaveis, de
fato, queremos estudar o problema de otimizacao reqtraado o conjunto de restricdes forma
um poliedro. Mas, este fato sera abordado mais adiante.

Neste texto, consideramos a formulagao do problema dezsttao restrita dada por:

minimizar f(x) (2.8)
sujeitoa G(x)=0,ie&
Ci(X)SO, I €,

em quef e as funcOeg; sao suaves e assumem valores reais, alem dis®& sao dois
conjuntos finitos de indices; = {1,...,p} e .# = {p+1,...,m}. Como anteriormentd, & a
funcao objetivo, enquantn, | € & sao as restricdes de igualdadeg @ € .# sao as restricoes
de desigualdade. Definimos o conjunto viagelc R" como o conjunto dos pontosque
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satisfazem as restricdes, isto €,

Q={x|c(x)=0,ieé&; c¢((x)<0,ic.s}. (2.9)

Assim, reescrevemos o probleria]2.8) na forma compacta

minimizar f(x).
NS (2.10)

Definicdo 7 Seja x um ponto @vel. O conjunto ativo () & a unéo do conjuntos” com 0s
indices das restrites de desigualdade ativas; isp

I(x) = &U{i € .7 | ci(x) =0} (2.11)

Diz-se que uma restricdo de desigualdade de indestaativa em x secj(x) = 0, esta
inativa (com folga) seci(x) < 0 e esta violada sg(x) > 0.

Definicdo 8 Um conjunto G- R" & umconese e somente se para tode £ e para todo\ > 0,

AxeC.

Definicdo 9 (Cone de dire@es vaveis) Dizemos que & R" & uma dire@o viavel em relagéo
ao conjunta no pontox € Q, quando d “penetra” no conjunt®?, isto €, quando existe > 0
tal que

Xx+tdeQ Wte|0,¢].

Denotamos pofég(X) 0 conjunto de todas as dirées vaveis em rela@o ao conjuntaQ no
pontox € Q.

Definicdo 10 (Cone de diredes vaveis linearizadas) Considerando as restries do problema
(Z3), defini-se o cone de dirggs vaveis linearizadas eme Q por:

Yo(X) ={deR"|0c(X)"d=0,i € &, 0c(X)Td <0,i € I(X)\ &}.

Geometricamente, uma direc8os 7o (X) se e somente s é

tangente a todas as restricoes de igualdade (forma uaoicadg 90 \& Oca(x)
graus com os gradientes das restricdes de igualdadeyl dageum | d, L— do
angulo obtuso com os gradientes das restricoes de @dédagleati- [

vas Na figura ao ladoy (x) &€ composto pelas direcdds e dp, e /2 0c2(x)

¢ (X) € composto apenas pela diregho
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Para apresentarmos as condicOes de otimalidade paralemaorestrito, isto &, quand®
é definido através de funcdes, temos que defiooree tangente

Definicao 11 Dado um conjunt@® C R" e um vetox € Q, uma dire@o d & ditatangentea Q
emx se ou d= 0 ou existe uma sé@ncia{x<} c Q tal que ¥ # x paratodo k e

- XK —X d
— — .
T xe=x] (]

O conjunto de todas dir@gs tangentes d@ emx € chamado deone tangentde Q emx, eé
denotado porZq(X).

Em outras palavras, ské uma direcao que “penetra” ou tangerRia partir dex, dizemos
qued é tangente. Em razao disso,

ta(X) C Ta(X) C 7a(X).

2.3 Condiges de otimalidade para problemas com restriges

Pode-se reescrever a condicao necessaria de primdeanguara o problem&{ZI110) em
funcao das dire¢cdes tangentes.

Teorema 5 (Condi¢o Necesaria de Primeira Ordem — direcdes tangentegSeYe Qéum
minimizador local do problem&{Z110), é&ut para qualquer dirego d tangente & emx,

Of(x)"d > 0.

O Teoremdl nos diz que uma dire¢ao tangente nao pode sedivegao de descida. Ou
ainda, sex € um minimizador local, entao a intersec¢ao do conedatggenx com o cone de
direcdes de descida ext vazia.

Outra abordagem interessante deste resultado é feitésitia relacao entre os cones tan-
gente, polar e normal. Estes, por sua vez, determinam ag&ande qualificagao para enunciar
o teorema de KKT na forma conica.

20utra formulag&o das condicdes de otimalidade é aptada erilzmailov € Soloddv (2005), em que se define
0 cone de Bouligand.
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2.3.1 Teorema de Karush - Kuhn - Tucker na forma ©nica

Defini¢cao 12 (Convexidad£ Um conjuntoQ C R" & chamadoconjunto convexcse para
quaisquerx Q,ye Qea € [0,1], tem-se

ax+(1—a)ye Q.

O pontoax+ (1— a)y, em quex € [0,1], & denominado @ombinacdo convexde x e y com

parametroa.
Definicio 13 Dados ®, X2,..., xP pertencentes &", x € R" & uma combinaip convexa de
xL, x2,..., xP se, e somente se, pode-se escrever

p . p
x=Y AxX,comAi>0,i=1...,pe Y A=1
2 2

Definicdo 14 Envoliria convexa de um conjunf@ C R" & o menor conjunto convexo que o
coném, denotado poronvQ.

A envoltoria convexa d@ € o conjunto de todas as combinac¢des convexas de ponfds de

conv():{i)\ixi lpeN, X eQ, Ael0,1,i=1...,p i)\izl}.
= =

Teorema 6 (Teorema de Caratkodory) Seja xe R" uma combina&o convexa de pontos do
conjuntoQ C R". Ento existem'xc Q eAi e R, i =1,...,n+1, tais que

n+1 n+1
X:Z)\ix' e Z)\izl.
i=1 i=1

Definicao 15 A envolbria cf)niczH de um conjunt@® C R" & o menor cone convexo que camt
Q.

Em outras palavras, a envoltoria conica pode ser vistaaoonjunto de todas asmbinades
conicasde pontos de€),

P .
cone(Q):{_Z)\ix' |peN, X €Q, A zo,izl,...,p}.
i=

Alem disso, s&€ é compacto, a envoltoria conica & um cone fechado.

3Neste texto, a teoria de convexidade serve de base para uromeetendimento das propriedades a seguir,
além disso, auxilia nas demonstracdes dos teoremapdeag@o do proximo capitulo. Esta teoria pode ser encon
trada enfi_Izmailov e Solodblz (2005), entre outros.

4izmailov e SolodoM(2005), denomina este conjuntofpoho ®nica
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Definicao 16 Dizemos que um cone & R" tem um amero finito de geradores quandoé&a
envolbria conica de um fimero finito de pontos eRY", ou seja, se existemepN eV € R", i =
1,...,p, taisque

K =cong{V,i=1,...,p}).

Lema 3 Qualquer cone que tem unimero finito de geradores convexo e fechado.

Definicdo 17 Dado um cone & R", o cone polade C, denotado por (€), é

P(C)={veR"|vIx<0, ¥xeC}.

Figura 2.2:0 cone polalP(C) & convexo e fechado para qualquer cGne

Lema 4 Dado um cone € R", as seguintes afirmées §0 verdadeiras.

1. P(C) & convexo e fechado;

2. P(C) = P(C), em queC denota o fecho do conjunto C.
Lema 5 (Lema de Farkas para cones)Seja CC R" um cone fechado e convexo. &mnt
P(P(C)) =C.

Definicao 18 SejamQ c R" um conjunto convexoxe Q. O cone normal (cone de dirgées
normais) no pontx em relago ao conjuntd & dado por

No(X) ={deR" | (d,x—Xx) <0Vxe Q}.

A convexidade imposta no conjuri na definicao deone normalimplica que as restricoes
de igualdade do conjunf@ sao lineares. Como este & 0 caso que nos interessa nési@ A
exigéncia nos garante a condicao de qualificacao defediante.

A condigao de qualifica@o

Lema 6 Suponha que é solu@o de [Z.ID). Erito 6o (X) = P(Aa(X)).
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O lema[®) afirma que toda dire¢ao viavel €a partir dex faz (%)

angulo obtuso comlci(x), i € .#(X). Mas a reciproca nem sempre
é verdadeira; ha exemplos de dire¢des que nao saeisia fazem

%a(X)
angulo reto com gradientes. Neste texto vamos fazer adspae

que isto nao ocorre.

Sejax solucao 6tima dd{2.10). Dizemos que o problema satisfaz
a condicao de qualificacao se

%a(x) = P(Aa(X)), (2.12)
isto &, a aderéncia do cone de direcao viaveis coiremde o polar do cone normal.

E importante ressaltar que ao utilizar a condicao de ficed&o, devemos antes caracterizar
0 cone tangente para o problerla2.8) em um partoQ. Vimos que 0 cone/q(X) tem
uma descricao algébrica simples, enquanto o cone téan@ede caracterizacao dificil. Sob
condicdes bastantes simples os dois cones coincideirs esadi¢cOes serao apresentadas na

proxima seccao.
Pelas definicdes, sabemos qég(x) = P(.4a(X)) e impondo a
condicaogg, (X) = ¥q(X) na equacad(212), temos que

“a(X) = Ja(X) = Ya(X) = P(Aa(X)).

Teorema 7 SejamQ um conjunto convexoec Q. Ento

P(Za(X) = P(#a(X) = P(condQ X)) = Ao (X).

Teorema 8 Considere o problemd(Z.]10) e suponha qué solu@o 6tima satisfazendo a
condigo de qualificago. Enfo,
—0f(X) € Aa(X).

Dem. Com as hipoteses do teorema e pelo Teoréina (5), temosqfiéx) € P(7q(x)). Pela
condicao de qualificacao, segue que,
—0f(x) € P(P(1a(X))-

Sabemos quetq(X) € um cone fechado e convexo, em razao disso, segue do leRaldes
que
Aa(X) = P(P(Aa(X)))-
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2.3.2 Teorema de Karush - Kuhn - Tucker na forma algbrica

Considerex um minimizador do problem#&(2.8), satisfazendo a corddg qualificacao.
Para enunciar o teorema de KKT em forma algébrica, bastartorasone normal da seguinte
forma:

Aa(X) = P(Ya(X)).
Assim, do Teoremd8), segue que

—0f(x) = Z Ajdcj(X) + Z Aillci(x), A >0,
jeE i€y

ou seja—0f(X) = Z Ailci(x), em queh; > 0 sei € 7.

iel(x)
m
Note que podemos substituir o somatorio solise por Z Ai0ci(x), em queA; > 0.
i=p+1

Basta fazed; = O parai ¢ 1(x), assim, garantimos que
Aici(x) =0, i=1....m
e consequentemente,

m
—0f(x) = Zl/\iDci(i), em quei; > 0, sei > p.
i=

Juntando as condi¢des de viabilidade e otimalidade dolgma [Z8), chegamos ao teo-
rema de Karush - Kuhn - Tucker.

Teorema 9 (Condi@es Neceswias de Otimalidade de KKT) Suponha que& & minimizador
local do problemal(Z]8) e que a condiz de qualificago é satisfeita. Er#o existem escalares
A1,A2,..., Am tais que

Df(@fi/ﬂﬂq(@ =0 (2.13)
T o®@ <o (2.14)

Ce(x) = 0 (2.15)

)Ti > 0 paraie . (2.16)

)T.ci(i) =0 paraic &U.¥ (2.17)

Os escalaregl, . ,)Tm sao chamados ddultiplicadores de LagrangeOs multiplicadores
de Lagrange tém informagdes importantes sobre asg@sti
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As condi¢des[(Z13) £{Z117) sao denominactasdi@es de Karush-Kuhn-Tuckesu con-
dicdes de KKTNote que a condicao de complementariedadel(2.17), comas\anteriormente,
implica que os multiplicadores de Lagrange correspongergeestricdes inativas sejam nulos.

Definicao 19 (Condig@o de complementariedade)Dada uma solu@o local X do problema

Z3) e um veton\ satisfazendo o Teorenfa 9, dizemos que a c@odde complementarie-
dade [ZII'E estrita, se exatamente um qu,$ G(X) & zero para cadéndice i€ .#. Em outras

palavras, temos quiq > 0 para cada ic .# Nl (X).

Muitos métodos procuram pontos e multiplicadores quesfegm as equacdes de KKT
Z13)-[2.1V). Entretanto, isto nao garante que o pontomnado seja um minimizador local.
Os pontos que satisfazem as equacgdes sao conhecidogpooios estacicarios.

Teorema 10 (Condi@es Suficientes de Segunda Ordem de KKTHejax € Q um ponto es-
taciorario do problemal(ZI8) & € R™um vetor de multiplicadores de Lagrange associados a
x satisfazendo as equiaes de KKTIZA3):(Z.16). Se

m _
d’ (szoa + Zm%@) d>0, (2.18)
i=
para todo de R", ndo nulo, tal que
OG(x)Td=0,  Viel(x), comA >0,
enfio x € um minimizador local estrito para o problenia{2.8).

Para enunciar as condi¢cdes de otimalidade de um problenRrajramacao Linear, na
secad ZJ5, é conveniente escrever as condigdes Aeiesssm termos daingdo Lagrangeanp
e além disso, apresentar condi¢cdes de otimalidade paloéemas convexos.

Definicdo 20 A fungo Lagrangeano associada ao problefialZ&jada por? : R™M — R,
m
Z(6A) =100+ 3 A(x) (2.19)
i=

em que ne a cardinalidade do conjunt& U.#. Alem disso, x R" e A € R™ & o vetor dos
multiplicadores de Lagrange.

A primeira equacao das condi¢cdes de KKT(2.13) pode saita como

Ox-Z(x,A) = 0Of(x) +.i)\iDq (x) =0.
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A matriz Hessiana da funcao Lagrangeano em relagé® @ada por:
m
2.2 (x,A) = 02 (x) + Zi)\iDZCi (x),

i=

ou seja, pode-se reescreMer(2.18) na forma:
d"02,.2(xA)d > 0.

Definicao 21 SeQ ¢ R" & um conjunto convexo, diz-se que a im¢ : Q — R & convexa em
Q quando para quaisquer& Q, y€ Q, ea € [0,1], tem-se

flax+(1—a)y) <af(x)+(1—a)f(y).

Teorema 11 (Condi@es neceswias e suficientes para otimiza&o convexa) SejamQ c R"
um conjunto convexo e:fD — R uma fun@o convexa e diferen@vel no conjunto aberto D
que conémQ.

Entiox &€ um minimizador de f eM se, e somente se,
Of(X)T(x—x) >0, VxeQ, (2.20)
ou, equivalentemente,

Of(x)T(x—X) >0, ¥YxeQ. (2.21)

Na sec¢ao seguinte, serao mostradas as condicoesysaos gnultiplicadores de Lagrange
existam, isto &, as condi¢Oes de qualificacao dasgéss.

2.4 Condigdes de Qualifica@o

As condicoes de qualificacao sao condicdes “sinigjes garantem que o cone de direcdes
viaveis linearizada¥” seja idéntico ao cone tangenfe num mesmo ponte viavel.

Definicao 22 (Condig@o de Qualificago de Mangasarian-Fromovitz — MFCQ) Dado um ponto
viavelx e o conjunto ativo(X) definido em[[Z1), dizemos que a coddigle qualificago de
Mangasarian-Fromovitz (MFCQ® satisfeita se existe um vetoedR" tal que

Oc(x)'d<0, Viel(Xn.7,
Oc(x)'d=0, Vied,



O Problema de Otimizacé&o 19

e o conjunto de gradientes das restiés de igualdadélici(X), i € &} & Linearmente Indepen-
dente.

Teorema 12 Se a condigo de qualificago de Mangasarian-Fromovi&satisfeita enx, enfio
Ya(X) = Ja(X).

Segundo as condi¢Oes de qualificacao de Mangasar@anewitz, existem multiplicadores
de Lagrange para o probleniaf2.8) em um poatvinimizador local se houver uma direcao
que “penetra estritamente” no cone da dire¢des viaweidneira ordem e a matriz Jacobiana
das restricOes de igualdade tiver posto completo.

Proposigao 1 (Condigo dual de Mangasarian-Fromovitz) Sejax € Q, em queQ € dado por
(Z3). O pontox satisfaz a cond#&o de regularidade de Mangasarian-Fromovitzl(22) se, e
somente se, 0 seguinte sistema naaaiA € RI'¥)|

0= Z Aillci(X), A >0, (ie 7 |c(x)=0), (2.22)
iel(x)

tem unicamente a solég nula.

Outra condicao de qualificagdo que garante a igualdatie es cones tangentes e o cone
das direcOes viaveis de primeira ordem & a condicaadkpendéncia linear (LICQ, do inglés
Linear Independence Contraint Qualificatjon

Definicao 23 (Condi@o de Indepen@ncia linear — LICQ) Dadosx e o conjunto ativo (IX)
definido por[[(Z1l1), dizemos géesatisfeita a condéo de qualificado de indeperghcia linear
se o conjuntd Oci(X), i € 1(X)} & Linearmente Independente(LI).

Teorema 13 Se a LICQé satisfeita enx € Q, enfio a condi§o de Mangasarian-Fromovitz
tamkemeé satisfeita enx.

Dada uma solucaodo problema{Z]8), podem existir muitos vetolesis gue as condicdes
de KKT sejam satisfeitas. No entanto, se a condi¢ao LIGQtisfeita o vetor dos multiplica-
dores de Lagrange & Unico.

As condic¢Oes de qualificacao vao garantir que existestipicadores de Lagrange para as
condicdes de otimalidade de KKT. Vale novamente lembu&r &g condicdes necessarias nao
dao garantia de que um ponto seja um minimizador local ppraldemal(ZB). Mas se o ponto
€ um minimizador local, este deve satisfazer as condiggeessarias.

5|V| representa a cardinalidade do conjuvito
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Definicao 24 (Condi@o de Slater) Considere o problem&(d.8), em que as resieig de igual-
dade &0 fun@es afins e as restidgs de desigualdadés fun@es convexas. Dizemos que a
condi@o de Slateg satisfeita se existec R" tal que

G(x) <0, Vies,
G(x)=0, Vied.

Lema 7 Seja f convexa definida no problerha(2.10), em@uatisfaz as hipteses da condép
de Slater. S& & um minimizador local el2, enfio x € um minimizador global ef.

No caso de um problema de programacao convexa, como wdieorem&l1, as condicdes
de otimalidade de KKT tornam-se suficientes. Com efeitagrdimiex € um ponto estacionario
que satisfaz a condicao de Slater, implica g@éeuma solugao do problema convexo.

2.5 Condiges de otimalidade para problemas de Programa@p
Linear

Relembramos que chamamos de um problema de programag@s iim problema de
otimizacao, em que a funcao objetivo € linear e o cagwavel € um poliedro (ou seja, con-
junto de solucdes de um sistema de equacdes e ineggiigdares). Considere o problema de
programacao linear:

minimizar ¢’ x (2.23)
sujeitoa Ax=D,

x> 0.
em queAmxn, b € R™ c e R", sendom < n. Esse formato & bastante geral, uma vez que
restricdes de desigualdade podem ser reduzidas a igiesldam a introducao de variaveis de
folga. Em particular tal problema €& convexo. Logo, todaigab local & global. Mais ainda,
todo ponto estacionario & uma solucao.

As condi¢des de otimalidade do problenha{P.23) podem b#adas a partir da teoria
vista anteriormente na sec@gl2.3, considerando aperamédigdes de KKT de primeira or-
dem, pois a convexidade do problema garante que estas, 0eadiejam suficientes para um
minimo global. Além disso, aplicando o Teoreltha 7, a cgimlte qualificagao do problema de
programacao linear é satisfeita trivialmente.

Os multiplicadores de Lagrange para o problemaT{2.23) peesantados através de dois
vetoresyes, em quey € R™é o vetor dos multiplicadores para as restricdes dedigua@Ax = b,
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enquantcs € R" &€ o vetor dos multiplicadores das restricdes <0, i = 1,...,n. Usando a
definicao [ZD), podemos escrever a funcao lagrangessuriedo ao problem@(2123) como

Z(xy,s) =c'x—y" (Ax—b) —s"x. (2.24)

Aplicando o Teorema de KKTI9), as condi¢cdes de primeideor para que& seja solucao
do problemal(2.23) sao de que existam os vetpestais que

Aly+s=c, (2.25)
Ax=D, (2.26)
x>0, 2.27)

(
s> 0, (2.28)
xs=0, i=12...,n (2.29)

A nao negatividade das variaveis s, condi¢cdes(Z.27) €{Z.P8), implica que a condi¢ao de
complementariedadE{2]29) seja escrita de forma equiegtemx’ s = 0.

Seja &, y, S) um vetor que satisfaca as condi¢des de otimalidad&)2 £229). Combi-
nando as equacods (A.2%), (2.2d) e (2.29), temos que

c'X=(ATy+§) x= (A)Ty=b'y. (2.30)
As equacdes acima nos conduzem a teoria de dualidadeyeformulamos dois proble-

mas de otimizagao intimamente ligados pelas condi¢géd€KT, apresentado pelo Teorema 14
da proxima segao.

2.6 O problema dual

Considere os seguintes problemas de programacao linear:

(P) minimizar c'x e (D) maximizar b'y
sujeitoa Ax=b, sujeitoa ATy+s=c,
x> 0. s> 0,

emquecce R", be RM™ Ac R™Mesec R".

Chamamos o problema (P) de problema primal, por outro lagloomiinamos o problema
(D) como sendo o problema dual associado ao problema (s Hsts problemas estao forte-
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mente relacionados, como veremos nos resultados seguintes

Podemos reformular o problema (D) como

minimizar —b'y, (2.31)
sujeitoa ATy+s=c,
s> 0.

A funcao lagrangeano associada ao probldmal(2.31) &

Z(xsy)=—bTy+x (Aly+s—c).

Observe que as condi¢des de KKT do problema linear (PYZ@38), ou [Z3I1) sao dadas
por:
Aly+s=c,
Ax=D,
x>0, (2.32)
s>0,
xs=0 i=212...,n

Teorema 14 As condi@es de KKT &o satisfeitas para € R", y € R™, ese R" se e somente
se

1. x & solu@o 6tima do problema (P);
2. (y,S) € solu@o 6tima do problema (D).

Dem. Aplicando as condicdes de otimalidade a (P) com multplaresy € R™ associados as
restricoes de igualdadese= R" associados as restricdes de desigualdades 0, obtém-se
imediatamente as condicdes de KKT(2.32).

Aplicando as condi¢cdes de otimalidade ao problema:

(D) minimizar —b'y, (2.33)
sujeitoa ATy<c,

com multiplicadorex € R", obtém-se
—b+Ax=0

x>0, (2.34)
(ATy—c)ix =0, i=12,...,n
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Fazendos = c— Ay, vemos que essas condi¢des coincidem com as condiedk&d

(232), e(D) coincide com (D), completando a demonstragao. [

Retomando as equacd€s (2.30), temos que as funcodsolojes problemas (P) e (D),
possuem 0 mesmo valor nas solucdes que satisfazem ags@esdie KKT. A seguir sao apre-
sentados outros resultados importantes relacionadoslidalde.

Lema 8 Se xé um ponto \Avel para o problema primal e (y,&)viavel para o problema dual,
enéo
A=c'x—b'y=x"s>0. (2.35)

Dem. Suponha que as condi¢des de viabilidade sao satisfmtasc R", yc R ese R".
Entao,
A=c'x—b'y = c'x—(Ax)Ty
c'x—xTATy
= x'(c-Aly)
= x's>0, (poisx>0,s>0).

O valorA = c"x—b"y & chamado de “salto de dualidade” ou “gap de dualidade”.

O Lema® é conhecido como “dualidade fraca”: o salto &€ sempo negativo para quais-

querx,y, sviaveis.

Teorema 15 (“Dualidade forte”) Considere o problema primal (P) e o problema dual (D).
Uma das seguintes asségsé verdadeira:

e (P)e (D) €0 inviaveia;

e (P)éilimitado e (D)é inviavel,

e (P)éinviavel e (D)é ilimitado;

¢ (P) e (D) €10 viaveis, suas sol@gsotimas tem o mesmo valor’(c= b'y). Quaisquer

solu@esobtimasy, y, s satisfazem (KKT).

Ha uma grande classe de algoritmos, os métodos de tiajegmtral, que trabalham simul-
taneamente com variaveis primais duais. Nesses algaitada iteracdo encontree s tais

6Dizemos que um problema & inviavel quando seu conjueeVié vazio.
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quex,s> 0, ATy+s=c, Ax=b, mas nao se satisfaz s= 0 (pois entdo teriamos solucdes
otimas). Faz-se o seguinte: para um namers 0, procura-se obtets =~ u, i =1,....n. E
facil ver que entao

A=x"s>~npu,

fazendou — 0, obtém-sex' s— 0, o salto de dualidade tende a zero.

Por outro enfoque o algoritmo Simplex & um algoritmo prinmairque trabalha com as
variaveisx € R", mas cada iteracao opera construindo uma solucao\der@mos que a solucao
dual s construida a cada iteracao nao é viavel (a nao serdguermina a busca — critério de

parada), pois; < 0 para algum € {1,...,n}.

Por fim, analisando as condi¢des de KIKT{2.32) concluiques

- 0 algoritmo de trajetoria central opera com KKT sem a cg@olk” s = 0;

- 0 algoritmo Simplex opera com KKT sem a condigas 0.

Por tais razoes, o problema dual possui fundamental irapoid neste texto, de fato reto-
mamos a relacao primal-dual no estudo do algoritmo Sixpdecapitulo 4.
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3 Poliedro

O fasdnio de materaticos e fibsofos pelos poliedros vem de longa data, destacando-se
significativamente o trabalho de Euclides, naéGia Antiga. Para alguns, sua obra “Os Ele-
mentos”, em 13 volumes, teria o estudo dos poliedros comivagab principal.

O prazer esttico que os poliedros proporcionam veraonso-
mente de sua visualizag mas tamém de simples e surpreendent

teoremas descobertos @po Renascimerﬂo Destaca-se 0 Teorem
de Euler, afirmando que a soma domero de @rtices com o amero
de faces excede em duas unidadesimero de arestas, bastando
hipotese de que o poliedro seja equivalente, no sentido oy,
a uma esfera (intuitivamente, significa que podemos “inthapbli-
edro aé que ele se torne uma esfera). Para poliedros convexos
a Formula de Descartes, garantindo que a soma das @sftas agu arésdos \ertices &
sempre igual a # (COLLI} 2003).

“Porque Poliedro?” Poderiamos responder esta pergunta simplesmente reledaba for-
mulac¢ao[(ZR) do problema de otimizacao, que nos apt@seconjunto viave2 como sendo
convexo e fechado, em geral poliédrico. Mesmo com esteffidmnos é claro o porqué desta
estrutura. Desse modo, este capitulo tem como objetiymneler tal questao, conceituando,
ou melhor, estruturando o problema de otimizacao a sedaldlo nos proximos capitulos.

3.1 Definicao de poliedro

Para estudarmos os poliedros deveriamos atg®sir o conceito de poliedro. Surpreen-
dentemente, esta nao &€ uma questao tao simples quastepMuitas definicbes podem ser
adotadas, cada uma englobando uma certa classe de objgtoeda delas sao simplesmente

lEmbora nao pareca, até o presente ha pesquisa sendosfdite poliedros e politopos, que s&o sua
generalizagao para dimensdes mais altas e para geasnadio euclidianas, como hiperbolicas e a esférica.

2A deficiéncia angular de um vértice & o quanto falta pararaasdos angulos de faces incidentes naquele
vértice atingir 2t.
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mais restritivas do que outras). Deve pesar na escolha deg@efio que se pretende fazer com
ela, ou que objeto se deseja incluir ou excluir da defini€aw estas razoes, inicialmente apre-
sentaremos conceitos que nos ajudarao a definir e congtiligdros e além disso, sustentar
resultados importantes como por exemplo o teorema da $&oagssuas consequéncias.

Definicdo 25 (Subspacgo gerado por um conjuntoDado um conjuntd® C R", o subespacgo
gerado porQ & o menor subespacgo que cemQ.

Denotamos tal conjunto por kh Sabemos que Ifd € o conjunto de todos os vetores que
podem ser obtidos como combinacoes lineares de pontQs de

IinQ:{i)\ixi IpeN, X €Q, A eR, i:1,...,p}.
i=

Estamos tomando todas as combinacdes de elemenfbpdg, comp=1,2,.... Mas, da
algebra linear, sabemos que & suficiente escolher vdineasmente independentes, portanto
bastatomap=1,...,n, ou equivalentement@,= n.

IinQ:{i)\ixi X eQ, )\ieR,izl,...,n}
i=

Figura 3.1:linQ de dimenso 2 gerado pelos conjur@som dimensdes 1 e 2.

Definicdo 26 (Subespaco afim)JUm subespaco afim eRi' & um conjunto definido por um sis-
tema de equdies Ax=b, em que & R™" e be R™,

Definicdo 27 (Envolbria Afim) A envolbria afim de um conjunt@ € R" & o menor subespaco
afim que corgmQ. Denotamos por af®.

P p
Lema 9 Dado Q C R", affQ = {x = Zl)\ix' | X € Q, A € R, Z)\i = 1}. Basta tomar
i= i=

combinages com p< n+ 1 (ou equivale_ntemente,:p n+1).
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Dem. Considere o conjunt® c R" e seja € Q um ponto arbitrario. Suponha que a envoltoria
afim deQ & dada poAx = b. Note queAxX’ = b, em razao dissd\(x— x°) = 0 se e somente se
Ax=b. O menor subespaco tal que, para tadoQ e x— x° pertencente ao nicleo de2

lin(Q — (X°)) = {i\)\i(xi—xo) X €Q, A eR, i:1,...,n}.

Portantox € affQ se e somente se-x0 = 1 Ai(X —x°), comx € Q, A cR,i=1,....n

Equivalentemente,

0 (e 3\ 0, © s L -
X=X — (i;)\i>x +i;/\ix, ou X= i;)\ix, COmAg = 1—i;)\i,
ou finalmente,

X= ii)\ixi, com ii)\i =1,

completando a demonstracao. [ |

dimensao 1
dimensao 2

Figura 3.2:affQ de dimensdes 1 e 2.

Definicdo 28 A dimen&o de um conjunt® C R" & a dimen&o de sua envditia afim.

SeaffQ & definido porAx = b, a dimensao d€ & a dimensao do nicleo de igual a
n—postdA).

Definicao 29 (Interior Relativo) Dado um conjuntd C R", um ponto xc R" pertence ao
interior relativo deQ se e somente se existe uma vizinhanca V de x tal quaiQ C Q.

O interior relativo, denotado por rel @t &€ o que intuitivamente se considera como o inte-
rior de um conjunto de dimensao menor imersoRmA importancia da definica@{R9) vem do
fato que uma grande classe de algoritmos encontra a caaigéitenm ponto viavel, percorrendo
uma trajetoria no interior relativo do conjunto viage|

Definicao 30 (Hiperplano) Um hiperplano enR" &€ uma variedade linear de dimeisn— 1.
E caracterizado pela equég p'x = 8, em quep € R" & a normaldo hiperplano & € R.
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Nesse texto, por abuso de linguagem, o hiperplano & demgqad
p'x=20.

Definicio 31 (Semi-espacosYm hiperplanop"x = o divide oR" em um
semi-espaco fechagn' x < & e um semi-espaco abend x > .

Definicdo 32 (Poliedro) Um conjunto PC R" & um poliedro se e somente se pode ser repre-
sentado como uma interséagfinita de semi-espacgos fechados.

Definicao 33 (Politopo) Um politopoé a envolbria convexa de um conjunto finito de pontos

emR".

Teorema 16 Um conjunto PC R" & um politopo se e somente&sam poliedro limitado.

P1
P2

Figura 3.3:Representacao de um politopo e um poliedro limitado.

Ao escolhermos as defini¢des de poliedrd (32) e politb@) @mudanca de representacao
de uma definicao para a outra € dificil e ndo sera edaydgaor essa razao, nao apresentaremos
a demonstracao do Teoreimd 16. Na Figlrd (3.3) € aprekenta poligono definido de duas
formas diferentes, uma através de envoltoria convexdra através de semi-espagos.

Um poliedroP é representado por um sistema de desigualdades definidssmibespacos
pIx< &, i=1....,m ouseja,
P={xeR"|p'x< g, i=1,...,m}.

Construindo a matriA" = [p1 0 ... Pmjnxm, O poliedro & descrito por

a
Ax< b, em queb =

Om
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3.2 Teorema da Separago

Primeiramente, apresentaremos uma propriedade basicanflentos convexos que sera
necessaria na demonstracao do teorema da separa;éasulados de convexidade e os lemas
preliminares ao teorema da separacao, aqui apresentemserao demonstrados, mas suas
demonstracdes sao encontradas em Izmailov e Solbdo%)20

Lema 10 SejamQ1, Q, conjuntos convexos d®" e a soma de conjuntos definida por:
Q1+Qy = {xeR"| x=w'+w?, w'eQew?cQ,}.
Entio Q4 + Q, & convexo.

Definicio 34 Considere um conjunt@ ¢ R" e um pontx e R". O hiperplanop™x= & separa
x deQ se e somente g€ x> § e Q esh contido no semi-espag x < &.

Figura 3.4:Hiperplano separad@’x = o.

Definicao 35 (Hiperplano Suporte) Se o hiperplano separador “toca” ef, istoé, sep’ x =
d para algum xc 9Q, entiop' x = & &€ um suporteleQ.

Lema 11 (Lema de Minkowski) SejaQ C R" um conjunto convexoao vazio. Se& nao per-
tence ao fecho d@, enfio existenp € R"\ {0} e d € R tais que

p'xX=05, p'ly<d WyeQ,
isto &, existe um hiperplano” x = é que separa deQ.

Note que o hiperplan@’x = &, nao pode ser um suporte & pois

o hiperplano separador esta contido no interior do conjifit\ Q, isto &,
p'x= & ndo “toca” emQ.

X
/ Lema 12 SejaQ c R" um conjunto convexo €io vazio. S& € 0Q, en&io

existemp € R"\ {0} e d € R tais que

p'xX=0, ply<d WeQ.
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Por qualquex € 0Q, Q convexo, passa pelo menos um hiperplano su-
porte. O conjunto convex@Q & a interseccao de todos 0s semi-espacos
definidos por esses suportes(sé fechado.

x|

Teorema 17 (Teorema da Separap) SejamQ; ¢ R"eQ,  R" conjun-
tos convexosdo vazios tais qu@; N Q, = 0. Enfo existenp € R"\ {0} e d € R tais que

p'xt<d<p™® W e, v e Qy,

ou, equivalentemente, existe um hiperplala = 6 que separd); de Q,.

Dem. DefinaQ := Q1 — Q,. Pelo Lem&I0Q &€ convexo, além disso, coniy N Q, = 0, segue
que 0¢ Q. Assim O< int(R"\ Q) ou 0€ 0Q.

Para separar 0 do conjund, no primeiro caso, em que 0 nao pertence ao fech@de
usamos o Lem@11, em gue- 0 e portantad = 0. Ja no segundo caso utilizamos o Ldmia 12.

Dos lemas, concluimos que exigtee R™\ {0} tal quep™x< & Vx € Q. Sejax= 0, logo
0= p'X= 0 e portanto,
pTx<0 VxeQ,

i.e.,p’ (xt —x?) < 0 para todos! € Q1, x? € Q,. Ou ainda,

pTxt<p™x® wxteQi, Ve Q. (3.1)

Em particular, a funcag : x e R" — pTx € R, & limitada inferiormente erf, e limitada
superiormente er®. Ainda, da equacag(3.1) obtemos que

Bo= inf p'x?> supp'x!=p.
x2eQy xleQ,

Definindod = % temos que para todod € Q1, X2 € Q
p'xt< supp ™t =B1<d<Bo= inf pTx2<p¥
xleQ, X2eQy

Para garantir a separagao estrita, sao necessari@edep adicionais. Além disso, a de-
monstracao citada em Izmailov e Solodov (2005) utilizal@ados da projecao de um ponto em

um conjunto, 0s quais nao sao mencionados neste texto.
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Teorema 18 (Teorema da Separdip Estrita) SejamQ; C R" e Q, ¢ R" conjuntos convexos,
fechados e &o vazios. Suponha que um deles tamtseja limitado. Edo Q; N Q, =0 se, e
somente se, existeme R"\ {0} e d € R tais que

p'xt<d<p™® WeQ, W e Q.

A importancia dos suportes em otimizagao fica clara naiség teorema. Considere o
problema:

(P)  minimizar pTx
xeQ

em queQ C R" & convexo e fechado.

Teorema 19 Sejaﬁ o0 conjunto de solugeso6timas de (P). O hiperplanep™x = & & um su-
porte deQ se e somente Qe intersecéo deQ com o hiperplano.

Dem. A demonstracao & consequéncia direta das definigBesio—p'x = & € suporte de
Q se e somente se existeeQ, tal que—p' X = & e para todox € Q temos que-pTx < 5.
Concluimos que(vxe Q) p'x>pTx. [ |

3.3 Faces de um poliedro

Definicao 36 Considere o poliedro - R". Um conjunto FC P & uma face de P se, e somente
seF=0ouF=PouF=PnNS, emque  um suporte de P.

A figura ao lado exibe uma face de dimensao dois, que regeesen
proprio poliedroP, aléem de quatro faces F de dimensao 1 e quatro face

de dimensao zero.
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3.3.1 Nomenclatura

Se um poliedro tem dimensap através da dimensao, podemos nomear suas faces da se-
guinte forma:

1) Faces improprias : todo o poliedro e o conjunto vazio;
dimensao 0

2) Faces proprias : faces com dimensab Q.,q—1;

dimengag dimensao 2
3) Faceta : face de dimensge- 1,
4) Veértice : face de dimensao zero; 4

5) Aresta : face de dimensao 1.

Desta forma, o poliedro pode ser decomposto em um conjunto de

faces abertas de dimens@om—1,m—-2,...,1,0.

//iz/ 7
. ) i S i ini
//% | Definicao 37 Seja F uma face. Definimos a face aberta de F, denotada

o
por F, como sendo o interior relativo de F.

Na figura acima, apresentamos um poligono decomposto esrfaees, e cada face com
seu interior relativo.

E importante ressaltar algumas propriedades dos poliedtoprimeira delas, & que a
interseccao de duas faces de dimeng@duma face de dimensap< p, alem desse fato, a

fronteira relativade uma face & composta de faces de dimensao menor.

Os conceitos, até aqui formulados, mostram sua impadeaacrelacionarmos os poliedros
ao problema de otimizagao.

Considere o problema de programacao linear,

minimizar c'x, (3.2)
xeP

em que P & um poliedro.

O conjunto solucao do problenfa{B.2) &€ uma face do paiPddenominada &acebtima
Portanto, do Teoreniall9, concluimos que a face 6timacestéda em um hiperplano suporte
do poliedroP.

Neste momento, ja sabemos caracterizar o conjunto 6tonrablema de programacao
linear como sendo uma face do poliedro. Em razao disso, i#géseemos todas as faces,
através de tentativas poderiamos solucionar o probleras,isso & muito dispendioso. Assim
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precisamos representar os poliedros de forma coerenteppdeamos encontrar, ou melhor,
solucionar o problema de programacao linear com tésmis eficientes.

3.4 Representages de poliedros

Existem trés maneiras usuais para representar polieglpsie-se sempre passar de uma
representacao a outra. Elas sao:

1. Desigualdades — Formato Dual,

2. Desigualdades com variaveis nao negativas — Formatorizo;

3. Formato Primal — Formato Padrao.

3.4.1 Desigualdades — Formato Dual

AnxnX<b

O formato dual &€ constituido de um sistema awmrdesigualdades, em que cada desigual-
dade representa um semi-espaco fechado. Assim, por @efincinterseccao desses semi-
espacos delimita o poliedro. Para obter um poliedro lidutasto &, um politopo, deve-se ter
linhas Linearmente Independentes tal que k > n.

vérticeV
Amsxn x| < aresteF /
— ..

Umaface no formato dual, & caracterizada por um conjunto de g&&si ativas (conjunto
ativo). Na figura acima, o poliedi®é representado péx < b, em que

A arestaF & dada poAx < b e p{x = &, com o conjunto ativo igual 41}, isto &, todox
pertencente a facefasatisfaz essas condicdes. Da mesma forma o véfteedado por

Ax<b, pJx= 6, e pjx= 83, com conjunto ativq2,3}.
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Notagdo: Dado um conjuntK C {1,2,...,n}, denotamosx como sendo vetor del/¥|

composto pelas componentes com indicekKeaAx pela matriznx |K| composta pelas colu-
nas com indices ei. DadoJ C {1,2,...,m}, A’ & a matriz]J| x n composta pelas linhas com
indices emy.

Lema 13 Seja P um poliedro, e considereP{x € R" | Ax< b}, em que & (mxn) e be R™.
Entio o conjunto FC P, no vaziog uma face se, e somente se, existe{d,...,m} tal que

F=PNn{xeR"|Alx=by}. (3.3)

Definicao 38 Dado um pontoc e P, em que P= {x € R" | Ax< b, A€ R™"}. O conjunto
ativo emx e JX) = {j | j € {1,...,m}, a[X= bj}, em que & & a j£sima linha de A, &m

disso, a face de dime&s ninima enx & definida por

F(X) = {xe P | A¥x=byg}.

Definicdo 39 Considere Kx) definida por[(3B). O interior relativo de ) & definido pelo
conjunto
relintF (X) = {xe F(X) | af x < by, i ¢ J(X), i € {1,...,m}}.

Lema 14 Seja P um poliedro representado por A,

1. Para qualquer x P, a face F da equap (3.33)é& uma face de dimeés ninima que
coném x, e x relintF(x).

2. Dada qualquer face F e qualquerxelintF, F = F(X).

Definicdo 40 Para cada face FC P, definimos um conjunto ativ@R) igual a J(x) para qual-
quer xe relintF.

Definicdo 41 Sejam P= {xc R" | Ax< b, Ac R™"} e p{ aj-esima linhade A. Uma face €
P & réo degenerada se, e somente se, o conjfipid j € J(F)} é linearmente independente,
ou equivalentemente, se a matri2 possui postdJ(F)|.

Definicdo 42 Um \erticex de um poliedro descrito por Ax b &€ rdo degenerado se, e somente
se, as normais das inequags ativas e sa0 linearmente independentes.
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Teorema 20 (\ertice no formato duaI)B Seja P um poliedro representado poP{x € R" |
Ax< b}, em que A R™" e be R™ Um pontox & \ertice do poliedro P se, e somente se,
satisfaz Ax< b eé alinica solu@o do sistema #¥x = by (x), em que Jx) & o conjunto ativo em
X, com|J(X)| > n.

Note que s& & um vértice nao degenerado temos ()| = n, por outro lado, s& é dege-
nerado, podemos escolhelinhas linearmente independentes. Utilizaremos est@iearzacao
de vértice, na proxima secao, para definir todos osc&srde um politopo.

O formato dual € a melhor forma de representar e definir gialge mas nao sera utilizado
nos algoritmos deste texto. Entretanto, esta abordagemeduada para a construcao de po-
liedros, em que as restricOes de positividade nao shsideradas. Este estudo serve como
motivagao para trabalhos futuros.

3.4.2 Desigualdades com vagiveis rio negativas — Formato Cadnico

E um caso particular do anterior, em que as restrigpes0 sio separadas das demais,
obtendo-se

Ax<Db
x> 0.

Este & o formato mais comum em problemas praticos, erAggeb representa a limitacao
de recursos em algum processo produtixoe0 indica que a producao nao pode ser negativa.

Na seca@ 315 apresentaremos um programa para a causttego-
liedros que utiliza este formato combéfault’, pois o formato candnico
facilita a implementacao e a representacao georaétios poliedros. A
figura ao lado, mostra a representacao geométrica de litopaoP de-

limitado por hiperplanopiTx: d,comi=1,...,3. Assim, podemos
representar algebricamente o poliedro por

Ax<Db
x>0

3A demonstraczo do teorenfa]20) & encontrad& em Chi#&@B]. Ja os demais resultados desta se¢o, sio
apresentados em notas nao publicadas do professor Clo@snzaga. As demonstracdes nao serao feitas, visto
gue resultados similares sao apresentados nas proxag@ess



Poliedro 36

em que a matriA e o vetorb sdo dados por

oL 5
ps | x<|&| e x>0
P %

Um vértice no formato candnico & caracterizado de fornédaga ao formato dual. Isto €,
um pontox é veértice do poliedr® = {x € R" | Ax< b, x> 0} se, e somente sg,& um ponto
viavel,

J(X)| =nexeé alnica solu¢ao do sistemgx = by, com 0 acréscimo ao sistema
das restricbes = 0, caso sejam necessarias.

Deste formato passa-se facilmente ao proximo formato seté utilizado em algoritmos
de otimizagao.

3.4.3 Formato Primal — Formato Padi@ao

O formato primal &€ muito Gtil na implementagao de algods em otimizacao, porém, so
permite a visualizacdo geométrica em casos muito senplé figura, ao lado, define
um poliedroP através dos hiperplangs x = & € pJ x = &, em
que se define o sistema de equagdes pela mfatrizal } = {p}
e o vetor independente= {b;} = {&} parai =1, 2.

pela matrizAn., comm< n, pelo vetor independenbg,..1 € pelas
restricdes de nao negatividade.

Ax=Db
x> 0.

Para passar do formato candnico ao primal basta adici@raveis de folgan1,Xn2,
..., Xnam- A restricdoag;x < by torna-se equivalente @x+ xnj = bj para todoi = 1,....m.
Assim, pode-se representar o sistema de desigualdadsepeiacdes abaixo.

Ax+z=Db [A [ ]x:b
X,z>0 ou x>0
xeR" ze R™M X € RMM,
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Exemplo 1: Considere um poliedro ni*, caracterizado pelas restri¢cdes

pIx>1 (3.4)
PIX< 2 (3.5)
pax=1 (3.6)
X1,X3 >0 (3.7)
X <0 (3.8)

Xa, irrestrita (3.9)

Note que este poliedro apresenta restricbes de desggleggldgualdades e uma variavel
irrestrita. Para representar o poliedro no formato prinaatd acrescentar variaveis de folga,
aumentando o nUmero de variaveis. Adicionando as weisale folga nas restricods {3.4) e
@3) podemos expressa-las por

—pix+z=—1 e pix+zz=2 (3.10)

No caso da existéncia de variavel irrestrifadevemos substitui-la por = xi+ — X, em
quex’ ex~ sao variaveis ndao negativas. Considerando a rest(@8) do poliedro, temos que

Xa=X; — X, (3.11)

em quexy, x; > 0.

Ja para manter a nao negatividade das varigyeas restricoed (3.7)[(3.8) E{3111), sao
descritas por

Z1=X1, Z=-X, ZL3Z=X3, =X, € Zs=X,. (3.12)
Pi1
Considerand@; = Pz , parai = 1,2,3. Podemos escrever o polinomio em sua forma
Pi3
| Pig |
matricial,
—P11 P12 —P13 P14 P 10 -1

P21 —P22 P23 P2a —P24a 0 1| Z=
P31 —P32 P33 P3a —pP3 00
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emqueze R’.

Apbs acrescentar as variaveis de folga, o poliedro é&sgmtado pelo sistema de equacoes,
cuja dimens&o aumenta &4 para oR’, dificultando assim a visualiza¢gdo geométrica. Por esta
razao, o formato candnico & mais pratico geometricaenela o primal possui suas vantagens
na elaboracao de algoritmos de otimizacao, os qua® sordados nos proximos capitulos.

Face no Formato Primal

No formato dual vimos que uma face é caracterizada pelesgdeao do poliedro com um
conjunto de hiperplanos ativos. Na transformacao do &wondual em primal, o acréscimo
das variaveis de folga faz com que a fronteira relativa degh® esteja contida nos planos
coordenados. A ilustracao deste fato € vista no segaxamplo. Considere o poliedro

X1+X <1 variaveldefolga 21+ +23=1

x>0 - 2>0 (3.13)
Z3
X
. Y%
Dual — Primal V.53
T
!
V4]

O poliedroR, no formato dual, esta contido ¥, enquanto as faces proprias do poliedro
P, C R® estao contidas nos planos coordenados. Repassada ddd#tiedro em formato pri-
mal, podemos caracterizar uma face porammjunto de vaiveis nulasas quais correspondem

ao conjunto ativo.

Caracterizagao de um \ertice

No0sso objetivo & caracterizar um vértice de um poliedrdeamos de seus indices ativos.
No formato primal, visto anteriormente, podemos reladi@saindices ativos com o conjunto
de variaveis nulas que sera de fundamental importarasademonstracdes dos teoremas que
se seguem, além disso, relacionamos vértices com poxtiesn®s, que definiremos a seguir.
Mas inicialmente, relembramos que um vértice do poliediefinido por uma face de dimensao

Zero.

Definicdo 43 O pontox & um ponto extremo de um conjuif2a_ R" se, e somente see Q e
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é imposével encontrar de R", d # O tal que

Xx+deQ e x—deQ.

Na figura ao ladox ndao & ponto extremo do poliedfd. Vamos mostrar

que vértices e pontos extremos sao conceitos equivalentepoliedros. O 2
X+
lema a seguir mostra um pouco mais do que isso.
x—d

Considerex € R". Definimos o conjunto de indices das componentes nulapdely, isto

lL(x)={i=1,...,n| % > 0}. (3.14)

possui componentes nulas eme z3. Assim, podemos representa-los pg(v) = {1,3}, que
define:

Vip = [2] e Ap= [A(%l) A(1:3)} - [1 1] '

Ja a componente nao nuladelefine o conjuntd, (v) = {2} e analogamente,
vi, =[z] e A, =[Acg]=I1].

Lema 15 SejaQ = {x € R" | Ax= b,x > 0} um poliedro enRR" e x € Q um ponto dado. As
seguintes assebes §10 equivalentes:

(i) x & ponto extremo d€;

(i) ¥xeQ, x#X lo(x) # lo();

(iii) {x} & uma face d€.
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Dem. Considerex € Q. Sabemos qui(X) = |(x), e considerd.(X) o conjunto de indices
definido por[(3.IK¥). Sem perda de generalidade, suponha que

_ X,
Xx= |91,
X,

(i) = (ii) Suponhax ponto extremo d&€) e considerex € Q, tal quex # X.

Por absurdo, suponhgx) = lo(x). Definindod = x— X, temos quel,, = 0, pois X
X, =0ex,=0. d

em quex,=0 e x, >0.

X

Da convexidade d€, sabemos que para qualguee (0,1), x+Ad € Q.
Comox;, >0, paraA suficientemente pequeno, segue gue-Ad;, >0 e portantx—Ad € Q.
Assim,x—Ad € Q ex+Ad € Q, o que contradiz o fato deser ponto extremo.

(i) = (iii) Dadox, determinamos$y(X), |+(X) e definimos o vetop, em quep; = 1, se
i €lo(x) ep =0, sei €1.(x). Isto &,

—O—

Sabemos qupTx >0, Vx € Q e quep’ x= 0. Por tais razdes,& minimizador dep"x emQ.

Sejax € Q, tal quex # x. Por hipbtese, temos qug(x) # lp(x) e assim, para algum
j €10(X), x; > 0. Dai, segue que'x > 0, isto & X & o Unico minimizador. Portantx} & uma
face deQ definida porp.

(iii) = (i) Suponhamos queé solugao Gnica de

minimizar p'x
xeQ

Sejad € R" uma direczo arbitraria. Se+d € Q, temos quep'd > 0, poisxX & solucio
(nica. LogopT(—d) < 0.

Supondo por absurdo que-d € Q. Teremos que

pT(x—d)=p'x—p'd<p'x
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contrariando a otimalidade de Deste modo, concluimos que & impossivel enconttal que
x+deQex—deQ. [

Teorema 21 (\ertice no formato primal) SejaQ c R" um poliedro representado pd@ =
{xeR"| Ax=Db e x> 0}. O ponto vé um \ertice deQ se, e somente se, as colunas de A com

indices em_(v) sdo linearmente independentes.

Dem. Dado um pontw € Q, defina:

A, = submatriz com colunds= lp(V)

A, = submatriz com colunase I (v)

Sem perda de generalidade, suponha que

SRR

As colunas dé, sao linearmentdependentese e somente se existe

" L”

em qued # 0 e, tal queAd = 0, ou equivalentement&(Ad) =0, VA € (0,1).

Para qualquer escolha decom essas propriedades, tomandsuficientemente pequeno,
podemos garantir quet Ad > 0, poisv;, > 0 ed,, = 0. Por tais razdes, as colunasAle sao
linearmente dependentes se, e somente se, existe unéodired que

isto &, se e somente sendo & um vértice. Isto completa a demonstracao. [

Teorema 22 Considere um poliedro ef"definido por

Ax=Db
x> 0.

Se existir um ponto &vel, enfio existe umartice.

Dem. Se existir ponto viavel, entdao podemos escolher um paat@ix com o menor nimero
possivel de componentes nao nulos. Vamos mostrax guam vértice.
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Por absurdo, suponha qu@ao € vértice. Do Teorenial21, as colunas de indices
lL(x)={i|ie{l,...,n}, x>0, xeR"}
sao linearmente dependentes. Aléem disso, da demoastdacgteoremd{21), encontramos uma
direcaod # 0, tal qued,, =0 eAd = 0.
Sed,, (x > 0, tomed = —d. Assimd tem alguma componente negativa.

Se caminharmos ao longo de- Ad, encontraremos um pongadl quex’ 3
é viavel e|l(X)| < [I+(x)|, contradizendo o fato deter o menor nimero de

variaveis nulas.

Considere o poliedr®, representado nos formatos candonigce primal P, da seguinte

maneira;

X1 +X <1 variaveldefolga  Z1+2Zp+73=1

x>0 - z>0
Z3
X2
. \Y
Dual — Primal V.3
/\
u xq \
. 2

A representagcao matricial d& no formato dual, &€ dado p&x< d, isto &,

1 1 1
X1

0 -1 [ <10]. (3.15)
X2

-1 0 0

Podemos caracterizar o vetor= [1 0T, no formato dual, pelo conjunto de restricdes

ativas,
Ju={j=123|rju=dj} ={1,2},

em querjT é aj-ésima linha da matriR. Dai definimos

1 1 1
RWx = dy & [O _1] X= [ ] . (3.16)



Poliedro 43

Note queu & a Unica solugdo do sistenla(3.16), alem diRso< d e |J(u)| = 2. Portanto, do
Teoremd 20y € um vértice dé.

No formato primal, representamos o polie@kgor Az< bez> 0. Caracterizamos o vetor
v=[0 1 Q' pelas variaveis nulas, em que definings) = {1,3} el (v) = {2}. Dai,

A|0:[1 1] e A|+:[l].

Note que as colunas d& com indices enm, sao linearmente independentes. Portanto, do
teoremal(21)y € um vértice dé>,.

E valido ressaltar que, no formato dual, a maRizZ& uma submatriz composta pela linhas
daR. Por outro lado, no formato primal, as matrizZgs e A;, sao submatrizes compostas por

colunas deA.

Os vértices de um poliedro, caracterizados no formatoairit®m importancia fundamental
na resolucao de problemas de programacao linear. Dsaraglise anterior, vimos que uma
face pode ser decomposta em faces de dimensoes inferddeeshegar-se aos vértices. No
estudo do algoritmo Simplex, concluiremos que basta exanuis vértices do poliedro para
obter um ponto da face 6tima de um problema. Para apres@gar desenvolvimento destes
algoritmos, a proxima sec¢ao retoma o formato candonidoa na elaboracao de um programa
que constroi poliedros n&? e R3.

3.5 Visualizago espacial de Politopos

Nesta secao, vamos nos deter na construcao de politapd®®, pois os politopos em
R? sdo comparados a facetas dos poliedros em trés dimenSpessentaremos um programa
denominad®O0LIEDRO_V1, que tem o objetivo de construir os politopos que servigaukilio
na compreensao geomeétrica dos algoritmos que utilizamoamonjunto viavel poliedros. O
programa constréi somente poliedros limitados, ou sejaopos.
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Vimos anteriormente que os poliedros no formato dual speesentados por restricoes
linearesAx < b, em queA € R™3, x e R3eb e R™. A interseccdo dos semi-espacos definidos
por estas restricoes, definem um poliedro convexo. A cogéb deste poliedro consiste em 4

passos fundamentais:

1. Primeiramente, sao determinados todos os vérticesotiedpo. Isto & possivel, pois
estamos trabalhando em dimensao menor ou igual a 3 e o aldeeestricoes é finito.
Os veértices sao organizados através de uma matemn que cada linha dé representa
um vértice. Este processo & baseado no Teokeima 20 e se @iwittés etapas:

e Na primeira etapa fazemos a interseccao de trés plaesisi¢oes), que define um
pontop € R3, caso essas restricdes sejam linearmente independentes

e Na segunda etapa verificamos se o pgn#viavel. Para isso, basta satisfazer as

restricdes
Ap<h.

Caso contrario o ponto & descartado.

e A terceira etapa, consiste em adicionar o vértice como umha da matri2/, caso
esse vertice nao tenha sido selecionado anteriormente.

A partir deste primeiro passo, podemos restringir o Teorgth@ara caracterizar um
vértice emR3, apresentado no seguinte resultado.

Lema 16 Dado um poliedro P definido por Ax b, em que A& mx 3. Um pontox &€ um

vértice de P se as seguintes as§®g 80 verdadeiras:
(@) AX<b;
(b) x>0;

(c) Existe pelo menos um conjuntoidéices J, tal que &€ alnica solu@o do sistema
AJX: bJ,
em queJ| = 3. Istoé, A & réo singular.

Os itens (a) e (b) caracterizam um pontawel.

Um dado interessante, &€ com relacao ao numero de cogileisgue devemos fazer para
encontrar todos os vértices. Se&jam ponto viavel. O LemB_l6 determinar gué um
vértice do poliedro s pertencer a interseccao de trés planos Linearmentpéndientes
definidos pelas retricdes. Como o numero de restriedgslevemos repetir este processo
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vezes, para garantir que todas as restricoes sejamausgisEste procedimento &
dispendioso, mas como estamos trabalhando com dimens@w meigual a 3, torna-se

desprezivel seu custo computacional.

Outra questao para determinarmos os vértices do polRd@uanto ao seu formato:

(a) dual: Os dados a serem considerados sao apenas afaizetorb;

(b) candnico: Mudamos o formato do poliedPpadicionando a restricao de positivi-
dadex > 0, e definindo um novo sistenix < d, isto €,

A
—I

X<

0

O algoritmo a seguir determina os vértices de um poli€o{x € R | Ax< b}, em que
AcR™3epcR™
Algoritmo 3.1: Vértices
Dados Ac R™3ebe R™
FacaV=[]; Matriz dos vértices.

Para cada conjunto déndices JC {1,...,m} com elementos distintos, tal qli& = 3.
Defina o sistema

A‘JX: bJ.
SeA’ é r&o singularentio
X= (A‘])_le.

SeAx<beX ¢V entio
adicionex” como uma linha d¥

Serdo
X & descartado.

Fim-se
Fim-se

Fim

Utilizando a teoria de grafos, podemos determinar todoséotces do poliedrd® C
R", por um processo que reduz significativamente o nimero ddicacdes a serem
consideradas. Este estudo é apresentado em GHvafa) (1983

2. ApOs obter todos og vértices do poliedro, representados pelas linhas dazmgtrs, o
segundo passo é fixar um plano e verificar se 0 mesmo conténfao@ta do poliedro.
Este passo € obtido através da multiplicacdo de matrize
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em queA(i,:) é ai-ésima linha da matriz das restrigcdes (o vetor nbamalano) (i) o
termo independente relacionado ao plafiro.

Se existir trés ou mais vertices entao o plano contéemfaosda do poliedro, caso contrario
dizemos que a restricao & redundante (Ffnse n&o existirem dois veértices, a restri¢ao
é considerada redundante).

E importante ressaltar que 0s passos 2, 3 e 4 sao efetuadomananica face, sendo
assim necessario, ap0s o0 quarto passo, retornar a estegaaa a verificacao dos planos
restantes.

3. O terceiro passo é ordenar os véertices da face selelmenme sentido horario ou anti-
horario. Este passo & muito importante, pois o prograrfumé@&amentado no comando
“patcH do Matlab, no qual consiste em construir a envoltéria exavdos pontos no
plano. A ordenacao dos vértices & essencial e serdasiunais adiante.

4. O guarto e Ultimo passo € utilizar o comangatthH do Matlab. Esse comando tem
como entrada de dados a matriz dos vértiéesum vetors que indica a ordem em que
esses vertices devem ser apresentados, para a consieueavoltoria convexa (faceta).

\Z1 V1
V1 1
Vo 5 v V5
V — V3 S— 3
Va 2 V2 V3
VS 6
| Ve | | 4 Figura 3.5: O comandopatch constroi a

combinagdao convexa dos vértices &m na
sequéncia do vet®

A linha de comando do Matlab para a constru¢ao da envaltonvexa é definida por:
patch(‘vertices’,V, ‘faces’,s, ‘FaceColor’,cor);

Apbs construir a face, retornamos ao passo 2 e fixamos olano geguindo 0 mesmo
processo, construindo face por face, até todos seremceelds. Ao analisar todas as
restricbes o poliedro esta construidg. importante destacar que ¥ consideramos
apenas um plano e deste modo nao & necessario retorreglauls passo.

Alem do comandgatch outras ferramentas do Matlab auxiliam na visualizagapalie-
dros, como por exemplo a transparéncia e a rotagao.
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Figura 3.6: Poliedro sendo formado face a face.

3.5.1 Ordenando os @rtices

Dada a matri¥/q, 3 dos vertices de um poligono (faceta). A idéia & enconirea sequéncia
finita de indices, representada pelo vetogue determine a ordem dos vértices do poligono.
Primeiramente fixamos o vértiog, isto &, o coeficiente do primeiro vértice € a origem da
sequéncia que estamos procurando

s=[1],

além disso, construimos todos os vetaaasgiliarescom origem nesse vértice e extremidade
nos demais veértices, veja Figuka{3.7).

Para ordenarmos os vértices do poligono, tomamos conmopdaeim poligono cong = 6
vértices, ou seja/ e o poliedro sao dados da seguinte forma:

Vg \%1
\%1
V2
V3
Vg
Vs
Ve

Vg Vs

V2 V3

Figura 3.7: Construgao dos vetores auxiliares

Depois de construidos os vetores auxiliares, fixamos o ¢eto extremidade no segundo
vértice vo, denominadovetor base Em seguida, calculamos os angulos do vetor base com
relacdo aos demais. ApoOs, tomamos 0 maximo entre agi@ng fixamos o vetor adjacente
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a este angulo como uma aresta do poligono. Assim, definims@gundo elemento da nossa
sequéncia, determinado por desta aresta. Retornandeapkx na Figurd (3181 representa

0 maximo entre os angulos, assim fixemos o indice 5 com6xmb ponto da sequéncia. Note
gue o segmento dg avs € uma aresta do poligono.

Vg V1 4; 1
Vg b Ve 6. \\ 5
|1
|5
\%%) V3 2. .3
Figura 3.8: Maximo angulo Figura 3.9: Construcao da aresta

Observe que estamos construindo o poliedri&Ae os angulos calculados entre os vetores
auxiliares sao positivos, por tais razdes, devemos defiimeiramente uma aresta da faceta.

Agora, definimos um novo vetor base com extremidadesvs, e calculamos os angulos
com os demais vetores. Reordenando esses angulos em aelsrante, encontramos os de-
mais indices que definem a nossa sequénotssim, obtemos o poligono com vértices orien-
tados pors. No exemplose o poligono sao dados por:

\ V1

Ve Vs

V2 V3

A ODNWO

- Figura 3.10: poligono definido pelos vértices ¥mna
orientacacs.

Algoritmo 3.2: Ordem dos vértices
Dados Vi3, Matriz dos vértices do poligono.

Sejas= [1];

— Construa os vetores auxiliares, determinangetor base

— Calcule cangulo néximoentre ovetor basee os demais vetores auxiliares. Assim,
determinando uma aresta do poligono e a segunda compaitend¢ors,

— Fixe essa aresta como sendo o noeetmr basee determine todos os angulos com o0s
vetores restantes;

— Ordene os angulos de forma crescente, determinando osysttos indices das

extremidades de cada vetor.
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3.5.2 O programaPOLIEDRO V1

O programaPOLIEDRO_V1 foi implementado em Matlab, e tem o objetivo de auxiliar na
compreensao geomeétrica de algoritmos, como o simplexrareh-and-bound, construindo os
conjuntos viaveis (poliedros) para que possam ser visagis em duas ou trés dimensdes. O
formato e a dimensao do poliedro sao definidos pelas ¢éstsi OPOLIEDRO_V1 constrdi os
poliedros utilizando apenas o formato canodnico ou dual/as do programgoliedro.m.

Os dados de entrada do prograpediedro.m SA0:

a) A matriz das restricoea e o vetor dos termos independeniiedndependentemente do
formato do poliedro, canonico ou duélge b estao bem definidos.

b) O formato do poliedro pode ser candnico ou dual, e é reptade pelos nuimeros 1 e 2,
respectivamente.
Sabemos que o formato candnico considera a restricaogiivjladex > 0, ja o formato
dual nao necessariamente possui essa restricao. \eraproxima secao um exemplo,
onde isso ocorre.

c) Acordo poIiedrH.

As principais cores sao: amarelo, representado pelayetn@agenta por m, ciano c,
vermelhor, verde g, azul b, branco w e preto k.

Considere o poliedr® = {x € R® | Ax< b,x > 0}. A linha de comando do Matlab, para
construir o poliedrd® no formato canénico, € definida por:

poliedro(A,b,1,‘b’);

esse comando reproduz o polietazul noR3. O programa trabalha com o formato canénico
(1), e a cor azul (b) com®efault Entdo para construirmos o mesmo polie®obasta o

comandgpoliedro(A,b) .

Por outro lado, se quisermos construir um polie@re {x € R? | Dx < d} na cor vermelha,

o0 comando é;:

poliedro(D,d,2, ‘r’).

4Existem diversas formas de definir cores no Matlab, encdasram qualquer manual do Matlab.
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Algoritmo 3.3: Poliedro

Dados Ac R™" beR™, formato, cor.
Sen=3o0un= 2, entdo

Seformatoé carbnico (1),entao
— Definimos um novo sisteniax < d,isto &,

<[1]

em quel & a matriz identidade de ordem
m=p+n,
Serao
D=A d=bem=p;
Fim-se
Note queD € R™"ed € R™.
— Determine todos os vértices do poliedro, através daiahgo (31);

A
—I

SejaV a matriz desses vértices.
Parai=1,....,m
— Fixe o hiperplanoD'x = dj, em queD' € a i-ésima linha da matri2.
— Determine quais 0s vértices que pertencem a este hiperf@aos \ertices

selecionados formam uma facetagsem imero maior ou igual a ngntao
— Determine o vetos, de ordenacao dos vértices pelo algoritmal (3.2).

— Através do comandpatchconstruimos a faceta do poliedro.
patch(‘vertices’,V, ‘faces’,s, ‘FaceColor’,cor);
Serao
A restricao & desconsideradaqundantg
Fim-se
Fim
Seréo
Nao é possivel construir o poliedro.
Fim-se
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3.5.3 Detalhes do program@oliedro

Formato candnico ou dual

Considere os poliedrd®®= {xc R? | Ax< b} eQ= {xc R?| Ax< b, x>0}, em queA e
b sao definidos por:

1 1 2
A=|3 -5 e b=12
-2 1 1

Note queP esta no formato dual, sem a restricao de positividadead; @plicando o pro-
gramapoliedro, obtemosP na Figural(3111). Por outro lad@ esta no formato candnico e &
definido pelo programpoliedro na Figura

Figura 3.11poliedro(A,b,2,‘r’) Figura 3.12:;poliedro(A,b)

Observe que podemos transformar o poliggmo formato dual através do sisteia< d,

em que
1 1 2
3 -5 2
D=|-2 1 e d=|1],
-1 0 0
|0 —1] 0]

isto &,Q = {x € R? | Dx < d}.

Neste exemplo, podemos dizer g€ um “subsistema” dé), isto €,Q c P. Alem disso,
a restricao de positividade> 0 nao é considerada & e nao é redundante e@ Dai, temos

queP ¢ Q. PortantaQ # P, veja Figural(3.113).

SLembramos que o programpaliedro tem como padrao o formato candnico e a cor azul.
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Figura 3.13:Q C P.
Precisio computacional

Ao computar os veértices e construir as facetas do poliedgineos uma precisao de 1€,
isto &, se a distancia entre dois vértices & menor qué®kbnseideramos apenas um vértice.
Por essa raz&o, o poliedro ndo é alterado em pertuesagima ordem menor que 8. Veja

no exemplo a seguir.

Considere o poliedro sem perturbacBp =
{xe R?| Ax< b, x>0}, em que e

104
A:
014

e o poliedroP; = {x € R? | Ax< b, x > 0}, com

perturbacae no termo independentedada por: Figura 3.14: Poliedro sem perturbaco.

4+e¢

b—
44 g2

Nas Figurad(3.14) €{3115), apresentamos os polidjre$., respectivamente, em que 0s
valores des computados s&o 18 e 10°6.

Figura 3.15:Zoom do poliedro sem perturbacao e com perturba¢desigenl0 10 e 10712, respecti-
vamente.
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Elaboracao de poliedros

Dado um politopo na forma algébrica, através do progradidEDRO_V1 é facil visua-
liza-lo na forma geométrica. Por outro lado, se & dado oiitgpo na forma geomeétrica, o
trabalho para representa-lo algebricamente € muitceddipso. O grau de dificuldade de-
pende do nUmero de restricdes ou facetas do politopo, uaesimetria. Por exemplo, na
construcao do dodecaedro pelo progrgmaiedro SA0 necessarias 12 restricdes, o que torna
dificil sua construcao. Por outro lado, o dodecaedrespasma simetria bem definida, facili-
tando o célculo dos vértices.

O dodecaedro & definido pBr= {x € R? | Ax< b}, em que

r -2 ar
2—r1r -2 r’—8r+12
—r —4r +16
r 4r + 16
2—r 2—r r’>—16r 428
A r 2 e be 4r 4+ 16 |
—r 2 —4r +16
r—2 2—r r2—8r+12
-2 r 4r
-2 I —4r _
Figura 3.16:Dodecaedro
r—2 r—2 r’—4
| —r =2 ] i —4r ]

comr = (sin( )’

Segue alguns exemplos de poliedros construidos peloam%r

6Anexo, noGuia do UsLArio, estao os arquivos.f” que definem os poliedros desta sec¢ao.
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e

Poliedros ilimitados

O programa poliedro” constroi poliedros limitados. Mas dado um poliedro nanfar
algébrica, como saber se ele & ou nao limitado? Sabemogopstrucao, que o0 programa
analisa face por face, até que todas as facetas sejamuidastr Se o poliedro &€ um politopo
P c R3, ent&o o programa fornece duas regides bem definidaseiointio poliedrolg e seu
complementaR?3\ P, em queP N{R3\ P} = 0.

Por outro lado, o programa nao consegue definir para undooligilimitado, o seu interior
e nem o seu complement&? \ Q. Mas para abordar o estudo de poliedros ilimitados, devemos

primeiramente definir dire¢cao de recessao.

Definicao 44 (Dire@o de recesdo) Dizemos que @& R" & uma dire@o de reces®o do con-
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junto convexd) C R" quando

X+tdeQ WYxeQ VteR,.

Figura 3.17: Direcao de recessao

Denotamos paZg 0 conjunto de todas as dire¢des de recessao do cofft@roposicao
a seguir mostra qu&a € um cone convexo (chamado dene de reces®) e que ele contém
direcdes nao-nulas se, e somente se, o confaréaimitado.

Proposicao 2 (Cone de reces® de conjunto conveX(H SejaQ c R" um conjunto convexo,
fechado e &o vazio. Erdo

(a) Zq € um cone convexo, fechadodorvazio.
(b) de Zq se, e somente se, existe L tal que x+td € Q para todo te R.,..
(c) Zq # {0} se, e somente s@, & ilimitado.
Proposicao 3 Sejam Ac R™" e be R™. O cone de receé® do poliedroQ = {x € R" |
Ax < b} é dado por:
Fq=1{decR"| Ad< 0}.
Dem. (C) Sejamd € Zq ex € Q. Entado pela definica@ (14)+td € Q para todd € R.

Assim, para todo € R, temos que

Ax+td) < b
Ax+tAd< b
tAd < b— Ax

SejaM = b — Ax. ComoAx < b, segue qudl > 0. Entao,

tAd< M, VteR,.
’A demonstracao da proposic@d (2) & encontrada em lam@aSolodov[(2005)
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PortantoAd < 0.

(D) Sejamxe Q,t €« R, ed € R", tal queAd < 0. Entao
A(X+td) = Ax+tAd < Ax< b,

comot € R, € qualquer, temos quertd € Q,Vt € R.,. |

Considere o poliedr@ = {x € R" | Ax< b}. Geometricamente, uma direcdcsera de
recessao se esta nao formar angulo agudo com qualquernamal dos semi-espacgos que
definem o poliedrd2. Além disso, se denotarmos a envoltoria conica dos @stoormais aos
semi-espacgos pa¥q, concluimos que o cone de recessad@kigual ao polar dezq,.

Exemplo 2: Considere o0 politopo Q = {x € R® | Ax < b}, em que

[ 0 -1 [ 2 ]

0 -1 8

-1 0 -1 _8

o 1 -1 8

a_| 071 1 | 8
-8 -8 -11 —128

-8 8 -11 0

8 -8 11 0 Figura 3.18:politopo Q

8 8 -11 128
| 0 O 1] R

Sabemos que o programpoliedro” constroi facetas a partir dos vértices. Se nao consi-
deramos a Ultima restricao do politof que corresponde a faceta superior na Figural(3.18),
definimos um poliedr® = {x € R3| Ax< b} ilimitado, isto &, existel € R3 tal queAd < 0.

Neste exemplo, as facetas ilimitadas do poliggfmssuem no maximo dois vertices, entao
0 programa ignora essas facetas e nos retorna um poligbasealo politop®. Veja Figura

E.19).
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Figura 3.19:Base deQ

Se acrescentarmos a condicao de positividade no poli@diefinimos outro poliedr& =

{x e R¥| Ax< b, x > 0}. O programa poliedro” considera novos vértices e constroi um

poliedro aberto, nao convexo (Figlra3.20).

Figura 3.20:Poliedro aberto e nao convexo

Ambos os poliedros ilimitado® e R, o programa poliedro” nao consegue contrui-los.

Mas utilizando outra abordagem, conseguimos uma “boa’idi estrutura desses poliedros

ilimitados. Este processo & construido acrescentarstiogies de caixa. O tamanho da caixa &

analisado a partir de cada poliedro a ser construido. \fgjad[3.21).

Figura 3.21:Poliedro ilimitado com o acréscimo de restricdes deaaix
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4  Poliedros em Program&ip Linear,
Meéetodo Simplex

Programago linear pode ser vista como parte de um movimento revolu-
cionario que deta humanidade a capacidade de formular temas gerais e esta-
belecer uma trajétria de decies espédéicas a serem tomadas a fim de “me-
Ihor” alcancar esses objetivos quando confrontados camegbes paticas de
grande complexidade. Nossas ferramentas para fazerastormneiras de for-
mular problemas do mundo real em termos mattcos detalhados (modelos),
tecnicas para resolver os modelos (algoritmos), e motorea paecutar 0s

passos dos algoritmos (computadores e softwares).
George B. Dantzig

4.1 Pioneiros da Programag@o matenatica

Historicamente, 0 que se sabe sobre a programacao mater@aue em 1823, Fourier,
e quase cem anos depois, em 1911, o famoso matematico belyal€ la Vallée Poussin,
escreveram documentos a respeito desse assunto. MaspaGeatais documentos nao tinham
significado pratico. Ja em 1939, o notavel Leonid Kantmioescreveu uma monografia sobre
o tema, mas também foi negligenciada por razdes idetd8gia URSS.

Durante o periodo da Segunda Guerra Mundial (1941-194&)rdg& B. Dantzig, traba-
lhou no Pentagono tornando-se um especialista em progéamailizando métodos de plane-
jamento. Em 1946, Dantzig era assessor matematico paratco@da Forca Aérea Americana
no Pentagono, quando foi desafiado por seus colegas déhtvaba Hitchcock e M. Wood, a
encontrar um processo de planejamento capaz de calculanepo thabil a implantacao, trei-
namento e o programa de fornecimento logistico.

No verao de 1947, Dantzig propds o método simplex. Masétodo demorou quase um
ano antes de Dantzig e seus colegas do Pentagono percebegréin poderoso ele realmente
era. No mesmo ano, Dantzig consultou John von Neumann p&easlyestdes técnicas que
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poderiam contribuir nos resultados propostos na teoria @oao simplex. Num recente tra-
balho feito por von Neumann e O. Morgenstern sobre teorigafpss, Dantzig descobriu o
lema de Farkas e aprendeu sobre a dualidade pela primeiraPggzais descobertas e pela
promessa da existéncia de computadores eletrdnicos seguiu foi um excitante periodo de
desenvolvimento da programacao matematica. Assim,tlmgou-se evidente que uma surpre-
endente gama de problemas aparentemente independengesiposer formulados em termos
de programacao linear e, 0 mais importante, resolvidlwsmétodo simplex.

a promessa de que existiriam computadores @&etos em breve, a
exposi@o de mater@ticos e economistasdgcos a problemas reais durante
a guerra, o interesse em estruturar o processo de planejtorerportltimo
mas rdo menos importante, a disponibilidade de dinheiro aplcadra essa
investiga@o, fizeram que todos convergissem para este tema durantéoape
1947-1949. “The time was ripe”. A investigag realizada em exatamente dois
anosé, em minha opidio, um dos mais naveis acontecimentos da rosia.

o rapido avanco da éncia de decies, poucos lembraram das
contribuigdes dos grandes pioneiros para que iSso acontecesse. Atpms
nomes &o von Neumann, Kantorovich, Leontief e Koopmans.

George B. Dantzig

No inicio dos anos 50, muitas areas que noés chamamosveoheinte programacao ma-
tematica comecaram a surgir. Programacao nao lipeagramacao inteira, otimizagao com-
binatoria, programacao estocastica, entre outrag@veas cresceram rapidamente com a
programacao linear desempenhando um papel fundamentidsenvolvimento de cada uma
delas.

Na década de 1970, por duas vezes, a programacao linear ch
mou a atencao do publico. Em 14 de outubro de 1975, a Royad A
demy of Sciences da Suécia condecorou com o Prémio Nobe

ciéncia econdmica L. V. Kantorovich e T. C. Koopmans palaas
contribuicdes para a teoria de locagao 6tima de resuf€omo o lei-
tor deve saber, nao ha Prémio Nobel em matematica. Afarente,
a Academia considerou o trabalho de G. B. Dantzig, que é&tsak-
mente reconhecido como o pai da programacao linear, cemaos
demasiado matematico.) Na foto ao lado estdao, Koopmaaszig
e Kantorovich (Luxemburgo, 1976). O segundo evento foi ainthis dramatico. Desde a
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invencao do método simplex, matematicos estavam aipaate um algoritmo teoricamente sa-
tisfatorio para resolver problemas em programacaalfirigma explicacao para isso, estava nos
critérios tebricos para avaliar a eficiencia de algossgreendo diferentes das praticas existentes.
Assim, um algoritmo como o método simplex, que & emineatémsatisfatorio em aplicacdes
praticas, pode ser considerado teoricamente insatigfalO inverso & também verdade: algo-
ritmos teoricamente satisfatorios podem ser inUteisraiga.

A descoberta ocorreu em 1979, quando L. G. Khachiyan publi¢d polynomial algo-
rithm in linear programming’; um algoritmo deelipsbides baseado em trabalhos anteriores de
Shor, e de Yudin e Nemirovskii. Jornais de todo o mundo paldim relatérios deste resultado,
e em 1982, Khachiyan recebeu o Prémio Fulkerson por este fei

Figura 4.1: Dantzig e Khachiyan (Asilomar, 1990)

Programacao nao linear teve inicio por volta de 1951 asrnondi¢cdes de Karush-Kuhn-
Tucker que estao relacionadas com as Condi¢cOes Fhitz{I®48). Em 1954, Ragnar Frisch
(que mais tarde recebeu o primeiro prémio Nobel de Econgmigpds um método nao linear
de pontos interiores para resolver programas linearegoBtas anteriores, como as de \Von
Neumann e Motzkin também podem ser encaradas como mé&iedosntos interiores. Mais
tarde na década de 1960, G. Zoutendijk, T. Rockafellar,dfeM\V. Powell, Fiacco e McCor-
mick, e outros desenvolveram a teoria da programacadim@ar e ampliaram o conceito de
dualidade.

Ja a programacao inteira, que veremos no proximo wapitomecou em 1958 por R.
E. Gomory. Ele mostrou como fez para gerar sistematicantenpanos de “corte”dutting
planeg. Os cortes adicionais sao condicOes extras necassgue quando adicionadas a um
sistema existente de desigualdades garantem que asalogioblema de otimizacao seja in-
teira. Ellis Johnson da IBM, Egon Balas e muitos outros, egpam as idéias de Gomory.
Apos, o amadurecimento dos resultados, “branch-anddoeuelou-se uma das mais bem su-
cedidas maneiras de resolver problemas inteiros na ar@gtécnicas mais eficientes parecem

ser aquelas que combinam planos de corte e branch-and-bound
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Os relatos historicos acima mencionados foram baseadd€hamtal (198B), Bachem,

e —ee——— ]
Grotschel e Korte (1983), Dantzig (1991), Nocedal e Wi{@99) € Dantzig e Thapa (1997).

4.2 Resolué@o grafica em programag@o linear

Problemas de programacao linear, exceto em casos espeeieessitam de apoio compu-
tacional para resolvé-los, pois sua complexidade variacdedo com o nimero de restricoes
e variaveis envolvidas. Modelos de programacao lingapratica, podem ser muito grandes,
alguns tém milhares de restri¢cdes e variaveis. Por pigrdestacamos o trabalho do professor
Jacek Gondzio com problemas que chegam a 352 milhdes dedeste 1 bilhao de variaveis
(GONDZIGQ, [2007). Para abordar esse problemas de grande, @b&m do apoio computa-
cional, sao necessarias técnicas complexas e bem atsorMas quando o problema linear
tem exatamente duas (ou trés) variaveis, sujeito a ¢ésside desigualdade (formato dual e
canonico), é possivel resolvé-lo graficamente.

Considere o seguinte problema de programacao linear:

minimizar —X; — 3X» (4.1)
sujeitoa 3x;+5x < 15
—X1 =X < =1
—X1+2% < 4
2% — 3% < 6
x> 0.

Para resolvermos o problema graficamente, primeiro

construimos a regiao viavel, Figure—{4.2). Neste caso, — .

a regiao viavel & o conjunto de pontos com coordenadas S

(x1,X2) que satisfazem todas as restricbes. Isto &, o con- S

\\/;’

junto viavel é representado como uma interseccao fieta

semi-espacos fechados (Poliedro). Do capitulo 3, os-semi

0 05 1 15 2 25 3 35

espacos fechados sao representados pelas restrgpes-d
blema, que se encontram no formato canonico. Figura 4.2: Regizo viavel

Em seguida, construimos a funcdo objetivo passando
pela origem (hiperplane-x; — 3xp = 0). Note, Figural{4]2), que a origem nao pertence ao
conjunto viavel, e portanto nao & uma solucao viaegbwbblema. Aqui representamos o custo
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pela regiao de custo constante (curva de nivel). Vejarkifi3).

Representando graficamente a normal no hiperplano e asdakeinncao objetivo na mesma
direcao da normal, mas com sentido contrario (direg@dCauchy), diminuimos o valor da
fungao objetivo até encontrar um ponto viavel. Nestengxo, o hiperplano suportex; —
3xp = —1 intercepta o poliedro no pontd,0), que ndo & um ponto 6timo, pois transladando o
hiperplano no mesmo sentido, encontramos valores cadaeeares da funcao objetivo. As-
sim deslocamos o hiperplano até encontrar o seu valonmoina regiao viavel com o ponto azul
(i.e., até a curva de nivel da funcao objetivo definir upelplano suporte-x; — 3x, = *1—911, que

intercepta o poliedro no ponto 6tintg?, 27) e tem como valor 6timery). Veja figura [ZB).

o

i i H
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35

Figura 4.3: Soluc&o grafica eR?

A mesma idéia de resolucao grafica de um problema de @ragao linear bidimensional,
pode ser expandida para resolver problemas tridimensionai

A grande dificuldade na resoluczo desses problema®&f construir a regiao viavel.
Mas se a regiao viavel for um politopo, podemos utilizaregoamaP0OLIEDRO_V1, e obter a
visualizacao do “solido”que determina essa regides.

Analogamente ao caso bidimensional, resolveremos umgna@btridimensional onde o
custo sera representado por um paralelogramo propote@onamanho do poliedro, contido na
regiao de custo constante (conjunto de nivel).

Considere o problema:

minimizar x; — 3%, — X3 (4.2)
sujeitoa Ax< b,
x>0,
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em que,
[ 1 1] [ 6 |
-1 1 2
0 1 6
0o -1 1 2
1 1 0 6
1 -1 O 2
1 0 -1 2
A=| 0 1 -1 e b=| 2
-1 1 0 2
-1 0 -1 6
-1 -1 O 6
0 -1 -1 6
1 0 -1 -2 Figura 4.4: Regiao viavel
0O -1 -1 —2
-1 -1 O —2

Novamente, construimos o “custo” passando pela origegperplianox; — %xz —x3=0,e
o transladamos na direcao de Cauchy até tangenciaredpolno ponto azul. Assim, encontra-
mos o ponto otimx = (1 3 37, que determina a solugao 6tima do problema igual%aVeja

Figura [4D5).

Para uma melhor visualizacao da resolugao do problerdanensional, o programa
POLIEDRO_V1 utilizou ferramentas adicionais, do Matlab, como rotagfiade (coordenadas) e

transparéncia.
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Figura 4.5: Soluc&o grafica eR?

4.3 Metodo Simplex

O objetivo deste capitulo & visualizar geometricamerggaucao do algoritmo Simplex
num problema de Programacao Linear, com regiao vianédda. Mas para isso, antes estuda-
remos uma breve descricao do método simplex, mostraedtratura algébrica envolvida num
problema geral de Programacao Linear.

A teoria apresentada neste capitulo deriva de um cursoobds programacao linear. As-
sim, nos limitamos apenas a algumas consideracOes iampest para o desenvolvimento do
trabalho, ja que o tratamento detalhado deste assuntaéogefoque proposto a este texto. Por
tais raz0es, alguns teoremas serao simplesmente edasceindicado ao leitor textos onde
sao encontradas as demonstragoes.

Teste da razao

Dadosx € R} eh e R", o teste da raz&o se resume em encotraiR, tal que

A =sup{A | Xx+Ah>0}.

Seh > 0, é facil perceber qué = +~. Caso contrario, podemos as-
sociar a cada componente= 1,...,n tal queh; < 0, um passo maximo

determinado por
Y /h
[ hi .
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Note quex; + Ajh; = 0. Para garantix+ Ah > 0, escolhemos 0 menor dos

Aj, isto &,

> |

:min{—%|hi<0}.
|

4.3.1 Solu@o basica vavel

Considere o poliedr@ definido por:

Ax=Db
x>0,

(4.3)

em quep € R™, Aémxn, m< ne postgA) = m.

Dos teoremad(21) €{R2), sabemos qu@ossui vértice, e que € Q, & um vértice se,
e somente se, as colunas e (v) sao linearmente independentes (L.I.). Assim, podemos
verificar se um ponta € vértice deQ quando satisfizer:

(i) x>0;
(i) Ax=Db;

i)y {Ai il (x)}eL.l

Os itens (i) e (ii), caracterizam um ponto viavel.

Definigao 45 (Base déd) Uma submatriz A & uma base de A se, e somente se, as colunas de
Ag s30 base d&R™. Istoé, B tem m elementogA; | i € B}, L.1.

€ R" (reor-

¢
Dada uma bashyg, podemos resolvefigXg = b e portanto o vetox = [ (f

denando os indices se necessario), satisfaz

AX = ABX,B =h.

Sex > 0, entaax & solugao viavel.



Programacéo Linear 66

Definicdo 46 Chamamos de solég basica vavel ao par(x, 3),emque x R"eB c {1,...,n},

com
Ag : base deR™,
Xg > 0;
xn =0, emque, N={1,...,n}\ B;
Ax=Dh.

Alem disso, x i € B sdo denominadas as vaweis lasicas e x i € N as varaveis 1&io basicas.

Lema 17 Considere o poliedrd{4l3).

1. Se(x,3) & solu@o basica vavel, enio xé um \ertice.

2. Se ¥ \ertice deQ, enfo existem um ou mais conjuntBsC {1,...,n}, tal que(x,3) &
solu@o basica vavel.

A demonstracao do lema acima pode ser encontrada_ emdal([{883) Nocedal e Wright

(1999) € Gonzaga (2005b). Mais a frente, visualizaremosx@mplo em que um vértice possuli
mais de uma solugao basica viavel (vértice degengrado

4.3.2 O Metodo

Considere o problema de programacao linear

minimizar ¢’ x (4.4)
sujeitoa AxX=D,

x>0,
em quec e R", be R™ Ac R™" comm < ne postgA) = m.

Vimos nos capitulos anteriores que a regiao viavel
Q={xeR"|Ax=b, x>0}

€ um poliedro, e se existir um conjunto otiny do problema[(4]4), entao este conjunto é
uma face de). Note que, tanto o problem@{%.4), quanto o poliedro estéfmmmato primal.
Observe também, que a face (’)tifhapor si s6, € um poliedro com o0 mesmo formato, e portanto
contém pelo menos um veértice.

Inicialmente, vamos supor que um vértice iniciale dado (i.e., existem um ou mais con-
juntosB C {1,...,n} tal que(x*, B) € uma solucao basica viavel). Nosso proposito émizar
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a func@o objetivoz = c"x, a partir deste vértice. Isto &, encontrar uma diregadebcida que
seja viavel e em seguida determinar o proximo pofitdal quez(x!) < z(x*). Caso nao seja
possivel determinax!, temos duas possibilidade: ot & a solucao 6tima, ou o problema &
ilimitado.

Geometricamente, o0 método simplex determina a direg@ota do vértice iniciak”, esco-
lhendo entre as arestas (faces de dimensao 1) adjacentegiaex* e que leva a uma reducao
do custo. Caso exista tal aresta, 0 método desloca-seaalate encontrar o proximo veértice

1

x*. Repetimos este processo até obter uma solucao oOtundeterminar que o problema &

ilimitado. Exemplos descritos geometricamente seraesgmtados no final deste capitulo.

Sabemos que cada vértice € perfeitamente caracterizadona ou mais bases. Algebri-
camente, o método simplex trabalha com essas bases. @ealg@d inicia com uma solugao
basica viave[x¥, B¥), e termina quandoX & soluczo 6tima, ou detecta-se que o problema no
tem solugao, ou encontra-6&+1, Bk+1) solucao basica viavel de custbx<t1 < cTxk,

Na iteracdo que consiste de um movimento por uma areséaerde ao vértice a um
verticext1 (possivelmentektl = xK), a baseB¥ difere em exatamente uma componente da
basepktl. O processo de percorrer uma aresta descrito geometritensenfaz, algebrica-
mente, permitindo que uma variavel nao bagica %) aumente, deixando de ser nula. Faz-se
um tese da razao para obter um novo vertiée?).

A cada iteragcao (mas nao todas), o valor da funcaoiebjdiminui. Isto nao acontece se ja
estamos em uma solucao 6tima, ou o problema é degenenaadendo o custo constante (fa-
remos um breve comentario sobre problemas degeneradssadiante). Outro tipo de situacao
ocorre quando o problema é ilimitado, isto &, o passo quezra funcdo move-se ao longo de
uma aresta indefinidamente, sem encontrar outro veértissinf as grandes questdes em cada
iteracao do método simplex sao: decidir qual arestallesc(determinar qual o indice que entra
e qual sai da base), e decidir se 0 passo € ilimitado. Paga dibs sobre como estas decisoes
sao tomadas no algoritmo simplex, relacionamos os dadcadieiteracao (vertic&), com as
condicdes de KKT. Veremos resultados teoricos destes fa proxima se¢ao.

4.4 Algoritmo simplex

4.4.1 Problemas equivalentes

Considere os problemaB,j e (P,) com 0 mesmo conjunto viavel:
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(P) minimizar c]x e (P2) minimizar clx,
sujeitoa AxX=0D, sujeitoa Ax=Dh,
x> 0. x>0,

emquece R", be R™, Apxnese R
Definicao 47 Dizemos que (i e (B) sdo equivalentes s&in o0 mesmo conjunto de sobas.

Lema 18 Se ¢d = cJ d para toda dire@o d pertencente aoicleo de A, keid), entio (R) e
(P,) sdo equivalentes.

Dem. Dados dois pontos viaveig, x? € Q, temosx! —x? € ker(A) e entaoc] x! — cIx? =
cixt —cIx2. Dai se conclui imediatamente guee solucao otima de) se e somente se &
solugao otima deRp). [ |

Lema 19 Se ¢ = ¢, + ATy para algum y= R™ enio (R) e (B) sio equivalentes.

Dem. Para todd cker(A),

cd=cld+d"ATy=cld+ (Ad)Ty=cld,
poisAd = 0. [ |
4.4.2 O algoritmo

As condicOes de otimalidade do problemal(4.4) sao dadiay g R™, s R"

Aly+s=c, (4.5)
Ax=Db, (4.6)
X, >0, 4.7)
xs=0, i=12...,n (4.8)

Ses e R" satisfaz a equacab (#.5) com algym R™, sé chamadafblga dual’El. Ses> 0,
é denominadafbga dual vavel'.

Lvimos no capitulo 2, que a equacfio]4.5) correspondeauigna dual do problemBT3.4), e por essa razao
& denominada folga dual.
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Inicialmente, supomos que nos é fornecida uma solugaizh viavelx, ). Relembrando
da defini¢cao[{46), obtemos os conjuntos de indges {1,...,n} eN = {1,...,n}\ 3, jun-
tamente com as submatrizég e Ay, as quais correspondem as colunasAdeom indices
i € B ei €N, respectivamente. Também particionamos as componeaies d ¢, segundo 0s
conjuntos de indice8 e N, usando a notacao

Xg = [Xilicg, Xn=[Xlien, Sg=I[Slicp; *n=ISlieNn, Cg=[Cilicg € Cn = [Cilien.

As variaveis com indiceisc 8 ei € N sao denominaddsasicase ndo basicas respectiva-

mente.

Cada iteracao do algoritmo inicia com uma solucaodzégiavel. Das condicdes de KKT
@3), [48) el(4]7), podemos extrair valores nao apenasaariavel primak, mas também
para as variaveis duaise s. Se ao calcularmos, obtemoss > 0, entdo encontramos uma
solucao 6tima. Senao, obtém-se outra solucachasavel.

Para constatarmos esses resultados, usaremos o fato de@sfio custos equivalentes

guandas € folga dual, isto &,

minimizar c'x equivalente a minimizar s'x,
sujeitoa Ax=Dh, sujeitoa Ax=Dh,
x> 0. x>0,

como visto na secaf (4.4.1), psis- c— ATy.
Vamos escrever uma itera¢ao do algoritmo:
e Dados iniciais: solu¢ao basica viavel3), B C {1,...,n}, N={1,....n}\ B, Xg e xn.

e DefinimosB = Ag eN = Ay. Da condicao de KKT{4I5Ax = Bxz +-Nxy = b e portanto,
Bxg = b, poisxy = 0.

e Calculamoy e s satisfazendo as condi¢des de KKT{4.B).1(4.4) € (4.5).

Da condi¢ao de dualidade(¥.5), temos que:

Ja a condicao de complementariedddd (4.7) nos induzsadesarsz = 0 e sabendo que
B & nao singular, concluimos qye& a solucao Unica de

BTy: CB'
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Consequentemente, temos que
su=cn—N'y=cy— (B W) cp.

e Variavel que entra na base:

Ses > 0, entaax € solucao 6tima. Senao, escolhemos um indiakques, < 0. Comos
e C sao custos equivalentes para o probldma (4.4), temogsasenentar (mantendo nulas
as outras variaveis no basicas), ersfaodiminui, poissg =0 es Xy = SX;.

d
Construindo a direcad = [dB] , em quedy € igual a 1 na i-esima coordenada e zero nas
N

demais, e calculamaty para satisfazehd = 0, temos que:
Bdg +Ndy = O,

masNdy = A;. Portantod & obtido porBdz = —A, isto &,

_[-EA
[ »

e Variavel que sai da base:
Caminhamos ao longo det- Ad até que alguma variavg|, j € B se anule.
Sed > 0, o problema é ilimitado. Senao, obtemos o passatravés do teste de razao,

comj € (B tal quex; +Ad; = 0.

e Fim daiteragdo: O novo ponto & dado por=x+Ad e anova basB™ = {i} UB\ {j}.

Vamos mostrar que de fa®™ & uma base, e portanto” & um vértice. Sabemos por
construgao quedg = —A;, pelo teste da razad; < 0. Devemos mostrar qug € linearmente
independente das colunAg parak € 3, k # |, isto &, as colunas d&s- sao L.I.. Este fato &
consequéncia direta do seguinte lema:

Lema 20 Dados vetorestu?...,u" € R" linearmente independentes e jul + A u +- - - +
AnU". SeA; £ Oentio v u?,...,u" sdo L.I..

Dem. Suponha que = asu® + - - - + apu”, temosA ut = (s — A)U2 + - - - + (ap — Ap)u”, com
A1 # 0, 0 que contradiz a independéncia lineaudie?. .., u". [ |
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Algoritmo 4.1: Um passo do algoritmo Simplex

Dados ¢, Ac R™" b, x e R", B vetor de indices das variaveis basiddsetor de
indices das variaveis nao basicas, ogn» 0 exy = 0.
DefinimosB, N, cg e Cn;
Calculamos as folgas duais:
o y=Blcg; o su=cy—Ny;
Variavel que sai da base: calculae N tal que
Sj = min(sn);

Sesj > 0 entao
Solugao 6tima encontrada.

Serao
i =N(j) (x entra na base);
Fim-se
Direcao de decréscimo:
o ds =-B7A;
e d =1, os demais termos que compddip sao zeros;
Variavel que sai da base:

Sed > 0 entao
Problema ilimitado.

Serao
Encontrar o passd utilizando o teste da razaojec 3 tal que &j +Adj = 0).
Fim-se
Definimos a nova base, trocando os indigesri:
o B={i}UB\{i} o N={jFUN\{i};
X=X+Ad.

4.4.3 Detalhes sobre o algoritmo simplex

1. Obtencao de uma solucao basica inicial.
Obter uma solucao basica inicial é tao dificil quargsolver o problema de P.L. a partir

de um veértice dado. O método € dividido em duas fases:

Fase I: Cria-se um novo problema utilizanchovariaveis “artificiais”, Xn11,...,Xnem € @

solucao deste problema & uma solucao basica parabdepra original. A Fase |
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Fase II:

consiste em resolver o seguinte problema:

minimizarx,, ; +--- + X3 m (4.10)
sujeito a A*X* = b,
X" >0,

_ Ejj =+1seb; >0
em queA* = [A E], comE diagonall " ="
Ejj = —1seb; <0

O ponto inicial & dado por:

_ 0

X= ,

|bj]

em que as variaveis nulas correspondem as primeivasaveis originais, ¢oj| =
Xn+j, COMj =1 ..., mcorrespondem as variaveis artificiais.
Note quex satisfazA*x* = b e que para a basg = {n+1,...,n+m}, B & ndo
singular. A Fase | usa o método simplex e termina ao minintgaoblema acima

com custo zero.

Partindo da solucao basica encontrada pelalFdseemos minimizar o problema

original com um acréscimo de variaveis no custo, isto &,

em que a parte nula d representa um vetor nulo comentradas.

As variaveis artificiais devem permanecer sempre nulasa iBt, basta descon-
sidera-las ao escolher a variavel que entra na base emitesaigho. Em geral,
podem-se eliminar as variaveis artificiais na Fase Il. Nar&o, pode ocorrer que
alguma variavel artificial (com valor nulo) pertenca &dabtida na Fase |. Essas
variaveis devem ser mantidas nulas na Fase Il, isto &, résvess artificiais que

pertencem a base nao podem alterar seus valores.
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2. Degeneracao.

Considere uma solugao basica viagelB). Sexg > 0, entao a solugao & chamauko
degeneradaNeste caso é facil perceber que o passoa iteracao do simplex a partir

da solucao basica, € positivd & 0), pois uma das variaveis basicas se anula. O passo &
“0til” e o custo diminui. A base muda e o algoritmo nunca a&ab ponto.

Sexg # 0, entao a solugao basicadegenerada O vértice tem menos de variaveis
positivas, e pode ser associado a varias bases diferétdds.ocorrer que, para alguma
escolha da variavel que entra na base, o passsultante seja nulo. Neste caso o custo se
mantém constante, o ponto nao muda, mas a base muda pestadt Na secab(4.5.1),

visualizaremos o desenvolvimento do algoritmo simplex emegte fato ocorre.

Muito raramente, & possivel que ocorra um ciclo: aposragassos nulos, repete-se a
basef, o algoritmo entra ertoop e falha. Isto depende das escolhas de quem entra e sai
da base. Um exemplo deste fato & apresentado_ em GHvaEa) (19

4.4.4 Teoria por tras do metodo simplex

Esta secao tem como objetivo apresentar alguns ressltadocos importantes que susten-
tam as afirmacdes apresentadas pelo método simplex.adtracoes destes resultados estao

em[Dantzig e Thapd (1997), Nocedal e Wright (1999), Izmal&oedov (2007) ¢ Chvaial
(1983).

Para os teorema a seguir, consideremos um problema de miag#a linear geral, no for-
mato primal, definido poi{4l4), em que as condicdes de K&kd'dadas pof(4.5)(4.8).

Teorema 23 (Teste de Otimalidade)Dada uma solu@o basica vavel (x, 3), X € uma solugo
otima com custo z ¢’ x, se s for folga dual vel, istogé,

§>0, parai=1,...,n.

Teorema 24 (Miltiplos minimos) Dada uma solugo basica vavel(x, 3), em quex é solu@¢o
otima do problema, qualquer outra sobug viavel (x, 8), nao necessariamentebica, com a
propriedade quejx= 0 para todos > 0, & tamkem uma solu@o 6tima. Por outro lado, qualquer
outra solu@o viavel (x, ), com a propriedade queg x 0 e > 0 para algum i, 1&o pode ser
uma soluéo 6tima.

Corolario 1 (Solugdo Ginica) A solugo hasica vavelé alinica solug@o 6tima, ses > 0 para
todas as va@veis r&o basicas.
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Teorema 25 (Problema linear ilimitado) Seja s folga dual associada(a, 3), tal que $< 0
para algum i, e considere a dirég d definida enf{419). Sexl0 enfio o problemae ilimitado.

Teorema 26 (Processo finito sobre problemado degenerado)Assumindo que cada iterag
€ nio degenerada, o algoritmo simplex termina em umnaro finito de iterages.

4.5 Visualizag@o espacial do netodo simplex

Descrevemos anteriormente o processo geométrico datalgaimplex, o qual decide que
direcao tomar a partir de um vértice inicial. A diregdescolhida entre as arestas adjacentes a
este vértice, tal que reduza o custo e determine o proxeérice da iteracao (quando possivel).

A maioria dos textos descrevem o método simplex atravésnug técnica denominada
tableay que determina uma sequéncia de vértices atraves dtepivento de uma tabela
numeérica. Esta técnica foi apresentado por Dantzig. Naé&weid Chvafhl (1983), desenvol-
veu um processo similar denominadicionario. Neste texto nao apresentamos tais técﬁjcas

priorizamos a visualizagao do método simplex.

Nesta secao visualizaremos trés exemplos que exibersemdavimento do método sim-
plex para problemas bidimensionais, tridimensionaisedetpdos e nao degenerados.

4.5.1 Visualiza@o

Considere o problema bidimensional

minimizar —2x; — X (4.11)
sujeitoa 3x;+5x < 15
—X1 — %X < =1
—X1+2x < 4
2% — 3% < 6
x> 0.

Note que o conjunto viavel esta no formato dual. Ja o gd@esimplex trabalha com proble-
mas no formato primal, portanto temos que introduzir asaveis de folga para termos os dados
de entrada para o algoritmo simplex. Por outro lado, nZms&igel visualizar a regiao viavel no

“Estas técnicas sao encontradas em Chvafall1983), e d@996)[ Dantzig € Thaba (1997), e em qualquer

texto basico de programacao linear.
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formato primal, por tais razdes, resolveremos o probles@agmplex numa dimensao superior
ao plano, e visualizaremos o resultado bidimensional.

Observe também que nao foi apresentada uma soluc@mabaavel, portanto o proprio
algoritmo simplex acrescenta as variaveis artificiaisn@otando ainda mais a dimensao do
problema), e calcula um vértice inicial. A seguir, apréaamos o desenvolvimento do algoritmo
simplex na fase 2 para o problema bidimensional atravégdeas.

051 . VPPN SSSSVIANN MRS SRS : SN

T N

i i i i i
0 05 1 15 2 25 3 35 4 0 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 4.6: Representacao passo a passo do algoritméegimgm problema bidimensional.

Em todas as figuras, a regiao viavel é representada pétogmazul. Na primeira figura
destacamos o vértice inicidl, em amarelo, determinado pela fase 1, juntamente, com o hipe
planoc™x = c"x? representado por um segmento de reta azul passando peddmioial € com
vetor normal destacado em vermelho. Ja na segunda figugmrdmo simplex decide, entre as
duas arestas adjacentes ao vértice inicial, qual reduzomisto e através desta aresta encontra
o probximo vértice(3,0). Na terceira figura, s6 existe uma escolha da direcao etezrdina o
vértice (1,0). Note que no passo 2 e 3, o hiperplano nao é suporte ao gmlipmrtanto os
vértices nao podem ser solucdes do problema. Na quguafio simplex determina o vértice
(0,1), que & a intersec¢ao do hiperplano suporte com o pol@mro menor custo encontrado,
isto &, 0 método simplex encontrou a solugcao 6tima adlema. No processo cada iteracao
do método simplex resulta em um passo positivo (aresta emeli@o), que determina um novo
vértice com custo inferior ao antecessor.
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As cores dos pontos que sao encontrados pelo método Simggeesentam a seguinte

relacao:

Analogamente, considere o problema tridimensional

Cor

Representa@o

e | Vertice intermediario
e | Veértice 6timo.

Veértice inicial;

minimizar -5x; — 3% — X3
sujeitoa AX<Db,

em queA e b sao definidas por:

0

-8

-8
8
-8

= P B, O O O O

S
N

271

143

143
15

(4.12)

Figura 4.7:Diamante

Este problema tridimensional & denomidaiiamante e foi baseado e Vanderbel (1996)
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gque apresenta na capa um diamante e uma trajetoria sobmestasarepresentando 0s passos
do método simplex.

A seguir, apresentamos o desenvolvimento passo a passetddavsimplex na fase 2 para
este problema. O custo sera representado por um paraeiogrom vetor normal em vermelho
centrado na solugao basica inicial (ponto amareloydeteda pela fase | do algoritmo simplex.
Os demais passos nao apresentam o vetor normal. Nestelexeaga iteracao corresponde a
uma figura, em que os vértices, juntamente com o custo,|lstaps em sequéncia.

Da primeira a sexta figura, observe que os hiperplanos adsgportes, ja na proxima
figura, o método simplex encontra a solucao do problenséadada pelo hiperplano suporte
passando pelo ponto azul.
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Problema degenerado

Considere o seguinte problema

minimizar x; — 3%, — X3 (4.13)
sujeitoa Ax<Db,

x>0,

em queA e b sao definidas por:

1 0 1 6
-1 0 1 2
0o 1 1 6
0 -1 1 2
1 1 0 6
1 -1 0 2
1 0 -1 2
A=|0 1 -1| e b=|2
-1 1 0 2
-1 0 -1 6
-1 -1 0 6
0 -1 -1 6
-1 0 -1 -2
0 -1 -1 -2
-1 -1 0| -2,

Figura 4.8: Regiao viavel com o ponto inicial
determinado pela fase I.

ApoOs determinados a regiao viavel e o ponto inicial, éadé simplex efetua uma iteracao
determinando o segundo vértice, figura (a).
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Nas proximas duas iteracdes, determinadas pelas fif)raqc), respectivamente, o custo
nao se altera e o vértice no formato dual permanece o mekma formato primal, as bases e
0s veértices sao alterados mas o custo se mantém. Estecfat®, pois o vértice & degenerado.
Utilizando a técnicalicionario, [Chvatal (1983) apresenta exemplos algébricos de pratse
degenerados (problemas que um mesmo vértice possui mamsalbase) e um exemplo espe-

cial, em que o método simplex gera um ciclo.

Na figura a seguir, o simplex determina a solugcao 6timardblpma representado pelo
ponto azul.

4.5.2 Programapoliedro_simplex

Nesta secao apresentaremos o0 programa que fez podsiwadizar o desenvolvimento do
método simplex dos exemplos propostos na se¢ad 4.5.1.

Considere um problema de programacao linear, cordtitde um politopo como regiao
viavel, caracterizado p@, b ec no formato dual. O program@liedro_simplex & composto
basicamente pelos progranas iedro e simplex, que efetua dois passos principais:

O primeiro passo € descobrir todos os vértices que o éilgosimplex percorre para definir
a solucao 6tima do problema. Para isso, basta acreseentamatrizV aos dados de saida
do programa simplex, correspondente a estes vérticeg dist os dados correspondentes ao
problema estao no formato dual, assim antes de introdagios dados de entrada no simplex
devemos alterar o formato do problema (fomato primal).

O segundo passo € utilizar o prograped iedro para construir a regiao viavel.
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Note que no programpoliedro_simplex, O primeiro passo é feito separadamente do
segundo. Assim, os vertices sao simplesmente plotadoa nptdem determinada pelo simplex,
juntamente com os hiperplanos e a normal. Para plotar osptap@s e seu vetor normal
fixamos uma proporgao com relagao ao tamanho do poliéddyoi, nao entraremos em detalhes
de como foram construidos os hiperplanos nem o vetor noffoehm simplesmente utilizadas

técnicas de programacao em Matlab e geometria araalitic

O comando de chamada do prograpeaiedro_simplex & definido por:

poliedro_simplex(c,A,b);

Algoritmo 4.2: poliedrasimplex

Dados ce R", Ae R™" be R™M
Definimos os vértices encontrados pelo simplex:
[V]=simplex(c,Ab);

SeV = 0. entao
Nao & possivel construir o poliedro, problema ilimitadomal posto.

Seréo
Construcao do politopo:

poliedro@,b);

Sejak o numero de vértices definidos &ém
Parai=1,...,k

SeV; € o \értice inicial. entao
plotarV;, juntamente com o hiperplano e o vetor normal.

Serao
Construir a aresta, em vermelho, entre o vértice antecessor.

plotarV; e o hiperplano.
Fim-se
Fim

Fim-se
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5 Poliedros em Programé&ip Inteira,
Meétodo Branch and Bound

O inicio da Programacao Matematica € vinculado a Dgrizm a apresentacao do Método
Simplex. Ja a Programacao Inteira surge com o Algorittaad’de Corte proposto pelo enge-
nheiro e matematico Ralph E. Gomory em 1958.

Gomory, ap6s seu doutorado em Princeton, ingressou natiRképade Fisica do Instituto
de Investigacao Naval da Marinha dos Estados Unidos, eshMfton no ano de 1955. Além
de seus afazeres, Gomory juntou-se ao Grupo de Inveatiggg Operacdes da marinha. La
teve o primeiro contato com a Programacao Linear, nunoadesinvestigacao dado por Alan
Goldman.

Em 1957, Gomory voltou a Princeton como professor de mateamy&nde conheceu o
professor A. W. Tucker, entao chefe do departamento e maador de um grupo interessado na
teoria dos jogos. Este grupo incluia Harold Kuhn e MartialBe

Gomory ainda mantinha contato com a Marinha dos Estadososnodmo consultor. Em
uma destas viagens de consultoria, um grupo apresentou adielorde programacao linear de
uma forca tarefa da marinha. Um dos apresentadores comgu&seria bom ter resultados
inteiros ao invés de 1,3 porta-avides. Pensando na aigerlevantada, Gomory, sentiu-se
determinado a inventar um método que produzisse resgltat#iros, e associou imediatamente

a seu conhecimento de programacao linear.

Apbs algumas investigagdes, concluiu que o métodordeter duas etapas. Na primeira o
resultado do problema de Programacao Linear & um lit@aara o problema de Programacao
Linear Inteira. A segunda etapa consistia em produzir tado$ inteiros, com a adicao de
restricdes lineares suplementares.

No mesmo periodo, Martin Beale entra em contato com Gomany gue ministrasse um
seminario em Princeton. Ja haviam apresentado sewsrsnbre teoria de jogos e programagao
linear. Gomory aceitou o pedido e disse que teria prazerdendapalestra sobre a resolucao de
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problemas de programacao linear inteira. Ouvindo o dssimseminario, Martin respondeu:
“mas isso € impossivel”. Essa foi a primeira indicacampgGomory que outros tinham pensado
sobre o problema.

Durante as emocionantes semanas que se seguiram, Gomonefiteconsegui elaborar
uma prova e com o auxilio da teoria proposta por Dantzig,nicid de 1958, Gomory faz
a primeira apresentacao publica do algoritmo plano deecaando origem a Programacao

Inteira.

Gomory ressalta ainda a colaboragao do professor Tuglerfoi extremamente Gtil du-
rante aquele periodo, como durante toda sua estada eneterin®o verao de 1958, ao escre-
ver o algoritmo em Fortran para o computador IBM 704, reumnisz pela primeira vez na Rand
Corporation os matematicos Gomory, Lloyd Shapley, HedrfS®antzig, Richard Bellman e
Phillip Wolfe. O programa Fortran apresentou falhas emraguodelos, em que os maiores
tinham de dez a quinze variaveis. A maior parte destes @mdd chegaram na solucao rapida-
mente, mas um desses modelos nunca chegava a uma respostizaleomory pensou que
talvez houvesse deixado “bugs”’no programa, mas, na veréatefoi o primeiro indicio de
problemas computacionais que viriam pela frente.

O relato historico acima apresentado & encontradp em GbffB91). As coincidéncias
entre os precursores da programacao linear (Dantzigpeodgamacao inteira (Gomory) ficam
claras quando nos colocamos no ambiente de desenvolviradatacional e tecnologico da
época, juntamente com o incentivo proposto pelas Forgasédas Americanas. Mas o fato que
merece maior destaque & a perspicacia dos matematicalsidos na época, e seus circulos de
amizades que tanto contribuiram a matematica de hoje.

5.1 Programag@o Linear Inteira

Caracterizamos um problema de programacao linear conapnsgen problema continuo,
em que a solucao (caso exista) é real. Ja em programiaigira, colocamos outra restricao
sobre as variaveis, exigimos que sejam inteiras, 0 quetesiza a Programacao Inteira como
sendo um problema discreto. Muitos problemas do mundo m ser modelados como
problemas de programacao linear, em que algumas ou tedasiaveis sejam inteiras. A ne-
cessidade de formular e resolver problemas de Programag@ar Inteira (PLI), veio inicial-
mente a partir do fato de que, em algumas das aplicacoaegmmacao Linear (PL), solucdes
fracionarias eram indesejaveis - imaginar um pedido eexg&, por exemplo, o nUmero de
porta-avides atribuidos a rota j.

Poderiamos pensar que estes problemas nao seriam mustdifieis do que problemas
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de programacao linear, mas, como veremos neste cgpitalblemas de programacao inteira

geralmente sdo muito mais dificeis de resolver.

Uma abordagem natural para os problemas PLI, & resolverrespondente problema de
PL, caso exista solucao, encontrar na vizinhanca o pmais proximo com componentes in-
teiras. Esta & certamente uma estratégia plausivel eitosmasos, especialmente quando a
solucaox esperada contém valores inteiros “grandes” e, sendo pegointe insensivel aos
arredondamentos. Ha, no entanto, muitas limitacoegsspara essa abordagem: O arredonda-
mento para uma solucao viavel inteira pode nao seraadi{solucao nao viavel), alem disso,
a maioria das aplicacdes de PLI nao sao apenas PL, mbemas que possuem a proprie-
dade que as variaveis inteiras sejam apenas um dos doisyat seja, zero ou um. Mais
frequentemente, um problema de PLI & o resultado da agéia de modelos combinatorios
com restrigcOes inteiras ou nao lineares de diferenpes ti

No entanto, existem outros problemas de programacaioaném que as variaveis inteiras
podem assumir qualquer valor inteiro nao negativo. Por;, ssnsideramos o problema padrao
de programacao inteira da seguinte forma: SejanR", Ac R™"eb e R™.

minimizar ¢’ x (5.1)
sujeitoa Ax=D,

x>0,
xeZzZn.

Neste capitulo, discutiremos uma técnica para resolkai@mas desta classe, chamado
Branch-and-bound. A abordagem destes problemas atra@sodramacao Linear, podem ser
encontradas em VanderbEei (1996) e Papadimitriou € S&{GHo8).

5.2 Metodo Branch-and-Bound

O método Branch-and-bound envolve a resolucao de undgranmero de subproblemas
lineares, na busca de uma solucao 6tima inteira. O branchranch-and-bound refere-se ao
processo de particionamento do problema original em swosssibproblemas de PL. O bound
refere-se aos limites inferiores que sao utilizados paomatru¢ao da prova de otimalidade sem

pesquisas exaustivas.

O Algoritmo comega com a seguinte abordagem: Primeiraenigmoramos a restricao
xi€Z,i=1,...,n, do problemal(5]1), resultando num problema de Programkigiear deno-
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minadoProblema relaxado

minimizar c'x (5.2)
sujeitoa AX=D,

x> 0.

Vimos no capitulo anterior que o método Simplex resolveablema relaxadd(3.2) e ob-
tem uma solucao (caso exista)que em geral nao € inteira. Se a soluga@inteira, entao o
problema esta solucionado. Por outro ladox $#0 € inteira, associamos o cus{®) desta
solucao ao menor valor da funcao objetivo a ser aladenge problema relaxado, isto €, se
calcularmos em qualquer solugao viavel intefrdemos ques(x) < c(x*). Para encontrarmos
uma solucao viavel inteira, teriamos agora que adaioma restricado (plano de corte) para o
problema relaxado, de tal forma que nao excluisse umayebselucao inteira. Aqui no en-
tanto, vamos dividir o problema em dois subproblemas, eerdgando duas restricdes lineares.
Suponha qug € uma componente nao inteiraxjgor exemplo. Assim, definimos os seguintes
subproblemas.

(P1) minimizar c"x e (P,) minimizar c"x (5.3)
sujeitoa Ax=D, sujeitoa AX=D,
x>0, x>0,
X < %] X > [X]+1,

em que|X | & o maior inteiro menor qug.

Para melhor compreender o processo, classificamos os sldipas por niveis, isto €, o
problemal(5R) representa o nivel 0, ja os problemas derem[5.18) pertencem ao nivel 1, e
assim sucessivameﬂtef) método Branch-and-bound torna-se claro ao resolveonseguinte
exemplo. Este problema & encontradolem Vandelrbel (196@ntanto, como um problema de

maximizacao.

Exemplo 1: Considere o seguinte problema:

minimizar —17x; — 12X (5.4)
sujeito a 10x1 + 7x2 < 40
X1+X% <5
x>0
x e Z2.

!Branch-and-Bound pode ser interpretado através da tdergrafos, em que o método Branch-and-Bound
“varem” (busca em profundidade) uma arvore binaria, #ipg@o nivel O (raiz) até determinar uma solugao inteira
de custo minimo (folha).
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Definimos o problema relaxadpp (nivel 0), desconsiderando a;

restricao inteir € Z e resolvemos o problema PL pelo Simplex deter

a5

minado a solugaa® : x; = 1,67 xo = 3,33, com custa(x’) = —68.33. N

Veja figura ao lado. Note que, tarmtg, quantox, sao fracionarias. As-*

sim, para definirmos os subproblemas do nivel 1, devemothesama
das variaveis para adicionar os planos de corte (Branckgcrica ado- ..

AN
N\

tada neste texto & escolher um indjdal que W e e

M = maX(Mi>i:17...7n7

comM; = X0 —roundx?)|, i=1,...,n.

Neste exemplo, o nivel O apresema = M,, por essa razao, escolhemos a variayel
Assim adicionamos os planos de conte,< 1 oux; > 2, considerando esses dois casos se-
paradamente. Ao definir os subproblemas relaxados, resot/@rimeiramente o problema
da esquerda (busca em profundidade), deixando o problerdaaita em aberto. Sejam os
subproblemas do nivel 1 o problema da esquépdae o problema da direita, denotados por:

(p1) minimizar —17x; — 12% e minimizar —17x; — 12x (5.5)
sujeito a 10x; + 7% < 40 sujeito a 10x; + 7% < 40
X1+X <5 X1+X <5
X1 <1 X1 > 2
x>0 x>0

Utilizando novamente o método Simplex, encontramos cornm;éoxl X1 =1x =4,
com custac(x}) = —65. O algoritmo encontrou a primeira solugao viavel gagoblema de
Programacao Linear Inteira, tal solucao é tida comoliomtante para os demais problemas
(Bound), isto €&, se a partir de agora um subproblema retagadontrar um custo superior a
c(x}) o subproblema & desconsiderado. Nas figuras a seguir, pneseata o subproblenpa
separadamente, e a outra 0s subproblgm&sp; sobrepostos.
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Aqui o “bound”, c(x!), & representado pelo portd = (1,4) que esta na cor azul. Alem
disso, como a solucao & inteira, 0 problemanao sera mais particionado, por essa razao,
passamos a resolver, com o auxilio do algoritmo Simplexoblpma da direita eni.(3.5) do
nivel 1, que definimos pop,. A solucio encontrada & dada pdr: x, = 2 x» = 2,86, com
custoc(x?) = —68,29. Neste caso, a solu¢idnio & inteira e a variavep & a (nica escolha

possivel. Sejaps e o problema da direita do nivel 2 em aberto, os subproblderastados por:

(p3) minimizar —17x; — 12x» e minimizar —17x; — 12xo (5.6)
sujeito a 10x; + 7% < 40 sujeitoa 10x; + 7xp < 40
X1+X <5 X1+X%X <5
X1 > 2 X1 > 2
Xp < 2 Xp > 2
x>0 x>0

Analogamente, resolvemos primeiro o problema da esqueydancontrando a solucao
x3:x; = 2,6 % = 2, com custa(x®) = —68,2.

Figura 5.1: Subproblemps e os demais subproblemas sobrepostos.
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A solucaox® nao é inteira, assim escolhemos a variayepara efetuar a particao dos
subproblemas, com o acréscimo das restrig@es 2 oux; > 3. Considere os seguintes sub-
problemas do nivel 34 e o0 problema a direita aberto:

(Pa) minimizar —17x; — 12X, e minimizar —17x; — 12xo (5.7)
sujeito a 10x; + 7% < 40 sujeito a 10x; + 7% < 40
X1+X <5 X1+X <5
X1 > 2 X1 > 2
Xo <2 Xo > 2
X3 <2 X1 > 3
x>0 x>0

Podemos representar os passos do método Branch-and-Btauadivel 3, pelo seguinte
diagrama.

X0 x1 =1,67x = 3,33 Nivel 0

c(x%) = —68,33
X1§]/ \X122
XLixg=1% =4 X2ixg=2% =2,86 Nivel 1
c(x!) = —65 — 68,29
X2<2/ \X2>3
x3:x1:26x2:2 Nivel 2
)=-682
X1<2/ \Xl>3
(Ppa) Nivel 3

Figura 5.2:Arvore representando o desenvolvimento do método BranckBound até o nivel 4.

Resolvendo o subproblen obtemosx* : x; = 2 x, = 2, com custoc(x“) =-58. O
método encontrou outra solugao inteira, mas se compasago “bound’c(x!), observamos
que o custa(x*) & caro, isto ég(x}) < ¢(x*), por essa razaa’ & desconsiderado. Graficamente
representamos o custo “caro” pelo portem vermelho. Observe também que o poliedro que
representa o problema de programacao linear relaxadaénensional. Veja Figurd(3.3).
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Figura 5.3: Representacao grafica desenvolvida ateprebhlemap;.

Analogamente ao nivel 1, permanecemos no nivel 3 e resolv® problema a direita
definido em[(5]7). Definimos esse problema de programagaarirelaxado pops. A solucao
de ps & dada poK® : x; = 3 x2 = 1,43, com cust@(x’) = —68,14.

SR : KN
45 ¢ i 45
4 N 4
35 35 N

: A : A

25 \\ 25 i \

Os planos de corte sao efetuados na varigvelelas restricoes, < 1 ouxy > 2, e desta
forma definimos os subproblemas do nivel 4.

(Ps) minimizar —17x; — 12% e minimizar —17x; — 12x (5.8)
sujeitoa 10x; + 7xo> < 40 sujeitoa 10x; + 7xo> < 40

X1+X% <5 X1+% <5

X1 > 2 X1 > 2

Xp < 2 Xp > 2

Xy <2 Xy > 3

X <1 Xp > 2

x>0 x>0

Aqui, definimos o subproblema a esquemae deixamos o problema a direita aberto. Note,
gue ao adicionarmos os planos de corte, as restric0emdmsuplementares fazem com que
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0 subproblema no nivel antecessor tenha restricOesdadtes, mas nao as descartamos. Do
Simplex segue que® : x; = 3,3 %, = 1, com o custa@(x®) = —68.1.

No problemapg, x1 € a variavel escolhida para se fazer o “branchi’< 3 ou x; > 4.
Definimos assim o problema a esquepgdacom solugaa’ : x; = 3%, = 1, com o custe(x’) =
—63. Da mesma forma que epg no nivel 4,c(x’) & considerado “caro”, e assim descartado.

Passamos entao para o problema da direita, que & definidpgpoom o acréscimo da
restricaox; > 4.
(ps) minimizar —17xq — 12x, (5.9)
sujeito a 10x; + 7% < 40

X +X <5

X1 > 2

Xo > 2

X1> 3

Xo > 2

X1>4

x>0

Resolvendo o problempg, encontramos a soluga® : x; = 4 xo = 0, com custa(x®) =
—68. Comparando o resultado com o “bouradk!), obtemos que(x®) < c(x!). Portanto
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descartamos(x'), agora “caro” e definimos o novo “bound(x®). Graficamente, o pontd &
representado pela cor vermelho e o pafteomo sendo o novo ponto azul. Observe também
gue o poliedro definido pelo problenia(5.9) possui dimeus#o, isto €, o poliedro & formado
por um GUnico ponto.

N N
0 0
[ 05 1 15 2 25 3 35 4 [ 05 1 15 2 25 3 35 4

X0 x3 =1,67x = 3,33 Nivel 0

c(x°) = —68 33
X1§l)/ \X122
Xixi=1x=4 X2 X1 =2% = 2,86 Nivel 1
c(xt) = —65 = —68,29
xZ<z/ \Xz>3
X3:x1=2,6%X = Nivel 2
c(x®) = 68,2
xlgz/ \x123
XX =2% =2 x5:x1:3x2:1,43 Nivel 3
c(x*) = —58 — 6814
X2<1/ \X2>2
x8:x1=3,3%x = Nivel 4
c(x®) = -681
s/ N 0o
X ix1=3%=1 XBixg=4%=0 Nivel 5
c(x’) = —63 c(x®) = 68

A arvore binaria acima, representa o desenvolvimento étmdo até o nivel 5. Observe
que tanto o problema da esquerda quanto o da direita no Hiadtiveram solugao inteiras,
assim voltamos ao nivel 4 para resolver o problema a diggit definido em[(5I8). Mas ao
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adicionar a restricag > 2 a regiao viavel definida pelo subproblemaé vazia, isto &, nao
existe ponta(xy, %) do poliedro determinado pelo nivel 0, tal qbe,x2) > (3,2). Portanto,
dizemos que o problemay € inviavel. Analogamente, analisamos o problema atdipp, no
nivel 2, definido poil(&l6), e constatamos que ao acregcentatricao, > 3 0 problematorna-
se inviavel. Como nao ha mais subproblemas para serelsads, determinamos a solucao
otima inteira do problema dada per= (4,0), com custoc(x*) = —68. Note que a solucao
otima inteira do problema ndo & um solucao viavekpra da solucao do problema relaxado
no nivel 0, isto &, se arredondassemos a solucao dol@tado no nivel 0, nao encontrariamos

“ A

a melhor solucao. A seguir apresentamos a “arvore” cetalo problema de PLI.

X0 x3 =1,67x = 3,33 Nivel 0

c(x°) = 68,33
><1§1)/ \ X1 > 2
Xixg=1x=4 X2:ixg=2x% =286 Nivel 1
c(xt) = —65 c(x?) = —68,29
xz§2/ \ X2 >3
X3:ix1=2,6Xy=2 p1o: Inviavel Nivel 2
c(x®) = 68,2
X <2 \ X1 >3
XFixg=2x%=2 X2 X1 =3x% =1,43 Nivel 3
c(x*) = —58 c(x5) = —68,14
Xp < 1/ \ Xp > 2
x¥:x1=33x=1 Po : Inviavel Nivel 4
c(x®) = -68 1
Wy S N
X' ixg=3%=1 Xixg=4%=0 Nivel 5
c(x’) = —63 c(x®) = 68

Figura 5.4:Arvore completa

No exemplo 1, apresentamos graficamente um problema deaRragéo Linear Inteira
bidimensional. Na proxima se¢ao, abordamos um exemplBld tridimensional, utilizando
o método Branch-and-BoundE importante ressaltar que o nimero de subproblemas aament
significativamente ao acrescentarmos uma dimensao.nemrteara que o nUmero de iteracdes
nao seja “elevado”, mostraremos exemplos simples rekud\graficamente em 9 iteracoes.
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5.2.1 Algoritmo Branch-and-Bound

Vimos no desenvolvimento do exemplo 1, que o algoritmo braarad-bound constroi sub-
problemas de programacao linear e que esses problemasssizidos pelo método simplex.
Basicamente, o algoritmo se detém em construir os subprad e avaliar as solu¢des encon-
tradas pelo simplex para determinar se essas solucd@sts#as.

Sejamce R", Ac R™"eb e R™ Considere o seguinte problema de Programacao Linear
Inteira:

minimizar ¢’ x (5.10)
sujeitoa Ax=D,

x>0,
xeZzZn.

Dadosbound= o e nivel= 0, a linha de comando do Matlab & definida por:
[xopt, bound]=brach_bound(c, A, b, bound, nivel)

em que os dados de saigépt e bound representam o ponto e o valor 6timo do problema de
PLI, respectivamente.

O algoritmo Branch-and-Bound proposto neste texto é biasea Gonzagd (2005a) e uti-
liza o processo de recursividade, isto €, o Branch-andiB@&uuma rotina em si mesmo. Veja

o algoritmo [&1).

5.2.2 Visualiza@o Grafica do Método Branch-and-Bound tridimensional

Na secao anterior, abordamos um exemplo bidimensiomabcauxilio grafico. Aqui apre-
sentaremos o desenvolvimento do método Branch-and-Bgrafitamente, com a utilizacao
do programapoliedro_bb” que sera apresentado na proxima sec¢ao.

Exemplo 2: Considere o seguinte problema de PLI:

minimizar —x; — 0,5x, — 0, 5x3 (5.11)
sujeitoa x;+x2+0,9%3 < 4,5
x3< 3,5
x>0
x e 73,
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Algoritmo 5.1: Branch-and-Bound

Dados ce R", Ac R™" be R™ bounde o nivel.

Resolucao do problema relaxado utilizando o algoritnmopbex:
[X, c] = simpleXc,A,Db);

nivel=nivek-1.

Sex = 0 entdo
Problema inviavel.

Fim-se

Sec > boundentao
O custo é considerado caro e a solucao é desconsiderada.

Fim-se
Escolha da variavel fracionaria para definir os planos de corte:
M = |x—roundX)|;

SeM =0 e_ntéo
Xopt = X.

Sec < boundentao
bound=c.

Fim-se
Fim-se
Escolha o indicg tal queM; = max(M)i—1,.._n.
— Construgao do problema a esquerda:
Acrescentar a restrigaq < |X; |, definindoA e b.
Utilizando o processo de recursividade, chamamos a rotarech-and-bound com os
parametros de saidg,t € bound
[Xopt, bound = brach-and-bound, A, t_), bound nivel);
— Construcao problema a direita:
Acrescentar a restricaq > |X;| + 1, nos dados de entradee b, redefinimosA eb.
[Xopt, bound = brach-and-bound, A, t_), bound nivel).

Primeiramente, desconsideramos a restricao inte@gaZ", de-
finindo o problema PL relaxado do nivel 0. Utilizando o pro- S
grama ‘poliedro_simplex” obtemos a seguinte solucad = A
[1,35 0 35]7, com custoc(x’) = —6,6. Analogamente, ao exem-
plo anterior, a escolha do indice & dada pela maior vardM, tal

queM = |x° —roundX}|, isto &, escolhej tal que s

Mj = maxMi)i=1,.3
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Portanto,j = 3. Assim adicionamos o plano de core< 3, definindo o problema; a
esquerda no nivel 1. Solugéb=[1,8 03T, com custa(x!) = —6,3.

Figura 5.5:Problema a esquerda no nivel 1

A variavelx; € a Unica fracionaria, assim definimos o problgmpa esquerda no nivel 2,
adicionando a restricd < 1. Solugaox? = [1 0 3T, com custoc(x?) = —5,5. O método
determina a primeira solugao viavel inteira, isto djrdmos o “bound” porc(x?) = —5,5.

|

Figura 5.6:Problema a esquerda no nivel 2

A solucaox? é inteira, portanto definimos o problema a dirgitano nivel 2, com o
acréscimo da restricaq > 2. Solugaoc = [2 02 787, com custa(x®) = —6,167.

Vi

y

Figura 5.7:Problema a direitgs no nivel 2

Definimos o problema a esquergdano nivel 3, com o acréscimo do plano de cogec 2.
Solugaax* = [2,7 0 4T, com custa(x*) = —5,7. Veja Figural[5B).
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Figura 5.8:Problema a esquerda no nivel 3

Analogamente, definimos o problema a esquegiglao nivel 4, adicionando a restricao
x; < 2. Solugaa® =[2 0 2T, com custac(x®) = —5. Solugao inteira viavel, mas com custo
“caro”.

/

=Sy o

/

— \

AR, =N\

Figura 5.9:Problema a esquerda no nivel 4, com custo caro.
Problema a direitag no nivel 4, com a restricag > 3. Solucaad® = [30 1,67]", com

custoc(x®) = —5,5. Solucao fracionaria viavel, mas com custo “caroto g, c(x?) < ¢(x8)
implica que o problem@g nao precisa ser particionado (problema descartado).

Figura 5.10:Problema a direitgs no nivel 4, com custo caro.

Nao & necessaria a particao em subproblemas no njiy@rfanto, voltamos ao nivel 3
e definimos o problema;. Solucao inviavel. Retornamos ao problema a direitanidel 1,
definindo o problema relaxad®. Novamente, utilizando o Simplex, concluimos que a smug
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e inviavel. Assim, todos os subproblemas possiveisi@aalisados com solu¢ao do problema

de PLI dada pox* = [1 0 3, com custa(x*) = —5,5. Veja Figural(5.11).

A seguir apresentamos a arvore binaria relacionada amdelsimento do método Branch-

and-Bound.

Figura 5.11: Solucao do problema de PLI

X0 = [1,35035]" Nivel 0
c(x%) = -6,6
X <3 X3 =4
x*=[1,803" pg : Inviavel Nivel 1
c(xt) =-6,3
X > 2 x=l
X —[1037 X =[20278 Nivel 2
c(x2) = 5,5 c(x®) = —6,167
X3 <2 X3 >3
¥4 — 2,70 qT p7 : Inviavel Nivel 3
c(x*) =-5,7
x1 <2 X1 >3
X5 =[2027 X¥=[30167" Nivel 4
c(x®)= -5 c(x®) =-5,5

Figura 5.12:Arvore completa
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5.3 O Programapoliedro bb

Nesta secao apresentaremos o programa que fez possiwaizar o desenvolvimento do
método branch-and-bound dos exemplos propostos naesagteriores. Sabemos que o pro-
grama ‘poliedro” constrbi politopos, por essa razao, nos ateremos a drsnepm regiao

viavel neste formato.

Considere o problema de PLI definido dm ($.10).

minimizar ¢’ x
sujeitoa Ax=D,
x>0,
xezn.

Dados
bound=o e nivel=0,

a linha de comando do programeéliedro_bb no Matlab & definida por:
poliedro_bb(c, A, b, bound, nivel),
este programa repassa como dados de saida os graficosieasoépresentada por:

e xopt: solugao otima do problema PLI;

e bound: custo relacionado aopt.

O programaoliedro_bb &€ 0 algoritmo Branch-and-Bound com as rotinas de repragaat
grafica, que utiliza o algoritmo Simplex e o programpaliedro”.

Primeiramente, utilizamos o Simplex para determinar acdaludo problema relaxado.
Apobs, 0 programagoliedro” constrbi a regiao viavel, para determinar a solugcasdbpro-
blema. A cada iteracdompliedro_bb constroi dois politopos: um representa o subproblema
a ser resolvido separadamente e o outro & sobreposto a@ssdeolitopos (caso nao seja o
subproblema do nivel 0). Veja Figufa(3.13)

No capitulo anterior, 0 programaliedro_simplex trabalhava com os algoritmogd-
liedro” e Simplex separadamente. Aqui, a recursividade do algortiranch-and-bound faz
com que os poliedros sejam construidos a cada iteragfingj o programapoliedro” €
uma rotina do branch-and-bound (veja algoritigl(5.2))emldisso, o ponto que caracte-
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riza o boundxbound(caso exista), € repassado para a iteracao sucessivaraix apenas

na construcao grafica do problema.

A visualizacao grafica do desenvolvimento do branchHamuhd ocorre apds determinar-
mos o politopo correspondente ao subproblema. Mas, se ocdema for inviavel o programa
poliedro_bb simplesmente o ignora.

No programaoliedro_bb as cores possuem fundamental importancia, pois detemoma
a solucao do problema pela cor azul, aléem disso, a coreleeanmrepresenta se o subproblema &
considerado caro, e a cor amarela distingue as solughasriérias das inteiras. As cores dos
pontos que sao encontrados pelo método Branch-and-Bepnesentam a seguinte relagcao:

Cor Representa@o

Ponto fracionario;
° Ponto com custo “caro”;

e | Bound ou solugao do problem

o

Nas imagens a seguir, as mesmas ferramentas do Matlab gliavaumx na visualizagao no

poliedro_simplex S0 empregadas.

Figura 5.13: Subproblema e subproblemas sobrepostos ainitst pelgoliedro_bb.
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Algoritmo 5.2: Poliedrabb

Dados ce R", Ae R™" b e R™ bound xbounde o nivel.
Resolucao do problema relaxado utilizando o algoritnmopex:
[X, c] = simplexc,A,Db);

Construcao dos politopos:

Figura 1: poliedrgA, b) e plotarx em amarelo.

Senivel= 0 entao
Figura 2: poliedrgA, b) e a construcao da regiao de nivel passandopBlotarx

em amarelo.
Serdo

Figura 2: poliedrgA, b) e plotarx em amarelo.
Fim-se
nivel=nivek1.

Sex = 0 entdo
Problema inviavel.

Fim-se

Sec > boundentao
O custo é considerado caro. Plotagm vermelho.

Fim-se
Escolha da variavel fracionaria para definir os planos de corte:
M = |x—roundX)|;

SeM = 0 entao
Xopt = X. Plotarx em vermelho.

Sec < boundentédo
bound= c, plotarx em azul exboundem vermelho.

xbound= x.
Fim-se

Fim-se

Escolha o indicg tal queM; = max(M)i—1,.._n.

— Construcao do problema a esquerda:

Acrescentar a restrigaq < |X; |, definindoA e b.

Utilizando o processo de recursividade:

[Xopt, bound xbound = poliedro_bb(c, A, t_), bound xbound nivel);

— Construgao do problema a direita:

Acrescentar a restricaq > || + 1, nos dados de entradee b, redefinimosA eb.
[Xopt, bound xbound = poliedro_bb(c, A, 6, bound xbound nivel).
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6 Considerages Finais

No trabalho desenvolvemos e implementamos programas {saiaizar geometricamente
a evolucao “passo a passo” dos algoritmos Simplex (Pnoggao Linear) e Branch-and-Bound
(Programacao Linear Inteira). Esta proposta se caiasteno apresentarmos os algoritmos
“poliedro-simpleke “poliedro-bly, através de exemplos bidimensionais e tridimensioris.
tro fato importante foi a compreensao da teoria e dos afgos alcancada na elaboragao dos
programas.

A importancia didatica dos programas de visualizagémuficlara na facilidade de apresen-
tar geometricamente a resolucao dos problemas de otigwzaropostos neste texto, através
do tratamento dos poliedros e das cores nas imagens a cag@delos algoritmos Simplex e
Branch-and-Bound.

Por fim, a troca de idéias e informacdes importantes derarelaboracao deste trabalho
e no decorrer dos Gltimos trés anos trabalhando com o geofeClovis e seus orientandos
possibilitou-me o0 amadurecimento matematico dos copebisicos nas areas de Programacgao

Linear, Nao Linear e Inteira.

6.1 Trabalhos futuros

Desenvolver e implementar os programas propostos ne$t@oem softwares livres.
Alem disso, elaborar uma apostila (manual) para auxiliemso dos programas.

Desenvolver um algoritmo para visualizar geometricamentgiesenvolvimento do algo-
ritmo de regides de confianca baseado em trajetoriaatemtsua utilizagdo em métodos de
filtro apresentado na dissertagao de mestrado de Ana Masai em 2007. A teoria deste al-
goritmo foi desenvolvido pelo professor Clovis Gonzagacemjunto com Roger Behling, Ana
Maria Basei, entre outros. Sua aplicacao em problemagalgrdmacao Nao Linear (PNL)
consiste num método intermediario, com regides de cogdigue evoluem continuamente de
pequenas bolas e tendem a uma caixa completa. As regideefdidas pela funcao barreira
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logaritmica e a minimizacao da quadratica é feitavésade uma busca de Armijo curvilinea
sobre a trajetoria central da caixa. Veja figlrel(6.1).

Figura 6.1: Trajetoria Central & descrita no nlcleo d&imgcobiana (plano de corte) com
restricao de caixa.
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APENDICE A - POLIEDRO_V1: Guia do Uslario

A.1 Introducao

Este guia foi elaborado a pedido de meu orientador Cloves@aGonzaga e pelos pro-
fessores da banca de mestrado Elizabeth Wegner KarasialdeaBem Francisco e Danilo
Royer.

O objetivo deste guia & incentivar professores e alunazaném o programa0LIEDRO_V1
em cursos basicos de Otimiza¢ao Matematica. Alenodisguia mostra como utilizar o pro-
gramaPOLIEDRO_V1 através de comandos basicos a serem processados petanpadgatiab.

O program&P0LIEDRO_V1 foi criado durante os cursos de Programacgao Linear e Basqu
Operacional ministradas pelo professor Clovis na Unidade Federal de Santa Catarina no
segundo semestre de 2005. Este programa constroi pdikahitados (politopos) que servem
de auxilio na compreensao geométrica de algoritmos ebigmas de otimizacao que utilizam
como regiao viavel poliedros. Inicialmente, o progreé®DRIEDRO_V1 apresenta a visualiza¢ao
do desenvolvimento dos algoritmos simplex e branch-anohbomas o programa pode ser
reestruturado para problemas de Programacao Nao LéoearestricOes de caixa.

A visualizacao geométrica dos algoritmos implica queblemas abordados pelo pro-
gramaPOLIEDRO_V1 possuem duas ou trés dimensdes, em que o formato e a diondos™
problemas sao definidos pelas restrigcdes (poliedr@mAdisso, algumas definicdes e nomecla-
turas sao vinculadas aos conceitos teoricos de Otidizabordados na Dissertacao de Mes-
trado em Matematica da Universidade Federal de Santai@atdisualiza¢o de Poliedros em
Algoritmos de Programdap Linear e Inteira apresentada em maio de 2008. Por essa razao,
esta dissertacao serve como auxilio na compreenséoGleis do Us@rio.
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A.2 Requisitos do Programa

e O POLIEDRO_V1 foi implementado em Matlab, assim & necessario o softivetab
na versao 6 ou superior. Além disso o usuario deve ter umhammento basico da
linguagem Matlab. Caso o usuario nao esteja familiadzamn o Matlab recomendamos
0 uso dahelp do Matlab.

e A visualizacao de poliedros requer um computador comgesador grafico de boa
qualidade.

e Algumas sub-rotinas do prograrhR@LIEDRO_V1 utilizam os trés botdes dmouse as-
sim para uma melhor utilizagao do programa recomendamasoocdomousede trés
botdes.

A.3 Instalacao

A versao doPOLIEDRO_V1 é fornecida em forma compacta (.zip ou .tar.gz) e precisa se
desconpactada antes de sua utilizagcao. Para baixar maprapOLIEDRO_V1, basta acessar os
sites:

www.mtm.ufsc.br/~clovis/POLIEDRO_V1.zip

www.mtm.ufsc.br/~gilberto/POLIEDRO_V1.zip

A.4 Contelido do ProgramaPOLIEDRO_V1

Apbs a instalagdo, do diretorieOLIEDRO_V1 terd os seguintes arquivos e subdiretorios
contendo os diversos componentes do progra@haEDRO_V1:

\BRANCH_BOUND Diretorio de programagao inteira.

\DATA Dados de problemas.

\DATA\R2 Dados de problemas bidimensionais.

\DATA\R3 Dados de problemas tridimensionais.

\POLIEDRO Diretorio com os programas de construcao de poliedros.
\SIMPLEX Diretorio de programacao linear.

startup.m Arquivo caminho (orienta o Matlab na busca de diretoriosj@i®os).
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A.5 Aprendendo a Usar oPOLIEDRO_V1

Agora que vocé instalou o prograrR@LIEDRO_V1, vamos ver como utilizamos esta ferra-
menta didatica na construcao de poliedros e na exealg& algoritmos “Simplex”e “Branch-
and-Bound”.

A.5.1 Inicializacao

O programa Matlab deve ser executado no diretBBicIEDRO_V1, onde se encontra o ar-
quivo startup.m que indicara ao Matlab em que subdiretbrios estao os\argjmecessarios
para executar o progran®@LIEDRO_V1.

Importante: Dependendo da versao do Matlab, o argite@tup .m ndo € executado auto-
maticamente. Portanto, antes de utilizar o programa,@mendada a execucao deste arquivo
pelo comando:

>> startup

A.5.2 Poliedros

O programaPOLIEDRO_V1 constrbi apenas poliedros limitados (politopos) em fdosa
canonico ou dugl com dimesao menor ou igual a 3.

A construcao do poliedro tem como base as definicdeslepas encontradas na disseragao
de mestraddyisualizago de Poliedros em Algoritmos de Prograrfad.inear e Inteira— 2008
em que um poliedro pode ser representado como uma intaséoita de semi-espacos fecha-
dos. A representacao desse poliedro P & descrita por

P={xcR"| Ax< b}.

Para construirmos a matrf, devemos primeiramente definir os semi-espagos que detinem

poliedro. As linhas da matri& sao formadas pelas normais desses semi-espacos.

Outro fator importante & a utilizagao delp do Matlab para visualizar os dados dos pro-

10 formato dual & constituido de um sistema de desiguatjade que cada desigualdade representa um semi-
espaco fechaddx < b. Por outro lado, o formato candnico &€ um caso particulafodmato dual, em que as
restricdes de possitividades> 0 sdo separadas das demais, isto é:

Ax<Db
x>0
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gramas a serem executados. Por exemplo, para visualizados do programaoliedro,
basta executar o comandelp poliedro:

>>help poliedro

function [ |=poliedro(A,b,formato,cor)
saida := Desenha o poliedro do problema em R2 ou R3;
entrada := A matriz das restricoes;

b termos independentes;

formato: 1 => canonico; Ax<=b e x>=0; Default;
2 => dual; Ax<=b;

cor: Default ’blue’; string.

Programa auxiliar: ordem.m para ordenar os vertices.

Construcao de Poliedros

O programaPOLIEDRO_V1 possui um banco de dados no diret(')kimL\TAB. Nos subdi-
retorios\DATA\R2 e \DATA\R3, encontramos dados de entrada que geram poliedros bidimens
onais e tridimensionais respectivamente.

Os dados sao apresentados pela mAten vetob. Por exemplo no subdiretori®ATA\R2
encontramos o arquivigentagono .m, correspondente a um poligono bidimensional.

Apos inicializado o Matlab no diretoribOLIEDRO_V1 basta digitar o comandeentagono
gue voceé gera a matrix e o vetorb.

>> pentagono
>> A
A =
0 —1.0000
44721 —1.4531
2.7639 38042
—2.7639 38042
—4.4721 —1.4531

>> Db
b =

2Quando a dimenszo do problema & maior que trés, o proggamea a construczo do poliedro. Neste caso o
problema é resolvido com o método simplex ou pelo métadodh-and-bound, sem a visualizacao geométrica.
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—0.7639

27.2931

41.4895

19.3781

—8.4840

Observe que a matri& possui duas colunas, o que caracteriza um problema bidioaens

nal. Da mesma forma, podemos gerar poliedros tridimensi@mcontrados no subdiretorio
\DATA\R3. Por exemplo, ao digitar o comandabo, temos:

>> cubo
>> A
A =

Visualizacdo de Poliedros

Avisualizac¢ao de poliedros no prograBL.IEDRO_V1 & executada pelo arquippliedro.m.
Vimos anteriormente pelo comandelp os dados do progranp@liedro, agora analizaremos
cada dado separadamente:

a) A matriz das restricoeA e o vetor dos termos independenies

e A matriz A deve ter duas ou trés colunas, determinando a dimensaaliddrp.

e O nimero de linhas da matri&zdeve ter a dimensao do vetar Assim, indepen-
dentemente do formato do poliedro, candnico ou dual, A ¢dndsem definidos.

¢ O sistema de desigualdades (restricdes) devem formaoljtnmﬁ

b) O formato do poliedro pode ser candnico ou dual, e € reptade pelos nimeros 1 e 2,

3Caso as restricdes nao definam um politopo, veja na siibBetiedros ilimitados da secad{3.51 3) no capitulo
3 da dissertagao.
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respectivamente. Sabemos que o formato candnico coasidestricao de positividade
x> 0, ja o formato dual ndo necessariamente possui essigaestr

c) Acordo poIiedrH.

As principais cores sao: amarelo, representado pelayetn@agenta por m, ciano c,
vermelhor, verde g, azul b, branco w e preto k.

Considere o poliedr® = {x € R3 | Ax< b,x > 0}. Apos ter gerado os dados iniciais ¢
b), a linha de comando do Matlab, para construir o polidlirm formato canodnico, € definida
por:

>>poliedro(A,b,1,‘b?);

Esse comando reproduz o polied?pazul noR3. O programa trabalha com o formato
canonico (1), e a cor azul (b) conizefault Entado para construirmos o mesmo polie&o
basta o comando

>>poliedro(A,b).

Por outro lado, se quisermos construir um polie@re {x € R? | Dx < d} na cor vermelha,

o0 comando é;:

>>poliedro(D,d,2,‘r’).

Exemplos de poliedros bi e tridimensionais
Poliedro Bidimensional: Apos ter inicializado o programa com o comanstartup,
construimos o poliedrpentagono pelos comandos:

>> pentagono
>> poliedro(A,b)

Figura A.1: Pentagono

4Existem diversas formas de definir cores no Matlab, encdasram qualquer manual do Matlab.
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Poliedro Tridimensional: Construimos o poliedreubo pelos comandos:

>> cubo
>> poliedro(A,b)

— i i - ~—.|
0. 05 \\\» ol ////‘/5/ 2
Figura A.2: Cubo Figura A.3: Cubo, ap0s rotacio no ambiente Matlab.

Rotagao no ambiente Matlab

Ha duas formas de rotacionar figuras no ambiente Matlamdmamente, selecione o link
® e em seguida, utilize o mouse ou o teclado da seguinte forma:

1. Rotacao pelo mouse: Selecione a figura com o botao ekga&otacione com 0 mouse;

2. Rotacao pelo teclado:

Tecla Acao

T rotaciona a figura para cima;
rotaciona a figura para baixg

OJ

l
«— | rotag@o horaria;
ﬁ

rotacao antihoraria.

Construindo seu proprio poliedro

Desejamos visualizar a regiao viavel do seguinte proaiem
minimizar f(x,y)

sujeitoa X+y<1,
Xy > 0.

Os semi-espacos @7 que definem o poliedro s&o representados pelas seguisigsiale
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dades:
Xx+y<1

—Xx<0
~y<0

A matriz A e o vetrob deste sistema sao dados por:

1 1
A=| -1 0 e b=1|0
0 -1 0

Essa matriA e o vetorb podem ser salvos em um arquivie no subdiretorio\DATA\R2,
visto que o poliedro gerado & bidimensional.

ApOs criar a matriA e o vetorb, no Matlab, basta executar o comando:

>> poliedro(A,b)

Figura A.4: Poliedro definido pdkeb.

Note que definimos e b no formato dual com a restricao de positividade. Para idefos
0 mesmo poliedro no formato candnico bastava definir a s¥agio vetorb da seguinte forma:

A.5.3 Sub-rotinaclickl.m

A sub-rotinaclickl.m & usada pelos programpsliedro_simplex € poliedro_bb, que
serao abordados nas secdes (A.5.fy e (A.5.5). Ela damttacdes e transparéncia nas figuras.
A sequir, as tabelas mostram como & executado o0 progeanti 1 . m;

1. Rotacdo: A rotacao da figura & executada pelo teclado da seguintefo
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Tecla | Tecla Acao
) w | rotaciona a figura para cima,
! S rotaciona a figura para baixo;
— a | rotaciona a figura a esquerda;
— d rotaciona a figura a direita.

2. Transparéncia e execugo do passoA transparéncia e a execugao do proximo passo
da figura sao executados pelo teclado ou pelsse da seguinte forma:

Tecla Botao Acao

— da direita | diminui a transparéncia da figura;
= | da esquerda aumenta a transparéncia da figura;

Enter central | executa o probximo passo.

A.5.4 Visualizag@o de Poliedros no Metodo SIMPLEX

A visualizacao de poliedros no desenvolvimento do m@®idnplex utilizando o programa
POLIEDRO_V1 é executada pelo prograrpaliedro_simplex. Através do comandhelp, te-
mos que:

>> help poliedro_simplex
fuction | |=poliedro_simplex(c,A,b,Ae,be)
Programa de visualizacao do metodo simplex em R2 ou R3
Programas auxiliares: poliedro.m
simplex_grafico.m
clickl.m
corte.m
join2vetorpatch.m
join3vetorpatch.m
imprimeponto.m
Problema: min c¢’x
s.a. Ax<=b formato canonico
Aex==Dbe
x>=0
Dados de entrada:
= vetor coluna custo

c:
A:= Matriz das restricoes (de desigualdade)
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b:= Termos independentes de A
Ae:
be:

Matriz das restricoes (de igualdade) somente em R3

termos independentes de Ae

0 programa corte.m eh utilizado na construcao das restricoes

de igualdade.

Elaboracao do programapoliedro_simplex.m

O objetivo desta subsecao & apresentar a maneira conog@apranpoliedro_simplex
foi elaborado a partir de um problema de Programacao Lidado e na composicao dos pro-

gramaspoliedro €simplex.

Considere um problema de programacao linear, cordtitde um politopo como regiao
viavel, caracterizado pd, b ec.

minimizar ¢’ x
sujeitoa Ax<D,
x> 0.

O programapoliedro_simplex & composto basicamente pelos programe@isiedro €

simplex, que efetua dois passos principais:

Primeiramente, o programa descobre todos os vértices @glgodatmo simplex percorre
para definir a solugao do problema. Para isso, constrai mmatrizV nos dados de saida do
programa simplex, correspondente a estes véertices. Nogeog dados correspondentes ao
problema estao no formato dual, assim antes de introdosios dados de entrada no simplex,
o proprio programa altera o formato do problema (fomatmal).

O segundo passo € utilizar o programa poliedro para conatregiao viavel.

Note que no programpoliedro_simplex, O primeiro passo é feito separadamente do
segundo. Assim, os vértices sao simplesmente plotadoa nptdem determinada pelo simplex,
juntamente com os hiperplanos e a normal. Para plotar osplapes e seu vetor normal
fixamos uma proporgao com relagao ao tamanho do poliédyoi, ndo entraremos em detalhes
de como foram construidos os hiperplanos nem o vetor noffoehm simplesmente utilizadas
técnicas de programacgao em Matlab e geometria araalitic
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Exemplo bi e tridimensional utilizando opoliedro_simplex

Visualizagao bidimensional do método Simplex

Considere o problema de Programacao linear definido por:

minimizar 2x+y (A1)
sujeitoa —X+2y< 4

3Xx+5y <15
2X—3y< 6
—X—-y< -1

X,y > 0.

Os dadosA, b e ¢ que definem o problem&(A.1), estdo definidos no arquisco.m
do banco de dado®ATA\R2. Assim para resolver este problema, basta executar o pnagra

POLIEDRO_V1 através dos comandos:

>> barco

>> poliedro_simplex(c,A,b)

Figura A.5: Regiao viavel gerada pelo prograPGaIEDRO_V1.

Apobs o programa geral a figula{A.5), o usuario pode infecagn a figura de duas formas.
Primeiramente, coloque o cursor na figura{A.5) gerada peltbald e, em seguida, tedater
ou utilize o botao central do mouse para executar 0S pr@XPassos.

U ol o o Pl s N\ =
Figura A.6: Representacao passo a passo do algoritmadesimpm problema bidimensional.

A sequéncia de figuras da esquerda a direita, obsevamasdug@y do método simplex
do problemal{All). A peimeira figura, apresenta o ponto ahida segunda fase do método
simplex, caracterizado pelo ponto amarelo. A segunda ecaitarfigura correspondem aos
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pontos intermediarios, caracterizados pelos pontos emelbo. Ja a Ultima figura representa a
solucao do problema caracterizada pelo ponto azul. Nee@@aminho percorrido pelo método
Simplex & destacado pelas arestas em vermelho.

Cor Representa@o

Ponto inicial da segunda fasg;

kL]

e | Pontos intermediarios;
e | Ponto 6timo do problema.

Visualizacio tridimensional do método Simplex

Considere o0 arquivdiamante.m. Este arquivo &€ um problema linear do banco de dados
\DATA\R3 e gera a matriA e os vetoreb e c, em quec é o custo. Utilizando o comandelp,
temos:

>> help diamante
diamante.m
Exemplo de problema para o poliedro_simplex e poliedro_bb(branch
and bound) com dimensao 3
min c’x subject to Ax<=b, x>=0, em que
A:
b:

matriz das restricoes (desigualdades);

termos independentes (desigualdades);

c:= custo relacionado;
ApoOs a inicializagao do progranP@LIEDRO_V1, execute os comandos:

>> diamante

>> poliedro_simplex(c,A,b)

O comandgoliedro_simplex gera a figura composta pela regiao viavel (poliedro).

Figura A.7: Diamante
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Em seguida, coloque o cursor sobre a Figura gerada peloiMathatilize o botao central
do mouse ou a teclenter para gerar o ponto inicial da segunda fase do algoritmo Sixnpl

Veja a Figural[AB).

Figura A.8: Diamante com o ponto inicial da fase 2, apos@maitilizando a subrotinalicki.

Para rotacionar a Figur&{A.8), coloque o cursor sobre ar&igarada pelo Matlab, e a
rotacione pelas teclas, s, a oud. Veja tabela na secab (Ab.3). Para efetuar o proximo
passo, basta clicar, novamente, com o mouse no botaolcantideclaEnter na figura gerada
pelo Matlab e obtemos a Figufa{A.9).

Figura A.9: Probximo passo da iteracao no Simplex.

A aresta em vermelho representa o caminho percorrido petoda’de um vértice a outro.
Ja as cores dos pontos representam 0 mesmo que no casonsidinad, isto é:

Cor Representa@o

Ponto inicial da segunda fasg;

kL)

° Pontos intermediarios;

e | Ponto 6timo do problema.

Vimos anteriormente que a transparéncia da figura poddtseada da seguinte forma:

Tecla Mouse Acao

— Botao da direita | diminui a transparéncia da figura;

= Botao da esquerdpaumenta a transparéncia da figura;
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Quando a solugcao é encontrada nao & mais possivaltexex sub-rotinaclickl.m, a
figura & “fixada” pelo Matlab e as ferramentas de visualivagraficas do Matlab s&o liberadas,
isto &, a rotacao & executada como se tivessemos napragsliedro da secad(ALl2). Veja

Figura [A.10)

Figura A.10: Solucao encontrada no ponto azul.

Obseva@o: Se executarmos o comandbicki no Matlab, acionamos novamente a sub-
rotinaclick1 na Figural[[AID).
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A.5.5 Visualizago de Poliedros no Metodo BRANCH AND BOUND

Nesta se¢ao apresentaremos o prograsiaedro_bb que faz possivel visualizar o desen-
volvimento do método branch-and-bound dos exemplos gtop@m\DATA\R2 e \DATA\R3.
Sabemos que o programpdliedrd’ constroi politopos, por essa razao, nos ateremos a exem-
plos com regiao viavel neste formato. Considere o proaldePLI definido por:

minimizar c'x (A.2)
sujeitoa AX<D,

x>0,
xeZn.

Analogamente ao progranpaliedro_simplex, O programgpoliedro_bb necessita ana-
lisar os dados de entrada. Através do comardde do Matlab, temos:

>> help poliedro_bb
function []=poliedro_bb(c,A,b,bound,nivel)
metodo branch_and_bound para problemas lineares e inteiros, com cons-
trucao de graficos em r2 e r3:
minimizar c’x
sujeitoa Ax<b,
x>0,

xeZ".
0 formato dual possui todas as restricoes como desigualdades !!!

isto e, o formato dual nao deve possuir resticoes de igualdade.
Os programas auxiliares: bb_graf.m e clickl.m

dados de entrada em data:

p.ex: no r2 vanderbei.m e no r3 diamante.m

dados: «c¢, A, b, bound, nivel.

bound:= inf, Default

nivel:= 0, Default

0 programa polidero_bb.m nao possui opcao de cores. A alteracao de
cores deve ser feita diretamente no programa poliedro.m

Dados de saida: Graficos;

Observe que os dados de entradand e nivel, N0 SA0 necessarios na implementacgao,
pois 0 programaoliedro_bb define estes dados piiif e zero, respectivamente como “De-

fault”.
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Elaboragao do programapoliedro_bb.m

O programaoliedro_bb &€ 0 algoritmo Branch-and-Bound com as rotinas de repragaat
grafica, que utiliza o algoritmo Simplex e o programpaliedro”.

Primeiramente, o programa utiliza o Simplex para determansolucao do problema re-
laxado. Apo0s, o programgbliedrd’ constroi a regiao viavel, para determinar a solucao d
subproblema. A cada iteraca@oliedro_bb constrdi dois politopos: um representa o subpro-
blema a ser resolvido separadamente e 0 outro & sobrepassiemais politopos (caso nao seja
0 subproblema do nivel 0).

Para uma melhor compreencao do método Branch-and-Bmdidamos o capituldl5) da
dissertacao. Essa passagem é representada no exeragldra s

Visualizagao bidimensional do método Branch-and-Bound

Considere o problemaanderbei2 definido no diretorio\DATA\R2. Este problema gera
a matrizA, e os vetored e c do problemal[(AR) de Programacao Interira (PPI). Apos a
inicializacao do programeOLIEDRO_V1 execute os comandos:

>> vanderbei?2
>> poliedro_bb(c,A,b)

Este programa gera duas figuras que devem ser posiciong@daadamente para uma me-
Ihor visualizacao.

m A@CI08 o B O 8 @ oomosou 2100
Siberio casa: ~/Deskiap/POLEDRO VL

= FE | 3 Figure 2 [-]o]x])
Fe £t Y e Too o iy 1 o T |

[CEasl:laans| &l 08

5 (8 oberogeass ~DeskopPOLED @ Dot vesia Frefa B rigre 2 Bt e =[]

Figura A.11: Figura 1 e Figura 2 geradas pelo prografidEDRO_V1.

Para executar o proximo passo, basta colocar o cursor adhgerra 1, gerada pelo Matlab
e clicar com o botao central do mouse ou usar a ectar.
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3 solcas
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Figura A.12: Ponto 6timo determinado no nivel 0.

A Figura 1 representa o subproblema que esta sendo resolvidivel, ja a Figura 2 repre-
senta os subproblemas sobrepostos. A seguir o proximo gasggoritmo Branch-and-Bound.

3 olcas
=

n @108 Bra B O 8 @oomos
Giberta@casa: ~/Daskiop/POLIEDRO_VL

EEREY 3

i g view
[c=aealn]

Tmm‘

&) (@ glbenogca ~JDeskopPOLEDRD. LB gure s ][ rigrez B Ema

Figura A.13: Na Figura 1, o subproblema a esquerda. Na &igusubproblemas sobrepostos.

Note que a cada iteragao o prograpediedro_bb repassa os dados de saida representados
por:

®Xopt: Solugao otima do subproblema de Programacao Linear;

ebound custo relacionado axpt;

Seguindo o0 mesmo procedimento determinamos todos os pwgasibproblemas até en-
contrar um ponto 6timo do problema de Programacao lnt&eja na pagina a seguir.
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No programaoliedro_bb as cores possuem fundamental importancia, pois detemmoma
a solucao do problema pela cor azul, aléem disso, a corelaenrepresenta se 0 subproblema
é considerado caro, e a cor amarela distingue as soldi@@snarias das inteiras. Aqui, as
mesmas ferramentas do Matlab que auxiliavam na visualizagpoliedro_simplex SA0 em-
pregadas.

As cores dos pontos que sao encontrados pelo método BamacBound representam a
seguinte relacao: (Veja a Figufa{Al14))

Cor Representa@o

Ponto fracionario;
° Ponto com custo “caro”;

e | Bound ou solugao do problem

o

Solution

54 Solution

45

o

351
3 ‘gSolution \
Solution

Figura A.14: Solucao do problema de Programacao boteir
Algumas considera@es:

Na secao anterior, o progranpaliedro_simplex trabalhava com os algoritmogdlie-
dro” e Simplex separadamente. Aqui, a recursividade do algorliranch-and-bound faz com
que os poliedros sejam construidos a cada iteraca,istprogramagoliedrd’ € uma subro-
tina do branch-and-bound. Além disso, o ponto que catiaaterboundxbound(caso exista),
€ repassado para a iteragao sucessiva.

A visualizacao grafica do desenvolvimento do branchHamuhd ocorre apds determinar-
mos o politopo correspondente ao subproblema. Mas, se aahlema for inviavel (regiao
viavel vazia) o programpoliedro_bb simplesmente o ignora.
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Visualizacgao tridimensional do método Branch-and-Bound

A visualizacao tridimensional do método Branch-and+Bd se diferencia da visualizacao
bidimensional analogamente ao método Simplex, isto & pigualizarmos devemos primei-
ramente rotacionar as figuras geradas pelo progrmEEDRO_V1. Mostraremos este fato no
exemplo a seguir.

Considere o problemaenda.m localizado no diretdrio DATA\R3. Este problema gera
a matrizA, e os vetored e ¢ do problemal[APR) de Programacao Interira (PPI). Apos a
inicializacao do programeOLIEDRO_V1 execute o comando:

>> help tenda
tenda.m
Problema proposto para trabalhar com simplex ou branch_and bound em R3
Problema de programacdo linear interira
tipo= dual: restrigbes de desigualdade com varidveis positivas.

min c’x subject to Ax<=b, x>=0, em que

A:
b:

Cc:

matriz das restricoes (desigualdades);
termos independentes (desigualdades);

custo relacionado;

O comandmelp mostra os dados gerados pelo arquieada.m. Para executa-lo use os
comandos:

>> tenda
>> poliedro_bb(c,A,b)

Este programa gera duas figuras que devem ser posiciong@daadamente para uma me-

Ihor visualizagao.

el

=
m e

[ECEs

ECEEs

Figura A.15: Figura 1 e Figura 2 geradas pelo progradidEDRO_V1.
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Para executar o proximo passo, basta colocar o cursor adhgerra 1, gerada pelo Matlab
e clicar com o botao central do mouse ou usar a té&nlasr.

ieces B0 unomon
o

m =@

n
i

Be Est Wew nsen Toos Deseon Mndow bl
DEE& :RaN® (08 =0

=] [@ gibertomcasa: ~/DeskiopPOUEDRO_v1 | B Figura 2 | B Agure 1 EL=a

Figura A.16: Ponto 6timo determinado no nivel 0.

Analogamente ao processo bidimensional, a Figura 1 repeesesubproblema que esta
sendo resolvido no nivel, ja a Figura 2 representa os sblgnas sobrepostos. Para uma
melhor visualizagao dos poliedros, Figura 1 e Figura Bgpaos rotaciona-los.

@ rolcagses Locais sistema & @) QE) o N e
0] i
o

D] Figure 2 Em)
He Eon Yew b owtiep .

e psen Toos Desaon Wi
@S HRAN® €|08E 50

Figura A.17: Figuras ap0s rotaciona-las.

A rotacgdo das figuras sao simultaneas e executada coxilmala subrotinaclickl, isto
€, podemosrotacionar as figuras da seguinte forma:

Primeiramente, colocamos o cursos sobre a Figura 1, emdsegutilizamos o teclado
como na tabela a seguir:
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Tecla | Tecla Acao
T w | rotaciona a figura para cima,;

rotaciona a figura para baixo;

|
— rotacao horaria;
—

o 9 on

rotacao antihoraria.

Para executar o proximo passo do algoritmo Branch-andi@obasta colocar o cursor
sobre a Figura 1 e, em seguida, tedater ou 0 botao central do mouse. Seguindo esse

processo, encontramos a solugao 6tima do problema dgdPnacao Inteira.

ssssss L@Ced era B B2« inonuwr
Gilbertocasa: ~/DeskIap/POLEDRO VI ==

Be Est Wew nsen Toos Deseon Mndow bl
DEE& :RaN® (08 =0

Solution

bound -

i
&) (@ shetoecs ~IDeskeprouEoRo Vi | Brguez Wt EOEEs

Figura A.18: Solucao do problemanda.

Analogamente, ao progranpaliedro_simplex, O programgoliedro_bb utiliza as co-
res para determinar a solugao ou o bound do problema petezoh aléem disso, a cor vermelha
representa se o subproblema & considerado caro, e a coelardetingue as solucoes fra-
cionarias das inteiras. Aqui, as mesmas ferramentas diaib/igiie auxiliavam na visualizacao

Nnopoliedro_simplex SA0 empregadas.

Novamente, relacionamos as cores dos pontos que sao etmmnpelo método Branch-
and-Bound: (Veja a Figur&d(A119))

Cor Representa@o

Ponto fracionario;
° Ponto com custo “caro”;

o

e | Bound ou solugao do problem
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Figura A.19: Pontos calculados pelo progragnaiedro_bb.

A.6 Problemas Extras

Nesta secao, selecionamos 5 problemas de Programagdar le Inteira, e utilizamos o
POLIEDRO_V1 para resolvé-los. Os problemas sao encontrados noéritie{DATA, \DATA\R2
e \DATA\R3. ApOs o processo de inicializagao do progré@BIEDRO_V1 resovemos 0s seguin-
tes problemas.

Problema 1: Este problema & definido pelo arquisercicioA2b.m.
>> help exercicioA2d

exercicioA2d.m -- problema 1 bidimensional

Umn comerciante pretende obter uma quantidade nao superior a 5 toneladas

de um certo produto. Esta quantidade pode ser encomendada a duas fabri-
cas A e B. A fabrica A garante um lucro de 4 mil Reais por tonelada mas

nao pode fornecer mais de 3 toneladas. A fabrica B garante um lucro de

3,5 mil Reais por tonelada e pode fornecer qualquer quantidade. Qual o

esquema de encomenda que origina um lucro maximo?

variavel de decisao:

x:= quantidade do produto encomendada da fabrica A

y:= quantidade do produto encomendada da fabrica B
max 4x+3,5y ou min -4x-3,5y
s.a. X+y<=b s.a. X+y<=b
x<=3 x<=3
Para resolvermos este problema utilizando o método Sinipdesta executar os comandos:

>> exercicioA2d

>> poliedro_simplex(c,A,b)
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Problema 2: Este problema & definido pelo arquieercicioB2d.m.
>> help exercicioB2d

exercicioB2d.m -- problema 2 bidimensional

Uma firma produz e comercializa dois tipos de tapetes. Para a produ-
cao de tapetes sao utilizadas duas maquinas A e B que funcionam res-
pectivamente 12 e 14 horas por dia. Para fabricar 100m2 do primeiro
tipo de tapete sao necessarias 3 horas de trabalho na maquina A e 7
horas na maquina B. A mesma quantidade de tapetes do tipo 2 requer 4
horas e 2 horas respectivamente nas maquinas A e B. Sabendo que o
lucro obtido com a producao de 100m2 do primeiro tipo de tapete eh de
4 u.m. e o correspondente valor para o tipo 2 eh de 3 u.m., qual deve
ser a utilizacao diaria das maquinas de modo a garantir um lucro ma-
ximo para a producao de tapetes?

variavel de decisao:

x:= quantidade de tapete do tipo 1 produzido pela firma;

y:= quantidade de tapete do tipo 2 produzido pela firma.

max 4x+3y ou min -4x-3y
s.a. 3x+4y<=12 s.a. 3x+4y<=12
Tx+2y<=14 Tx+2y<=14

Para resolvermos este problema utilizando o método BrandFBound, basta executar os
comandos:

>> exercicioB2d

>> poliedro_bb(c,A,b)

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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Figura A.20: Solucao do problema 2.
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Problema 3: Este problema & definido pelo arquisercicioA3d.m.

Uma empresa tem uma ocupacao descontinua de certa érgraducao e a administracao
esta a estudar a hipotese de destinar esse excesso daladear producao de um ou mais
de trés produtos designados por A, B e C. A capacidade diggatas maquinas que poderao
limitar a producao € a seguinte:

Maquina| Tempo disponivel (horas/semana)

1 200
2 150
3 50

O numero de horas-maquina necessario para cada unidadefdridos produtos é:

)

Maquina| Produto A Produto B Produto ¢

1 8 2 3
2 4 3 —
3 2 — 1

O departamento de vendas informa que as vendas potencigsatiutos A e B ultrapas-
sam a capacidade maxima de producao e que a venda potenpiaduto C & de 20 unidades
semanais. Os lucros unitarios sao 20, 6 e 8 u.m., respewtinte para os produtos A, B e C.
Pretende-se determinar o plano 6timo de producao.

Variavel de decisao:

X:= quantidade produzida do produto A pela empresa;
y:= quantidade produzida do produto B pela empresa;
z:= quantidade produzida do produto C pela empresa.

minimizar —20x — 6y — 8z
sujeitoa 8x+2y+3z<200

4x+ 3y < 150
2Xx+z2<50
z2< 20
X,y,2> 0,

x ez
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Problema 4: Este problema & definido pelo arquisercicioB3d.m.

Uma fabrica produz trés bens A, B e C. O lucro médio quernlmtem A € de 40 u.m./ton,
com B & de 30 u.m./ton e com C é de 34 u.m./ton. A unidade dgugém compde-se de 3
secOes: a de corte, a de mistura e a de embalagem, que pedetitizadas durante 8 horas por

dia. O processo de producgao caracteriza-se por:

1. O bem A & primeiro cortado e depois embalado. Cada tomeladsome 1/2 hora na

secao de corte e 2/3 hora na secao de embalagem.

2. O bem B & primeiro misturado e depois embalado. Cadaadaelonsome 1 hora na

secao de mistura e 2/3 hora na se¢ao de embalagem.

3. O bem C & primeiro cortado, depois misturado e por fim eadoal Cada tonelada
consome 1/4 hora na secao de corte, 1/5 hora na secastieare 1/4 hora na secao de

embalagem.

Qual a combinacao de producao que a empresa deve reifiriamente a fim de maximi-

zar o lucro?

Variavel de decisao:

x:= quantidade produzida do produto A pela fabrica;
y:= quantidade produzida do produto B pela fabrica;
Z:= quantidade produzida do produto C pela fabrica.

B 08 wsegosoum 1335 (G
[=)=llx]

Gilberto@casa: ~/Desktop/POLIEDRO VI

minimizar —30x— 40y — 34z
sujeito a 2X+2< 32
y+22<16

8x+2y+3z2< 96

x < 48/7

y <48/7

z2<48/7

X,y,2>0

xe 7z
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Figura A.21: Solucao do problema 4.
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Problema 5: Este problema é definido pelo arquiverreio.m.

Uma estacao de Correios emprega um numero diferenteblaltiadores em cada dia da

Ssemana.

dom seg ter qua qui sex sab
11 17 13 15 19 14 16

O acordo sindical obriga a que cada trabalhador trabalhascdinsecutivos e depois tenha
2 dias de folga seguidos. Pretende-se saber qual o nimemode empregados que satisfaz
as necessidades diarias.
Variavel de decisao:
Xi:= numero de pessoas que comecam a trabalhar no dia dasemainque = 1,...,7.

minimizar Xi +Xo + X3+ X4 + X5 + Xg + X7
sujeitoa Ax<Db

x>0,
xe 7"

O problemacorreio possui dimensao 7, portanto nao & possivel represergéfica-
mente. Por essa razao o prograRtAIEDRO_V1 ignora a representacao grafica e repassa
somente os dados de saida, o ponto 6timo e a solucao Oema. Para resolvermos este
problema de Programacao Linear Inteira através do progPOLIEDRO_V1 executamos oS co-
mandos:

>> correio

>> poliedro_bb(c,A,b)

Xopt=

3

7

1

3

0

7

2
bound=

23.0000

em quex & o ponto 6timo do problemasa solugao.



Apéndice A.POLIEDRO_V1 131

A.7 Diretorio DATA

Nesta secao apresentamos 0s arquivas & subdiretorios que compde o banco de dados
original do program@O0LIEDRO_V1. Os problemas pré-formulados estdo no diretdida,
classificados da seguinte forma: Nos subdiret@®ibs R3 estao os problemas bidimensionais
e tridimensionais, respectivamente. Ja os problemas é¢mmandao superior a trés estao no

diretoiroDATA. Veja a tabela abaixo.

Diretorio DATA

Arquivo Subdiretorio R2 Subdiretorio R3
correio.m barco.m balao.m
dodecaedro.m balao2.m

dual.m chvatal281.m
exercicioA2d.m cubo.m
exercicioB2d.m cubo2.m

hexagono.m
pentagono.m

triangulo.m

diamante.m
exercicioA3d.m

exercicioB3d.m

vanderbei.m tenda.m
vanderbei2.m tenda2.m
vaso.m

Os arquivos “m” do banco de dados definem o poliedro através da mAtezdo vetor
b. Por outro lado, se estamos interessados em resolver uem@lole Programacao Linear,
0 custoc deve ser gerado. Somente alguns problemas ja possuemoopcésiefinido. Para
verificar os dados dos arquivos, basta executar o comasigo Por exemplo, para visualizar
os dados do arquivpentagono .m, executamos o comando:

>> help pentagono
pentagono.m
Problema proposta para trabalhar com simplex e branch_and_bound em R2
tipo= dual: restricbes de desigualdade com varidveis positivas.
min c’x subject to Ax<=b, x>=0, em que
A:

b:

matriz das restricoes (desigualdades);

termos independentes (desigualdades);

c:= custo relacionado;
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A.8 Considera@es Finais

Esta & a primeira versao @@uia do Usuario para utilizacao do progrant@LIEDRO_V1 e
foi elaborado para usuarios com um conhecimento basiddattab e em Programacao Linear.

Por tais razdes, aceito sugestdes e comentarios parammapmento deste documento.

Finalmente, agradec¢o a todos os colegas do DepartameMatdenatica da Universidade
Federal de Santa Catarina que contribuiram diretamentaedieiamente na elaboracao deste
guia e do programBOLIEDRO_V1.

Gilberto Souto
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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