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Resumo

Neste trabalho será apresentado o programaPOLIEDRO V1 que tem como objetivo visuali-
zar poliedros limitados (emR2 e R

3), para auxiliar na compreensão da evolução dos algorit-
mos Simplex e Branch-and-Bound. Primeiramente, serão estudados alguns conceitos funda-
mentais de otimização irrestrita e restrita, as condiç˜oes de otimalidade e o problema dual em
Programação Linear (PL). A segunda fase do texto concentra-se no estudo teórico de polie-
dros, formas de representar poliedros e caracterização de faces. Após, é apresentado o pro-
gramaPOLIEDRO V1 em linguagem Matlab, que consiste em visualizar politopos,gerando fa-
ces através da seleção e ordenação de vértices. A última fase do trabalho concentra-se no
estudo e desenvolvimento dos algoritmos Simplex e Branch-and-Bound. Aplica-se o programa
POLIEDRO V1 em Programação Linear visualizando a região viável como politopo e apresenta-
se a evolução, passo a passo, do método Simplex. Já em Programação Inteira (PI) visualiza-se
graficamente o método Branch-and-Bound, resolvendo o problema de Programação Linear In-
teira (PLI) através de subproblemas gerados por planos de corte. Os subproblemas são resolvi-
dos recursivamente pelo método Simplex.



Abstract

This work presents the programPOLIEDRO V1, whose objective is to visualize bounded
polyhedra inR

2 andR
3, to help the understanding of the evolution of the simplex and branch

and bound algorithms. Initially some fundamental conceptsin unconstrained and constrained
optimization are studied, including the optimality conditions and the dual problem in Linear
Programming. The second part of the text is dedicated to the theoretical study of polyhedra,
ways of representing polyhedra and the characterization offaces. The programPOLIEDRO V1 is
then presented in the language Matlab, consisting in the visualization of polytopes by generating
facets through the selection and ordering of vertices. The last phase of the work concentrates
on the study and development of the Simplex and Branch-and-Bound algorithms. The program
POLIEDRO V1 is applied to visualize the feasible region of a linear programming problem, on
which the step by step evolution of the simplex method is drawn. In Integer Programming,
the branch-and-bound algorithm is graphically represented by solving recursively the linear
programming subproblems generated by adding cutting planes. These subproblems are solved
by the simplex method and visualized.
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1

1 Introdução

1.1 Consideraç̃oes Iniciais

Esta dissertação iniciou a partir do interesse despertado pela teoria de otimização durante os

cursos de Programação Linear e Pesquisa Operacional ministrados pelo professor Clóvis Gon-

zaga na Universidade Federal de Santa Catarina durante o segundo semestre de 2005. Durante

as aulas a importância da visualização geométrica paracompreender a teoria e os algoritmos

era constantemente ressaltada, juntamente com as dificuldades de representar graficamente os

problemas.

“A cada três ou quatro paŕagrafos, um desenho...

...se voĉe ñao souber desenhar,é por que voĉe ñao entendeu o problema.”

“ É complicado desenhar em três dimens̃oes!”

Clóvis Gonzaga

Essas frases motivaram-me a criar o programa “poliedro”. Este programa constrói polito-

pos que servirão de auxı́lio na compreensão geométrica de problemas de otimização que uti-

lizam como região viável poliedros. Posteriormente, desenvolvemos os algoritmos “poliedro-

simplex” e “poliedro-bb”. Outra caracterı́stica desta dissertação são os relatos históricos em

cada capı́tulo, motivados pela experiência acadêmica e pelo respeito aos precursores da teoria

abordada neste trabalho.

Do ponto de vista matemático, a importância de desenvolver estes programas é obter uma

ferramenta didática para auxiliar na compreensão da teoria proposta neste texto, através da

visualização geométrica dos métodos Simplex e Branch-and-Bound.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo desenvolver algoritmos para visualizar geometricamente a

evolução “passo a passo” dos algoritmos Simplex (Programação Linear) e Branch-and-Bound

(Programação Linear Inteira).

1.2.2 Objetivos Espećıficos

O objetivo geral deste texto pode ser dividido nos seguintesobjetivos especı́ficos:

1. Estudar os principais conceitos de otimização irrestrita e restrita, poliedros, Programação

Linear e Inteira.

2. Implementar os algoritmos Simplex e Branch-and-Bound.

3. Desenvolver e implementar os programas “poliedro”, “ poliedro simplex” e “poliedro bb”.

1.3 Estrutura do Texto

No inı́cio de cada capı́tulo, exibe-se uma breve passagem histórica, apresentando os ma-

temáticos pioneiros em cada assunto proposto. Este trabalho está dividido em cinco capı́tulos,

sendo que os capı́tulos dois e três dão suporte para o estudo dos capı́tulos quatro e cinco. Nos

dois últimos capı́tulos estuda-se o método Simplex (Programação Linear) e o método Branch-

and-Bound (Programação Inteira), respectivamente. Os capı́tulos que formam este texto estão

organizados da seguinte forma:

No Capı́tulo II faz-se uma revisão dos principais conceitos de otimização irrestrita e res-

trita. Apresentam-se as condições de otimalidade e as condições de qualificação. Em seguida,

discutem-se as condições de otimalidade para problemas de programação linear seguidas do

problema de dualidade. Neste capı́tulo, o objetivo não é aprofundar-se nos conceitos, mas

repassar as idéias centrais da importância dos poliedros(região viável) e os resultados relacio-

nados a eles (condições de otimalidade e qualificação).

No Capı́tulo III define-se o poliedro através da intersecção finita de semi-espaços fecha-

dos e mostra-se o teorema da separação com o auxilio das propriedades básicas de conjuntos

convexos. Em seguida, caracterizam-se as faces do poliedromostrando a sua relação com os
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problemas de otimização. Além disso, apresentam-se as diversas maneiras de representar poli-

edros e os diferentes conceitos de vértice. Na última seção deste capı́tulo, faz-se a visualização

espacial de politopos, apresenta-se o programaPOLIEDRO V1 e exibem-se exemplos de polito-

pos utilizando essa nova técnica.

No Capı́tulo IV resolve-se graficamente problemas de Programação Linear com o auxı́lio

do programaPOLIEDRO V1. Na sequência, apresenta-se o método Simplex destacandoa im-

portância da solução básica viável (vértice). Da relação entre o problema de programação li-

near primal e o problema dual, mostra-se o algoritmo Simplexe seus detalhes. Na última seção,

faz-se a visualização passo a passo do método Simplex comexemplos bi e tridimensionais.

Além disso, apresenta-se o programa “poliedro simplex” composto basicamente dos programas

“poliedro” e “Simplex”.

No Capı́tulo V formula-se o problema de Programação Linear Inteira e discute-se uma

técnica para resolver esta classe de problemas. Mostra-seuma idéia geral do método Branch-

and-Bound através da recursividade e faz-se um exemplo bidimensional. Apresenta-se o al-

goritmo Branch-and-Bound e a visualização passo a passo deste método em três dimensões.

Finaliza-se o capı́tulo apresentando o programa “poliedro bb”. O programa Poliedrobb é o

algoritmo Branch-and-Bound com as rotinas de representação gráfica, que utiliza o algoritmo

Simplex e o programa “poliedro” apresentados nos capı́tulos anteriores.

Finalmente, expomos as considerações finais e propostas para trabalhos futuros. Além

disso, anexo um guia básico com os procedimentos para utilizar o programaPOLIEDRO V1.
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2 O Problema de Otimizaç̃ao

1 “Dido, uma feńıcia, persuadiu um chefe africano a dar-lhe tanta terra

quanto ela pudesse cercar com a tripa de um touro. Assim foi. Primeiro,

ela cortou as tripas em centenas de tiras bem fininhas. Depois, esper-

tamente, uniu-as para traçar um semi-cı́rculo no ch̃ao, a beira do mar

Mediterrâneo. Era a ḿaximaárea costeira que ela poderia envolver.

Neste lugar ela construiu uma cidade. A famosa Cartago.”

Antes de se tornar rainha de Cartago, Dido teria resolvido o primeiro problema de otimização

da história. Mesmo sendo literário, o relato demonstraria que os povos da antiguidade possuı́am

conhecimento a respeito de áreas e comprimentos. Sabiam que, dentre as figuras de igual

perı́metro, o cı́rculo é aquela com maior área. Por outro lado, poderia tratar-se apenas de um

mito, em que o fato teria mais a ver com a simbologia feminina associada à cidade de Car-

tago, onde a forma do terreno em semi-cı́rculo representa umútero engravidado, simbolizando

o máximo de adequação ao arquétipo da mãe-terra para gerar uma cidade. Bennaton (2001).

A história do cálculo matemático de máximos e mı́nimos (Otimização) tem a ver com as

noções de derivada e integral. Mas não como as conhecemoshoje. No século XVII estes con-

ceitos estavam presos ao traçado de tangentes e à avaliação de áreas. Como era de se esperar,

o cálculo, criado por Leibniz e Newton, não se afastou da tradição geométrica consagrada, por

exemplo, em Arquimedes. Daı́ a importância de Euler e Lagrange. Ambos, no século XVIII,

trabalharam no sentido de “desgeometrizar” a matemática criada pelos seus antecessores. Entre

inúmeros outros feitos, Euler é o responsável pelo conceito de função matemática, generali-

zada por Dirichlet no século XIX. Lagrange, com o seu “Mécanique Analytique”, reconstruiu

a mecânica newtoniana em bases analı́ticas, desvencilhada de figuras geométricas. Sobretudo,

um e depois o outro plantaram e fortaleceram as raı́zes do cálculo variacional. Tanto Euler e

Lagrange, quanto Cauchy merecem destaque neste capı́tulo.

1A Eneida é uma das maiores audácias literária da Antiguidade, seguindo a trilha de Ilı́ada e da Odisséia, a
Eneida, de Virgı́lio, reinventa Roma, narrando fatos anteriores à fundação da cidade. A lenda de Dido é pitoresca
e tem sido muito usada em livros de otimização.
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Finalmente, Cauchy. Hoje em dia, estamos acostumados a definir integrais e diferenciais

em termos de “limites”. Mas não era bem assim antes de Cauchy. Foi ele quem livrou o cálculo

dos “infinitésimos” introduzindo os conceitos de limite e de continuidade. Deu fundamentos

às idéias de derivada (gradiente) e integral. Inaugurou aanálise matemática. Com a forma, a

autonomia e o rigor atuais.

De certa forma, tomando o sentido contrário ao de Euler, Lagrange e Cauchy, mas man-

tendo a estrutura algébrica por eles apresentada, esse texto resgata a visualização geométrica de

Leibniz e Newton, isto é, apresenta a “geometria” dos elementos que compõem o problema de

otimização na interpretação formulada por Dantzig (1991), Chvátal (1983), entre outros.

Pode-se dizer que a diferenciação se originou de problemas relativos ao traçado de tan-

gentes a curvas e de questões objetivando a determinaçãode máximos e mı́nimos de funções.

Embora essas considerações remontem aos gregos antigos,parece razoável afirmar que a pri-

meira manifestação realmente clara de método diferencial se encontra em algumas idéias de

Fermat, expostas no século XVII em 1629.

Fermat usava um procedimento de cálculo algébrico idêntico ao que temos hoje. Mas o

utilizava como uma espécie de algoritmo, sem o amparo dos conceitos de função, derivada ou

diferencial. Neste sentido, foi um pioneiro. Mais de cem anos depois, Laplace reconheceu isto.

Creditou a Fermat a invenção do cálculo diferencial. (EVES, 2004)

Já nos dias de hoje, em sua formulação mais geral, o problema de otimização é apresentado

da seguinte forma:

Considere um conjuntoΩ e uma funçãof : Ω→ R, dados. Encontrar, se existir, um ponto

x̄∈Ω tal que

(∀x∈Ω) f (x̄)≤ f (x).

O problema de otimização pode ser escrito no seguinte formato

minimizar f (x)
x∈Ω ou minimizar

sujeito a
f (x)

x∈Ω
(2.1)

O conjuntoΩ é chamadoconjunto víavele f é denominada afunç̃ao objetivo.

Definição 1 Um pontox̄∈Ω é um minimizador local de (2.1) se existe uma vizinhança V dex̄

tal que

(∀x∈V ∩Ω) f (x̄)≤ f (x).
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Uma soluç̃ao ótima de (2.1)́e chamada de minimizador global se

(∀x∈Ω) f (x̄)≤ f (x).

Um minimizador (local ou global)́e estrito se nas desigualdades acima f(x̄) < f (x) para

x 6= x̄.

O problema assim formulado é excessivamente geral. Neste texto estudaremos os casos em

que:

• Ω⊂R
n é convexo e fechado, em geral poliédrico; (2.2)

• f : R
n→R é de classeC1 (C2 se necessário), em geral analı́tica. (2.3)

Dependendo das definições da função objetivof e do conjunto viávelΩ, temos:

• Programação Linear: f é linear eΩ poliédrico.

• Programação Quadrática: f é quadrática eΩ poliédrico.

• Programação Convexa:Ω é convexo ef é uma função convexa.

• Programação Inteira: Ω é um conjunto de pontos com componentes inteiras. Em geral,

f é linear eΩ é definido por um poliedro.

• Programação Não Linear: f é contı́nua (em geralC1 ouC2) eΩ é definido por equações

e inequações.

• Controle ótimo: Ω é um conjunto de funções definido por equações diferenciais or-

dinárias ef é um funcional.

• Otimização Combinatória: Ω é um conjunto discreto, em geral finito (mas muito grande).

A Programação Inteira é classificada como um problema de Otimização Combinatória.

A Otimização Combinatória é uma área de pesquisa importantı́ssima, cujo estudo ocupa

milhares de pesquisadores em todo o mundo.

Além da classificação acima, o problema de otimização pode ser dividido naturalmente

em duas categorias: problemas com variáveis contı́nuas e problemas com variáveis discretas.

Estes dois tipos de categorias possuem caracterı́sticas bem diferentes, bem como os métodos

para resolvê-los tornaram-se bastante divergentes. Discutiremos mais adiante a relação entre
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os algoritmos de otimização contı́nua (Simplex) e de otimização combinatória (Branch and

Bound), onde retomaremos essa questão.

Independentemente de sua classificação, a resolução deum problema complexo será feita

através da resolução de uma sequência de problemas maisfáceis. Parte-se de um ponto inicial

dadox1 e gera-se uma sequência(x1, x2, x3, . . .), com a esperança de que esta sequência con-

virja para uma solução do problema original. O procedimento para isto é formalmente descrito

por umalgoritmo, que deve gerar como produto final um programa de computador.Desta forma

podemos dizer que um algoritmo é uma receita. Uma seqüência de passos e decisões que devem

ser tomadas para que uma determinada tarefa seja completada. Os programas de computador

são compostos por um ou vários algoritmos, com diferentesgraus de complexidade.

Depois desta breve passagem histórica e da idéia do problema de otimização serão apre-

sentados conceitos básicos de otimização, baseados em Nocedal e Wright (1999), Izmailov e

Solodov (2005) e Gonzaga (2005b), que servirão de apoio te´orico para os capı́tulos seguintes.

O objetivo desta parte introdutória não é aprofundar-senos conceitos, mas repassar as idéias

centrais da importância dos poliedros e os resultados relacionados a eles (condições de oti-

malidade). Alguns teoremas são simplesmente enunciados,pois suas demonstrações saem do

enfoque proposto para este capı́tulo.

2.1 Otimização irrestrita

Considere o problema de otimização em que definimos o conjuntoΩ porR
n, isto é, defini-

mos um problema de otimização irrestrita,

(P) minimizar f (x).
x∈R

n

Definição 2 Uma funç̃ao f : R
n→ R é diferencíavel em x∈R

n se e somente se existe∇ f (x) ∈

R
n tal que(∀h∈R

n)

f (x+h) = f (x)+∇ f (x)Th+o(x,h),

com lim
h→0

o(x,h)

‖h‖
= 0.

O gradiente de f em x́e denotado por∇ f (x).

Definição 3 Uma funç̃ao f é duplamente diferenciável em x se e somente se(∀h∈ R
n)

f (x+h) = f (x)+∇ f (x)Th+
1
2

hTH(x)h+o(x,h),



O Problema de Otimização 8

com lim
h→0

o(x,h)

‖h‖
= 0.

A matriz hessiana de f em xé denotada por H(x), ou seja, H(x) = ∇2 f (x).

Definição 4 Considere uma função f : R
n→ R e uma direç̃ao d∈ R

n. A derivada direcional

de f em x∈ R
n na direç̃ao d é

f ′(x,d) = lim
λ→0+

f (x+λd)− f (x)
λ

,

se existir o limite.

Lema 1 Se f é diferencíavel em x, ent̃ao f′(x,d) = ∇ f (x)Td.

Definição 5 Uma direç̃ao d∈R
n é direç̃ao de descida a partir de x∈R

n se f′(x,d) < 0.

Dado um ponto ¯x∈R
n, não necessariamente um ponto viável ou um minimizador local do

problema (P), deseja-se saber em quais direções teremos melhoras na função objetivof .

Lema 2 Se dé direç̃ao de descida a partir de x∈ R
n, ent̃ao existeλ̄ > 0 tal que para todo

λ ∈ (0, λ̄),

f (x+λd) < f (x).

Tomando o conjunto de todas as direções, que satisfazem o Lema 2, a partir de ¯x, isto é, o

conjunto de todas as direções de descida def em x̄, obtemos umcone de direç̃oes de descida

que definimos da seguinte forma.

Definição 6 O cone das direç̃oes de descida de f em̄x

D(x̄) = {d | ∇ f (x̄)Td < 0}.

Os vetores d∈D(x̄), pelo Lema 1, s̃ao direç̃oes de descida.

Geometricamente, uma direçãod será uma direção de descida se esta formar um ângulo

obtuso com o gradiente def , como mostra a Figura (2.1).

Tendo a noção de direção de descida, imagina-se como será resolvido o problema (P). Ou

seja, caso se encontre uma direção de descida em um determinado pontox∈ R
n, então pode-se

andar, calcular o passoλ , nesta direção para encontrar um ponto com um valor menor de f .

Uma pergunta a se fazer é:Existe tal direç̃ao? Para responder essa pergunta necessitamos das

condições de otimalidade.
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x

∇ f (x)

d

f (y) = a1

f (y) = a2

a2 < a1

Figura 2.1: Cone das Direções de Descida em ¯x

2.1.1 Condiç̃oes de Otimalidade

Os problemas irrestritos não aparecem frequentemente em aplicações práticas. Entretanto,

as condições de otimalidade para este tipo de problema podem ser estendidas para problemas

com restrições e algumas estratégias para encontrar um minimizador para um problema restrito

se resumem à resolução de uma sequência de problemas irrestritos.

Dado um pontox∈ R
n, deseja-se determinar, se possı́vel, se este ponto é ou não um mini-

mizador local do problema. Para isto, é preciso caracterizar um ponto de mı́nimo. Felizmente a

hipótese de diferenciação def ajuda na obtenção desta caracterização.

Teorema 1 (Teorema de Taylor)Suponha que f: R
n→R é de classe C1 e que h∈R

n. Ent̃ao

temos que

f (x+h) = f (x)+∇ f (x+λh)Th, (2.4)

para algumλ ∈ (0,1). Por outro lado, se f́e de classe C2, temos que

∇ f (x+h) = ∇ f (x)+
∫ 1

0
H(x+λh)h dλ , (2.5)

e que

f (x+h) = f (x)+∇ f (x)Th+
1
2

hTH(x+λh)h, (2.6)

para algumλ ∈ (0,1).

A demonstração do Teorema de Taylor pode ser encontrada emqualquer livro didático de

análise - cálculo. O teorema de Taylor, aqui enunciado, tem como propósito dar sequência aos

Teoremas 2, 3 e 4; pois suas demonstrações, encontradas emNocedal e Wright (1999), utilizam

esta fundamental ferramenta de aproximação de funções.

Teorema 2 (Condiç̃ao necesśaria de primeira ordem) Sex̄ é um minimizador local do pro-

blema (P) e fé diferencíavel emx̄, ent̃ao

∇ f (x̄) = 0. (2.7)
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Teorema 3 (Condiç̃ao necesśaria de segunda ordem)Sex̄ é um minimizador local do pro-

blema (P) e fé duplamente diferenciável emx̄, ent̃ao H(x̄) é semi-definida positiva.

Além de Nocedal e Wright (1999), as provas para estes teoremas podem ser obtidas em

Bazaraa, Sherali e Shetty (1993), Bertsekas (1995) e Gonzaga (2006).

As condições necessárias devem ser verdadeiras para todos os minimizadores do problema.

Por outro lado, um ponto que satisfaz a estas condições não é necessariamente um minimizador

local, podendo ser um ponto de máximo local ou um ponto de sela (ponto onde a função tem

uma mudança da sua curvatura).

Teorema 4 (Condiç̃ao suficiente de segunda ordem)Suponha quēx satisfaz∇ f (x̄) = 0e H(x̄)

é definida positiva. Então x̄ é minimizador local de f . (minimizador local estrito)

Este resultado garante, se as condições são satisfeitasem x̄, que ocone de direç̃oes de

descidaD(x̄) é vazio, isto é, encontramos um minimizador local. Entretanto, verificar se a

Hessiana da função é definida positiva é muito dispendioso.

Estas condições são para um problema irrestrito, em que oconjuntoΩ é oR
n. No entanto,

deseja-se referenciar estas condições de otimalidade quando o conjuntoΩ for um subconjunto

deR
n. Para isto, é necessário definir outros conceitos.

2.2 Otimização restrita

A otimização restrita trata de minimizar funções sujeitas a restrições sobre as variáveis, de

fato, queremos estudar o problema de otimização restritaquando o conjunto de restrições forma

um poliedro. Mas, este fato será abordado mais adiante.

Neste texto, consideramos a formulação do problema de otimização restrita dada por:

minimizar
sujeito a

f (x)
ci(x) = 0, i ∈ E

ci(x)≤ 0, i ∈I ,

(2.8)

em que f e as funçõesci são suaves e assumem valores reais, além dissoI e E são dois

conjuntos finitos de ı́ndices,E = {1, . . . , p} e I = {p+1, . . . ,m}. Como anteriormente,f é a

função objetivo, enquantoci , i ∈ E são as restrições de igualdade eci , i ∈ I são as restrições

de desigualdade. Definimos o conjunto viávelΩ ⊂ R
n como o conjunto dos pontosx que
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satisfazem as restrições, isto é,

Ω = {x | ci(x) = 0, i ∈ E ; ci(x)≤ 0, i ∈I }. (2.9)

Assim, reescrevemos o problema (2.8) na forma compacta

minimizar f (x).
x∈Ω (2.10)

Definição 7 Seja x um ponto viável. O conjunto ativo I(x) é a unĩao do conjuntoE com os

ı́ndices das restriç̃oes de desigualdade ativas; istoé,

I(x) = E ∪{i ∈I | ci(x) = 0}. (2.11)

Diz-se que uma restrição de desigualdade de ı́ndicei estáativa em x se ci(x) = 0, está

inativa (com folga) seci(x) < 0 e está violada seci(x) > 0.

Definição 8 Um conjunto C⊂R
n é umconese e somente se para todo x∈C e para todoλ > 0,

λx∈C.

Definição 9 (Cone de direç̃oes víaveis) Dizemos que d∈ R
n é uma direç̃ao viável em relaç̃ao

ao conjuntoΩ no pontox̄∈Ω, quando d “penetra” no conjuntoΩ, istoé, quando existeε > 0

tal que

x̄+ td ∈Ω ∀t ∈ [0,ε].

Denotamos porCΩ(x̄) o conjunto de todas as direções víaveis em relaç̃ao ao conjuntoΩ no

pontox̄∈Ω.

Definição 10 (Cone de direç̃oes víaveis linearizadas)Considerando as restrições do problema

(2.8), defini-se o cone de direções víaveis linearizadas em̄x∈Ω por:

VΩ(x̄) = {d ∈R
n|∇ci(x̄)

Td = 0, i ∈ E ,∇ci(x̄)
Td≤ 0, i ∈ I(x̄)\E }.

c1

c2 ∇c2(x̄)

∇c1(x̄)

d1 d2x̄

Geometricamente, uma direçãod ∈ VΩ(x̄) se e somente sed é

tangente a todas as restrições de igualdade (forma um ângulo de 90

graus com os gradientes das restrições de igualdade) e sed faz um

ângulo obtuso com os gradientes das restrições de desigualdadeati-

vas. Na figura ao lado,V (x̄) é composto pelas direçõesd1 e d2, e

C (x̄) é composto apenas pela direçãod1.
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Para apresentarmos as condições de otimalidade para o problema restrito, isto é, quandoΩ
é definido através de funções, temos que definir ocone tangente.

Definição 11 Dado um conjuntoΩ⊂ R
n e um vetor̄x∈Ω, uma direç̃ao d é dita tangentea Ω

emx̄ se ou d= 0 ou existe uma seqüência{xk} ⊂Ω tal que xk 6= x̄ para todo k e

xk→ x̄,
xk− x̄
‖xk− x̄‖

→
d
‖d‖

.

O conjunto de todas direções tangentes deΩ emx̄ é chamado decone tangentedeΩ emx̄, eé

denotado porTΩ(x̄).

Em outras palavras, sed é uma direção que “penetra” ou tangenciaΩ a partir de ¯x, dizemos

qued é tangente. Em razão disso,

CΩ(x̄)⊂ TΩ(x̄)⊂ VΩ(x̄).

2.3 Condiç̃oes de otimalidade para problemas com restriç̃oes

Pode-se reescrever a condição necessária de primeira ordem para o problema (2.10) em

função das direções tangentes.

Teorema 5 (Condiç̃ao Necesśaria de Primeira Ordem – direções tangentes)2 Sex̄∈Ω é um

minimizador local do problema (2.10), então para qualquer direç̃ao d tangente aΩ emx̄,

∇ f (x̄)Td≥ 0.

O Teorema 5 nos diz que uma direção tangente não pode ser uma direção de descida. Ou

ainda, se ¯x é um minimizador local, então a intersecção do cone tangente em ¯x com o cone de

direções de descida em ¯x é vazia.

Outra abordagem interessante deste resultado é feita através da relação entre os cones tan-

gente, polar e normal. Estes, por sua vez, determinam a condição de qualificação para enunciar

o teorema de KKT na forma cônica.
2Outra formulação das condições de otimalidade é apresentada em Izmailov e Solodov (2005), em que se define

o cone de Bouligand.
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2.3.1 Teorema de Karush - Kuhn - Tucker na forma ĉonica

Definição 12 (Convexidade)3 Um conjuntoΩ ⊂ R
n é chamadoconjunto convexose para

quaisquer x∈Ω, y∈Ω e α ∈ [0,1], tem-se

αx+(1−α)y∈Ω.

O pontoαx+(1−α)y, em queα ∈ [0,1], é denominado acombinação convexade x e y com

parâmetroα.

Definição 13 Dados x1, x2, . . . , xp pertencentes aRn, x∈ R
n é uma combinaç̃ao convexa de

x1, x2, . . . , xp se, e somente se, pode-se escrever

x =
p

∑
i=1

λix
i , comλi ≥ 0, i = 1, . . . , p e

p

∑
i=1

λi = 1.

Definição 14 Envolt́oria convexa de um conjuntoΩ ⊂ R
n é o menor conjunto convexo que o

cont́em, denotado porconvΩ.

A envoltória convexa deΩ é o conjunto de todas as combinações convexas de pontos deΩ:

convΩ =
{ p

∑
i=1

λix
i | p∈ N, xi ∈Ω, λi ∈ [0,1], i = 1, . . . , p,

p

∑
i=1

λi = 1
}
.

Teorema 6 (Teorema de Carath́eodory) Seja x∈ R
n uma combinaç̃ao convexa de pontos do

conjuntoΩ⊂R
n. Ent̃ao existem xi ∈Ω e λi ∈R+, i = 1, . . . ,n+1, tais que

x =
n+1

∑
i=1

λix
i e

n+1

∑
i=1

λi = 1.

Definição 15 A envolt́oria cônica4 de um conjuntoΩ⊂R
n é o menor cone convexo que contém

Ω.

Em outras palavras, a envoltória cônica pode ser vista como o conjunto de todas ascombinaç̃oes

cônicasde pontos deΩ,

cone(Ω) =
{ p

∑
i=1

λix
i | p∈ N, xi ∈Ω, λi ≥ 0, i = 1, . . . , p

}
.

Além disso, seΩ é compacto, a envoltória cônica é um cone fechado.

3Neste texto, a teoria de convexidade serve de base para um melhor entendimento das propriedades a seguir,
além disso, auxilia nas demonstrações dos teoremas de separação do próximo capı́tulo. Esta teoria pode ser encon-
trada em Izmailov e Solodov (2005), entre outros.

4Izmailov e Solodov (2005), denomina este conjunto porfecho ĉonico.
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Definição 16 Dizemos que um cone K⊂ R
n tem um ńumero finito de geradores quando Ké a

envolt́oria cônica de um ńumero finito de pontos emRn, ou seja, se existem p∈N e vi ∈R
n, i =

1, . . . , p, tais que

K = cone
(
{vi , i = 1, . . . , p}

)
.

Lema 3 Qualquer cone que tem um número finito de geradoreśe convexo e fechado.

Definição 17 Dado um cone C∈ R
n, o cone polarde C, denotado por P(C), é

P(C) = {v∈ R
n | vTx≤ 0, ∀x∈C}.

C
C

P(C) P(C)0 0

Figura 2.2:O cone polarP(C) é convexo e fechado para qualquer coneC.

Lema 4 Dado um cone C⊂ R
n, as seguintes afirmações s̃ao verdadeiras.

1. P(C) é convexo e fechado;

2. P(C) = P(C), em queC denota o fecho do conjunto C.

Lema 5 (Lema de Farkas para cones)Seja C⊂ R
n um cone fechado e convexo. Então,

P(P(C)) = C.

Definição 18 SejamΩ ⊂ R
n um conjunto convexo ēx∈ Ω. O cone normal (cone de direções

normais) no pontōx em relaç̃ao ao conjuntoΩ é dado por

NΩ(x̄) = {d ∈ R
n | 〈d,x− x̄〉 ≤ 0 ∀x∈Ω}.

A convexidade imposta no conjuntoΩ, na definição decone normal, implica que as restrições

de igualdade do conjuntoΩ são lineares. Como este é o caso que nos interessa neste texto, esta

exigência nos garante a condição de qualificação definida adiante.

A condição de qualificaç̃ao

Lema 6 Suponha quēx é soluç̃ao de (2.10). Ent̃aoCΩ(x̄) = P(NΩ(x̄)).
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NΩ(x̄)

CΩ(x̄)

Ω

x̄

O lema (6) afirma que toda direção viável emΩ a partir de ¯x faz

ângulo obtuso com∇ci(x̄), i ∈ I (x̄). Mas a recı́proca nem sempre

é verdadeira; há exemplos de direções que não são viáveis e fazem

ângulo reto com gradientes. Neste texto vamos fazer a hipótese de

que isto não ocorre.

Sejax̄ solução ótima de (2.10). Dizemos que o problema satisfaz

a condição de qualificação se

CΩ(x̄) = P(NΩ(x̄)), (2.12)

isto é, a aderência do cone de direção viáveis coincidecom o polar do cone normal.

É importante ressaltar que ao utilizar a condição de qualificação, devemos antes caracterizar

o cone tangente para o problema (2.8) em um ponto ¯x ∈ Ω. Vimos que o coneVΩ(x̄) tem

uma descrição algébrica simples, enquanto o cone tangente é de caracterização difı́cil. Sob

condições bastantes simples os dois cones coincidem, essas condições serão apresentadas na

próxima secção.

NΩ(x̄)

TΩ(x̄)

Ω

x̄

−∇ f (x̄)

∇ f (x̄)

Pelas definições, sabemos queTΩ(x̄) = P(NΩ(x̄)) e impondo a

condiçãoTΩ(x̄) = VΩ(x̄) na equação (2.12), temos que

CΩ(x̄) = TΩ(x̄) = VΩ(x̄) = P(NΩ(x̄)).

Teorema 7 SejamΩ um conjunto convexo ēx∈Ω. Ent̃ao

P(TΩ(x̄)) = P(VΩ(x̄)) = P(cone(Ω− x̄)) = NΩ(x̄).

Teorema 8 Considere o problema (2.10) e suponha quex̄ é soluç̃ao ótima satisfazendo a

condiç̃ao de qualificaç̃ao. Ent̃ao,

−∇ f (x̄) ∈NΩ(x̄).

Dem. Com as hipóteses do teorema e pelo Teorema (5), temos que−∇ f (x̄) ∈ P(TΩ(x̄)). Pela

condição de qualificação, segue que,

−∇ f (x̄) ∈ P(P(NΩ(x̄))).

Sabemos queNΩ(x̄) é um cone fechado e convexo, em razão disso, segue do lema deFarkas

que

NΩ(x̄) = P(P(NΩ(x̄))).

�
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2.3.2 Teorema de Karush - Kuhn - Tucker na forma alǵebrica

Considere ¯x um minimizador do problema (2.8), satisfazendo a condição de qualificação.

Para enunciar o teorema de KKT em forma algébrica, basta tomar o cone normal da seguinte

forma:

NΩ(x̄) = P(VΩ(x̄)).

Assim, do Teorema (8), segue que

−∇ f (x̄) = ∑
j∈E

λ j∇c j(x̄)+ ∑
i∈I

λi∇ci(x̄), λi ≥ 0,

ou seja,−∇ f (x̄) = ∑
i∈I(x̄)

λi∇ci(x̄), em queλi ≥ 0 sei ∈I .

Note que podemos substituir o somatório sobreI(x̄) por
m

∑
i=p+1

λi∇ci(x̄), em queλi ≥ 0.

Basta fazerλi = 0 parai /∈ I(x̄), assim, garantimos que

λici(x̄) = 0, i = 1, . . . ,m

e consequentemente,

−∇ f (x̄) =
m

∑
i=1

λi∇ci(x̄), em queλi ≥ 0, sei > p.

Juntando as condições de viabilidade e otimalidade do problema (2.8), chegamos ao teo-

rema de Karush - Kuhn - Tucker.

Teorema 9 (Condiç̃oes Necesśarias de Otimalidade de KKT) Suponha quēx é minimizador

local do problema (2.8) e que a condição de qualificaç̃ao é satisfeita. Ent̃ao existem escalares

λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄m tais que

∇ f (x̄)+
m

∑
i=1

λ̄i∇ci(x̄) = 0 (2.13)

cI (x̄) ≤ 0 (2.14)

cE (x̄) = 0 (2.15)

λ̄i ≥ 0 para i∈I (2.16)

λ̄ici(x̄) = 0 para i∈ E ∪I (2.17)

Os escalares̄λ1, . . . , λ̄m são chamados deMultiplicadores de Lagrange. Os multiplicadores

de Lagrange têm informações importantes sobre as restrições.
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As condições (2.13) – (2.17) são denominadascondiç̃oes de Karush-Kuhn-Tucker, oucon-

dições de KKT. Note que a condição de complementariedade (2.17), como vimos anteriormente,

implica que os multiplicadores de Lagrange correspondentes às restrições inativas sejam nulos.

Definição 19 (Condiç̃ao de complementariedade)Dada uma soluç̃ao local x̄ do problema

(2.8) e um vetor̄λ satisfazendo o Teorema 9, dizemos que a condição de complementarie-

dade (2.17)́e estrita, se exatamente um dosλ̄i e ci(x̄) é zero para cadáındice i∈I . Em outras

palavras, temos quēλi > 0 para cada i∈I ∩ I(x̄).

Muitos métodos procuram pontos e multiplicadores que satisfaçam as equações de KKT

(2.13)-(2.17). Entretanto, isto não garante que o ponto encontrado seja um minimizador local.

Os pontos que satisfazem as equações são conhecidos comopontos estaciońarios.

Teorema 10 (Condiç̃oes Suficientes de Segunda Ordem de KKT)Sejax̄ ∈ Ω um ponto es-

taciońario do problema (2.8) ēλ ∈ R
m um vetor de multiplicadores de Lagrange associados a

x̄ satisfazendo as equações de KKT (2.13)-(2.16). Se

dT

(

∇2 f (x̄)+
m

∑
i=1

λ̄i∇2ci(x̄)

)

d > 0, (2.18)

para todo d∈ R
n, não nulo, tal que

∇ci(x̄)
Td = 0, ∀i ∈ I(x̄), com λ̄i > 0,

ent̃ao x̄ é um minimizador local estrito para o problema (2.8).

Para enunciar as condições de otimalidade de um problema de Programação Linear, na

seção 2.5, é conveniente escrever as condições necessárias em termos dafunç̃ao Lagrangeano,

e além disso, apresentar condições de otimalidade para problemas convexos.

Definição 20 A funç̃ao Lagrangeano associada ao problema (2.8)é dada porL : R
n+m→R,

L (x,λ ) = f (x)+
m

∑
i=1

λici(x), (2.19)

em que ḿe a cardinalidade do conjuntoE ∪I . Além disso, x∈ R
n e λ ∈ R

m é o vetor dos

multiplicadores de Lagrange.

A primeira equação das condições de KKT (2.13) pode ser escrita como

∇xL (x,λ ) = ∇ f (x)+
m

∑
i=1

λi∇ci(x) = 0.
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A matriz Hessiana da função Lagrangeano em relação ax é dada por:

∇2
xxL (x,λ ) = ∇2 f (x)+

m

∑
i=1

λi∇2ci(x),

ou seja, pode-se reescrever (2.18) na forma:

dT∇2
xxL (x̄, λ̄ )d > 0.

Definição 21 SeΩ⊂ R
n é um conjunto convexo, diz-se que a função f : Ω→ R é convexa em

Ω quando para quaisquer x∈Ω, y∈Ω, e α ∈ [0,1], tem-se

f (αx+(1−α)y)≤ α f (x)+(1−α) f (y).

Teorema 11 (Condiç̃oes necesśarias e suficientes para otimizaç̃ao convexa)SejamΩ ⊂ R
n

um conjunto convexo e f: D→ R uma funç̃ao convexa e diferenciável no conjunto aberto D

que cont́emΩ.

Então x̄ é um minimizador de f emΩ se, e somente se,

∇ f (x̄)T(x− x̄)≥ 0, ∀x∈Ω, (2.20)

ou, equivalentemente,

∇ f (x)T(x− x̄)≥ 0, ∀x∈Ω. (2.21)

Na seção seguinte, serão mostradas as condições para que os multiplicadores de Lagrange

existam, isto é, as condições de qualificação das restrições.

2.4 Condiç̃oes de Qualificaç̃ao

As condições de qualificação são condições “simples” que garantem que o cone de direções

viáveis linearizadasV seja idêntico ao cone tangenteT num mesmo ponto ¯x viável.

Definição 22 (Condiç̃ao de Qualificaç̃ao de Mangasarian-Fromovitz – MFCQ) Dado um ponto

viável x̄ e o conjunto ativo I(x̄) definido em (2.11), dizemos que a condição de qualificaç̃ao de

Mangasarian-Fromovitz (MFCQ)́e satisfeita se existe um vetor d∈R
n tal que

∇ci(x̄)
Td < 0, ∀i ∈ I(x̄)∩I ,

∇ci(x̄)
Td = 0, ∀i ∈ E ,
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e o conjunto de gradientes das restrições de igualdade{∇ci(x̄), i ∈ E } é Linearmente Indepen-

dente.

Teorema 12 Se a condiç̃ao de qualificaç̃ao de Mangasarian-Fromovitźe satisfeita em̄x, ent̃ao

VΩ(x̄) = TΩ(x̄).

Segundo as condições de qualificação de Mangasarian-Fromovitz, existem multiplicadores

de Lagrange para o problema (2.8) em um ponto ¯x minimizador local se houver uma direção

que “penetra estritamente” no cone da direções viáveis de primeira ordem e a matriz Jacobiana

das restrições de igualdade tiver posto completo.

Proposiç̃ao 1 (Condiç̃ao dual de Mangasarian-Fromovitz) Sejax̄∈Ω, em queΩ é dado por

(2.9). O pontox̄ satisfaz a condiç̃ao de regularidade de Mangasarian-Fromovitz (22) se, e

somente se, o seguinte sistema na variávelλ ∈ R
|I(x̄)|,5

0 = ∑
i∈I(x̄)

λi∇ci(x̄), λi ≥ 0, (i ∈I | ci(x̄) = 0), (2.22)

tem unicamente a solução nula.

Outra condição de qualificação que garante a igualdade entre os cones tangentes e o cone

das direções viáveis de primeira ordem é a condição deindependência linear (LICQ, do inglês

Linear Independence Contraint Qualification).

Definição 23 (Condiç̃ao de Independ̂encia linear – LICQ) Dadosx̄ e o conjunto ativo I(x̄)

definido por (2.11), dizemos queé satisfeita a condiç̃ao de qualificaç̃ao de independ̂encia linear

se o conjunto{∇ci(x̄), i ∈ I(x̄)} é Linearmente Independente(LI).

Teorema 13 Se a LICQé satisfeita em̄x ∈ Ω, ent̃ao a condiç̃ao de Mangasarian-Fromovitz

tamb́emé satisfeita em̄x.

Dada uma solução ¯xdo problema (2.8), podem existir muitos vetoresλ̄ tais que as condições

de KKT sejam satisfeitas. No entanto, se a condição LICQ ésatisfeita o vetor dos multiplica-

dores de Lagrange é único.

As condições de qualificação vão garantir que existem multiplicadores de Lagrange para as

condições de otimalidade de KKT. Vale novamente lembrar que as condições necessárias não

dão garantia de que um ponto seja um minimizador local para oproblema (2.8). Mas se o ponto

é um minimizador local, este deve satisfazer as condições necessárias.

5|V| representa a cardinalidade do conjuntoV.
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Definição 24 (Condiç̃ao de Slater) Considere o problema (2.8), em que as restrições de igual-

dade s̃ao funç̃oes afins e as restrições de desigualdade são funç̃oes convexas. Dizemos que a

condiç̃ao de Slateŕe satisfeita se existēx∈R
n tal que

ci(x̄) < 0, ∀i ∈I ,

ci(x̄) = 0, ∀i ∈ E .

Lema 7 Seja f convexa definida no problema (2.10), em queΩ satisfaz as hiṕoteses da condição

de Slater. Sēx é um minimizador local emΩ, ent̃ao x̄ é um minimizador global emΩ.

No caso de um problema de programação convexa, como visto no Teorema 11, as condições

de otimalidade de KKT tornam-se suficientes. Com efeito, dizer que ¯x é um ponto estacionário

que satisfaz a condição de Slater, implica que ¯x é uma solução do problema convexo.

2.5 Condiç̃oes de otimalidade para problemas de Programação
Linear

Relembramos que chamamos de um problema de programação linear um problema de

otimização, em que a função objetivo é linear e o conjunto viável é um poliedro (ou seja, con-

junto de soluções de um sistema de equações e inequações lineares). Considere o problema de

programação linear:

minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0.

(2.23)

em queAm×n, b ∈ R
m, c ∈ R

n, sendom < n. Esse formato é bastante geral, uma vez que

restrições de desigualdade podem ser reduzidas a igualdades com a introdução de variáveis de

folga. Em particular tal problema é convexo. Logo, toda solução local é global. Mais ainda,

todo ponto estacionário é uma solução.

As condições de otimalidade do problema (2.23) podem ser obtidas a partir da teoria

vista anteriormente na seção 2.3, considerando apenas ascondições de KKT de primeira or-

dem, pois a convexidade do problema garante que estas condic¸ões sejam suficientes para um

mı́nimo global. Além disso, aplicando o Teorema 7, a condic¸ão de qualificação do problema de

programação linear é satisfeita trivialmente.

Os multiplicadores de Lagrange para o problema (2.23) são apresentados através de dois

vetoresyes, em quey∈R
m é o vetor dos multiplicadores para as restrições de igualdadeAx= b,
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enquantos∈ R
n é o vetor dos multiplicadores das restrições−xi ≤ 0, i = 1, . . . ,n. Usando a

definição (20), podemos escrever a função lagrangeano associado ao problema (2.23) como

L (x,y,s) = cTx−yT(Ax−b)−sTx. (2.24)

Aplicando o Teorema de KKT (9), as condições de primeira ordem para que ¯x seja solução

do problema (2.23) são de que existam os vetoresy es tais que

ATy+s= c, (2.25)

Ax= b, (2.26)

x≥ 0, (2.27)

s≥ 0, (2.28)

xisi = 0, i = 1,2, . . . ,n. (2.29)

A não negatividade das variáveisx es, condições (2.27) e (2.28), implica que a condição de

complementariedade (2.29) seja escrita de forma equivalente porxTs= 0.

Seja (x̄, ȳ, s̄) um vetor que satisfaça as condições de otimalidade (2.25) a (2.29). Combi-

nando as equações (2.25), (2.26) e (2.29), temos que

cT x̄ = (AT ȳ+ s̄)T x̄ = (Ax̄)T ȳ = bT ȳ. (2.30)

As equações acima nos conduzem à teoria de dualidade, em que formulamos dois proble-

mas de otimização intimamente ligados pelas condiçõesde KKT, apresentado pelo Teorema 14

da próxima seção.

2.6 O problema dual

Considere os seguintes problemas de programação linear:

(P) minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0.

e (D) maximizar
sujeito a

bTy
ATy+s= c,

s≥ 0,

em quec∈ R
n, b∈R

m, A∈ R
m×n es∈R

n.

Chamamos o problema (P) de problema primal, por outro lado, denominamos o problema

(D) como sendo o problema dual associado ao problema (P). Estes dois problemas estão forte-
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mente relacionados, como veremos nos resultados seguintes.

Podemos reformular o problema (D) como

minimizar
sujeito a

−bTy,
ATy+s= c,

s≥ 0.

(2.31)

A função lagrangeano associada ao problema (2.31) é

L̄ (x,s,y) =−bTy+xT(ATy+s−c).

Observe que as condições de KKT do problema linear (P), ou (2.23), ou (2.31) são dadas

por:

ATy+s= c,

Ax= b,

x≥ 0,

s≥ 0,

xisi = 0, i = 1,2, . . . ,n.

(2.32)

Teorema 14 As condiç̃oes de KKT s̃ao satisfeitas parāx∈ R
n, ȳ∈ R

m, e s̄∈ R
n se e somente

se

1. x̄ é soluç̃ao ótima do problema (P);

2. (ȳ, s̄) é soluç̃ao ótima do problema (D).

Dem. Aplicando as condições de otimalidade a (P) com multiplicadoresy∈ R
m associados às

restrições de igualdade es∈ R
n associados às restrições de desigualdade,−x≤ 0, obtém-se

imediatamente as condições de KKT (2.32).

Aplicando as condições de otimalidade ao problema:

(D̄) minimizar
sujeito a

−bTy,
ATy≤ c,

(2.33)

com multiplicadoresx∈R
n, obtém-se

−b+Ax= 0

x≥ 0,

(ATy−c)i xi = 0, i = 1,2, . . . ,n.

(2.34)
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Fazendos = c−ATy, vemos que essas condições coincidem com as condições de KKT

(2.32), e(D̄) coincide com (D), completando a demonstração. �

Retomando as equações (2.30), temos que as funções objetivo dos problemas (P) e (D),

possuem o mesmo valor nas soluções que satisfazem as condições de KKT. A seguir são apre-

sentados outros resultados importantes relacionados à dualidade.

Lema 8 Se xé um ponto víavel para o problema primal e (y,s)é viável para o problema dual,

ent̃ao

∆ = cTx−bTy = xTs≥ 0. (2.35)

Dem. Suponha que as condições de viabilidade são satisfeitaspor x ∈ R
n, y ∈ R

m e s∈ R
n.

Então,
∆ = cTx−bTy = cTx− (Ax)Ty

= cTx−xTATy

= xT(c−ATy)

= xTs≥ 0, (poisx≥ 0, s≥ 0).

�

O valor∆ = cTx−bTy é chamado de “salto de dualidade” ou “gap de dualidade”.

O Lema 8 é conhecido como “dualidade fraca”: o salto é sempre não negativo para quais-

querx,y,sviáveis.

Teorema 15 (“Dualidade forte”) Considere o problema primal (P) e o problema dual (D).

Uma das seguintes asserçõesé verdadeira:

• (P) e (D) s̃ao inviáveis6;

• (P) é ilimitado e (D)é inviável;

• (P) é inviável e (D)é ilimitado;

• (P) e (D) s̃ao viáveis, suas soluçõesótimas tem o mesmo valor (cT x̄ = bT ȳ). Quaisquer

soluç̃oesótimasx̄, ȳ, s̄ satisfazem (KKT).

Há uma grande classe de algoritmos, os métodos de trajetória central, que trabalham simul-

taneamente com variáveis primais duais. Nesses algoritmos cada iteração encontrax e s tais

6Dizemos que um problema é inviável quando seu conjunto vi´avel é vazio.
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quex,s> 0, ATy+ s= c, Ax= b, mas não se satisfazxTs= 0 (pois então terı́amos soluções

ótimas). Faz-se o seguinte: para um númeroµ > 0, procura-se obterxisi
∼= µ, i = 1, . . . ,n. É

fácil ver que então

∆ = xTs∼= nµ,

fazendoµ → 0, obtém-sexTs→ 0, o salto de dualidade tende a zero.

Por outro enfoque o algoritmo Simplex é um algoritmo primal, porque trabalha com as

variáveisx∈R
n, mas cada iteração opera construindo uma solução dual.Veremos que a solução

duals construı́da a cada iteração não é viável (a não ser quando termina a busca – critério de

parada), poissi < 0 para algumi ∈ {1, . . . ,n}.

Por fim, analisando as condições de KKT (2.32) concluı́mosque:

- o algoritmo de trajetória central opera com KKT sem a condiçãoxTs= 0;

- o algoritmo Simplex opera com KKT sem a condiçãos≥ 0.

Por tais razões, o problema dual possui fundamental importância neste texto, de fato reto-

mamos a relação primal-dual no estudo do algoritmo Simplex no capı́tulo 4.
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3 Poliedro

O fasćınio de mateḿaticos e fiĺosofos pelos poliedros vem de longa data, destacando-se

significativamente o trabalho de Euclides, na Grécia Antiga. Para alguns, sua obra “Os Ele-

mentos”, em 13 volumes, teria o estudo dos poliedros como motivação principal.

O prazer est́etico que os poliedros proporcionam vem não so-

mente de sua visualização mas tamb́em de simples e surpreendentes

teoremas descobertos após o Renascimento1. Destaca-se o Teorema

de Euler, afirmando que a soma do número de v́ertices com o ńumero

de faces excede em duas unidades o número de arestas, bastando a

hipótese de que o poliedro seja equivalente, no sentido topológico,

a uma esfera (intuitivamente, significa que podemos “inflar”o poli-

edro at́e que ele se torne uma esfera). Para poliedros convexos vale

a Fórmula de Descartes, garantindo que a soma das deficiências angulares2 dos v́erticesé

sempre igual a 4π (COLLI, 2003).

“Porque Poliedro?” Poderı́amos responder esta pergunta simplesmente relembrando a for-

mulação (2.2) do problema de otimização, que nos apresenta o conjunto viávelΩ como sendo

convexo e fechado, em geral poliédrico. Mesmo com este fato, não nos é claro o porquê desta

estrutura. Desse modo, este capı́tulo tem como objetivo responder tal questão, conceituando,

ou melhor, estruturando o problema de otimização a ser abordado nos próximos capı́tulos.

3.1 Definiç̃ao de poliedro

Para estudarmos os poliedros deverı́amos antesdefinir o conceito de poliedro. Surpreen-

dentemente, esta não é uma questão tão simples quanto parece. Muitas definições podem ser

adotadas, cada uma englobando uma certa classe de objetos (algumas delas são simplesmente

1Embora não pareça, até o presente há pesquisa sendo feita sobre poliedros e politopos, que são sua
generalização para dimensões mais altas e para geometrias não euclidianas, como hiperbólicas e a esférica.

2A deficiência angular de um vértice é o quanto falta para a soma dos ângulos de faces incidentes naquele
vértice atingir 2π .
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mais restritivas do que outras). Deve pesar na escolha da definição o que se pretende fazer com

ela, ou que objeto se deseja incluir ou excluir da definição. Por estas razões, inicialmente apre-

sentaremos conceitos que nos ajudarão a definir e construirpoliedros e além disso, sustentar

resultados importantes como por exemplo o teorema da separação e suas consequências.

Definição 25 (Subspaço gerado por um conjunto)Dado um conjuntoΩ ⊆ R
n, o subespaço

gerado porΩ é o menor subespaço que contémΩ.

Denotamos tal conjunto por linΩ. Sabemos que linΩ é o conjunto de todos os vetores que

podem ser obtidos como combinações lineares de pontos deΩ,

linΩ =
{ p

∑
i=1

λix
i | p∈N, xi ∈Ω, λi ∈R, i = 1, . . . , p

}
.

Estamos tomando todas as combinações de elementos deΩ p a p, comp= 1,2, . . .. Mas, da

álgebra linear, sabemos que é suficiente escolher vetoreslinearmente independentes, portanto

basta tomarp = 1, . . . ,n, ou equivalentemente,p = n.

linΩ =
{ n

∑
i=1

λix
i | xi ∈Ω, λi ∈ R, i = 1, . . . ,n

}
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Figura 3.1:linΩ de dimensão 2 gerado pelos conjuntosΩ com dimensões 1 e 2.

Definição 26 (Subespaço afim)Um subespaço afim emRn é um conjunto definido por um sis-

tema de equaç̃oes Ax= b, em que A∈ R
m×n e b∈ R

m.

Definição 27 (Envolt́oria Afim) A envolt́oria afim de um conjuntoΩ∈R
n é o menor subespaço

afim que cont́emΩ. Denotamos por affΩ.

Lema 9 Dado Ω ⊆ R
n, affΩ =

{
x =

p

∑
i=1

λix
i | xi ∈ Ω, λi ∈ R,

p

∑
i=1

λi = 1
}
. Basta tomar

combinaç̃oes com p≤ n+1 (ou equivalentemente, p= n+1).
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Dem. Considere o conjuntoΩ⊂R
n e sejax0∈Ω um ponto arbitrário. Suponha que a envoltória

afim deΩ é dada porAx= b. Note queAx0 = b, em razão disso,A(x−x0) = 0 se e somente se

Ax= b. O menor subespaço tal que, para todox∈Ω ex−x0 pertencente ao núcleo deA é

lin(Ω−{x0}) =
{ n

∑
i=1

λi(x
i−x0) | xi ∈Ω, λi ∈R, i = 1, . . . ,n

}
.

Portanto,x∈ affΩ se e somente sex−x0 = ∑n
i=1λi(xi−x0), comxi ∈ Ω, λi ∈ R, i = 1, . . . ,n.

Equivalentemente,

x = x0−
( n

∑
i=1

λi

)
x0+

n

∑
i=1

λix
i , ou x =

n

∑
i=0

λix
i , comλ0 = 1−

n

∑
i=1

λi ,

ou finalmente,

x =
n

∑
i=0

λix
i , com

n

∑
i=0

λi = 1,

completando a demonstração. �

x

Ω
dimensão 1
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x
Ω

dimensão 2

Figura 3.2:affΩ de dimensões 1 e 2.

Definição 28 A dimens̃ao de um conjuntoΩ⊆R
n é a dimens̃ao de sua envoltória afim.

SeaffΩ é definido porAx = b, a dimensão deΩ é a dimensão do núcleo deA, igual a

n−posto(A).

Definição 29 (Interior Relativo) Dado um conjuntoΩ ⊆ R
n, um ponto x∈ R

n pertence ao

interior relativo deΩ se e somente se existe uma vizinhança V de x tal que V∩affΩ⊆Ω.

O interior relativo, denotado por rel intΩ, é o que intuitivamente se considera como o inte-

rior de um conjunto de dimensão menor imerso emR
n. A importância da definição (29) vem do

fato que uma grande classe de algoritmos encontra a cada iteração um ponto viável, percorrendo

uma trajetória no interior relativo do conjunto viávelΩ.

Definição 30 (Hiperplano) Um hiperplano emR
n é uma variedade linear de dimensão n−1.

É caracterizado pela equaçãoρTx = δ , em queρ ∈R
n é a normaldo hiperplano eδ ∈ R.
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ρTx < δ

ρTx = δ

ρTx > δ

Nesse texto, por abuso de linguagem, o hiperplano é denotado por

ρTx = δ .

Definição 31 (Semi-espaços)Um hiperplanoρTx = δ divide oR
n em um

semi-espaço fechadoρTx≤ δ e um semi-espaço abertoρTx > δ .

Definição 32 (Poliedro) Um conjunto P⊂ R
n é um poliedro se e somente se pode ser repre-

sentado como uma intersecção finita de semi-espaços fechados.

Definição 33 (Politopo) Um politopoé a envolt́oria convexa de um conjunto finito de pontos

emR
n.

Teorema 16 Um conjunto P⊂ R
n é um politopo se e somente seé um poliedro limitado.

p1

p2

p3p4

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

Figura 3.3:Representação de um politopo e um poliedro limitado.

Ao escolhermos as definições de poliedro (32) e politopo (33), a mudança de representação

de uma definição para a outra é difı́cil e não será estudada, por essa razão, não apresentaremos

a demonstração do Teorema 16. Na Figura (3.3) é apresentado um polı́gono definido de duas

formas diferentes, uma através de envoltória convexa e outra através de semi-espaços.

Um poliedroP é representado por um sistema de desigualdades definidas por semi-espaços

ρT
i x≤ δi , i = 1, . . . ,m, ou seja,

P = {x∈ R
n | ρT

i x≤ δi , i = 1, . . . ,m}.

Construindo a matrizAT = [ρ1 ρ2 . . . ρm]n×m, o poliedro é descrito por

Ax≤ b, em queb =





δ1
...

δm



 .
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3.2 Teorema da Separaç̃ao

Primeiramente, apresentaremos uma propriedade básica deconjuntos convexos que será

necessária na demonstração do teorema da separação. Os resultados de convexidade e os lemas

preliminares ao teorema da separação, aqui apresentados, não serão demonstrados, mas suas

demonstrações são encontradas em Izmailov e Solodov (2005).

Lema 10 SejamΩ1, Ω2 conjuntos convexos doRn e a soma de conjuntos definida por:

Ω1+Ω2 := {x∈R
n | x = ω1 +ω2, ω1∈Ω1 e ω2∈Ω2}.

EntãoΩ1+Ω2 é convexo.

Definição 34 Considere um conjuntoΩ⊂R
n e um pontōx∈R

n. O hiperplanoρTx= δ separa

x̄ deΩ se e somente seρT x̄≥ δ e Ω est́a contido no semi-espaçoρTx≤ δ .

Ω

x̄

ρ

Figura 3.4:Hiperplano separadorρTx = δ .

Definição 35 (Hiperplano Suporte) Se o hiperplano separador “toca” emΩ, istoé, seρTx=

δ para algum x∈ ∂Ω, ent̃aoρTx = δ é um suportedeΩ.

Lema 11 (Lema de Minkowski) SejaΩ ⊂ R
n um conjunto convexo não vazio. Sēx não per-

tence ao fecho deΩ, ent̃ao existemρ ∈R
n\{0} e δ ∈ R tais que

ρT x̄ = δ , ρTy < δ ∀y∈Ω,

isto é, existe um hiperplanoρTx = δ que separāx deΩ.

Ω

x̄

ρ

Note que o hiperplano,ρTx = δ , não pode ser um suporte deΩ, pois

o hiperplano separador está contido no interior do conjunto R
n \Ω, isto é,

ρTx = δ não “toca” emΩ.

Lema 12 SejaΩ⊂R
n um conjunto convexo e não vazio. Sēx∈ ∂Ω, ent̃ao

existemρ ∈ R
n\{0} e δ ∈R tais que

ρT x̄ = δ , ρTy≤ δ ∀y∈Ω.
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Ω

x̄
ρ

Por qualquer ¯x∈ ∂Ω, Ω convexo, passa pelo menos um hiperplano su-

porte. O conjunto convexoΩ é a intersecção de todos os semi-espaços

definidos por esses suportes, seΩ é fechado.

Teorema 17 (Teorema da Separaç̃ao) SejamΩ1⊂R
n eΩ2⊂R

n conjun-

tos convexos ñao vazios tais queΩ1∩Ω2 = /0. Ent̃ao existemρ ∈R
n\{0} e δ ∈ R tais que

ρTx1≤ δ ≤ ρTx2 ∀x1 ∈Ω1, ∀x
2 ∈Ω2,

ou, equivalentemente, existe um hiperplanoρTx = δ que separaΩ1 deΩ2.

Dem. DefinaΩ := Ω1−Ω2. Pelo Lema 10,Ω é convexo, além disso, comoΩ1∩Ω2 = /0, segue

que 0/∈Ω. Assim 0∈ int(Rn\Ω) ou 0∈ ∂Ω.

Para separar 0 do conjuntoΩ, no primeiro caso, em que 0 não pertence ao fecho deΩ,

usamos o Lema 11, em que ¯x = 0 e portantoδ = 0. Já no segundo caso utilizamos o Lema 12.

Dos lemas, concluı́mos que existeρ ∈R
n\{0} tal queρTx≤ δ ∀x∈Ω. Seja ¯x = 0, logo

0 = ρT x̄ = δ e portanto,

ρTx≤ 0 ∀x∈Ω,

i.e.,ρT(x1−x2)≤ 0 para todosx1 ∈Ω1, x2 ∈Ω2. Ou ainda,

ρTx1≤ ρTx2 ∀x1 ∈Ω1, ∀x
2 ∈Ω2. (3.1)

Em particular, a funçãoψ : x∈ R
n→ ρTx∈ R, é limitada inferiormente emΩ2 e limitada

superiormente emΩ. Ainda, da equação (3.1) obtemos que

β2 = inf
x2∈Ω2

ρTx2≥ sup
x1∈Ω1

ρTx1 = β1.

Definindoδ = β1+β2
2 , temos que para todosx1 ∈Ω1, x2 ∈Ω2

ρTx1 ≤ sup
x1∈Ω1

ρTx1 = β1≤ δ ≤ β2 = inf
x2∈Ω2

ρTx2≤ ρTx2.

�

Para garantir a separação estrita, são necessárias hipóteses adicionais. Além disso, a de-

monstração citada em Izmailov e Solodov (2005) utiliza resultados da projeção de um ponto em

um conjunto, os quais não são mencionados neste texto.
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Teorema 18 (Teorema da Separaç̃ao Estrita) SejamΩ1⊂R
n eΩ2⊂R

n conjuntos convexos,

fechados e ñao vazios. Suponha que um deles também seja limitado. Então Ω1∩Ω2 = /0 se, e

somente se, existemρ ∈R
n\{0} e δ ∈ R tais que

ρTx1 < δ < ρTx2 ∀x1 ∈Ω1, ∀x
2 ∈Ω2.

A importância dos suportes em otimização fica clara no seguinte teorema. Considere o

problema:

(P) minimizar ρTx
x∈Ω

em queΩ⊂R
n é convexo e fechado.

Teorema 19 SejaΩ̂ o conjunto de soluç̃oesótimas de (P). O hiperplano−ρTx = δ é um su-

porte deΩ se e somente sêΩ é intersecç̃ao deΩ com o hiperplano.

ΩΩ

Ω̂Ω̂

ρ

ρ

Dem. A demonstração é consequência direta das definições.Como−ρTx = δ é suporte de

Ω se e somente se existe ˆx ∈ Ω, tal que−ρT x̂ = δ e para todox ∈ Ω temos que−ρTx≤ δ .

Concluı́mos que,(∀x∈Ω) ρTx≥ ρT x̂. �

3.3 Faces de um poliedro

Definição 36 Considere o poliedro P⊂R
n. Um conjunto F⊂ P é uma face de P se, e somente

se F= /0 ou F = P ou F= P∩S, em que Śe um suporte de P.
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P

F

A figura ao lado exibe uma face de dimensão dois, que representa o

próprio poliedroP, além de quatro faces F de dimensão 1 e quatro faces V

de dimensão zero.
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3.3.1 Nomenclatura

Se um poliedro tem dimensãoq, através da dimensão, podemos nomear suas faces da se-

guinte forma:

1) Faces impróprias : todo o poliedro e o conjunto vazio;

2) Faces próprias : faces com dimensão 0,1, . . . ,q−1;

3) Faceta : face de dimensãoq−1;

4) Vértice : face de dimensão zero;

5) Aresta : face de dimensão 1.

dimensão 1

dimensão 0

dimensão 2

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

Desta forma, o poliedro pode ser decomposto em um conjunto de

faces abertas de dimensãom,m−1,m−2, . . . ,1,0.

Definição 37 Seja F uma face. Definimos a face aberta de F, denotada

por
◦
F, como sendo o interior relativo de F.

Na figura acima, apresentamos um polı́gono decomposto em suas faces, e cada face com

seu interior relativo.

É importante ressaltar algumas propriedades dos poliedros. A primeira delas, é que a

intersecção de duas faces de dimensãop é uma face de dimensãoq < p, além desse fato, a

fronteira relativade uma face é composta de faces de dimensão menor.

Os conceitos, até aqui formulados, mostram sua importância ao relacionarmos os poliedros

ao problema de otimização.

Considere o problema de programação linear,

minimizar cTx, (3.2)
x∈P

em que,P é um poliedro.

O conjunto solução do problema (3.2) é uma face do poliedro P, denominada afaceótima.

Portanto, do Teorema 19, concluı́mos que a face ótima estácontida em um hiperplano suporte

do poliedroP.

Neste momento, já sabemos caracterizar o conjunto ótimo do problema de programação

linear como sendo uma face do poliedro. Em razão disso, se soubéssemos todas as faces,

através de tentativas poderı́amos solucionar o problema,mas isso é muito dispendioso. Assim
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precisamos representar os poliedros de forma coerente parapodermos encontrar, ou melhor,

solucionar o problema de programação linear com técnicas mais eficientes.

3.4 Representaç̃oes de poliedros

Existem três maneiras usuais para representar poliedros,e pode-se sempre passar de uma

representação a outra. Elas são:

1. Desigualdades – Formato Dual;

2. Desigualdades com variáveis não negativas – Formato Canônico;

3. Formato Primal – Formato Padrão.

3.4.1 Desigualdades – Formato Dual

Am×n x≤ b

O formato dual é constituı́do de um sistema comm desigualdades, em que cada desigual-

dade representa um semi-espaço fechado. Assim, por definic¸ão, a intersecção desses semi-

espaços delimita o poliedro. Para obter um poliedro limitado, isto é, um politopo, deve-se terk

linhas Linearmente Independentes tal quem≥ k > n.
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Am×n x b≤

ρ2

ρ3

ρ4

ρ1

vérticeV
arestaF

P

Uma face, no formato dual, é caracterizada por um conjunto de restrições ativas (conjunto

ativo). Na figura acima, o poliedroP é representado porAx≤ b, em que

A =





ρT
1
...

ρT
4



 e b =





δ1
...

δ4



.

A arestaF é dada porAx≤ b e ρT
1 x = δ1, com o conjunto ativo igual a{1}, isto é, todox

pertencente à facetaF satisfaz essas condições. Da mesma forma o vérticeV é dado por

Ax≤ b, ρT
2 x = δ2 e ρT

3 x = δ3, com conjunto ativo{2,3}.
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Notação: Dado um conjuntoK ⊂ {1,2, . . . ,n}, denotamosxK como sendo vetor deR|K|

composto pelas componentes com ı́ndices emK eAK pela matrizm×|K| composta pelas colu-

nas com ı́ndices emK. DadoJ⊂ {1,2, . . . ,m}, AJ é a matriz|J|×n composta pelas linhas com

ı́ndices emJ.

Lema 13 Seja P um poliedro, e considere P= {x∈R
n | Ax≤ b}, em que Áe(m×n) e b∈R

m.

Então o conjunto F⊂ P, não vazio,́e uma face se, e somente se, existe J⊂ {1, . . . ,m} tal que

F = P∩{x∈R
n | AJx = bJ}. (3.3)

Definição 38 Dado um pontōx ∈ P, em que P= {x ∈ R
n | Ax≤ b, A ∈ R

m×n}. O conjunto

ativo emx̄ é J(x̄) = { j | j ∈ {1, . . . ,m}, aT
j x̄ = b j}, em que aTj é a j-́esima linha de A, além

disso, a face de dimensão ḿınima emx̄ é definida por

F(x̄) = {x∈ P | AJ(x̄)x = bJ(x̄)}.

Definição 39 Considere F(x̄) definida por (38). O interior relativo de F(x̄) é definido pelo

conjunto

rel intF(x̄) = {x∈ F(x̄) | aT
i x < bi , i 6∈ J(x̄), i ∈ {1, . . . ,m}}.

Lema 14 Seja P um poliedro representado por Ax≤ b,

1. Para qualquer x∈ P, a face F da equaç̃ao (3.3)é uma face de dimensão ḿınima que

cont́em x, e x∈ rel intF(x).

2. Dada qualquer face F e qualquer x∈ rel intF, F = F(x).

Definição 40 Para cada face F⊂ P, definimos um conjunto ativo J(F) igual a J(x) para qual-

quer x∈ rel intF.

Definição 41 Sejam P= {x∈R
n |Ax≤ b, A∈R

m×n} eρT
j a j-ésima linha de A. Uma face F⊂

P é ñao degenerada se, e somente se, o conjunto{ρ j | j ∈ J(F)} é linearmente independente,

ou equivalentemente, se a matriz AJ(F) possui posto|J(F)|.

Definição 42 Um v́erticex̄ de um poliedro descrito por Ax≤ b é ñao degenerado se, e somente

se, as normais das inequações ativas em̄x s̃ao linearmente independentes.
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Teorema 20 (V́ertice no formato dual)3 Seja P um poliedro representado por P= {x∈ R
n |

Ax≤ b}, em que A∈ R
m×n e b∈ R

m. Um pontox̄ é v́ertice do poliedro P se, e somente se,

satisfaz Ax≤ b eé aúnica soluç̃ao do sistema AJ(x̄)x= bJ(x̄), em que J(x̄) é o conjunto ativo em

x̄, com|J(x̄)| ≥ n.

Note que se ¯x é um vértice não degenerado temos que|J(x̄)|= n, por outro lado, se ¯x é dege-

nerado, podemos escolhern linhas linearmente independentes. Utilizaremos esta caracterização

de vértice, na próxima seção, para definir todos os vértices de um politopo.

O formato dual é a melhor forma de representar e definir poliedros, mas não será utilizado

nos algoritmos deste texto. Entretanto, esta abordagem é adequada para a construção de po-

liedros, em que as restrições de positividade não são consideradas. Este estudo serve como

motivação para trabalhos futuros.

3.4.2 Desigualdades com variáveis ñao negativas – Formato Can̂onico

É um caso particular do anterior, em que as restriçõesxi ≥ 0 são separadas das demais,

obtendo-se
Ax≤ b

x≥ 0.

Este é o formato mais comum em problemas práticos, em queAx≤ b representa a limitação

de recursos em algum processo produtivo ex≥ 0 indica que a produção não pode ser negativa.
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�����������

ρ1 ρ2

ρ3

P

Na seção 3.5 apresentaremos um programa para a construç˜ao de po-

liedros que utiliza este formato como “Default”, pois o formato canônico

facilita a implementação e a representação geométrica dos poliedros. A

figura ao lado, mostra a representação geométrica de um politopo P de-

limitado por hiperplanosρT
i x = δi , com i = 1, . . . ,3. Assim, podemos

representar algebricamente o poliedro por

Ax≤ b

x≥ 0

3A demonstração do teorema (20) é encontrada em Chvátal (1983). Já os demais resultados desta seção, são
apresentados em notas não publicadas do professor ClóvisC. Gonzaga. As demonstrações não serão feitas, visto
que resultados similares são apresentados nas próximas seções.
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em que a matrizA e o vetorb são dados por




ρT
1

ρT
2

ρT
3



x≤





δ1

δ2

δ3



 e x≥ 0.

Um vértice no formato canônico é caracterizado de forma análoga ao formato dual. Isto é,

um ponto ¯x é vértice do poliedroP = {x∈ R
n | Ax≤ b, x≥ 0} se, e somente se, ¯x é um ponto

viável, |J(x̄)| = n e x̄ é a única solução do sistemaAJ(x̄)x = bJ(x̄), com o acréscimo ao sistema

das restriçõesxi = 0, caso sejam necessárias.

Deste formato passa-se facilmente ao próximo formato, queserá utilizado em algoritmos

de otimização.

3.4.3 Formato Primal – Formato Padr̃ao

O formato primal é muito útil na implementação de algoritmos em otimização, porém, só

permite a visualização geométrica em casos muito simples. A figura, ao lado, define
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ρT
1 x = δ1
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ρT
2 x = δ2
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aT
1 x = b1

aT
2 x = b2

um poliedroP através dos hiperplanosρT
1 x = δ1 e ρT

2 x = δ2, em

que se define o sistema de equações pela matrizA = {aT
i }= {ρT

i }

e o vetor independenteb = {bi}= {δi} parai = 1,2.

De forma geral o poliedroP no formato padrão é representado

pela matrizAm×n comm< n, pelo vetor independentebm×1 e pelas

restrições de não negatividade.

Ax= b

x≥ 0.

Para passar do formato canônico ao primal basta adicionar variáveis de folgaxn+1,xn+2,

. . . , xn+m. A restriçãoaix≤ bi torna-se equivalente aaix+ xn+i = bi para todoi = 1, ...,m.

Assim, pode-se representar o sistema de desigualdades pelas equações abaixo.

Ax+z= b

x,z≥ 0

x∈ R
n, z∈R

m.

ou

[
A I

]
x = b

x≥ 0

x∈R
n+m.
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Exemplo 1: Considere um poliedro noR4, caracterizado pelas restrições

ρT
1 x≥ 1 (3.4)

ρT
2 x≤ 2 (3.5)

ρT
3 x = 1 (3.6)

x1,x3≥ 0 (3.7)

x2≤ 0 (3.8)

x4, irrestrita (3.9)

Note que este poliedro apresenta restrições de desigualdade, igualdades e uma variável

irrestrita. Para representar o poliedro no formato primal basta acrescentar variáveis de folga,

aumentando o número de variáveis. Adicionando as variáveis de folga nas restriçoes (3.4) e

(3.5) podemos expressá-las por

−ρT
1 x+z6 =−1 e ρT

2 x+z7 = 2. (3.10)

No caso da existência de variável irrestritaxi , devemos substituı́-la porxi = x+
i − x−i , em

quex+
i ex−i são variáveis não negativas. Considerando a restrição (3.9) do poliedro, temos que

x4 = x+
4 −x−4 , (3.11)

em quex+
4 , x−4 ≥ 0.

Já para manter a não negatividade das variáveiszi , as restrições (3.7), (3.8) e (3.11), são

descritas por

z1 = x1, z2 =−x2, z3 = x3, z4 = x+
4 , e z5 = x−4 . (3.12)

Considerandoρi =





ρi1

ρi2

ρi3

ρi4




, parai = 1,2,3. Podemos escrever o polinômio em sua forma

matricial, 



−ρ11 ρ12 −ρ13 −ρ14 ρ14 1 0

ρ21 −ρ22 ρ23 ρ24 −ρ24 0 1

ρ31 −ρ32 ρ33 ρ34 −ρ34 0 0



z =





−1

2

1





z≥ 0,
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em que,z∈R
7.

Após acrescentar as variáveis de folga, o poliedro é representado pelo sistema de equações,

cuja dimensão aumenta doR
4 para oR7, dificultando assim a visualização geométrica. Por esta

razão, o formato canônico é mais prático geometricamente. Já o primal possui suas vantagens

na elaboração de algoritmos de otimização, os quais serão abordados nos próximos capı́tulos.

Face no Formato Primal

No formato dual vimos que uma face é caracterizada pela intersecção do poliedro com um

conjunto de hiperplanos ativos. Na transformação do formato dual em primal, o acréscimo

das variáveis de folga faz com que a fronteira relativa ao poliedro esteja contida nos planos

coordenados. A ilustração deste fato é vista no seguinteexemplo. Considere o poliedro

x1 +x2≤ 1
x≥ 0

variável de folga
−→

z1+z2 +z3 = 1
z≥ 0

(3.13)

Px
x1

x2

Dual−→ Primal
Pz

z1

z2

z3

v

O poliedroPx, no formato dual, está contido noR2, enquanto as faces próprias do poliedro

Pz⊂ R
3 estão contidas nos planos coordenados. Repassada a idéiado poliedro em formato pri-

mal, podemos caracterizar uma face por umconjunto de varíaveis nulas, as quais correspondem

ao conjunto ativo.

Caracterização de um v́ertice

Nosso objetivo é caracterizar um vértice de um poliedro emtermos de seus ı́ndices ativos.

No formato primal, visto anteriormente, podemos relacionar os ı́ndices ativos com o conjunto

de variáveis nulas que será de fundamental importância nas demonstrações dos teoremas que

se seguem, além disso, relacionamos vértices com pontos extremos, que definiremos a seguir.

Mas inicialmente, relembramos que um vértice do poliedro ´e definido por uma face de dimensão

zero.

Definição 43 O pontox̄ é um ponto extremo de um conjuntoΩ⊂ R
n se, e somente se,̄x∈Ω e
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é imposśıvel encontrar d∈R
n,d 6= 0 tal que

x̄+d ∈Ω e x̄−d ∈Ω.

x̄+d

x̄−d

x̄Ω

Na figura ao lado, ¯x não é ponto extremo do poliedroΩ. Vamos mostrar

que vértices e pontos extremos são conceitos equivalentes em poliedros. O

lema a seguir mostra um pouco mais do que isso.

Considerex∈R
n. Definimos o conjunto de ı́ndices das componentes nulas dex por I0, isto

é,

I0(x) = {i = 1, . . . ,n | xi = 0}.

Por outro lado, o conjunto de ı́ndices das componentes positivas dex é definida por

I+(x) = {i = 1, . . . ,n | xi > 0}. (3.14)

Considerando o poliedroPz, definido em (3.13), o vértice

v =





0

1

0





possui componentes nulas emz1 e z3. Assim, podemos representá-los porI0(v) = {1,3}, que

define:

vI0 =

[
z1

z3

]

e AI0 =
[

A(:,1) A(:,3)

]
=
[

1 1
]
.

Já a componente não nula dev, define o conjuntoI+(v) = {2} e analogamente,

vI+ = [z2] e AI+ = [A(:,2)] = [1].

Lema 15 SejaΩ = {x∈ R
n | Ax= b,x≥ 0} um poliedro emR

n e x̄ ∈ Ω um ponto dado. As

seguintes asserções s̃ao equivalentes:

(i) x̄ é ponto extremo deΩ;

(ii) ∀x∈Ω, x 6= x̄, I0(x) 6= I0(x̄);

(iii) {x̄} é uma face deΩ.
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Dem. Considere ¯x ∈ Ω. Sabemos queI0(x̄) = I(x̄), e considereI+(x̄) o conjunto de ı́ndices

definido por (3.14). Sem perda de generalidade, suponha que

x̄ =

[
x̄I0

x̄I+

]
,

em que ¯xI0 =0 e x̄I+ >0.

x̄

x

d

(i) ⇒ (ii) Suponha ¯x ponto extremo deΩ e considerex ∈ Ω, tal quex 6= x̄.

Por absurdo, suponhaI0(x) = I0(x̄). Definindod = x− x̄, temos quedI0 = 0, pois

xI0 = 0 e x̄I0 = 0.

Da convexidade deΩ, sabemos que para qualquerλ ∈ (0,1), x̄+ λd ∈ Ω.

Comox̄I+>0, paraλ suficientemente pequeno, segue que ¯xI+−λdI+>0 e portanto ¯x−λd ∈Ω.

Assim,x̄−λd ∈Ω e x̄+λd ∈Ω, o que contradiz o fato de ¯x ser ponto extremo.

(ii) ⇒ (iii) Dado x̄, determinamosI0(x̄), I+(x̄) e definimos o vetorρ, em queρi = 1, se

i ∈ I0(x̄) e ρi = 0, sei ∈ I+(x̄). Isto é,

ρ =





1
...

1

0
...

0









I0(x̄)





I+(x̄)

Sabemos queρTx≥ 0, ∀x∈Ω e queρT x̄ = 0. Por tais razões, ¯x é minimizador deρTx emΩ.

Sejax ∈ Ω, tal quex 6= x̄. Por hipótese, temos queI0(x) 6= I0(x̄) e assim, para algum

j ∈ I0(x̄), x j > 0. Daı́, segue queρTx > 0, isto é, ¯x é o único minimizador. Portanto{x̄} é uma

face deΩ definida porρ.

(iii) ⇒ (i) Suponhamos que ¯x é solução única de

minimizar ρTx
x∈Ω

Sejad ∈ R
n uma direção arbitrária. Se ¯x+ d ∈ Ω, temos queρTd > 0, poisx̄ é solução

única. Logo,ρT(−d) < 0.

Supondo por absurdo que ¯x−d ∈Ω. Teremos que

ρT(x̄−d) = ρT x̄−ρTd < ρT x̄,
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contrariando a otimalidade de ¯x. Deste modo, concluı́mos que é impossı́vel encontrard tal que

x̄+d ∈Ω e x̄−d ∈Ω. �

Teorema 21 (V́ertice no formato primal) SejaΩ ⊂ R
n um poliedro representado porΩ =

{x∈ R
n | Ax= b e x≥ 0}. O ponto vé um v́ertice deΩ se, e somente se, as colunas de A com

ı́ndices em I+(v) são linearmente independentes.

Dem. Dado um pontov∈Ω, defina:

AI0 = submatriz com colunasi ∈ I0(v)

AI+ = submatriz com colunasi ∈ I+(v)

Sem perda de generalidade, suponha que

A=
[
AI0 AI+

]
e v=

[
vI0

vI+

]

=

[
0

vI+

]

.

As colunas deAI+ são linearmentedependentesse e somente se existe

d =

[
0

dI+

]

,

em qued 6= 0 e, tal queAd = 0, ou equivalentemente,A(λd) = 0, ∀λ ∈ (0,1).

Para qualquer escolha ded com essas propriedades, tomandoλ suficientemente pequeno,

podemos garantir quev±λd≥ 0, poisvI+ > 0 edI0 = 0. Por tais razões, as colunas deAI+ são

linearmente dependentes se, e somente se, existe uma direção d̃ tal que

x̄+ d̃ ∈Ω e x̄− d̃ ∈Ω,

isto é, se e somente se, ¯x não é um vértice. Isto completa a demonstração. �

Teorema 22 Considere um poliedro emRndefinido por

Ax= b

x≥ 0.

Se existir um ponto viável, ent̃ao existe um v́ertice.

Dem. Se existir ponto viável, então podemos escolher um ponto viável x̄ com o menor número

possı́vel de componentes não nulos. Vamos mostrar que ¯x é um vértice.
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Por absurdo, suponha que ¯x não é vértice. Do Teorema 21, as colunas de ı́ndices

I+(x̄) = {i | i ∈ {1, . . . ,n}, x̄i > 0, x̄∈ R
n}

são linearmente dependentes. Além disso, da demonstração do teorema (21), encontramos uma

direçãod 6= 0, tal quedI0 = 0 eAd = 0.

x̄

d

SedI+(x̄) ≥ 0, tomed =−d. Assimd tem alguma componente negativa.

Se caminharmos ao longo de ¯x+λd, encontraremos um ponto ˆx tal quex̂

é viável e|I+(x̂)| < |I+(x̄)|, contradizendo o fato de ¯x ter o menor número de

variáveis nulas.

�

Considere o poliedroP, representado nos formatos canônicoPx e primalPz, da seguinte

maneira:

x1 +x2≤ 1
x≥ 0

variável de folga
−→

z1+z2 +z3 = 1
z≥ 0

Px
x1

x2

u

Dual−→ Primal
Pz

z1

z2

z3

v

A representação matricial dePx no formato dual, é dado porRx≤ d, isto é,




1 1

0 −1

−1 0





[
x1

x2

]
≤





1

0

0



 . (3.15)

Podemos caracterizar o vetoru = [1 0]T , no formato dual, pelo conjunto de restrições

ativas,

J(u) = { j = 1,2,3 | rT
j u = d j}= {1,2},

em querT
j é a j-ésima linha da matrizR. Daı́ definimos

RJ(u)x = dJ(u) ⇔

[
1 1

0 −1

]

x =

[
1

0

]

. (3.16)
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Note queu é a única solução do sistema (3.16), além disso,Ru≤ d e |J(u)|= 2. Portanto, do

Teorema 20,u é um vértice dePx.

No formato primal, representamos o poliedroPz porAz≤ b ez≥ 0. Caracterizamos o vetor

v = [0 1 0]T pelas variáveis nulas, em que definimosI0(v) = {1,3} e I+(v) = {2}. Daı́,

AI0 = [1 1] e AI+ = [1].

Note que as colunas deA com ı́ndices emI+ são linearmente independentes. Portanto, do

teorema (21),v é um vértice dePz.

É válido ressaltar que, no formato dual, a matrizRJ é uma submatriz composta pela linhas

daR. Por outro lado, no formato primal, as matrizesAI0 e AI+ são submatrizes compostas por

colunas deA.

Os vértices de um poliedro, caracterizados no formato primal, têm importância fundamental

na resolução de problemas de programação linear. De nossa análise anterior, vimos que uma

face pode ser decomposta em faces de dimensões inferiores,até chegar-se aos vértices. No

estudo do algoritmo Simplex, concluiremos que basta examinar os vértices do poliedro para

obter um ponto da face ótima de um problema. Para apresentarmos o desenvolvimento destes

algoritmos, a próxima seção retoma o formato canônico edual na elaboração de um programa

que constrói poliedros noR2 eR
3.

3.5 Visualizaç̃ao espacial de Politopos

Nesta seção, vamos nos deter na construção de politoposem R
3, pois os politopos em

R
2 são comparados a facetas dos poliedros em três dimensões. Apresentaremos um programa

denominadoPOLIEDRO V1, que tem o objetivo de construir os politopos que servirão de auxı́lio

na compreensão geométrica dos algoritmos que utilizam como conjunto viável poliedros. O

programa constrói somente poliedros limitados, ou seja, politopos.
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Vimos anteriormente que os poliedros no formato dual são representados por restrições

linearesAx≤ b, em queA∈R
m×3, x∈R

3 eb∈R
m. A intersecção dos semi-espaços definidos

por estas restrições, definem um poliedro convexo. A construção deste poliedro consiste em 4

passos fundamentais:

1. Primeiramente, são determinados todos os vértices do poliedro. Isto é possı́vel, pois

estamos trabalhando em dimensão menor ou igual a 3 e o número de restrições é finito.

Os vértices são organizados através de uma matrizV, em que cada linha deV representa

um vértice. Este processo é baseado no Teorema 20 e se divide em três etapas:

• Na primeira etapa fazemos a intersecção de três planos (restrições), que define um

pontop∈ R
3, caso essas restrições sejam linearmente independentes.

• Na segunda etapa verificamos se o pontop é viável. Para isso, basta satisfazer as

restrições

Ap≤ b.

Caso contrário o ponto é descartado.

• A terceira etapa, consiste em adicionar o vértice como uma linha da matrizV, caso

esse vértice não tenha sido selecionado anteriormente.

A partir deste primeiro passo, podemos restringir o Teorema20 para caracterizar um

vértice emR
3, apresentado no seguinte resultado.

Lema 16 Dado um poliedro P definido por Ax≤ b, em que Áe m×3. Um pontox̄ é um

vértice de P se as seguintes asserções s̃ao verdadeiras:

(a) Ax̄≤ b;

(b) x̄≥ 0;

(c) Existe pelo menos um conjunto deı́ndices J, tal quēx é aúnica soluç̃ao do sistema

AJx = bJ,

em que|J|= 3. Isto é, AJ é ñao singular.

Os itens (a) e (b) caracterizam um ponto viável.

Um dado interessante, é com relação ao número de combinações que devemos fazer para

encontrar todos os vértices. Seja ¯x um ponto viável. O Lema 16 determinar que ¯x é um

vértice do poliedro se ¯x pertencer a intersecção de três planos Linearmente Independentes

definidos pelas retrições. Como o número de restriçõesém, devemos repetir este processo
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(
m
3

)
vezes, para garantir que todas as restrições sejam analisadas. Este procedimento é

dispendioso, mas como estamos trabalhando com dimensão menor ou igual a 3, torna-se

desprezı́vel seu custo computacional.

Outra questão para determinarmos os vértices do poliedroP, é quanto ao seu formato:

(a) dual: Os dados a serem considerados são apenas a matrizA e o vetorb;

(b) canônico: Mudamos o formato do poliedroP, adicionando a restrição de positivi-

dadex≥ 0, e definindo um novo sistemaDx≤ d, isto é,

[
A

−I

]

x≤

[
b

0

]

.

O algoritmo a seguir determina os vértices de um poliedroP= {x∈R
3 |Ax≤ b}, em que

A∈R
m×3 e b∈R

m.

Algoritmo 3.1: Vértices

Dados: A∈ R
m×3 eb∈ R

m;

FaçaV=[ ]; Matriz dos vértices.

Para cada conjunto déındices J⊂ {1, . . . ,m} com elementos distintos, tal que|J|= 3.
Defina o sistema

AJx = bJ.

SeAJ é ñao singularentão
x = (AJ)−1bJ.

SeAx≤ b e xT /∈V então
adicionexT como uma linha deV

Señao
x é descartado.

Fim-se

Fim-se

Fim

Utilizando a teoria de grafos, podemos determinar todos os vértices do poliedroP ⊂

R
n, por um processo que reduz significativamente o número de combinações a serem

consideradas. Este estudo é apresentado em Chvátal (1983).

2. Após obter todos osq vértices do poliedro, representados pelas linhas da matriz Vq×3, o

segundo passo é fixar um plano e verificar se o mesmo contém uma faceta do poliedro.

Este passo é obtido através da multiplicação de matrizes

VA(i, :) = b(i)
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em queA(i, :) é a i-ésima linha da matriz das restrições (o vetor normal ao plano) eb(i) o

termo independente relacionado ao planoi fixo.

Se existir três ou mais vértices então o plano contém umafaceta do poliedro, caso contrário

dizemos que a restrição é redundante (EmR
2, se não existirem dois vértices, a restrição

é considerada redundante).

É importante ressaltar que os passos 2, 3 e 4 são efetuados emuma única face, sendo

assim necessário, após o quarto passo, retornar a este passo para a verificação dos planos

restantes.

3. O terceiro passo é ordenar os vértices da face selecionados no sentido horário ou anti-

horário. Este passo é muito importante, pois o programa éfundamentado no comando

“patch” do Matlab, no qual consiste em construir a envoltória convexa dos pontos no

plano. A ordenação dos vértices é essencial e será estudada mais adiante.

4. O quarto e último passo é utilizar o comando “patch” do Matlab. Esse comando tem

como entrada de dados a matriz dos vérticesV e um vetors que indica a ordem em que

esses vértices devem ser apresentados, para a construção da envoltória convexa (faceta).

V =





v1

v2
v3

v4

v5
v6




s=





1
5
3
2
6
4





v1

v2 v3

v4

v5
v6

Figura 3.5: O comando “patch” constrói a
combinação convexa dos vértices emV, na
sequência do vetors.

A linha de comando do Matlab para a construção da envoltória convexa é definida por:

patch(‘vertices’,V,‘faces’,s,‘FaceColor’,cor);

Após construir a face, retornamos ao passo 2 e fixamos outro plano seguindo o mesmo

processo, construindo face por face, até todos serem verificados. Ao analisar todas as

restrições o poliedro está construı́do.É importante destacar que noR2 consideramos

apenas um plano e deste modo não é necessário retornar ao segundo passo.

Além do comandopatch, outras ferramentas do Matlab auxiliam na visualização de polie-

dros, como por exemplo a transparência e a rotação.
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Figura 3.6: Poliedro sendo formado face a face.

3.5.1 Ordenando os v́ertices

Dada a matrizVq×3 dos vértices de um polı́gono (faceta). A idéia é encontrar uma sequência

finita de ı́ndices, representada pelo vetors, que determine a ordem dos vértices do polı́gono.

Primeiramente fixamos o vérticev1, isto é, o coeficiente do primeiro vértice é a origem da

sequência que estamos procurando

s= [1],

além disso, construı́mos todos os vetoresauxiliarescom origem nesse vértice e extremidade

nos demais vértices, veja Figura (3.7).

Para ordenarmos os vértices do polı́gono, tomamos como exemplo um polı́gono comq = 6

vértices, ou seja,V e o poliedro são dados da seguinte forma:

V =





v1

v2
v3

v4

v5
v6





v1

v2 v3

v4

v5
v6

Figura 3.7: Construção dos vetores auxiliares

Depois de construı́dos os vetores auxiliares, fixamos o vetor com extremidade no segundo

vértice v2, denominadovetor base. Em seguida, calculamos os ângulos do vetor base com

relação aos demais. Após, tomamos o máximo entre os ângulos e fixamos o vetor adjacente
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a este ângulo como uma aresta do polı́gono. Assim, definimoso segundo elemento da nossa

sequência, determinado por desta aresta. Retornando ao exemplo, na Figura (3.8),θ representa

o máximo entre os ângulos, assim fixemos o ı́ndice 5 como o próximo ponto da sequência. Note

que o segmento dev1 av5 é uma aresta do polı́gono.

v1

v2 v3

v4

v5
v6

θ

Figura 3.8: Máximo ângulo

1

2 3

4

56

Figura 3.9: Construção da aresta

s=

[
1
5

]

Observe que estamos construindo o poliedro noR
3 e os ângulos calculados entre os vetores

auxiliares são positivos, por tais razões, devemos definir primeiramente uma aresta da faceta.

Agora, definimos um novo vetor base com extremidadesv1 e v5, e calculamos os ângulos

com os demais vetores. Reordenando esses ângulos em ordem crescente, encontramos os de-

mais ı́ndices que definem a nossa sequências. Assim, obtemos o polı́gono com vértices orien-

tados pors. No exemplo,se o polı́gono são dados por:

s=





1
5
3
2
6
4





v1

v2 v3

v4

v5
v6

Figura 3.10: polı́gono definido pelos vértices emV, na
orientaçãos.

Algoritmo 3.2: Ordem dos vértices
Dados: Vn×3, Matriz dos vértices do polı́gono.

Sejas= [1];

– Construa os vetores auxiliares, determinando ovetor base;

– Calcule oângulo ḿaximoentre ovetor basee os demais vetores auxiliares. Assim,

determinando uma aresta do polı́gono e a segunda componentedo vetors;

– Fixe essa aresta como sendo o novovetor basee determine todos os ângulos com os

vetores restantes;

– Ordene os ângulos de forma crescente, determinando o vetor s pelos ı́ndices das

extremidades de cada vetor.
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3.5.2 O programaPOLIEDRO V1

O programaPOLIEDRO V1 foi implementado em Matlab, e tem o objetivo de auxiliar na

compreensão geométrica de algoritmos, como o simplex e o branch-and-bound, construindo os

conjuntos viáveis (poliedros) para que possam ser visualizados em duas ou três dimensões. O

formato e a dimensão do poliedro são definidos pelas restrições. OPOLIEDRO V1 constrói os

poliedros utilizando apenas o formato canônico ou dual através do programapoliedro.m.

Os dados de entrada do programapoliedro.m são:

a) A matriz das restriçõesA e o vetor dos termos independentesb. Independentemente do

formato do poliedro, canônico ou dual,A e b estão bem definidos.

b) O formato do poliedro pode ser canônico ou dual, e é representado pelos números 1 e 2,

respectivamente.

Sabemos que o formato canônico considera a restrição de positividadex≥ 0, já o formato

dual não necessariamente possui essa restrição. Veremos na próxima seção um exemplo,

onde isso ocorre.

c) A cor do poliedro4.

As principais cores são: amarelo, representado pela letray, magenta por m, ciano c,

vermelho r, verde g, azul b, branco w e preto k.

Considere o poliedroP = {x ∈ R
3 | Ax≤ b,x≥ 0}. A linha de comando do Matlab, para

construir o poliedroP no formato canônico, é definida por:

poliedro(A,b,1,‘b’);

esse comando reproduz o poliedroP, azul noR
3. O programa trabalha com o formato canônico

(1), e a cor azul (b) comoDefault. Então para construirmos o mesmo poliedroP, basta o

comandopoliedro(A,b).

Por outro lado, se quisermos construir um poliedroQ= {x∈R
2 |Dx≤ d} na cor vermelha,

o comando é:

poliedro(D,d,2,‘r’).

4Existem diversas formas de definir cores no Matlab, encontradas em qualquer manual do Matlab.
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Algoritmo 3.3: Poliedro

Dados: A∈ R
m×n, b∈R

m, formato, cor.

Sen = 3 ou n= 2, então

Seformatoé can̂onico (1),então
– Definimos um novo sistemaDx≤ d,isto é,

[
A

−I

]
x≤

[
b

0

]
,

em queI é a matriz identidade de ordemn.

m= p+n;

Señao
D = A, d = b em= p;

Fim-se

Note queD ∈R
m×n ed ∈R

m.

– Determine todos os vértices do poliedro, através do algoritmo (3.1);

SejaV a matriz desses vértices.

Para i = 1, . . . ,m
– Fixe o hiperplano,Dix = di, em queDi é a i-ésima linha da matrizD.

– Determine quais os vértices que pertencem a este hiperplano. Seos v́ertices

selecionados formam uma faceta (são em ńumero maior ou igual a n),então
– Determine o vetors, de ordenação dos vértices pelo algoritmo (3.2).

– Através do comandopatchconstruı́mos a faceta do poliedro.

patch(‘vertices’,V,‘faces’,s,‘FaceColor’,cor);

Señao
A restrição é desconsiderada (redundante).

Fim-se

Fim

Señao
Não é possı́vel construir o poliedro.

Fim-se
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3.5.3 Detalhes do programaPoliedro

Formato canônico ou dual

Considere os poliedrosP = {x∈ R
2 | Ax≤ b} e Q = {x∈R

2 | Ax≤ b, x≥ 0}, em queA e

b são definidos por:

A =





1 1

3 −5

−2 1



 e b =





2

2

1



 .

Note queP esta no formato dual, sem a restrição de positividade. Então, aplicando o pro-

gramapoliedro, obtemosP na Figura (3.11). Por outro lado,Q esta no formato canônico e é

definido pelo programapoliedro na Figura (3.12)5.

Figura 3.11:poliedro(A,b,2,‘r’) Figura 3.12:poliedro(A,b)

Observe que podemos transformar o poliedroQ no formato dual através do sistemaDx≤ d,

em que

D =





1 1

3 −5

−2 1

−1 0

0 −1





e d =





2

2

1

0

0





,

isto é,Q = {x∈R
2 |Dx≤ d}.

Neste exemplo, podemos dizer queP é um “subsistema” deQ, isto é,Q⊂ P. Além disso,

a restrição de positividadex≥ 0 não é considerada emP, e não é redundante emQ. Daı́, temos

queP 6⊂Q. PortantoQ 6= P, veja Figura (3.13).

5Lembramos que o programapoliedro tem como padrão o formato canônico e a cor azul.
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Figura 3.13:Q⊂ P.

Precis̃ao computacional

Ao computar os vértices e construir as facetas do poliedro exigimos uma precisão de 10−10,

isto é, se a distância entre dois vértices é menor que 10−10 conseideramos apenas um vértice.

Por essa razão, o poliedro não é alterado em perturbações numa ordem menor que 10−10. Veja

no exemplo a seguir.

Figura 3.14: Poliedro sem perturbação.

Considere o poliedro sem perturbaçãoP1 =

{x∈ R
2 | Ax≤ b, x≥ 0}, em que

A =

[
1 0 4

0 1 4

]

e b =

[
4

4

]

,

e o poliedroP2 = {x ∈ R
2 | Ax≤ b̄, x≥ 0}, com

perturbaçãoε no termo independentēb dada por:

b̄ =

[
4+ ε
4+ ε2

]
.

Nas Figuras (3.14) e (3.15), apresentamos os poliedrosP1 eP2, respectivamente, em que os

valores deε computados são 10−5 e 10−6.

Figura 3.15:Zoom do poliedro sem perturbação e com perturbações de ordem 10−10 e 10−12, respecti-
vamente.
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Elaboração de poliedros

Dado um politopo na forma algébrica, através do programaPOLIEDRO V1 é fácil visua-

lizá-lo na forma geométrica. Por outro lado, se é dado um politopo na forma geométrica, o

trabalho para representá-lo algebricamente é muito dispendioso. O grau de dificuldade de-

pende do número de restrições ou facetas do politopo, e desua simetria. Por exemplo, na

construção do dodecaedro pelo programapoliedro são necessárias 12 restrições, o que torna

difı́cil sua construção. Por outro lado, o dodecaedro possui uma simetria bem definida, facili-

tando o cálculo dos vértices.

Figura 3.16:Dodecaedro

O dodecaedro é definido porP = {x∈ R
2 | Ax≤ b}, em que

A =





r −2

2− r r −2

2 −r

2 r

2− r 2− r

r 2

−r 2

r−2 2− r

−2 r

−2 −r

r−2 r−2

−r −2





e b =





4r

r2−8r +12

−4r +16

4r +16

r2−16r +28

4r +16

−4r +16

r2−8r +12

4r

−4r

r2−4

−4r





,

comr = 8
(

sin
( π

12

))2
.

Segue alguns exemplos de poliedros construı́dos pelo programa6:

6Anexo, noGuia do Usúario, estão os arquivos “.m” que definem os poliedros desta seção.
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Poliedros ilimitados

O programa “poliedro” constrói poliedros limitados. Mas dado um poliedro na forma

algébrica, como saber se ele é ou não limitado? Sabemos, por construção, que o programa

analisa face por face, até que todas as facetas sejam construı́das. Se o poliedro é um politopo

P⊂ R
3, então o programa fornece duas regiões bem definidas, o interior do poliedro

◦
P e seu

complementarR3\P, em que
◦
P∩{R3\P}= /0.

Por outro lado, o programa não consegue definir para um poliedroQ ilimitado, o seu interior

e nem o seu complementarR
3\Q. Mas para abordar o estudo de poliedros ilimitados, devemos

primeiramente definir direção de recessão.

Definição 44 (Direç̃ao de recess̃ao) Dizemos que d∈ R
n é uma direç̃ao de recess̃ao do con-
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junto convexoΩ⊂ R
n quando

x+ td ∈Ω ∀x∈Ω, ∀t ∈R+.

x1

x2

d
x2 + td

Ω

Figura 3.17: Direção de recessão

Denotamos porRΩ o conjunto de todas as direções de recessão do conjuntoΩ. A proposição

a seguir mostra queRΩ é um cone convexo (chamado decone de recessão) e que ele contém

direções não-nulas se, e somente se, o conjuntoΩ é ilimitado.

Proposiç̃ao 2 (Cone de recess̃ao de conjunto convexo)7 SejaΩ ⊂ R
n um conjunto convexo,

fechado e ñao vazio. Ent̃ao

(a) RΩ é um cone convexo, fechado e não vazio.

(b) d∈RΩ se, e somente se, existe x∈Ω tal que x+ td ∈Ω para todo t∈ R+.

(c) RΩ 6= {0} se, e somente se,Ω é ilimitado.

Proposiç̃ao 3 Sejam A∈ R
m×n e b∈ R

m. O cone de recessão do poliedroΩ = {x ∈ R
n |

Ax≤ b} é dado por:

RΩ = {d ∈R
n | Ad≤ 0}.

Dem. (⊆) Sejamd ∈RΩ ex∈Ω. Então pela definição (44),x+ td ∈Ω para todot ∈R+.

Assim, para todot ∈R+, temos que

A(x+ td)≤ b

Ax+ tAd≤ b

tAd≤ b−Ax.

SejaM = b−Ax. ComoAx≤ b, segue queM ≥ 0. Então,

tAd≤M, ∀t ∈ R+.

7A demonstração da proposição (2) é encontrada em Izmailov e Solodov (2005)
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Portanto,Ad≤ 0.

(⊇) Sejamx∈Ω, t ∈ R+ ed ∈ R
n, tal queAd≤ 0. Então

A(x+ td) = Ax+ tAd≤ Ax≤ b,

comot ∈ R+ é qualquer, temos quex+ td ∈Ω, ∀t ∈R+. �

Considere o poliedroΩ = {x ∈ R
n | Ax≤ b}. Geometricamente, uma direçãod será de

recessão se esta não formar ângulo agudo com qualquer vetor normal dos semi-espaços que

definem o poliedroΩ. Além disso, se denotarmos a envoltória cônica dos vetores normais aos

semi-espaços porKΩ, concluı́mos que o cone de recessão deΩ é igual ao polar deKΩ.

RΩ = P(KΩ)

x
d Ω

KΩ

RΩ

d

Exemplo 2: Considere o politopo Ω = {x ∈ R
3 | Ax ≤ b}, em que

Figura 3.18:politopoΩ

A =





0 0 −1

1 0 −1

−1 0 −1

0 1 −1

0 −1 −1

−8 −8 −11

−8 8 −11

8 −8 −11

8 8 −11

0 0 1





e b =





−2

8

−8

8

−8

−128

0

0

128

8





.

Sabemos que o programa “poliedro” constrói facetas a partir dos vértices. Se não consi-

deramos a última restrição do politopoΩ, que corresponde à faceta superior na Figura (3.18),

definimos um poliedroQ = {x∈R
3 | Āx≤ b̄} ilimitado, isto é, existed ∈R

3 tal queĀd≤ 0.

Neste exemplo, as facetas ilimitadas do poliedroQ possuem no máximo dois vértices, então

o programa ignora essas facetas e nos retorna um polı́gono, abase do politopoΩ. Veja Figura

(3.19).
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Figura 3.19:Base deΩ

Se acrescentarmos a condição de positividade no poliedroQ, definimos outro poliedroR=

{x ∈ R
3 | Āx≤ b̄, x≥ 0}. O programa “poliedro” considera novos vértices e constrói um

poliedro aberto, não convexo (Figura 3.20).

Figura 3.20:Poliedro aberto e não convexo

Ambos os poliedros ilimitadosQ e R, o programa “poliedro” não consegue contruı́-los.

Mas utilizando outra abordagem, conseguimos uma “boa idéia” da estrutura desses poliedros

ilimitados. Este processo é construı́do acrescentando restrições de caixa. O tamanho da caixa é

analisado a partir de cada poliedro a ser construı́do. Veja Figura (3.21).

Figura 3.21:Poliedro ilimitado com o acréscimo de restrições de caixa
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4 Poliedros em Programaç̃ao Linear,
Método Simplex

Programaç̃ao linear pode ser vista como parte de um movimento revolu-

cionário que deùa humanidade a capacidade de formular temas gerais e esta-

belecer uma trajet́oria de decis̃oes especı́ficas a serem tomadas a fim de “me-

lhor” alcançar esses objetivos quando confrontados com situaç̃oes pŕaticas de

grande complexidade. Nossas ferramentas para fazer isto são maneiras de for-

mular problemas do mundo real em termos matemáticos detalhados (modelos),

técnicas para resolver os modelos (algoritmos), e motores para executar os

passos dos algoritmos (computadores e softwares).
George B. Dantzig

4.1 Pioneiros da Programaç̃ao mateḿatica

Historicamente, o que se sabe sobre a programação matemática é que em 1823, Fourier,

e quase cem anos depois, em 1911, o famoso matemático belga C. J. de la Vallée Poussin,

escreveram documentos a respeito desse assunto. Mas para a ´epoca, tais documentos não tinham

significado prático. Já em 1939, o notável Leonid Kantorovich escreveu uma monografia sobre

o tema, mas também foi negligenciada por razões ideológicas na URSS.

Durante o perı́odo da Segunda Guerra Mundial (1941-1945), George B. Dantzig, traba-

lhou no Pentágono tornando-se um especialista em programação utilizando métodos de plane-

jamento. Em 1946, Dantzig era assessor matemático para o Controle da Força Aérea Americana

no Pentágono, quando foi desafiado por seus colegas de trabalho, D. Hitchcock e M. Wood, a

encontrar um processo de planejamento capaz de calcular em tempo hábil a implantação, trei-

namento e o programa de fornecimento logı́stico.

No verão de 1947, Dantzig propôs o método simplex. Mas, o método demorou quase um

ano antes de Dantzig e seus colegas do Pentágono perceberemo quão poderoso ele realmente

era. No mesmo ano, Dantzig consultou John von Neumann para obter sugestões técnicas que
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poderiam contribuir nos resultados propostos na teoria do método simplex. Num recente tra-

balho feito por von Neumann e O. Morgenstern sobre teoria dosjogos, Dantzig descobriu o

lema de Farkas e aprendeu sobre a dualidade pela primeira vez. Por tais descobertas e pela

promessa da existência de computadores eletrônicos, o que seguiu foi um excitante perı́odo de

desenvolvimento da programação matemática. Assim, logo tornou-se evidente que uma surpre-

endente gama de problemas aparentemente independentes poderiam ser formulados em termos

de programação linear e, o mais importante, resolvidos pelo método simplex.

... a promessa de que existiriam computadores eletrônicos em breve, a

exposiç̃ao de mateḿaticos e economistas teóricos a problemas reais durante

a guerra, o interesse em estruturar o processo de planejamento e, porúltimo

mas ñao menos importante, a disponibilidade de dinheiro aplicado para essa

investigaç̃ao, fizeram que todos convergissem para este tema durante o perı́odo

1947-1949. “The time was ripe”. A investigação realizada em exatamente dois

anosé, em minha opinião, um dos mais notáveis acontecimentos da história.

... o rápido avanço da ciência de decis̃oes, poucos lembraram das

contribuiç̃oes dos grandes pioneiros para que isso acontecesse. Algunsdos

nomes s̃ao von Neumann, Kantorovich, Leontief e Koopmans.

George B. Dantzig

No inı́cio dos anos 50, muitas áreas que nós chamamos coletivamente programação ma-

temática começaram a surgir. Programação não linear,programação inteira, otimização com-

binatória, programação estocástica, entre outras novas áreas cresceram rapidamente com a

programação linear desempenhando um papel fundamental no desenvolvimento de cada uma

delas.

Na década de 1970, por duas vezes, a programação linear cha-

mou a atenção do público. Em 14 de outubro de 1975, a Royal Aca-

demy of Sciences da Suécia condecorou com o Prêmio Nobel em

ciência econômica L. V. Kantorovich e T. C. Koopmans pelassuas

contribuições para a teoria de locação ótima de recursos. (Como o lei-

tor deve saber, não há Prêmio Nobel em matemática. Aparentemente,

a Academia considerou o trabalho de G. B. Dantzig, que é universal-

mente reconhecido como o pai da programação linear, como sendo

demasiado matemático.) Na foto ao lado estão, Koopmans, Dantzig

e Kantorovich (Luxemburgo, 1976). O segundo evento foi ainda mais dramático. Desde a
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invenção do método simplex, matemáticos estavam a procura de um algoritmo teoricamente sa-

tisfatório para resolver problemas em programação linear. Uma explicação para isso, estava nos

critérios teóricos para avaliar a eficiência de algoritmos sendo diferentes das práticas existentes.

Assim, um algoritmo como o método simplex, que é eminentemente satisfatório em aplicações

práticas, pode ser considerado teoricamente insatisfat´orio. O inverso é também verdade: algo-

ritmos teoricamente satisfatórios podem ser inúteis na prática.

A descoberta ocorreu em 1979, quando L. G. Khachiyan publicou, ‘‘A polynomial algo-

rithm in linear programming”, um algoritmo deelipśoides, baseado em trabalhos anteriores de

Shor, e de Yudin e Nemirovskii. Jornais de todo o mundo publicaram relatórios deste resultado,

e em 1982, Khachiyan recebeu o Prêmio Fulkerson por este feito.

Figura 4.1: Dantzig e Khachiyan (Asilomar, 1990)

Programação não linear teve inı́cio por volta de 1951 comas condições de Karush-Kuhn-

Tucker que estão relacionadas com as Condições Fritz-John (1948). Em 1954, Ragnar Frisch

(que mais tarde recebeu o primeiro prêmio Nobel de Economia) propôs um método não linear

de pontos interiores para resolver programas lineares. Propostas anteriores, como as de Von

Neumann e Motzkin também podem ser encaradas como métodosde pontos interiores. Mais

tarde na década de 1960, G. Zoutendijk, T. Rockafellar, P. Wolfe, M. Powell, Fiacco e McCor-

mick, e outros desenvolveram a teoria da programação nãolinear e ampliaram o conceito de

dualidade.

Já a programação inteira, que veremos no próximo capı́tulo, começou em 1958 por R.

E. Gomory. Ele mostrou como fez para gerar sistematicamenteos planos de “corte” (cutting

planes). Os cortes adicionais são condições extras necessárias que quando adicionadas a um

sistema existente de desigualdades garantem que a solução do problema de otimização seja in-

teira. Ellis Johnson da IBM, Egon Balas e muitos outros, expandiram as idéias de Gomory.

Após, o amadurecimento dos resultados, “branch-and-bound” revelou-se uma das mais bem su-

cedidas maneiras de resolver problemas inteiros na prática. As técnicas mais eficientes parecem

ser aquelas que combinam planos de corte e branch-and-bound.
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Os relatos históricos acima mencionados foram baseados emChvátal (1983), Bachem,

Grötschel e Korte (1983), Dantzig (1991), Nocedal e Wright(1999) e Dantzig e Thapa (1997).

4.2 Resoluç̃ao gráfica em programaç̃ao linear

Problemas de programação linear, exceto em casos especiais, necessitam de apoio compu-

tacional para resolvê-los, pois sua complexidade varia deacordo com o número de restrições

e variáveis envolvidas. Modelos de programação linear,na prática, podem ser muito grandes,

alguns têm milhares de restrições e variáveis. Por exemplo, destacamos o trabalho do professor

Jacek Gondzio com problemas que chegam a 352 milhões de restrições e 1 bilhão de variáveis

(GONDZIO, 2007). Para abordar esse problemas de grande porte, além do apoio computa-

cional, são necessárias técnicas complexas e bem elaboradas. Mas quando o problema linear

tem exatamente duas (ou três) variáveis, sujeito a restrições de desigualdade (formato dual e

canônico), é possı́vel resolvê-lo graficamente.

Considere o seguinte problema de programação linear:

minimizar

sujeito a

−x1−3x2

3x1+5x2≤ 15

−x1−x2≤ −1

−x1 +2x2≤ 4

2x1−3x2≤ 6

x≥ 0.

(4.1)

Figura 4.2: Região viável

Para resolvermos o problema graficamente, primeiro

construı́mos a região viável, Figura (4.2). Neste caso,

a região viável é o conjunto de pontos com coordenadas

(x1,x2) que satisfazem todas as restrições. Isto é, o con-

junto viável é representado como uma intersecção finitade

semi-espaços fechados (Poliedro). Do capı́tulo 3, os semi-

espaços fechados são representados pelas restrições do pro-

blema, que se encontram no formato canônico.

Em seguida, construı́mos a função objetivo passando

pela origem (hiperplano−x1− 3x2 = 0). Note, Figura (4.2), que a origem não pertence ao

conjunto viável, e portanto não é uma solução viável do problema. Aqui representamos o custo
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pela região de custo constante (curva de nı́vel). Veja Figura (4.3).

Representando graficamente a normal no hiperplano e avaliando a função objetivo na mesma

direção da normal, mas com sentido contrário (direçãode Cauchy), diminuı́mos o valor da

função objetivo até encontrar um ponto viável. Neste exemplo, o hiperplano suporte−x1−

3x2 =−1 intercepta o poliedro no ponto(1,0), que não é um ponto ótimo, pois transladando o

hiperplano no mesmo sentido, encontramos valores cada vez menores da função objetivo. As-

sim deslocamos o hiperplano até encontrar o seu valor mı́nimo na região viável com o ponto azul

(i.e., até a curva de nı́vel da função objetivo definir um hiperplano suporte−x1−3x2 = −91
11 , que

intercepta o poliedro no ponto ótimo(10
11,

27
11) e tem como valor ótimo−91

11 ). Veja figura (4.3).

Figura 4.3: Solução gráfica emR2

A mesma idéia de resolução gráfica de um problema de programação linear bidimensional,

pode ser expandida para resolver problemas tridimensionais.

A grande dificuldade na resolução desses problemas emR
3 é construir a região viável.

Mas se a região viável for um politopo, podemos utilizar o programaPOLIEDRO V1, e obter a

visualização do “sólido”que determina essa regiões.

Analogamente ao caso bidimensional, resolveremos um problema tridimensional onde o

custo será representado por um paralelogramo proporcional ao tamanho do poliedro, contido na

região de custo constante (conjunto de nı́vel).

Considere o problema:

minimizar

sujeito a

x1−
1
2x2−x3

Ax≤ b,

x≥ 0,

(4.2)
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Figura 4.4: Região viável

em que,

A =





1 0 1

−1 0 1

0 1 1

0 −1 1

1 1 0

1 −1 0

1 0 −1

0 1 −1

−1 1 0

−1 0 −1

−1 −1 0

0 −1 −1

−1 0 −1

0 −1 −1

−1 −1 0





e b =





6

2

6

2

6

2

2

2

2

6

6

6

−2

−2

−2





Novamente, construı́mos o “custo” passando pela origem, hiperplanox1−
1
2x2−x3 = 0, e

o transladamos na direção de Cauchy até tangenciar o poliedro no ponto azul. Assim, encontra-

mos o ponto ótimo ¯x = (1 3 3)T , que determina a solução ótima do problema igual a−7
2. Veja

Figura (4.5).

Para uma melhor visualização da resolução do problema tridimensional, o programa

POLIEDRO V1 utilizou ferramentas adicionais, do Matlab, como rotação, grade (coordenadas) e

transparência.
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Figura 4.5: Solução gráfica emR3

4.3 Método Simplex

O objetivo deste capı́tulo é visualizar geometricamente aevolução do algoritmo Simplex

num problema de Programação Linear, com região viável limitada. Mas para isso, antes estuda-

remos uma breve descrição do método simplex, mostrando aestrutura algébrica envolvida num

problema geral de Programação Linear.

A teoria apresentada neste capı́tulo deriva de um curso básico de programação linear. As-

sim, nos limitamos apenas a algumas considerações importantes para o desenvolvimento do

trabalho, já que o tratamento detalhado deste assunto fogedo enfoque proposto a este texto. Por

tais razões, alguns teoremas serão simplesmente enunciados, e indicado ao leitor textos onde

são encontradas as demonstrações.

Teste da raz̃ao

Dadosx∈ R
n
+ eh∈R

n, o teste da razão se resume em encontrarλ̄ ∈R, tal que

λ̄ = sup{λ | x+λh≥ 0}.

x

h

x+ λ̄h

Seh≥ 0, é fácil perceber quēλ = +∞. Caso contrário, podemos as-

sociar a cada componentei = 1, . . . ,n tal quehi < 0, um passo máximo

determinado por

λi =−
xi

hi
.
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Note quexi +λihi = 0. Para garantirx+λh≥ 0, escolhemos o menor dos

λi, isto é,

λ̄ = min
{
−

xi

hi
| hi < 0

}
.

4.3.1 Soluç̃ao básica víavel

Considere o poliedroΩ definido por:

Ax= b

x≥ 0,
(4.3)

em que,b∈R
m, A ém×n, m≤ n e posto(A) = m.

Dos teoremas (21) e (22), sabemos queΩ possui vértice, e quev ∈ Ω, é um vértice se,

e somente se, as colunas deAI+(v) são linearmente independentes (L.I.). Assim, podemos

verificar se um pontox é vértice deΩ quando satisfizer:

(i) x≥ 0;

(ii) Ax= b;

(iii) {Ai | i ∈ I+(x)} é L.I.

Os itens (i) e (ii), caracterizam um ponto viável.

Definição 45 (Base deA) Uma submatriz Aβ é uma base de A se, e somente se, as colunas de

Aβ são base deRm. Isto é,β tem m elementos,{Ai | i ∈ β}, L.I.

Dada uma baseAβ , podemos resolverAβ xβ = b e portanto o vetor ¯x =

[
xβ

0

]
∈ R

n (reor-

denando os ı́ndices se necessário), satisfaz

Ax̄ = Aβ xβ = b.

Sex̄≥ 0, então ¯x é solução viável.
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Definição 46 Chamamos de solução b́asica víavel ao par(x,β ), em que x∈R
n eβ ⊂{1, . . . ,n},

com
Aβ : base deRm;

xβ ≥ 0;

xN = 0, em que, N= {1, . . . ,n}\β ;

Ax= b.

Além disso, xi , i ∈ β são denominadas as variáveis b́asicas e xi , i ∈N as varíaveis ñao b́asicas.

Lema 17 Considere o poliedro (4.3).

1. Se(x,β ) é soluç̃ao b́asica víavel, ent̃ao xé um v́ertice.

2. Se x́e v́ertice deΩ, ent̃ao existem um ou mais conjuntosβ ⊂ {1, . . . ,n}, tal que(x,β ) é

soluç̃ao b́asica víavel.

A demonstração do lema acima pode ser encontrada em Chvátal (1983), Nocedal e Wright

(1999) e Gonzaga (2005b). Mais a frente, visualizaremos um exemplo em que um vértice possui

mais de uma solução básica viável (vértice degenerado).

4.3.2 O Método

Considere o problema de programação linear

minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0,

(4.4)

em que,c∈ R
n, b∈ R

m, A∈ R
m×n comm< n e posto(A) = m.

Vimos nos capı́tulos anteriores que a região viável

Ω = {x∈R
n | Ax= b, x≥ 0}

é um poliedro, e se existir um conjunto ótimôΩ, do problema (4.4), então este conjunto é

uma face deΩ. Note que, tanto o problema (4.4), quanto o poliedro estão no formato primal.

Observe também, que a face ótimaΩ̂, por si só, é um poliedro com o mesmo formato, e portanto

contém pelo menos um vértice.

Inicialmente, vamos supor que um vértice inicialx∗ é dado (i.e., existem um ou mais con-

juntosβ ⊂ {1, . . . ,n} tal que(x∗,β ) é uma solução básica viável). Nosso propósito é minimizar
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a função objetivo,z= cTx, a partir deste vértice. Isto é, encontrar uma direção de descida que

seja viável e em seguida determinar o próximo pontox1, tal quez(x1) ≤ z(x∗). Caso não seja

possı́vel determinarx1, temos duas possibilidade: oux∗ é a solução ótima, ou o problema é

ilimitado.

Geometricamente, o método simplex determina a direção apartir do vértice inicialx∗, esco-

lhendo entre as arestas (faces de dimensão 1) adjacentes aovérticex∗ e que leva a uma redução

do custo. Caso exista tal aresta, o método desloca-se sobreela até encontrar o próximo vértice

x1. Repetimos este processo até obter uma solução ótima, ou determinar que o problema é

ilimitado. Exemplos descritos geometricamente serão apresentados no final deste capı́tulo.

Sabemos que cada vértice é perfeitamente caracterizado por uma ou mais bases. Algebri-

camente, o método simplex trabalha com essas bases. Cada iteração inicia com uma solução

básica viável(xk,β k), e termina quando:xk é solução ótima, ou detecta-se que o problema não

tem solução, ou encontra-se(xk+1,β k+1) solução básica viável de custocTxk+1≤ cTxk.

Na iteração que consiste de um movimento por uma aresta adjacente ao vérticexk a um

vérticexk+1 (possivelmentexk+1 = xk), a baseβ k difere em exatamente uma componente da

baseβ k+1. O processo de percorrer uma aresta descrito geometricamente, se faz, algebrica-

mente, permitindo que uma variável não básica(i /∈ β k) aumente, deixando de ser nula. Faz-se

um tese da razão para obter um novo vértice(xk+1).

A cada iteração (mas não todas), o valor da função objetivo diminui. Isto não acontece se já

estamos em uma solução ótima, ou o problema é degenerado, mantendo o custo constante (fa-

remos um breve comentário sobre problemas degenerados mais adiante). Outro tipo de situação

ocorre quando o problema é ilimitado, isto é, o passo que reduz a função move-se ao longo de

uma aresta indefinidamente, sem encontrar outro vértice. Assim, as grandes questões em cada

iteração do método simplex são: decidir qual aresta escolher (determinar qual o ı́ndice que entra

e qual sai da base), e decidir se o passo é ilimitado. Para obter dicas sobre como estas decisões

são tomadas no algoritmo simplex, relacionamos os dados decada iteração (vérticexk), com as

condições de KKT. Veremos resultados teóricos destes fatos na próxima seção.

4.4 Algoritmo simplex

4.4.1 Problemas equivalentes

Considere os problemas (P1) e (P2) com o mesmo conjunto viávelΩ:
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(P1) minimizar
sujeito a

cT
1 x

Ax= b,

x≥ 0.

e (P2) minimizar
sujeito a

cT
2 x,

Ax= b,

x≥ 0,

em quec∈ R
n, b∈R

m, Am×n es∈ R
n.

Definição 47 Dizemos que (P1) e (P2) são equivalentes se têm o mesmo conjunto de soluções.

Lema 18 Se cT1 d = cT
2 d para toda direç̃ao d pertencente ao núcleo de A, ker(A), ent̃ao (P1) e

(P2) são equivalentes.

Dem. Dados dois pontos viáveisx1,x2 ∈ Ω, temosx1− x2 ∈ ker(A) e entãocT
1 x1− cT

1 x2 =

cT
2 x1− cT

2 x2. Daı́ se conclui imediatamente que ¯x é solução ótima de (P1) se e somente se é

solução ótima de (P2). �

Lema 19 Se c2 = c1+ATy para algum y∈R
m, ent̃ao (P1) e (P2) são equivalentes.

Dem. Para todod ∈ker(A),

cT
2 d = cT

1 d+dTATy = cT
1 d+(Ad)Ty = cT

1 d,

poisAd = 0. �

4.4.2 O algoritmo

As condições de otimalidade do problema (4.4) são dadas por: y∈R
m, s∈ R

n

ATy+s= c, (4.5)

Ax= b, (4.6)

x, s≥ 0, (4.7)

xisi = 0, i = 1,2, . . . ,n. (4.8)

Ses∈R
n satisfaz a equação (4.5) com algumy∈R

m, s é chamada “folga dual”1. Ses≥ 0,

é denominada “foga dual víavel”.

1Vimos no capı́tulo 2, que a equação (4.5) corresponde ao problema dual do problema (4.4), e por essa razãos
é denominada folga dual.
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Inicialmente, supomos que nos é fornecida uma solução b´asica viável(x,β ). Relembrando

da definição (46), obtemos os conjuntos de ı́ndicesβ ⊂ {1, . . . ,n} e N = {1, . . . ,n} \ β , jun-

tamente com as submatrizesAβ e AN, as quais correspondem às colunas deA com ı́ndices

i ∈ β e i ∈ N, respectivamente. Também particionamos as componentes de x, s e c, segundo os

conjuntos de ı́ndicesβ eN, usando a notação

xβ = [xi ]i∈β , xN = [xi ]i∈N, sβ = [si ]i∈β , xN = [si]i∈N, cβ = [ci ]i∈β e cN = [ci ]i∈N.

As variáveis com ı́ndicesi ∈ β e i ∈ N são denominadasbásicase não b́asicas, respectiva-

mente.

Cada iteração do algoritmo inicia com uma solução básica viável. Das condições de KKT

(4.5), (4.6) e (4.7), podemos extrair valores não apenas para a variável primalx, mas também

para as variáveis duaisy e s. Se ao calcularmoss, obtemoss≥ 0, então encontramos uma

solução ótima. Senão, obtém-se outra solução básica viável.

Para constatarmos esses resultados, usaremos o fato de quec e s são custos equivalentes

quandos é folga dual, isto é,

minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0.

equivalente a minimizar
sujeito a

sTx,
Ax= b,

x≥ 0,

como visto na seção (4.4.1), poiss= c−ATy.

Vamos escrever uma iteração do algoritmo:

• Dados iniciais: solução básica viável(x,β ), β ⊂ {1, . . . ,n}, N = {1, . . . ,n}\β , xβ exN.

• DefinimosB = Aβ eN= AN. Da condição de KKT (4.5),Ax= Bxβ +NxN = b e portanto,

Bxβ = b, poisxN = 0.

• Calculamosy es satisfazendo as condições de KKT (4.5), (4.6) e (4.5).

Da condição de dualidade (4.5), temos que:

[
BT

NT

]

y+

[
sβ

sN

]

=

[
cβ

cN

]

Já a condição de complementariedade (4.7) nos induz a considerarsβ = 0 e sabendo que

B é não singular, concluı́mos quey é a solução única de

BTy = cβ .
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Consequentemente, temos que

sN = cN−NTy = cN− (B−1N)Tcβ .

• Variável que entra na base:

Ses≥ 0, entãox é solução ótima. Senão, escolhemos um ı́ndicei tal quesi < 0. Comos

ec são custos equivalentes para o problema (4.4), temos: sexi aumentar (mantendo nulas

as outras variáveis não básicas), entãosTx diminui, poissβ = 0 esTxN = sixi .

Construindo a direçãod =

[
dβ

dN

]

, em quedN é igual a 1 na i-ésima coordenada e zero nas

demais, e calculamosdβ para satisfazerAd = 0, temos que:

Bdβ +NdN = 0,

masNdN = Ai . Portanto,d é obtido porBdβ =−Ai , isto é,

d =

[
−B−1Ai

dN

]
. (4.9)

• Variável que sai da base:

Caminhamos ao longo dex+λd até que alguma variávelx j , j ∈ β se anule.

Sed ≥ 0, o problema é ilimitado. Senão, obtemos o passoλ , através do teste de razão,

com j ∈ β tal quex j +λd j = 0.

• Fim da iteração: O novo ponto é dado porx+ = x+λd e a nova baseB+ = {i}∪B\{ j}.

Vamos mostrar que de fatoB+ é uma base, e portantox+ é um vértice. Sabemos por

construção queBdβ =−Ai , pelo teste da razão,d j < 0. Devemos mostrar queAi é linearmente

independente das colunasAk parak ∈ β , k 6= j, isto é, as colunas deAβ ∗ são L.I.. Este fato é

consequência direta do seguinte lema:

Lema 20 Dados vetores u1,u2 . . . ,un∈R
n linearmente independentes e v= λ1u1+λ2u2+ · · ·+

λnun. Seλ1 6= 0 ent̃ao v,u2, . . . ,un são L.I..

Dem. Suponha quev = α2u2+ · · ·+αnun, temosλ1u1 = (α2−λ2)u2+ · · ·+(αn−λn)un, com

λ1 6= 0, o que contradiz a independência linear deu1,u2 . . . ,un. �
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Algoritmo 4.1: Um passo do algoritmo Simplex

Dados: c, A∈R
m×n, b, x∈R

n, β vetor de ı́ndices das variáveis básicas,N vetor de

ı́ndices das variáveis não básicas, comxβ ≥ 0 exN = 0.

DefinimosB, N, cβ ecN;

Calculamos as folgas duais:

• y = B−1cβ ; • sN = cN−NTy;

Variável que sai da base: calcularj ∈ N tal que

sj = min(sN);

Sesj ≥ 0 então
Solução ótima encontrada.

Señao
i = N( j) (xi entra na base);

Fim-se

Direção de decréscimo:

• dβ =−B−1Ai ;

• di = 1, os demais termos que compõemdN, são zeros;

Variável que sai da base:

Sed≥ 0 então
Problema ilimitado.

Señao
Encontrar o passoλ utilizando o teste da razão ej ∈ β tal que (x j +λd j = 0).

Fim-se

Definimos a nova base, trocando os ı́ndicesj por i:

• β = {i}∪β \{ j}; • N = { j}∪N\{i};

x = x+λd.

4.4.3 Detalhes sobre o algoritmo simplex

1. Obtenção de uma solução básica inicial.

Obter uma solução básica inicial é tão difı́cil quantoresolver o problema de P.L. a partir

de um vértice dado. O método é dividido em duas fases:

Fase I: Cria-se um novo problema utilizandom variáveis “artificiais”,xn+1, . . . ,xn+m e a

solução deste problema é uma solução básica para o problema original. A Fase I
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consiste em resolver o seguinte problema:

minimizar
sujeito a

x∗n+1 + · · ·+x∗n+m
A∗x∗ = b,

x∗ ≥ 0,

(4.10)

em queA∗ = [A E], comE diagonal

{
E j j = +1 seb j ≥ 0

E j j =−1 seb j < 0
.

O ponto inicial é dado por:

x̄ =

[
0

|b j |

]

,

em que as variáveis nulas correspondem às primeirasn variáveis originais, e|b j | =

x̄n+ j , com j = 1, . . . ,m correspondem as variáveis artificiais.

Note que ¯x satisfazA∗x∗ = b e que para a baseβ = {n+ 1, . . . ,n+ m}, B é não

singular. A Fase I usa o método simplex e termina ao minimizar o problema acima

com custo zero.

Fase II: Partindo da solução básica encontrada pela FaseI, devemos minimizar o problema

original com um acréscimo de variáveis no custo, isto é,

c∗ =

[
c

0

]
,

em que a parte nula dec∗ representa um vetor nulo comm entradas.

As variáveis artificiais devem permanecer sempre nulas. Para isto, basta descon-

siderá-las ao escolher a variável que entra na base em cadaiteração. Em geral,

podem-se eliminar as variáveis artificiais na Fase II. No entanto, pode ocorrer que

alguma variável artificial (com valor nulo) pertença à base obtida na Fase I. Essas

variáveis devem ser mantidas nulas na Fase II, isto é, as variáveis artificiais que

pertencem à base não podem alterar seus valores.
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2. Degeneração.

Considere uma solução básica viável(x,β ). Sexβ > 0, então a solução é chamadanão

degenerada.Neste caso é fácil perceber que o passoλ , na iteração do simplex a partir

da solução básica, é positivo (λ > 0), pois uma das variáveis básicas se anula. O passo é

“útil” e o custo diminui. A base muda e o algoritmo nunca volta ao pontox.

Sexβ 6> 0, então a solução básica édegenerada. O vértice tem menos dem variáveis

positivas, e pode ser associado a várias bases diferentes.Pode ocorrer que, para alguma

escolha da variável que entra na base, o passoλ resultante seja nulo. Neste caso o custo se

mantém constante, o ponto não muda, mas a base muda nesta iteração. Na seção (4.5.1),

visualizaremos o desenvolvimento do algoritmo simplex em que este fato ocorre.

Muito raramente, é possı́vel que ocorra um ciclo: após alguns passos nulos, repete-se a

baseβ , o algoritmo entra emloop e falha. Isto depende das escolhas de quem entra e sai

da base. Um exemplo deste fato é apresentado em Chvátal (1983).

4.4.4 Teoria por trás do ḿetodo simplex

Esta seção tem como objetivo apresentar alguns resultados teóricos importantes que susten-

tam as afirmações apresentadas pelo método simplex. As demonstrações destes resultados estão

em Dantzig e Thapa (1997), Nocedal e Wright (1999), Izmalov eSolodov (2007) e Chvátal

(1983).

Para os teorema a seguir, consideremos um problema de programação linear geral, no for-

mato primal, definido por (4.4), em que as condições de KKT são dadas por (4.5)–(4.8).

Teorema 23 (Teste de Otimalidade)Dada uma soluç̃ao b́asica víavel(x̄, β̄ ), x̄ é uma soluç̃ao

ótima com custo z= cT x̄, se s for folga dual viável, istoé,

si ≥ 0, para i = 1, . . . ,n.

Teorema 24 (Múltiplos mı́nimos) Dada uma soluç̃ao b́asica víavel(x̄, β̄ ), em quēx é soluç̃ao

ótima do problema, qualquer outra solução viável (x,β ), não necessariamente básica, com a

propriedade que xi = 0 para todos̄i > 0, é tamb́em uma soluç̃aoótima. Por outro lado, qualquer

outra soluç̃ao viável(x,β ), com a propriedade que xi > 0 e s̄i > 0 para algum i, ñao pode ser

uma soluç̃ao ótima.

Corolário 1 (Soluç̃ao única) A soluç̃ao b́asica víavel é a única soluç̃ao ótima, ses̄i > 0 para

todas as varíaveis ñao b́asicas.
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Teorema 25 (Problema linear ilimitado) Seja s folga dual associada a(x,β ), tal que si < 0

para algum i, e considere a direção d definida em (4.9). Se d≥ 0 ent̃ao o problemáe ilimitado.

Teorema 26 (Processo finito sobre problema ñao degenerado)Assumindo que cada iteração

é ñao degenerada, o algoritmo simplex termina em um número finito de iteraç̃oes.

4.5 Visualizaç̃ao espacial do ḿetodo simplex

Descrevemos anteriormente o processo geométrico do algoritmo simplex, o qual decide que

direção tomar a partir de um vértice inicial. A direçãoé escolhida entre as arestas adjacentes a

este vértice, tal que reduza o custo e determine o próximo vértice da iteração (quando possı́vel).

A maioria dos textos descrevem o método simplex através deuma técnica denominada

tableau, que determina uma sequência de vértices através do pivoteamento de uma tabela

numérica. Esta técnica foi apresentado por Dantzig. Na sequência Chvátal (1983), desenvol-

veu um processo similar denominadodicionário. Neste texto não apresentamos tais técnicas2,

priorizamos a visualização do método simplex.

Nesta seção visualizaremos três exemplos que exibem o desenvolvimento do método sim-

plex para problemas bidimensionais, tridimensionais, degenerados e não degenerados.

4.5.1 Visualizaç̃ao

Considere o problema bidimensional

minimizar

sujeito a

−2x1−x2

3x1+5x2≤ 15

−x1−x2≤ −1

−x1 +2x2≤ 4

2x1−3x2≤ 6

x≥ 0.

(4.11)

Note que o conjunto viável está no formato dual. Já o método simplex trabalha com proble-

mas no formato primal, portanto temos que introduzir as variáveis de folga para termos os dados

de entrada para o algoritmo simplex. Por outro lado, não é possı́vel visualizar a região viável no

2Estas técnicas são encontradas em Chvátal (1983), Vanderbei (1996), Dantzig e Thapa (1997), e em qualquer
texto básico de programação linear.
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formato primal, por tais razões, resolveremos o problema pelo simplex numa dimensão superior

ao plano, e visualizaremos o resultado bidimensional.

Observe também que não foi apresentada uma solução básica viável, portanto o próprio

algoritmo simplex acrescenta as variáveis artificiais (aumentando ainda mais a dimensão do

problema), e calcula um vértice inicial. A seguir, apresentamos o desenvolvimento do algoritmo

simplex na fase 2 para o problema bidimensional através de figuras.

Figura 4.6: Representação passo a passo do algoritmo simplex num problema bidimensional.

Em todas as figuras, a região viável é representada pelo politopo azul. Na primeira figura

destacamos o vértice inicialx0, em amarelo, determinado pela fase 1, juntamente, com o hiper-

planocTx= cTx0 representado por um segmento de reta azul passando pelo ponto inicial e com

vetor normal destacado em vermelho. Já na segunda figura, o algoritmo simplex decide, entre as

duas arestas adjacentes ao vértice inicial, qual reduz mais o custo e através desta aresta encontra

o próximo vértice(3,0). Na terceira figura, só existe uma escolha da direção que determina o

vértice(1,0). Note que no passo 2 e 3, o hiperplano não é suporte ao politopo, portanto os

vértices não podem ser soluções do problema. Na quarta figura, o simplex determina o vértice

(0,1), que é a intersecção do hiperplano suporte com o poliedrocom o menor custo encontrado,

isto é, o método simplex encontrou a solução ótima do problema. No processo cada iteração

do método simplex resulta em um passo positivo (aresta em vermelho), que determina um novo

vértice com custo inferior ao antecessor.
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As cores dos pontos que são encontrados pelo método Simplex representam a seguinte

relação:

Cor Representaç̃ao

• Vértice inicial;

• Vértice intermediário;

• Vértice ótimo.

Analogamente, considere o problema tridimensional

minimizar
sujeito a

1
10x1−

1
2x2−x3

Ax≤ b,

x≥ 0,

(4.12)

Figura 4.7:Diamante

em queA eb são definidas por:

A =





0 0 1

1 0 −1

−1 0 −1

0 1 −1

0 −1 −1

−8 −8 −11

−8 8 −11

8 −8 −11

8 8 −11

1 0 0

−1 0 0

0 1 0

0 −1 0

−1 0 1

1 0 1

0 −1 1

0 1 1

8 8 11

8 −8 11

−8 8 11

−8 −8 11





e b =





8

8

−8

8

−8

−128

0

0

128

14

−2

14

−2

5

21

5

21

271

143

143

15





Este problema tridimensional é denomidadodiamante, e foi baseado em Vanderbei (1996)
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que apresenta na capa um diamante e uma trajetória sobre as arestas, representando os passos

do método simplex.

A seguir, apresentamos o desenvolvimento passo a passo do m´etodo simplex na fase 2 para

este problema. O custo será representado por um paralelogramo com vetor normal em vermelho

centrado na solução básica inicial (ponto amarelo) determinada pela fase I do algoritmo simplex.

Os demais passos não apresentam o vetor normal. Neste exemplo, cada iteração corresponde a

uma figura, em que os vértices, juntamente com o custo, são plotados em sequência.

Da primeira à sexta figura, observe que os hiperplanos não são suportes, já na próxima

figura, o método simplex encontra a solução do problema destacada pelo hiperplano suporte

passando pelo ponto azul.
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Problema degenerado

Considere o seguinte problema

minimizar
sujeito a

x1−
1
2x2−x3

Ax≤ b,

x≥ 0,

(4.13)

em queA eb são definidas por:

A =





1 0 1
−1 0 1
0 1 1
0 −1 1
1 1 0
1 −1 0
1 0 −1
0 1 −1
−1 1 0
−1 0 −1
−1 −1 0
0 −1 −1
−1 0 −1
0 −1 −1
−1 −1 0





e b =





6
2
6
2
6
2
2
2
2
6
6
6
−2
−2
−2





Figura 4.8: Região viável com o ponto inicial
determinado pela fase I.

Após determinados a região viável e o ponto inicial, o método simplex efetua uma iteração

determinando o segundo vértice, figura (a).

(a) (b) (c)
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Nas próximas duas iterações, determinadas pelas figuras(b) e (c), respectivamente, o custo

não se altera e o vértice no formato dual permanece o mesmo.Já no formato primal, as bases e

os vértices são alterados mas o custo se mantém. Este fatoocorre, pois o vértice é degenerado.

Utilizando a técnicadicionário, Chvátal (1983) apresenta exemplos algébricos de problemas

degenerados (problemas que um mesmo vértice possui mais deuma base) e um exemplo espe-

cial, em que o método simplex gera um ciclo.

Na figura a seguir, o simplex determina a solução ótima do problema representado pelo

ponto azul.

4.5.2 Programapoliedro simplex

Nesta seção apresentaremos o programa que fez possı́vel visualizar o desenvolvimento do

método simplex dos exemplos propostos na seção 4.5.1.

Considere um problema de programação linear, constituı́do de um politopo como região

viável, caracterizado porA, b ec no formato dual. O programapoliedro simplex é composto

basicamente pelos programaspoliedro esimplex, que efetua dois passos principais:

O primeiro passo é descobrir todos os vértices que o algoritmo simplex percorre para definir

a solução ótima do problema. Para isso, basta acrescentar uma matrizV aos dados de saı́da

do programa simplex, correspondente a estes vértices. Note que os dados correspondentes ao

problema estão no formato dual, assim antes de introduzirmos os dados de entrada no simplex

devemos alterar o formato do problema (fomato primal).

O segundo passo é utilizar o programapoliedro para construir a região viável.
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Note que no programapoliedro simplex, o primeiro passo é feito separadamente do

segundo. Assim, os vértices são simplesmente plotados numa ordem determinada pelo simplex,

juntamente com os hiperplanos e a normal. Para plotar os hiperplanos e seu vetor normal

fixamos uma proporção com relação ao tamanho do poliedro. Aqui, não entraremos em detalhes

de como foram construı́dos os hiperplanos nem o vetor normal. Foram simplesmente utilizadas

técnicas de programação em Matlab e geometria analı́tica.

O comando de chamada do programapoliedro simplex é definido por:

poliedro simplex(c,A,b);

Algoritmo 4.2: poliedrosimplex

Dados: c∈ R
n, A∈R

m×n, b∈R
m.

Definimos os vértices encontrados pelo simplex:

[V]=simplex(c,A,b);

SeV = /0. então
Não é possı́vel construir o poliedro, problema ilimitadoou mal posto.

Señao
Construção do politopo:

poliedro(A,b);

Sejak o número de vértices definidos emV.

Para i = 1, . . . ,k

SeVi é o v́ertice inicial. então
plotarVi , juntamente com o hiperplano e o vetor normal.

Señao
Construir a aresta, em vermelho, entreVi e o vértice antecessor.

plotarVi e o hiperplano.

Fim-se

Fim

Fim-se
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5 Poliedros em Programaç̃ao Inteira,
Método Branch and Bound

O inı́cio da Programação Matemática é vinculado a Dantzig com a apresentação do Método

Simplex. Já a Programação Inteira surge com o Algoritmo Plano de Corte proposto pelo enge-

nheiro e matemático Ralph E. Gomory em 1958.

Gomory, após seu doutorado em Princeton, ingressou na Repartição de Fı́sica do Instituto

de Investigação Naval da Marinha dos Estados Unidos, em Washington no ano de 1955. Além

de seus afazeres, Gomory juntou-se ao Grupo de Investigaç˜ao de Operações da marinha. Lá

teve o primeiro contato com a Programação Linear, num curso de investigação dado por Alan

Goldman.

Em 1957, Gomory voltou a Princeton como professor de matemática, onde conheceu o

professor A. W. Tucker, então chefe do departamento e organizador de um grupo interessado na

teoria dos jogos. Este grupo incluı́a Harold Kuhn e Martin Beale.

Gomory ainda mantinha contato com a Marinha dos Estados Unidos, como consultor. Em

uma destas viagens de consultoria, um grupo apresentou um modelo de programação linear de

uma força tarefa da marinha. Um dos apresentadores comentou que seria bom ter resultados

inteiros ao invés de 1,3 porta-aviões. Pensando na observação levantada, Gomory, sentiu-se

determinado a inventar um método que produzisse resultados inteiros, e associou imediatamente

a seu conhecimento de programação linear.

Após algumas investigações, concluiu que o método deveria ter duas etapas. Na primeira o

resultado do problema de Programação Linear é um limitante para o problema de Programação

Linear Inteira. A segunda etapa consistia em produzir resultados inteiros, com a adição de

restrições lineares suplementares.

No mesmo perı́odo, Martin Beale entra em contato com Gomory para que ministrasse um

seminário em Princeton. Já haviam apresentado seminários sobre teoria de jogos e programação

linear. Gomory aceitou o pedido e disse que teria prazer de dar uma palestra sobre a resolução de



Programação Inteira 82

problemas de programação linear inteira. Ouvindo o assunto do seminário, Martin respondeu:

“mas isso é impossı́vel”. Essa foi a primeira indicação para Gomory que outros tinham pensado

sobre o problema.

Durante as emocionantes semanas que se seguiram, Gomory finalmente consegui elaborar

uma prova e com o auxı́lio da teoria proposta por Dantzig, no inı́cio de 1958, Gomory faz

a primeira apresentação pública do algoritmo plano de corte, dando origem à Programação

Inteira.

Gomory ressalta ainda a colaboração do professor Tucker,que foi extremamente útil du-

rante aquele perı́odo, como durante toda sua estada em Princeton. No verão de 1958, ao escre-

ver o algoritmo em Fortran para o computador IBM 704, reuniram-se pela primeira vez na Rand

Corporation os matemáticos Gomory, Lloyd Shapley, Herb Scarf, Dantzig, Richard Bellman e

Phillip Wolfe. O programa Fortran apresentou falhas em alguns modelos, em que os maiores

tinham de dez a quinze variáveis. A maior parte destes problemas chegaram na solução rapida-

mente, mas um desses modelos nunca chegava a uma resposta definitiva. Gomory pensou que

talvez houvesse deixado “bugs”no programa, mas, na verdade, este foi o primeiro indı́cio de

problemas computacionais que viriam pela frente.

O relato histórico acima apresentado é encontrado em Gomory (1991). As coincidências

entre os precursores da programação linear (Dantzig) e daprogramação inteira (Gomory) ficam

claras quando nos colocamos no ambiente de desenvolvimentoeducacional e tecnológico da

época, juntamente com o incentivo proposto pelas Forças Armadas Americanas. Mas o fato que

merece maior destaque é a perspicácia dos matemáticos envolvidos na época, e seus cı́rculos de

amizades que tanto contribuı́ram à matemática de hoje.

5.1 Programaç̃ao Linear Inteira

Caracterizamos um problema de programação linear como sendo um problema contı́nuo,

em que a solução (caso exista) é real. Já em programação inteira, colocamos outra restrição

sobre as variáveis, exigimos que sejam inteiras, o que caracteriza a Programação Inteira como

sendo um problema discreto. Muitos problemas do mundo real podem ser modelados como

problemas de programação linear, em que algumas ou todas as variáveis sejam inteiras. A ne-

cessidade de formular e resolver problemas de Programação Linear Inteira (PLI), veio inicial-

mente a partir do fato de que, em algumas das aplicações de Programação Linear (PL), soluções

fracionárias eram indesejáveis - imaginar um pedido em que x j é, por exemplo, o número de

porta-aviões atribuı́dos à rota j.

Poderı́amos pensar que estes problemas não seriam muito mais difı́ceis do que problemas



Programação Inteira 83

de programação linear, mas, como veremos neste capı́tulo, problemas de programação inteira

geralmente são muito mais difı́ceis de resolver.

Uma abordagem natural para os problemas PLI, é resolver o correspondente problema de

PL, caso exista solução, encontrar na vizinhança o pontomais próximo com componentes in-

teiras. Esta é certamente uma estratégia plausı́vel em muitos casos, especialmente quando a

soluçãox esperada contém valores inteiros “grandes” e, sendo por conseguinte insensı́vel aos

arredondamentos. Há, no entanto, muitas limitações sérias para essa abordagem: O arredonda-

mento para uma solução viável inteira pode não ser aceitável (solução não viável), além disso,

a maioria das aplicações de PLI não são apenas PL, mas problemas que possuem a proprie-

dade que as variáveis inteiras sejam apenas um dos dois valores, ou seja, zero ou um. Mais

freqüentemente, um problema de PLI é o resultado da utilização de modelos combinatórios

com restrições inteiras ou não lineares de diferentes tipos.

No entanto, existem outros problemas de programação inteira, em que as variáveis inteiras

podem assumir qualquer valor inteiro não negativo. Por isso, consideramos o problema padrão

de programação inteira da seguinte forma: Sejamc∈ R
n, A∈ R

m×n eb∈R
m.

minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0,

x∈ Z
n.

(5.1)

Neste capı́tulo, discutiremos uma técnica para resolver problemas desta classe, chamado

Branch-and-bound. A abordagem destes problemas através da Programação Linear, podem ser

encontradas em Vanderbei (1996) e Papadimitriou e Steiglitz (1998).

5.2 Método Branch-and-Bound

O método Branch-and-bound envolve a resolução de um grande número de subproblemas

lineares, na busca de uma solução ótima inteira. O branchem branch-and-bound refere-se ao

processo de particionamento do problema original em sucessivos subproblemas de PL. O bound

refere-se aos limites inferiores que são utilizados para aconstrução da prova de otimalidade sem

pesquisas exaustivas.

O Algoritmo começa com a seguinte abordagem: Primeiramente ignoramos a restrição

xi ∈ Z, i = 1, . . . ,n, do problema (5.1), resultando num problema de Programaç˜ao Linear deno-
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minadoProblema relaxado.

minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0.

(5.2)

Vimos no capı́tulo anterior que o método Simplex resolve o problema relaxado (5.2) e ob-

tem uma solução (caso exista) ¯x, que em geral não é inteira. Se a solução ¯x é inteira, então o

problema esta solucionado. Por outro lado, se ¯x não é inteira, associamos o custoc(x̄) desta

solução ao menor valor da função objetivo a ser alcançada no problema relaxado, isto é, se

calcularmos em qualquer solução viável inteirax∗ temos quec(x̄)≤ c(x∗). Para encontrarmos

uma solução viável inteira, terı́amos agora que adicionar uma restrição (plano de corte) para o

problema relaxado, de tal forma que não excluı́sse uma possı́vel solução inteira. Aqui no en-

tanto, vamos dividir o problema em dois subproblemas, acrescentando duas restrições lineares.

Suponha que ¯xi é uma componente não inteira de ¯x, por exemplo. Assim, definimos os seguintes

subproblemas.

(P1) minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0,

xi ≤ ⌊x̄i⌋

e (P2) minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0,

xi ≥ ⌊x̄i⌋+1,

(5.3)

em que⌊x̄i⌋ é o maior inteiro menor que ¯xi .

Para melhor compreender o processo, classificamos os subproblemas por nı́veis, isto é, o

problema (5.2) representa o nı́vel 0, já os problemas definidos em (5.3) pertencem ao nı́vel 1, e

assim sucessivamente1. O método Branch-and-bound torna-se claro ao resolvermoso seguinte

exemplo. Este problema é encontrado em Vanderbei (1996), no entanto, como um problema de

maximização.

Exemplo 1: Considere o seguinte problema:

minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x≥ 0

x∈ Z
2.

(5.4)

1Branch-and-Bound pode ser interpretado através da teoriade grafos, em que o método Branch-and-Bound
“varem” (busca em profundidade) uma árvore binária, a partir do nı́vel 0 (raiz) até determinar uma solução inteira
de custo mı́nimo (folha).
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Definimos o problema relaxadop0 (nı́vel 0), desconsiderando a

restrição inteirax∈ Z e resolvemos o problema PL pelo Simplex deter-

minado a soluçãox0 : x1 = 1,67 x2 = 3,33, com custoc(x0) = −68.33.

Veja figura ao lado. Note que, tantox1, quantox2 são fracionárias. As-

sim, para definirmos os subproblemas do nı́vel 1, devemos escolher uma

das variáveis para adicionar os planos de corte (Branch). Atécnica ado-

tada neste texto é escolher um ı́ndicej tal que

M j = max(Mi)i=1,...,n,

comMi = |x0
i − round(x0

i )|, i = 1, . . . ,n.

Neste exemplo, o nı́vel 0 apresentaM1 = M2, por essa razão, escolhemos a variávelx1.

Assim adicionamos os planos de corte,x1 ≤ 1 ou x1 ≥ 2, considerando esses dois casos se-

paradamente. Ao definir os subproblemas relaxados, resolvemos primeiramente o problema

da esquerda (busca em profundidade), deixando o problema dadireita em aberto. Sejam os

subproblemas do nı́vel 1 o problema da esquerda(p1) e o problema da direita, denotados por:

(p1) minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x1≤ 1

x≥ 0

e minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x1≥ 2

x≥ 0

(5.5)

Utilizando novamente o método Simplex, encontramos como soluçãox1 : x1 = 1 x2 = 4,

com custoc(x1) = −65. O algoritmo encontrou a primeira solução viável parao problema de

Programação Linear Inteira, tal solução é tida como umlimitante para os demais problemas

(Bound), isto é, se a partir de agora um subproblema relaxado encontrar um custo superior a

c(x1) o subproblema é desconsiderado. Nas figuras a seguir, uma representa o subproblemap1

separadamente, e a outra os subproblemasp0 e p1 sobrepostos.
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Aqui o “bound”, c(x1), é representado pelo pontox1 = (1,4) que está na cor azul. Além

disso, como a solução é inteira, o problemap1 não será mais particionado, por essa razão,

passamos a resolver, com o auxı́lio do algoritmo Simplex, o problema da direita em (5.5) do

nı́vel 1, que definimos porp2. A solução encontrada é dada porx2 : x1 = 2 x2 = 2,86, com

custoc(x2) = −68,29. Neste caso, a soluçãox2 não é inteira e a variávelx2 é a única escolha

possı́vel. Seja,p3 e o problema da direita do nı́vel 2 em aberto, os subproblemasdenotados por:

(p3) minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x1≥ 2

x2≤ 2

x≥ 0

e minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x1≥ 2

x2≥ 2

x≥ 0

(5.6)

Analogamente, resolvemos primeiro o problema da esquerdap3, encontrando a solução

x3 : x1 = 2,6 x2 = 2, com custoc(x3) =−68,2.

Figura 5.1: Subproblemap3 e os demais subproblemas sobrepostos.
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A soluçãox3 não é inteira, assim escolhemos a variávelx1 para efetuar a partição dos

subproblemas, com o acréscimo das restriçõesx1 ≤ 2 oux1 ≥ 3. Considere os seguintes sub-

problemas do nı́vel 3,p4 e o problema à direita aberto:

(p4) minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x1≥ 2

x2≤ 2

x1≤ 2

x≥ 0

e minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x1≥ 2

x2≥ 2

x1≥ 3

x≥ 0

(5.7)

Podemos representar os passos do método Branch-and-Boundaté o nı́vel 3, pelo seguinte

diagrama.

x0 : x1 = 1,67x2 = 3,33

c(x0) =−68,33

x1 : x1 = 1 x2 = 4

c(x1) =−65

x2 : x1 = 2 x2 = 2,86

c(x2) =−68,29

x3 : x1 = 2,6 x2 = 2

c(x3) =−68,2

(p4)

x1 ≤ 1 x1 ≥ 2

x2 ≤ 2 x2 ≥ 3

x1 ≤ 2 x1 ≥ 3

Nı́vel 0

Nı́vel 1

Nı́vel 2

Nı́vel 3

Figura 5.2:Árvore representando o desenvolvimento do método Branch-and-Bound até o nı́vel 4.

Resolvendo o subproblemap4 obtemosx4 : x1 = 2 x2 = 2, com custoc(x4) = −58. O

método encontrou outra solução inteira, mas se compararmos ao “bound”c(x1), observamos

que o custoc(x4) é caro, isto é,c(x1)≤ c(x4), por essa razão,x4 é desconsiderado. Graficamente

representamos o custo “caro” pelo pontox4 em vermelho. Observe também que o poliedro que

representa o problema de programação linear relaxado é unidimensional. Veja Figura (5.3).
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Figura 5.3: Representação gráfica desenvolvida até o subproblemap4.

Analogamente ao nı́vel 1, permanecemos no nı́vel 3 e resolvemos o problema à direita

definido em (5.7). Definimos esse problema de programação linear relaxado porp5. A solução

de p5 é dada porx5 : x1 = 3 x2 = 1,43, com custoc(x5) =−68,14.

Os planos de corte são efetuados na variávelx2 pelas restriçõesx2 ≤ 1 oux2 ≥ 2, e desta

forma definimos os subproblemas do nı́vel 4.

(p6) minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x1≥ 2

x2≤ 2

x1≤ 2

x2≤ 1

x≥ 0

e minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x1≥ 2

x2≥ 2

x1≥ 3

x2≥ 2

x≥ 0

(5.8)

Aqui, definimos o subproblema à esquerdap6 e deixamos o problema à direita aberto. Note,

que ao adicionarmos os planos de corte, as restrições lineares suplementares fazem com que
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o subproblema no nı́vel antecessor tenha restrições redundantes, mas não as descartamos. Do

Simplex segue quex6 : x1 = 3,3 x2 = 1, com o custoc(x6) =−68.1.

No problemap6, x1 é a variável escolhida para se fazer o “branch”,x1 ≤ 3 ou x1 ≥ 4.

Definimos assim o problema à esquerdap7, com soluçãox7 : x1 = 3 x2 = 1, com o custoc(x7) =

−63. Da mesma forma que emp4 no nı́vel 4,c(x7) é considerado “caro”, e assim descartado.

Passamos então para o problema da direita, que é definido por p8, com o acréscimo da

restriçãox1≥ 4.

(p8) minimizar

sujeito a

−17x1−12x2

10x1+7x2≤ 40

x1 +x2≤ 5

x1≥ 2

x2≥ 2

x1≥ 3

x2≥ 2

x1≥ 4

x≥ 0

(5.9)

Resolvendo o problemap8, encontramos a soluçãox8 : x1 = 4 x2 = 0, com custoc(x8) =

−68. Comparando o resultado com o “bound”c(x1), obtemos quec(x8) ≤ c(x1). Portanto
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descartamosc(x1), agora “caro” e definimos o novo “bound”c(x8). Graficamente, o pontox1 é

representado pela cor vermelho e o pontox8 como sendo o novo ponto azul. Observe também

que o poliedro definido pelo problema (5.9) possui dimensãozero, isto é, o poliedro é formado

por um único ponto.

x0 : x1 = 1,67x2 = 3,33

c(x0) =−68,33

x1 : x1 = 1 x2 = 4

c(x1) =−65

x2 : x1 = 2 x2 = 2,86

c(x2) =−68,29

x3 : x1 = 2,6 x2 = 2

c(x3) =−68,2

x4 : x1 = 2 x2 = 2

c(x4) =−58

x5 : x1 = 3 x2 = 1,43

c(x5) =−68,14

x6 : x1 = 3,3 x2 = 1

c(x6) =−68,1

x7 : x1 = 3 x2 = 1

c(x7) =−63

x8 : x1 = 4 x2 = 0

c(x8) =−68

x1 ≤ 1 x1 ≥ 2

x2 ≤ 2 x2 ≥ 3

x1 ≤ 2 x1 ≥ 3

x2 ≤ 1 x2 ≥ 2

x1 ≤ 3 x1 ≥ 4

Nı́vel 0

Nı́vel 1

Nı́vel 2

Nı́vel 3

Nı́vel 4

Nı́vel 5

A árvore binária acima, representa o desenvolvimento do método até o nı́vel 5. Observe

que tanto o problema da esquerda quanto o da direita no nı́vel5, obtiveram solução inteiras,

assim voltamos ao nı́vel 4 para resolver o problema à direita p9, definido em (5.8). Mas ao
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adicionar a restriçãox2 ≥ 2 a região viável definida pelo subproblemap9 é vazia, isto é, não

existe ponto(x1,x2) do poliedro determinado pelo nı́vel 0, tal que(x1,x2) ≥ (3,2). Portanto,

dizemos que o problemap9 é inviável. Analogamente, analisamos o problema à direita p10, no

nı́vel 2, definido por (5.6), e constatamos que ao acrescentar a restriçãox2≥ 3 o problema torna-

se inviável. Como não há mais subproblemas para serem analisados, determinamos a solução

ótima inteira do problema dada porx∗ = (4,0), com custoc(x∗) = −68. Note que a solução

ótima inteira do problema não é um solução viável próxima da solução do problema relaxado

no nı́vel 0, isto é, se arredondássemos a solução do PL relaxado no nı́vel 0, não encontrarı́amos

a melhor solução. A seguir apresentamos a “árvore” completa do problema de PLI.

x0 : x1 = 1,67x2 = 3,33

c(x0) =−68,33

x1 : x1 = 1 x2 = 4

c(x1) =−65

x2 : x1 = 2 x2 = 2,86

c(x2) =−68,29

x3 : x1 = 2,6 x2 = 2

c(x3) =−68,2

x4 : x1 = 2 x2 = 2

c(x4) =−58

x5 : x1 = 3 x2 = 1,43

c(x5) =−68,14

x6 : x1 = 3,3 x2 = 1

c(x6) =−68,1

x7 : x1 = 3 x2 = 1

c(x7) =−63

x8 : x1 = 4 x2 = 0

c(x8) =−68

x1 ≤ 1 x1 ≥ 2

x2 ≤ 2 x2 ≥ 3

x1 ≤ 2 x1 ≥ 3

x2 ≤ 1 x2 ≥ 2

x1 ≤ 3 x1 ≥ 4

Nı́vel 0

Nı́vel 1

Nı́vel 2

Nı́vel 3

Nı́vel 4

Nı́vel 5

p9 : Inviável

p10 : Inviável

Figura 5.4:Árvore completa

No exemplo 1, apresentamos graficamente um problema de Programação Linear Inteira

bidimensional. Na próxima seção, abordamos um exemplo de PLI tridimensional, utilizando

o método Branch-and-Bound.́E importante ressaltar que o número de subproblemas aumenta

significativamente ao acrescentarmos uma dimensão. Portanto, para que o número de iterações

não seja “elevado”, mostraremos exemplos simples resolvidos graficamente em 9 iterações.
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5.2.1 Algoritmo Branch-and-Bound

Vimos no desenvolvimento do exemplo 1, que o algoritmo branch-and-bound constrói sub-

problemas de programaçao linear e que esses problemas sãoresolvidos pelo método simplex.

Basicamente, o algoritmo se detém em construir os subproblemas e avaliar as soluções encon-

tradas pelo simplex para determinar se essas soluções são inteiras.

Sejamc∈R
n, A∈R

m×n eb∈R
m. Considere o seguinte problema de Programação Linear

Inteira:

minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0,

x∈ Z
n.

(5.10)

Dadosbound= ∞ e nı́vel= 0, a linha de comando do Matlab é definida por:

[xopt, bound]=brach bound(c, A, b, bound, nı́vel)

em que os dados de saı́daxopt e bound representam o ponto e o valor ótimo do problema de

PLI, respectivamente.

O algoritmo Branch-and-Bound proposto neste texto é baseado em Gonzaga (2005a) e uti-

liza o processo de recursividade, isto é, o Branch-and-Bound é uma rotina em si mesmo. Veja

o algoritmo (5.1).

5.2.2 Visualizaç̃ao Gráfica do Método Branch-and-Bound tridimensional

Na seção anterior, abordamos um exemplo bidimensional com o auxı́lio gráfico. Aqui apre-

sentaremos o desenvolvimento do método Branch-and-Boundgraficamente, com a utilização

do programa “poliedro bb” que será apresentado na próxima seção.

Exemplo 2: Considere o seguinte problema de PLI:

minimizar

sujeito a

−x1−0,5x2−0,5x3

x1 +x2+0,9x3≤ 4,5

x3≤ 3,5

x≥ 0

x∈ Z
3.

(5.11)
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Algoritmo 5.1: Branch-and-Bound

Dados: c∈ R
n, A∈R

m×n, b∈R
m, bounde o nı́vel.

Resolução do problema relaxado utilizando o algoritmo Simplex:

[x̄, c̄] = simplex(c,A,b);

nı́vel=nı́vel+1.

Sex̄ = /0 então
Problema inviável.

Fim-se

Sec̄≥ boundentão
O custo é considerado caro e a solução é desconsiderada.

Fim-se

Escolha da variávelj fracionária para definir os planos de corte:

M = |x̄− round(x̄)|;

SeM = 0 então
xopt = x̄.

Sec̄ < boundentão
bound= c̄.

Fim-se

Fim-se

Escolha o ı́ndicej tal queM j = max(Mi)i=1,...,n.

– Construção do problema à esquerda:

Acrescentar a restriçãox j ≤ ⌊x̄ j⌋, definindoĀ e b̄.

Utilizando o processo de recursividade, chamamos a rotina branch-and-bound com os

parâmetros de saı́daxopt ebound

[xopt,bound] = brach-and-bound(c, Ā, b̄,bound,nı́vel);

– Construção problema à direita:

Acrescentar a restriçãox j ≥ ⌊x̄ j⌋+1, nos dados de entradaA eb, redefinimosĀ e b̄.

[xopt,bound] = brach-and-bound(c, Ā, b̄,bound,nı́vel).

Primeiramente, desconsideramos a restrição inteirax ∈ Z
n, de-

finindo o problema PL relaxado do nı́vel 0. Utilizando o pro-

grama “poliedro simplex” obtemos a seguinte soluçãox0 =

[1,35 0 3,5]T , com custoc(x0) = −6,6. Analogamente, ao exem-

plo anterior, a escolha do ı́ndice é dada pela maior variével deM, tal

queM = |x0− round(x̄)|, isto é, escolherj tal que

M j = max(Mi)i=1,...,3
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Portanto, j = 3. Assim adicionamos o plano de cortex3 ≤ 3, definindo o problemap1 à

esquerda no nı́vel 1. Soluçãox1 = [1,8 0 3]T , com custoc(x1) =−6,3.

Figura 5.5:Problema à esquerdap1 no nı́vel 1

A variávelx1 é a única fracionária, assim definimos o problemap2 à esquerda no nı́vel 2,

adicionando a restriçãox1 ≤ 1. Soluçãox2 = [1 0 3]T , com custoc(x2) = −5,5. O método

determina a primeira solução viável inteira, isto é, definimos o “bound” porc(x2) =−5,5.

Figura 5.6:Problema à esquerdap2 no nı́vel 2

A soluçãox2 é inteira, portanto definimos o problema à direitap3 no nı́vel 2, com o

acréscimo da restriçãox1≥ 2. Soluçãox3 = [2 0 2,78]T , com custoc(x3) =−6,167.

Figura 5.7:Problema à direitap3 no nı́vel 2

Definimos o problema à esquerdap4 no nı́vel 3, com o acréscimo do plano de cortex3≤ 2.

Soluçãox4 = [2,7 0 2]T , com custoc(x4) =−5,7. Veja Figura (5.8).
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Figura 5.8:Problema à esquerdap4 no nı́vel 3

Analogamente, definimos o problema à esquerdap5 no nı́vel 4, adicionando a restrição

x1 ≤ 2. Soluçãox5 = [2 0 2]T , com custoc(x5) = −5. Solução inteira viável, mas com custo

“caro”.

Figura 5.9:Problema à esquerdap5 no nı́vel 4, com custo caro.

Problema à direitap6 no nı́vel 4, com a restriçãox1 ≥ 3. Soluçãox6 = [3 0 1,67]T , com

custoc(x6) = −5,5. Solução fracionária viável, mas com custo “caro”, isto é, c(x2) ≤ c(x6)

implica que o problemap6 não precisa ser particionado (problema descartado).

Figura 5.10:Problema à direitap6 no nı́vel 4, com custo caro.

Não é necessária a partição em subproblemas no nı́vel 4, portanto, voltamos ao nı́vel 3

e definimos o problemap7. Solução inviável. Retornamos ao problema à direita donı́vel 1,

definindo o problema relaxadop8. Novamente, utilizando o Simplex, concluı́mos que a solução
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é inviável. Assim, todos os subproblemas possı́veis foram analisados com solução do problema

de PLI dada porx∗ = [1 0 3], com custoc(x∗) =−5,5. Veja Figura (5.11).

Figura 5.11: Solução do problema de PLI

A seguir apresentamos a árvore binária relacionada ao desenvolvimento do método Branch-

and-Bound.

x0 = [1,35 0 3,5]T

c(x0) =−6,6

x1 = [1,8 0 3]T

c(x1) =−6,3

x3 = [2 0 2,78]T

c(x3) =−6,167

x4 = [2,7 0 2]T

c(x4) =−5,7

p7 : Inviável

p8 : Inviável

x6 = [3 0 1,67]T

c(x6) =−5,5

x5 = [2 0 2]T

c(x5) =−5

x2 = [1 0 3]T

c(x2) =−5,5

x3 ≤ 3 x3 ≥ 4

x1 ≤ 1x1 ≥ 2

x3 ≤ 2 x3 ≥ 3

x1 ≤ 2 x1 ≥ 3

Nı́vel 0

Nı́vel 1

Nı́vel 2

Nı́vel 3

Nı́vel 4

Figura 5.12:Árvore completa
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5.3 O Programapoliedro bb

Nesta seção apresentaremos o programa que fez possı́vel visualizar o desenvolvimento do

método branch-and-bound dos exemplos propostos nas seç˜oes anteriores. Sabemos que o pro-

grama “poliedro” constrói politopos, por essa razão, nos ateremos a exemplos com região

viável neste formato.

Considere o problema de PLI definido em (5.10).

minimizar
sujeito a

cTx
Ax= b,

x≥ 0,

x∈ Z
n.

Dados

bound= ∞ e nı́vel= 0,

a linha de comando do programapoliedro bb no Matlab é definida por:

poliedro bb(c, A, b, bound, nı́vel),

este programa repassa como dados de saı́da os gráficos e a solução, representada por:

• xopt: solução ótima do problema PLI;

• bound: custo relacionado aoxopt.

O programapoliedro bb é o algoritmo Branch-and-Bound com as rotinas de representação

gráfica, que utiliza o algoritmo Simplex e o programa “poliedro”.

Primeiramente, utilizamos o Simplex para determinar a solução do problema relaxado.

Após, o programa “poliedro” constrói a região viável, para determinar a solução do subpro-

blema. A cada iteração opoliedro bb constrói dois politopos: um representa o subproblema

a ser resolvido separadamente e o outro é sobreposto aos demais politopos (caso não seja o

subproblema do nı́vel 0). Veja Figura (5.13)

No capı́tulo anterior, o programapoliedro simplex trabalhava com os algoritmos “po-

liedro” e Simplex separadamente. Aqui, a recursividade do algoritmo branch-and-bound faz

com que os poliedros sejam construı́dos a cada iteração, isto é, o programa “poliedro” é

uma rotina do branch-and-bound (veja algoritmo (5.2)). Al´em disso, o ponto que caracte-
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riza o bound,xbound(caso exista), é repassado para a iteração sucessiva auxiliando apenas

na construção gráfica do problema.

A visualização gráfica do desenvolvimento do branch-and-bound ocorre após determinar-

mos o politopo correspondente ao subproblema. Mas, se o subproblema for inviável o programa

poliedro bb simplesmente o ignora.

No programapoliedro bb as cores possuem fundamental importância, pois determinamos

a solução do problema pela cor azul, além disso, a cor vermelha representa se o subproblema é

considerado caro, e a cor amarela distingue as soluções fracionárias das inteiras. As cores dos

pontos que são encontrados pelo método Branch-and-Boundrepresentam a seguinte relação:

Cor Representaç̃ao

• Ponto fracionário;

• Ponto com custo “caro”;

• Bound ou solução do problema.

Nas imagens a seguir, as mesmas ferramentas do Matlab que auxiliavam na visualização no

poliedro simplex são empregadas.

Figura 5.13: Subproblema e subproblemas sobrepostos construı́dos pelopoliedro bb.
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Algoritmo 5.2: Poliedrobb

Dados: c∈ R
n, A∈R

m×n, b∈R
m, bound, xbounde o nı́vel.

Resolução do problema relaxado utilizando o algoritmo Simplex:

[x̄, c̄] = simplex(c,A,b);

Construção dos politopos:

Figura 1: poliedro(A,b) e plotarx̄ em amarelo.

Seńıvel= 0 então
Figura 2: poliedro(A,b) e a construção da região de nı́vel passando por ¯x. Plotarx̄

em amarelo.
Señao

Figura 2: poliedro(A,b) e plotarx̄ em amarelo.

Fim-se

nı́vel=nı́vel+1.

Sex̄ = /0 então
Problema inviável.

Fim-se

Sec̄≥ boundentão
O custo é considerado caro. Plotar ¯x em vermelho.

Fim-se

Escolha da variávelj fracionária para definir os planos de corte:

M = |x̄− round(x̄)|;

SeM = 0 então
xopt = x̄. Plotarx̄ em vermelho.

Sec̄ < boundentão
bound= c̄, plotarx̄ em azul exboundem vermelho.

xbound= x̄.
Fim-se

Fim-se

Escolha o ı́ndicej tal queM j = max(Mi)i=1,...,n.

– Construção do problema à esquerda:

Acrescentar a restriçãox j ≤ ⌊x̄ j⌋, definindoĀ e b̄.

Utilizando o processo de recursividade:

[xopt,bound,xbound] = poliedro bb(c, Ā, b̄,bound,xbound,nı́vel);

– Construção do problema à direita:

Acrescentar a restriçãox j ≥ ⌊x̄ j⌋+1, nos dados de entradaA eb, redefinimosĀ e b̄.

[xopt,bound,xbound] = poliedro bb(c, Ā, b̄,bound,xbound,nı́vel).
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6 Consideraç̃oes Finais

No trabalho desenvolvemos e implementamos programas para visualizar geometricamente

a evolução “passo a passo” dos algoritmos Simplex (Programação Linear) e Branch-and-Bound

(Programação Linear Inteira). Esta proposta se caracterizou ao apresentarmos os algoritmos

“poliedro-simplex” e “poliedro-bb”, através de exemplos bidimensionais e tridimensionais.Ou-

tro fato importante foi a compreensão da teoria e dos algoritmos alcançada na elaboração dos

programas.

A importância didática dos programas de visualização ficou clara na facilidade de apresen-

tar geometricamente a resolução dos problemas de otimização propostos neste texto, através

do tratamento dos poliedros e das cores nas imagens a cada iteração dos algoritmos Simplex e

Branch-and-Bound.

Por fim, a troca de idéias e informações importantes durante a elaboração deste trabalho

e no decorrer dos últimos três anos trabalhando com o professor Clóvis e seus orientandos

possibilitou-me o amadurecimento matemático dos conceitos básicos nas áreas de Programação

Linear, Não Linear e Inteira.

6.1 Trabalhos futuros

Desenvolver e implementar os programas propostos neste trabalho em softwares livres.

Além disso, elaborar uma apostila (manual) para auxiliar no uso dos programas.

Desenvolver um algoritmo para visualizar geometricamenteo desenvolvimento do algo-

ritmo de regiões de confiança baseado em trajetória central e sua utilização em métodos de

filtro apresentado na dissertação de mestrado de Ana MariaBasei em 2007. A teoria deste al-

goritmo foi desenvolvido pelo professor Clóvis Gonzaga emconjunto com Roger Behling, Ana

Maria Basei, entre outros. Sua aplicação em problemas de Programação Não Linear (PNL)

consiste num método intermediário, com regiões de confiança que evoluem continuamente de

pequenas bolas e tendem a uma caixa completa. As regiões são definidas pela função barreira
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logarı́tmica e a minimização da quadrática é feita através de uma busca de Armijo curvilı́nea

sobre a trajetória central da caixa. Veja figure (6.1).

Figura 6.1: Trajetória Central é descrita no núcleo da matriz jacobiana (plano de corte) com
restrição de caixa.
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APÊNDICE A -- POLIEDRO V1: Guia do Usúario

A.1 Introduç ão

Este guia foi elaborado a pedido de meu orientador Clóvis Caesar Gonzaga e pelos pro-

fessores da banca de mestrado Elizabeth Wegner Karas, Juliano de Bem Francisco e Danilo

Royer.

O objetivo deste guia é incentivar professores e alunos a utilizarem o programaPOLIEDRO V1

em cursos básicos de Otimização Matemática. Além disso, o guia mostra como utilizar o pro-

gramaPOLIEDRO V1 através de comandos básicos a serem processados pelo programa Matlab.

O programaPOLIEDRO V1 foi criado durante os cursos de Programação Linear e Pesquisa

Operacional ministradas pelo professor Clóvis na Universidade Federal de Santa Catarina no

segundo semestre de 2005. Este programa constrói poliedros limitados (politopos) que servem

de auxı́lio na compreensão geométrica de algoritmos em problemas de otimização que utilizam

como região viável poliedros. Inicialmente, o programaPOLIEDRO V1 apresenta a visualização

do desenvolvimento dos algoritmos simplex e branch-and-bound, mas o programa pode ser

reestruturado para problemas de Programação Não Linearcom restrições de caixa.

A visualização geométrica dos algoritmos implica que osproblemas abordados pelo pro-

gramaPOLIEDRO V1 possuem duas ou três dimensões, em que o formato e a dimens˜ao dos

problemas são definidos pelas restrições (poliedro). Além disso, algumas definições e nomecla-

turas são vinculadas aos conceitos teóricos de Otimização abordados na Dissertação de Mes-

trado em Matemática da Universidade Federal de Santa Catarina,Visualizaç̃ao de Poliedros em

Algoritmos de Programaç̃ao Linear e Inteira, apresentada em maio de 2008. Por essa razão,

esta dissertação serve como auxı́lio na compreensão desteGuia do Usúario.
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A.2 Requisitos do Programa

• O POLIEDRO V1 foi implementado em Matlab, assim é necessário o softwareMatlab

na versão 6 ou superior. Além disso o usuário deve ter um conhecimento básico da

linguagem Matlab. Caso o usuário não esteja familiarizado com o Matlab recomendamos

o uso dohelp do Matlab.

• A visualização de poliedros requer um computador com processador gráfico de boa

qualidade.

• Algumas sub-rotinas do programaPOLIEDRO V1 utilizam os três botões domouse, as-

sim para uma melhor utilização do programa recomendamos ouso domousede três

botões.

A.3 Instalação

A versão doPOLIEDRO V1 é fornecida em forma compacta (.zip ou .tar.gz) e precisa ser

desconpactada antes de sua utilização. Para baixar o programaPOLIEDRO V1, basta acessar os

sites:

www.mtm.ufsc.br/∼clovis/POLIEDRO V1.zip

www.mtm.ufsc.br/∼gilberto/POLIEDRO V1.zip

A.4 Conteúdo do ProgramaPOLIEDRO V1

Após a instalação, do diretórioPOLIEDRO V1 terá os seguintes arquivos e subdiretórios

contendo os diversos componentes do programaPOLIEDRO V1:

\BRANCH BOUND Diretório de programação inteira.

\DATA Dados de problemas.

\DATA\R2 Dados de problemas bidimensionais.

\DATA\R3 Dados de problemas tridimensionais.

\POLIEDRO Diretório com os programas de construção de poliedros.

\SIMPLEX Diretório de programação linear.

startup.m Arquivo caminho (orienta o Matlab na busca de diretórios e arquivos).
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A.5 Aprendendo a Usar oPOLIEDRO V1

Agora que você instalou o programaPOLIEDRO V1, vamos ver como utilizamos esta ferra-

menta didática na construção de poliedros e na execução dos algoritmos “Simplex”e “Branch-

and-Bound”.

A.5.1 Inicialização

O programa Matlab deve ser executado no diretórioPOLIEDRO V1, onde se encontra o ar-

quivo startup.m que indicara ao Matlab em que subdiretórios estão os arquivos necessários

para executar o programaPOLIEDRO V1.

Importante: Dependendo da versão do Matlab, o arquivostartup.m não é executado auto-

maticamente. Portanto, antes de utilizar o programa, é recomendada a execução deste arquivo

pelo comando:

>> startup

A.5.2 Poliedros

O programaPOLIEDRO V1 constrói apenas poliedros limitados (politopos) em formatos

canônico ou dual1, com dimesão menor ou igual a 3.

A construção do poliedro tem como base as definições de poliedros encontradas na disseração

de mestrado,Visualizaç̃ao de Poliedros em Algoritmos de Programação Linear e Inteira – 2008,

em que um poliedro pode ser representado como uma intersecção finita de semi-espaços fecha-

dos. A representação desse poliedro P é descrita por

P = {x∈ R
n | Ax≤ b}.

Para construirmos a matrizA, devemos primeiramente definir os semi-espaços que definemo

poliedro. As linhas da matrizA são formadas pelas normais desses semi-espaços.

Outro fator importante é a utilização dohelp do Matlab para visualizar os dados dos pro-

1O formato dual é constituı́do de um sistema de desigualdades, em que cada desigualdade representa um semi-
espaço fechado,Ax≤ b. Por outro lado, o formato canônico é um caso particular doformato dual, em que as
restrições de possitividadesx≥ 0 são separadas das demais, isto é:

Ax≤ b
x≥ 0
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gramas a serem executados. Por exemplo, para visualizar os dados do programapoliedro,

basta executar o comandohelp poliedro:

>>help poliedro

function [ ]=poliedro(A,b,formato,cor)

saida := Desenha o poliedro do problema em R2 ou R3;

entrada := A matriz das restricoes;

b termos independentes;

formato: 1 => canonico; Ax<=b e x>=0; Default;

2 => dual; Ax<=b;

cor: Default ’blue’; string.

Programa auxiliar: ordem.m para ordenar os vertices.

Construção de Poliedros

O programaPOLIEDRO V1 possui um banco de dados no diretório\DATA2. Nos subdi-

retórios\DATA\R2 e\DATA\R3, encontramos dados de entrada que geram poliedros bidimensi-

onais e tridimensionais respectivamente.

Os dados são apresentados pela matrizAe o vetorb. Por exemplo no subdiretório\DATA\R2

encontramos o arquivopentagono.m, correspondente a um polı́gono bidimensional.

Após inicializado o Matlab no diretórioPOLIEDRO V1 basta digitar o comandopentagono

que você gera a matrizA e o vetorb.

>> pentagono

>> A

A =

0 −1.0000

4.4721 −1.4531

2.7639 3.8042

−2.7639 3.8042

−4.4721 −1.4531

>> b

b =

2Quando a dimensão do problema é maior que três, o programaignora a construção do poliedro. Neste caso o
problema é resolvido com o método simplex ou pelo método branch-and-bound, sem a visualização geométrica.
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−0.7639

27.2931

41.4895

19.3781

−8.4840

Observe que a matrizA possui duas colunas, o que caracteriza um problema bidimensio-

nal. Da mesma forma, podemos gerar poliedros tridimensionais encontrados no subdiretório

\DATA\R3. Por exemplo, ao digitar o comandocubo, temos:

>> cubo

>> A

A =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

>> b

b =

2

2

2

Visualização de Poliedros

A visualização de poliedros no programaPOLIEDRO V1 é executada pelo arquivopoliedro.m.

Vimos anteriormente pelo comandohelp os dados do programapoliedro, agora analizaremos

cada dado separadamente:

a) A matriz das restriçõesA e o vetor dos termos independentesb:

• A matrizA deve ter duas ou três colunas, determinando a dimensão do poliedro.

• O número de linhas da matrizA deve ter a dimensão do vetorb. Assim, indepen-

dentemente do formato do poliedro, canônico ou dual, A e b estão bem definidos.

• O sistema de desigualdades (restrições) devem formar um politopo3.

b) O formato do poliedro pode ser canônico ou dual, e é representado pelos números 1 e 2,

3Caso as restrições não definam um politopo, veja na subsec¸ãoPoliedros ilimitadosda seção (3.5.3) no capı́tulo
3 da dissertação.
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respectivamente. Sabemos que o formato canônico considera a restrição de positividade

x≥ 0, já o formato dual não necessariamente possui essa restrição.

c) A cor do poliedro4.

As principais cores são: amarelo, representado pela letray, magenta por m, ciano c,

vermelho r, verde g, azul b, branco w e preto k.

Considere o poliedroP = {x∈ R
3 | Ax≤ b,x≥ 0}. Após ter gerado os dados iniciais (A e

b), a linha de comando do Matlab, para construir o poliedroP no formato canônico, é definida

por:

>>poliedro(A,b,1,‘b’);

Esse comando reproduz o poliedroP, azul noR
3. O programa trabalha com o formato

canônico (1), e a cor azul (b) comoDefault. Então para construirmos o mesmo poliedroP,

basta o comando

>>poliedro(A,b).

Por outro lado, se quisermos construir um poliedroQ= {x∈R
2 |Dx≤ d} na cor vermelha,

o comando é:

>>poliedro(D,d,2,‘r’).

Exemplos de poliedros bi e tridimensionais

Poliedro Bidimensional: Após ter inicializado o programa com o comandostartup,

construı́mos o poliedropentagono pelos comandos:

>> pentagono

>> poliedro(A,b)

Figura A.1: Pentágono

4Existem diversas formas de definir cores no Matlab, encontradas em qualquer manual do Matlab.
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Poliedro Tridimensional: Construı́mos o poliedrocubo pelos comandos:

>> cubo

>> poliedro(A,b)

Figura A.2: Cubo Figura A.3: Cubo, após rotação no ambiente Matlab.

Rotação no ambiente Matlab

Há duas formas de rotacionar figuras no ambiente Matlab. Primeiramente, selecione o link
e em seguida, utilize o mouse ou o teclado da seguinte forma:

1. Rotação pelo mouse: Selecione a figura com o botão esquerdo e rotacione com o mouse;

2. Rotação pelo teclado:

Tecla Ação

↑ rotaciona a figura para cima;

↓ rotaciona a figura para baixo;

← rotação horária;

→ rotação antihorária.

Construindo seu próprio poliedro

Desejamos visualizar a região viável do seguinte problema:

minimizar
sujeito a

f (x,y)
x+y≤ 1,

x,y≥ 0.

Os semi-espaços doR2 que definem o poliedro são representados pelas seguintes desigual-
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dades: 




x+y≤ 1

−x≤ 0

−y≤ 0

A matrizA e o vetrob deste sistema são dados por:

A =





1 1

−1 0

0 −1



 e b =





1

0

0



 .

Essa matrizA e o vetorb podem ser salvos em um arquivo.m no subdiretório\DATA\R2,

visto que o poliedro gerado é bidimensional.

Após criar a matrixA e o vetorb, no Matlab, basta executar o comando:

>> poliedro(A,b)

Figura A.4: Poliedro definido porA e b.

Note que definimosA eb no formato dual com a restrição de positividade. Para definirmos

o mesmo poliedro no formato canônico bastava definir a matrisA e o vetorb da seguinte forma:

A =
[

1 1
]

e b =
[
1
]
.

A.5.3 Sub-rotinaclick1.m

A sub-rotinaclick1.m é usada pelos programaspoliedro simplex epoliedro bb, que

serão abordados nas seções (A.5.4) e (A.5.5). Ela controla rotações e transparência nas figuras.

A seguir, as tabelas mostram como é executado o programaclick1.m:

1. Rotação: A rotação da figura é executada pelo teclado da seguinte forma:
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Tecla Tecla Ação

↑ w rotaciona a figura para cima;

↓ s rotaciona a figura para baixo;

← a rotaciona a figura à esquerda;

→ d rotaciona a figura à direita.

2. Transparência e execuç̃ao do passo:A transparência e a execução do próximo passo

da figura são executados pelo teclado ou pelomouse da seguinte forma:

Tecla Botão Ação

− da direita diminui a transparência da figura;

= da esquerda aumenta a transparência da figura;

Enter central executa o próximo passo.

A.5.4 Visualizaç̃ao de Poliedros no Ḿetodo SIMPLEX

A visualização de poliedros no desenvolvimento do método Simplex utilizando o programa

POLIEDRO V1 é executada pelo programapoliedro simplex. Através do comandohelp, te-

mos que:

>> help poliedro simplex

fuction [ ]=poliedro simplex(c,A,b,Ae,be)

Programa de visualizacao do metodo simplex em R2 ou R3

Programas auxiliares: poliedro.m

simplex grafico.m

click1.m

corte.m

join2vetorpatch.m

join3vetorpatch.m

imprimeponto.m

Problema: min c’x

s.a. Ax<=b formato canonico

Aex==be

x>=0

Dados de entrada:

c:= vetor coluna custo

A:= Matriz das restricoes (de desigualdade)
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b:= Termos independentes de A

Ae:= Matriz das restricoes (de igualdade) somente em R3

be:= termos independentes de Ae

O programa corte.m eh utilizado na construcao das restricoes

de igualdade.

Elaboração do programapoliedro simplex.m

O objetivo desta subseção é apresentar a maneira como o programampoliedro simplex

foi elaborado a partir de um problema de Programação Linear dado e na composição dos pro-

gramaspoliedro esimplex.

Considere um problema de programação linear, constituı́do de um politopo como região

viável, caracterizado porA, b e c.

minimizar
sujeito a

cTx
Ax≤ b,

x≥ 0.

O programapoliedro simplex é composto basicamente pelos programaspoliedro e

simplex, que efetua dois passos principais:

Primeiramente, o programa descobre todos os vértices que oalgoritmo simplex percorre

para definir a solução do problema. Para isso, constrói uma matrizV nos dados de saı́da do

programa simplex, correspondente a estes vértices. Note que os dados correspondentes ao

problema estão no formato dual, assim antes de introduzirmos os dados de entrada no simplex,

o próprio programa altera o formato do problema (fomato primal).

O segundo passo é utilizar o programa poliedro para construir a região viável.

Note que no programapoliedro simplex, o primeiro passo é feito separadamente do

segundo. Assim, os vértices são simplesmente plotados numa ordem determinada pelo simplex,

juntamente com os hiperplanos e a normal. Para plotar os hiperplanos e seu vetor normal

fixamos uma proporção com relação ao tamanho do poliedro. Aqui, não entraremos em detalhes

de como foram construı́dos os hiperplanos nem o vetor normal. Foram simplesmente utilizadas

técnicas de programação em Matlab e geometria analı́tica.
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Exemplo bi e tridimensional utilizando opoliedro simplex

Visualização bidimensional do ḿetodo Simplex

Considere o problema de Programação linear definido por:

minimizar
sujeito a

2x+y
−x+2y≤ 4

3x+5y≤ 15

2x−3y≤ 6

−x−y≤−1

x,y≥ 0.

(A.1)

Os dadosA, b e c que definem o problema (A.1), estão definidos no arquivobarco.m

do banco de dados\DATA\R2. Assim para resolver este problema, basta executar o programa

POLIEDRO V1 através dos comandos:

>> barco

>> poliedro simplex(c,A,b)

Figura A.5: Região viável gerada pelo programaPOLIEDRO V1.

Após o programa geral a figura (A.5), o usuário pode interagir com a figura de duas formas.

Primeiramente, coloque o cursor na figura (A.5) gerada pelo Matlab e, em seguida, teclaEnter

ou utilize o botão central do mouse para executar os próximos passos.

Figura A.6: Representação passo a passo do algoritmo simplex num problema bidimensional.

A sequência de figuras da esquerda à direita, obsevamos a evolução do método simplex

do problema (A.1). A peimeira figura, apresenta o ponto inicial da segunda fase do método

simplex, caracterizado pelo ponto amarelo. A segunda e a terceira figura correspondem aos
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pontos intermediários, caracterizados pelos pontos em vermelho. Já a última figura representa a

solução do problema caracterizada pelo ponto azul. Note que o caminho percorrido pelo método

Simplex é destacado pelas arestas em vermelho.

Cor Representaç̃ao

• Ponto inicial da segunda fase;

• Pontos intermediários;

• Ponto ótimo do problema.

Visualização tridimensional do método Simplex

Considere o arquivodiamante.m. Este arquivo é um problema linear do banco de dados

\DATA\R3 e gera a matrizA e os vetoresb ec, em quec é o custo. Utilizando o comandohelp,

temos:

>> help diamante

diamante.m

Exemplo de problema para o poliedro simplex e poliedro bb(branch

and bound) com dimensao 3

min c’x subject to Ax<=b, x>=0, em que

A:= matriz das restricoes (desigualdades);

b:= termos independentes (desigualdades);

c:= custo relacionado;

Após a inicialização do programaPOLIEDRO V1, execute os comandos:

>> diamante

>> poliedro simplex(c,A,b)

O comandopoliedro simplex gera a figura composta pela região viável (poliedro).

Figura A.7: Diamante
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Em seguida, coloque o cursor sobre a Figura gerada pelo Matlab, e utilize o botão central

do mouse ou a teclaEnter para gerar o ponto inicial da segunda fase do algoritmo Simplex.

Veja a Figura (A.8).

Figura A.8: Diamante com o ponto inicial da fase 2, após rotação utilizando a subrotinaclick1.

Para rotacionar a Figura (A.8), coloque o cursor sobre a Figura gerada pelo Matlab, e a

rotacione pelas teclasw, s, a ou d. Veja tabela na seção (A.5.3). Para efetuar o próximo

passo, basta clicar, novamente, com o mouse no botão central ou a teclaEnter na figura gerada

pelo Matlab e obtemos a Figura (A.9).

Figura A.9: Próximo passo da iteração no Simplex.

A aresta em vermelho representa o caminho percorrido pelo m´etodo de um vértice a outro.

Já as cores dos pontos representam o mesmo que no caso bidimensional, isto é:

Cor Representaç̃ao

• Ponto inicial da segunda fase;

• Pontos intermediários;

• Ponto ótimo do problema.

Vimos anteriormente que a transparência da figura pode ser alterada da seguinte forma:

Tecla Mouse Ação

− Botão da direita diminui a transparência da figura;

= Botão da esquerdaaumenta a transparência da figura;
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Quando a solução é encontrada não é mais possı́vel executar a sub-rotinaclick1.m, a

figura é “fixada” pelo Matlab e as ferramentas de visualização gráficas do Matlab são liberadas,

isto é, a rotação é executada como se tivessemos no programapoliedro da seção (A.5.2). Veja

Figura (A.10)

Figura A.10: Solução encontrada no ponto azul.

Obsevaç̃ao: Se executarmos o comandoclick1 no Matlab, acionamos novamente a sub-

rotinaclick1 na Figura (A.10).
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A.5.5 Visualizaç̃ao de Poliedros no Ḿetodo BRANCH AND BOUND

Nesta seção apresentaremos o programapoliedro bb que faz possı́vel visualizar o desen-

volvimento do método branch-and-bound dos exemplos propostos em\DATA\R2 e \DATA\R3.

Sabemos que o programa “poliedro” constrói politopos, por essa razão, nos ateremos a exem-

plos com região viável neste formato. Considere o problema de PLI definido por:

minimizar
sujeito a

cTx
Ax≤ b,

x≥ 0,

x∈ Z
n.

(A.2)

Análogamente ao programapoliedro simplex, o programapoliedro bb necessita ana-

lisar os dados de entrada. Através do comandohelp do Matlab, temos:

>> help poliedro bb

function []=poliedro bb(c,A,b,bound,nivel)

metodo branch and bound para problemas lineares e inteiros, com cons-

trucao de graficos em r2 e r3:

minimizar
sujeito a

cTx
Ax≤ b,

x≥ 0,

x∈ Z
n.

O formato dual possui todas as restricoes como desigualdades !!!

isto e, o formato dual nao deve possuir resticoes de igualdade.

Os programas auxiliares: bb graf.m e click1.m

dados de entrada em data:

p.ex: no r2 vanderbei.m e no r3 diamante.m

dados: c, A, b, bound, nivel.

bound:= inf, Default

nivel:= 0, Default

O programa polidero bb.m nao possui opcao de cores. A alteracao de

cores deve ser feita diretamente no programa poliedro.m

Dados de saida: Graficos;

Observe que os dados de entradabound e nivel, não são necessários na implementação,

pois o programapoliedro bb define estes dados porinf e zero, respectivamente como “De-

fault”.
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Elaboração do programapoliedro bb.m

O programapoliedro bb é o algoritmo Branch-and-Bound com as rotinas de representação

gráfica, que utiliza o algoritmo Simplex e o programa “poliedro”.

Primeiramente, o programa utiliza o Simplex para determinar a solução do problema re-

laxado. Após, o programa “poliedro” constrói a região viável, para determinar a solução do

subproblema. A cada iteração opoliedro bb constrói dois politopos: um representa o subpro-

blema a ser resolvido separadamente e o outro é sobreposto aos demais politopos (caso não seja

o subproblema do nı́vel 0).

Para uma melhor compreenção do método Branch-and-Bound, indicamos o capı́tulo (5) da

dissertação. Essa passagem é representada no exemplo a seguir.

Visualização bidimensional do ḿetodo Branch-and-Bound

Considere o problemavanderbei2 definido no diretório\DATA\R2. Este problema gera

a matriz A, e os vetoresb e c do problema (A.2) de Programação Interira (PPI). Após a

inicialização do programaPOLIEDRO V1 execute os comandos:

>> vanderbei2

>> poliedro bb(c,A,b)

Este programa gera duas figuras que devem ser posicionadas separadamente para uma me-

lhor visualização.

Figura A.11: Figura 1 e Figura 2 geradas pelo programaPOLIEDRO V1.

Para executar o próximo passo, basta colocar o cursor sobrea Figura 1, gerada pelo Matlab

e clicar com o botão central do mouse ou usar a teclaEnter.
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Figura A.12: Ponto ótimo determinado no nı́vel 0.

A Figura 1 representa o subproblema que está sendo resolvido no nı́vel, já a Figura 2 repre-

senta os subproblemas sobrepostos. A seguir o próximo passo do algoritmo Branch-and-Bound.

Figura A.13: Na Figura 1, o subproblema à esquerda. Na Figura 2, subproblemas sobrepostos.

Note que a cada iteração o programapoliedro bb repassa os dados de saı́da representados

por:

•xopt: solução ótima do subproblema de Programação Linear;

•bound: custo relacionado aoxopt;

Seguindo o mesmo procedimento determinamos todos os pontosdos subproblemas até en-

contrar um ponto ótimo do problema de Programação Inteira. Veja na página a seguir.
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No programapoliedro bb as cores possuem fundamental importância, pois determinamos

a solução do problema pela cor azul, além disso, a cor vermelha representa se o subproblema

é considerado caro, e a cor amarela distingue as soluçõesfracionárias das inteiras. Aqui, as

mesmas ferramentas do Matlab que auxiliavam na visualização nopoliedro simplex são em-

pregadas.

As cores dos pontos que são encontrados pelo método Branch-and-Bound representam a

seguinte relação: (Veja a Figura (A.14))

Cor Representaç̃ao

• Ponto fracionário;

• Ponto com custo “caro”;

• Bound ou solução do problema.

Figura A.14: Solução do problema de Programação Inteira

Algumas consideraç̃oes:

Na seção anterior, o programapoliedro simplex trabalhava com os algoritmos “polie-

dro” e Simplex separadamente. Aqui, a recursividade do algoritmo branch-and-bound faz com

que os poliedros sejam construı́dos a cada iteração, istoé, o programa “poliedro” é uma subro-

tina do branch-and-bound. Além disso, o ponto que caracteriza o bound,xbound(caso exista),

é repassado para a iteração sucessiva.

A visualização gráfica do desenvolvimento do branch-and-bound ocorre após determinar-

mos o politopo correspondente ao subproblema. Mas, se o subproblema for inviável (região

viável vazia) o programapoliedro bb simplesmente o ignora.
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Visualização tridimensional do método Branch-and-Bound

A visualização tridimensional do método Branch-and-Bound se diferencia da visualização

bidimensional analogamente ao método Simplex, isto é, para visualizarmos devemos primei-

ramente rotacionar as figuras geradas pelo programaPOLIEDRO V1. Mostraremos este fato no

exemplo a seguir.

Considere o problematenda.m localizado no diretório\DATA\R3. Este problema gera

a matriz A, e os vetoresb e c do problema (A.2) de Programação Interira (PPI). Após a

inicialização do programaPOLIEDRO V1 execute o comando:

>> help tenda

tenda.m

Problema proposto para trabalhar com simplex ou branch and bound em R3

Problema de programaç~ao linear interira

tipo= dual: restriç~oes de desigualdade com variáveis positivas.

min c’x subject to Ax<=b, x>=0, em que

A:= matriz das restricoes (desigualdades);

b:= termos independentes (desigualdades);

c:= custo relacionado;

O comandohelp mostra os dados gerados pelo arquivotenda.m. Para executá-lo use os

comandos:

>> tenda

>> poliedro bb(c,A,b)

Este programa gera duas figuras que devem ser posicionadas separadamente para uma me-

lhor visualização.

Figura A.15: Figura 1 e Figura 2 geradas pelo programaPOLIEDRO V1.
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Para executar o próximo passo, basta colocar o cursor sobrea Figura 1, gerada pelo Matlab

e clicar com o botão central do mouse ou usar a teclarEnter.

Figura A.16: Ponto ótimo determinado no nı́vel 0.

Analogamente ao processo bidimensional, a Figura 1 representa o subproblema que esta

sendo resolvido no nı́vel, já a Figura 2 representa os subproblemas sobrepostos. Para uma

melhor visualização dos poliedros, Figura 1 e Figura 2, podemos rotacioná-los.

Figura A.17: Figuras após rotacioná-las.

A rotação das figuras são simultâneas e executada com o auxı́lio da subrotinaclick1, isto

é, podemosrotacionar as figuras da seguinte forma:

Primeiramente, colocamos o cursos sobre a Figura 1, em seguida, utilizamos o teclado

como na tabela a seguir:
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Tecla Tecla Ação

↑ w rotaciona a figura para cima;

↓ s rotaciona a figura para baixo;

← a rotação horária;

→ d rotação antihorária.

Para executar o próximo passo do algoritmo Branch-and-Bound, basta colocar o cursor

sobre a Figura 1 e, em seguida, teclarEnter ou o botão central do mouse. Seguindo esse

processo, encontramos a solução ótima do problema de Programação Inteira.

Figura A.18: Solução do problematenda.

Analogamente, ao programapoliedro simplex, o programapoliedro bb utiliza as co-

res para determinar a solução ou o bound do problema pela cor azul, além disso, a cor vermelha

representa se o subproblema é considerado caro, e a cor amarela distingue as soluções fra-

cionárias das inteiras. Aqui, as mesmas ferramentas do Matlab que auxiliavam na visualização

nopoliedro simplex são empregadas.

Novamente, relacionamos as cores dos pontos que são encontrados pelo método Branch-

and-Bound: (Veja a Figura (A.19))

Cor Representaç̃ao

• Ponto fracionário;

• Ponto com custo “caro”;

• Bound ou solução do problema.
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Figura A.19: Pontos calculados pelo programapoliedro bb.

A.6 Problemas Extras

Nesta seção, selecionamos 5 problemas de Programação Linear e Inteira, e utilizamos o

POLIEDRO V1 para resolvê-los. Os problemas são encontrados nos diretórios\DATA, \DATA\R2

e\DATA\R3. Após o processo de inicialização do programaPOLIEDRO V1 resovemos os seguin-

tes problemas.

Problema 1: Este problema é definido pelo arquivoexercicioA2b.m.

>> help exercicioA2d

exercicioA2d.m -- problema 1 bidimensional

Um comerciante pretende obter uma quantidade nao superior a 5 toneladas

de um certo produto. Esta quantidade pode ser encomendada a duas fabri-

cas A e B. A fabrica A garante um lucro de 4 mil Reais por tonelada mas

nao pode fornecer mais de 3 toneladas. A fabrica B garante um lucro de

3,5 mil Reais por tonelada e pode fornecer qualquer quantidade. Qual o

esquema de encomenda que origina um lucro maximo?

variavel de decisao:

x:= quantidade do produto encomendada da fabrica A

y:= quantidade do produto encomendada da fabrica B

max 4x+3,5y ou min -4x-3,5y

s.a. x+y<=5 s.a. x+y<=5

x<=3 x<=3

Para resolvermos este problema utilizando o método Simplex, basta executar os comandos:

>> exercicioA2d

>> poliedro simplex(c,A,b)
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Problema 2: Este problema é definido pelo arquivoexercicioB2d.m.

>> help exercicioB2d

exercicioB2d.m -- problema 2 bidimensional

Uma firma produz e comercializa dois tipos de tapetes. Para a produ-

cao de tapetes sao utilizadas duas maquinas A e B que funcionam res-

pectivamente 12 e 14 horas por dia. Para fabricar 100m2 do primeiro

tipo de tapete sao necessarias 3 horas de trabalho na maquina A e 7

horas na maquina B. A mesma quantidade de tapetes do tipo 2 requer 4

horas e 2 horas respectivamente nas maquinas A e B. Sabendo que o

lucro obtido com a producao de 100m2 do primeiro tipo de tapete eh de

4 u.m. e o correspondente valor para o tipo 2 eh de 3 u.m., qual deve

ser a utilizacao diaria das maquinas de modo a garantir um lucro ma-

ximo para a producao de tapetes?

variavel de decisao:

x:= quantidade de tapete do tipo 1 produzido pela firma;

y:= quantidade de tapete do tipo 2 produzido pela firma.

max 4x+3y ou min -4x-3y

s.a. 3x+4y<=12 s.a. 3x+4y<=12

7x+2y<=14 7x+2y<=14

Para resolvermos este problema utilizando o método Branch-and-Bound, basta executar os

comandos:

>> exercicioB2d

>> poliedro bb(c,A,b)

Figura A.20: Solução do problema 2.
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Problema 3: Este problema é definido pelo arquivoexercicioA3d.m.

Uma empresa tem uma ocupação descontı́nua de certa linha de produção e a administração

está a estudar a hipótese de destinar esse excesso de capacidade à produção de um ou mais

de três produtos designados por A, B e C. A capacidade disponı́vel das máquinas que poderão

limitar a produção é a seguinte:

Maquina Tempo disponivel (horas/semana)

1 200

2 150

3 50

O número de horas-máquina necessário para cada unidade dos referidos produtos é:

Maquina Produto A Produto B Produto C

1 8 2 3

2 4 3 —

3 2 — 1

O departamento de vendas informa que as vendas potenciais dos produtos A e B ultrapas-

sam a capacidade máxima de produção e que a venda potencial do produto C é de 20 unidades

semanais. Os lucros unitários são 20, 6 e 8 u.m., respectivamente para os produtos A, B e C.

Pretende-se determinar o plano ótimo de produção.

Variável de decisão:

x:= quantidade produzida do produto A pela empresa;

y:= quantidade produzida do produto B pela empresa;

z:= quantidade produzida do produto C pela empresa.

minimizar
sujeito a

−20x−6y−8z
8x+2y+3z≤ 200

4x+3y≤ 150

2x+z≤ 50

z≤ 20

x,y,z≥ 0,

x∈ Z
n.
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Problema 4: Este problema é definido pelo arquivoexercicioB3d.m.

Uma fábrica produz três bens A, B e C. O lucro médio que obtem com A é de 40 u.m./ton,

com B é de 30 u.m./ton e com C é de 34 u.m./ton. A unidade de produção compõe-se de 3

seções: a de corte, a de mistura e a de embalagem, que podem ser utilizadas durante 8 horas por

dia. O processo de produção caracteriza-se por:

1. O bem A é primeiro cortado e depois embalado. Cada tonelada consome 1/2 hora na

seção de corte e 2/3 hora na seção de embalagem.

2. O bem B é primeiro misturado e depois embalado. Cada tonelada consome 1 hora na

seção de mistura e 2/3 hora na seção de embalagem.

3. O bem C é primeiro cortado, depois misturado e por fim embalado. Cada tonelada

consome 1/4 hora na seção de corte, 1/5 hora na seção de mistura e 1/4 hora na seção de

embalagem.

Qual a combinação de produção que a empresa deve realizar diariamente a fim de maximi-

zar o lucro?

Variável de decisão:

x:= quantidade produzida do produto A pela fábrica;

y:= quantidade produzida do produto B pela fábrica;

z:= quantidade produzida do produto C pela fábrica.

minimizar −30x−40y−34z
sujeito a 2x+z≤ 32

3y+2z≤ 16
8x+2y+3z≤ 96

x≤ 48/7
y≤ 48/7
z≤ 48/7
x,y,z≥ 0

x∈ Z
n.

Figura A.21: Solução do problema 4.
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Problema 5: Este problema é definido pelo arquivocorreio.m.

Uma estação de Correios emprega um número diferente de trabalhadores em cada dia da

semana:

dom seg ter qua qui sex sab

11 17 13 15 19 14 16

O acordo sindical obriga a que cada trabalhador trabalhe 5 dias consecutivos e depois tenha

2 dias de folga seguidos. Pretende-se saber qual o número m´ınimo de empregados que satisfaz

as necessidades diárias.

Variável de decisão:

xi := número de pessoas que começam a trabalhar no dia da semana i, em quei = 1, . . . ,7.

minimizar
sujeito a

x1 +x2 +x3 +x4+x5 +x6 +x7

Ax≤ b

x≥ 0,

x∈ Z
n.

O problemacorreio possui dimensão 7, portanto não é possı́vel representá-lo grafica-

mente. Por essa razão o programaPOLIEDRO V1 ignora a representação gráfica e repassa

somente os dados de saı́da, o ponto ótimo e a solução do problema. Para resolvermos este

problema de Programação Linear Inteira através do programaPOLIEDRO V1 executamos os co-

mandos:

>> correio

>> poliedro bb(c,A,b)

xopt=

3

7

1

3

0

7

2

bound=

23.0000

em que,x é o ponto ótimo do problema es a solução.
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A.7 Diretório DATA

Nesta seção apresentamos os arquivos “.m” e subdiretórios que compõe o banco de dados

original do programaPOLIEDRO V1. Os problemas pré-formulados estão no diretórioDATA,

classificados da seguinte forma: Nos subdiretóriosR2 e R3 estão os problemas bidimensionais

e tridimensionais, respectivamente. Já os problemas com dimensão superior a três estão no

diretóiroDATA. Veja a tabela abaixo.

Diret ório DATA

Arquivo Subdiretório R2 Subdiretório R3

correio.m barco.m balao.m

dodecaedro.m balao2.m

dual.m chvatal281.m

exercicioA2d.m cubo.m

exercicioB2d.m cubo2.m

hexagono.m diamante.m

pentagono.m exercicioA3d.m

triangulo.m exercicioB3d.m

vanderbei.m tenda.m

vanderbei2.m tenda2.m

vaso.m

Os arquivos “.m” do banco de dados definem o poliedro através da matrizA e do vetor

b. Por outro lado, se estamos interessados em resolver um problema de Programação Linear,

o custoc deve ser gerado. Somente alguns problemas já possuem o custo pré-definido. Para

verificar os dados dos arquivos, basta executar o comandohelp. Por exemplo, para visualizar

os dados do arquivopentagono.m, executamos o comando:

>> help pentagono

pentagono.m

Problema proposta para trabalhar com simplex e branch and bound em R2

tipo= dual: restriç~oes de desigualdade com variáveis positivas.

min c’x subject to Ax<=b, x>=0, em que

A:= matriz das restricoes (desigualdades);

b:= termos independentes (desigualdades);

c:= custo relacionado;
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A.8 Consideraç̃oes Finais

Esta é a primeira versão doGuia do Usúario para utilização do programaPOLIEDRO V1 e

foi elaborado para usuários com um conhecimento básico emMatlab e em Programação Linear.

Por tais razões, aceito sugestões e comentários para o aprimoramento deste documento.

Finalmente, agradeço a todos os colegas do Departamento deMatemática da Universidade

Federal de Santa Catarina que contribuiram diretamente ou indiretamente na elaboração deste

guia e do programaPOLIEDRO V1.

Gilberto Souto
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

