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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a dinamica da transferéncia
de energia em meios modulados e o transporte de particulas através dos multiplos
pocos de um potencial assimétrico conhecido como catraca'. O modelo de estudo é
caracterizado por um sistema de interesse, representado por uma particula sujeita a
um potencial do tipo catraca, interagindo com um nimero N finito de osciladores
harmonicos que modelam um meio discreto, onde o espectro de freqiiéncias é bastante
estruturado.

A dinamica da transferéncia de energia foi estudada em detalhes como funcao
do nuimero N de osciladores do meio. Observamos que para valores baixos de N o
meio pode induzir a transferéncia da particula de um poco do potencial para outro.
Neste regime de N verificamos que quando os efeitos da dissipagao surgem, o sistema
apresenta uma dinamica cadtica. Mostramos também que a energia média do sistema
decai no tempo obedecendo uma lei de poténcia. No estudo referente ao transporte
de particulas constatamos que a mobilidade maxima ocorre no limite onde os passeios

de Lévy, responsaveis pelo comportamento super-difusivo, deixam de existir.

IEssa é a traducdo para a palavra do inglés ratchet.
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Abstract

This work presents a study about the energy transfer dynamics in modulated
environments, and the transport of particles in multiple asymmetric well potentials,
known as ratchets. The model is described by a main system, represented by a
particle under the influence of the ratchet potential, interacting with an environ-
ment composed of a finite number N of uncoupled harmonic oscillators where the
frequencies spectrum is highly structurated.

The energy transfer dynamics between system and environment was studied
in details as a function of the number of oscillators N of the environment. For low
values of N, it is observed that the environment induces a particle transfer between
different potential wells. In this /V regime, a chaotic dynamics for the system particle
occur when dissipation effects emerge. We also show that the rate of decay of the
mean energy from the system obeys a power law. The particles transport along the
ratchet potential shows a maximal mobility at the border line when Levy walks,

responsible for the superdiffusive behavior, disappear.
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Introducao

1.1 Dissipacao em Sistemas Interagentes

Quando queremos tratar um sistema fisico no qual, por alguma razao, nao
temos acesso a todas as informagoes necessarias a respeito dos estados que o caracte-
rizam, temos que recorrer a uma abordagem estatistica. Um exemplo é a impossibi-
lidade pratica de descrevermos a evolucao das equagoes de movimento microscopicas
que regem um sistema macroscopico, isso porque um sistema macroscopico é cons-
tituido por muitas particulas e nao temos acesso ao estado inicial de cada uma delas.
O movimento irregular (Browniano) de uma particula imersa num liquido é um exem-
plo de um sistema dessa natureza. Imagine que se queira descrever o movimento da
particula Browniana levando em conta as equacoes de movimento de cada uma das
moléculas que constituem o liquido. Isto seria uma tarefa impossivel porque nao te-
mos como saber a posicao e velocidade inicial de cada uma das particulas envolvidas
no processo. Diante dessa falta de conhecimento perante a natureza, o que nos cabe
é tratar tais sistemas de forma estatistica e admitir a existéncia de flutuacoes nos
resultados observados.

Podemos aplicar um tratamento estatistico tanto em sistemas que possuem

muitos graus de liberdade quanto em sistemas com poucos graus de liberdade, sem-
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pre que alguma incerteza esta associada as grandezas de interesse. O tratamento es-
tatistico aplicado a poucos graus de liberdade é uma ferramenta bastante ttil tendo
em vista o crescente interesse cientifico em tratar sistemas de escalas nanométricas
e microscopicas, os quais normalmente sao governados pela Mecanica Estatistica
de nao-equilibrio [1,2]. Nesse contexto damos énfase aos processos dissipativos que
surgem devido a interacao de um sistema com o meio em que se encontra. Alguns
exemplos de sistemas dessa natureza sao: efeitos de dissipagao em processos de fo-
toisomerizagao [3], processos de descoeréncia e relaxacdo de spin [4-6], relaxagao
e transferéncia de energia em sistemas moleculares [7-9], processo de tunelamento
quantico em sistemas dissipativos [10, 11], e o transporte direcional de particulas
envolvendo os motores moleculares' [12-15].

Apesar do grande esforco da comunidade cientifica no estudo dos proces-
sos que envolvem dissipacao, ainda hoje nao se tem um entendimento claro de sua
origem. Podemos encontrar trabalhos recentes [16,17] que propde modelos tedricos
para dissipagao, sendo portanto um assunto de atual interesse cientifico. As des-
cricoes teodricos para modelar os efeitos da dissipagao usualmente consideram um
sistema global conservativo, que é representado por um sistema de interesse aco-
plado com um meio (sistema de interesse + meio) [11,16,18-20]. Embora o sistema
global seja conservativo, os efeitos da interacao possibilitam trocas de energia entre
o sistema de interesse e o meto, de modo que o sistema de interesse sozinho pode ser
interpretado como um sistema dissipativo.

Neste trabalho objetivamos o estudo da dissipacao modelada a partir da
descri¢ao de um sistema total conservativo (sistema de interesse + meio). Estamos
particularmente interessados nas trocas de energias entre as diferentes partes do
sistema global quando o sistema de interesse é acoplado com um meio representado
por um numero finito de constituintes, embora nao buscamos a verificacao de um

limite estatistico ou calculos de grandezas estatisticas do problema.

'Proteinas celulares capazes de converter energia quimica em forca e movimento mecéanico, os

quais sao responsaveis por exemplo: pelo transporte de fons e prétons em processos intracelulares.
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Um trabalho histérico que buscou por respostas sobre questoes importantes
relacionadas com a Mecanica Estatistica irreversivel ¢ o trabalho de Fermi-Pasta-
Ulam [21], que em 1955 procurou verificar como um sistema de muitos graus de
liberdade é conduzido de uma situacgao inicial de nao-equilibrio, para uma situacao
de equilibrio. O modelo de Fermi-Pasta-Ulam é descrito por uma rede unidimensional
de N — 1 osciladores nao-harmonicos acoplados. O principal objetivo era verificar a
equiparticao de energia entre os modos de vibragao quando o numero N de osciladores
fosse relativamente grande. Porém, o que eles observaram foi a recorréncia da energia
entre os modos de vibracao. Esse fato so foi explicado bem mais tarde com a ajuda
da teoria do caos que mostrou que a equiparticao de energia s6 é encontrada além
de um limite de forte estocasticidade? [22].

Na literatura podemos encontrar muitos trabalhos que usam um ntmero
finito de constituintes para estudar as transigoes de uma dinamica microscépica
para um comportamento macroscopico. Entre outros trabalhos podemos citar: os
efeitos de descoeréncia em um sistema de dois niveis acoplado a um banho finito
de graus de liberdade [23], cdlculo da flutuagao de energia de um sistema acoplado
com um reservatorio térmico finito [24] e a manifestagao macroscépica de transigao
entre regimes dinamicos numa rede unidimensional do modelo de Fermi-Pasta-Ulam
acoplada a uma impureza [25].

O trabalho proposto por esta tese se encaixa no contexto da Mecanica Es-
tatistica de nao-equilibrio aplicada a poucos graus de liberdade, ao qual procuramos
também dar um enfoque de dinamica nao-linear. Estudamos um sistema de inte-
resse acoplado a um meio constituido por “poucos” graus de liberdade, na ordem de
dezenas ou centenas. Denominamos “poucos” graus de liberdade do ponto de vista
estatistico, mas que na verdade representam muitos graus de liberdade quando anali-
samos o problema do ponto de vista dinamico. A descricao do sistema de interesse é

motivada pelas chamadas catracas Brownianas, as quais iremos discutir na préxima

2A expressdao em inglés é strong stochasticity threshold e significa o limite de transicdo suave,

entre um regime de fraco e forte caos, na dinamica de um sistema.
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Secao.

1.2 Catracas Brownianas

Uma particula Browniana sujeita a um potencial peridédico assimétrico e
uma forca externa dependente do tempo, com média nula, pode modelar um sistema
denominado de catraca Browniana. Esses sistemas (em situagoes reais) podem ser de
escalas microscopicas — na ordem de alguns micrometros — e sao capazes de trans-
portar particulas com velocidade macroscépica diferente de zero, embora em média
as particulas nao sofram a acao de uma forca macroscopica direcionada. O interesse
nestes sistemas é motivado principalmente por problemas da biofisica molecular, onde
mecanismos desse tipo sdo propostos para explicar os motores moleculares [12—15].
Atualmente as catracas Brownianas vém sendo amplamente estudadas nao apenas do
ponto de vista classico [26-30] mas também quantico [31-34]. Esses estudos tedricos
e experimentais tém apontado para possiveis aplicacoes desses sistemas em diferentes
areas da ciéncia [35]. Essas pesquisas indicam a possibilidade de se construir novos
dispositivos que podem ser empregados na separagao de pequenas particulas [36-39]
utilizando as catracas Brownianas. Além disso, outras aplicacoes praticas na area da
fisica da matéria condensada mostram a possibilidade de melhorar o desempenho de
dispositivos supercondutores através da reducao da densidade de vértices® e também
suavizando superficies no processamento de filmes finos de alta qualidade [40,41].

O primeiro protétipo, talvez o mais popular, de um dispositivo do tipo ca-
traca Browniana foi idealizado por Feynman em seu Lectures on Physics [42]. Feyn-
man imaginou um motor capaz de gerar movimento macroscopico a partir de forcas
de origem puramente microscopicas. Para isso, imaginou um dispositivo constituido

por uma catraca conectada a uma hélice por meio de um eixo, ambas separadas

3Vértices (ou linhas de fluxo) podem ser induzidas nos materiais supercondutores por pequenos
campos magnéticos provocando dissipagao de energia e gerando ruido interno, deste modo, limitando

o funcionamento dos dispositivos supercondutores.
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por duas caixas perfeitamente isoladas contendo gases com a mesma temperatura
(T1=Ty), veja a Fig. 1.1. Considerando que o dispositivo é reduzido a escalas mi-
croscopicas, os impactos das moléculas do gés sobre a hélice do motor — decorrentes
do movimento aleatorio das moléculas por causa da agitacao térmica — podem for-
necer energia para o motor girar livremente.

A idéia é retificar este movimento aleatorio com a ajuda de uma lingiieta, fa-
zendo com que a catraca gire mais facilmente em um sentido que no sentido oposto,
e com isso, realizando trabalho suficiente para levantar um pequeno objeto que é
preso no eixo do motor. Porém, contrariando as expectativas, nenhum movimento

preferencialmente direcionado pode ser observado. No entanto, Feynman mostrou

Fig. 1.1: Motor microscdpico idealizado por Feynman. Figura extraida da referéncia [42].

que quando o dispositivo ¢é tratado de forma mais consistente*, o movimento direcio-
nado da catraca é obtido apenas quando a temperatura do gas onde encontram-se a
catraca e a lingiieta ¢ menor do que a temperatura do gas onde esta imerso a hélice,
neste caso, supoe-se Ty > Ty. E assim, surgiu a concep¢ao de um motor Browni-
ano, fonte que serviu de inspiracao nas pesquisa dos motores moleculares. Mas, uma
importante questao é: como tratar teoricamente esse tipo de sistema?

Os modelos contemporaneos de uma catraca Browniana nao tém a mesma

aparéncia fisica do motor de Feynman, considerando que na pratica manter gradi-

4Maiores detalhes sdo obtidos na Ref. [42].
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entes térmicos em pequenas distancias é praticamente impossivel. Por outro lado,
as pesquisas cientificas nessa area tém apontado o uso de outras fontes de energia,
em vez de gradientes térmicos, para o funcionamento de um motor microscépico. A
energia pode ser fornecida por flutuagoes externas [26,43], ou por reagoes quimicas
fora de equilibrio [44]. Assim, o movimento Browniano pode ser induzido a fim de
se obter transporte direcionado de particulas em sistemas que apresentam quebra de
simetria espacial, mesmo que o sistema seja isotérmico.

Neste contexto, Marcelo O. Magnasco [26] propos um modelo tedrico para
uma catraca Browniana. Ele representou a catraca por meio de um potencial periddico

V() que apresenta quebra de simetria espacial, como ilustrado na Fig. 1.2. Considerou

A

V(x)

Fig. 1.2: Potencial periédico assimétrico.

entao, que uma particula é submetida a esse potencial e a forcas de origem deter-
ministicas e estocédsticas. O modelamento desse sistema, incluindo todas as forcas que
atuam sobre a particula, foi feito através da conhecida equacao de Langevin® [1,45],
expressa na forma

ai = f(z)+ ((t) + F(t), (1.1)

onde o é uma constante de amortecimento (com unidades de massa/tempo), = é
a variavel representando a posicao da particula, e portanto, o é uma forca de

amortecimento. Os termos do lado direito sao: o campo de forga devido o potencial

®Leva esse nome devido as contribuicdes de Langevin em 1908. Neste caso especifico, a equacio

é de primeira ordem, pois o termo de inércia mi foi desprezado.
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V(x) que é dado pela equacao f(z) = —0V(x)/dx, o ruido térmico Gaussiano ((t)
que obedece a propriedade (((t)((t')) = 2akgT(t —t'), e finalmente a forga externa
dependente do tempo F'(t), que pode ser de origem deterministica ou estocéstica, com
média temporal zero, e que é responsavel pelo movimento direcionado da particula.

No seu trabalho Magnasco mostrou que o transporte direcionado no dominio
Browniano ¢ obtido sob duas condig¢oes: com a quebra da simetria espacial e com
a quebra do equilibrio térmico. No modelo proposto, veja a Eq. (1.1), a assimetria
espacial é dada pelo potencial V(z) e a forga F'(t) é responsével pelas flutuagoes fora
do equilibrio.

Teoricamente as catracas Brownianas sao descritas por um sistema de in-
teresse acoplado a um banho térmico ou meio, e possivelmente sob a acao de uma
ou mais forgas externas. Um banho térmico (de um ponto de vista microscépico)
¢ representado por um numero elevado de graus de liberdade que sao modela-
dos normalmente por osciladores harmonicos. A forma usual de tratar este pro-
blema consiste em integrar separadamente as equagoes de movimento dos oscilado-
res harmonicos [18,19]. Deste modo, a dinamica do sistema pode ser determinada
através da solucao de uma tnica equacao, ou seja, da equagao de Langevin. Nessa
abordagem, a influéncia do banho térmico — o qual é constituido por um ntmero
infinito de osciladores harmonicos — sobre a dinamica do sistema ¢é feita via duas
forcas: uma forga estocastica e uma forca de amortecimento. No caso da catraca
Browniana descrita pela Eq. (1.1), o sistema é representado pela particula mais o
potencial V' (x), enquanto as forcas at e ((t) descrevem a acao do meio (que neste
caso representa um banho térmico) sobre o sistema, e ainda temos F'(¢) representando
a forca externa que atua sobre a particula.

O progresso nas pesquisas em relacao as catracas Brownianas conta com
contribuigbes tedricas [27,28,46-48] e experimentais [49, 50|, que embora usem os
mesmos principios basicos, podem apresentar variagoes nos seus modelos. Entre es-

ses, podemos citar como exemplo um modelo bastante popular na literatura que é
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caracterizado por um potencial assimétrico do tipo catraca liga-desliga ® [49-51], di-
ferindo da Eq. (1.1) nos seguintes aspectos: a amplitude do potencial V (x) é varidvel
no tempo, e a forga externa F'(t) nao é considerada. Um outro modelo que em-
prega basicamente o mesmo mecanismo de operacao de uma catraca liga-desliga, é
descrito por um potencial peridédico assimétrico fixo no tempo, mas neste caso as
particulas experimentam modulagoes temporais periédicas da temperatura [47]. Es-
sencialmente, em ambos os casos o ruido térmico é indispensavel para obter uma
corrente de particulas diferente de zero. Na literatura encontramos também um
modelo em que o ruido térmico (¢(¢) na Eq. (1.1)) é excluido e, diferentemente da
equagao proposta por Magnasco, o termo de inércia (ma) ¢ inserido na Eq. (1.1) [28].
Esse modelo é conhecido na literatura como catraca deterministica, e sua dinamica
pode ser bastante complexa.

Trabalhos experimentais sobre o efeito catraca mostraram-se bastante pro-
missores mediante a possibilidade de construcao de novos dispositivos capazes de
separar particulas com diferentes tamanhos, cujas as dimensoes sao da ordem de
micrometros. A Fig. 1.3 mostra um protétipo de um dispositivo [38] dessa natu-
reza. Na Fig. 1.3 (a) podemos ver a imagem de um pedaco de silicio constituido por
um grande nimero de poros dispostos paralelamente que sao praticamente idénticos,
com diametro de ~ 1 um. Ao longo do eixo de cada poro o diametro apresenta uma
variagao periédica e assimétrica, lembrando a forma da catraca, veja a imagem na
Fig. 1.3 (b). Uma ilustragao do dispositivo completo é mostrada na Fig. 1.3 (c¢). A
extensao dos poros de silicio, cuja as formas lembram catracas, vai de —zp até zp e
sao ilustrados na cor cinza escuro. Os poros estao completamente preenchidos com
liquido contendo duas espécies diferentes de particulas. O liquido é bombeado peri-
odicamente para frente e para tras através dos poros — o bombeamento ¢é indicado
pelo pistao do lado esquerdo da Fig. 1.3 (c) — e a dire¢do da corrente de particulas
depende sensivelmente do tamanho das particulas envolvidas, o que possibilita a se-

paracao das particulas de tamanhos diferentes em cada lado da base do dispositivo.

6No inglés usa-se o termo on-off ratchet.
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No aparato real o comprimento de 2zp é da ordem de 100 —200 pum, e o comprimento
zp — zp de cada base é de 20 — 200 um. As outras extensoes do dispositivo sao da

ordem de 1 — 2 ¢e¢m.

oS

s

Sessesd
SeSvee
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“_-M_" .
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20 5, %

Fig. 1.3: Protétipo de um dispositivo capaz de separar pequenas particulas. Figura adaptada da

Ref. [38].

Recentemente outro trabalho experimental [52] mostrou que superficies com
forma de catraca apresentam alta eficiéncia no transporte direcionado de gotas de
liquidos na presenca de gradientes de temperatura. Observe a seqiiéncia de imagens
na Fig. 1.4 mostrando o movimento de uma gota através da superficie tipo catraca.

Esse resultado abriu a possibilidade de aplicacoes tecnoldgicas, como por
exemplo, no resfriamento de microprocessadores de alto desempenho.

Os diversos estudos tedricos que encontramos na literatura sobre as catracas
Brownianas, ou simplesmente sobre o efeito catraca, examinam em detalhes esses
sistemas sob diferentes aspectos, por exemplo: a dependéncia da corrente, ou seja,
do fluxo de particulas, como funcao da forma do potencial assimétrico e da forma
do espectro de poténcias do ruido térmico. Foi demonstrado que o surgimento de
correntes reversas esta relacionado com a caracteristica do espectro de freqiiéncias
[53]. O estudo de correntes reversas também ¢ explorado nas catracas deterministicas
em regimes de transporte cadticos e periddicos [29, 54, 55]. Também encontramos

trabalhos recentes sobre sincronizagdo em catracas deterministicas acopladas [30,56,
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Fig. 1.4: Seqiiéncia de imagens que mostram o movimento da gota através da superficie assimétrica

(d=0,3 mm e s=1,5 mm). Essa figura foi adapta da Ref. [52].

57]. Pesquisas sobre a eficiéncia dos motores Brownianos também foram verificados
em funcao da temperatura, massa, amplitude do coeficiente de amortecimento e da
forga externa [58]; alguns trabalhos também propde novas definigoes para o célculo
da eficiéncia nessas maquinas microscopicas [59,60]. As catracas quanticas também
tém sido analisadas, como exemplo: o estudo do efeito de campos de lasers sobre
o transporte de elétrons através de fios moleculares, onde é observado o surgimento
de correntes reversas com uma dependéncia nao linear em relacao a amplitude e a
freqiiéncia do campo de laser [33]. Outro exemplo é o estudo de uma catraca quantica
cujo analogo classico é cadtico, onde o modelo proposto para o estudo do transporte

permite fazer a correspondéncia para o limite classico [34].

1.3 Objetivos e Organizacao da Tese

A presente tese estd inserida no contexto da Mecanica Estatistica de nao-
equilibrio, envolvendo os processos de dissipacao e transporte em sistemas que sao
acoplados com um meio finito. Motivada também pelo assunto que envolve as catra-
cas Brownianas.

O objetivo geral dessa tese é realizar um estudo da dinamica de transferéncia
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de energia, dissipacao e transporte de particulas em potenciais assimétricos, empre-
gando a descricao de um meio modulado. Para isso, tomamos como ponto de par-
tida a formulagao cldssica do modelo de Caldeira e Leggett [10,11], que descreve um
sistema de interesse acoplado linearmente com um reservatério constituido por N
osciladores harmonicos. A partir da integracao numérica das 2N + 2 equacoes de
movimento do sistema global, realizamos o estudo dos topicos mencionados acima.

Diferente do conceito usual de reservatorio térmico, representado por infi-
nitos osciladores, propomos aqui a descricao de um meio finito, ou seja, um meio
representado por um numero N finito de osciladores harmonicos. Neste meio finito,
que chamamos de meio modulado, o espectro de freqiiéncias é bastante estruturado
devido a auséncia de muitas freqiiéncias dentro do intervalo de interesse.

O sistema de interesse é representado por uma particula sujeita a um poten-
cial periddico e assimétrico, ou seja, um potencial catraca. Essa escolha do potencial
foi feita inspirada nas catracas Brownianas, visando o estudo do transporte direcio-
nado de particulas através dos multiplos pogos do potencial.

Os objetivos mais especificos contemplam um estudo detalhado da dinamica
de transferéncia de energia entre sistema e meio [61], a caracterizacdo do processo
dinamico da particula na transicao de um sistema conservativo para dissipativo,
contando com o auxilio de algumas ferramentas da dindmica nao linear [62]. Toda
essa analise é realizada quando o nimero N de osciladores, que constituem o meio,
cresce. O estudo do transporte direcionado de particulas tem como meta caracterizar
o processo difusivo envolvido e verificar sob quais condigoes, e de que maneira, é
possivel obter uma méxima corrente [63]. Os trabalhos mencionados neste paragrafo
[61-63] referem-se aos resultados que foram obtidos com este trabalho.

A tese esta dividida em sete capitulos. A introducao no primeiro capitulo,
aqui apresentado, teve como objetivo contextualizar o tema de estudo proposto por
este trabalho. No segundo capitulo sao apresentados alguns aspectos tedricos que
julgamos relevantes para o entendimento da tese. O modelo de estudo é caracteri-

zado no terceiro capitulo, onde comentamos sobre a motivacgao fisica e apresentamos
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as equacoes de movimento. O quarto capitulo apresenta os resultados referentes
a dinamica de transferéncia de energia e do processo de dissipacao de energia. No
quinto capitulo sao apresentados os resultados da andlise nao linear das séries tempo-
rais do sistema de interesse. Os resultados sobre o transporte e corrente de particulas
sao discutidos no sexto capitulo. E finalmente no sétimo e ultimo capitulo, sao apre-

sentadas as conclusoes.



Aspectos Teodricos

2.1 O Movimento Browniano

O interesse em estudar sistemas que exibem movimento aleatério tem sido
tema de pesquisa por décadas; desde 1905 quando Einstein explicou a origem do
movimento Browniano [64]. Em seu trabalho, Einstein mostrou que a difusao de
pequenas particulas suspensas num liquido ocorre devido ao movimento Browniano.
A particula Browniana sofre constantes colisdes com as moléculas do fluido, essas
colisoes sao resultantes do movimento térmico aleatério das moléculas do fluido.
A Fig. 2.1 mostra um exemplo de uma trajetéria de uma particula Browniana.
Independentemente de Einstein, Langevin propos que a forca sobre a particula de-
vido as moléculas do fluido possui duas componentes [45,65]: (i) uma forga flutuante
que muda de dire¢ao e amplitude freqiientemente (quando comparada com qualquer
outra escala de tempo do sistema) e cuja média temporal é nula; (ii) uma forga dis-
sipativa de amortecimento, que diminui o movimento induzido pela forca flutuante
e que depende da velocidade da particula.

Considerando o caso unidimensional, a equacao de Langevin para o movi-

mento Browniano é expressa por [1]
mi = —at + f(t) , (2.1)
onde x e v = & sao, respectivamente, a posicao e a velocidade da particula Browniana

13
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Fig. 2.1: Caminho irregular descrito por uma particula Browniana.

de massa m. O termo ai representa a forga dissipativa e f(t) é a forga flutuante.
A constante « e a for¢a f(t) sao grandezas associadas ao fluido. Ambas as forcas,
modelam e descrevem o efeito que o fluido exerce sobre a dinamica da particula.
Em geral, a for¢a f(t) é descrita por um processo estocastico Gaussiano [66,67], que

possui as seguintes propriedades:

(f(¥)) =0, (2.2)

(f)fF()) = 2akpTo(t —t'). (2.3)

A primeira relagao, Eq. (2.2), significa que a forga média devido as moléculas do fluido
é nula, em média, enquanto a funcao correlagao, Eq. (2.3), nos diz que os consecutivos
impactos da particula Browniana com as moléculas do fluido s@o independentes. A
constante kg é a constante de Boltzmann e T a temperatura.

A solugao da Eq. (2.1) é dada por [1,45]

17 p
r=a304 2 (1—e ) + —/ dt" f(¢") (1 — et —”) , (2.4)
Y my Jo

onde v = a/m, xy e vy sdo, respectivamente, posi¢ao e velocidade da particula em

t = 0. Tomando a média e usando a propriedade Eq. (2.2), o deslocamento médio
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da particula é
(x) = z0 + X (1—e). (2.5)
fy
A variancia o2 (desvio quadratico médio) é obtida usando as equagoes (2.4) e (2.5),
e expressa na forma
2kpT 2

1
= a0t . 20t
el 7(1 e )+27 (1—e™"]|. (2.6)

o = (o) — {a)* =

Para tempos longos t — 00, o termo dominante é proporcional a ¢, logo

 2%pT

ot = (o) — (2 = S

t =2Dt, (2.7)

onde D = kgT'/«a é o coeficiente de difusao. A funcao distribuigao de probabilidades

das posicoes, considerando zy = 0 e vy = 0, para tempos longos é dada por
72

1
exp{ — )
V2w Dt p{ 2Dt

Portanto, se imaginarmos um conjunto de particulas Brownianas inicialmente lo-

P(z,t) = (2.8)

calizadas em zy = 0, com o passar do tempo essas particulas difundem-se devido
as colisoes com as moléculas do fluido, e depois de algum tempo, essas particulas
encontram-se distribuidas em torno de xy = 0, obedecendo a distribuicao Gaussiana
de acordo com a Eq. (2.8). Esse resultado é equivalente ao resultado para o pas-
seio aleatorio [1,65]. No entanto, nem todo passeio aleatério apresenta exatamente o
mesmo comportamento, como veremos na seqiiéncia, o passeio aleatério é classificado

de acordo com o comportamento difusivo.

2.1.1 Passeio Aleatorio e Voos de Lévy

De acordo com o que foi apresentado anteriormente, o caminho irregular que
a particula Browniana descreve pode ser modelado por um passeio aleatério [65],
pois a cada colisao a particula move-se para uma nova direcao. No entanto, esse
movimento que ocorre em propor¢oes microscopicas, com o passar do tempo, resulta
num espalhamento difusivo da particula, ou seja, um resultado macroscépico.

A conexao entre os conceitos fisicos da difusao e os resultados matematicos

do passeio aleatdrio é feita através do Teorema do Limite Central [1,45,65]. Esse
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teorema diz que a soma de muitas varidveis aleatérias independentes e com mesma
distribuicao de probabilidade tende a distribuicao Gaussiana.
Os efeitos da difusao sao medidos pelo aumento temporal da variancia o2 de

um conjunto de particulas que se movimentam aleatoriamente,
o*(t) = (2*(1)) — (x(1))* = 2Dt (2.9)

onde D é a constante de difusdo. A raiz quadrada da variancia, o, é uma me-
dida do tamanho caracteristico do conjunto de particulas aleatdrias, e a constante
D determina a razao de crescimento desse tamanho caracteristico. Por exemplo, se
colocarmos uma gota de corante num copo de agua, essa vai espalhar-se mais rapida-
mente (constante de difusdo grande) do que se colocdssemos num copo com xarope
(constante de difusao pequena).

Consideramos os passos individuais de um caminhante aleatério, com com-
primentos aleatérios [, que obedecem uma funcao distribuicao de probabilidade P(1).
Logo, a probabilidade de um passo com comprimento [ + dl é dada por P(l)dl. O
Teorema do Limite Central mostra que a constante de difusao é escrita como

@3-
P=""r

(2.10)

onde T é o tempo caracteristico entre cada passo, e os momentos (/) e (I*), sdo
calculados da distribuigao P(1):

+00

(" = / i 1™ P(l) . (2.11)

Observe que a conexao da funcao distribuicao de probabilidade com a cons-

tante de difusdo é feita através dos momentos (I) e (I?). No caso do movimento

Browniano, essa funcao distribuicao de probabilidade é uma Gaussiana, logo, todos os

momentos sao bem definidos. No entanto, caminhantes aleatorios cuja fungao distri-

buigao de probabilidade apresenta um segundo momento infinito, ou seja, (I*) = oo,

tem atraido a atengao dos fisicos nas iltimas trés décadas [68-72]. Neste caso, o Te-

orema do Limite Central nao é aplicado, e a constante de difusao D nao é definida.
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Os matematicos foram os primeiros a estudar o passeio aleatério com se-
gundo momento infinito, em particular Paul Lévy [69,70]. Por esse motivo, essa
classe especial de passeio aleatério ¢ denominada de passeios de Lévy ou voos de
Lévy [69].

Fisicamente o que significa um segundo momento infinito, (I?) = co? A pri-
meira vista pode parecer paradoxal um caminhante aleatorio apresentar uma média
infinita para o comprimento quadrado do passo, afinal de contas, cada passo deve ter
um comprimento finito. Porém, uma média infinita do comprimento quadrado do
passo significa apenas que, apesar dos longos passos serem raros, eles nao sao tao raros
tal que o termo médio ([?) seja finito. Por exemplo, considere o caso onde o compri-
mento de cada passo possa assumir os valores discretos m variando de 1 até infinito,
com uma probabilidade P(m) o 1/m3. A probabilidade de ocorrer qualquer dado
passo pode ser calculada, e a soma: Y -, 1/m? é finita, essa é uma escolha razodvel
para uma maneira de tomar passos de comprimentos aleatérios. No entanto, consi-
derando a média do comprimento quadrado do passo: (m?) =>_>_ (1/m?) x (m?),
essa ¢ infinita.

Lévy mostrou [69] que se a funcado distribui¢ao de probabilidade P({) decai

como uma lei de poténcia,

P(l) ~ 17 (2.12)

logo, (I%) = oo para p < 3, e a integral na Eq. (2.11) (com n = 2) diverge. Neste caso,
a variancia aumenta temporalmente mais réapida do que o caso linear da Eq. (2.9).

Dizemos entao que a difusao é anomala e escrevemos:
o (t) ~ 1, (2.13)

com 1 < v < 2, o que caracteriza um movimento super-difusivo, justamente o caso
dos voos de Lévy. No entanto, para difusao normal devemos ter v =1 e p > 3.

A Fig. 2.2 (a) mostra um exemplo de passeio aleatério com difusao normal,
e a Fig. 2.2 (b) mostra uma trajetoria tipica de passeio aleatério com voos de Lévy.

Em ambos os casos temos P(l) ~ [7# onde pu = 3,8 > 3 para o passeio aleatério
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Fig. 2.2: Passeios aleatorios, apos 500 passos, gerados artificialmente com a distribuicao de pro-
babilidade P(l) ~ =", onde a direcao de cada passo foi escolhida aleatoriamente [73]. O valor do
expoente p foi escolhido apropriadamente: (a) p = 3,8 para difusao normal e (b) u = 2,2 para o

caso super-difusivo (véos de Lévy).

com difusdo normal, e 4 = 2,2 < 3 para o passeio aleatdrio super-difusivo (voos de
Lévy).

O movimento global de um passeio aleatério que apresenta difusao normal,
ap6s muitos passos, é dado pelo comportamento médio sobre todos os passos. Por
outro lado, para o caso anémalo, ou seja, quando existem voos de Lévy, o movimento

global é dominado por poucos e raros passos.

2.2 Descricao Microscépica da Dissipacao

Em muitos sistemas de interesse a origem dos efeitos dissipativos pode nao
ser muito clara. Esses sistemas normalmente interagem com varios graus de liberda-
des do meio em que se encontram. Portanto, o desenvolvimento de modelos capazes
de relacionar os varios graus de liberdade do meio com o sistema de interesse podem
ser bastante 1teis do ponto de vista pratico. Isso porque, em muitos casos é possivel
ter acesso aos valores das grandezas fisicas que caracterizam esse meio. Logo, um mo-
delo que seja capaz de descrever efeitos de dissipacao e que leve em conta o sistema
de interesse juntamente com as caracteristicas do meio (ou reservatério térmico),

pode ser bastante interessante.
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Uma aproximagao para descrever efeitos de dissipacao consiste em conside-
rar o sistema de interesse e o meio como sendo constituintes de um sistema global.
Quando olhamos apenas para dinamica do sistema de interesse podemos observar
dissipacao, embora o sistema como um todo seja conservativo. Esse tipo de modelo
normalmente considera um sistema de poucos graus de liberdade acoplado com um
grande nuimero de osciladores harmonicos, que representam o meio, ou reservatorio
térmico. Esse modelo foi introduzido e discutido numa série de quatro artigos por
Ullersma [20], mostrando que num limite apropriado é possivel verificar que o sis-
tema de interesse comporta-se como uma particula Browniana e a dinamica é gover-
nada por uma equacao de Langevin. Nessa descrigao, a dissipagao ocorre devido a
transferéncia de energia do sistema de interesse para o meio. A energia, uma vez
transferida, é distribuida entre os graus de liberdade do reservatério térmico e nao
retorna mais para o sistema dentro de qualquer periodo de tempo que seja fisica-
mente relevante. Para um meio constituido por muitos graus de liberdade o tempo
de recorréncia de Poincaré é muito grande e nao pode ser observado dentro de um
intervalo de tempo aceitével [18].

O modelo do sistema mais o reservatério, constituido por N osciladores
harménicos, foi introduzido por Caldeira e Leggett [10,11] no estudo do tunelamento
quantico em sistemas dissipativos. Desde entao, esse modelo tem sido amplamente
usado para tratar dissipagao em sistemas quanticos [18,74]. Na seqiiéncia, apre-
sentamos a aplicagao desse modelo na derivacao da equagao de Langevin para o
movimento Browniano classico, dada pela Eq. (2.1).

A Hamiltoniana total que descreve um sistema interagente com um meio
composto por N osciladores harmonicos independentes, sendo suposto um regime de

fraco acoplamento com cada modo de vibragao, é dada por [11, 18]

p? 1. [1? T, \?
H:——l—V(X)—l——Z{p—J—l—mjw]z-(xj— ]2X> }, (2.14)

2M 2 = Lmy m;jw;
e X, P, M sao, respectivamente, a coordenada, o momento linear e a massa da
particula de interesse. V(X) é o potencial ao qual a particula estd sujeita. As

variaveis x; e p; representam a coordenada e o momento linear do j-ésimo oscilador
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de freqiiéncia w; e massa m;. O acoplamento entre sistema e meio é considerado
bilinear (linear em ambas coordenadas X e z;). A intensidade do acoplamento é
dada pela constante I';.

As equagbes de movimento para o sistema total sao:

N 2
.. I
MX =-V'(X)+) (Fj I E— 2X> : (2.15)
j=1
que representa a equacao da particula de interesse, e
mjij = —mjw?xj —f- XF] s (216)

que representa a equagao do j-ésimo oscilador do reservatério. A Eq. (2.16) pode
ser facilmente resolvida [75] e a solucdo z;(t) pode ser substituida na Eq. (2.15), a
fim de eliminar os graus de liberdades dos osciladores. Obtemos entao, uma tunica

equagao para X (t), que é expressa na forma

MX(t)+V/(X) = — / Ca At — ) X () + (), (2.17)

onde o termo y(t — t') representa a memdria dissipativa, e é dado por

V(t—t) = iji) 5 coslw;(t — 1], (2.18)

sendo a forga flutuante escrita como

f(t)zé {0~ Fimm} costt) + T2 sen )} (219)

mjwj mjwj

A Eq. (2.17) é chamada de equacao de Langevin generalizada [19], uma completa
derivagao dessa equagao é mostrada no apéndice A. O lado direito da Eq. (2.17)
mostra a forga liquida exercida sobre a particula devido a interacao com os osciladores
do reservatério térmico. O primeiro termo representa a forca dissipativa, que é
dependente do tempo, ou seja, existe dependéncia entre as sucessivas colisoes da
particula com os osciladores do meio. O segundo termo representa a forga flutuante,
dependente do estado inicial dos osciladores (z;(0), p;(0)) do meio e da coordenada

inicial do sistema X (0).
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Para obter uma interpretagao estocastica da forga flutuante f(t), conside-
ramos que em ¢t = 0 o reservatério estd em equilibrio na presenga do sistema [76], e
assumimos que p;(0) e z;(0) sao distribuidos de acordo com a distribuigao canonica

N 2
p=7'exp {—ﬁ Z [ijmO]) + m]TwJQ (xj(O) — %X(O)) ] }, (2.20)

Jj=1 J

sendo § = 1/kgT e Z é a funcao de partigao canonica [77]. Tomando a média sobre
os valores iniciais p;(0) e z;(0), em relagdo a distribui¢do canonica (Eq. (2.20)), a

forca flutuante f(t) apresenta as seguintes propriedades estatisticas:
(f(t)) =0, (2.21)

(fOfE)) = kgTy(t =) . (2.22)
Os detalhes dos céalculos para a obtengao da Eq.(2.21) e Eq.(2.22) sd@o mostrados
no apéndice B. Portanto, a natureza estocastica da forca f(t) fica caracterizada em
termos da média, Eq. (2.21), e da fungao de autocorrelagao, Eq. (2.22), que estd
conectada com o coeficiente de dissipacao (t).

A dependéncia temporal do coeficiente de dissipacao, y(t), nos diz que o
efeito do reservatorio térmico sobre a dinamica da particula produz um ruido colorido,
ou seja, o espectro nao é constante para todas as freqiéncias dos osciladores do
reservatério. Neste caso, o coeficiente de dissipagao v é dependente do espectro de
freqiiéncia expresso por [18]

Y (w) = /OO dt et ~(t) , (2.23)
sendo conectado com a funcao de autocorrelacao via o Teorema Flutuacao-Dissipacao,
apresentado por Kubo [78] na forma

1 o0

-7 ) dt e (£(0)f(t)) . (2.24)

Y (w)

No entanto, para tratar um sistema fisico do ponto de vista pratico, é preciso

estabelecer uma relacdo entre o coeficiente y(w), definido pela Eq. (2.23), com os
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parametros do reservatério térmico associados com a Eq. (2.18). Com esse propésito,

¢ definido a densidade espectral do acoplamento com o reservatério térmico [11,18]

J(w) = g Z mrjzu j&(w —w)) . (2.25)

Supondo a existéncia de um continuo de osciladores (N — o0) compondo o reser-
vatério térmico, o coeficiente de dissipagao v(t), Eq. (2.18), pode ser escrito em

termos da densidade espectral J(w) na forma

vt —1t)= 2 /000 dw JE:U) cos [w(t —t')] . (2.26)

™

Desse modo a dinamica da particula de interesse é totalmente determinada
pela massa M, o potencial V(X), e a densidade espectral J(w).

Para obter a Eq. (2.1), assumimos uma forma continua para a densidade
espectral J(w), como sendo

J(w) = aw , (2.27)

para todas as freqiiéncias w do espectro, onde « é o coeficiente de dissipacao que,
neste caso, ¢ independente da freqiiéncia. Para essa situacao particular, estruturas
mais detalhadas do espectro sao desprezadas, ou seja, qualquer freqiiéncia do espectro
contribui com peso igual. Essa aproximacao sé é valida quando assumimos que a
escala de tempo de interesse sejat >> w_ !, onde w, é a freqiiéncia de corte dos modos
vibracionais do reservatoério. Em outras palavras w. ¢ aproximadamente igual ao
comprimento da regiao do espectro, onde J(w)/w pode ser considerado constante [20].
Essa freqiiéncia de corte w, também ¢ necessaria para evitar divergéncias, porque na
pratica quando tomamos o limite w — oo a densidade espectral J(w) deve ir a

zero [18]. Entao, substituindo a Eq. (2.27) em (2.26), obtemos

Yt —t) =22 / " dw cos [w(t — )] ~ 2a6(t — 1) (2.28)

™

Logo, a Eq. (2.17) fica sendo

MX = —aX + f(t), (2.29)

que ¢ idéntica a Eq. (2.1) para o movimento Browniano, quando consideramos a

particula livre V(X) = 0.



O Modelo de Estudo

3.1 Motivacao Fisica - “Poucos” Graus de Liber-

dade

O estudo de sistemas interagentes envolvendo poucos graus de liberdade sao
de interesse atual e envolvem questoes que ainda nao estao bem resolvidas como
irreversibilidade, equipartigao de energia e descoeréncia quantica [79,80]. Muitos
sistemas fisicos de meso e nanoescalas apresentam essas caracteristicas, como por
exemplo a descoeréncia e relaxacao de spin [4,6] e relaxacao vibracional em moléculas
poliatomicas [81].

Na natureza muitos processos dinamicos, presentes em sistemas moleculares
complicados, normalmente sao descritos por um “carogo reativo” (sistema principal)
[7], constituido por relativamente poucos graus de liberdade, o qual é responsavel
pela parte dominante do processo. Esse sistema, por sua vez, esta acoplado a muitos
outros graus de liberdade que funcionam efetivamente como um banho térmico e
induzem efeitos dissipativos. Tal descricao se aplica a dinamicas intramoleculares,
como também em processos que acontecem em banhos térmicos como os liquidos.
Sendo assim, o modelamento dinamico destes processos necessita levar em conta o
meio, ou pelo menos uma parte explicita desse meio.

Estruturas moleculares complexas, que sao responsaveis pela absorc¢ao de luz

23
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no processo de fotossintese, representam um exemplo desse tipo de sistema que acaba-
mos de mencionar acima. Em particular, vamos nos referir aos chamados complexos
de antenas coletoras de luz', presentes num tipo de bactéria [82]. Esses coletores de
luz possuem forma de anel e sao formados por um aglomerado de proteinas.

A Fig. 3.1 mostra a estrutura de uma unidade celular que compoe o sistema
coletor de luz de uma bactéria. Os pigmentos responsaveis pela absor¢ao de luz sao
mostrados nas cores verde e amarelo. A ilustragao que esta na base da Fig. 3.1 mos-
tra uma vista lateral desse complexo, sendo possivel reconhecer dois aglomerados de
moléculas, que tém forma de anel, e sao representados na cor verde. Uma melhor
visualizacao desses aglomerados é mostrada na Fig. 3.2. O anel superior possui um
arranjo com 8 unidades (quadrados verdes) de B800 BChls — (bacteriochlorophylls)
— que absorvem em 800 nm, enquanto o anel inferior possui um arranjo com 16
unidades de B850 BChls que absorvem em 850 nm, e também é mostrado 8 caro-
tendides, na cor amarelo, que absorvem em 500 nm. Apesar da grande complexidade
dessa unidade celular coletora de luz, Fig. 3.1, nesse momento nos interessa apenas
chamar atengao para a Fig. 3.2, mais especificamente, para o anel molecular que é
constituido por 16 unidades moleculares de B850 BChls. Esse anel molecular é o que
de fato esta representando o sistema principal. Enquanto, todo o restante do sistema,
ou seja, o anel B8RO0 BChls, os carotendides, o material protéico e as moléculas de
agua, estao representando o banho térmico propriamente dito.

Partindo de uma descricao teérica? — que modela uma interacao linear do
sistema principal com os fonons de energia hiw do reservatério (admitindo A = 1) e
cujo objetivo é descrever a influéncia das flutuacoes térmicas sobre a dinamica do
sistema principal representado pelo anel molecular com 16 unidades moleculares de
B850 BChls — é possivel obter a fungao densidade espectral J(w) dos fonons que

representam o meio ou banho térmico. A Fig. 3.3 mostra a forma bastante

'Essa é a expressao em portugués que usamos para traduzir a seguinte expressdo do inglés:

light-harvesting antennae complezes.
2Maiores detalhes sobre a descricao tedrica, bem como sobre as simulacoes numeéricas, sdo obtidos

na Ref. [82].



3.1. Motivagao Fisica - “Poucos” Graus de Liberdade 25

Fig. 3.1: Topo: Vista superior de uma unidade celular que compoe o complexo de coletores de luz
de uma bactéria [82]. As principais unidades protéicas sao ilustradas nas cores azul e magenta.
Os pigmentos responsaveis pela absor¢ao de luz sao mostrados nas cores verde e amarelo. Base:
Vista lateral do complexo de coletores de luz envolvido num meio aquoso. As moléculas de dgua
sdo mostradas na cor azul claro. E possivel reconhecer dois aglomerados de moléculas, em forma

de anel, representados na cor verde. Essa figura foi gerada numericamente, e retirada da Ref. [82].
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Fig. 3.2: Vista lateral dos pigmentos responsaveis pela absorcao de luz, ilustrados nas cores verde
e amarelo. O aglomerado de moléculas superior é arranjado num anel com 8 unidades (quadrados
verdes) de B800 BChls que absorvem em 800 nm, e um anel inferior com 16 unidades de B850
BChls que absorvem em 850 nm, e ainda, 8 carotendides sao ilustrados em amarelo e absorvem em

500 nm. Essa figura foi gerada numericamente, e retirada da Ref. [82].
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Fig. 3.3: Densidade espectral dos fonons que representam o banho térmico que interage com o
sistema principal (que é constituido por 16 unidades moleculares de B850 BChls). Figura retirada

da Ref. [82].

complicada do espectro de freqiiéncias obtidos. Porém, é possivel identificar um pico
proeminente em torno de w ~ 0.2 €V, indicando um forte acoplamento do sistema
com o modo vibracional intramolecular C=0. No entanto, podemos perceber que
J(w) possui também significantes contribui¢oes sobre todo o intervalo 0 < w < 0.22
eV. Desse modo, é esperado que todo esse continuo de freqiiéncias contribua com o
alargamento do espectro de absor¢ao do sistema principal.

Nosso objetivo acerca de toda essa discussao, sobre o sistema coletor de luz
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presente num tipo de bactéria [82], é chamar atengao para a forma da densidade
espectral dos fonons (Fig. 3.3). Apesar de existir um continuo de freqiiéncias, note
que o espectro é modulado por algumas freqiiéncias mais importantes no processo
de absorcao, vistas como os picos na Fig. 3.3. Podemos dizer entao que este tipo de
sistema é um exemplo de meio modulado, e que o espectro poderia ser representado,
ainda que de forma aproximada, por um nimero finito de freqiiéncias.

Outros exemplos que também representariam um mezo modulado sao: re-
laxagao de spin e fraca antilocaliza¢do em pontos quanticos [5], para o qual o nimero
de graus de liberdade do meio é baixo; cavidades quanticas com um nimero finito de
modos de freqiiéncias [83,84], e ainda, outros sistemas moleculares complexos [7-9],
em que os graus de liberdade de interesse sao acoplados com um reservatorio repre-

sentado por finitos graus de liberdade.

3.2 Caracterizando o Meio Modulado

No capitulo anterior mostramos que a partir da Hamiltoniana Eq. (2.14) —
que representa um sistema de interesse acoplado linearmente a um meio que é descrito
por N osciladores harmonicos independentes — pode-se obter uma tnica equacao
de movimento em termos da varidvel X (¢) do sistema de interesse. Essa equagao é

conhecida como equagao de Langevin generalizada [19] e expressa na forma

MX(t) +V'(X) = — / (= 1) X(E) + 1), (3.1)

sendo y(t — t') o coeficiente de dissipagao que é dado em termos dos parametros dos

osciladores do meio,

vt —1t) = Zmlgiﬂ coslw; (t — )] , (3.2)

e f(t) é a forga devido as consecutivas colisoes da particula do sistema com os osci-

ladores e depende do estado inicial dos osciladores na forma

f(t)zilﬂ {0 - 25 x0] coston + 20senn}. 33)

mjwj mjwj
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Lembramos que V’(X) na Eq. (3.1) representa o potencial ao qual a particula
de massa M ¢ submetida. As grandezas w;, m; e x; representam, respectivamente,
a frequiiéncia, massa e coordenada do j-ésimo oscilador do meio. A intensidade do
acoplamento entre sistema e osciladores ¢ dada por I';.

O coeficiente de dissipagao y(t — t) esta relacionado com a forga f(t) pela
fungao de autocorrelagao,

N 2

(FOF) = koTo(t 1) = kTS — L, cosfyt ~1)] . (34

=1 iWj

O movimento Browniano descrito pela solu¢ao da Eq. (2.1) existe apenas
no caso limite: quando (¢ — t') é proporcional a §(t — t'), ou seja, o coeficiente de
dissipacao nao apresenta efeitos de memoria e é representado por uma constante.
Essa aproximagao so é possivel quando se tem um continuo de osciladores N — oo.
Conseqiientemente a forga f(¢) nao apresenta correlacao temporal e isso significa que
as sucessivas colisoes da particula com os osciladores do meio sao independentes. No
entanto, essa é uma situacao idealizada porque na natureza sempre existe um tempo
de meméria microscopica que é associada aos efeitos de inércia do meio [18].

De um ponto de vista diferente da descricao aproximada que resultou na
equacao de Langevin para o movimento Browniano, nosso propésito neste traba-
lho é modelar um sistema acoplado com um meio finito. Para melhor entender as
implicagoes de um meio discreto (finito) em relagao a um meio continuo, vamos apre-
sentar na seqiiéncia alguns exemplos aplicados a fungao de autocorrelagao de f(t)

(Eq. (3.4)) que buscam ilustrar esses dois regimes.

3.2.1 Continuo

Vamos usar um exemplo fisico de um elétron sujeito a um potencial harmonico
e interagindo com um campo eletromagnético. Esse problema ¢ tratado de um ponto
de vista classico e foi apresentado em um dos artigos do Ullersma [20].

A dinamica do elétron é modelada pela equacao de Langevin generalizada

Eq. (3.1), onde V(X) é potencial do oscilador harmoénico. A coordenada X (t) re-
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presenta a posicao do elétron. As grandezas w;, m; e x; sao, respectivamente, a
freqiiéncia, massa e coordenada do j-ésimo oscilador que representa um dos termos
da expansao do campo eletromagnético?.

A fungao de autocorrelagao da forca f(t), quando é considerado um espectro
continuo, é expressa por [20]
2
C

O = ka0

sendo w, a freqiiéncia de corte que, aproximadamente, fornece o comprimento da

exp{—(we —a)[t =t} , t>>w ", (3.5)

regiao do espectro. Essa freqiiéncia estabelece a escala de tempo transiente 7, = w_ !

do problema. A freqiiéncia wy é a freqiiéncia de oscilacao do elétron no potencial
harmonico. A constante ko depende da carga e da massa do elétron. Finalmente, a
constante de amortecimento o = w3 /2kg estabelece o tempo de relaxagdo 7, = a™ ',
onde 7, >> T;.

O tempo 7; = w_ ! representa uma medida da duragao de uma interagao, e
pode ser interpretado como um tempo de colisao. E neste caso, as colisoes poderao

ser consideradas independente quando tomamos o limite w. — 0o na Eq. (3.5), ou

seja, quando consideramos 7; — 0, obtemos a expressao

(f() (1) = 20kpT5(t — ') , (3.6)

que é a forma conhecida da funcao de autocorrelagao para o movimento Browniano.
Somente nesse regime a dinamica da particula pode ser descrita por um processo
estocéstico estaciondrio.

Observe que a fungao de autocorrelagao, Eq. (3.5), é valida somente quando
se considera um espectro continuo N — oo, e para escalas de tempo de interesse da

ordem t >> 7.

3 A expansdo do campo eletromagnético é dada em termos dos modos normais de vibracao dentro

de uma cavidade esférica de raio L, sendo cada modo de vibragao expresso por w; = jm/L.
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3.2.2 Discreto

O exemplo apresentado acima deixou claro como sao as relagoes entre as
diferentes escalas de tempo do problema. No entanto, quando consideramos a funcao
de autocorrelagao para um ntimero N finito de osciladores, Eq. (3.4), fica dificil definir
uma escala de tempo de relaxacao ou transiente para o problema. Na seqiiéncia
apresentamos trés exemplos para ilustrar essa situagao. Cada um dos exemplos se
refere a diferentes valores para a constante de acoplamento I'; da Eq. (3.4), onde
as freqiiéncias dos osciladores w; do meio, foram geradas aleatoriamente de acordo
com a distribui¢ao de Debye [65] que para N — oo é dada por p(w;) o< wj. Essas
freqiiéncias sao distribuidas no intervalo 0 < w; < 2,5, os detalhes desta distribuigao
serao dados na Sec. 3.2.3.

O analogo discreto da funcao de autocorrelagao para o exemplo do elétron
no campo eletromagnético que mencionamos acima é dado pela Eq. (3.4), com F? =
4aw§w? (w? —I—wjz) [20]. A Fig. 3.4 mostra a fungao de autocorrelagao para N =
10,100 e 10000. Observe que a medida que N aumenta, as oscilacoes aproximam-se
de zero (para tempos mais longos). Isto significa que sucessivas colisoes perdem sua

correlagao no limite N — oo e t — o0.

3,0 T T T T
N=10
24 N=100 —— 1
_ N=10000 —— |
~ 18
A L2} -
S 06 1
£ 00

-0,6 |
-1,2

Fig. 3.4: Funcao de autocorrelagao (Eq. (3.4)) para N = 10,100 e 10000, com os seguintes valores

de parametros: kT =1, m; =1ea=1.
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No entanto podemos observar que para poucos osciladores, como o exemplo
N = 10 mostrado na Fig. 3.4, a amplitude das freqiientes oscilacoes sao bastante
significativas. Mesmo com a escolha apropriada de I';, para um ntmero finito de
osciladores, as recorréncias na funcao de autocorrelacao tendem a persistirem por
um tempo muito longo (¢ — 0o). Neste caso, existe uma forte dependéncia entre as
sucessivas colisoes da particula com os osciladores do meio, e a dinamica da particula
ird depender de forma significativa das freqiiéncias que caracterizam o espectro dos
osciladores.

Considerando I'; = I" = 0,1 para todos os osciladores do meio, a funcao de
autocorrela¢ao Eq. (3.4) é exibida na Fig. 3.5 para valores diferentes de N. Neste caso
também observamos as oscilagoes temporais para todos os valores de N. Observe
que a medida que o valor de N aumenta de 10 pra 10000, o periodo das oscilagoes
também aumenta e a amplitude das oscilacoes sao mais proxima de zero quando
N =10000. A amplitude das oscilacoes para N = 10000 variam entre -0,005 e 0,005

(nao é visivel na escala mostrada na figura).

0,06 T T T T
N=10
(a) N=100 ——

» 004 T N=10000 —— ]
A
S 002} -
=
g 000 | 5

-0,02 F

0 100 200 300 400 500 600 700 800
t

Fig. 3.5: Funcgao de autocorrelagao (Eq. (3.4)) para N = 10,100 e 10000, com os seguintes valores

de pardmetros: kT = 1, m; = 1, a constante de acoplamento I'; = 0,1 é a mesma para todos N

osciladores.

Vamos considerar um outro exemplo em que I'; assume valores aleatérios

entre 0 e 0,1. A Fig. 3.6 mostra a funcao de autocorrelagao para diferentes N.
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Fig. 3.6: Funcao de autocorrelagao (Eq. (3.4)) para N = 10,100 e 1000, com os seguintes valores
de parametros: kg1 =1, m; = 1, a constante de acoplamento I'; assume valores aleatdrios entre 0

e 0,1 para cada um dos osciladores do meio.

Podemos observar uma situacao muito parecida com o exemplo anterior, as oscilagoes
temporais da funcao de autocorrelagao aparecem para todos os valores de N, e como
no caso anterior, o periodo das oscilacoes aumenta quando N aumenta. Neste caso a
amplitude das oscilagoes para N = 10000 variam entre -0,002 e 0,002 (nao é visivel
na escala mostrada na figura). Novamente podemos constatar que quando o nimero
de osciladores é finito as colisoes consecutivas da particula com os osciladores sao
correlacionadas no tempo, o que implica que a dinamica da particula dependera dos
detalhes do espectro dos osciladores com os quais ela interage.

De acordo com as Figs. 3.4, 3.5 e 3.6 podemos concluir que quando o meio é
representado por poucos osciladores, independente da escolha do parametro de aco-
plamento I';, a funcao de autocorrelacao apresentara recorréncia temporal. Existird
dependéncia entre as sucessivas colisoes da particula com os osciladores do meio.
Portanto, podemos dizer que a dinamica do sistema de interesse (quando acoplado

com um meio discreto) é caracterizada por um processo nao Markoviano.
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3.2.3 Meio Utilizado Neste Trabalho

A representacao de um meio constituido por um nimero finito de graus de li-
berdade, pode representar o que chamamos de um mezo modulado, o que corresponde
a um espectro de freqiiéncias discreto. Abruptas variagoes modulam o espectro, visto
que, muitas freqiiéncias nao estao presentes no intervalo de interesse. Portanto, a
particula do sistema ¢ fortemente acoplada a alguns modos especiais de vibragao

desse meio. A Fig. 3.7 (a)-(h) mostra vérias realizagoes, para diferentes nimeros de
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Fig. 3.7: Diferentes realizac¢ées para a distribuicao de freqiiéncias dos osciladores. As distribui¢ées
sao geradas aleatoriamente [73] dentro do intervalo 0 < w; < 2,5, e possuem uma forma quadrética
(distribui¢ao de Debye p(w;) o wJQ) no limite N — oo. Diferentes valores de N sao atribuidos para
cada umas das realizagoes de (a)-(h). Para os casos em que N < 200 esse espectro representa o que

chamamos de um meio modulado.
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osciladores N, da distribuicao de freqiiéncias utilizada em nosso modelo de estudo.
Essas distribuigoes sao geradas aleatoriamente [73] e possuem uma forma quadratica,
distribuigao de Debye p(w;) o< w? (quando N — o0) [65], com freqiiéncia de corte
we ~ 2,5. Para poucos osciladores (N < 60), podemos observar que existem vérias
“janelas” no espectro, ou seja, existem muitas freqiiéncias que nao estao presentes
no intervalo de interesse. Quando comparamos as diferentes distribui¢oes de N = 10
até N = 3000, Fig. 3.7 (a)-(h), constatamos que para poucos osciladores (N < 200)
o espectro possui uma forma bastante estruturada e, a medida que o nimero N de
freqiiéncias aumenta, o espectro tende a ser mais suave, porém discreto. Apenas no
limite N — oo, o espectro representaria de fato um banho térmico e poderia ser

descrito por uma funcao continua.

3.3 Equacoes de Movimento para as Catracas

Neste trabalho, diferentemente da abordagem tedrica proposta pela equagao
de Langevin, estudamos o conjunto das 2N + 2 equagoes diferenciais que descrevem
o sistema global que é descrito por um sistema de interesse acoplado a N osciladores
harmonicos. Portanto, o conceito usual de banho térmico nao é mais empregado, e
os osciladores harmonicos do meio fazem parte integrante da dinamica do sistema
de interesse.

Esta descricao, embora mais complexa, nos possibilita uma andlise mais de-
talhada do efeito de um meio finito sobre a dinamica do sistema de interesse. Outro
aspecto interessante dessa abordagem ¢é a possibilidade de realizar um estudo so-
bre o processo dissipativo, a dinamica de transferéncia de energia e o transporte de
particulas, aumentando um a um o numero de osciladores do meio. Desse modo,
acreditamos que o presente trabalho possa contribuir para o conhecimento e enten-
dimento dos efeitos da dissipacao em sistemas interagentes com poucos graus de
liberdade.

Vamos considerar o problema unidimensional de uma particula sujeita a

um potencial periédico assimétrico, do tipo catraca, interagindo com N osciladores
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harmonicos independentes. O potencial efetivo, ao qual a particula é submetida, é

expresso pela seguinte equagao:

N 2
. 1 r;
Ver(X,Z) =V(X) + 5 E mjw’? (xj - —]2X) : (3.7)
J=1

onde X é a coordenada da particula, ¥ é o vetor representando as coordenadas dos
N osciladores (z;, onde j = 1,2,3..., N); m; e w; sdo, respectivamente, a massa e
a freqiiéncia de cada um dos osciladores. O parametro I'; fornece a amplitude da
interagao entre o sistema e os osciladores. V(X)) é o potencial periédico e assimétrico

[29] dado por

—(X —Xo) — E sen 47 (X = Xo)

V(X) = Vi~ Vpsen2m—— . A (3.8)

com periodo L, amplitude V| e constante arbitraria V;. O potencial é deslocado por
um valor X, para que o minimo fique localizado na origem. Veja a ilustracao desse

potencial na Fig. 3.8.
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Fig. 3.8: Potencial assimétrico V(X)) descrito pela Eq. (3.8), com os seguintes valores de parametros:

periodo L = 1, amplitude Vy = 1, constantes V1 =1 e Xy = —0,19.

As equagoes de movimento, para o sistema e osciladores, sao dadas por

OV (X, 7)

MX =
ox

(3.9)
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OV (X.)
(9xj ’

sendo V. s (X, &) o potencial dado pela Eq. (3.7). Essas equa¢es compoem um sistema

(3.10)

mjycj =

global conservativo, no qual nao ¢é possivel se obter o transporte de particula através
dos multiplos pogos do potencial assimétrico. Como ja foi demonstrado por estudos
anteriores [26], para se obter o transporte é necessario considerar a particula sujeita
a uma forca externa. Desse modo, como nosso objetivo inclui o estudo do transporte
de particulas, vamos entao considerar a particula submetida a uma forca dependente

do tempo, cuja média temporal é nula. Essa for¢a é dada por
F..(t) = Fycoswgt (3.11)

sendo Fy a amplitude e wg a freqiiéncia. Assim, as equagoes de movimento sao

expressas por

L dV(X) & I
MX = — X + ; Lz, — iju]?X + Fy coswpt (3.12)
mjjj = —mjw?xj + FJX . (313)

De modo geral, a integracao numérica das N + 1 equagoes, ou seja, das
Egs. (3.12) e (3.13) néo ¢ trivial. Essa complexidade ocorre devido a existéncia de
muitas escalas de tempo distintas entre sistema e osciladores, o que pode conduzir a
problemas técnicos no momento de fazer a integracao numérica. Procurando contor-
nar esse problema, podemos escrever as Eqs. (3.12) e (3.13) em termos de varidveis

adimensionais, definidas por:

X X T
Xl:f? X(/]:TO7 x;:fj7 t/:w0t7
. X € s m; w
X/:— x/.:—] m/.:—] w/_—]
Lw3’ I Lwi’ M T wg
WE FO Fj
Ww=—, F=—- ) i — )
wo MLw3 LAY wa
cuja a freqiiéncia wy € expressa pela equagao
472Vo0
wi = 0 (3.14)

ML?
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sendo 0 definido por § = sen2n|X(| + sendn|Xj|. Essa é a freqiiéncia do movi-
mento da particula em torno do minimo do potencial periédico assimétrico. Veja a
ampliacao na Fig. 3.9.

Reescrevendo as equagoes de movimento (3.12) e (3.13) em termos das

variaveis adimensionais, ja omitindo o sobreescrito linha, obtemos

o AV § 0
X =— e +Zvjxj—Xijw2 + F coswt , (3.15)
Jj=1 Jj=1 J
= —wlr; + X (3.16)
J j j m . .

J
O potencial adimensional (Eq. (3.8) dividida por M L?*w?) é mostrado na

Fig. 3.9, e expresso por

1

V(X)=C— 125 | sen 2m(X — Xo) + 7 5en Ar(X — Xo)| - (3.17)

@ :
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Fig. 3.9: Potencial adimensional V(X)) descrito pela Eq. (3.17). A ampliagao da regiao do minimo,

em X = 0, ilustra a particula oscilando em torno desse ponto com freqiiéncia wy dada pela Eq. (3.14).

Para que V(0) = 0, devemos ter: C = —ﬁ [sen 27Xy + %sen47rX0], e
ainda, para que a origem seja um minimo devemos ter: X, = —% arccos (%) o~

—0,19, onde admitimos L = 1. Com isso temos 6 ~ 1,6, ¢ C =~ 0,0173. Os
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minimos desse potencial estao localizados em X,,;, = n (n=0,+£1,42,43...), e
os maximos estao localizados em X,,,, = —0,38 +n (n=0,4+1,£2,+3...).

As expressoes para as energias das diferentes partes que compoe o sistema
global (sistema + meio + interagdo) na auséncia do campo externo, sdo dadas em
termos dos parametros adimensionais por:

— Energia do sistema

X2
EBs = 5 +V(X) . (3.18)

sendo V' (X) o potencial assimétrico dado pela Eq. (3.17);

— Energia dos osciladores

N m;i?  mjwic?
EO:Z< L+ “); (3.19)

J=1

— FEnergia de interacao

N

2X2
Er=-% (ij J 2) . (3.20)

J=1

Finalmente a energia total é dada por

X2 N mj:icz- m;wa? N v X?
FEr="—4+V(X J A A R X — . (3.21
=2 v >+Z( +1n) Z(v ) - B2

3.4 Tratamento Numérico

Neste trabalho vamos apresentar uma investigacao numérica das equagoes
adimensionais de movimento (3.15) e (3.16) usando entdo um numero finito N de
osciladores. Para a integracao numérica dessas equacoes foi utilizado o algoritimo de
Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo (At = 1073) [73].

Para todos os casos apresentados, foi utilizado o valor m; = 0,1 para a
massa adimensional. A amplitude do acoplamento entre o sistema e os osciladores é
dada por v; = 0, 1, no caso de usarmos um valor diferente, sera feita a especificagao

no texto, logo no inicio da secao.
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Para o estudo da dinamica de transferéncia de energia e de dissipacao —
onde consideramos F' = 0 — no instante inicial ¢ = 0 a energia de interacao ¢é
nula F; = 0, a energia do sistema é muito proxima da energia total Eg ~ Ep e os
osciladores possuem uma energia Fp préoxima de zero Ep ~ 0.

Os valores para as freqiiéncias dos osciladores foram gerados aleatoriamente
e no limite N — oo sao atribuidos de acordo com duas distribuigoes diferentes, uma
distribui¢ao quadratica (distribuigdo de Debye) e a outra forma é uma distribuicao
Gaussiana, veja a Fig. 3.10 (a) e (b).

A distribuigao de Debye mostrada na Fig. 3.10 (a) apresenta uma freqiiéncia
de corte em w, ~ 2,5. As freqiiéncias sao distribuidas no intervalo 0 < w; < 2,5. Esta
distribuicao inclui a freqiiéncia wy (Eq. (3.14)) de oscilacao da particula em torno do
minimo do pogo do potencial assimétrico (Fig. 3.9). Essa freqiiéncia estd localizada

em w; = 1, pois todas as freqiiéncias w; estao em unidades de wy. Em alguns casos

0.2

p(ey) 0.1

0.0

Fig. 3.10: Distribui¢oes para as freqiiéncias dos osciladores, onde N = 360. (a) Distribuicao de
Debye com freqiiéncia de corte em w. ~ 2,5 (Debye baiza) e (b) Distribuicao Gaussiana centrada

em torno da freqiiéncia w, ~ 3,1 .

utilizamos essa mesma distribui¢ao, porém, com intervalos diferentes: 1,5 < w; <
4,0 e 1,1 S w; $ 2,1. Consideramos esses casos com o propdsito de abranger
freqiiéncias maiores que um (w; > 1), ou seja, osciladores com freqiiéncias maiores
que wy. Portanto, vamos nos referir ao longo do texto com a seguinte denominacao:
distribui¢ao de Debye baiza (inclui wy) ou Debye alta (ndo inclui wy).

As posigoes e velocidades iniciais (em ¢ = 0) dos osciladores do meio foram

geradas aleatoriamente e obedecem uma distribuicao linear em torno de zero.



4

Transferéncia de Energia e

Dissipacao

4.1 Dinamica da Transferéncia de Energia

Nesta secao discutiremos os resultados referentes a duas situagoes fisicas
distintas: a redistribuicao interna de energia e a transferéncia da particula entre
os pocos de potencial. Para a questao da redistribuicao de energia vamos analisar
como a energia do sistema total ¢ redistribuida — entre o sistema de interesse e
os osciladores do meio — com o passar do tempo, enquanto a particula permanece
confinada em apenas um poco de potencial, ou seja, a energia inicial da particula é
menor do que a energia referente a altura da barreira do pogo de potencial. Para o
caso da transferéncia da particula vamos analisar a redistribuicao da energia quando
a particula salta entre os pogos do potencial assimétrico, neste caso a energia inicial
da particula é maior que a energia da barreira de potencial.

Essas duas situacoes podem ser encaradas como o analogo cléssico de uma
dinamica quantica bem mais complicada, como por exemplo, a redistribuicao intra-
molecular de energia e a transferéncia intermolecular de cargas [85]. Nessa analogia
a particula confinada em um dos pocos do potencial poderia corresponder a uma

carga ligada a uma molécula; enquanto a transferéncia da particula entre os pocos

40
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de potencial corresponderia a transferéncia de carga de uma molécula para outra. De-
vemos salientar que esta ¢ apenas uma analogia, nao sendo a intencao deste trabalho
fazer qualquer correspondéncia direta entre os resultados classicos com o problema
quantico. Lembramos também que todos os resultados apresentados neste capitulo
foram obtidos via a integracdo numérica das equagoes de movimento: Eq. (3.15) e
Eq. (3.16), considerando a forca externa nula F' = 0, ¢ normalizando os somatérios
que aparecem na Eq. (3.15) pelo fator 1/N. Fizemos essa normalizagdo porque o
acoplamento efetivo entre sistema e meio aumenta com N, como ja foi mostrado na
Ref. [86].

Trataremos nesta secao das duas situagoes mencionadas anteriormente, e
para esse proposito apenas uma trajetéria foi considerada, em outras palavras, nao
sao apresentadas médias sobre um conjunto de trajetérias. A distribuicao de Debye,

Fig. 3.10 (a), é utilizada em ambos os casos.

4.1.1 Redistribuicao Interna de Energia

A Fig. 4.1 mostra, simultaneamente, a dependéncia temporal: da energia
total Er (Eq. (3.21)), da energia do sistema Fg (Eq. (3.18)), da energia de interagao
E; (Eq. (3.20)) e da energia dos osciladores Ep (Eq. (3.19)). Neste caso, apenas
um oscilador foi considerado, ou seja, tomamos N = 1. O tempo de integracao
apresentado na figura nao é muito grande para que se possa ver os detalhes das
variacoes temporais nas diferentes energias. Essas variacoes na energia da particula
ocorrem proximas da energia total, enquanto a dependéncia temporal da energia do
oscilador e da energia de interagao apresenta o mesmo comportamento qualitativo
mas com sinais opostos. As variagoes que ocorrem no valor das energias acontecem
com uma freqiiéncia alta de troca (was, ~ 1,4), enquanto a freqiiéncia do oscilador
é w; ~ 2,05 . A trajetéria da particula no espaco de fases pode ser observada na
Fig. 4.2 (a). Nessa situacao a particula estd oscilando em torno do minimo do poco de
potencial apresentando pequenas variacoes temporais em sua energia, que é bastante

proxima da energia total (ver detalhes desta variagdo na figura menor contida na
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Fig. 4.1).
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Fig. 4.1: Evolucao temporal das energias individuais: Er, Es, Fo e Ej. A figura interna mostra

os detalhes da evolucao temporal para a energia da particula no intervalo de tempo 0 < t < 60.
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Fig. 4.2: Espago de fases da particula acoplada com um meio composto por (a) 1 oscilador, (b) 2

osciladores, (c) 15 osciladores e (d) 20 osciladores.

Na Fig. 4.3 (a) podemos ver a dependéncia temporal das energias para o caso
onde temos dois osciladores (N = 2), com freqiiéncias wy ~ 2,05 e wy ~ 1,77. Como
no caso anterior, as trocas de energia ocorrem com freqiiéncia alta w,,, que nao pode
ser observada para a escala de tempo mostrada na Fig. 4.3 (a). Porém, podemos
observar uma nova oscilagao de troca com uma freqiiéncia menor wy,enor ~ 0,023,
e com amplitude de oscilagao maior. Observamos que quando a energia do sistema

diminui, conseqiientemente a energia dos osciladores aumenta, e uma porcentagem
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maior dessa energia é transferida para o oscilador de freqiiéncia mais baixa, no caso
wy ~ 1,77. Isso é observado na Fig. 4.3 (b) onde a energia dos osciladores é mostrada
individualmente em func¢ao do tempo. Claramente observamos que a maior fracao
da energia, aproximadamente 80%, é transferida para o oscilador com a freqiiéncia
menor. Observar que os maximos para Fo da Fig. 4.3 (a) coincidem exatamente com
os maximos da Fig. 4.3 (b). Ainda neste caso, o sistema possui em média a maior
parte da energia total.

A dinamica da particula pode ser observada no espaco de fases mostrado na
Fig. 4.2 (b). Quando comparado com a Fig. 4.3 (a), podemos perceber que neste caso
a trajetoria da particula estd confinada numa regiao do espaco de fases localizada
ainda distante da origem. As oscilagoes visiveis no valor da energia Eg, observadas
na Fig. 4.3 (a), estdo relacionadas com o movimento da particula no espago de

fases. Para os instantes de tempo em que a particula move-se sobre a curva mais

VYV VVYVVVVV
i Es |

0,01 (a) 2 osciladores 1

Fig. 4.3: Evolucao temporal das energias individuais para o caso N = 2. (a) Essa figura mostra a
variagao temporal das energias: Er, Es, Eo e Er. (b) Detalhes da energia dos Osciladores Fo,

exibindo o fluxo de energia para cada uma das freqiiéncias.

externa do espaco de fases, a energia Fs encontra-se mais proxima da energia total.

Devido ao acoplamento com o meio, a particula perde temporariamente parte de sua
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Fig. 4.4: Evolugao temporal das energias individuais para o caso N = 15. (a) Energia total Er,
energia do sistema Eg, energia dos osciladores Eo e energia de interagdo Er. (b) Detalhes da

energia dos Osciladores Eo, exibindo o fluxo de energia para cada uma das freqiiéncias.

energia inicial e move-se para a curva localizada na regiao mais interna do espaco
de fases, voltando mais tarde para a curva mais externa. Essas freqiientes mudancas
no movimento da particula, entre a curva mais externa e interna, ocorrem com a
freqiiéncia wyenor ~ 0,023.

A Fig. 4.4, de forma semelhante as figuras anteriores, mostra a evolugao
temporal das energias mas agora considerando N = 15 osciladores. A freqiiéncia
menor com que ocorrem as trocas de energia é wyenor ~ 0,035 (neste caso para
tempos t < 670). Para esses tempos, a particula move-se no espago de fases sobre as
curvas de cor preta na regiao mais externa do espago de fases, veja na Fig. 4.2 (¢)
a indicacao Eg;. A diferenca em relacdo aos casos anteriores, ou seja, para N = 1 e
N = 2 osciladores, Figs. 4.2 (a) e 4.2 (b), é que préximo de t ~ 670 parte da energia
FEs do sistema é transferida para o meio, reduzindo-se praticamente a metade.

Na Fig. 4.4 (b) podemos ver que os osciladores com menor freqiiéncia re-
cebem a maior porcentagem da energia cedida pela particula. Nesse momento a

trajetoria da particula no espaco de fases fica restringida a regiao mais proxima da
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origem, ou seja, sobre as curvas de cor cinza, como podemos ver na indicagao Esy
da Fig. 4.2 (c¢), nao retornando mais (para o tempo integrado) para a regiao ex-
terna Fg;. A particula perde uma parte consideravel de sua energia inicial que nao é
mais recuperada, aparecendo pela primeira vez o efeito caracteristico de dissipacao.
Para os parametros aqui considerados, N ~ 15 apresenta-se como o limiar para o
surgimento dos efeitos de dissipacao de energia. E importante lembrar que usamos
somente uma trajetoria, portanto o limiar N ~ 15 pode mudar quando calculamos
valores médios, ou seja, quando calculamos médias sobre condigoes iniciais.

Como podemos observar, para todos os casos apresentados nesta secao, a
energia total Er é constante no tempo enquanto os valores para as energias do
sistema Fg, dos osciladores Ep e da interacao E; entao constantemente variando
com o tempo. Como ja haviamos comentado anteriormente, o sistema como um
todo é conservativo, porém quando analisamos o sistema isolado podemos perceber
os efeitos de dissipagao e as trocas de energia entre a particula e o meio.

Na Fig. 4.5 (a) a dependéncia temporal das energias para o caso N = 20
osciladores ¢ apresentada. Neste caso, a particula perde uma porcentagem ainda
maior de sua energia inicial. Para tempos entre 0 e 1,3 x 103, o sistema perde cerca
de 75% de sua energia inicial para os osciladores do meio, que tém um aumento de
energia na mesma proporc¢ao. Apds esse “transiente”, a dinamica parece atingir uma
situacao de equilibrio, onde a amplitude da energia de interacao £ diminui, enquanto
o sistema e os osciladores ficam constantemente trocando energia. A freqiiéncia com
que ocorre essas constantes trocas de energia é ~ 0,057.

Observamos que para os instantes de tempo em que a energia dos osciladores
aproxima-se da energia total Fp ~ Ep, e simultaneamente a energia do sistema
aproxima-se de zero Fg ~ 0, a amplitude de oscilagao da energia de interacao vai
a zero Fy — 0. Nesses instantes de tempo, a maior fracao da energia total é usada
pelo meio, e a particula fica oscilando, com uma pequena amplitude, em torno do
minimo do pogo de potencial.

Essa situacao ¢ bastante diferente do caso anterior N = 15, na Fig. 4.4,
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(a) N = 20 osciladores. (b) N = 360 osciladores.

Fig. 4.5: Evolucao temporal das energias. Energia total Er, energia do sistema Eg, energia dos

osciladores FEo e energia de interacao Efy.

onde a energia dos osciladores nao tinha um valor proximo da energia total. Logo,
podemos perceber que quando N aumenta, a energia dos osciladores também pode
aumentar, chegando mais préximo do valor da energia total. Essa ¢ uma primeira
manifestacao que, no limite de N — 00, a energia do sistema pode ser totalmente
transferida para os osciladores do meio. A abordagem usada neste trabalho, que
considera um meio finito, nos permite observar detalhadamente como isso acontece.

A trajetéria para N = 20 no espago de fases é mostrada na Fig. 4.2 (d).
Neste caso, a particula move-se rapidamente da curva inicial mais externa (as curvas
mais externas estao diferenciadas pela cor preta) em diregao a origem do espago de
fases. Apds o “transiente” ¢ > 1,30 x 10, nos tempos em que a energia do sistema
aproxima-se de zero, a particula movimenta-se em direcao a origem do espaco de
fases (curvas de cor cinza). Por outro lado, para tempos em que ela recupera um
pouco da energia, ela retoma o movimento sobre as curvas (de cor preta) na parte
mais afastada da origem. A particula movimenta-se entre esses dois limites com a
mesma freqiiéncia (~ 0,057) da troca de energia.

Pode ser observado que, apds se estabelecer uma situacao de “equilibrio”,
em média cerca de 75% da energia total é usada pelo meio e 25% ¢é usada pelo

sistema. O meio faz parte da dinamica total e afeta a particula nao apenas via
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dissipacao e amortecimento, mas também cedendo energia para ela. No caso limite
de N — oo, a maior parte da energia do sistema é transferida para o meio, e desse
modo apenas flutuacoes temporais sao esperadas. Isto pode ser observado na Fig.
4.5 (b) com o aumento no nimero de osciladores para N = 360. Apés se estabelecer
uma situacao de equilibrio em ¢t ~ 1100, as energias do sistema e meio apresentam
apenas flutuagoes, enquanto a energia de interacao fica préoxima de zero. Como
esperado, para um meto composto por muitos osciladores, a maior parte da energia
total é transferida do sistema para o meio. Em vez de uma freqiiéncia de troca de
energia bem definida entre sistema e meto, observamos apenas flutuagoes no valor

da energia do sistema.

4.1.2 Transferéncia da Particula

Um outro aspecto do estudo da dinamica de transferéncia de energia ocorre
quando a particula salta de um poco do potencial para outro. Neste caso, em t =
0, a particula recebe energia suficiente para saltar sobre a barreira de potencial.
Entao, ela move-se sobre outros pocos do potencial, e os efeitos de amortecimento e
dissipacgao de energia farao com que a particula “caia” em um dos pogos do potencial
e permaneca la. Para ilustrar esse comportamento, a intensidade do acoplamento
entre sistema e meio foi tomada como sendo 7; = 0, 03.

Na Fig. 4.6 a evolucao temporal para as energias é mostrada para vinte
osciladores (IV = 20). A energia inicial do sistema é Eg(t = 0) ~ 0,0346, esse valor
¢ maior comparado com o valor apresentado na ultima subsecao, e a particula salta
(para a direita) sobre dois pogos do potencial (veja o potencial na Fig. 3.9). A
energia referente a altura da barreira de potencial é E,, ~ 0,0323. Como o valor da
intensidade do acoplamento entre sistema e meio é menor, os efeitos de dissipacao
sao esperados ocorrer para tempos mais longos. Portanto, o tempo de integracao
para a Fig. 4.6 ¢ maior. Todos os demais parametros do problema sao os mesmos da
Fig. 4.5 (a).

Com a finalidade de discutir melhor a dinamica da transferéncia de energia,
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Fig. 4.6: Evolugao temporal das energias individuais para o caso de transferéncia da particula com
N = 20 osciladores. A ampliacao mostrada dentro da figura exibe os detalhes das energias dos

osciladores FEo e da interacao E para o intervalo de tempo 0 <t < 300.
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Fig. 4.7: Trajetéria no espaco de fases para N = 20, mostrando em (a) a dependéncia temporal da

posigao da particula e em (b) a sua correspondente trajetéria no espago de fases.

¢ importante observar também o que acontece com a posicao da particula no espaco
de fases, mostrado na Fig. 4.7. Em ¢t = 0 a particula encontra-se dentro do primeiro
poco do potencial em X = 0, com velocidade X = 0,263. Durante o intervalo
de tempo 0 < t < 22, a particula movimenta-se para a direita (X > 0) sobre
dois pogos do potencial (lembrando que o periodo do potencial é 1) e, devido aos
efeitos de dissipacao, a particula “cai” no poco de potencial localizado em torno do
minimo X = 2 e fica oscilando em torno desse ponto durante o intervalo de tempo
22 <t < 101.

Quando a particula salta sobre os pocos do potencial, a energia fica “ar-
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mazenada” no meio que aparentemente alcanca um tipo de “estado excitado” com
energia média em torno de 0,0075. Isto pode ser observado na ampliagao mostrada
na Fig. 4.6 para t < 101. O mesmo acontece com a energia de interagao, porém
com valores negativos de energia. Quando o instante de tempo ¢ ~ 101 ¢é atingido, a
energia armazenada no meio é transferida de volta para a particula, e ela salta para
a esquerda retornando um poco de potencial, e fica oscilando em torno do minimo
X =1 durante todo o tempo integrado.

Quando a particula pulou de volta para o ultimo poco de potencial — em
torno de X = 1 — o meio decaiu para um “estado excitado” mais baixo, com
energia média em torno de 0,0025. Podemos ver isso na ampliacao exibida na Fig.
4.6 para t = 101. Essa energia restante no meio nao é suficiente para fazer com que
a particula salte para outro poco de potencial. Portanto, a particula fica presa nesse
poco de potencial centrado em torno de X = 1 para todo o tempo de integracao.
Para tempos 101 <t < 6,0 x 103, a energia do sistema ¢é lentamente transferida para
o meio e a particula presa no poco de potencial perde lentamente sua energia. Isso é
manifestado pelo alargamento da curva referente a trajetéria da particula no espago
de fases da Fig. 4.7 (b).

Para baixos valores de N — em torno de 15 — o meio apresenta dois efeitos
sobre a particula: a) de amortecimento, fazendo ela “cair” em um poco de potencial
e permanecer 14 por um certo tempo, e b) pode injetar energia de volta para o
sistema, transferindo a particula para um outro poco de potencial. Com o acréscimo
do nimero de osciladores o segundo efeito tende a desaparecer para N = 27, e
somente efeitos de dissipacao e amortecimento se fazem presentes. Para valores de
N ainda menores (como 1, 2, 3,..., 14), ambos efeitos estao presentes, embora os
efeitos de amortecimento sejam muito pequenos. Por esta razao, dependendo da
energia inicial da particula ela pode se deslocar continuamente para o infinito.

Concluindo essa andlise, observamos que para um meio composto por N <
27, ele é capaz de induzir a transferéncia da particula de um pogo do potencial

para outro. Embora esse limite de 27 osciladores certamente mude com o uso de
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outras condicoes iniciais e outros valores para a intensidade do acoplamento, um
meio capaz de induzir a transferéncia da particula foi observado para todos os casos

que estudamos.

4.2 A Dependéncia da Taxa de Dissipacao com o
Meio

Embora os resultados apresentados na ultima secao sejam importantes para
esclarecer e descrever os processos da dinamica de transferéncia de energia para uma
particular trajetoria, eles nao sao suficientes para tirarmos conclusoes sobre as leis
gerais que regem a dinamica de transferéncia de energia. Nosso objetivo agora é
buscar por uma lei que seja geral. Com isso em mente, realizamos um estudo sobre a
transferéncia de energia do sistema para o meto utilizando um conjunto de trajetorias,
a fim de estudar a redistribuicao interna de energia para o caso apresentado na
Sec. 4.1.1 1. Com esse propésito fizemos uma média sobre 800 trajetdrias, ou seja,
uma média sobre 800 condigoes iniciais. Estudamos também a taxa com que a
energia do sistema ¢é perdida para o meio quando o nimero de osciladores cresce.
A intensidade do acoplamento entre sistema e meio foi assumida como v; = 0,1, a
mesma usada na Sec. 4.1.1. Discutimos os resultados somente para os instantes de
tempo maiores que 1000. Para os instantes iniciais existe um regime transiente e,
portanto, o sistema nao encontra-se em uma situacao de “equilibrio”.

A Fig. 4.8 (a) mostra, em escala logaritmica, a evolugao temporal da energia
média do sistema (Fg) para diferentes valores do ntiimero de osciladores que compoem
o meto. Para N = 2 nao ¢é observado um apreciavel decaimento no valor da energia
média do sistema, e deste modo, a dissipacao é considerada nula. No entanto, para

N > 20 foi observado decaimento para todos os casos. Este fato concorda com os

1O caso da transferéncia de particula nio é necessério estudar aqui porque, apés alguns instantes
de tempo, ele se reduz ao caso da redistribuicao interna de energia, ou seja, os efeitos de dissipacao

fazem com que a particula permaneca num unico poco de potencial.
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resultados apresentados na tultima secao onde os efeitos de dissipacao comecam a
aparecer por volta de N ~ 15. O objetivo agora é encontrar uma lei geral que des-
creva o decaimento temporal do valor da energia média do sistema para os instantes
de tempos ¢ > 1000.

Na Fig. 4.8 (a) podemos observar que a energia média decai de forma linear
com o tempo, na escala logaritmica do grafico. Portanto, a energia do sistema pode

ser bem ajustada por uma lei de poténcia, dada pela curva
(Es) = Agt™ (4.1)

onde Ay é uma constante e v é o expoente que determina a taxa de dissipacao de
energia. Ambas as constantes mudam quando o valor de N ¢é modificado.

Na Fig. 4.8 (a) as curvas ajustadas pela Eq. (4.1) sao representadas pela
cor cinza para cada valor de N, demonstrando que a taxa de decaimento da energia
média do sistema obedece uma lei de poténcia. A dependéncia de v com N para

a distribuicao de Debye baiza é mostrada na Fig. 4.8 (b) com os pontos (m). Neste

0,010 |
<Es> |

0,001}

1000

Fig. 4.8: (a) Evolugao temporal da energia média do sistema < Eg > (na cor preta) e as cur-
vas ajustadas para N=2(11), 20(1]), 60(L]), 140(10), 180(LJ )e 360(L1) (na cor cinza), com escala
logaritmica. (b) Valores para o expoente v em fungao de N, para as seguintes distribui¢ao de

freqiiéncia dos osciladores do meio: Debye baiza (m), Gauss (e ) e Debye alta (a).

caso, pode ser observado que a taxa de dissipacao de energia () aumenta quando o
nimero de osciladores aumenta entre N = 2 e N = 140. Para esses valores de N,
a energia do sistema é transferida mais rapidamente para o meio a medida que o
numero de osciladores aumenta. Para N = 140 o expoente de dissipacao de energia

(v) atinge um méximo, porém diminui um pouco para valores de N maiores.
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O méximo observado na Fig. 4.8 (b) (com os pontos ») para N = 140, signi-
fica que para esse niimero de osciladores a taxa de transferéncia de energia é maior,
isso acontece porque existem osciladores com determinadas freqiiéncias que possivel-
mente favorecem a transferéncia de energia. Relembrando os resultados da Fig. 4.4
na Sec. 4.1.1, observamos que os osciladores do meio com freqiiéncia menor, isto €,
aqueles com menor energia recebem uma maior porcentagem da energia fornecida
pelo sistema. Uma outra observacao a ser feita é que, a energia média do sistema é
transferida mais rapidamente para o meto quando w; < wy do que quando w; > wy.
Isso fica claro se percebemos que a transferéncia de energia Fy — E; ocorre de forma
mais provavel se £y > Fj;.

No presente caso, a distribuicao de Debye baiza esta centrada em torno de
wp, € o numero de osciladores com freqiiéncia “menor” ou “maior” que wy pode va-
riar quando comparamos diferentes realizagoes para valores finito de N (isto depende
do gerador de freqiiéncias utilizado). Fazendo uma andlise mais detalhada da dis-
tribuicao de freqiiéncias utilizada, verificamos que para uma realizacao especifica, o
niumero de osciladores com freqiiéncias “menores” que wy é proporcionalmente maior
para N = 140 do que para N = 180 e N = 360. Portanto, ¢ esperado que a taxa
de transferéncia de energia seja maior para o caso N = 140, como observado ante-
riormente na Fig. 4.8. Esse tipo de maximo pode ocorrer apenas para um numero
finito de osciladores que compoe um meio modulado. Esse maximo também nao sera
encontrado quando a distribuicao de freqiiéncias dos osciladores nao incluir o valor
wo. A Fig. 4.8(b) exemplifica essa situagao mostrando o valor de v da Eq. (4.1) em
fungao de N para a distribuicao Gaussiana (com os pontos e ) e para a distribui¢ao de
Debye alta (com os pontos a) com freqiiéncia de corte w. ~ 4,0; em ambos os casos
todas as freqiiéncias dos osciladores sao maiores que a freqiiéncia wy, ou seja, w; > 1.
Deste modo, como é esperado, o valor do expoente v aumenta com o acréscimo de
N. Como as a distribuigoes de Debye (a) e Gaussiana (e ) estao centradas em torno
de freqiiéncias mais altas (w; > wy), os valores de v sdo menores quando comparados

com os valores referentes a distribuigao de Debye baiza (m).



Surgimento da Dissipacao sob a

Otica de Dinamica nao Linear

5.1 Transicao: Conservativo - Dissipativo

Nesta secao apresentamos a discussao sobre o processo de transferéncia de
energia do sistema para o meio. De acordo com os resultados apresentados no inicio
do capitulo anterior, Cap.4 - Sec. 4.1, o sistema de interesse troca energia constan-
temente com os NN osciladores do meio. Quando esse meio é constituido por poucos
osciladores, a energia do sistema, que é transferida para o meto, pode retornar no-
vamente para o sistema. E conhecido [18] que devido aos tempos de recorréncia de
Poincaré, a energia transferida para os osciladores do meio deve sempre retornar, em
algum momento, para o sistema.

Em geral, quando consideramos poucos osciladores N < 15, os tempos de
recorréncia nao sao tao longos e podem ser observados em simulagoes numéricas [18].
Porém, para valores mais altos de N, os tempos de recorréncia de Poincaré aumentam
muito, e nao podem mais ser observados para os tempos finitos de simulagao. Neste
caso, podemos dizer que a energia transferida para o meio nao retorna mais, durante
o tempo de integracao, para o sistema. Portanto, quando consideramos valores de N

mais altos é possivel perceber que o sistema comeca apresentar efeitos dissipativos a

23
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tempos finitos.

Para todos os casos considerados neste capitulo, a amplitude de interacao
entre sistema e meio ¢ v; = 0,01. Utilizamos sempre a mesma condicao inicial para
a particula do sistema, X(t) = 0,0 e V(¢) = 0,2, sendo a energia adimensional®
total Ep = 0,02. Consideramos a distribuicao de Debye alta para as freqiiéncias dos
osciladores, a qual compreende o intervalo 1,1 < w; < 2,1. A distribuigao inicial
das posicoes e velocidades dos osciladores é uniforme e em torno de zero. Em ¢ =0
a energia inicial do sistema é dada por Fg ~ Er = 0,02, a energia de interacao é
nula, e a energia dos osciladores é proxima de zero Ep ~ 0,0. Para todos os casos a
amplitude da forca externa ¢é nula F' = 0, e o sistema como um todo é conservativo.
A particula ndo tem energia suficiente para saltar sobre a barreira do potencial e,
portanto, fica confinada num tnico pogo do potencial assimétrico durante todo o
tempo. A energia média da particula (F), apresentada nesta segao, foi calculada
sobre 800 condigoes iniciais dos osciladores.

A Fig. 5.1 mostra a energia média da particula em funcao do tempo, para
N =12, 13, 14, 60 e 400. Para N = 12 podemos observar que a energia oscila
em torno do valor médio ~ 0,019, porém, a média temporal se mantem constante
durante todo o tempo de integracao. No entanto, para o caso N = 13, apesar
das oscilacoes iniciais, a energia média comeca a decrescer aproximadamente em
taaz) ~ 5 X 103, ou seja, com o passar do tempo a média temporal da energia da
particula diminui. Isto significa que, no instante ¢ ~ #(;3), uma parcela da energia
da particula comeca a ser transferida para o meio. Este resultado é mais nitido para
N = 14, onde a energia média comega a diminuir em torno de f(14y ~ 3 X 103, e
diminui continuamente durante todo o tempo de integracao. Aumentando o valor de
N para 60 e 400, observamos que o instante de tempo para o qual a energia comeca
ser transferida para o meio tende a diminuir. Por exemplo, para N = 400 a energia

do sistema comega ser transferida para o meio em t ~ 0,0. E interessante observar

LA energia é dada em unidades de M L?w32 de acordo com as defini¢oes das varidveis adimensi-

onais na Sec. 3.3 do terceiro capitulo.
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Fig. 5.1: Energia média da particula em funcao do tempo, para N = 12, 13, 14, 60 e 400. A média
foi realizada sobre 800 condigoes iniciais dos osciladores do meio. Os simbolos (A ), junto da curva
N = 400, representam o ajuste da curva que é dado pela expressao: A + Bexp (—atﬁ) (stretched

exponential) com os valores A ~ 4 x 107*, B ~ 0,027, a ~ 0,203 e 3 ~ 0, 384.

que a energia da particula comeca ser transferida para o meio exatamente quando a
amplitude das oscilagoes temporais mais proeminentes da energia média diminuem.

O decaimento temporal da energia média para N = 400 tem o comporta-
mento descrito por uma funcao exponencial alongada — stretched exponential —
expressa na forma A + Bexp (—at’). Veja o ajuste da curva representado pelos
simbolos (A) na Fig. 5.1 para N = 400, com os seguintes valores de parametros:
A~4x107% B~ 0,027, a ~ 0,203 e 3 ~ 0,384. Os resultados apresentados na
Sec. 4.2 do Cap. 4, mostraram que o decaimento da energia média do sistema é dado
por uma lei de poténcia. Diferentemente, no caso aqui apresentado o decaimento tem-
poral da energia média obedece uma funcao exponencial alongada (A+ B exp (—at?))
para N 2 150 (na Fig. 5.1 mostramos o ajuste para N = 400). A explicagao para
essa diferenga entre os resultados é atribuida a dois fatores: (i) escolha do compri-
mento do intervalo em que sao distribuidas as frequiiéncias dos osciladores do meio,
(7) o aumento do acoplamento efetivo entre sistema e meio quando o valor de N

aumenta. Os resultados apresentados na Sec. 4.2 foram obtidos utilizando o compri-
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mento da janela do espectro ~ 2,5 que para distribuicoes de Debye baiza e Debye
alta compreendem, respectivamente, os intervalos 0 < w; < 2,5¢e 1,5 S w; < 4,0.
No presente capitulo o comprimento utilizado para a janela espectral é ~ 1,0 e com-
preende o intervalo 1,1 S w; < 2,1. Para os resultados apresentados neste capitulo
o acoplamento efetivo aumenta quando N aumenta, que é uma situacao diferente do
caso apresentado no Cap. 4.

De acordo com as observacoes a respeito da Fig. 5.1, podemos concluir que:
a particula do sistema comeca “sofrer” os efeitos da dissipacao para os valores de
N entre 12 e 14. Para valores de N mais baixos, a particula troca continuamente
energia com o meto, porém, a média temporal da energia se mantém constante.
Quando consideramos valores de N mais altos, a energia da particula é transferida
para o meio em t ~ 0,0, ou seja, a energia do sistema é rapidamente transferida para
o meio. O decaimento temporal da energia média obedece uma funcao exponencial
alongada quando N 2 150.

E importante novamente comentar que os resultados apresentados nesta
se¢ao, e neste trabalho, sao validos para o gerador especifico de freqiiéncias usado nas
simulagoes. Isto significa dizer que os valores de N no intervalo (12,14) — quando
os efeitos da dissipacao comecam aparecer — poderiam mudar se outro gerador de
freqiiéncias é usado. No entanto, usando outras sementes pudemos observar que o
surgimento dos efeitos da dissipacao ocorrem sempre para os valores de N no inter-

valo (10, 20).

5.2 Analise das Séries Temporais

Uma série temporal consiste de um conjunto {X;} = X (t1), X(t2),..., X(t,)
de valores, referentes aos instantes de tempo ¢; (sendo j =1,2,3,...,n), que repre-
sentam a evolucao temporal de uma variavel de estado de um sistema. Essa variavel
de estado, para o nosso caso, é a posicao X (¢) da particula do sistema de interesse.
Nosso objetivo consiste em obter informagoes sobre o comportamento dinamico do

sistema de interesse a partir da analise dessas séries temporais. Buscamos por in-
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formacgoes que nos permitam aferir se o comportamento do sistema ¢é regular ou
cadtico quando variamos o nimero N de osciladores que compoe o meio. As fer-
ramentas usadas para fazer o estudo das séries temporais foram: o espectro dos
expoentes de Lyapunov [87,88] e o espectro de poténcias.

Para fazermos essa andlise nés utilizamos o pacote numérico TISEAN [89,90].
A integracao numérica para obtencao das séries foi feita até t = 2 x 10, e o niimero

total de pontos utilizados para cada série foi de 2 x 10° pontos.

5.2.1 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov representam um dos critérios mais importantes
utilizados para diagnodstico de caos em sistemas dinamicos. Eles quantificam a de-
pendéncia ou sensibilidade do sistema as condigoes iniciais, verificando a divergéncia
exponencial no tempo de trajetérias vizinhas no espago de fases de um sistema
dinamico. Para melhor entender essa situacao, consideremos uma trajetéria descrita
por Z(t) e sua trajetéria vizinha 2/(t), definidas no espaco de fases m-dimensional.
As respectivas condigoes iniciais sao dadas por Z(ty) e Z'(tg) = Z(to) + AZ(ty). Essas
trajetorias evoluem no tempo e a distancia entre elas, no instante ¢, é dada pela
norma (no espaco Euclidiano) do vetor tangente @(t), ou seja, ||W(t)||. Em ¢t =0 a
distancia entre as trajetdrias vale ||[w(t)||. Veja a ilustracao na Fig. 5.2.

A taxa exponencial média de divergéncia do vetor tangente w, em cada
dire¢@o do espago m-dimensional, é definida por [88,91]

1 (t
Ai:lim—lnM i=1.2 ...

) 5 4y M (51)
t=oo b ||w;(to)]l

os valores A; sao denominados de espectro dos expoentes de Lyapunov.

Para cada dimensao do espaco de fases existe um expoente de Lyapunov
A; associado que determina o comportamento do volume ocupado pelas condi¢oes
iniciais ao longo do tempo. O comportamento cadtico de um sistema é caracterizado
pela existéncia de, pelo menos, um dos expoentes de Lyapunov positivo. A soma

dos expoentes de Lyapunov (). A;) fornece informagao a respeito da conservacao
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Fig. 5.2: Ilustracao da evolugao temporal de duas trajetdrias vizinhas Z(t) e :E”(t) Emt =0 as
respectivas condigoes iniciais sdo Z(ty) e T’ (to) = T(to) + AZ(tg). A distancia entre essas trajetdrias

varia de ||w(to)|| para ||@(t)]].

do volume inicial [87]. Se o sistema é dissipativo, o valor da soma dos expoentes de
Lyapunov é negativo (), A; < 0) e se o sistema é conservativo, a soma dos expoentes
énula ), A; =0).

Em séries temporais, o ponto de partida para o calculo dos expoentes de
Lyapunov é a trajetdria reconstruida em uma dimensao de imersao adequada [92]
(ver discussao na Sec. 5.2.2). Uma vez conhecendo a trajetéria reconstruida, define-se
uma trajetéria fiducial a partir da seqiiéncia de vetores reconstruidos. A seguir, deve-
se analisar o que ocorre com pontos vizinhos desta trajetoria. Com as informagoes
sobre as taxas de divergéncia destes pontos, pode-se obter entao os expoentes de

Lyapunov.

5.2.2 Trajetoria Reconstruida e Dimensao de Imersao

Para obter os valores dos expoentes de Lyapunov a partir da série temporal,
primeiramente foi necessario determinar a dimensao de imersao m do espaco da
trajetéria reconstruida (espago de imersao) [92]. O espago da trajetéria reconstruida
consiste num espaco vetorial de dimensao m, que preserva as mesmas caracteristicas
do espago vetorial “original” do qual a varidvel X(t) faz parte. Takens em 1981

provou que a partir de uma série temporal é possivel obter a trajetéria no espaco
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vetorial reconstruido, e que ela preserva as mesmas informagoes da trajetéria no
espaco vetorial “original” [92].

De acordo com Takens o espaco de fases do sistema pode ser reconstruido
a partir de uma série temporal escalar (X (t1), X(¢2),..., X(¢,)) usando o método
das coordenadas defasadas. Esse método consiste em, a cada instante de tempo ¢;,
assinalar o ponto de coordenadas X (¢;), X(¢t; +7),...,X(¢t; + (m — 1)7) no espago
de imersao m, sendo 7 uma defasagem temporal. Desse modo, variando j de 1 até n,
obtém-se a trajetéria reconstruida. Considerando que o vetor f; representa a posicao
do ponto no espaco de imersao, no instante t,. Logo, a trajetoria reconstruida é dada

pela sequéncia de vetores:

&G =(Xt), Xt +7),...,X(t1 + (m—1)7))

E = (X(t2), X(ta+7), ..., X(ts+ (m — 1)7))

—

o= (X(to), X(ta+7),.... X (ta + (m —1)7))

com o = 1,2,...,p, sendo a relagao entre as constantes m,7,n e p dada por n =
p+ (m — 1)7. O problema se resume em determinar os valores apropriados da
dimensao de imersao m e do tempo de defasagem 7. No entanto, de acordo com
a Ref. [90], o cdlculo do espectro do expoente de Lyapunov (utilizando o pacote
TISEAN [89,90]) é independente do tempo de defasagem 7. Portanto, como nosso
objetivo é apenas obter o espectro dos expoentes de Lyapunov, logo, nosso problema
consiste em determinar apenas a dimensao de imersao m apropriada.

De acordo com o que acabamos de mostrar, a dimensao de imersao m é
o numero de coordenadas necessarias para localizar cada ponto da série no espaco
reconstruido. Em nosso caso, os valores apropriados de m foram determinados uti-
lizando o método dos falsos vizinhos [93]. A idéia do método consiste em assumir,
inicialmente, um espaco de dimensao m e para cada ponto da trajetéria reconstruida
(representado pelo vetor f;) é calculado a distancia entre esse ponto e seus pontos
vizinhos mais proximos. Aumentando a dimensao de m para m + 1, novamente

verifica-se a distancia entre os pontos vizinhos. Caso a distancia entre os pontos
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vizinhos tenha aumentado, dizemos que os falsos vizinhos foram separados. O pro-
cesso se repete até encontrar o valor da dimensao cujo o nimero de falsos vizinhos se
reduza a zero, ou seja, até que seja encontrado o valor 6timo da dimensao de imersao.
Na Tab. 5.1 mostramos todos os valores apropriados da dimensao de imersao m para

os diferentes valores de N.

N dimensao de imersao m
1-5 2
6-12
13e14 4
N >15 5

Tabela 5.1: Valores da dimensao de imersao m para diferentes valores de N.

Conhecendo a dimensao de imersao m, o passo seguinte foi calcular os ex-
poentes de Lyapunov a partir da série temporal (utilizando o pacote numérico TI-
SEAN [89,90]). O algoritmo implementado pelo TISEAN para calcular o espectro
de Lyapunov foi originalmente proposto por Sano e Sawada [88]. A idéia funda-
mental consiste numa aproximagao das matrizes jacobianas a partir de um algoritmo
de minimos quadrados. Para maiores detalhes ver as Refs. [88,90]. O espectro de
poténcia foi calculado diretamente da série temporal utilizando o pacote TISEAN ou
o Software Livre XMGRACE [94], o resultado obtido foi o mesmo.

Iniciaremos a discussao a respeito do espectro de poténcia e dos expoentes de
Lyapunov, apresentando os resultados para valores de N mais baixos. Em seguida,
quando aumentamos o valor de N, a discussao engloba a transicao entre o regime
conservativo e dissipativo. E finalmente, vamos encerrar essa analise discutindo os

resultados para valores de N mais altos.
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5.2.3 Caso N =0

Neste caso nao existe o meio. A particula oscila livremente dentro do po-
tencial assimétrico, Fig. 5.3, com uma freqiiéncia angular, w ~ 0,56, bem definida.

O espaco de fases é bidimensional e conservativo, logo, este caso é integravel.

0,4 T T T T T T T T T
0,3
0,2 .

w01
0,0 | i
0,1 i
02 i

_0’3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

Fig. 5.3: Oscilagoes da particula em torno do minimo do potencial assimétrico em fung¢ao do tempo

para N = 0. O periodo das oscilagoes é T ~ 11.

524 Casol< N <12

Para N > 0 a dinamica da série temporal da particula comeca apresentar
alguns efeitos devido a interacao com os osciladores do meto. No intervalo 1 < N <
12, todos os valores que foram obtidos para o expoente de Lyapunov (A) independem
do tempo, e foram estimados como sendo A < 1073, Logo, podem ser considerados
zZero.

A Fig. 5.4 (a) mostra o espectro de poténcias para o caso N = 1. Pode-
mos observar que os picos sao bem localizados em certos valores de freqiiéncias. A
freqiiéncia principal, w ~ 0,56, corresponde a freqiiéncia angular da particula do
sistema de interesse. Essa é a freqiiéncia do movimento da particula em torno do
minimo do potencial assimétrico. Todos os outros picos sao os altos harmonicos dessa

freqiiéncia principal. Para valores de N entre 2 e 12 (o espectro nao é mostrado),
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Fig. 5.4: Espectro de poténcias para (a) N =1, (b) N =13 e (¢) N = 20.

comecam aparecer novas freqiiéncias em torno dos picos das freqiiéncias mostrados
na Fig. 5.4 (a) para N = 1. De acordo com os resultados do espectro de poténcias,
juntamente com os expoentes de Lyapunov nulos, podemos concluir que a dinamica

da particula do sistema é regular para N < 12.

5.2.5 Caso 13 <N <20

Mudancas significativas ocorrem neste regime, o qual é caracterizado pela
emergéncia da dissipacao (veja a discussao na Sec.5.1). De acordo com o que foi
mencionado anteriormente, para N = 13 e 14 a dimensao de imersao apropriada é
m =4 e para N > 15 é m = 5, veja a Tab. 5.1. Primeiramente vamos mostrar os
resultados para N = 13.

A Fig. 5.5 mostra: (a) a energia da particula e (b) os quatro valores do
Lyapunov em funcao do tempo. Lembramos que neste caso foi considerado apenas

uma trajetéria, e a média temporal da energia da particula é constante (ver Fig. 5.5
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(a)). Portanto, essa situagao é diferente do resultado apresentado na Fig. 5.1 para
N = 13, onde foi tomada uma média sobre 800 condigoes iniciais. Na Fig. 5.5
(b) podemos observar que dois expoentes de Lyapunov sao negativos e dois sao
positivos, e sao aproximadamente constantes durante todo tempo. A soma dos quatro
expoentes de Lyapunov € zero, isso significa que toda a dinamica descrita pela série
temporal da particula é conservativa, como esperado. Os erros associados aos valores

dos expoentes de Lyapunov serao apresentados mais adiante.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
104Iteradas

Fig. 5.5: (a) Energia da particula do sistema e (b) o espectro de Lyapunov para N = 13 em funcao

das iteracoes da série temporal.

A Fig. 5.4 (b) mostra o correspondente espectro de poténcias para N = 13.
Quando comparamos a Fig. 5.4 (a) e (b), podemos perceber que o efeito devido aos 13
osciladores do meio sobre a dinamica da particula, acaba resultando no aparecimento
de novas frequéncias de pequena amplitude em torno das freqiiéncias principais.
Em outras palavras, o espectro de freqiiéncias comeca apresentar um alargamento
em torno das freqiiéncias principais de oscilacao da particula no poco de potencial
assimétrico.

O espectro de freqiiéncias para N = 20 é apresentado na Fig. 5.4 (c). Neste

caso podemos ver que as freqiiéncias principais praticamente desaparecem, e o que se
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observa é um espectro complicado que pode ser um indicativo de que o caso N = 20
apresenta uma dinamica caodtica. Esse resultado é confirmado, na seqiiéncia do texto,
com a discussao sobre os expoentes de Lyapunov.

A Fig. 5.6 mostra: (a) a energia da particula do sistema e (b) os valores dos
Lyapunovs positivos em funcao do tempo para N = 20. Podemos observar que ambos
os Lyapunovs positivos decrescem exatamente para os instantes que a amplitude de
oscilacao temporal da energia diminui. Na verdade, no momento que a amplitude de
oscilacao temporal da energia comeca a diminuir, simultaneamente, a energia comeca

a ser transferida para o meio, e os expoentes de Lyapunov positivos decrescem. A

10
o (\9) N (@)Y
/t

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
104Iteradas

Fig. 5.6: (a) Energia da particula do sistema e (b) os valores positivos do espectro de Lyapunov

para N = 20 em funcao das iteragoes da série temporal.

relacao entre o decréscimo da amplitude das oscilagoes temporais da energia, e o fato
dos expoentes de Lyapunov também decrescerem, é uma conseqiiéncia da relacao
entre a taxa de contracao do espacgo de fases e o a soma dos expoentes de Lyapunov
da particula [91].

Note que em regioes onde a dissipacao aparece, a particula do sistema se
comporta dissipativamente, logo, poderiamos esperar que a soma dos expoentes de

Lyapunov fosse negativa. Entretanto, a soma dos expoentes de Lyapunov é sempre
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proxima de zero (dentro do erro estimado). Aparentemente nao existe uma maneira
de separar os expoentes de Lyapunov relacionados com o sistema e os expoentes de
Lyapunov relacionados com o meio. Em outras palavras, apesar da dinamica do
sistema ser dissipativa, a andlise nao linear aparentemente “reconhece” que a série

temporal pertence a uma dinamica que, em sua totalidade, é conservativa.

5.2.6 Caso N > 20

Para valores de N maiores, o comportamento da dependéncia temporal dos
expoentes de Lyapunov nao é significativamente diferente da discussao anterior. Ba-
sicamente, no instante de tempo para o qual a energia da particula comeca ser
transferida para o meio, os expoentes de Lyapunov decrescem. Como mencionado
anteriormente, Sec. 5.1, quando N aumenta a energia é transferida rapidamente para
o meio e num curto intervalo de tempo perto de ¢ ~ 0, 0.

Na Fig. 5.7 ¢ mostrado o espectro de poténcias para N = 60, 150 e 4000. Cla-
ramente é possivel observar a complexidade resultante devido a presenca de todos os
osciladores do meio. As principais freqiiéncias, que eram observadas para valores de
N mais baixos (ver Fig. 5.4), agora estao misturadas as outras freqiiéncias originadas
pelas colisoes da particula com os osciladores. Em especial, a freqiiéncia fundamental
principal, w ~ 0, 56, desapareceu. Altas freqiiéncias foram excitadas e o espectro de
freqiiéncias, Fig. 5.7 (a)-(b), sugere uma dinamica cadtica para N = 60 e 150. Para
N = 4000 o espectro de freqiiéncias, Fig. 5.7 (c), volta a exibir caracteristicas de um
movimento regular.

Na Fig. 5.7 (a) e (b) também ¢é possivel observar o surgimento de uma nova
freqiiéncia préoximo de w ~ 0,98. Para N = 4000 essa nova freqiiéncia encontra-
se préoximo de w ~ 0,76. A origem fisica do surgimento dessa nova freqiiéncia
¢ esclarecida na seqiiéncia do texto. No caso N = 4000 (Fig. 5.7 (c¢)), além do
aparecimento da freqiiéncia fundamental principal w ~ 0,76 e seus altos harmonicos
localizados em 1,52, 2,28, 3,01, ..., todas as N = 4000 freqiiéncias dos osciladores

do meio também aparecem no espectro de freqiiéncias da particula, no intervalo



5.2. Analise das Séries Temporais 66

102
10
10°®

102
10
10°®

densidade espectral

102
10

10°®

4 5 6 7 8
w
Fig. 5.7: Espectro de freqiiéncias para (a) N = 60 (b) N =150 e (¢c) N = 4000. As linhas verticais

tracejadas na figura (c) indicam a regiao do espectro referente as freqiiéncias dos osciladores do

meio.

1,1 £ w < 2,1 indicado pelas linhas verticais tracejadas. Observe que o pico da
freqiiéncia do primeiro alto harménico (w ~ 1,52) desaparece entre as freqiiéncias
dos osciladores.

Na seqiiéncia apresentamos um panorama geral a respeito do comportamento
da energia e dos expoentes de Lyapunov em funcao de N. A Fig. 5.8 mostra: (a) a
energia temporal média da particula para os instantes finais do tempo de integracao
e (b) os expoentes de Lyapunov positivos em fungdo de N. Essa energia média da
particula, referente aos instantes finais de tempo, foi calculada levando em conta
os tltimos 2 x 10% instantes da integracao numérica. Observe que para os valores
de N < 12, a energia inicial (~ 0,02) é igual a energia final, ou seja, nao houve
transferéncia de energia do sistema para o meio. Neste caso, os valores dos expoentes
de Lyapunov sao proximos de zero e a dinamica do sistema é regular.

Os erros associados aos valores dos expoentes de Lyapunov sao identificados
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Fig. 5.8: (a) Energia média da particula para os instantes finais da integra¢ao numérica e (b)
os expoentes de Lyapunov positivos em fungao de N. As barras verticais em (b) indicam o erro

associado com os valores do expoente de Lyapunov.

pelas barras verticais na Fig. 5.8 (b). Para N < 12 a dimensao de imersao é m = 3,
e obtemos apenas um expoente de Lyapunov positivo. Em torno de N ~ 13 e 14 a
energia média final comega a decrescer, significando que uma parcela da energia do
sistema foi transferida para o meto, em acordo com o que foi observado na Sec.5.1.
Préximos desses valores de NV (13 e 14), para os quais a dimensao de imersao ¢ dada
por m = 4, os dois expoentes de Lyapunov positivos aumentam e a particula comega
apresentar um comportamento cadtico.

Para valores de N mais altos, os expoentes de Lyapunov decrescem lenta-
mente (Fig. 5.8 (b)) seguindo o comportamento qualitativo da energia média final
(Fig. 5.8 (a)). Isso é uma conseqiiéncia de um resultado geral bem conhecido: o
expoente de Lyapunov de uma particula cresce (decresce) quando a energia total da
mesma cresce (decresce). E interessante observar que muito préximo da regiao onde
a dissipagao comega aparecer (13 < N < 15), os expoentes de Lyapunov crescem
e a dinamica do sistema sofre uma transicaio do movimento regular para cadtico.
No entanto, para valores de N ainda mais altos a energia média final da particula

decresce, os expoentes de Lyapunov também decrescem, e o movimento da particula
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tende a ser regular novamente. Isso pode ser visto quando comparamos as Fig. 5.7
(c) e Fig. 5.8 para N = 4000. Neste caso a particula apresenta uma energia final
muito baixa e os expoentes de Lyapunov assumem valores préximos de zero. Como a
energia final da particula é muito baixa, é esperado que essa particula realize peque-
nas oscilagoes, com freqiiéncia wy, em torno do minimo do potencial. Essa freqiiéncia
wp ¢ a freqiiéncia do movimento linear préximo do minimo do potencial.

Visto que todas as freqiiéncias aqui apresentadas sao dadas em unidades
de wg = 1,0, entao concluimos que para valores altos de N, a particula do sistema
oscila muito perto do minimo do potencial e com uma freqiiéncia principal préximo
de w ~wy=1,0. E essa é a origem fisica do surgimento das novas freqiiéncias que
aparecem na Fig. 5.7, que sdo em torno de: w ~ 0,98 para a figura (b) e w ~ 0,76

para a figura (c), sobre as quais comentamos anteriormente.



Transporte de Particulas

6.1 O Mecanismo de Transporte

O transporte de particulas, através dos multiplos pocos do potencial, ocorre
devido a acao combinada da assimetria do potencial periédico com a forca externa
dependente do tempo, de acordo com o modelo de estudo dado pelas Eqs. (3.15) e

(3.16). A forga externa utilizada para representagao do modelo é uma forga periddica,
Fop = Fcos(wt) (6.1)

e o potencial, devido a agao dessa forga, somado ao potencial periédico e assimétrico

V(X), dado pela Eq. (3.17), resulta no potencial efetivo
V(X) — XF cos(wt) . (6.2)

Esse potencial efetivo é responsavel pelo transporte da particula através dos multiplos
pocos do potencial. Para melhor entender o mecanismo de transporte, observamos
a Fig. 6.1. Inicialmente, em ¢t = 0, a particula encontra-se confinada no poco de
potencial com minimo em X = 0, veja a curva continua na Fig. 6.1. Posteriormente,
para os instantes de tempo em que a forga externa assume seu valor maximo (+F),
o potencial efetivo assemelha-se a uma escada ascendente para direita, veja a curva
tracejada na Fig. 6.1. Para os instantes de tempo em que a forca externa assume

seu valor minimo (—F), o potencial efetivo assemelha-se a uma escada descendente

69
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para direita, veja a curva pontilhada na Fig. 6.1. Portanto, podemos perceber que
com o passar do tempo a forca externa muda a inclinagao do potencial assimétrico, e
conseqiientemente, a particula escapa do minimo do potencial e pode movimentar-se

através dos multiplos pocos!.

0,3 T T T T T

02 ™ VX)+XF - o

Potencial

Fig. 6.1: Potencial efetivo, V(X) + X F cos(wt), representando a forca externa para diferentes
instantes de tempo: F cos(wt) = 0 (linha continua), F cos(wt) = F = 0,075 (linha tracejada) e
F cos(wt) = —F = —0,075 (linha pontilhada).

Para melhor entender a dinamica do transporte de particulas, faremos algu-
mas observagoes sobre o efeito da forga externa no potencial efetivo, Eq. (6.2). Pri-
meiramente, aumentando muito a amplitude F', o minimo do potencial assimétrico
desaparece nos tempos “extremos”. E devido a assimetria do potencial V' (X), esse
minimo desaparece para diferentes valores de F. Na verdade, ele desaparece para
F > F,;, ~ 0,075 para os instantes nos quais a forca externa assume o valor minimo
—F', veja a curva pontilhada na Fig. 6.1, e para F' > F,,.. ~ 0,15 para os instantes
nos quais a forca externa assume o valor maximo +F'. Para valores intermediarios de
tempo, ou seja, entre os instantes em que F,; assume os valores maximo e minimo,

o potencial efetivo continuamente muda sua inclinacao: de uma escada ascendente

Isso é possivel, desde que a amplitude F seja grande o suficiente para que a particula escape

da primeira barreira de potencial em V(X = 0).
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para uma escada descendente em relacao ao sentido positivo do eixo X. Nesses ins-
tantes, o minimo do potencial assimétrico ainda esta presente. Para os instantes de
tempo, nos quais a particula encontra-se presa em torno do minimo do potencial
assimétrico, o movimento ¢ classificado como um estado “oscilante”. Se a particula
salta por cima da barreira do potencial, entao, o movimento é classificado como um
estado em “movimento”. Portanto, quanto maior o valor da amplitude F', menor o
nimero de estados “oscilantes”. Voltaremos a falar sobre os estados “oscilantes” e
em “movimento”, ainda nesse capitulo, porém, um pouco mais adiante. Agora, na

secao que segue, apresentamos os primeiros resultados sobre a corrente de particulas.

6.2 Corrente de Particulas

A corrente de particulas ao longo do potencial assimétrico pode ser definida
como a média temporal da velocidade média sobre um conjunto de condigoes iniciais

e expressa na forma [29]

1 M

sendo a soma feita sobre M diferentes instantes de tempo t;, e v; é a velocidade
média da particula sobre 800 condigoes iniciais diferentes no instante ¢;. Nesta secao,
vamos analisar a corrente J e a mobilidade J/F [95] como fungao do nimero N de
osciladores e da amplitude F' da forga externa. Para todos os casos aqui apresentados
a freqiiéncia da forca externa é w = 0,035 e a intensidade do acoplamento ¢ v; = 0, 1.
A fim de normalizar o efeito da soma sobre os osciladores, o fator 1/N foi incluido na
frente dos somatorios que aparecem na Eq. (3.15), isso foi feito porque o acoplamento
efetivo entre sistema e meio tende a aumentar quando N aumenta [86]. Os demais
parametros sao especificados ao longo do texto conforme a necessidade.

A corrente J desaparece no limite F' — 0. Por outro lado, se a intensidade
da forga externa é muito grande comparada com as forcas devido a agao do meio e

do potencial assimétrico, a particula seguira o forcamento externo, e neste caso, a
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mobilidade J/F tende a zero.

A Fig. 6.2 mostra a corrente J em fungao de N para diferentes valores da
amplitude da forga externa: F' = 0,05 (w, 0), F = 0,1 (a, ) e F =0,5 (s, 0). Os
resultados ilustrados pelos simbolos cheios referem-se a distribuicao de freqiiéncias de
Debye baiza e os simbolos vazios representam os resultados referentes a distribuicao

de freqiiéncias de Debye alta.

0,2 T T T T
01
; 00
-0,1
-0,2

Fig. 6.2: Corrente J em func¢ao do nimero N de osciladores para diferentes valores da amplitude
F da for¢a externa: F = 0,05 (m, O), F = 0,1 (a, &) e F = 0,5 (s, O). Os simbolos cheios
representam os resultados referentes a distribuicao de freqiiéncias de Debye baixa e os simbolos

vazios a distribuicao de freqiiéncias de Debye alta.

Para todos os valores da amplitude da forga externa, apresentados na Fig. 6.2,
a medida que N — 360 a corrente J nao apresenta grandes mudancas. Porém, para
F = 0,1 (a) uma interessante situagdo pode ser observada, que é o surgimento de
corrente reversa para valores baixos de N. Isso pode ser verificado na Fig. 6.3 que
mostra apenas a corrente J para o caso F' = 0,1 (a). Observe que para os valores de
N < 20 a corrente é negativa?, mas para N > 20 a corrente torna-se positiva. Esse
fendmeno também foi observado em trabalhos [26,96,97] onde as correntes reversas
sao obtidas das variacoes de parametros como: massa da particula, coeficiente de
viscosidade, temperatura e amplitude da forca externa. Podemos também classificar

outras duas situagoes na Fig. 6.2: (i) corrente maxima para F' = 0,1 (a, a); (ii)

2Corrente negativa significa que a particula movimenta-se em média para a esquerda em relacio

a origem (X = 0) do potencial assimétrico, veja a Fig. 6.1.
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Fig. 6.3: Corrente J em funcao do nimero N de osciladores para o caso F' = 0,1 referente a

distribuigao de freqiiéncias de Debye baiza.

corrente baixa para ' = 0,05 (w, 0) e F' = 0,5 (s, 0). A situagdo que apresenta
corrente maxima em F' = 0,1 (a, A), é observada para os casos referentes as distri-
buigoes de freqiiéncias de Debye baiza (a) e Debye alta (»). Porém, no segundo caso
a corrente assume valores negativos para todo N. Considerando os valores F' = 0,05
(m,0) e FF=0,5 (e, O) observamos que a corrente é baixa para qualquer N, ou seja,
a corrente assume valores mais proximos de zero.

Resumindo nossa analise em relagao a Fig. 6.2, podemos constatar que para
F = 0,05 (=, O) a corrente assume valores proximos de zero, para qualquer N,
aumentando até um valor maximo em F' = 0,1 e retornando para valores proximos
de zero para valores mais altos de F'. Isto fica mais evidente na Fig. 6.4, que mostra a
mobilidade J/F em funcao da amplitude da forca externa para valores intermedidrios
de F' e para diferentes valores de N.

Na Fig. 6.4 podemos observar que a mobilidade J/F' apresenta um valor
maximo em F' = 0,1, independente do valor de N. Por outro lado, quando F
aumenta, a mobilidade diminui. No ponto onde a corrente é méaxima, F' = 0,1,
observamos corrente reversa quando mudamos as distribuicoes de freqiiéncias dos
osciladores do meio de Debye baiza (a) para Debye alta ().

Na proxima secao, os resultados referente ao comportamento difusivo da
particula sao apresentados, e também, propriedades desse comportamento sao dis-

cutidas e relacionadas com a amplitude F' do campo externo e a mobilidade J/F.
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Fig. 6.4: Mobilidade J/F em fungao da amplitude F' da for¢a externa e diferentes valores de N:
(a) N =60 (b) N =180 (¢) N =270 e (d) N = 360. Os resultados apresentados referem-se as
distribuigées de freqiiéncias de Debye baiza (e ) e Debye alta (s ).

6.3 Comportamento Difusivo

Nesta secao fazemos uma discussao sobre o comportamento difusivo da
particula. Estes resultados sdo relacionados com a mobilidade J/F em funcao da
amplitude F' da forca externa e para diferentes valores de N. Optamos por mostrar
aqui apenas os resultados referentes a distribuicao de freqiiéncias de Debye baiza.
Fizemos essa escolha porque os resultados obtidos para a distribuicao de freqiiéncias
de Debye alta apresentaram o mesmo comportamento qualitativo.

O comportamento difusivo da particula é medido pelo aumento temporal da

variancia da posicao, cuja dependéncia no tempo é expressa por
2(t) = (2*(1)) — ((t))* o t® (6.4)
o x x . )

As médias (.) foram feitas sobre um conjunto de 800 trajetérias referentes a diferentes
condigoes iniciais. O expoente a é a grandeza que caracteriza o tipo de difusao:
para o caso a = 1 a difusao é normal; o < 1 caracteriza sub-difusao; para o caso
1 < a < 2 o sistema exibe um comportamento super-difusivo, ou seja, apresenta
difusao anomala; e se @ = 2 o movimento é balistico. Para os resultados aqui

2

apresentados, o expoente « foi obtido via ajuste da curva numérica ¢° em funcao
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do tempo. Na Fig. 6.5, como exemplo, é mostrada a dependéncia temporal de o2,

para N = 360, com o respectivo ajuste da curva. Os valores da amplitude F' da

7 T T T T
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2 - =i
1 - .
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10° t

Fig. 6.5: Dependéncia temporal da variancia o para N = 360, onde F = 0,30 (0), F = 0,10 (0)

e F'=0,05 (). A linha continua é o ajuste da curva numérica.

forca externa e os respectivos expoentes o sao: F' = 0,05 e a ~ 1,47; F = 0,10 e
a~1,56; F=0,30ea~3,12.

A Fig. 6.6 (a)-(b) mostra os valores de a em fungao de F' para N = 60, 360.
A primeira e importante observacao que fazemos é que para valores de F' < 0, 15,
independente de NN, o valor de « encontra-se entre 1 e 2, o que caracteriza um
movimento super-difusivo. Observe que o valor de & muda com a amplitude da forga
externa F', e para F' > 0,2 ele fica em torno de @ ~ 3. Esse valor elevado para
o expoente a pode ser atribuido a coexisténcia de dois estados: “oscilante” e em
“movimento” [98].

Os argumentos usados na Ref. [98] mostram que, no instante de tempo ¢
encontram-se: n,(t) particulas no estado “oscilante” e n,.(t) particulas no estado em
“movimento”. O nimero total de particulas é n = n,(t) + n,(t). As posigoes médias

das particulas, em cada estado, sao expressas por

(rolt) = w0,
10 - (6.5)
(2,(t)) = n—zx o 1P,
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Fig. 6.6: (a)-(b) Expoente o da variancia o?, Eq. (6.4), e (c)-(d) mobilidade da corrente como

funcao da amplitude do campo externo F', respectivamente para os valores de N = 60, 360.

Conseqiientemente, a posicao média total ao quadrado apresenta a seguinte de-

pendéncia temporal:

(w(0)? = {2 o + (O]} o (6:6)

sendo # > 1. Portanto, de acordo com a Eq. (6.4), é esperado que a dependéncia
temporal da variancia apresente um expoente maior que 2, visto que na Eq. (6.6)
6>1.

Esse mesmo argumento pode ser usado para explicar o expoente a ~ 3 que
encontramos em nossos resultados. Porém, em nosso caso, dois estados em “movi-
mento” coexistem; para direita e esquerda, com diferentes valores para a poténcia
3, ou seja, B4 e fe. Veja, como exemplo, a Fig. 6.7 (a)-(c) que mostra a distribuigao
estroboscépica® de velocidades para as 800 trajetérias e para diferentes valores de F.
Muitos estados “oscilantes”, com velocidades proximas de zero: V' ~ 0, estao presen-
tes para o caso I’ = 0,05, os quais sao identificados pelos pontos pretos na Fig. 6.7
(a). Estados em “movimento”, para direita ou para esquerda, sdo obtidos para ve-
locidades positivas e negativas, respectivamente. Enquanto que, para F' = 0,05 e
F = 0,10 as velocidades dos estados em “movimento” tém um limite superior (po-

sitivo) e inferior (negativo), V' aumenta, em fungao do tempo, indefinidamente para

3A velocidade é computada a cada periodo T do campo externo.
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Fig. 6.7: Distribuicao estroboscopica das velocidades sobre um conjunto de 800 trajetorias para 122

periodos de oscilagao da forca externa, com (a) F'= 0,05 (b), F =0,10 e (¢) F =0, 30.

F =0,30.
Em nosso caso, as médias dos estados em “movimento” (para direita e es-

querda) no instante t, sdo expressas respectivamente por

(z4(t)) oc tha |

(6.7)
(ze(t)) oc —tPe
A posicao média total, elevada ao quadrado, é dada por
(w(t)? o 27, (6.8)

onde assumimos 3 = (4 + (.)/2. Das simulagdes numéricas obtivemos os seguintes
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valores: By ~ 1,54 e (. ~ 1,39 para FF = 0,30. Entdo, 3 = 1,47, e de acordo
com a equacao acima, a poténcia total igual a 2,94, estd bem proxima do valor
a ~ 3 referente ao cdlculo da variancia o? apresentado na Fig. 6.6 (a). Essa é
uma espécie de decomposicao dos estados em “movimento” da direita e da esquerda.
Portanto, podemos admitir que a poténcia «, da variancia o2, é duas vezes a média
(3. Entretanto, verificamos que estes resultados sdao validos somente para os casos
em que F' > 0,20, ou seja, quando o > 2.

Uma outra propriedade interessante que observamos, esta relacionada com
o calculo das variancias separadas, dos estados em “movimento” para direita e es-
querda. O valor do expoente «, da variancia total, pode ser obtido tomando sepa-
radamente a média dos expoentes das variancias dos estados em “movimento”, da

direita e da esquerda,

oa(t) = (g (t)) — (x(t))* oct™

02 (t) = (22 (1)) — (x(t))* ot .

(6.9)

Por exemplo, para F' = 0,05 os expoentes da variancia da direita e esquerda valem,
respectivamente: ay ~ 1,46 e a, ~ 1,99. O valor médio é (g + .)/2 ~ 1,72
que estd de acordo com o valor a ~ 1,73 apresentado na Fig. 6.6 (a), referente a
variancia total. Essa propriedade também foi observada para os demais valores de
F, incluindo F' > 0, 20.

A Fig. 6.8 mostra a dependéncia: (a) da poténcia a da variancia total e (b)
a corrente J para a amplitude F' = 0, 10, onde a mobilidade é maxima, como funcao
do niimero N de osciladores. Neste caso o movimento super-difusivo, 1 < a < 2 é
observado para qualquer valor IV, e o expoente a converge para o valor ~ 1,55 quando
N — 360. Notamos que para N < 90 aparecem significativas variagdes no valor de
«, ou seja, significativas variagoes do expoente que caracteriza o movimento super-
difusivo. Essa é uma regiao onde as particulas ainda véem o meio como um nimero
finito de freqiiéncias, em outras palavras, ainda existem “janelas” no espectro de
poténcias onde algumas freqiiéncias nao estao presentes. A medida que N aumenta,

além de N ~ 90, o espectro de poténcias do meio aproxima-se cada vez mais de uma
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Fig. 6.8: (a) Expoente « e (b) corrente J como fungao de N para F' = 0, 10.

funcao suave, e o expoente « tende a estabilizar em torno de ~ 1,55.
Na seqiiéncia, apresentamos os resultados que mostram a existéncia dos
passeios de Lévy em nosso sistema. Esse fato é relacionado com a mobilidade maxima

da corrente.

6.4 Passeios de Lévy e Mobilidade Maxima

Agora vamos apresentar um resultado estatistico referente aos deslocamen-
tos da particula ao longo da estrutura periédica. A Fig. 6.9 é um exemplo de
uma trajetoria tipica da particula através dos multiplos pogos do potencial. Pode
ser observado que apesar das oscilacoes* induzidas pela forca externa, a particula
movimenta-se aleatoriamente para direita ou para esquerda, ou seja, em direcao ao
sentido positivo ou negativo do eixo X. Dizemos que a particula desloca-se, ao longo
de X, executando passos para direita ou esquerda.

Com a finalidade de caracterizar cada passo, foi calculado o deslocamento

da particula entre dois periodos consecutivos (T;_; e T;) e expresso na forma AX; =

40 perfodo de oscilacio da forca externa é: T = 27/w e w = 0, 035.
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Fig. 6.9: Trajetoria tipica da particula em funcao do periodo T' do campo externo, para F' = 0,05

e N = 60.

X; — X,;_1. Para tornar a discussao mais simples, veja a Fig. 6.10, que exibe uma
ampliacao da Fig. 6.9 entre os periodos 65 e 85. Observe que cada periodo T; é

identificado por um ponto. A Fig. 6.10 mostra, como exemplo, a representacao de um

65 70 75 80 85

Fig. 6.10: Ampliagao da Fig. (6.9), na regiao entre os periodos 65 e 85, onde a posi¢ao da particula
em cada periodo T' é marcada com um ponto. A velocidade média da particula entre dois periodos

consecutivos é tan . A linha vertical (tracejada) indica o tamanho de um v6o ou passo.

deslocamento AX; entre os periodos 76 e 77, onde a velocidade média da particula é
dada por tan 6. Definimos que os deslocamentos consecutivos (AX; 1, AX;, AX;11)
podem ser somados, desde que, sigam uma mesma dire¢ao. Porém, respeitando uma
tolerancia de |Atanf| < 0,1. Isso significa que, quando a particula movimentou-
se para mesma direcao, entre dois ou mais periodos consecutivos, com velocidades

aproximadamente constantes, temos entao um tnico passo (ou v6o) de comprimento
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[ =,|AX;|. Portanto, o menor comprimento do passo é equivalente a um tnico
deslocamento. Os passos obtidos podem ser pequenos ou grandes. Veja um exemplo
na seta pontilhada, que indica os deslocamentos consecutivos que foram somados, e
a linha vertical tracejada indica o comprimento total [, ou seja, o tamanho do voo.
Um exemplo de passo curto é dado pela seta continua entre os periodos 74 e 75, onde
o deslocamento AX é préximo de zero ( ~ 0), e nao é possivel ser visualizado no
grafico.

A existéncia de longos passos é uma caracteristica dos passeios aleatérios
anomalos ou passeios de Lévy [69,70]. Outros exemplos de passos estao ilustrados
na Fig. 6.11 (a) (veja as setas), onde é mostrado um exemplo com trés trajetérias
referentes a trés condicoes iniciais diferentes.

Com o objetivo de quantificar os passeios de Lévy, foi calculado a distribuicao
de probabilidade P(l) ~ [7*. Sistemas que apresentam passeios de Lévy sdo carac-
terizados pelo decaimento da probabilidade P(I) cujo expoente é p < 3 [69,70,99].
Para os casos em que p > 3, o sistema é caracterizado como passeio aleatério normal
(movimento Browniano). Uma outra caracteristica dos passeios de Lévy ¢é o fato de
apresentarem um segundo momento (I%) = co.

Chamamos atencao para o fato de utilizarmos o termo passeio de Lévy,
em vez de voos de Lévy. Isto é conseqiiencia do fato que, em nosso caso os vOos
(ou passos) ocorrem a velocidades constantes e nao instantaneamente [69]. Para os
resultados aqui apresentados, os passos [ foram calculados sobre 122 periodos, isso
para um conjunto de 800 trajetérias, num total de 97600 periodos T'. Esses calculos
foram realizados para diferentes valores de N, como também, para diferentes valores
de F'.

A Fig. 6.11(b) mostra o grafico, em escala logaritmica, da distribuicao de
probabilidade P(l) para F' = 0,05 e N = 60. A curva ajustada é identificada pela
linha tracejada, com o valor u ~ 2,60. Observe que esse expoente é caracteristico
de sistemas que apresentam passeios de Lévy. As Figs. 6.11(c)-(d) referem-se aos

valores F' = 0,10 e F' = 0, 30, respectivamente, com os expoentes j ~ 2,82 (passeio
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de Lévy) e pn ~ 3,44 (difus@o normal [69]). Embora ndo apresentamos aqui todos os
resultados obtidos para diferentes F' e N, nosso estudo mostrou que para £ > 0, 20,

independentemente do valor de N, temos u > 3.
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Fig. 6.11: (a) Trés trajetdrias tipicas em funcao do periodo T do campo externo, para diferentes
condigbes iniciais. As setas indicam alguns exemplos de passos. (b)-(d) mostra a distribui¢ao de
probabilidades P(l), em escala logaritmica, para N = 60, e respectivamente, para F' = 0,05, 0,10
e 0,30. A linha tracejada é o ajuste de P(l) para longos l.

Quando comparamos estes resultados com os resultados referente a mobi-
lidade J/F (Fig. 6.6), podemos perceber que a mobilidade da corrente é maxima
(F = 0,10) na regiao préxima dos valores de F' para os quais os passeios de Lévy
deixam de existir. Em outras palavras, a mobilidade da corrente é maxima quando
os longos passeios de Lévy tornam-se menos freqiientes, ou seja, quando u — 3.
Isso pode parecer um tanto contraditorio se pensarmos que, quanto mais freqiientes
forem os longos passeios (@ — 2), maior a contribui¢ao para transporte. No entanto,
vamos mostrar que a resposta para essa aparente contradicao estd relacionada com

o direcionamento temporal dos passeios de Lévy. Para isso vamos retomar a dis-
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cussao a respeito da Fig. 6.10, sobre a caracterizacao dos passos de comprimento .
Lembramos que a cada passo [ esta associado um angulo 6 em relagao ao eixo tem-
poral T' (veja um exemplo na Fig. 6.10). Considerando a possibilidade da particula
movimentar-se em diregdes opostas (direita ou esquerda), esse angulo  pode assu-
mir um valor no intervalo —7/2 < 6 < m/2. Definindo a diferenga entre os angulos
de dois passos subseqiientes: Af; = 0; — 0,1, sendo i = 1,2,...n,, e n, 0 nimero
total de passos. Por conseguinte, essa diferenca nos fornece uma idéia sobre a mu-
danca de direcao entre passos subseqiientes. Considerando que a diferenca Af; pode
variar entre —m e 7, isso indica que a particula pode executar passos consecutivos
aproximadamente numa mesma direcao A#; ~ 0, ou em diregoes opostas Af; ~ +.

A distribuigao da diferenga dos angulos P(Ad;) é exibida na Fig. 6.12 para
o caso N = 60. Podemos observar que existe uma concentragao maior dos Af; em
torno de zero e +m. No entanto, para o caso F' = 0,05 (Fig. 6.12 (a)) a distribuigao
¢ mais larga em torno de Af; ~ 0 quando comparada com o caso ' = 0, 10 (Fig. 6.12
(b)), o qual apresenta uma distribui¢do bem estreita em torno de zero. Isso mostra
que para F' = 0,10 os passos sao mais direcionados, ou seja, a probabilidade da
particula movimentar-se numa mesma direcao é maior. Adicionalmente, para F =
0,05 a probabilidade de encontrar A#; ~ +m indica a existéncia de inversao da
direcao entre passos consecutivos. Embora para F' = 0,05 os passos longos, ou
passeios de Lévy, sejam mais freqiientes (u = 2,60), por outro lado, a diregao tomada
entre passos consecutivos assume valores mais variados. No entanto, para o caso
F = 0,10 a situagao é diferente, embora, os longos passos nao sejam tao freqiientes
(u = 2,82), quando comparados com o caso F' = 0,05 (u = 2,60), eles sao mais
direcionados em torno de Af ~ 0. Isso explica o fato da mobilidade da corrente
ser maxima exatamente na fronteira entre o comportamento super-difusivo para o
comportamento que apresenta difusao normal, ou seja, quando p — 3.

O resultado que acabamos de apresentar é muito interessante pois mos-
tra uma relagao direta entre a otimizacao dos passeios de Lévy com a mobilidade

maxima da corrente em estruturas periddicas. Chamamos a atencao, que em nosso
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Fig. 6.12: Distribui¢ao P(A6;) da diferenga entre os angulos dos subseqiientes passeios de Lévy
para N = 60, sendo (a) FF'=0,05 e (b) F' = 0,10.

sistema a corrente liquida nao é somente atribuida aos passeios de Lévy, mas é uma
conseqiiéncia do efeito combinado da amplitude da forca externa, da assimetria do
potencial periédico, dos passeios de Lévy e do meio modulado.

Passeios de Lévy também desempenham um importante papel na otimizacao
de processos de busca aleatéria [100,101], na maneira que certos animais usam para
locomover-se [102], e também no modo em que seres humanos usam para movimentar-

se em escalas geograficas [103].
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Conclusoes

Apresentamos neste trabalho o estudo da dinamica de transferéncia de ener-
gia, dissipacao e transporte de particulas em meios modulados. Diferente das aborda-
gens usuais que tratam de sistemas acoplados a um banho térmico que normalmente
é representado por infinitos graus de liberdade, propomos aqui a descricao de um
meio finito, onde o espectro de freqiiéncias apresenta muitas estruturas devido a
auseéncia de freqiiéncias dentro do intervalo de interesse. Este espectro estruturado
caracteriza o que chamamos de meto modulado.

Consideramos o sistema de interesse descrito por uma particula sujeita a
um potencial periddico e assimétrico (catraca), que é acoplado linearmente com um
nimero N finito de osciladores harmonicos que representam o meio modulado. Fa-
zendo a integracao numérica das 2N + 2 equagoes de movimento do sistema global,
obtivemos os resultados necessarios para analisar o processo de transferéncia de ener-
gia, dissipacao e o transporte da particula, quando aumentamos um a um o nimero
de osciladores que compoe o meio. Com base nos resultados que foram discutidos
nos capitulos quatro, cinco e seis, na seqiiéncia apresentamos uma conclusao geral

dos principais resultados.
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Capitulo quatro:

O estudo da dinamica da transferéncia de energia entre o sistema de inte-
resse e os osciladores do meio, para uma unica trajetoria, mostrou que a primeira
manifestacao de dissipacao de energia da particula do sistema ocorre para um meio
com N ~ 15 osciladores. Para valores menores de NN, sistema e meio trocam ener-
gia continuamente com uma freqiiéncia alta de troca wgyy, que ¢ modulada por uma
freqiiéncia menor de troca wyenor (quando N > 1). Essas modulagoes sao relaciona-
das com o movimento da particula no espaco de fases. A particula usa energia do
meio para mover-se de uma regiao mais interna no espaco de fases, para uma regiao
mais externa (regiao mais afastada da origem). Quando a particula cede energia para
o meio ela retorna novamente para a regiao mais préxima da origem. Esse continuo
movimento no espacgo de fases ocorre com uma freqiiéncia wy,enor-

Quando poucos osciladores compoe o meio, a energia inicial sempre retorna
para o sistema. Porém, quando o nimero de osciladores aumenta (N 2 20), os
efeitos de dissipacao tornam-se aparentes e uma parcela da energia do sistema é
transferida para os osciladores. Uma situagao interessante também foi observada
para poucos osciladores (1 < N < 27) , quando a particula tem energia inicial
suficiente para saltar sobre a barreira de potencial do poco. Devido as trocas de
energia com o meio, a particula cede energia e conseqiientemente “cai” num outro
poco de potencial préximo, permanecendo 14 por algum tempo. Nesse periodo de
tempo o meio tem armazenado energia num tipo de “estado excitado”, que depois
é novamente transferida para a particula, fazendo com que ela seja transferida para
um outro pogo do potencial. Esse efeito, do meio ser capaz de induzir a transferéncia
da particula, desaparece quando o nimero de osciladores aumenta (N 2 27).

Para um conjunto de 800 trajetorias referentes a diferentes condigoes iniciais,
mostramos que a energia média do sistema decai no tempo obedecendo uma lei de
poténcia: (FEg) o t7%. Este resultado foi verificado para as distribui¢oes: Debye
alta, baixa e Gaussiana. Para o caso das distribuicoes de Debye alta e Gaussiana, o

expoente v é pequeno e aumenta lentamente quando N aumenta. Para a distribuicao
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de Debye baiza, a qual inclui freqiiéncias w; < wy, a taxa de dissipagdo (v) aumenta
de forma mais significativa com N, atingindo um valor méximo em N = 140. Isso
foi observado somente para a distribuicao de Debye baiza e possivelmente devido as
freqiiéncias w; < wp. Chamamos atencao que se outro gerador de freqiiéncias for
usado, os valores de v e os correspondentes valores de N, podem diferir dos valores

que apresentamos neste trabalho.

Capitulo cinco:

Fazendo uma andlise ndo linear das séries temporais da coordenada X (t) da
particula do sistema de interesse, para uma unica trajetéria, estudamos seu com-
portamento nao linear dentro do pogo de potencial assimétrico quando os efeitos da
dissipagao comegam a surgir. O sistema global (sistema de interesse + meio) é con-
servativo mas, devido as trocas de energia entre o sistema e os osciladores do meio,
o sistema sozinho apresenta um comportamento dissipativo.

A transicao de uma dinamica conservativa-dissipativa é obtida quando au-
mentamos um a um o nimero N de osciladores que compoe o mezo. Para determinar
o valor de N onde os efeitos da dissipacao comecam aparecer, primeiro analisamos
a evolugao temporal da energia média do sistema, que foi calculada sobre 800 rea-
lizagoes das condicoes iniciais do meio. Com isso, mostramos que o sistema comega
apresentar um comportamento dissipativo para N no intervalo entre 10 e 20. Para
valores menores de N, o sistema e meio trocam continuamente energia e a média
temporal da energia da particula permanece constante. A medida que N aumenta o
instante de tempo para o qual a energia comeca ser transferida para o meio diminui.
A energia transferida para o meio nao retorna mais para o sistema durante todo o
tempo de integracao.

Os resultados da anédlise nao linear das séries temporais mostraram que a
dinamica da particula do sistema comeca apresentar um comportamento cadtico
para 13 < N < 20 que é exatamente o intervalo de N onde os efeitos de dissipacao

surgem. O espectro de poténcias confirmou estes resultados. Para valores maiores de
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N, a energia média final da particula decresce, os expoentes de Lyapunov também
decrescem, e o movimento da particula tende ser regular novamente. Esse resultado
também foi confirmado com o espectro de poténcias para N = 4000. Neste limite os
expoentes de Lyapunov assumem valores proximos de zero, a energia da particula é
muito pequena e, portanto, fica oscilando dentro do poco de potencial com freqiiéncia
w ~ wy = 1,0, que é a freqiiéncia do movimento linear da particula em torno do
minimo do potencial.

As evidéncias numéricas mostram a conexao entre a variacao temporal da
amplitude de oscilagao da energia da particula, o decaimento da energia, e a dimi-
nuicao dos expoentes de Lyapunov. Acreditamos que esta é uma conseqiiéncia direta
da relacao entre a taxa de contracao no espaco de fases e a soma dos expoentes de
Lyapunov da particula [91]. Essa relagdo foi também observada recentemente na
equagao complexa de Ginzburg-Landau [104]. E interessante mencionar que, apesar
da dinamica do sistema de interesse comegar apresentar dissipacao para valores de N
no intervalo entre 10 e 20, a soma de todos os expoentes de Lyapunov é préxima de
zero. Em outras palavras, embora a particula do sistema apresente comportamento
dissipativo, a analise nao linear aparentemente “reconhece” que as séries temporais
pertencem a uma dinamica que em sua totalidade é conservativa (sistema de interesse
+ meio). Podemos entao dizer que os expoentes de Lyapunov contém informacao da
dinamica do sistema global, e nao é possivel separar a contribuicao dos expoentes de
Lyapunov relacionados ao sistema dos expoentes de Lyapunov relacionados ao meio,
fazendo uma andlise apenas da série temporal da particula do sistema.

Lembramos que os valores de N para os quais a dissipac¢ao e o movimento
caodtico surgem, sao validos para o gerador de freqiiéncias especifico usado em nossas
simulagoes. Esses valores podem mudar um pouco se outro gerador for usado, entre-
tanto todas as quantidades fisicas analisadas, quando a dissipagao surge, devem ser

as 1mnesias.



89

Capitulo seis:

Os resultados referente ao transporte de particulas através dos multiplos
pocos do potencial assimétrico foram obtidos quando sujeitamos a particula do sis-
tema de interesse a um campo externo periddico com média temporal nula. A cor-
rente ao longo da estrutura peridédica foi estudada como funcao do nimero N de
osciladores do meto e para diferentes valores da amplitude do campo externo F'.

Mostramos que uma situacao de maxima mobilidade é obtida para F' = 0, 10,
para as duas distribuigoes de freqiiéncias dos osciladores do meio: distribuicao de
Debye alta e baiza, porém, com sinais contréarios, ou seja, mobilidade negativa para
distribuicao de Debye alta e mobilidade positiva para distribuicao de Debye baiza.
Ainda para F' = 0,10 com distribuicdo de Debye baiza, observamos que quando
N < 20, a corrente é negativa (corrente reversa), e a medida que N aumenta, a
corrente muda de sinal e fica positiva. Esse efeito de corrente reversa foi também
observado em outros trabalhos com catracas [26,96,97]. Nestes trabalhos entretanto,
parametros como massa da particula, coeficiente de dissipacao e amplitude da forca
externa foram variados.

O processo difusivo foi caracterizado da seguinte maneira: para valores da
amplitude da forca externa 0,05 < F' < 0, 15, independente do valor de N, a particula
apresenta um comportamento anoémalo exibindo super-difusao. Neste caso o expo-
ente a da variancia (o2 o t®) assume valores caracteristicos de movimento super-
difusivo 1 < a@ < 2. Neste regime, e para os valores N < 90, o expoente « apresenta
significativas variacoes em funcao de N, e tende a estabilizar em torno de oo ~ 1,55
para N 2 90. Para os valores de ' > 0, 20, a particula apresenta um movimento ace-
lerado com « ~ 3, independente do valor de N. Mostramos que esse valor alto para
o expoente « ¢ atribuido a coexisténcia dos estados: “oscilantes” e em “movimento”,
como também ja foi observado em outro trabalho [98].

Verificamos também a existéncia dos passeios de Lévy [68-70] ao longo da
estrutura periddica, os quais sao caracterizados pelo expoente 2 < p < 3 na distri-

buicao de probabilidade para o tamanho [ dos passos: P(l) ~ [7*. Foi mostrado
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que o regime de maxima mobilidade da corrente ocorre exatamente no limite onde
os passeios de Lévy deixam de existir, ou seja, quando os passeios de Lévy tornam-
se menos freqiientes y© — 3. Esse resultado é muito interessante porque mostra
a relacao direta entre a otimizacao dos passeios de Lévy com a maxima mobili-
dade das particulas em estruturas periddicas. E importante mencionar que no nosso
caso a corrente liquida nao ¢é atribuida somente aos passeios de Lévy, mas é uma
conseqiiencia do efeito combinado da amplitude da forca externa, da assimetria do
potencial periédico, dos passeios de Lévy e do meio modulado. Na literatura en-
contramos varios trabalhos que mostram a importancia dos passeios de Lévy em

diferentes processos dinamicos [100-103].

Trabalhos Futuros

Em relagao aos resultados apresentados no capitulo seis que relacionam a
corrente maxima com a otimizagao dos passeios de Lévy, um trabalho que pode ser
feito ¢é verificar se os passeios de Lévy estao presentes em outros modelos que tratam
do transporte de particulas em estruturas peridédicas, como por exemplo, a catraca
Browniana modelada pela equacdo de Langevin [26], levando em conta o termo de
inércia, a fim de verificar se os passeios de Lévy sao responsaveis pela otimizacao
da corrente nesse sistema. Um trabalho bastante interessante, que ja foi iniciado, é
tentar controlar a corrente de particulas através de modulacoes do campo externo,
usando a técnica de controle inverso que foi recentemente proposta por J. Kuhn e
M. G. E. da Luz [105]. Outra possibilidade de trabalho seria fazer um estudo da
dinamica da particula associando diferentes comportamentos peridédicos quando o
nimero N de osciladores aumenta. Acreditamos que seja possivel identificar 6rbitas
com periodos diferentes para valores baixos de IV, e a partir de um certo valor de N

observariamos o comportamento cadtico.



Apéndice A

Derivacao Explicita da Equacao de

Langevin Generalizada

Neste apéndice apresentamos uma completa derivacao da equacao de Lan-
gevin generalizada (Eq. (2.17)), tomamos como ponto de partida a Hamiltoniana
classica de um sistema de interesse acoplado com um meio constituido por N osci-
ladores harmonicos independentes. Considerando o caso unidimensional a Hamilto-

niana total é expressa por [19]

H = Hg(X, P) + Hy (%, p) + Hi (X, ©), (A.1)
sendo
P2
Hs(X, P) = o+ V(X), (A2)

a Hamiltoniana do sistema de interesse, onde X e P representam respectivamente,

a coordenada e o momento do sistema. A Hamiltoniana do meio é expressa por

N 2 2
- b3 m;ws;
Hy(Z.0) =) (50 + =5 ), (A3)
J

os x; e p; representam a coordenada e momento do j-ésimo oscilador de freqiiéncia
w; e massa m; que constitui o meio. A interagao entre sistema e meio é expressa

através da Hamiltoniana

Hi(X, %) = —XT(&), (A.4)
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onde ¥ representa as coordenadas dos osciladores {z;}. O acoplamento entre o
sistema de interesse e o meio é linear na coordenada do sistema e de forma mais
geral nas coordenadas do meio via uma funcao analitica I'(Z). A Hamiltoniana total

Eq. (A.1) é expressa por

P2 N p2 m »w2.
H=_— X ST T2y XT(). A.
2M+W)+ZQW+2:W (7) (A.5)

J=1

As equagoes de Hamilton [106] para o movimento nas varidveis do sistema sao

. OH O0Hs P
o 0H _9Hs _

“op 0P I (4.6)
. oH oV (X) .
E as equagoes do j-ésimo oscilador harmonico do meio sao
j;.:a_H:aHM:& (A.8)
oop Op omy '
OH q
bj=—5 = —mjw?xj + XT,(7), (A.9)
J
sendo
or'(¥)
I'.(z) = A.10

Com o objetivo de eliminar as coordenadas dos osciladores na Eq. (A.7),
primeiramente resolveremos as Eqs. (A.8)-(A.9). Considerando p; = m;i;, reescre-

vemos as Eqgs. (A.8)-(A.9) como
mj:i’j = —mjw?xj + XF] (f) (All)

Para encontrar a solugdo da equagao nao-homogénea Eq. (A.11) utilizaremos

o método da variagdo de parametros [75]. A equac¢ao homogénea correspondente a
Eq. (A.11) é expressa por

i+ wiz; =0, (A.12)

cuja solucao geral é

z;(t) = ¢ cos(wjt) + co sen (wjt). (A.13)
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Para obter a solugao da Eq. (A.11) devemos substituir as constantes ¢; e ¢y da
Eq. (A.13) por fungoes u(t) e uq(t), respectivamente, e depois determinar estas

funcoes de modo que a expressao resultante
x; = uy(t) cos(w;t) + us(t) sen (wjt), (A.14)

seja uma solugao da equagao nao-homogénea Eq. (A.11). Para determinar wu;(t) e
us(t), precisamos substituir o z; da Eq. (A.11) pelo x; da Eq. (A.14). Para isso

procedemos da seguinte forma:

Primeiro derivamos a Eq. (A.14) para obter
& = U1 (t) cos(w;t) — uy (t)w; sen (w;t) + ua(t) sen (wjt) + ug(t)w; cos(w;t).  (A.15)

Impondo que a soma das parcelas que envolvem @ (t) e us(t) na Eq. (A.15) seja
nula [75]
U1 (t) cos(wjt) + Ug(t) sen (w;t) = 0, (A.16)

ficamos com

& = —uy (t)wj sen (w;t) + us(t)w; cos(w;t). (A.17)

Derivando novamente, obtemos

iy = —in (t)w; sen (wjt) — ug (t)w? cos(w;t) + o (t)w; cos(w;t) — ug(t)w] sen (wt).
(A.18)
Agora substituimos as Eqs. (A.14) e (A.18) na Eq. (A.11). Apds agruparmos os

termos, obtemos
—Ul (t)mjwj sen (wjt) + ?.112 (t)mjwj COS(th) = XFJ (Z)_S") (Alg)

Considerando as equagoes Eq. (A.16) e Eq. (A.19), temos assim um sistema de
equagbes que podemos resolver para encontrar as expressoes para U (t) e us(t). Da

Eq. (A.16) temos
. _ Up(t)sen (wyi)
U (t) = —cos(wjt) . (A.20)
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Substituindo a Eq. (A.20) na Eq. (A.19), encontramos

cos(wjt)

s (t) = XT;(). (A.21)

;W
Agora substituindo a Eq. (A.21) na Eq. (A.16), obtemos

sen (w;t)

() = XT;(2). (A.22)

m;w;
Fazendo a integragao das equagoes Eq. (A.21) e Eq. (A.22) em d7, com o intuito de

encontrar uy(t) e us(t), temos

uy(t) = _/o dT%X(T)F]-[f(T)] + 2;(0), (A.23)
us(t) = /0 dT%X(T)Fj[ZB(T)] + %, (A.24)

onde z;(0) = u1(0) e p;(0)/mjw; = uz(0) foram encontrados aplicando as condicoes
de contorno z;(0) e ©;(0) na Eq. (A.14) e Eq. (A.17).
Substituindo as Egs. (A.23)-(A.24) na Eq. (A.14) e agrupando os termos,

encontramos a solucao geral para a equagao diferencial ndo-homogénea Eq. (A.11),

25(8) = 2;(0) cos(wt) + 2 e (wyt) + /0 dr 22 [“’j(t_T)]X(T)rj[@(T)]. (A.25)

m;ws m;wj
Uma interpretagao subseqiiente dos resultados requer que integremos a Eq. (A.25)

por partes para obter

z;(t) = x;(0) cos(w;t) + pj@)‘ sen (w;t) + D;(Z;t, 1) X (t)
S (A.26)
D, 1,0)X(0) — / drDy(#t,7)X (7),
sendo
D(Tit,7) = / dar 8 [j;fb' (i_ Nz, (A.27)

A dependéncia de D; e I'; em & serve para lembrar que a Eq. (A.25) e
Eq. (A.26) sao em geral equagoes integrais relacionando Z(t) com sua histéria ante-
rior. Para utilizar esses resultados formalmente devemos transformar as expressoes

implicitas em expressoes explicitas. Com esse propésito, podemos considerar uma
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interacao bilinear entre sistema e meto, de modo que I'; seja independente de 7 e a
Eq. (A.26) torna-se uma solugao explicita.

Para um acoplamento bilinear entre sistema e meio, temos

N
D& => T (A.28)
j=1
sendo I'; uma constante. Logo,
or'(Z)
(%) = ~T,.
J al,j J
Deste modo a Eq. (A.27) fica (escolhendo o limite inferior apropriadamente)
T,
Di(t—71)=—2 (t—1)]. A29
(=) = 1 cosly (¢ = 7) (A.29)

Neste caso a Eq. (A.26) torna-se

I, I, p;(0)
r;(t) = —5 X(t) + {x(O) - X(O)] cos(w;t) + == sen (w;t)
! mjw? ! mjw? ! m;wj ! (A.30)
L, f - '
- mjajuj? /0 dr cos|w;(t — 1) X (7).
Aplicando essa solucao explicita na Eq. (A.28) ficamos com
N
. T; I p;(0)
I'(7) = Z I'; { mjiﬂ X(t) + |:£Uj(0) - mjiﬂ X(O)} cos(w;t) + W]ijj sen (wjt)
j=1 J J
L /td coslw; (t — 7)] X (1) }
- T (t—7)]X(7) ¢
m;w3 Jo ’
(A.31)

Substituindo a Eq. (A.31) na Eq. (A.7), obtemos a equac@o de movimento do sistema

MX(t) = — a‘gg?() _ Z% X(t)] - Z miiuz /o dr coslw;(t —7)]X (1)
+ Z { {Fj:rj(O) — ml;Zu? X(O)] cos(w;t) + T frjafgi sen (w;t) } .

(A.32)
Podemos perceber na Eq. (A.32) que o efeito do acoplamento do sistema Hg com
os osciladores do meio H)ys causa trés efeitos: (i) uma corre¢cao harmonica no po-

tencial V/(X), (#) um termo de convolucio com a velocidade X (t), e (7ii) uma forca
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dependente do tempo, das condigdes iniciais dos osciladores (z;(0), p;(0)) e da co-
ordenada inicial do sistema X (0). Se reescrevermos a Hamiltoniana total Eq. (A.5),
considerando um acoplamento bilinear entre o sistema de interesse e o meio [11,18],

cOomo

P2 1 &
H:—+V(X)+§Z_:

2
2M - j m;w;

2 2
% + mjwjz (ZL‘]‘ — J X) ] s (A33)

J

podemos cancelar o termo de corre¢ao harmonica no potencial V' (X'), mantendo os
demais termos inalterados. Desse modo, a solugao para a equacgao de movimento do

sistema Eq. (A.32) é reescrita como

MX(t)—I—V’(X):—/0 dr y(t —7) X(7) + f(0), (A.34)

onde a memoria dissipativa é representada por

vyt —1) = Z J 5 coslw;(t —1)] , (A.35)

e a forca flutuante dada por

2
Fj

(1) :é {{ijj(O) Sl X(O)] cosyt) +T; 2 gen (wjt)}. (A.36)

m;w;

J
A equagao integro-diferencial (A.34) é chamada de equacdo de Langevin generali-

zada.



Apeéendice B

Valor Médio e Funcao de
Autocorrelagao da Forga f(t)

Considerando a distribui¢ao canonica Eq. (2.20),

p:Z—lexp{—BZ [Z%—F@ <l’j<0)— ml;‘ZUQX(())) ]}, (Bl)

J

vamos calcular o valor médio e a func¢ao de autocorrelagao da forga f(t);

(f(t)) = /f(t)p[f(o),ﬁ(o)] di(0)dp(0), (B.2)
(f@)f(r)) = / f(@&)f(7)plZ(0), p(0)] dz(0)dp(0), (B.3)
lembrando que
f(t) = Z { [rjxj(m - mFZJ ; X(O)} cos(w;t) + T ?@(3 sen (wjt)} . (BA4)
Primeiramente vamos calcular a func¢éo parti¢do canonica Z que é expressa por [77]
Z = / e PHED) qiap, (B.5)
sendo N
. 2000 myw? A 2
H = ]Zl []%]) + =5 (xj(o) - ml;igX(O)> ] (B.6)
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Para facilitar nossos célculos podemos escrever a Hamiltoniana dada pela Eq. (B.6)

Cco1mo

H=> h (B.7)

sendo
_ p3(0) N mywz5(0)  T5X%(0)

2m; 2 2mjw]2

h;

— ;X (0)2;(0). (B.8)

Entao, a funcao particao é expressa por

+00 —+o00 +o0o
Z :/ e PY; hjdxjdpj :/ e"ghldxldplf €_ﬂh2dl'2dp2
o o o (B.9)

+oo
x/ e*’BhNdede .

o
Cada uma das integrais do lado direito da equagao acima pode ser dividida em duas
novas integrais, uma para a varidvel z; e outra para a variavel p;. O resultado é

obtido calculando integrais do tipo [107]

oo 24 T (b?—dac)/4
/ oG sbyre) gy [T (B —tac)/da (B.10)

Logo, a fungao parti¢ao canonica (Eq. (B.9)) é expressa por

z- (?)H_ B

J

Considerando o resultado acima, podemos escrever a distribuicao para os

estados iniciais do meio dada pela Eq. (B.1) como sendo
p=CePH (B.12)

onde C' = (8/2)" vazl w; e a Hamiltoniana H é dada pela Eq. (B.6). Para calcular

a Eq. (B.2) vamos escrever a Eq. (B.4) como

f@) =3 fi (B.13)

onde

2

I I
i =Lz it ;i it) ——= X it). B.14
f z;(0) cos(w;t) + miwip (0) sen (w;t) ? (0) cos(w;t) (B.14)
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Considerando as equagdes Eq. (B.12) e Eq. (B.13) a média dada pela Eq. (B.2) é

expressa por

+00 N
(f(t))=C / (fi+ fot fw) [ e dfﬁj(o)dpj(o)] :
e Pl
ou ainda
+00 oo
ey = | [ " h e an©an©) [ e 0o
X oo /+00 e P da e (0)dpa (0) + /+00 ez (0)dp,(0)
oo oo
X fa e PM2da,(0)dps(0)- - - / e P da v (0)dpy (0)
+--- /+OO e P day (0)dpy(0) /+00 e M2 a5 (0)dpy(0)
Xoee o fN eﬁhNdﬂﬁN(O)de(O)} .

A primeira integral da equacao acima é escrita na forma

(B.15)

(B.16)

- fi e PMdw (0)dp, (0) =Ty cos(wit) /%0 21(0)e "M dx1(0)dp,(0)
—o0 —00 .
+ — sen (wit) /_OO p1(0)e PP da (0)dp, (0)
— I X(0) cos(wnt) /+OO e PMdz (0)dp, (0)
mlw% —00 7

(B.17)

onde cada integral é separada em duas novas integrais, uma para variavel x; e outra

para a variavel p;. Efetuando os céalculos obtemos

+o00
fl B_Bhldl'l(())dpl (O) = O

—00

(B.18)

De forma anéloga, a resolucao das demais integrais, tipo fj;o fr e P day (0)dpr(0),

sao todas nulas. Portanto o valor médio (Eq. (B.16)) da forca flutuante f(¢) é dado

por

(f(#)) =0.

(B.19)
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Para calcular a fungao de autocorrelagao Eq. (B.3) consideramos as equagoes

Eq. (B.12) e Eq. (B.13) e também a funcao

SEDIS (5.20)
k=1

onde

L'y r?
0 — X(0 . B.21
mkwkpk( ) sen (wy,T) T (0) cos(weT).  (B.21)

gr = Trp(0) cos(weT) +

Assim a funcdo de autocorrelac¢ao para f(t) fica

v =c| [ (Z figk) [ dxj<o>dpj<o>]

I
Q

/_+OO (fr4fot - fn) (91 + 92+ -.9n) H e~ din(O)de(O)] ;

LY~ Jj=1

(B.22)

ou ainda

“+o0 N
(f)f C{/ (frg1 + figa + ... fign) H —Bh dxj dpj(())

+oo N
+ / (f291 + fag2 + . fogn) H (0)dp;(0)
o0 =1

1. /_ (fngr + fnge + - fngw) Hefﬂhj dxj(O)dpj(O)}

Jj=1
(B.23)
A primeira integral da equagao acima, assim como as demais, pode ser di-
vidida em uma soma de varias integrais. Expressamos abaixo a primeira e segunda

integral desta soma, respectivamente temos
+oo N “+oo
101 H e da;(0)dp;(0) = frgr €7 da1(0)dpy (0)

j=1 —oo

N too
<[ e dn(0dn0)
j=2 /o0

— 00

(B.24)
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e
+oo N +o0
fuge [T €™ dw;(0)dp;(0) = [ fr e da1 (0)dpy (0)
—00 j=1 —00
+oo
X / g2 e P2 day(0)dps(0) (B.25)

N too
L[ e dn o))
=3 77

E ainda, cada uma das integrais do lado direito da Eq. (B.24) e Eq (B.25) pode ser
escrita em termos de um produto de duas novas integrais para as varidveis z; e p;.

Efetuando os cédlculos obtemos as seguintes solugoes

o L™ 00 = (%) ﬁwi{ L confiatt -7},

—00 j=1 ﬁmlwl
(B.26)

o N
/+ f192 H e dx;(0)dp;(0) = 0. (B.27)
oo ey

Procedendo o célculo de forrma anédloga para as demais integrais da Eq. (B.23),

ficamos com

(F)f(r)) = {(2”)N

12 (G costontt =)

i1 Wi Brmiw?
I (B.28)
+ By cos [wa(t — 7)]
% .
4+ Bme?V COS [wN( — T)] }} ;

lembrando que C = (3/2m)" HJ (w; e B =1/kpT e ainda expressando a soma em
termos de um somatdério, obtemos a seguinte expressao para a funcao de autocor-

relacdo da forga flutuante f(t)

(f(t)f = k;BTZ 2 cos(w;(t — 7). (B.29)
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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