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Resumo 1

Resumo

O objetivo central deste trabalho é estudar o efeito da dimensionalidade so-
bre o comportamento classico e quantico de sistemas dinamicos descritos por ma-
pas conservativos. Partindo da definicao usual de uma transformacao que mapeia
um quadrado de lado unitario sobre si mesmo, conhecida como mapa do padeiro,
definiram-se quatro mapas atuando no espco de fase de quatro dimensoes.

A dinamica cléssica de cada um dos mapa, denominados Mapa Direto, Mapa
Porta, Mapa Reempilhado e Mapa Loxodromico, que mapeiam um hiper-cubo de
lado um, foi definida procurando-se explorar diferentes possibilidades das novas car-
acteristicas que podem aparecer nos mapas como conseqiiéncia do aumento da di-
mensionalidade. Propriedades classicas desses mapas, como suas fungoes geratrizes,
dinamicas simbdlicas e a presenca de simetrias foram estudadas.

Os propagadores quanticos correspondentes a cada mapa foram determinados
utilizando-se os métodos existententes para a quantizagao do mapa do padeiro usual.
Partindo desses operadores foram analisadas as caracteristicas estatisticas de seus

espectros de autoangulo, bem como a presenca de simetrias que os influenciam.
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Abstract

The central goal of this work is to study the effect of dimensionality on the
classical and quantum behavior of systems described by conservative maps. From the
usual definition of a transformation that maps a square with unitary side in the two
dimensional phase space into itself, known as a baker map, four maps acting in the a
four dimensional phase space were defined.

The classical dynamics of each map, named Direct Map, Gate Map, Restacked
Map and Loxodromic Map, which maps unit a hyper-cube onto itself, were defined
intending to explore the different characteristics that can appear in the maps as a con-
sequence of the increasing dimensionality. Classical properties of these maps, their
generating functions the symbolic dynamics and the presence of symmetries were
studded.

The quantum propagators corresponding to each map were determined using
the existing methods for the quantization of the usual baker map. The statistical
characteristics of the eigenangle spectra of the propagators were analyzed, as well the

presence of symmetries that influence it.
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1 Introducao

Na segunda metade do século XIX e inicio do século XX, comegou a ganhar corpo, em
especial no ambito da mecanica celeste, a percepcao de que as ferramentas matemticas
usuais utilizadas no tratamento das formulagoes de Lagrange e Hamiltom da mecanica
newtoniana, nao eram suficientes para dar conta da complexidade de uma série de
fenomenos que hoje denominariamos cadticos.

Um dos primeiros a pesquisar de maneira sistematica esses problemas, através
do estudo do problema dos trés corpos, e propor uma abordagem para os mesmos foi
Poincaré [1]. Fez isso usando o método das secgoes, que reduz a dimensionalidade
dos sistemas estudados e substitui um fluxo hamiltoniano no espaco de fase por uma
aplicagao ou mapa de um plano no espago de fase sobre si mesmo.

Com o advento da mecanica quantica nas primeiras décadas do século pas-
sado, e o sucesso alcancado por essa teoria na explicacao de fenomenos da fisica
microscépica [2], o estudo de sistemas mecéanicos complexos permaneceu marginal em
relagdo a corrente principal da pesquisa fisica [3], tornando-se um ramo da matematica
pura. As principais razoes o para isso eram a nocao intuitiva de que todos os sistemas
hamiltonianos seriam, em principio, soltiveis, ou, na linguagem atual, integraveis, e a
pouca enfase dada nos primordios da mecanica quantica ao estudo do comportamento
de sistemas que tém como contrapartida classica sistemas com auto grau de complex-
idade. Colocar as equagoes de movimento em uma forma simples, através de uma
transformacao canonica, seria apenas uma questao de trabalho algébrico, o que nao
traria nenhum avanco conceitual no entendimento do comportamento da natureza.

O conceito de integrabilidade tornou-se claro apenas com o trabalho de
Arnold [4], que mostrou que a dinamica de um sistema hamiltoniano, em um espago
de fase de 2N dimensoes, s6 pode ser colocada em uma forma simples quando esse

sistema apresentar N constantes de movimento em involucao entre si. Nesses casos,
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a superficie de energia no espaco de fase é um folheado de toros de dimensao V.

Nas trés ultimas décadas, com o emprego de técnicas de simulacao computa-
cional numérica [5], tornou-se consensual uma percepgao de que, longe de serem uma
excecao, os sistemas hamiltonianos nao-integraveis ou caodticos constituem uma re-
gra. Com essa percepcao, houve um florescimento da pesquisa em torno de sistemas
dinamicos que apresentam comportamento sensivel as condi¢oes iniciais e a idéia de
comportamento cadtico passou a ser aplicada a areas do conhecimento tao distantes
da mecanica quanto a biologia [6] ou a economia [7].

Na fisica, entre os problemas mais importantes que vieram a tona com o
estudo de sistemas caoticos, estd a questao do caos quantico, entendido como tal, o
problema da quantizacao de sistemas cujos analogos classicos apresentam comporta-
mento cadtico. Durante os tltimos anos este tema tem-se constituido um campo de
intensa atividade de pesquisa.

Além dos sistemas hamiltonianos, como os bilhares [8] e o rotor rigido chutado
[9], uma classe de sistemas que tem sua quantizagdo pesquisada sdo os mapas, ou
aplicagoes a tempo discreto, do tipo M : D — D, onde D ¢é uma variedade no espago
de fase de 2N dimensoes e M ¢é definido por um conjunto de equacoes :

n+1
N VA (1.1)
qn+1 qn

Com as sucessivas iteragoes de um ponto inicial, (p%, q°), definindo uma 6érbita tem-
poral em D. Esses mapas sao classificados como conservativos ou nao, dependendo
da area simplética de uma regiao do espaco de fase, pertencente ao dominio D, ser
conservada através da iteragdo do mapa M [10].

Como paradigmas no estudo de mapas, podem ser destacados: os Mapas do
Padeiro (B2D), [11] e do Gato [12] entre os conservativos, e o Mapa da Ferradura

de Smale entre os nao conservativos [10]. Dentre as principais caracteristicas que os
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elevaram a esse status estao a simplicidade do conjunto de equacoes que os definem, a
facil representagao geométrica e a baixa dimensionalidade. A despeito desta aparente
simplicidade, estes mapas apresentam, na nomenclatura cunhada por Gutzwiller [14],
todas as caracteristicas de um sistema cadtico duro.

Uma motivagao mais recente para o estudo desses mapas é dado pela pos-
sibilidade de aplicacao desse formalismo, sendo o mapa B2D visto como uma porta
légica quantica [15] atuando sobre uma seqiiéncia infinita de ¢-bits que, por sua vez,
estao associados a um vetor de estado do sistema [16, 17, 18].

Essa abordagem permite associar diferentes portas logicas a diferentes versoes
do mapa B2D [19] e usar esses sistemas como protétipos para o estudo de diversos
fenémenos como, por exemplo, o emaranhamento quantico [20, 21].

Existem varias possibilidades para estender as caracteristicas do Mapa do
Padeiro de maneira a focalizar diferentes aspectos de sua dinamica cadtica e sua
quantizagao, como por exemplo, modificar-se o esquema de empilhamento da particao
do espaco de fase apds as operagoes de expansao e compressao[22], ou aumentando-se
a dimensao do espago de fase onde atua [23].

O tema desta tese sera o estudo das caracteristicas classicas e quanticas de
quatro versoes do Mapa do Padeiro no espago de fase quadridimensional, tendo como
motivacao modelar sistemas cadticos com dois graus de liberdade. Esses mapas,
atuando no espaco de fase 4-D, sao denominados: Mapa Direto, Mapa Porta, Mapa
Reempilhado e Mapa Loxddromico.

As defini¢oes da dinamica desses quatro mapas serao feitas a partir do mapa
do padeiro usual da seguinte forma:

I) No Mapa Direto, as operagoes geométricas que definem o mapa usual serao
aplicadas de forma independente a cada um dos pares de coordenadas canonicas que
caracterizam um ponto do espaco de fase em quatro dimensoes.

IT) No Mapa Porta, a atuagao sobre o primeiro par de coordenadas canonicas
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¢ a mesma do mapa B2D, enquanto a atuacao sobre o segundo par serd a do mapa
B2D, ou, a de uma modificacao deste, dependendo do valor do primeiro par de
coordenadas.

IIT) No Mapa Reempilhado, sua dinamica serd obtida com a alteragao da
sequéncia em que certas regioes do dominio do mapa direto sao mapeadas em sua
imagem.

IV) O Mapa Loxddromico serd uma composicao de duas rotagdes no espago
de fase quadridimensional, combinadas com o mapa direto. Deve-se notar que, nesse
mapa, uma caracteristica especial é a existéncia de autovalores complexos da matriz
que descreve seu comportamento local. Caracteristica essa que s6 pode estar presente
em mapas bidimensionais.

Serao estudados os aspectos classicos desses mapas e proposta sua quan-
tizacao. Durante esse processo, faremos a comparacao entre os resultados obtidos
e aqueles presentes na literatura que tratam do mapa do padeiro usual. No que se
refere ao comportamento quantico desses mapas, procuraremos dar especial atencao

as suas caracteristicas espectrais.
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2 Mapas Direto e Porta

2.1 Introducao

Neste capitulo, serao definidas duas extensoes do mapa do padeiro no espaco de fase
com duas dimensoes (B2D) para o espago de fase com quatro dimensoes, que deno-
minamos Mapa Direto (B4D) e Mapa Porta (B4G).

Na secao 2.2, serd feita uma breve recapitulagao da dinamica do B2D e de
suas modificagoes. Na secao 2.3, definiremos os dois novos mapas conservativos, suas
notacoes matriciais e as representacoes graficas de suas dinamicas. Estas tltimas
serao obtidas tracando-se um paralelo qualitativo entre a dinamica desses dois mapas

e a do B2D.

2.2 Mapa do Padeiro no Espaco 2-D e Suas Modificagoes

O mapa B2D é um isomorfismo B2D : My — M,, que define um sistema dinamico a

tempo discreto, isto é:
x"t' = B2D (x"), (2.1)

onde X"t = (p"t1 ") e x" = (p", ¢") sao vetores no espago de fase 2-D em tempos
sucessivos. Este mapa tem como dominio o quadrado de lado unitario definido por
M, ={p,q/0<pg<1}

Esse mapa, cuja representacao grafica é feita pela figura 2.1, é definido através
de trés operagoes geométricas:

i) O quadrado de lado unitario no espago de fase 2-D é comprimido por um
fator % na direcao do eixo p e expandido por um fator 2 no sentido positivo do eixo ¢.

ii) O retangulo de altura % e comprimento 2, resultante da primeira operacao,

é seccionado em dois por uma linha perpendicular ao eixo ¢, no ponto ¢ = 1.
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iii) O retangulo da direita é empilhado sobre o retangulo da esquerda. Este
empilhamento é feito de forma que a aresta inferior do retangulo da direita, que
coincide com a linha p = 0, seja sobreposta a aresta superior ao retangulo da esquerda,

que coincide com a linha p = %

D ni o L 0 n+14
7
%
. 1
%% B2D
/Z”Z///// - 7 77
Z/ /WZZ// 0
7
. .
n
q q n+1

Figura 2.1: Representacao grafica da dinamica do mapa B2D

Uma vez que 0 < p,q < 1, este par de coordenadas canonicas, que representa
um ponto pertencente ao dominio Ms, pode ser expandido em séries de poténcias

negativas de dois na forma:

pr= e ()7 (2.2)

"= @2, (2.3)

o
k=1
onde ¢, e £_;, assumem os valores 0 ou 1.

Sendo €} o primeiro termo da expansao de ¢" em digitos binarios, a dinamica
do B2D fica definida de forma explicita pelo par de equagoes:

prtt = S+ el (2.4)
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¢t =2¢" — el (2.5)

Uma andlise mais detalhada da dinamica classica do B2D e sua caoticidade
¢ dada por Devaney[24] e Ott[25].

Muitas variagoes conservativas ou nao do B2D podem ser obtidas pela modi-
ficacao dos fatores de compressao, expansao e pela a forma como sao feitas as operagoes
de seccao e empilhamento do dominio M,. Como exemplo, temos o mapa composto
por duas iteracoes sucessivas do B2D, isto é, o mapa B2D?, que divide o dominio
M, em quatro faixas verticais de largura 1/4 que, apds a compressao e expansao,
respectivamente por fatores 1/4 e 4, sdo reempilhadas.

Um mapa que generaliza esse tipo de variacao foi introduzido por Farmer et
al. [27], e definido por:

il A" para q" <«

P = , (2.6)
(I —=Xo) +Np" para ¢" >«

q"/a para " <«
= / , (2.7)

(" —a)/B para ¢" >«

n+1
q

onde B+a=1e A, + X\ <1, com o B2D usual sendo recobrado quando fixamos os
parametros o = A\, = Ay = %

Uma variacao, que tera interesse particular mais adiante neste trabalho, é
aquela em que sao mantidas inalteradas as operagoes geométricas i e ii usadas acima
para definir o B2D, sendo modificada apenas a operacao iii que define o esquema de
empilhamento das regioes do dominio M.

Neste mapa modificado, que daqui por diante serd referido como B2D, o em-

pilhamento, como mostra a figura 2.2, é feito colocando-se o retangulo da esquerda
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sobre o retangulo da direita, de modo que a aresta superior deste tltimo, que coincide

com a linha p = %, seja sobreposta a aresta inferior do retangulo da esquerda.

A
n
P O 1 pn+1

A

52D o

1

g

g
-

qn qn+1'

Figura 2.2: Representacao grafica da dinamica do mapa B2D

O par das equacgoes que define a dinamica classica do B2D é:

Pt = o T 58 (2.8)
e

onde € = 1 — €}, representa o reciproco do primeiro digito da expansao binaria de

n

q.

2.3 Definicoes dos Mapas Direto e Porta
2.3.1 Definicao do Dominio M,

O primeiro passo na construcao de extensoes do mapa do padeiro para espaco de fase

4-D ¢é definir o dominio neste espaco em que essas extensoes atuam.
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Seja o conjunto My = {p1,q1 / 0 < p1,q1 < 1} um quadrado de lado um no
espago de fase 2-D gerado pelo par de varidveis canonicamente conjugadas (p1,q1), e,
M3 = {p2,q / 0 < pa, g2 < 1} outro quadrado de lado um gerado pelo par de varidveis
canonicas (ps, g2), a soma direta dos subespacos My e M3 define um hiper-cubo de

lado unitario no espago de fase 4-D:
My = M, & M;, (2.10)

onde um dos vértices coincide com a origem e cada aresta com a parte positiva de
um eixo coordenado. Assim, representamos um ponto do dominio M, por um vetor

X de coordenadas 0 < py,q1,p2,q2 < 1.

2.3.2 Mapa Direto

A prépria definicao do dominio M, sugere a extensao mais simples para o espaco de
fase 4-D do mapa do padeiro usual.

Sejam (p1,q1) e (p2,q2) dois pontos pertencentes respectivamente a My e
M3, usando a eq. 2.1, definimos uma transformagao em que o B2D atua de forma
independente sobre M} e Mz, isto é B2D : My — Mj e B2D : M2 — M?Z. Obtemos
a transformacao B4D : My — M, através da aplicacao, de forma independente, do
mapa B2D a cada um dos pares de coordenadas canonicas x; e X1, isto é:

n+1’ n+1 :BQD n’ n
X"t = B4D (X") = (i ™) (v} Q1), (2.11)

(5™, a5™)) = B2D (p%, ¢3)

onde X" = (p{', ¢f', p3. g5) e X" = (pI"h g7 pp " g5,

Escrita explicitamente em termos das componentes dos vetores X" e X"+!
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no espago de fase 4-D, a dinamica do B4D é dada pelo conjunto de equacoes:

(

n+l _ 1. n 1_n
P1 = 3P1 t 381
n+1 1, n 1_n
Dy’ =3Pz +3€12
, (2.12)
n+1 __
q " =2q _’531
n+1 __
qy " =2qy — €12

\
onde €}, = [2¢}] e €], = [2¢5] indicam os primeiros digitos da expansao bindria de ¢}
e ¢4, seguindo uma notagao semelhante aquela utilizada quando tratamos do B2D.
A principal caracteristica desse mapa é a independéncia entre os dois pares
de varidveis canonicamente conjugadas. Isto é, o par de equacdes que definem p}t! e

depende apenas das varidveis p} e ¢}, assim como o par pi ! e ¢4 dependem

Q?+1
apenas de py e ¢3. Dessa forma, as projecoes da dinamica de um ponto pertencente
a My sobre M} e M3 sao completamente independentes entre si, o que permite uma
descrigao desse mapa por projecoes de sua dinamica sobre M) e M2, como mostra a
fig. 2.3.

Embora o B4D nao represente um sistema fisico descrito por um hamiltoni-
ano, essa caracteristica pode ser interpretada intuitivamente como uma auséncia de
interacdo entre os pares de coordenadas canonicas pertencentes a M} e MZ2. Apesar
da simplicidade como o B4D foi construido, este mapa apresenta uma dinamica em
varios aspectos mais rica que o mapa do padeiro usual, fato que ficara claro nos
capitulos seguintes, quando forem estudadas outras das caracteristicas classicas desse
mapa, como sua dinamica simbdlica, simetrias, e como o comportamento do mapa
quantico correspondente sera afetado por essas caracteristicas.

Outro aspecto importante do B4D é o fato de que ele servira de base, no
proximo capitulo, para a construcao de duas outras extensoes do mapa do padeiro no
espaco de fase 4-D, a serem estudadas neste trabalho: o mapa loxodromico e o mapa

reempilhado.
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N

Figura 2.3: Representacao grafica da dinamica do mapa B4D

2.3.3 Mapa Porta

A caracteristica principal da definicao do B4D, como visto acima, é que sua atuacao
se d4 de forma independente sobre cada um dos pontos (pf, ¢}') e (ph, ¢5) pertencentes
a M} e MZ. Tendo como motivacao a tentativa de construir uma variacio do B4D
onde exista interacao entre os pares de coordenadas (p}, ¢}") e (ph,qy) , modificamos
o par de egs. 2.11 e definir-mos um novo mapa, aqui denominado mapa porta (B4G).

Esse mapa atua sobre o ponto (pf,¢}) como o mapa B2D, e sobre o ponto

(%, q%) como o mapa B2D, ou como o mapa B2D, dependendo do valor da coorde-
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nada qf. Isto é, BAG : My — M, é um mapa que atua de tal forma que:

(Pt ¢t™") = B2D (p}, q7)

X" = B4G (X)) = B2D (p5,q5) e ¢ <3

(p5™, 5™ =

B2D (p5,¢5) se ¢ >3 (2.13)

Dentre as diversas possibilidades de definicoes de mapas onde existe interagao
entre os dois pares de coordenadas, a que foi feita acima é uma das mais simples, uma

vez que esta é uma variagdo em que o valor do par (py*',¢{*") depende apenas do

valor de (pf, ¢}'), enquanto que o valor do par (p5*', ¢5*") depende dos pares (pf, ') e
(P4, q%). Ou seja, a interagao entre as coordenadas afeta apenas o par de coordenadas
pertencentes a M. Esta interagao entre os pares de coordenadas pode ser vista na

fig. 2.4, que mostra a representacao grafica do B4G.

1 p{Hl
£,701:B2D
ar
o+t
€, 71:B2D
1
o+t
d;
€, 70:B2D

Figura 2.4: Representacao gréafica da dinamica do mapa B4G
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Em termos das coordenadas de um vetor X" € My, a dinamica do B4G é

definida pelo conjunto de equagoes:

n+l _ 1, n 1_n
P1 = 3P1 t 381
n+l _ 1. n 1 n =n n =n
Dy = 5Py t+ 3 {51,151,2 + 51,251,1}
) (2.14)
n+1 __
¢ =2q7 — 5711,1
n+1 __
qy " =2qy — €12

\

Podemos ver que a tnica diferenca entre o conjunto de equacoes acima, e
aquele que define o B4D é o termo aditivo na segunda equacao, e que:

EY 1819 T ET 9811 = iz e =0 , (2.15)
€1y se ef;=1
onde €y ; = 1—¢7; e €]y = 1—€7, sdo os reciprocos dos primeiros digitos da expansao
binéaria de ¢; e go.

E facil verificar que, para 7; = 0, este conjunto de equagoes coincide com
aquele que define o B4D, e que, quando 7, = 1, sua atuacao sobre as coordenadas
pt e gt éado B2D e sobre as cooordenadas p4 e ¢f a do B2D.

O nome B4G foi dado devido ao fato do resultado da atuacao deste mapa, so-
bres par de digitos binarios formado pelos primeiros termos da expansao em poténcias
negativas de dois das coordenadas ¢; e g2, ser mesmo de uma porta logica CNOT[15].

Uma visao qualitativa da dinamica dos mapas B4D e B4G pode ser obtida
comparando-se a figura 2.1, que representa o B2D, com as figs. 2.3 e 2.4, que repre-

sentam o B4D e o B4G.

2.3.4 Notagao Matricial

Introduzimos agora as notagoes matriciais para o conjunto de equacoes que definem

a dinamica do B4D e o B4(G. Estas notagoes facilitarao as manipulagoes algébricas
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quando, no préximo capitulo, construirmos outros dois mapas atuando no M,, assim
como a andlise de suas propriedades dinamicas e de suas simetrias

O lado direito de cada uma das eqgs. 2.12 e 2.14, que definem o B4D e o B4G,
¢é o resultado da soma de dois termos. O primeiro termo ¢é referente a parte linear
dos mapas, representada por uma contracao e uma expansao, e o segundo termo é
referente a parte descontinua ou nao-linear dos mapas, representando as operacoes de
corte e empilhamento.

Tendo em mente o significado geométrico distinto de cada um destes termos,

escrevemos o B4D e o B4G como a soma de dois mapas:

B4D (X™) =B4D™Y (X™) +B4DNt (X™) (2.16)

BAG (X™) =BAG™N (X™) +B4GNE (X™) (2.17)

com B4DMY (X") e B4GEN (X™) representando as partes lineares e B4DMY (X") e
BAGNE (X™) as partes nao-lineares, dos mapas B4D e B4G.

Como em ambos os mapas a parte linear é idéntica, temos:
B4AD™Y (X™) = B4G*N (X™") = BX", (2.18)

onde B é uma matriz diagonal 4 x 4, com os elementos obtidos dos conjuntos de egs.

2.12 e 2.14, isto é,

1000
00350
B = (2.19)
0200
000 2
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E facil verificar que a condigao necesséria e suficiente para que B seja simplética

[10] é obedecida, ou seja,
BTJIB=1J, (2.20)

onde BT ¢ a matriz transposta de B e,

00 -1 0
00 0 -1
J= . (2.21)
10 0 0
01 0 0

A parte descontinua dos mapas é dada por um vetor que depende apenas das

componentes de posigao, qf e ¢5. Para o B4D temos,

B4DNE(X™) = Rp (X") = ’ (2.22)

e para o B4G

%5?,1
1 n =n n =n
5119871 T E74€
B4GNE (X") = Rg (X") = 2 1%+ o) . (2.23)

n
—€11

n
—€1,2

Uma vez determinadas as partes linear e nao linear dos mapas, escrevemos

sua forma matricial como:

X" =BX" + Rp (X"), (2.24)
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para o B4D, e
X" = BX" + Rg (X"), (2.25)

para o B4G.

Como a matriz B ¢ a linearizacao dos mapas B4D e B4(G, ela estara associada
a dinamica local dos mapas, relacionando-se ao conjunto de expoentes de Liapunov e
as variedades estaveis M} e instdveis My contidas em M,[10, 26]. Da mesma forma
que existe uma ligacao entre a parte linear e as propriedades dinamicas locais dos
mapas, haverda uma ligagao entre os vetores Rp (X") e Rg (X") com caracteristicas

globais da dinamica dos mapas, como veremos mais adiante.

2.3.5 Partigoes X, e ¥, do Dominio M,

Um ponto em R3, identificado pelas coordenadas (z, ¥, 2), é representado graficamente
por trés projegoes isométricas nos planos coordenados (z,y), (x, z) e (y,z). No caso
do dominio M, um procedimento andlogo tornaria necessario fazermos um total
de seis projecoes isométricas para representar um ponto. Isto tornaria confusa e
contraproducente a representacao da dinamica dos mapas em um espaco de fase 4-D.
Para evitar essas dificuldades, utilizaremos uma representagao grafica que leva em
conta apenas as projecoes de My em dois planos coordenados: (g1, ¢2) € (p1,p2).

As projegoes dos pontos de My nos planos coordenados (q1,q2) € (p1,p2) sao

dadas, respectivamente, pelos pontos dos conjuntos M, e M, fig. 2.5, definidos por,

My ={q,¢/0 < q1,¢2 < 1} (2.26)

M, = {p1,p2/0 < p1,p> < 1}. (2.27)
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um n rden 1, g2 1, P2 lamos um rtica 4
A cada dos planos coordenados (¢, e (p1, associamos uma particao de M.
que permitird, na préoxima secao, uma visualizacao da dinamica do B4D e do B4G,

equivalente aquela dada para a dinamica do B2D através da fig.2.1.

a, P>

a; Py

Figura 2.5: Projegbes do hiper-cubo My nos planos (q1, 1) e (pa2, p2) -

A particao ¥, associada a M,, divide M, em quatro regioes distintas, e essa
divisao é feita por dois planos Eé e Eg, perpendiculares entre si e ao plano M, sendo

esses planos definidos por

1
Z; = {(plaPZaq1aq2) /q = 5} (2.28)

1
X2 = {(p17p27q17q2) / = 5} : (2.29)

Cada uma das quatro regioes determinadas por >, serd identificada por um
par ordenado de niimeros variando entre 0 e 1. A associacao entre cada um dos quatro
possiveis pares de nimeros e as regioes da partigao X, serd feita por:

1

M;)O = {C]1,Q2 < 5}7 (2.30)

1
vy ={usla>g) (231
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1 1
M,° = {ql > 50 < 5} (2.32)
€
M1 = L 2.33
q 41,42 > 9 ) ( . )

com My = MP UMM U M;® U M;'. A projecao dessa particao no plano (gi,¢) € a
associacao de pares de nimeros a cada uma das regides sao mostradas na fig. 2.6.a.
De maneira andloga, definimos a parti¢ao ¥, através de dois hiperplanos E}?

e Z}%, perpendiculares entre si e ao plano coordenado (p, p2), dados por:

1
Zp = {(p17p27QI7Q2) /p1= 5} (2.34)
e
2 1
Y, =19 (1, p2,p2,q2) [/ 2= 5 (- (2.35)

A associacao entre um par coordenado de digitos binarios e cada uma das

regioes em que X, divide My ¢ feita por:

1
MZ?O - {plap2 S 5} ) (236)
M = <11 (2.37)
p P1 > 2:]92 2 ) .
MO = 1<l (2.38)
p P1 2:]92 =9 ) .
M = E 2.39
P P1,D2 > 9 ) ( . )

tal que My = M° U M,° U M)" U M), com a sua projecao sobre o plano coordenado

(p1,p2) sendo mostrada na fig. 2.6.b.
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1
1
Zq Zp
\ 22 | ZZ
a5 a p5 g
10 | 11 10 | 11
00 | 01 00 | 01
a; Py

(@) (b)
Figura 2.6: Projecoes das particoes X, e X, de My.

Deve-se notar que cada uma das regides em que o dominio M, é dividido
pelas particoes X, e X, e associado a um par ordenado de nimeros binérios, forma
um paralelepipedo quadridimensional, com as arestas destes paralelepipedos sendo
mais longas em um sentido, (para ¥, no sentido positivo de p; e ps, e para X, no
sentido positivo de ¢; e ¢2), e achatadas em outro, (para ¥, no sentido positivo de ¢
e ¢2, € para X, no sentido positivo de p; e pa).

Como serd visto na préxima se¢ao, a construcao das particoes X, e X, de My
tem seu analogo na representacao grafica usual da dinamica do B2D. A partigao X,
terd uma importancia especial pelo fato da dindmica simbdlica dos mapas B4D e B4G,
e dos outros dois mapas que serao definidos no préximo capitulo, serd construida a

partir de como as orbitas desses mapas visitam as regioes em que essa particao divide
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o dominio Mj.

2.3.6 Representacao Geométrica

Para vermos a analogia entre a representagao grafica do B2D e as partigoes X, e X,
definidas na secao anterior, devemos comparar as figs. 2.1 e 2.6.

No diagrama a esquerda da fig.2.1, vemos uma particao do quadrado de lado
unitdrio no espago de fase 2-D equivalente a projegao de £, no plano (g1, ¢2.), fig.2.6.a.
Esta particao é definida pela linha vertical que divide M, nas regioes M;) ={¢ < %}
e M; = {q > %}, que sao associadas aos ntumeros 0 e 1. Esses digitos binarios
desempenham o mesmo papel dos pares ordenados de digitos binarios associados a
cada uma das quatro regioes em que X, divide M.

Da mesma forma, o diagrama a direita da fig.2.1 tem seu correspondente na
fig.2.6.b, que mostra a projecao de X, no plano (pi,ps.). A linha horizontal divide
M, em duas regices MO = {p < 1} e M} = {p < 1} identificadas pelos nimeros 0 e
1. Esses digitos binarios sao equivalentes aos pares ordenados associados a cada uma
das quatro regioes em que X, divide Mj.

Podemos decompor B2D em isomorfismos que mapeiam uma particao de My

em outra, seguindo o esquema:

B2D :M? — M?

) (2.40)
B2D :]\/[;L — M;
Assim como podemos decompor o mapa modificado B2D segundo o esquema:
B2D :Mg — M}}
(2.41)

B2D :M, ; — Mg
De maneira analoga, decompomos o B4D e o B4G em isomorfismos entre

cada uma das quatro regioes em que X, divide My e cada uma das quatro regioes que

Ep divide M4 .
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No caso do B4D, seguimos o esquema de isomorfismos:

B4D Mgo — Mgo

B4D Mgl — Mgl
. (2.42)

B4D : ]\/[q10 N M;O

B4D qu — Mgl

E para o B4G, o esquema de isomorfismos apresenta uma inversao de digitos,
isto é:
BAG - M (?0 — Mgo
BAG : M, 21 — Mgl
, (2.43)
BAG : M qu — Ml}l
BAG - M q” — M;O

onde fica evidente uma analogia entre a atuacao de uma porta légiac CNOT e a forma
como o B4G as regioes definidas pela particao ¥, naquelas definidas pela partigao
p.

Notamos que, do ponto de vista geométrico, esses esquemas, tanto para o
B2D como para o B4D e o B4G, sao uma indicacao de como é feito o empilhamento
dos subespacos em que sao divididos My e My, apds sofrerem as operagoes de contragao
€ expansao.

Os esquemas acima mostram como as regioes de My, definidas por ¥, sao
mapeadas nas regioes de M, definidas por X,. Eles permitem também construir
representacoes graficas da dinamica do B4D e do B4G, figs. 2.7 e 2.8. Nestas repre-
sentacoes, cada regiao da projecao de X, sobre M, é conectada a sua correspondente
através de setas na projecao de X, sobre M,,.

Esse tipo de representacao grafica também serd usada no préximo capitulo

para descrever a dinamica dos mapas loxodromico e reempilhado.
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qg A p2+1 A
v
01 11 01 11
B4D
>

00 10 00 10

A A
2 >
q1 p;1+1

Figura 2.7: Representagao grafica da dinamica do mapa direto em temos das particoes

Xp e Y.
qr21 A P;M A
v
01 11 01 11 <
B4G
>
00 10 00 10 <«
> >
q:l p;\+1

Figura 2.8: Representacao grafica da dinamica do mapa porta em temos das particoes

Yp e g .
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3 Mapas Loxodrémico e Reempilhado

3.1 Introducao

Neste capitulo, serao definidas mais duas extensoes do mapa do padeiro para o espago
de fase 4-D. Uma caracteristica comum que diferencia os mapas loxdodromico e reem-
pilhado daqueles definidos no capitulo anterior é o tipo de interagao entre os pares de
coordenadas (p¥, ¢}") e (ph, q5).

No mapa reempilhado (B4F), sao preservadas as caracteristicas locais da
dinamica do B4D, diferenciando-se deste apenas pelo conjunto de isomorfismos que
o definem. O outro mapa, denominado mapa loxodromico (B4L), serd definido do
modo a preservar os fatores de compressao e expansao presentes na dinamica do
mapa direto, ao mesmo tempo que sua matriz de monodromina apresente autovalores

complexos.

3.2 Mapa Reempilhado

As defini¢oes do B4D e do B4G enfocaram a atuacao individual dos mapas B2D e
B2D sobre os pares de coordenadas (p7, q}) e (p%,q3), a partir disso, foram obtidos
os conjuntos de equacoes que definem a dinamica desses mapas no dominio M. Pos-
teriormente, foram obtidas, a partir dessas equacoes, os esquemas de isomorfismos
que mostram como cada uma das regioes definidas por ¥, é mapeada em cada uma
das regioes definidas por X,,.

Para a construcao do mapa B4E, utilizamos o caminho inverso. Supondo
um mapa que mantém inalteradas as propriedades locais do B4D, modificamos o
esquema de isomorfismos que determina este mapa e, a partir deste novo esquema,
obtemos o conjunto de equacoes que definem sua dinamica no Mjy.

No dominio M, , as particoes definidas para estudo dos mapas B2D e B2D,
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permitem apenas dois esquemas de isomorfismos, é aquele que corresponde ao B2D
e outro o que corresponde ao B2D. Uma vez que cada uma das particoes g € Xp
dividem o M, em quatro regioes diferentes, poderiamos, em principio, obter vinte e
quatro variagoes do esquema de isomorfismo do B4D, niimero esse que sera menor se
descontar-mos os possiveis esquemas de empilhamento equivalentes.

A escolha particular do esquema de isomorfismos, utilizada para a defini¢ao
do B4F, teve como motivacao a tentativa de obter uma variacao do B4D que fosse
o mais simples possivel e que, ao mesmo tempo, quebrasse a simetria de permutacao

de coordenadas presente no B4D, como veremos adiante.

q; A p2+1 A
v \
01 11 01 11
B4E
>
00 10 00 10 <

> 4 >
q;\ p1n+1

Figura 3.1: Representacao gréafica da dinamica do B4F

No B4D temos um esquema de isomorfismos onde cada uma das regices M, qi’j
é mapeada na regiao Mg’j identificada pelo mesmo par de indices. Para definir o

B4FE, utilizamos um esquema onde cada uma das regioes Mé’j ¢ mapeada na regiao
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M identificada por um par de fndices com valores invertidos, isto é:

BA4FE : MSO — MSO

BAE : Mgl — M;O (3.1)
BAE : M1 — MO |

. 11 11
BAE : M}* — M}

\
representada graficamente na fig. 3.1, onde a troca de indices corresponde a a uma
porta légica SWAP.

Vemos, a partir desse esquema que o efeito do B4FE sobre as regioes M(?O e
qu é o mesmo que o do B4D, alterando-se apenas a forma como atua nas regioes
M e MD'. As equacdes que determinam a dinamica desse mapa em termos das
coordenadas de posicao e momento serao determinadas mais adiante nesse capitulo.

As implicacoes dessas alteracoes ficarao evidentes quando, apods fazermos a

quantizacao desse mapa, analisarmos os espectros de auto-angulos de seu propagador.

3.3 Mapa Loxodrémico

Os trés mapas definidos até aqui tém em comum sua parte linear que é caracteri-
zada pela matriz B. Para obter um mapa em que essa caracteristica é alterada,
construimos o mapa loxodromico (B4L), um isomorfismo B4L : My — M, definido

pela composicao de uma transformagao SL : My — M, com o mapa B4D, isto é:
BAL (X") = SLo B4D (X"). (3.2)

A transformacao SL (X") é a composi¢ao de duas transformacoes atuando
sobre um ponto X" de M. Uma dessas transformagoes mantém fixas as coordenadas

p1, p2), de modo que sua atuacao sobre os pontos da projecao M, seja equivalente a
G J€C q S€]

11

T 5), por um angulo de

MJE]

uma rotacao em torno de seu ponto central, Xg = (O, 0
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no sentido anti-hordrio. De maneira andloga, a segunda transformacao mantém fixas
as coordenadas (¢i,¢2), de modo que sua atuagao sobre os pontos da projecao M,

seja equivalente a uma rotagao em torno de seu ponto central, Xop = (%, %, 0, 0), no

sentido anti-hordrio, por um angulo de 7. A representagao geométrica destas duas

tranformacoes que compoem SL sao mostradas individualmente nas figs. 3.2.

Figura 3.2: Rotacoes que compoem a transformacao SL

Como no capitulo anterior, utilizamos as projecoes das particoes X, e ¥,
para obter o esquema de isomorfismos que descreve o B4L e também para representar
graficamente a dinamica deste mapa.

Uma vez que o B4L foi definido como a composicao de B4D com a trans-
formacao SL, é necessario determinar o efeito desta tultima sobre o esquema de iso-

morfismos dado pela eq. 2.42 que representa a dinamica do B4D. Decompondo SL



como mostra a fig. 3.3.

3.3 Mapa Loxodromico 29
em isomorfismos entre cada uma das quatro regioes M;’i, temos o esquema:
(
SL: Mgo — Mp10
SL: MI}O — Mz}l
, (3.3)
VSt 10
SL: M, — M,
\ SL: Mgl — MSO
P,y &
01 11 01 11 <
SL
>
00 10 00 10
A A
> >
Py P,

Figura 3.3: Representacao grafica da transformacao SL : My — Mj.

Compondo o esquema acima com o esquema de isomorfismos da eq. 2.42

obtemos,

B4L

B4L :
B4L :

B4L

. 00 10
L MY — M

Mgl N MZ(?]O
. (3.4)
Mqu N M;l

. 11 01
L MM — M
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Isto permite uma representacao grafica do B4L andloga aquela utilizada para repre-
sentar os outros mapas, onde uma regiao Mé’j da projecao de X, sobre M, é conectada
por uma seta a uma regiao M}/ da projecao de ¥, sobre M,, fig. 3.4.

Podemos adquirir agora uma intuicao geométrica do significado da com-
posicao da transformacao SL com o B4D. Apés dividir My em quatro regides, que
sofrem um processo de expansao e contracao formando quatro paralelepipedos, o
B4D faz um empilhamento sobre My, seguindo o esquema descrito pela eq. 2.42. A
composi¢ao com a transformacao SL submete esses paralelepipedos a uma rotacao,
definindo um novo processo de empilhamento em M, o que resulta no esquema de
quatro isomorfismos descrito acima.

Uma vez que essas transformagoes comutam, a ordem em que as trans-
formagoes SL e B4D aparecem na definicao de B4L pode ser trocada, propriedade

cuja importancia serd evidenciada quando tratarmos das simetrias dos mapas B4D e

B4L.

n+1

01 11 01 11 <
B4L

00 10 00 10

Figura 3.4: Representacao grafica do Mapa Loxodromico.



3.4 Notacgoes Matriciais e Elquacoes Dinamicas 31

3.4 Notacgoes Matriciais e Equacoes Dinamicas

Na definicao acima do mapa B4FE, foi imposta a condi¢ao de que este mapa tenha
a mesma parte linear, ou seja, as mesmas caracteristicais locais do B4D. Isto é,

podemos escrever:
BAE (X™) =B4E*N (X") +B4ENE (X™), (3.5)
onde
B4E™Y (X™) = BAGMN (X") = B4D™" (X") = BX", (3.6)

com a matriz B sendo dada pela equagao 2.20. Assim a notacao matricial do mapa

B4F toma a forma;:
B4E (X") = BX" + Rg (X"), (3.7)

onde Rg (X") é um vetor que determina a parte nao-linear do mapa.

Para determinar Rg (X"), lembramos que, nos mapas vistos até aqui, o que
determina o esquema de isomorfismos sao os termos aditivos nas equagoes que en-
volvem as coordenadas de momentos. Esses termos sao combinagoes lineares dos

primeiros digitos binarios das coordenadas de posicao €7 e €7, ou seja:

n n
831 (51,1> 51,2)

= N

Rp (X") = Qg (51,1751,2) (3.8)

n
—€11

n
—€1,2

. . . n m
Podemos determinar que uma forma simples para as combinagoes o (6171, 6172)
e oo (671171, 671172), que dao origem ao esquema de isomorfismos que define o B4E, sao

apenas aquelas que fazem a inversao de €} por €7, nas equagoes que definem o B4D.
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Isto é,

Ry (X") = . (3.9)

Uma vez que podemos verificar que as egs. acima impoem que as regides M° e M *
serao mapaedas sobre si mesmas, e a regiao M, serd mapeada sobre a regiao M,;° e
M, sera mapeada sobre M".

Assim escrevemos de forma explicita o conjunto de equacoes que definem a

dindmica do B4FE:

p’f“ = %P? + %5711,2

PSH = %pg + %5711,1 (3.10)
Gt =2g—en, |
¢ =25 — €75

\

Para obter a representacao matricial do B4L, analisamos primeiramente a
transformacao SL, uma vez que esse mapa foi definido como a combinacao do B4D
com essa transformagao. Cada uma das duas rotagoes em torno do centro de M, e M,
que compoem S L, representadas graficamente graficamente na fig. 3.3, é equivalente
a uma combinagao de uma rotacao em torno da origem seguida de uma translaco, em

notagao matricial:

S, (X") = SgX" + T

: (3.11)
S, (X") = SX" + T,
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com
100 0 0 -1 0 0
010 0 1 0 00
Sq = S, = (3.12)
000 —1 00 10
001 0 0 0 01
€
0 1
0 0
T, = T, = : (3.13)
1 0
0 0

onde as matrizes Sq e S, sdo representagoes de dois elementos do grupo SO (4)[27],
que corresponde as rotagoes por um angulo de 5 entorno da origem dos planos (qi, ¢2)
e (p1,p2), e dos vetores Ty e T}, que representam translacoes paralelas aos eixos qq
e p1,isto é, T, (X) =X+ T, e T, (X) =X+ T,

A particularidade desses elementos do SO (4)[28], assim como dessas translagoes,
é a indiferenca do resultado quanto a ordem em que sao executadas sobre um ponto

do dominio My, o que pode ser expressa pelas relagoes de comutacao:

SeSp = SpS
e e . (3.14)
Tq+ Ty =Tp +Tqy
Essa particularidade faz com que tenhamos
Si(X") = 5,08, (X") = 5,05, (X") (3.15)
que, junto com as eqs. 2.14, permite escrever,
Sp(X™) = Sp(SeX"+Tq)+T) (3.16)

= $,8¢X" + SpTq+Tp.
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Definindo
0O -1 0 O
1 0 0 0
St = SpSq = , (3.17)
0 0 0 -1
0O 0 1 O
e
1
0
Ty =SpTyq+Tp = , (3.18)
1
0

podemos obter explicitamente a forma matricial da transformacao Sy:
Sp(X™) =S X" + T4. (3.19)

A equacao acima mostra que, assim como as rotacoes que a compoem, a

transformacao SL pode ser entendida como a composicao de duas transformacoes,
SL(X")=T,05,(X"), (3.20)

onde Sy, (X™) é uma rotagao em torno da origem representada pela matriz Sg, e T} (X")
¢ uma translagao representada pelo vetor T;. Essa propriedade tera importancia
especial quando da construcao do propagador quantico do B4L.

Partindo da definicao do mapa loxodromico e utilizando-se a notacao matri-

cial da tranformacao SL e do B4D, temos:

BAL (X") = St (BX" 4+ Rp (X")) + T;. (3.21)
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Definindo-se a matriz

0 -2 0 0
0 0 0
B4, =SB = , (3.22)
0O 0 0 =2
0O 0 2 0
e o vetor
—%61,2
%61,1
Ry (X") = SLRp (X") = , (3.23)
€1,2
—€1,1
obtemos a forma matricial de B4L:
BAL(X") = Byg, (X") + Ry, (X") + Ty. (3.24)

Podemos assim escrever o conjunto de equagoes que determinam a dinamica do B4L

na forma;
4
n+l __ 1. .n 1
Py =1- 3Py — €12
ntl _ 1.m | 1
Py = 3P1 T 3611

(3.25)

G =1-2¢8 + e

n+1l __ n
gy =2q7 — €11

\

3.5 Propriedades Locais e Interacao entre Coordenadas

Da expressao matricial que define a dinamica do B4F, vemos que a dinamica local
deste mapa, assim como a dos mapas B4D e B4(G, é determinada pela matriz B,

sendo que a diferenca entre estes trés mapas esta contida na parte nao-linear.
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A forma diagonal da matriz B e a repeticao dos elementos % e 2, faz com
que os fatores de compressao e expansao, a que sao submetidos os pontos uma regiao
do dominio My, sejam os mesmos que os do mapa B2D. Isto é visto se tomarmos os
pontos de uma vizinhanga suficientemente pequena em torno de um ponto de M, ou
M, e analisarmos sua dinamica.

Para o B4L, as caracteristicas locais de sua dinamica sao determinadas pela
matriz Byr,, com o conjunto de autovalores dessa matriz sendo os imagindrios puros
j:%i e +2i. Este conjunto de autovalores classifica a dinamica local do B4L, seguindo
a nomenclatura de Arnold [29], como loxodromica. Denominacao esta derivada da
nautica [30], onde loxodroma designa uma linha conectando dois pontos sobre a su-
perficie terrestre cruza todos os meridianos a um angulo constante. Essa linha, que
numa a projecao cil ‘ndrica de Mercator do globo terrestre aparece como uma linha
reta, se aproxima de um polo em espiral de forma semelhante ao comportamento
da orbita de um sistema de equag oes diferenciais cuja matriz de monodromia tem
autovalores complexos.

Desse conjunto de autovalores de Byy,, podemos inferir a particularidade da
transformacao de SL utilizada para definir o B4L. Se procurarmos por uma extensao
do mapa do padeiro usual que mantenha os fatores de compressao e expancao inalter-
ados individualmente em relacgao aos planos (p1,¢1) e (p2, ¢2), €, cujo comportamento
local seja determinado por uma matriz com autovalores imaginarios puros nao de-
generados, a escolha da matriz By, é uma das duas nicas possiveis. Isto implica
que os autovalores imaginarios puros de uma matriz ortogonal 4 x 4, diferente de
By1, obrigatoriamente teriam mdédulos diferentes de 2 e 1/2. Assim, outra escolha
para a transformacao SL alteraria uma das caracteristicas geométricas principais do
BAD, que sao seus fatores de compressao e expansao. Isso justifica a escolha de um

elemento particular do grupo SO (4), a transformagao SL para, junto com o B4D,

compor o B4L.
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Do ponto de vista da interacao entre pares de coordenadas X; e Xg, nos
mapas B4G, B4AFE e B4L, ao contrario do que acontece no B4D , temos que os dois
pares de coordenadas interagem entre si. Isto pode ser visto comparando-se as duas
primeiras componentes dos vetores Rg (X"), Rg (X") e Ry, (X"), com as componetes
de Rp (X").

No vetor Rp (X"), as duas primeiras componentes envolvem, respectiva-
mente, os digitos bindrios €;; e €2, € como consequéncia disso esse mapa atua de
forma independente sobre os pares de coordenadas x; e Xs.

Para o Rg (X") a primeira componente depende apenas de €; 1, enquanto a
segunda componente depende de uma combinacao de € 5 € €; o, refletindo a defini¢ao
desse mapa em que a atuagao sobre o par de coordenadas x; independe do valor do
par Xz, enquanto a atuagao sobre o par xs depende do valor de x;. Finalmente, para
os vetores Rg (X") e R, (X"), verificamos que a primeira e a segunda componente
dependem, respectivamente, de €5 e €. Pode-se notar tambem que no caso do
mapa B4L, mesmo sua parte linear caracteriza uma interacao devido a troca entre

as coordenadas p; e po, € a troca entre ¢; e ¢o.
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4 Dinamica Classica dos Mapas no M,

4.1 Introducao

Nos capitulos 2 e 3, foram dadas as defini¢coes da construcao de quatro mapas atuando
no dominio My, foi realizada uma anélise do significado geométrico e foram obtidas
as equacoes que descrevem as suas dinamicas.

Neste capitulo, faremos um estudo comparativo de alguns aspectos da dinamica
classica desses quatro mapas e a introducgao de suas dinamicas simbélicas. Esses resul-
tados serao usados no capitulo seguinte na analise de outras propriedades dos mapas,

como suas simetrias, a acao e a periodicidade de suas érbitas em My.

4.2 Dinamica dos Mapas em M, e M,

Seja uma seqiiéncia ordenada de pontos O (X°) = (X, X! X3, ...) que pertencem a
M, . Esta seqiiéncia ¢ chamada 6rbita do ponto X° através de um mapa quando seus
pontos sao gerados por iteracoes sucessivas deste ponto através desse mapa.
Tomando como exemplo o mapa B4D, um conjunto de pontos ordenados é a
érbita do ponto XY quando cada ponto desse conjunto puder ser obtido do anterior

pela iteracao desse mapa, isto é:
XY =BX" '+ Rp (XV). (4.1)

De forma similar, para os mapas B4G, BAE e B4L, seqiiéncias ordenadas de pontos

pertencentes a M, descrevem érbitas desses mapas quando:

X&=BX" '+ Re (X", (4.2)

Xy =BXY '+ Rg (XV7) (4.3)
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Xy =By XV '+ Ry (XV) + Ty
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(4.4)

Substituindo-se X¥~!, no primeiro termo & direita da eq. 4.1, por sua expressao em

termos de seu antecessor na érbita temos:

XY = B{BX"?+Rp (X" ?)} +Rp (X"
= B’X"?+BRp (X" )+ Rp (X" ).

(4.5)

Fazendo-se o mesmo para os outros mapas, expressamos o ponto N de suas érbitas

em termos de seus dois predecessores como:

XY =B’X"? +BRg (X"7?) + Rg (XV7),

XY =B’X"? + BRg (XV7%) + Rg (X¥7),

XN =B{X"? + Br{Ry (XV7?) + T1} + Ry (XV7) 4+ Ty

Aplicando-se esse processo recursivo L vezes, chega-se a:

L
XN — BLXANfL =+ ZanlRD (Xan) 7

n=1

L
XN — BLfoL + ZanlRG (Xan) ’

n=1

L
XN — BLXANfL + Z anlRE (Xan)

n=1

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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L
XV =BiXN 4> B Ry (XY 4+ T4 (4.12)

n=1
As somatérias a direita das quatro equagoes acima envolvem as partes nao li-
neares do mapas aplicadas a cada um dos [ pontos anteriores da érbita. Para fazermos

o desenvolvimento dessas somatorias, primeiro definimos os vetores

N—n

€

EN = M (4.13)
N—n
€12

que tém componentes iguais aos primeiros digitos binarios das coordenadas de posicao
do ponto N — n de uma orbita.

Com essa definicao, podemos reescrever as eqs 2.23, 2.4, 3.11 e 3.25 , que
fornecem as partes nao lineares dos mapas em termos dos primeiros digitos binarios

das coordenadas de posi¢ao, como:

N—n 1@ N—n
1 E

N—n\ __ > o 21
Rp (XV7") = v | T s | (4.14)

para o B4D, e

3611
Ro (xVy = | e m asar | she (B
N—-n N—-n ’
€11 —-E;
’ (4.15)

N-—n
—€12

para o B4G, onde a primeira componente de Rg (XN *”) é dada em termos da

( N—-n _N—-—n=N-n +6N—n—N—n

. ~ ;. e 4. N—-n\ __
combinacao de digitos binarios Ag (El ) = (€11 ", €11 €2 12 €11 ), com
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AZ, (EJIV’") = A¢ (Ac (Ejlv’”)) = EY™" e a segunda componente em termos do vetor

definido pela eq. 4.13. De forma analoga temos

—n lA EN—n
Rg (X)) = ’ (e B : (4.16)
N—n _EJIV—n

para o B4E, onde onde a primeira componente de Rg (XN _”) ¢ dada em termos da
permutacao de digitos bindrios Ag (EJIV_”) = (ef{{”, ef{f”). No caso do mapa B4L,

lembrando que Ry, (XN _”) é uma composicao de Rp (XN _”) e da transformagao SL,

temos:
1sEN—
Ry (XV™") =SiRp (X¥ ) = | > ' , (4.17)
—sE]lv_”
onde a matriz
0 -1
s = (4.18)
1 0

¢ um dos blocos que definem a matriz Sy,.
Dado que a matriz B que caracteriza a dinamica local dos mapas B4D, B4G

e B4F é diagonal, vemos que suas poténcias sao dadas por:

B" ! = (4.19)
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E, usando-se a relacao de comutacao By, = SpB, obtemos as poténcias de Sy, na

forma diagonal por blocos:

1
Brt=| *? : (4.20)
0 (28)"
Usando as eqgs. 4.14 a 4.17, que fornecem as partes nao lineares dos mapas em
funcao dos vetores Ell\I’n e as potéencias de B e By,, podemos reescrever as somatérias

a direita das eqs. 4.9 a 4.12 como:

L L 2—nEN7n
> B Rp (X¥) =) ! , (4.21)

1 N—
n=1 n=1 \ —2"'E;T"

S BiRe (x ) 3 [ 2T 22)

n=1 n=1 _2n_1EE]lV7n

27"Ag (Eivjn)

] =

L
ZBn—lRE (XN—n) —

(4.23)
n=1 n=1 —n N
e
L L —nenN—n 1-ngn—1
27"s"E + 278"y
> B Ry (XY ) 4T} =) 1 ,
o S\ _gnigigNn _gneignty
(4.24)
onde, na equagao acima, usou-se o vetor T na forma
1
0 t1
T, = = , (4.25)
1 t1
0
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1
com t; =

0
As eqs. 4.21 a 4.24 permitem descrever o N-ésimo ponto das orbitas de um

ponto do dominio M, através de um par de equagoes matriciais, envolvendo o ponto
inicial da érbita e os vetores EF, EF! ... EN™! como:

L
Py =2"pp "+ X 2EY"

BAD : n=l : (4.26)

afy = 2ty - 3 2By

n=1

L
P& =2"pg "+ X 27" A (B )
n=1

BAG - E , (4.27)
=2y o E
n=1
N—-L L N
Py =2""pg "+ > 27"Ap (B
BAE : n=l (4.28)
i — 2y - 3 2By
€
L
pg = (28)_L pgfL + Z 2—nSnE1N—n + 21_nSn_1t1
BAL : n=l ,
N _ 2 L N—-L on—1gng N—-n on—lgn—1g
ar, = (28)"qr, nZ=:1 STy + S 1 (4.29)

onde separou-se X € M, em dois vetores p e q contendo, respectivamente, as coor-

denadas de momento e posicao de forma que:

P1
x=[P]= P (4.30)
q q1

q12
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Nesses grupos de equacoes, apenas no ultimo par, que descreve o B4 L, apare-
cem as matrizes s e os vetores t1. Isto pode ser entendido vendo-se que, na eq.4.29,
eles representam operacoes de rotacao, usadas na definicao do mapa B4L como uma
composicao do mapa B4D e a transformacao SL. Também devemos notar que esse
par de equacoes reduz-se ao par de eqs. 4.26 ao fazermos s = 1 e t; = 0, Isto é, na
auseéncia da transformacao SL os mapas B4D e B4L coincidem.

Essas equacoes dependem dos vetores EN 2 EN I+ ... EN~1 Portanto,
fornecem as coordenadas de um ponto da 6rbita de um mapa a partir dos primeiros
digitos binarios das coordenadas de posicao dos [ pontos que o antecedem, o que limita
sua utilizacao, uma vez que para determinarmos o ponto N de uma orbita através
dessas equagoes é necessario conhecer todos os pontos anteriores. Na préxima segao,
quando forem analisadas as representacoes quaternarias dos mapas, serao obtidas ex-
pressoes que determinam a relacio entre os vetores da seqiiéncia EY % EN-FH1 ... EN-1
e as L primeiras componentes quaternarias do ponto inicial de uma 6rbita. Isso faz
com que essas expressoes possam ser simplificadas, facilitando a andlise da dinamica

dos mapas.

4.3 Representacao Quaternaria dos Mapas
4.3.1 Expansao Quaternaria

Dado que os valores numéricos das componentes de um ponto n da orbita de um

mapa, XN = (pV, pl¥, ¢V, ¢3), pertencem ao intervalo [0, 1], podemos expandi-los em



4.3

Representacao Quaternaria dos Mapas

uma série de poténcias negativas de dois,

= —k
P{V = ];1 6]—V/rc+1,1 (2)

N_ <= N —k
Y2 :gﬁ—kﬂg (2)

= —k
Q{V = kzl Ejk\fl (2)

= —k
Qév = kZl 6/@{2 (2)

Y
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(4.31)

(4.32)

onde €}, €, podem assumir os valores 0 ou 1, com indices k especificando a poténcia

de dois que os multiplica nessa expressdo. Fazendo a decomposicao de XN = (pN, q),

podemos reescrever a expansao quaternria de pN e ¥ como:

ou ,

6]—Vk+1 1 k
pN =) T2

oo

N
k=1 \ €_k41,2
o0 6kN
N )1 —k
q =§ N (2)77,
k=1 6k,2
o0
N N —k
p E E—k+1 (2)
k=1

=) EX (@,

k=1

onde define-se as componentes quaternérias de p™N e gV através dos vetores

N
Ek: ;

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)
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que podem assumir quatro valores distintos, dado que cada uma de suas duas com-
ponentes pode assumir os valores inteiros 0 e 1.

Notamos que os vetores EY, definidos pela eq. 4.13 e usados para determinar
a dinamica de um ponto de M, através dos mapas, sao um caso particular dos vetores
EY, quando k = 1. Ou seja, EY define apenas a primeira componente da expansio
quaternéria das coordenadas qN de um ponto da drbita, enquanto EY define as
componentes quaternarias de pN e g de qualquer ordem. As eqs. 4.35 e 4.36 sao o
analogo, para o espaco de fase 4-D, da expansao em digitos binarios dos pontos do
dominio do B2D, eqgs. 2.2 e 2.3.

Podemos mostrar que as primeiras componentes quaternarias de p™ e q¥V,
respectivamente Eg' e EYY, indicam a qual das regides M}/ e M2/, definidas pelas
partigoes X, e X, pertencem as projecoes de XN. Isto pode ser visto tomando-se

como exemplo

0 1
E) = e EN= . (4.38)
1 1
Do valor das componentes de Ef e E)Y no exemplo acima, temos p < £, pi > 1,
q' >3, 43 > 3, e assim, pN eM e g eM]'.
De maneira geral podemos fazer a associacao:
pNe MP oV e MEY, (4.39)

onde as componentes de EYY e EIY tomam o lugar dos indices i e j. Esta associagao
serd importante para definirmos o significado geométrico da dinamica simbdlica dos

mapas B4D e B4L, que discutiremos adiante.
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4.3.2 Dinamica dos Mapas em Termos das Componentes

Quaternarias

Para relacionarmos as componentes quaterndrias de diferentes pontos de uma 6rbita,
partimos das eqs. 4.26 a 4.29, com L = 1, que relacionam o ponto N de uma érbita

gerada pelos mapas com seu anterior, reduzindo-se a:

N _ 2—1 N-1 + 2—1EN71
Bip:{ P v (4.40)
ClN — QqN_l _ Ell\/'fl

N _ 2—1 N-1 +2—1A ENfl
Bag:{ P P o (B) , (4.41)
qN — 2qN71 _ EJIV—I

N _ 271 N—-1 + 271A EN—l
Big:{ P P o (B) (4.42)
qN _ 2qN—1 o E]1V71

N —lanN—-1 —1 pN-1
p’ =2""'sp + 27 'sE +t
BAL ! T (4.43)

N_l,qN_l) na eq. 4.40,

Fazendo a expansao quaterndria dos vetores (pN g ) e (p
temos a relagao entre as componentes quaternarias de dois pontos sucessivos de uma

6rbita do mapa B4D:

[e.e] [ee] (e}
S EN2 = S ENLY e o B = SR Ly
BAD :
kz ENoF = kz EN-lg-(-1) _ gN-1 kZQE{:’—lgf(kfl) (4.44)
\ k=1 =1 =




4.3 Representacao Quaternaria dos Mapas 48

Com as transformacoes de indices, kK + 1 — k a direita da primeira equacao do par

acima e a transformagao k — 1 — k a direita da segunda, obtemos:

[ & N k . N-1 k
Z E—k+12 - Z E—k+22
k=1 k=1

B4D : : (4.45)
> E2r = Y B2
\ k=1 k=1

Comparando-se os termos nas duas equagoes acima, temos a relacao entre as compo-

nentes quaternarias de dois pontos sucessivos de uma Orbita gerada para esse mapa:
N N-1
BAD = E. =E_.7, (4.46)

para todo k pertencente aos inteiros.

Para o mapa B4G, fazendo a expansao quaterndria dos pares (p",q") e

(pNﬁl,qN’l) na eq. 4.41, obtemos,
Y 4 32t = 3Bt 4 2 (B
B4G k=2 k=2

S EN2 k= S EN 2k
P 2 Bien (4.47)

o que leva a relagao de recorréncia entre as componentes quaterndrias para esse mapa:

Aq (E{:ﬁr_ll) para k=0

B4G = EyY = (4.48)

Ey;l para k#0
Devido a semelhanga formal entre o pares de equacoes que descrevem os mapas B4G
e BAFE, eqs. 4.41 e 4.42, temos para este tltimo:
Ag (Efi:ll) para k=0
Ey.l para k#0

BAE = Ey) = (4.49)

Para obter a relagao entre as componentes quaternarias de dois pontos su-

cessivos de uma érbita gerada pelo B4L, fazemos a expansao dos vetores (pN gV ) e
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(pNﬁl,qN’l), eq. 4.43 , e obtemos:

o o [ee]
S EN 27 =271 Y EN  27F 4 27 IsE, VT 4 270y + 270 ) 27Re,

BAL : { kzl o 1 - k=t :
SEN2F =28 Y EN 2R —sE Nty 423 270,
k=1 k=1 k=1 (4.50)

onde usamos,

1 )
tl = - Z 27kt1
0 k=1 : (4.51)
tl - 2_1t1 —|— 2_1t1

Este par de equacgoes pode ser simplificado para:

SBY2t = 5 (B ) 2

S EN2F =3 (sEY Tt 4 ty) 27D
k=1 k=2

BAL : (4.52)

Fazendo-se a transformacao de indices k& — k + 1 a direita da primeira equacao do

par acima, e a transformagao k — k — 1 a direita da segunda equacao, temos:

Z E—k+1 - Z ( ENk+2 + tl) 27"

BAL : oo ©= : (4.53)
SEY2 R = Z ( Eff;f +tq1) 27"
k=1 k=1

Comparando-se os termos das duas equagoes anteriores, temos para o B4L:
BAL = Ey =sE; | +t4, (4.54)

para todo k pertencente aos inteiros.

As eqs. 4.46, 4.48, 4.49 e 4.54 fornecem as relagoes entre as componentes
quaternarias do ponto N da orbita direta dos mapas, isto é N >, e as componentes
quaternarias de seu antecessor. Essas expressoes, aplicadas repetidamente, permitem
fazermos a relacao entre as componentes quaternarias de um ponto de uma orbita e

as de qualquer de seus antecessores.
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Para o B4D, através da aplicagao recursiva da eq. 4.46, temos que:
BAD = EY " =Ej_ - (4.55)

No caso do B4G e do B4F, através da aplicacao recursiva das eqs 4.48 e 4.49

pode-se mostrar que:

B4G = EN = Ag (EﬁJrN) para —(N—-1)<k<0

E) para k>0ouk < —(N -1 a
kN ( ) (4.56)

Agp (EV ara —(N—-1)<k<0
BAE = EY = o (Bien) W-D<ks0 (4.57)

E).n para k>0ouk<—(N-—-1)

E de forma semelhante para o B4L :

BAL = Ef =sVE{  + tn, (4.58)

N-1
onde ty = ) s'ty.

N o‘g;ronos que as expressoes 4.55 e 4.58 diferenciam-se entre si por N rotacoes
aplicadas aos vetores EY. Esta possibilidade de se fazer a relacdo entre componentes
quaternarias de pontos diferentes da orbita gerada por um mapa serd utilizada na

proxima secao, para a determinagao da dinamica simbdlica dos mapas.

4.4 Dinamica Simbolica

4.4.1 Representacao Simbdlica da Orbita de um Mapa

A descricdo simbdlica das ¢rbitas direta O (X%) = (X% X!, .-+, X") ou reversa
O1(X% = (X1, X72,---,X7"), de um ponto X" € M, onde M é o dominio
de um mapa B, é feita associando-se de maneira biunivoca a cada um dos pontos

desta érbita um simbolo ou "letra”.
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Esses simbolos ou letras pertencem a um conjunto finito de simbolos ou ”al-
fabeto” com [ letras, A = {aq, as, a3, --a}, onde cada elemento identifica uma das
regioes M; em que o dominio M foi dividido por meio de uma particao ¥, denominada
particdo de Markov [31], de tal forma que M = LlJ M.

A associagao de um dos simbolos do cogjltlnto A a um ponto X" da érbita
é feita indicando-se a qual das regioes M; esse ponto pertence. Dessa forma, se XV
pertence as regiao € M;, esse ponto da dérbita serd identificado pela letra ; correspon-

dente a essa regiao. Podemos assim definir uma seqiiéncia semi-infinita de N letras

ertencentes ao conjunto A,
ST =al, 0l oY (4.59)

onde o simbolo s™ indica que o ponto n da rbita direta do mapa pertence a regiao
de M correspondente ao simbolo o”. De maneira semelhante , podemos definir a a

sequéncia semi-imfinita,

SN=--a%ata? oV, (4.60)

onde os simbolos estao relacionados as regides a que pertencem os ponto da érbita
inversa do mapa. As seqiiéncias assim definidas sao uma representacao temporal
de como as érbitas direta e inversa de X° visitam as regices do dominio do mapa
definidas pela particao de Markov.

Notamos que a escolha de uma particao deve ser feita de modo que exista uma
relagao biunfvoca entre as seqiiéncias de simbolos S e SZN e as Orbitas do mapa. Ou
seja, esta condicao de unicidade impoe restricoes ao conjunto de particoes passiveis
de serem escolhidas para a representacao simbélica da dinamica de um mapa.

A orbita do ponto resultante da primeira iteracdo do mapa, isto é, o ponto

X! = B (X"), serd representado através deste procedimento pelas seqiiéncias

ST =a% o’ at - oMt (4.61)
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SN=-aa’at - o (4.62)

1l
S
°
o
o

Essas seqiiéncias sao formadas a partir daquelas que representam a orbita de
X° por meio da transposicgao de um sfmbolo de SY para S;‘N.
Isso permite representar a érbita simbdélica do ponto X°, para um nimero

arbitrario de iteracoes, pela seqiiéncia infinita
Si=S*4eS;*=-a?alad’eala®a’ (4.63)

e descrever a dinamica do mapa como um deslocamento a direita do ponto central

desta seqiiéncia infinita, isto é:

o _ B _
a2 a L dleat,a? ot S cahal atea? b at -

(4.64)

Como exemplo, temos a descricao simbélica das érbitas do mapa B2D, onde
a particao de Markov empregada é aquela que divide o dominio M, em duas regioes
através da linha vertical ¢ = 1/2. Neste caso, o conjunto de simbolos A, é composto
pelos digitos 0 e 1 que designam, respectivamente, as regides ¢ < fracl2) e q >
fracl2) , como indicado na fig. 2.1. Para este mapa que a érbita simbélica associada
a 6rbita de um ponto X° = (p°, ¢°) coincide com os primeiros termos da expansio
binéaria das coordenadas de momento e posicao de cada um dos pontos da orbita, que

é representada por

_ 2 -1 041 2 3
Say =+ €056 €0 ® € €Gy €Y - (4.65)

4.4.2  Orbitas Simbdlicas dos Mapas no Dominio M,

No caso da descrigao simbdlica das érbitas dos pontos de My, geradas pelos mapas

atuando no My, usamos como particao de Markov a particao X, definida na secao
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2.3.5, que divide My nas quatro regides MJ°, M, M,% e M, descritas pelas egs.
2.31 a 2.34. De forma alternativa a descricao simbélica das érbitas poderia ser feita
escolhendo-se como particao de Markov a particao X, isto é, descrevendo-se como
as orbitas de cada ponto de M, visitam as regioes definidas por X»,. O conjunto
de simbolos ou alfabeto escolhido é o conjunto A, cujos elementos sao os quatro
vetores empregados como termos da expansao quaternaria dos vetores, isto é, A =
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. A associagao entre cada uma da regides de ¥, e um dos

vetores é feita pelo seguinte esquema:

0
MSO s Mgl PN

0 1

1 (4.66)
Mqu PN Mqll —

0 1

Para fazermos a associacao de um simbolo de A ao ponto inicial X° de uma
orbita gerada por um mapa, recorremos a expansao quaternaria do vetor das compo-
nentes de posicao q°, eq. 4.36.

Isso é feito notando-se que o valor do vetor EY, presente no termo de ordem
um dessa expansao, localiza o ponto X° em uma das quatro regides definidas pela
particio ;. Da mesma maneira, a componente E] da expansao quaterndria de X!
localiza a qual regiao de A este ponto pertence. Assim, por meio da associacao de cada
ponto da érbita a componente de ordem um de sua expansao quaternaria, chegamos

a Orbita simbdlica deste ponto, descrita por:
Si=---E°, E;’E{'e, E} E},E] ---. (4.67)

A forma descrita acima, utilizada para associar uma seqiiéncia S, de simbolos ou
letras pertencentes a A & orbita de um ponto X°, é vélida para as érbitas geradas

por cada um dos quatro mapas aqui considerados. Assim, quando necessario, deve-se
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distinguir através de qual dos mapas uma orbita descrita simbolicamente por S, foi
gerada.

A primeira componente quaternaria EY pode ser usada como simbolo para
identificar a qual das regices de M, pertence o N-esimo ponto da érbita de X°, o que
torna valida a escolha da particao >, como uma particao de Markov para os mapas
atuando em M. Assim, cada seqiiéncia de simbolos Sy pode ser associada a érbita
um ponto de My, embora essa associacao seja feita de forma diferente para cada um
dos mapas aqui estudados.

No caso do B4D, da eq. 4.46, relacionam-se os simbolos de S4 situados a

direita do ponto central com a expansao quaterndria de q°,
E}=E), E;=E), E{=E},--- \E} ,=E} ---. (4.68)

e relaciona-se os simbolos de S, situados a esquerda do ponto central com as compo-

nentes de ordem negativa da expansao de p?,

E(o] = EII> Egl :E1_2a E(lz :El_?)?"' >E9N+1 :EIN”.

Y

(4.69)
que leva a:

p’= Y B (27
B4D : k=1 L (4.70)

q"= > Ei'(2)°

k=1
Para o B4G e para o B4F, pela eq. 4.48 e 4.49, chegamos a

E! =E!, E;=E), El=E},--- ,E},; =E} -, (4.71)

para os simbolos de S 4 situados a direita do ponto central e

E} =Ac (ET"), B2, =Ac¢(Ef?), E% =Ac (Ef?) - B0y = A (BE7Y) -+

RS — A, (Ef1> CEY, = Ay (EIQ) , B0 =Ap (EIB) e ,EEN+1 = A¢ (ElN)(4 72)
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para os simbolos de S 4 situados a esquerda do ponto central, que leva a:

p’ = sz Ac (Ef%) (27" + kiv E % (2)7"

BAG s . (4.73)
q"= > Ef'(2)°
k=1
De forma semelhante, pela eq. 4.49, temos para o B4FE:
0 = —k —k X ok oy —k
p’= 3 Ap(ET") (27 + X Ef"(2)
BAE : k=1 k=N (4.74)

q’ = ];1 Ei ' (2)"

No caso do B4L, pela inversao da eq. 4.54, relacionam-se as componentes de
ordem positiva da expansao de q° com os simbolos de S4 situados & direita do ponto
central, obtendo-se:

E) = E), EY=sE +t_, | )
Eg = s_?’E?i +t_3, - ,Eﬂ = s_kElg +t_x
e, através da eq. 4.54, relacionando-se as componentes de ordem negativa da expansao

de p® com os simbolos de Sy situados a esquerda do ponto central, obtemos:

E’, =s’E;% +ty, E°, =s’E[® 4 t3

, (4.76)
E; =s*E;* 1ty B0, = sP"E7F 4ty
o que leva as expansoes quaternarias:
@ =3 (5B + ) (2)7F
B4L : k=l (4.77)
P’ =3 (S"E +t) (2)"

i
I

Além da unicidade da associacao entre a seqiiéncia simbdlica S 4, que repre-
senta a orbita e um ponto X°, as eqs. 4.70, 4.73, 4.74 e 4.77 explicitam uma diferenca

importante entre a dinamica simbdlica dos mapas que atuam no M, e do B2D.
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As equacoes 4.68 e 4.69 mostram que na representacao simbolica de uma
orbita gerada pelo mapa B4D, de forma semelhante a representacao simbdlica do
mapa B2D, existe uma coincidéncia entre os simbolos da seqiiéncia e os termos da
expansao quaternaria das coordenadas do ponto inicial da érbita. Ou seja, no mapa
B4D, o valor de um dado simbolo da seqiiéncia e o da componente quaternaria
correspondente de mesma ordem sao os mesmos. Por outro lado, na representacao
simbdlica de uma orbita gerada pelos mapas B4G e B4F, essa coincidéncia é apenas
parcial. Isso porque os valores dos N primeiros simbolos a esquerda do ponto central
de S4 nao coincidem com os termos correspondentes da expansao quaternaria de p°.

Aseqs. 4.75 e 4.76 mostram que para o mapa B4L, essa coincidéncia acontece
apenas esporadicamente, uma vez que um simbolo da seqiiéncia S, relaciona-se com
a componente quaternaria correspondente através de operacoes de rotacao que tém
periodicidade quatro, isto é, existe uma coincideéncia nos simbolos cujas posicoes nas
seqiiéncias semi-infinitas sao multiplos de quatro. Uma nao-coincidéncia do mesmo
tipo j& foi observada na dinamica simbélica de outro mapa [22]. Para os mapas B4G e
BAFE as eqgs. 4.71 e 4.72 mostram que essa coinciéncia ocorre apenas para os simbolos
da sequiéncia semi-infinita que representam os pontos da orbita direta de um ponto
do dominio M,. uma vez que a seqiiéncia semi-infinita que representa a érbita inversa
essa coincidéncia nao existe.

A existéncia de uma relagao biunivoca entre uma seqiiéncia de simbolos per-
tencentes ao alfabeto A e as érbitas dos mapas B4D, B4E, BAG e B4L, permite
afirmar a existéncia de uma relacao biunivoca entre as érbitas de um par qualquer
destes mapas. Isso implica, por exemplo, como serd visto no préximo capitulo, na
igualdade entre o niimero de orbitas periddicas dos quatro mapas aqui estudados.
Em todos esses mapas, que sao exemplos de sistemas dinamicos cldssicos maxima-
mente cadticos, apesar da duplicacao da dimensionalidade em relagao ao mapa B2D,

é possivel ter o controle completo de sua dinamica através da descricao simbdlica.
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5 Acao, Orbitas Periédicas e Simetrias

5.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos mais alguns aspectos dinamicos dos mapas que atuam no
dominio My. Utilizaremos os resultados obtidos no capitulo anterior para expressar a
acao associada as orbitas de cada um dos mapas, em termos das seqiiéncias simbélicas
que as representam. Na secao 3, calcularemos as expressoes que fornecem as orbitas
periodicas e analisaremos como o numero destas cresce com seu comprimento. Na

secao 4 analisaremos as simetrias classicas presentes nos mapas.

5.2 Funcgoes 7p (Sz_l), e (Sf}l—l), e (Sz_l) e nL (Sz_l)

Na secao 4.3, obtivemos as componentes quaterndrias das projegoes sobre M, e M,, dos
pontos de orbitas geradas pelos mapas que atuam em My, em termos das componentes
quaterndrias de um ponto inicial dessa érbita. Agora, usaremos estes resultados para
definir as fungoes np (Sﬁfl), e (SZ’l) nE (Sﬁfl) e nL (S;‘(l), onde S”' é uma
seqiiéncia finita de simbolos associada aos n — 1 primeiros pontos da érbita de um
ponto X°. Estas funcoes tornarao possivel, mais adiante, a determinacao da acdo
dessas orbitas e a andlise da estrutura das orbitas peridédicas desses mapas.

Para obtermos um ponto X" = (p",q"), pertencente a uma Orbita gera-
da pelo mapa B4D a partir do ponto inicial X° = (p°, q°), fazemos a expansao

quaternaria

q'=) Ep@2)" (5.1)

k=1

e usamos a eq. 4.44 para obtermos as componentes de ", em termos das componentes
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de q°. Com isso, chegamos a:

Z k+n (52)
k=1

Através da transformacao de fndices k' — k +n, a expressao acima pode ser
reescrita e separada tomando a forma:
n
— Kk K
= § E) (2 - § E) (2" 7" . (5.3)
k=1 k=1

E facil verificar que a primeira somatéria da equagao acima coincide com

a expansao quaterndria de q” e, usando-se novamente a eq. 4.44 para obtermos a
= -1 _ 10 .
expresao E] 7 = E},, chegamos a:

q"=(2)"q" - > EY (@) (5.4)
k'=1

Cada termo da somatéria a direita da equacao acima contém a primeira
componente quaterndria de cada um dos pontos da érbita, o que permite associar ao
conjunto dessas componentes uma seqiiéncia finita de simbolos que caracterizam os

n — 1 primeiros pontos da érbita simbédlica de X,
S"!'=E)E,E3 ... El L (5.5)
Assim, temos,
q'=(2)"a"—np (Si), (5.6)

com a funcao np (Sﬁfl) sendo definida por:

(s77h) ZE’H )k (5.7)

k'=1

Usando um procedimento similar, obtemos a projecao de X" sobre M,. Da

expansao quaternaria de p” e da eq. 4.45, temos,

Z E—k+n+1 (5'8)
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que, com o auxilio da transformacao de indices k' — k — n, pode ser separada na

forma,

(ZE_M Z EY (2 ) (5.9)

k'=1 k'=—n+1

Identificando-se a primeira somatéria com a expansao quaterndria de p°,
— / ~
tendo-se Elk =E’,, 41, €, fazendo-se a transformacao k" — —k' 4+ 1, chegamos a :

n

p'=2"p'+27" Y Ef (2 . (5.10)

k=1

Como na eq. 5.4 , a somatoéria a direita depende apenas da seqiiéncia finita
dos n primeiros simbolos que caracterizam a érbita simbélica de X°, com a diferenca
que, aqui, a ordem dos simbolos é tomada em ordem reversa com relagao as poténcias

de dois. Isto ¢, dada a seqiiéncia reversa em relagao a S,

Sy '=E!"',... E.LE.E, (5.11)
e da eq. 5.10, temos:

n -n -n <
p"=(2)7"p’ +2"np (SA ) (5.12)
Nos casos das orbitas geradas pelos mapas B4G, de forma semelhante ao que

foi feito acima para o B4D, obtemos os pontos X" = (p",q") a partir de expansoes
quaterndrias de suas projecoes sobre M, e M,. Usando o conjunto de eqs. 4.47,
obtemos para este mapa o seguinte conjunto de equacoes:

"= A (B ) 7N X By ()7
-1 kel . (5.13)

q =2 > EY 2E°<>

ie)
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Com transformacoes de indices semelhantes as utilizadas no caso do B4D,

essas equacoes tomam a forma:
pr =2 {10+ 3 (B (2
k=1

qn — 2nq0 _ ]{;Elifl (Q)n—k

BAG (5.14)

Devido a semelhanca formal entre as equagoes que descrevem a dinamica dos

mapas B4G e B4FE, obtemos para este ultimo:

pr=27" {po + anjl Ap (E77") (2)”_k}

BAFE : n (5.15)
qn — 2nq0 _ Z EI{fl (Q)n—k
k=1
Podemos assim colocar a dinamica desses mapas na forma:
=n—1
pn — 27np0 + 27”7]6‘ <S )
BAG : 4 (5.16)
q" =2"q" —ne (84 )
e
=n—1
pn — 27np0 + 27n,r] (S )
BAE - AN (5.17)

q" =2"q" —np (Si')

onde definimos as fungdes ¢ (S ") e np (S%") da seqiiéncia de simbolos S’ como:

e (Szfl) _ Z Alé’fl <E]1€/,1) (2)71—]@/

eb , o (5.18)
ne (S7) = 30 AN (BY ) 2

k'=1

Para tratarmos do B4L, introduzimos uma funcao 7 (Sﬁfl), analoga as
definidas acima e fazemos as expansoes quaternarias de " e p” que, junto com a eq.
4.53, leva a:

s —k—n
p'=s" > E% .,.,(2 ™

BAL : h=ntl : (5.19)

T = 5 (Bt ) ()
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o0
Usando 3ty (2)7 = t, e transformacoes de indices, as somatérias das

equacoes acima podem ser decompostas como:

[e's) 0
pr = 2 ngn (;E0k+1<2>k+ > E0k+1<2>k)

k=—n+1

BA4L : o .
q" = (28)" (z EQ(2)F — 3 E <2>"€) it
k=1 k=1

(5.20)

Podemos ver quer as somatorias dessas equacoes, sao expressas em termos
das n primeiras componentes quaternarias de q° e p¥. Estas componentes podem ser
transformadas nas primeiras componentes dos n primeiros pontos da érbita, levando

a:
pn —= 9—ngn {pO T tn P Z (Sk_lEIk+1 + tkfl) (2)k
ke

1
— (28" 0 + Snn (-DRE g 9y—k
(28)"q k;( k1) (2) (5.21)

B4L .

Y

0 que permite escrever:
=n—1
p" =2"s"p’ +t, + 27", <SA )

q" = (28)"q® + tn — nr (S5Y)

BAL : (5.22)
onde ., (S%7') e 7 (ngl) sao definidas a partir da seqiiéncia finita S, e sua
reversa S, como:
n /
L (Sz—l) _ Z (s (k'-1) Ek; 14 ¢ k’+1) (Q)nfk

BAL : 1 T ” n—1
77L (SZ ) =g" Z (Sk”_ EIk +1 + tk”71> (2)k

k=1 (5.23)
Notamos assim a similaridade formal entre as equacoes que definem a dinamica
das projecoes de um ponto sobre M, e M, e aquelas que definem a dinamica do B2D,
para um numero arbitrario de iteragoes[32], quando temos:
pn =94 Z 671671271—1@
BAL : f=1 (5.24)
¢"=2"+ Y 2"
k=1
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5.3 Funcao Geratriz e Agao

A dinamica de mapas conservativos esta geralmente associada a uma secao de Poincaré
da superficie de energia de um sistema hamiltoniano, o que torna possivel a extensao
de conceitos como a agao de uma orbita para sistemas dinamicos a tempo discreto
(33].

Embora nao sendo a realizacao de um sistema hamiltoniano, fung oes gera-
trizes de transformag oes canonicas de segunda ordem [34] podem ser definidas para
o mapa B2D[32]. De forma semelhante para o mapa B4D temos as fungoes:

n __ aFD (pn’qO)
q —_ = -7

2
Bpr (5.25)

OF n’ 0
o _ 9Fp (P, d7) (5.26)
oq°
Isso permite ver a funcao geratriz para o n-esima ponto da érbita deste mapa,
Fp (p™,q"), como a diferencial exata entre dois pontos das érbitas em M, geradas

pelo B4D:

oF OF

dFp =
b op™ oq

-dq". (5.27)

Invertendo-se a equacao que fornece a componente de momento de um ponto

da orbita como funcao do ponto inicial, obtemos
n.n o1
p’ =2"p" —np <SZ ) : (5.28)

Assim, junto com a equacao para a componente de momento de um ponto da érbita

temos,

dFp ={2"q" —np (S5 ")} - dp" + {2”1)” —np (gfl)} -ddq’,
(5.29)
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que, integrada, fornece a funcao geratriz ou acao de uma orbita gerada pelo mapa

BAD:
Fp (p",.q") =2"q" - p" — np <§Tl> -q” —np (S57') - p™. (5.30)

Dada a similaridade formal entre as equacoes que definem os mapas B4D
e B4G com aquelas que definem o mapa B4FE, é facil obter a agao para as orbitas

geradas pelos dois ultimos mapas como:

an—1 n— n
Fe (p",q°) = 2""q° - p" — ne (SA ) g —ne (S5 p
=n—1 n— n
Fg(p",q°) =2""'q" - p" —np <SA ) q” —np (ST P (5.31)
Para o B4L temos,
p’ =2"s""p" — s, <§Zfl> + 2"ty (5.32)

€

dFy = {2"s"q" + tu —n (S"77) } - dp” + {Q”S*”p” +2" s, (gffx_l)} +dq’,
(5.33)

que levam a:

n (o n -n n —n— a1 n— n n n
Fp=1[2"(s"-s")q"]-p" —s m(SA )-qo—nL(SA D opt 2 gty P,
(5.34)

onde usamos (s7"p")-q° = —(s7"q") - p".

Aqui podemos verificar que a agao de uma érbita gerada pelo B4L, associa-
da a uma seqiiéncia finita Sﬁ_l, reduz-se aquela gerada pelo B4D quando fazemos
SL(X) =1, isto é, na auséncia de rotagao. Observa-se entao que a agao de uma
orbita gerada pelo B4D nada mais é que a extensao direta para um espaco de fase

4-D da obtida para o mapa B2D [35] .
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5.4 Orbitas Periédicas

Na andlise de um sistema dinamico cadtico, uma das caracteristicas mais relevantes
a ser levada em conta detse a estrutura de suas 6rbitas periédicas [36].
No caso do B4D, o ponto X§ = (p*, q*) faz parte de uma 6rbita de periodo

ou comprimento n quando satisfaz a equacao:
X* = B4AD™ (X*). (5.35)

Para esse mapa, as orbitas peridédicas podem ser obtidas explicitamente com

as egs. 5.6 e 5.12, fornecendo,

=n—1
px = 27"p* +27"np (S )
BAD : SV (5.36)
q* — an* — D (Szfl)
onde as sequeéncias (SZ’l) e §Z_1 sao referentes a expansao quaterndria dos das

coordenadasz do reference que resolvidas, levam a:
P* =1np <§T> 2" =1
a =np (S5 -1

De forma semelhante, pelos pares de egs. 5.16 e 5.17, obtemos para os mapas

BAD : (5.37)

BAG e BAE as expressoes de suas érbitas periddicas:

E, para o B4L, do par de eqgs. 5.22:

{ﬁL <§2_1) -+ 2”tn} {271 — s} !

(5.38)
{ne (S57") —ta} {20s" — 1}

Bar ! P
q° =
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onde, para definir a matriz {2"s"™ — 1}, usou-se 1 como a mariz unidade de uma
coluna e duas linhas.

Nos quatro pares de equacoes acima, as coordenadas de pontos pertencentes
a orbitas de periodo n, sao obtidas usando-se as funcoes definidas na segao anterior
em termos de seqiiéncias finitas de simbolos SZ’l e suas reversas grl. Assim, a uma

seqiiéncia finita qualquer podemos associar uma 6rbita periddica para cada um dos

mapas.
Dado que a seqiiéncia finita de menor comprimento é aquela com apenas um
stmbolo, isto é S A”’l = EY, existem quatro drbitas de perfodo um para cada um dos

mapas. Por exemplo, para o B4D ¢ facil calcularmos as coordenadas dos elementos
do conjunto de pontos fixos de periodo um:

0,0,0,0) para EY=(0,0)

r ( )
(1,0,1,0)  para  E§ = (1,0) (5.39)
( )

1,1,1,1 para EY = (1,1)

\ (0,1,0,1) para E{ = (0,1)

Aqui notamos a existéncia de uma similaridade entre os quatro pontos fixos
do B4D e os dois pontos fixos do B2D. Em ambos os casos, estes pontos estao
localizados em metade dos vértices contidos nos dominios dos mapas. O dominio M,
tem oito vértices, enquanto no Ms, o dominio de B2D, tem quatro vértices, com os
dois pontos fixos situados na origem e no vértice superior direito.

Usando-se a eq.5.38 com n = 1, obtemos os pontos de M, que tém orbitas

de periiodo um para o B4L4:

% (4,2,2,1) para E{=(0,0)
£(3,4,3,1) para E}=(1,0) | (5.40)
£(3,1,3,4) para E{=(1,1)
% (2,1,2,2) para E{=(0,1)

\
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Mostrando que, ao contrario do B2D e do B4D, os pontos fixos do B4L nao estao
situados nos vértices ou arestas do dominio My, tendo como componentes ntmeros
racionais nao-inteiros.

O numero de orbitas periddicas como funcao do comprimento n, para os

quatro mapas atuando no My, é dado por:
N§ (n) = 2%". (5.41)

Para o B2D, o nimero de érbitas periddicas como fungao do comprimento n

é dado por:
Ng (n) = 2™ (5.42)

Dividindo-se as duas equagoes acima, obtemos:

NG (n) NG (n)

2", (5.43)

Isso demonstra que a proliferacao de érbitas periédicas com relacao ao comprimento,
que tem um carater exponencial no B2D, torna-se ainda mais acentuada quando
passamos ao espaco de fase 4-D com os quatro mapas aqui estudados. Note-se que
a propria relagao entre o crescimento do nimero de orbitas periddicas dos mapas
atuando no My com o B2D, expressa pela equacao acima, adquire um carater expo-

nencial.

5.5 Simetrias Classicas

O conceito de simetria esta presente em uma ampla gama das atividades humanas,
estendendo-se da arte a biologia [37]. Num contexto matemdtico mais restrito, a
idéia de simetria esta associada a invariancia de um objeto matematico através de

uma transformacao. Na mecanica classica, um dos mais importantes desdobramentos
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desse conceito é o teorema de Noether [38], que relaciona uma constante de movimento
a cada simetria continua presente em um sistema hamiltoniano.

No ambito dos sistemas dinamicos a tempo discreto, dizemos que um sistema
possui uma simetria classica quando existe uma transformagao do dominio do mapa
sobre si mesmo que mantém sua dinamica invariante. Isto é, seja B um mapa qualquer
atuando sobre um dominio M, existe uma simetria O quando o comutador desse mapa

com a transformacao O : M — M anula-se, ou seja:
[B,O](X")=BoO((X")—0oB((X")=0. (5.44)

No caso do B2D, duas simetrias classicas foram notadas por Balazs e Voros
[39, 40] e suas implicagoes na sua quantizagao foram estudadas por Saraceno [41].
A primeira dessas simetrias é a composicao de uma transformacao que faz a

troca das coordenadas p e ¢ e uma inversao temporal do mapa,

T(X)=JoT (X), (5.45)
onde
g7 )1=1" (5.46)
q p
T (X) = B2D* (X), (5.47)
de modo que
70 B2D (X) = B2D o7 (X). (5.48)

A interpretacao geométrica dessa simetria é que, para cada orbita do mapa

sobre My, existe uma outra que é a inversao temporal desta refletida pela diagonal
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que vai da origem até o vértice superior direito de M,. Deve-se notar que, uma vez
que esta simetria envolve a reversao temporal, seu operador quantico anti-linear.
A segunda simetria R : My — Mj é definida por:
/
p=1-p

/

¢=1—gq

(5.49)

Geometricamente, a acao dessa transformacao de simetria sobre um ponto
pertencente a M é representada por duas reflexées. Uma quando fazemos p’ = 1 —p,
que € a reflexdo do ponto em relacdo a um eixo paralelo ao eixo coordenado de um p
que intercepta o eixo g em g = % E outra, quando fazemos ¢’ = 1—g¢q, que é a reflexao
do ponto em relacao a um eixo paralelo ao eixo coordenado ¢ e que intercepta o eixo
pemp= % Devesse notar também o carater especial da transformacao 7 uma vez
que sua contrapartida quantica ser um operador anti-linear. A presenca simetria 7
é no B2D relacionada ao tipo de estaistica seguida pelo espectro do mapa [35] e, de
forma similar , sua extensao para o espaco de fase 4-D estara relacionada ao tipo de
estatistica seguida pelos mapas atuando nesse espco.

Nas préximas subsegoes, veremos a extensao para o espaco de fase 4-D das
transformacoes 7 e R e, como conseqiiéncia do aumento da dimensionalidade, sera
definida a transformacao de permutacao P. Também sera analisado para quais dos

mapas atuando no dominio M, essas transformacoes se constituem em simetrias.

5.5.1 Transformacgoées P, * e D*

Em um sistema dinamico no espago de fase 4-D, uma possibilidade de transformacao
de simetria, que é vedada no espaco de fase 2-D, torna-se cogitavel. Esta trans-
formagao é a permutacao da coordenada p; com a coordenada ps e a permutagao da

coordenada ¢; com a coordenada ¢o, que pode ser expressa da forma matricial como:

P (X) = PX, (5.50)
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onde

o O
o O
—_ =

(5.51)

w
I
o o o o

010

As duas simetrias presentes no mapa B2D podem ser generalizadas, para
o dominio My, fazendo-se com que as transformacoes J e R atuem separadamente

em cada um dos pares de canonicos (ps2, q2) e (p1,q1). As transformagoes individuais

Ji: My — My, Jo . My — M, sao dadas por:

T = (p1, 02, 01, 2) = (@15 P2, P15 G2) (5.52)
e
Jo = (p1,02, 1, ¢2) = (P1, 42, 1, D2) (5.53)
o que leva a defini¢ao:
THNX)=T10F(X) = (q1, G2, 1, D2) , (5.54)
ou, na forma matricial:
J'(X) = J'X, (5.55)
onde
0010
. looon
Ji_ (5.56)
1 0 0 O
01 00
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Compondo-se essa transformacgao com a inversao temporal 7, obtemos a

extensao da transformagao 7 para o espaco de fase de quatro dimensoes,
™ =J%T. (5.57)

De maneira semelhante, temos as transformacoes parciais Ry : My — My,

Ry : My — M, definidas como:

pPi=1-p
Ri=4 " ! (5.58)
Qizl—%
€
Pr=1-p
Ro=4{ 7 . (5.59)
qg:l—%

que podem ser colocadas na forma matricial :

R (X) = Ry X + 14

: (5.60)
RQ (X) - —R2X + ]:2
onde
1 0 0 O -1 0 0 O
0 -1 0 0 0 1 0 0
Rl — R2 == ; (561)
0 0 1 0 0 0 -1 0
0 0 0 -1 0 0 0 1

el; =(1,0,1,0) e I = (0,1,0,1). Assim podemos definir a extensao para o espaco

de fase 4-D, da transformacao de simetria D*, como a composicao:
D*(X) = Ry o Ry (X), (5.62)
que pode ser colocada na forma matricial como:
D'(X) =RiRo X+ Ryl +1; = - X + 1, (5.63)

onde I=(1,1,1,1).
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5.5.2 Presenca de Simetrias nos Mapas Atuando em M,

Para verificarmos se as transformacoes P, 7* e D* sao operacoes de simetria dos
mapas atuando no dominio My, aplicamos as defini¢oes e verificamos a relacao de
comutacao destas com cada um dos quatro mapas.

Da forma matricial da transformagao P, e da comutacao da matriz P, com
as matrizes B, (definida pela eq. 2.20) e By, (definida pela eq. 3.22), as relagoes
de comutacao desta transformacao com os mapas que atuam no M, reduzem-se as

relacoes de comutagao da parte nao-linear destes mapas com P. Isto é:

[BAD, P] (X") = Rp (PX") — PRp (X"), (5.64)
[BAG, P] (X") = Rg (PX") — PRg (X") (5.65)
[BAE,P] (X") = Rg (PX") — PRg (X") (5.66)
BAL,P] (X") = Ry, (PX") — PRy, (X") + Ty — PT;. (5.67)

Para os mapas B4D e BAFE, dada a estrutura de Rp (X") e Rg (X"), ex-
plicitadas, nas eqs. 2.23 e 3.9, podemos ver que o comutador desses mapas com a
transformacao P é nula. No mapa B4G, definido pela eq. 2.14, podemos verificar

n —-n n -n A 1 ! 3
que o termo {€} €], + €757, } é invariante pela troca de indices, o que leva a

1 n n —n n —=n
) {61,2 —€11€12 — 61,261,1}

1 n —n n —n n
B) {51,151,2 + €961 — 61,1}

[BAG, P] (X") = (5.68)

-n
—€12

-n
—€11
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Pode-se verificar que a tunica combinagao dos digitos bindrios €} e €]y que anula o
comutador acima quando €7, = €7, = 0. Isto significa que, através de B4G, apenas a
érbita do ponto X" = (0,0) é simétrica em relagao a transformacao P, com as érbitas
de todos os outros pontos de M, sendo assimétricas em relacao a P.

Para o B4L, temos:

[BAL, P] (X") = 2, (5.69)

fazendo com que nenhuma combinagao dos digitos bindrios €7, e €}, anule o co-
mutador. Assim, nenhum ponto do dominio M, tem oOrbita simétrica em relagao a
transformacao P através do mapa B4L.

Para verificar a relacao de comutacao entre a transformacao 7¢ e o mapa

B4D, colocamos a inversao temporal deste na forma

T o BAD (X") = BAD™' (X") = B7*X" + Rg5! (X"), (5.70)
onde
200 0 —ef
0200 —en
B!= e Rp'(X") = *2 | (5.71)
001210 5602
000 3 L€l

Do carater linear de J* observa-se que

J*(BX") =BJ* (X"). (5.72)
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Assim,
BADo7* (X") — 710 BAD (X") = Rp' (J* (X)) — J* (Rp (X"))
(5.73)
onde
—€01 €12
— (e} —e?
RBI <j4 (Xn)) — j4 1 ( 0,2 e j4 (RD (Xn>) _ 1 1,1
L(en Len
2 (b 272 (5.74)
% (53,2 %6711,1

4 n n 4 (n —
Como, tomando-se a a¢ de J* sobre as componentes €, € €y, temos, J (6071) =€l

e J* (e5,) = €l5, que leva a:
[BAD™', 7] (X™) =0, (5.75)

isto é, a transformacao 7* é uma simetria do mapa B4D.

Para os mapas B4G e B4F, temos de forma semelhante:

T o B4G(X") = B~ 1X" + Rg'(X")

(5.76)
T o BAE(X") = B 1X" + Rz (X")
onde, via inversao das eqs 3.24 e 3.11,

_68,1 _6872

—den e, L el —n

RgM(X") = {eb1€02 + €026} R, (X") = 0,1 7

len len
2ot 2701 (5.77)
3602 5602

fazendo as relacoes de comutacao com a transformacao 74 assumirem a forma:
[, BAG] (X") = Rg' (T (X")) = T* (Re (X))

(5.78)
[r%, BAE] (X") = Rg' (J* (X)) — J* (Ra (X7))
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Calculando:
- (68,1
Ret (7 (xn)) = [ g | (B ARG ] (5.79)
3 (68,1
% (68,2
_{6711,1?11,2 + 6711,25711,1}
J* (Re (X)) = Y , (5.80)
56711,2
%6711,1
—€0.2
Rg' (7' (X)) = | [T | “ (5.81)
568,1
%58,2
e
5?,1
_en‘
J* (Re (X")) = 1 ol (5.82)
56711,2
%6711,1
chegamos a:
[BAG, 71 (X™) = 0 (5.83)
[BAE, 74 (X") =0 ‘

ou seja, a transformacdo 7* tambem é uma simetria em relacdo aos mapas B4G e

B4FE.
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No caso do mapa B4L, temos:

T o BAL (X") = BAL™" (X") = B{'X" + R;' (X") + T_4, (5.84)
onde
0 2 0 0 €0 0
-2 0 0 0 —el 1
By’ = Ry (X") = o T, = ,
0 0 0 2 Ten 0
2 2702 (5.85)
00 -5 0 €02 1

o que leva a:

[BAL, 7] (X™) = Ry (J* (X™) — J* (Ry, (X7)) - (5.86)
Como,
37" (€62) —5€02
Ril (j4 (Xn)) _ §~7 (60 1) 7 (Ry, (X")) = 5€0,1 7
T e 2 (5.87)
-J* (68,2) €01
temos:
[BAL, J*] (X™) # 0. (5.88)

No caso da transformagao D* (X™), sua representacao matricial permite colo-

car as relacoes de comutacao com os mapas que atuam no M, na forma:

[B4D, D" (X") = Rp (-X" +I) + Rp (X") + BI -1, (5.89)

[B4G, DY (X") = Rg (X" + 1) + Rg (X") + BI - I, (5.90)
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[BAE, DY (X") = Rg (-X" + 1) + Rg (X") + BI - I (5.91)

[BAL, DY) (X") =Ry, (=X" +I) + Ry, (X") + BLI — I+ 2T;.

(5.92)
No caso do B4D, podemos calcular,
5611
Llen
Rp(-X"+I)=| > | = —Rp(X")—BI+1, (5.93)
—€
€12
o que leva a:
[BAD, D] (X™) = 0. (5.94)
Para o mapa B4G,
2
l 671 En +€n En
Rog(—X"+1)= 2 { 1182 o) (5.95)
—€11
—€lo
ou
0
L4 er e, + e
Re(—X"+1) = —Rg(X") - BI+1+ 2 AL i)
0
(5.96)
0
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0 que permite escrever:

N[ =

[B4G, DY(X™) = : (5.97)

1
2
fazendo com que nenhuma o6rbita de um ponto pertencente a M, através do mapa
BAG, seja simétrica em relacdo a transformacao D*.

De forma analoga ao que acontece no caso do B4D, temos para os mapas

B4E e BAL:

361
3601
Reg(-X"+N)=]| > | =-Rg(X")—BI+I (5.98)
_6711,1
_6711,2
€
—5€5
3611
Ry(-X"+1)=| ?*" = —Ryp (X") - BI 42T, (5.99)
12
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o que leva a:

[BAE, D*(X™) =0 (5.100)

[B4AL, D*)(X") = 0. (5.101)

5.5.3 Quebra de Simetrias

Vimos acima que o B4D é simétrico em relacao a transformacoes 74 e D*, que sao
extensoes para o dominio M, das simetrias 7 e R presente no B2D. Observamos
também, para este mapa, o aparecimento de uma nova transformacao de simetria, P,
ausente no B2D.

4 ¢ uma simetria em

Dessas trés transformagoes, apenas a transformacao 7
relacao ao mapa B4G, sendo que existe apenas um ponto do dominio My que tem
uma 6rbita simétrica em relagao a transformacao P, nao sendo portanto este simétrico
em relacao a esta transformacao.

4 e D* da mesma

O B4F comporta-se em relacao as transformacoes P, 7
forma que o mapa B4D, sendo simétrico em relacao a essas trés transformagoes.

O B4L continua simétrico apenas em relacao as transformacoes 7 e D*. Isto
é devido ao fato da transformacao SL, que junto com o B4D compoe o B4L, nao ser
simétrica em relacao a transformagao P. Em outras palavras, a transformacao SL
provoca uma quebra da simetria P presente no B4D.

E interessante notar que o mapa B4L pode ser construido a partir da com-

posi¢ado do mapa B4D com as transformagoes P e Ry [42], uma vez que

e portanto, B4L (X") =P o Ry 0 B4D (X").
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Como veremos nos proximos capitulos, essas simetrias terao interesse ao cons-
truirmos os propagadores das versoes quanticas dos mapas atuando em My, em espe-

cial, ao analisarmos seus autoangulos.
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6 Quantizacao dos Mapas Atuando no M,

6.1 Introducao

Nos capitulos anteriores, foram definidos quatro mapas atuando no dominio M, e as
caracteristicas de suas dinamica classicas foram estudadas. Neste capitulo, constru-
iremos os propagadores quanticos associados a cada um desses mapas. Na proxima
secao recordaremos a construgao, do espaco de Hilbert H,, que foi utilizado por Sara-
ceno [41], para descrever a dinamica quantica do mapa B2D. Com base neste mapa,
definiremos o espago de Hilbert H, a que pertencem os vetores que descrevem os
estados quanticos dos mapas que atuam no dominio M,. Na secao 3, construiremos
os propagadores quanticos desses quatro mapas na representagao mista, pressupondo
uma analogia geométrica entre a dinamica cléssica de um ponto no dominio My e a
dinamica quantica do vetor de estado correspondente no espago H4. Na secao 4, serao
obtidos, de forma explicita, os elementos de matriz do propagador dos mapas B4D,

BAG e BAE. Por tltimo, na se¢ao 5, determinaremos o propagador do mapa B4L.

6.2 Espacos de Hilbert Associados aos Dominios M, e M,

O espaco de Hilbert, que descreve os estados quanticos de um sistema cujo analogo
classico evolui em um dominio compacto do espaco de fase, é gerado por bases dis-
cretas tanto na representagao de momento como na de posicao. No caso particular
do mapa B2D, seus vetores de estado estao contidos no espago de Hilbert H,. O
‘Hs nas representacoes de posicao e momento é gerado, respectivamente, pelas bases
discretas {|n)} e {|k)}, compostas de N autovetores dos operadores de posigdo ¢ e

momento p.
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Usando um sistema de unidades em que N = 27h e condigoes periddicas onde

[n+N) =n)
(6.1)
[k +N) = [k)
Balazs e Voros [40] quantizaram o mapa B2D de forma que
qln) =« In
=) 62

k) = —=>" e ny. (6.3)
Impondo condigoes anti-periédicas as bases que geram o espaco Hs, isto é,

[n+N)=—In)
|k + N) = — |k)

, (6.4)

para que as simetrias classicas presentes no B2D do fossem mantidas no seu propa-

gador quantico, Saraceno [41] quantizou o mapa B2D de forma que

~ o n+%
qIn) = n
T =5t .
p ‘k> = N2 ‘k>
levando a transformagcao entre as bases de posicao e momento ser dada por
| N
k) = i e W (m2)(k+2) |y (6.6)

I
o

n
No caso da quantizagao feita por Balazs e Voros, os coeficientes da trans-

formagao de base sao os elementos da matriz de Fourier discreta com dimensao NV,

]_ 271
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e no caso da quantizacao feita por Saraceno, os coeficientes dessa transformacao sao

os elementos da matriz de Fourier semi-inteira,

(k| n) = G, = \/Lﬁe—%(“%)(’@%). (6.8)

Um vetor de estado |¥) € Hy é escrito

W) =3 0, ). (6.9)

na representacao de posicao e
‘\11> =S Wl (6.10)
k=0

na representacao de momento, com fungoes de onda sendo expressas pelos vetores:

U, U,
0, _ 0,

U= ' e U=| |, (6.11)
W1 ‘IJNl

onde os elementos destes vetores estao relacionados a amplitude de probabilidade de
encontrarmos o sistema em um dos autoestados de ¢ ou p. Dessa forma, para um
vetor |V), a transformagao de sua fun¢do de onda W, na representacio de posicao
para a funcao de onda \If, na representacao de momento, é dada na forma matricial

por
U =FVy, (6.12)
impondo-se condigoes periddicas e

U =GNy, (6.13)
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com condigoes anti-periddicas.

Para os mapas que atuam no dominio My, o primeiro passo para sua quan-
tizacao é definir o espaco de Hilbert ao qual pertencem os vetores que descrevem os
estados quanticos desses mapas. Uma vez que o dominio My no espago de fase 4-D é
compacto e formado pelo produto direto dos subespagos My e M3, podemos fazer as
associacoes

My — H;
, (6.14)

M3 — H3
onde H2 e H2 sao duas réplicas do espago de Hilbert H,, geradas na representagao de
posicao pelas bases {|n1)} e {|ng)} de autovetores, respectivamente dos operadores ¢
e ¢2. Na representagao de momento, H3 e H3 sao gerados pelas bases {|k1)} e {|k2)}
de autovetores, respectivamente dos operadores 7-51 e /152. Essas associagoes permitem
definir o espago de Hilbert H, associado ao dominio M, como o produto direto de H}

e H3, isto é:
Hy = Hi @ H3. (6.15)

Esse espaco é gerado na representagdo de posicao pela base {|ni,ng)}, de

dimensao N?, formada pelo produto direto dos vetores de {|n;)} e {|n2)}, onde
[n1,m2) = [n1) [n2) (6.16)

é um autovetor simultaneamente dos operadores ¢q; e ;. De maneira andloga, Hy
é gerado, na representacao de momento, pela base {|k1, k2)}, formada pelo produto

direto das bases {|k1)} e {|k2)}, com
|k1, ko) = k1) |ka) (6.17)

sendo autovetor simultaneamente dos operadores p; e Ds.
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As relagoes de fechamento para essas bases,

N-1 N-1
> Inaino) (nina| = Y ki ko) (ki ke =1, (6.18)
n1,n2=0 k1,ko=0

permitem escrever os vetores da base de autoestados de p; e p, como:

N-1

‘]{1,]{2>: Z <n1,n2 ]kl,k2>\n1,n2>. (619)

ni1,n2=0
A presenca da simetria cldssica R* nos mapas cldssicos que atuam no dominio
M, faz com que, daqui por diante, utilizemos sempre as bases {|k1,k2)} e {|n1,n9)}

sujeitas a condicoes duplamente antiperiodicas, isto é:

|7L1 +N,TL2> = |7L1,TLQ+N> = —|n1,n2>
k1 + N, ko) = k1, ko + N) = — [k, ko) .

(6.20)

Assim, a eq. 6.20, junto com a eq. 6.9, permite determinar os elementos de

{|k1, ko) } em termos dos elementos de {|n;,ns)} como

N-1
‘]{1,]{2>: Z G{c\i,anN |n1,n2), (621)

k2,m2
ni1,n2=0

que leva a definicao da matriz
GNN =GN GN, (6.22)
com elementos

GYN G G = %GN (m+3) (ke 3+ (a3 (k)

(6.23)
correspondentes a uma transformacao de Fourier semi-inteira em duas dimensoes.
De maneira analoga ao que ocorre com os vetores de estado pertencentes a

Hs, um vetor de estado |¥) € Hy é escrito como

N-1
“Ij> = Z \Dn1,n2 ’7117712) (624)

ni,n2=0
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na base de autovalores dos operadores de posicao, e

)\T/>: Nzl Ui o, ) (6.25)

k1,k2=0

na base de autovalores dos operadores de momento, com fungoes de onda expressas

pelos vetores:

Wo.0 ‘Tjo,o
v - U
U= o e U= v . (6.26)
WN_1N—1 ‘T’N—1,N—1

A transformacao da funcao de onda W, na representacao de posicao, para a

funcao de onda \Tf, na representacao de momento, é dada por:

U =GNV, (6.27)

6.3 Propagadores Quanticos na Representacao Mista

Um vetor ’\IIL >, pertencente ao espaco de Hilbert Hs, que descreve o estado quantico

do mapa B2D em um determinado instante L, tem sua evolucao temporal dada por
(WA = Upyp [T, (6.28)

onde o operador unitario fJBg p € o propagador a tempo discreto do mapa quantico
B2D, sendo a equacao acima a andloga quantica da eq. 2.1.
De forma semelhante, os mapas que atuam classicamente no dominio M, tém
a dinamica quantica determinada por:
’\I/L+1> — ﬁBw ’\I/L> 7
’qu+1> _ ﬁB4G }\I,L> :
}\IJL+1> _ ﬁB4E }\IJL> ’
}\I/L+1> _ ﬁB4L ‘\I/L> 7

(6.29)
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onde ‘\I/L> é um vetor de estado pertencente a Hilbert Hy, e GB4D, ﬁB4g, GB4E e
6341; os propagadores quanticos correspondentes.

No resto desta secao, seguindo o procedimento utilizado por Balazs e Voros,
para o mapa B2D, e impondo as condigoes anti-periddicas utilizadas por Saraceno,

obtemos as representacoes mistas dos propagadores Upsp, Upsg, Upsr, € Upyg.

6.3.1 Representacao Mista do GBQD

Usando a relagio de fechamento para a base {|n)}, colocamos [U“*1) na representacéo

de momento, através da eq. 6.28, como

N-1 N-1
(k| WY =" (k| Upap [n) (n] ") =~ Upap(k,n) T, (6.30)
n=0 n=0
ou, na forma abreviada
Ui = Upyp Wt (6.31)

onde a matriz U B2p € 0 operador evolugao do mapa B2D em sua representacao mista.
Nesta representacgao, este operador relaciona a funcao de onda na representagao de
coordenadas em um tempo L com a funcao de onda na representacao de momento
em um tempo consecutivo L + 1.

Na fig.2.1, que representa graficamente a dinamica do B2D, ¢é introduzida
uma particao do dominio do mapa B2D que, antes da iteracao, divide M em duas
faixas verticais, e, depois da iteracao divide M5y em duas faixas horizontais, sendo estas
faixas indicadas pelos digitos 0 e 1. No processo de quantizacao desse mapa, Balazs
e Voros introduziram uma decomposicao do espaco de Hilbert Hy como a descrita
acima para o dominio Ms. Nesta decomposicao, um vetor de estado pertencente a

H, € expresso com uma soma de duas componentes ortogonais entre si, identificadas
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por um indice que assume os valores 0 e 1, ou seja:

9% = 75 ()0 19411} = 5 3 oy 632

L+1 1 L+1\0 L+1\1 1 . L+1\1i
v >:ﬁ{}‘1’ )"+ [ HZE;\‘I’ ) (6.33)
(Or [OF) =6, (6.34)
z‘<\1]L+1 }‘IIL+1>J' =6, (6.35)

onde onde o quadrado do médulo das componentes 0 e 1 é probabilidade de encon-
trarmos, respectivamente, ¢ < 1/2 e ¢ > 1/2.
Na representacao de posi¢ao, a decomposicao de ‘\I/L >, como indicada na eq.
6.36, ¢é feita com suas componentes construidas de forma que:
n|WEY =0 paran > N/2,
< } > . (6.36)
(n|WE) =0 paran < N/2
De maneira analoga, a decomposicao de "IIL+1> na representacao de momento, como
indicada na eq. 6.37, tem suas componentes construidas da forma:
k|WLt130 =0 para k > N/2
(] ) o (6.37)
(k[WEH) =0 para k < N/2
Nas decomposicoes acima, o indice ¢ foi introduzido para identificar as componentes

como pertencentes a subespacos de Ho.
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Os dois subespacos Hil e os dois subespacos Hip sao definidos, respectiva-

mente, de forma:

Hy =H’ & H].
a7 (6.38)

_ 7240 1

Hy=H, ®H,
Tomando N par, pois como sera visto a seguir, o propagador do mapa deve mapear
o autoestado }% — 1> no auto estado | N — 1), para que o fator de expansao do mapa

classico seja mantido por seu propagador, os subespagos Hil sao gerados por dois

conjuntos de N/2 vetores , pertencentes a base {|n)} e agrupados da seguinte forma:

=1|n) para n<N/2

)" =
0
ny =0 para n>N/2
In) / : (6.39)
In)' =|n) para n>N/2
In)' =0 para n< N/2

De maneira analoga, os subespacos Hi) sao gerados por dois conjuntos de N/2 vetores

, pertencentes a base {|k)} e agrupados da seguinte forma:

k)’ =|k) para k< N/2
k) =0 para kgeqN/2
) geqN/ (6.40)
k) = |k) para k> N/2
k)' =0 para k< N/2
Esta separagao dos vetores pertencentes as bases {|n)} e {|k)} em dois conjuntos,

permite reescrevermos as relacoes de fechamento como:

Z : Iny {n| =1, (6.41)
Z : kY (k| =1, (6.42)

~
Il
o
B
Il
o
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onde as somatérias sobre os pares de indices n e k sao executadas respeitando-se os
intervalos descritos nos dois conjuntos de equacoes acima.

Essa analogia geométrica entre vetores de estado pertencentes ao espaco Ha, e
pontos do espaco de fase, pertencentes ao dominio Ms, leva a utilizacao do principio de
que o propagador quantico do B2D, na representacao mista, deva manter a mesma
estrutura do mapa classico. Isto é, o propagador na representagao mista pode ser
decomposto em duas aplicacoes entre cada um dos subespacos Hil e H; de Hs segundo

0 esquema;

UBQD : Hg — Hg

N , (6.43)
UBQD : Hc11 — H;

sendo este esquema o analogo quantico do esquema de isomorfismos descrito pelas
eqs. 2.41 que determinam a dinamica classica do B2D. Dessa forma, a representacao
mista do propagador quantico Upap assume a forma diagonal por blocos:
O (T ) (v O o
w0 )\ o) \ey o) |
onde os indices superiores mostram quais subespacos sao relacionados.

Para determinarmos os elementos dos blocos que compoem a matriz U B2Ds
atemo-nos ao efeito do operador fJBg p sobre um vetor de estado pertencente a um
dos conjuntos {\n)j } que geram o subespaco Hﬂl. Uma vez que \n)j representa um
autoestado do operadore ¢, o resultado da atuacao de fJBg p sobre ]n)j , quando este
vetor nao é nulo, deverd também ser um autoestado dos operadores ¢ com autovalores
dobrados, isto é,

12n)"  para [2n)" # 0

Upan In)’ = , (6.45)
0 para [2n)' =0
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Ou seja, a agao do propagador U Bop sobre um autoestado do operador ¢ resulta em
outro auto estado desse oprerador com autovalor que é o dobro do autovalor original,
isto para que o propagador quantico GBQD mantenha a caracteristica geométrica da
iteragao de um ponto pertencente a M, através do mapa classico, que é causar uma
expansao das coordenadas ¢ por um fator dois.

Fazendo-se o produto direto da equagdao acima por um dos vetores * (k| do
subespaco Hip, obtemos os elementos de matriz dos blocos ﬂ'g;}, do propagador na

representacao mista:

Tlsip(k,n) = (k| Upap |n)’ = (k] |n)" (6.46)

ou seja, onde o produto {k||n)’ obedece as restricoes impostas pelos indices 7 e j aos
valores de n e k. Dos dois coeficientes de transformacao da base {|n)} na base {|k)},

temos esses elementos de matriz dados de forma explicita por:

~ N 1 i
U (kon) = G265 = —=e T 1) (+a) ), (6.47)

(6.48)

6.3.2 Representacao Mista dos Operadores 63417, 634g, GB4E e 6341;

Para obter os propagadores na representacao mista dos quatro mapas que atuam
classicamente no dominio My, o primeiro passo é separar o espaco H4 em um conjunto
de subespagos andlogos as regides M e MY, introduzidas na se¢ao 2.3. De maneira
semelhante ao que foi feito para o B2D, fazemos a decomposicao dos vetores de

estado ‘\I/L > e ‘\I/L“>, que descrevem o estado dos mapas atuando em H,, em quatro
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componentes ortogonais entre si, na forma:

) = = ([0 4 [0 [0+ [0 = - S oy

= (6.49)

e

}\IJL+1> _ % {‘\IJL+1>00 1 }‘IIL+1>01 4 ‘\IJL+1>10 1 }\IJL+1>11} _ Z }\IIL+1>ZJ
A (6.50)
obedecendo as relagoes de ortogonalidade:

T UV = 6, 1,65, (6.51)

e
ij<\IjL+1 }qu+1>1¢1 = Gindj. (6.52)

A decomposicao de ’\IIL >, na representacao de posicao, tem as suas compo-

nentes agrupadas da seguinte forma:

(ng, my ’\IIL>OO #0 para mnp,ng < N/2

(ng, ny ’111L> #0 para n3 <N/2 e nyg>N/2 (6.53)
(g, ny ‘\I/L>1O 0 para n; >N/2 e mny<N/2
(

Ng, Ny ’\IIL>H #0 para ng,ng > N/2

Da mesma forma, a decomposicao de ‘\I/L“> na representagao de momento, tem suas

componentes agrupadas na forma:

(

ko, by WD £ 0 para ky, ks < N/2
ko, ki [WEDNY £ 0 para By < N/2 e ky > N/2

o (6.54)
ko, by [WEHIYT £ 0 para ky > N/2 e ko < N/2

(
(
(
(

ko, by (WYY £ 0 para ki, ks > N/2
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Assim, os subespacos Hg e Hg, com 7,7 = 0,1, podem ser definidos de

maneira que:
_ 7400 01 10 11
Hi=H, ©Hy ©HS H,
_ 7400 01 10 11
Hi=H,y OH, ©H, ®H,

(6.55)

Sendo cada um dos subespagos Hg formados por quatro conjuntos de N*/4 vetores

In1,ma )| pertencentes & base {|ni,ns)} e agrupados da seguinte forma:

iny n2>00 _ |ni,ne)  para  my,ng < N/2
0 para todos outros mnqy,ne

iny n2>01 Ini,ne) para ny < N/2 e mng > N/2

7 =

0 para todos outros mnq,ns
ni,ng)  para ny>N/2 e nyg <N/2

n1,ma) " = | / / (6.56)
0 para todos outros mnqy,ns

iny n2>11 _ |ni,ne)  para  my,ng > N/2
0 para todos outros mnqy,ne

De maneira semelhante, os subespagos Hg sao formados por quatro conjuntos

de N*/4 vetores |k, ks)”, pertencentes a base {|ki,ks)} e agrupados da seguinte

forma:
th{kwm para ki, ky < N/2
0 para todos outros ki, ko
|k1,k2)01 _ { |k1, ko) para ky < N/2 e ky > N/2
0 para todos outros ki, ko
(6.57)
th{kwm para k1> N/2 e ky < N/2
0 para todos outros ki, ko
oy { ki ko) para  kyky > N/2
0 para todos outros ki, ko
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Esta separacao em conjuntos indexados dos vetores pertencentes as bases
{|n1,n2)} e {|k1, k2)} permite reescrevermos as relagoes de fechamento como:

1

D0 D0 lmma) Y (ol =1 (6.58)

1,j=0n1,n2=0

1

S (k1 k) 7 (kK| = 0. (6.59)

4,5=0 ki ko =0

A maneira como foram definidos acima os subespacos Héj e H;j permite-nos
notar com facilidade a existéncia de uma analogia geométrica entre estes subespacos
e as regides M e M7 do espaco de fase, introduzidas na secao 2.3. Esta analogia
geométrica é mais evidente quando percebemos que uma funcao de onda ¥*, com
componentes pertencentes a um subespaco Hg, fornecera valores esperados para as
coordenadas de posigao, (q1) e (ga2), que estdo contidos na regiao cléssica Mqij. Da
mesma maneira, uma fungao de onda arbitraria oL , com componentes pertencentes
a um subespaco Hg, fornecera valores médios das coordenadas de momento, (p;) e
(p2), que estao contidos na regiao classica M.

Utilizando o mesmo principio empregado no caso do mapa B2D, definimos os
operadores Ugsip Upse Upyp de forma a manter as mesmas estruturas dos conjuntos
de isomorfismos entre cada um dos subespacos Hg e HE que caracterizam os mapas

classicos, isto é:

Upsp : HSO - H?P
UB4D . Hgl — Hgl
UB4D . Hcllo — Hll)o

UB4D . H(lll — Hél

: (6.60)
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para o B4D,

para o B4G e,

Upag - HSP - HSO

01 01
Hy — H,
Hc110 N Hll

p

11 10
Hy —H,

Upac :
Upac :

Upac -

Upug :

Upug :

00 00
Hq — Hp

01 10
Hq — Hp
Upup : Hcllo - H31

Upap : Hél - Hlljl

\

94

(6.61)

(6.62)

para o B4E. O que leva os propagadores quanticos desses trés mapas a assumir,

respectivamente, as formas matriciais de blocos:

UB4D =

Upsc =

uPoe g 0 0
0 [ 0
0 0 uislo g
0 0 0 Uiy
U g 0 0
0 U o 0
0 0 0 U]ty
0 0 (U} )

, (6.63)

(6.64)
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(&
6(00,00) 0 0 0
BAE
_ 0 0 Ulnlo g
Upsr = ~ 001 e (6.65)
0 Ul g 0
0 0 0 Ui

A posicao dos blocos das matrizes INJB4G e INJB4E esta relacionada as matrizes das
portas logicas quanticas CNOT e SWAP, respectivamente, sendo iguais a estas quando
N =1 a menos de um fator de fase.

Para estes trés mapas, a determinacgao dos elementos dos blocos que compoem
seus propagadores na representagao mista, segue o mesmo principio utilizado na de-
terminacao de U p2p- Como a atuacgao classica destes mapas sobre as coordenadas
de posicao ¢q; e g2, ¢ multiplicd-las por um fator dois, temos que seu efeito sobre os

vetores {|n1, 712>ij} serd:

o iny, n)” 2n1, 2ns) para|ng, ne)? # 0
BaD N1, M2) " = -

0 para|ni,no)”? =0

- g 2n1,2ns) para|ny,n UL

U [, na)" = 2, 2rz) A,‘ L)t #0 (6.66)

0 para|ni,ng)” =0

|2n1, 2n5) para|n1,n2>ij #£0

Upsp |n1,n2>ij = iy
0 para|ni,ng)” =0

o que leva os elementos dos blocos a serem dados por:

ﬁg%m)(kl, ko, n1,ma) =Y (ky, k| Usip [, m)™
ﬁgi’é:m)(kh ko, ni,ng) =" (ka, ki Upic 1, o)™ (6.67)

ﬁgigm)(kh ko, ni,n2) =9 (ka, k1| Upap [na, n2>lm
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ou

ﬁ(é317le) (kla k27 ny, n2)

(i, lm) o N~ (n+3) (k13 )+(nat5) (k2t3) }

UB4G (klak%nb/n@) - e ’

r7(iglm)
UB4E (k17k27n17n2) (668)
com os indices k1, ko, n1 € ny variando conforme as restricoes impostas os indices 1, j,
[ e m, que sao determinadas pelos conjuntos de eqs. 6.60 e 6.61.
Da equagao acima podemos verificar que, para esses trés mapas, cada elemen-

to de matriz dos propagadores na representacao mista pode ser colocada na forma:

ﬁ(éilDM) (kla k?a ni, 77,2) = ﬁ(éél)D(kl’ nl)fjggg) (kb 77,1),
ﬁgi’g)(kl, k2,1, n2) = 6%33%17 nl)ﬁgé%)(kl, e (6:69)
ﬁgi7gl)(k17 k27 ny, n2) = ﬁgé)D(klv nl)fj(B]’in;)(kl’ nl)’

onde ﬁgég(kl,nl) sao os elementos na representacao mista do propagador para o

mapa B2D, atuando separadamente nos espacos de Hilbert H} e H3.

6.4 Propagadores Quanticos na Representacao de Posicao

6.4.1 Operador GBQD

Usando a relagao de fechamento para a base {|k)} podemos escrever os elementos de
matriz Upgsp, na representacao de coordenadas, como o produto de matrizes:

N-1

Upap(n',n) = (W/| Upap In) = > (0’ |k) (k| Upap |n), (6.70)
k=0

onde a matriz a direita é idéntica aquela do propagador U gyp na representagao mista,
e a matriz a esquerda é idéntica a matriz de transformacao da base {|k)} para a base

{|n)}. A estrutura diagonal de Upsp, definida na se¢ao anterior, torna conveniente
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fazermos a decomposicao de U pop ha representagao de coordenadas em quatro blocos,
isto é:
Uh('n) =3 (0! k) Ugg) (k,n), (6.71)
1=0,1 k

com os indices 7 e j definidos por:

1=0 para 0<n<5—1 e =1 para <N

| /\

<n' <N

j=0 para 0<n'<<—-1 e j=1 para

vlz el

(6.72)

onde o indice [ indica nao apenas a posicao dos blocos de Upgsp, que contribuem para
um determinado bloco de Upyp, mas também os intervalos em que é feita a soma

sobre k, segundo o esquema:

N
ngﬁ;—l para [ =0 e Egng para [ =1.
(6.73)
Assim, uma vez que UB2D = U( Bop = 0 temos,
UGih(n',n) = (0 k) U (k,n), (6.74)

k

Usando os elementos UB2D(I€ n), dados pela eq. 6.51, e os coeficientes de trans-

formagao de bases, chegamos a forma explicita para os elementos desses blocos:

1 i 1 1\ 4 1 1
U;%(n’,m:ﬁZexp{% (n’+§) <k+§) —% (n+§) <k+§)}.
k

(6.75)

Fazendo-se j = 0 e a transformagao de indices k' = k — % quando j = 1,

obtemos:

Ul (n'n) = Z_Oexp{% (W=2n-3)(K+3+3)}  (6.76)
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que, comparadas, levam a:
i1
USBzJ)) (n',n) = UB2D (n',m). (6.77)

Executando-se as somatérias do conjunto de equacgoes 6.77 de forma explicita
por Saraceno [41]:

Ui () = i)

2\/Nsen{% (n1_2n_ %)} (6.78)

7

A forma analitica para os elementos que compoem as matrizes / U32 D, €
dada pelas duas equagoes acima, embora exata, nao é conveniente para propodsitos
computacionais, sendo preferivel expressa-la em termos de matrizes de Fourier semi-
inteiras. Notamos também que as funcoes U Bab (n/ ,m) tém um valor méximo quando

n' = 2n, fato que reflete o comportamento cldssico do sistema.

6.4.2 Operadores 63417, 6340 e GB4E

De forma similar ao que foi feito acima para o propagador do B2D, devido a es-
trutura dos operadores U B4D, INJB4G e U B4E, 0s propagadores desses trés mapas, na

representacao de posi¢ao, sao colocados na forma de blocos:

Uy, nymama) = %0 X0 (0, nl [k, ko) Ul ™ (ky, Koy, mo)
U',m'=0,1 k1,ko
1 l N
Ui (my,mymimg) = 50 2 [k, ) Ul ™™ (kg o)

U m/=0,1 k1, ks

nglé]m (nllv n/27 ny, n2) - Z Z <n1, n2 |k1, ]{52> é,;;; im) (kla ]{32, ny, n2)(679)

\ I!ym’=0,1 k1,k2

onde os limites entre os quais as somatdérias sobre os ky e ko sao executadas, dependem
do valor dos indices 7 e j ser 0 ou 1.

Como as matrizes dos propagadores desses mapas na representacao mista sao
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tais que:

( ~ / /
U%&’lm)(kl,kz,nl,nz) =0 para I'#1 ou m' #m,

cr(U'm/ JIm) m =m para [ =0
Uge (k1 ke,ni,ne) =0 para I'#1 ou ’
m' #m para [=1
(6.80)

ﬁgﬁj/’lm)(kla ka,m1,n2) =0 para I'#m ou m #l,

\

apenas um bloco da representacao mista contribui para cada bloco das representacoes
de posigao. Disto, dos elementos do propagador do mapa B2D na representacao mista
e do conjunto de eqgs. 6.73, temos:

Ugﬁ’le)(N'pn'z,m,ng) = Z (n1, ny [ki, ko) UgTDlm (K1, ka2, n1,mo)
k1,k2

=" k) Ulgap (ky,ma) > (ndy k) Ul (o, )

k1 k2

!
=0y mUBZD (n1> nl)UgQ)D (712, na),

(6.81)

Uféi’ém) (n},ny, n1,mg) = Z (n, ny [ki, ko) Uézlclm)(kl, ka, n1, ng)

k17k2
= (l,m
= Z nf [ka) Ulgep) (krma) Y (n (k) Ulgsh (ka, mo)
)

= OO Ulgopy (1, 1) TR, (2, ma),

(6.82)

nglé*m) (nh n27 ny, nQ) Z <n,27 nll ‘klv k2> U%TGml)(klv k27 ny, nQ)

k1,ka
—an ) U (kroma) S [k) Ul (s, na),

ko
81m U (0, 1), U, (1, 1)

(6.83)
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Assim, vemos que os blocos que compoem os propagadores dos mapas B4D, B4G e
B4F, na representagao de coordenadas, podem ser obtidos através de combinacoes

dos blocos que compoem o propagador do mapa B2D, na mesma representacao.

6.5 Propagador do Mapa B4L

O mapa classico B4L foi definido a partir da composicao de duas transformacoes
classicas. Este fato leva ao uso de um processo de obtencao de seu propagador na re-
presentacao de coordenadas ligeiramente diferente daquele empregado até aqui. Dado

que B4L = SL o B4D, o propagador desse mapa assumird a forma:
Upi, = Us Upip, (6.84)

onde 63413 é o propagador do mapa B4D e Ugy, o propagador quantico associado
a transformacao classica SL. Da equacao acima, podemos escrever os elementos de
matriz do propagador quantico do mapa B4L, na representacao de coordenadas, como

o produto de matrizes:

N-1

Upar(ny, ny,n, o) = Z (ny,my| GSL K1, k2) (ka, Fon GB4D In1,na)

k1,ka=0

(6.85)

onde podemos reconhecer em (ky, k| 634,3 |n1,ng) = GB4D(I€1]€2, ning) os elementos
de matriz do propagador U p4p Na representacao mista.

Na equacao acima, notamos que os indices referentes aos autoestados de
posicao e momento aparecem em lados diferentes dos elementos de matriz dos o-
peradores IAJB4D e IAJSL, embora ambos estejam em uma representacao mista. Isto
ocorre porque, no caso do propagador U B4D, & matriz atua em um vetor de estado
na representacao de posicao, resultando em um vetor na representacao de momento,
enquanto no caso do propagador IAJSL, a matriz atua em um vetor na representagao

de momento, resultando em um vetor na representacao de posicao.
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6.5.1 Operador ﬂSL

No capitulo 3, foi mostrado como a transformacao classica SL : My — My é o
resultado de duas operagoes geométricas nao comutaveis efetuadas sobre um ponto

pertencente ao dominio M,. Dessa forma, o operador IAJS 1, seré dado pela composicao,
Us, = TSy, (6.86)

onde S;, e T; sao operadores quanticos associados respectivamente as operagoes
geométricas de rotacao e translacao de um ponto pertencente a M. Da equacao

acima podemos obter a matriz da representacao mista de Ugy, como

N-1

<n2an1’65L’kl>k2>: Z (ng,nl\’/f‘l\n/l,n’2><n’2,n/1\/8\L]k1,k2>,

! [
ng,n;=0

(6.87)

onde a relagio de fechamento para a base {|n},n})} foi intercalada entre T; e S,
com o propdésito de tirar proveito das analogias geométricas entre esses operadores e
a atuagao da matriz Sy, e do vetor T sobre um ponto do conjunto M,.

Para determinarmos a atuacao do operador S 1, sobre os vetores que compoem
a base {|n1,ng)}, lembramos que o efeito da matriz classica Sy sobre um ponto de
q = (q1,qz2) do plano M, consiste em intercambiar as coordenadas g; e ¢z, trocando o
sinal de ¢;. Com o intuito de que estes aspectos geométricos da transformacao classica
sejam preservados pelo operador quantico §L, impomos que o vetor resultante da
atuacao deste ultimo sobre um vetor arbitrario da base de autoestados dos operadores

de posicao, isto é,
la) =81 |ni,na), (6.88)
seja também ele um autoestado dos operadores q; e s, tal que:

difa) = =gn fa) (6.89)

Q2 |@) = gn, |@)
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Das duas equagaes acima, e da condi¢ao anti-periédica da base {|ni,ns)}, é trivial

determinarmos o vetor de estado |a), ou seja:
SL‘nl,n2> = —|N—n2,n1,). (690)

Na transformacao classica SL, a operagao geométrica sobre um ponto do
dominio My, representada pela adicao do vetor Ty, tem seu andlogo quantico na
atuacio do operador T sobre um vetor da base {|n1, ns)}.

Uma vez que a translacao classica T, é a composicao das translacoes 7}, e T,

que atuam nas coordenadas p; e q1, eq. 3.13, temos
T, = T,T,, (6.91)

onde os operadores T, e T, sao casos particulares que comutam de operadores de

translagao atuando em autoestados de posigao e momento [43], e sao dados por

Tq = 2™
R E (6.92)
T, = e2ra
de forma que
T, |n1,ne) = [na + Nyng) = — |ng,n) | 6.93)

T, [k, ko) = |k + N, ko) = — |ky, ko)

dado que as transformagoes classicas correspondentes aos operadores T, e T, sao
translacoes por uma unidade de comprimento, respectivamente, ao longo dos eixos ¢

e p. Como pode-se mostrar que Tp |n1, ng) = —|n1, ny) chega-se a:
T1 ]nl, n2> == —Tp ’77,1 + N, n2> = — ’77,1,77,2> . (694)

Isto é, o operador T4 néo tem efeito sobre os autoestados |nq, ng).
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Da composicao dos operadores S; e T, e da condicao anti-periédica dos

vetores da base {|ni, ns)}, obtemos

Ust |n1,n) = T4Sp [ny, n) = =T1 [N — ng,n1) = |N — ng,ny) .

(6.95)

A equacao acima mostra que o resultado liquido da aplicacao sucessiva dos operadores
Sy, e Ty sobre um vetor |ny,ns) é o intercambio dos indices n; e ns.

O carater hermitiano do operador ﬁg 1, leva a:
(ng,n1| Usy = — (n1, N — nyf, (6.96)

o que permite determinar com facilidade os elementos de matriz de Ugy na repre-

sentacao mista como:

ﬁSL(m,n%kka) = <n2,n1\ GSL \k17k2> = <n1,N — Ny Vﬁ,/@)-
(6.97)

Estes ultimos sao colocados em termos de elementos de matriz de Fourier semi-inteiras

e sao dados por:

~ 1 211 1 1 1 1
USL(nl,ng,kl,kg) = Nexp {W |:(77/1 -+ 5) (kg + 5) + (N — N9 -+ 5) (kl -+ 5):| } .

(6.98)

Observamos a partir das duas ultimas equagoes que os elementos da matriz
INJSL sao uma forma modificada do complexo conjugado dos elementos da matriz
de transformacao da base {|ni,na)} na base {|k1,k2)} , eq. 6.23, onde ocorre uma

permutacao dos indices n; e ng, e a substituicao de ny por N — noy, ou seja:

INJSL(nl, Nno, kl, kg) == Gj‘ll,kQijf'rLQ,kl' (699)
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6.5.2 Operador 6341; na Representacao de Posicao

Com a determinagao feita acima, eq. 6.85, dos elementos de matriz para o operador
IAJSL na representagao mista, podemos interpretar a eq. 6.85, que determina os ele-
mentos de matriz do propagador quantico do mapa B4L na representacao de posicao,
como uma forma modificada da equagao que fornece os elementos de matriz do mapa
B4D na representagao de posi¢ao.

Assim, a representacao de posicao do propagador em ambos os mapas, pode
ser construida a partir da multiplicacao da matriz INJB4D por uma outra matriz. No
caso do mapa B4D, os elementos dessa matriz sao dados por (nh, n |kq, ko), enquanto
no caso do mapa B4L os elementos sao dados por (n}, N — n} |ky, ks).

De maneira semelhante aquela empregada para os outros mapas, para obter-
mos os elementos de matriz do operador U B4L, Na representacao de posicao, fazemos

sua decomposicao em blocos:
Ul (i mamz) = 3 0> (i | Usi s k) (e, | U™ [, mo)
U'm' k1,k2
(6.100)
ou, usando a equacao 6.98:
Ul (i mamz) = 30 D (N = | ks ko) (R, k| Ul ™ [, ma)
l’,m’ k1,k2
(6.101)

Da mesma maneira que nos outros mapas, os pares de indices ¢, 7, [ e m,
além de determinarem a posi¢ao de um bloco da matriz Up,p, delimitam o intervalo

em que sao feitas as somatérias sobre ki e ky. Assim, da estrutura de blocos diagonal
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de Upgyp, temos:

UL (i ma) = 32 (0, N = ma) b k) G, b | U™ ma, o)
k1,k2

rr(l,m rr(l,m
= (0] o) Uy (ka,ma) > (N —mb| k) UGyD (ki ma)
kl k2

= 81, Ul (), n) U (N =y my). (6.102)

_ ”
Comparando-se agora os elementos das matrizes Ugﬂl Dm) com os elementos das

matrizes Ugi’le), vemos que a diferencga entre as matrizes dos propagadores quanticos
do B4D e B4L na representacao de posigao, ocorre apenas na forma de ordenamento
das colunas e linhas, expressa pela permutacao dos indices n; e n,. Sendo esta
diferenca introduzida pela atuacao do operador ﬁs 1, que, em sua representacao mista,

é uma forma modificada da matriz de Fourier semi-inteira GV*¥ .
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7 Caracteristicas Espectrais dos Propagadores

7.1 Introducao

Neste capitulo, serao apresentados e analisados alguns resultados numéricos sobre o
tipo de estatistica de primeiros vizinhos obedecidas pelos espectros de autoangulos
dos propagadores dos quatro mapas que atuam no espaco de Hilbert Hy, e, por tltimo
a influéncia das simetrias presentes em cada mapa sobre esta estatistica. Também
serd feita a construcao dos autovetores dos propagadores IjB4D e IjB4L, partindo
das transformacoes de simetria presentes na definicao da dinamica classica desses
dois mapas, permitindo que seja analizado o surgimento dadegenerescéncia do espec-
tro de autoangulos no mapa direto e o seu desaparecimento no espectro do mapa

loxodromico.

7.2 Simetrias e Autovetores do ﬁB4D e fJB4L

Como foi visto no capitulo 5, a dinamica cléssica do mapa B4D ¢ invariante por um
conjunto de sete transformacoes. Estas operacoes de simetria sao: as transformacoes
Ry e Ry que atuam separadamente em cada um dos pares de coordenadas, a com-
posicao destas duas, a transformacgao de permutacao de indices P e as composicoes
RiP e RyP. Isto faz com que o propagador desse mapa comute com cada um dos
operadores correspondentes a essas transformagoes de simetria.

Para obter os autoestados do propagador desse mapa com paridade definida
em relacao a cada um de seus operadores de simetria, o primeiro passo é lembrarmos
que as relacoes de comutacao das transformacgoes de simetria classicas sao preser-
vadas pelos operadores quanticos correspondentes. Para obter operadores que facm a
reducao do propagador do mapa B4D, simultaneamente em relacao a todas as sime-

trias identificadas nesse, contruimos a tabela abaixo que fornece, juntamente com o
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operador identidade I, o resultado de todas as composi¢oes possiveis entre operadores

de simetria do propagador do B4D:

I [RyP| D* [R,P| R, | R, |DP| P

=~
o>
2
g
w
&~
&
2
w
w

R,P|R,P| I [R4P| D*| P |D*P| R, | R, | - (7.1)

P P | R, |[DP| R; |R,P | R,P| D* I

Usando-se esta tabela, faz-se uma associacao univoca entre estes operadores

de cada uma das operacoes de simetria atuando sobre um quadrado no plano:

R,P — O}
D* — (2
R,P — (3
Rl 7 Oy ’ (7.2)
R, «—— oy
DP — o,
P — o,

onde C}, C? e C% sao operagoes de rotagao em torno da origem, respectivamente,
por i, % e % de volta, o, e 0y, sao reflexoes em relacao aos eixos z e y, e 0, e 05 sao
operacoes de reflexao em relagao as diagonais principal e secundaria.

Essa associagao mostra que existe um isomorfismo entre os operadores de



7.2 Simetrias e Autovetores do ﬁB4D e ﬂB4L 108

simetria do propagador do mapa direto e o grupo Cly,, formado pelas operacoes de
simetria sobre um quadrado no plano.

Para esse grupo, pode-se mostrar a existéncia de quatro representacoes irre-
dutiveis de dimensao um e uma representagdo de duas dimensoes do grupo Cjy,[44].
A tabela abaixo contém os caracteres de cada elemento do (), nas representacoes
irredutiveis de uma dimensao A;, A, By, e By, e na representacao irredutivel de

dimensao dois E:

(7.3)

EN2{0|-2]000]|01]0

Relacionado a cada uma das representacoes de ondeocaraterdecadaelementodogrupoCy
em uma representacao ¢ multiplicado pelo operador de simetria correspondente e por
uma constante de normalizacao.

Os autoestados do mapa direto sao construidos por combinacoes lineares dos

produtos
) &) (7.4)

onde |eX) sdao autoestados do propagador do mapa do padeiro comum B com paridade

definida em relagao ao operador de simetria R, isto é,

Blet) = el |¢
B1e) = & ) -
Rley) = +le)

levando os autovalores do mapa direto a serem a soma de dois autovalores do B2D,

efj + €. Aplicando os operadores definidos acima para todas as combinagoes de
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produtos |e;,) [eX), obtemos:

{A1>e+>e+ = J2 () ) + I [et))

A]_ }6

—Oparaz-y-—lez#y

Azl le) = & (Jem) len) = len) [en))

Ay )

63;1>:Oparai:j:1ei7éj

By o) le) = U (I ) = Iei) [e0)

A , (7.8)
Byl )|d)=0parai=j=—-1eci#j

Bz}e;,ﬂe* :i ]e;,ﬂe’ + l€n) }6_/
B2}€

>—Opara7,—]—1e27éj

E|eh) |eh) = 0 para todos i e j. (7.10)

As equagoes acima envolvendo os operadores Ay, A, By e By fornecem qua-
tro conjuntos de autoestados do propagador do mapa direto com paridade definida em
relacao a todos os operadores de simetria deste mapa. Assim, temos trés pares de con-
juntos de autoestados do propagador do mapa direto com paridade definida em relacao

a todos os seus operadores de simetria, obtidos primeiramente por Vallejos[42],:

{ L)l +1ed) |eh)) | (7.11)

% ( en,> ler) —leb) ‘E;L'»

{ Js (s len) +lend ) (7.12)
% ( 5;,> len) — len) ‘€;/>)
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5 (leb) len) +1e2) [ef))
L (e len) = lex) b))

No caso do B4L, sua dinamica classica é definida como a composi¢ao entre

(7.13)

uma transformacao de rotacao no dominio M, e o mapa direto. Ou seja,

B4L(P17p2a q1, Q2) =S50 B4D(plup2u q1, CI2)7 (7~14)

onde a transformacao Sy, pode ser colocada na forma da composicao da transformacao

Ry e P, ou seja,

SL(P1>]92>Q1>Q2) =RioPo (p1>p2>CI1,Q2)- (7-15)

Isso faz com que exista uma quebra de simetria do mapa B4L em relagao ao
mapa B4D, isto é, o nimero de operagoes de simetria que comutam com o propagador
do B4L é diminuido em relagao aqueles que comutam com o propagador do B4D.
Dos sete operadores de simetria que comutam com o mapa direto sobram apenas o
operador D4 e as combinagoes R,Pe f{2f’, que comutam com o propagador do mapa

loxodromico, levando a tabela de multiplicacao abaixo:

I |R,P| D* |R,P

=0

i I |[R,P| D* |R,

A A A A A~ A A A

R,P | R,P| D* |[R,P| 1 . (7.16)

Dt | D* |[R,P| 1 |[R,P

f)4

&
B
&
B
=
a

Analogamente ao que foi feito para o conjunto de operacoes de simetria do

propagador do mapa direto, fazemos a associacao entre as operacoes de simetria do



7.2 Simetrias e Autovetores do ﬁB4D e ﬂB4L 111

B4L e as operagoes C; C? e C3,

A

Rlp > Oi

f)4 — 042 . (7.17)

Rzp > Og

Assim, da mesma maneira que existe um isomorfismo entre o conjunto de
operacoes de simetria do mapa direto e o grupo Cy,, esta tabela mostra que existe
um isomorfismo entre o conjunto de operagoes de simetria do B4L e o grupo Cjy.

Para esse grupo existem quatro representacoes irredutiveis de uma dimensao,

obedecendo a seguinte tabela de caracteres[44]:

Ilclc|ce
All1] 1|11

B|1|-1]|1 |-1| - (7.18)

Byl @ | =1 —:

Ey 1| =i | =11 1

Partindo dessa tabela de caracteres do (4, construimos o conjunto de opera-

dores de simetrizagao:

L )
A_7<I +RP+D +R2P)
B (i—R,P+D'—R,P
) f< : ’ ) (7.19)
i+iR,P—-D —1R2P>
\E = (I iRP—D +1R2P>

Aplicando-se cada um dos operadores acima a todos os produtos dos autoes-

tados do mapa do padeiro comum temos:

I = & () 160 + 160 )

Ale)len) = 25 (Jew) len) = len) em)) (7.20)
A ‘eil,> ‘eJn> =0 parai#j
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BH&H):A (lex) leh) = leb) le))
Blea)len) = & () ea) + len) ) (7.21)
B }GL,> }ejn> =0 parai#j

5 [eh) len) = 5 (o) le) —ilen) [e)

Ei ) en) = 5 (lea) [6b) +ilen) ) (7.22)
E‘Ein, eJn> =0 parai=j

e)len) = 75 (|lan) len) +ilen) |6h))
Eslex) 6h) = J5 (len) [6) —ief) len)) (7.23)
Ez }6

>—Oparaz—]

As equacoes acima envolvendo os operadores A, B, E; e Ey fornecem seis
conjuntos de autoestados do propagador do B4L com paridade definida em relacao
a todos os operadores de simetria deste mapa. Assim temos trés pares de conjuntos
de autoestados do propagador do mapa loxodrémico[42], com paridade definida em

relacao a cada um dos operadores de simetria do propagador desse mapa:

{ B (1016 + 1 |6) - -

%(€n’>‘€n - €n ‘En’>)

{ L (Jewd len) + lex) en) (7.25)
% ( 6;,> le,) — &) ‘Gr:’>)
{ % (‘€:/> le,) +ile,) ‘G;» ' (7.26)
L (lef) len) —ilen) |eh)
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Os conjuntos de equacoes 7.11 a 7.12 e 7.24 a 7.26, mostram como sao for-
mados os autoestados dos mapas B4D e B4L a partir de combinagoes lineares de
produtos de autoestados do propagador do B2D. Na secao 7.5 isto sera usado para
analizar a presenca de degenerescéncia no espectro do mapa B4D, seu desapareci-
mento no mapa B4L, assim como as conseqiiéncias para o tipo de distribuicao es-

tatistica seguida pelos espectros de autoangulos desses mapas.

7.3 Espectros de Autoangulos e Degenerescéncia

Uma das principais caracteristicas analisadas em sistemas quanticos é o conjunto de
autovalores ou o espectro do seu operador hamiltoniano. Nos sistemas aqui estudados,
a auséncia de um operador hamiltoniano desloca essa analise para o espectro de
autovalores dos operadores de propagacao a tempo discreto.

O carater unitario desses operadores confina o conjunto de autovalores ao
circulo unitario do plano complexo. Como exemplo disso, temos o conjunto de auto-

valores do propagador do mapa B2D dados pela equacao:
GB2D len) = e'ern l€n) (7.27)

comn = 0,1---N —1, o que leva a definigdo do conjunto egap = {€g, €1, -€n_1}
como o espectro de autoangulos desse mapa, onde os autovetores |e,) sao indexados
aqui sem levar em conta a existéncia de simetrias do propagador U B2D-

De forma semelhante, podemos definir os espectros contendo os autoangulos
relativos aos propagadores quanticos dos mapas atuando no dominio classico My.

Tomando como exemplo o propagador do mapa B4D, temos
UB4D "En/,n> = eien/,n ’€n’,n> 5 (728)

onde n’,n =0,1---N — 1, com o espectro de autoangulos deste mapa definido pelo

conjunto €pyp = {€ .}, sendo os dois indices n’ e n usados como forma de ressaltar
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a construcao do propagador desse mapa como o produto direto de dois propagadores
do mapa B2D. Da mesma maneira obtém-se os conjuntos €psq, €psr € €par, que
representam os espectros de autoangulos dos mapas B4G, BAFE e B4L. Deve-se notar
que esses espectros podem ser obtidos de forma exata até o limite de precisao numérica
das rotinas empregadas em sua diagonalizacao. O que representa uma vantagem do
mapa do padeiro quantico, assim como de suas generalizacoes, em relagao a outros
sistemas onde aparece a necessidade do truncamento das matrizes que os representam.

Exemplos desses espectros, obtidos a partir da diagonalizagdo numérica[45]
do propagador do mapa B2D na representacao de posi¢ao, sao apresentados na figura
7.1. Nesta figura, que reproduz os resultados obtidos por Saraceno [41], espectros
do propagador ﬁBgD, atuando em espacos de Hilbert de dimensao 32, 62 e 128,
sao representados por bandas horizontais de comprimento 27, com os autoangulos
indicados por linhas verticais.

As dificuldades na determinacao tedrica e analise individual dos niveis de
energia de um sistema quantico, cujo analogo classico tem um numero de graus de
liberdade muito grande, leva a idéia de uma abordagem estatistica das caracteristicas
dos espectros de energia desses sistemas. Na quantizacao de mapas conservativos,
essa abordagem desloca-se para a andlise das caracteristicas estatisticas do espectro
de autoangulos dos propagadores.

Nesse contexto, uma caracteristica importante a ser estudada para cada mapa
¢ o tipo de distribuicao estatistica seguida pelos espacamentos de primeiros vizi-
nhos dos espectros de autoangulos. Isto é feito partindo-se do espectro ordenado
de um mapa, isto é, {eg,e1, - en_1}, onde &, < £,41, e definindo-se o conjunto de
espagamentos desse espectro {si,Ss-+-Sq4_1}, onde s, = &, —&,_1. A partir desse
conjunto, construimos um histograma, onde H (s,1) é igual a fragao de elementos do

conjunto de espacamentos, situados no intervalo entre s e s + 2w /l. Tomando-se o
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b)

)

Figura 7.1: Espectros do Propagador Upan para: a) N =32b) N =64 ¢c) N =128
limite

P(s)= lim Hy(s,1), (7.29)

d,l—o0

isto é, usando-se um espectro com o maior nimero de autoangulos possiveis, teremos
uma curva que se aproxima da distribuicao de probabilidade continua de encontramos
um par de autoangulos vizinhos com espacamento situado entre s e s + ds.

Na figura 7.2, apresentamos exemplos de histogramas obtidos a partir de
espectros de autoangulos do mapa B2D quando o espaco de Hilbert tem dimensoes
iguais a 900, 1296 e 1600. E, na figura 7.3, sao apresentados os histogramas obtidos
a partir de espectros dos propagadores dos mapas B4D, BAG, BAE e B4L, atuando

em um espaco com dimensao 1600.



7.3

Espectros de Autoangulos e Degenerescéncia

0,84

0,64

0,44

0,2

0,0

0 1 2 3
259,2
155,5 | Si
<l
NN
10,7
51,8
N
00 [
0 1 2 3
10
064 NN
<
N
04+ N
024 N
NN

0,0

Figura 7.2: Histogramas para os Espectros Completos do U B2D

116



7.3 Espectros de Autoangulos e Degenerescéncia 117

3,0 1,0

2,5
B4D 081

B4G
2,04
064 N\~

154 N
041 N

0,2+ N
0,54

0.0 ] | : ) 0.0 M

0,8+ X 0,84 §
061 %ﬁ 06
N
0,4 N 0,4 YS
g \o
02 5 0,2 L
00 m 00 Mﬁ
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Nessas duas figuras, todos os histogramas, exceto aquele que representa o
do espectro do B4D, ajustam-se melhor uma distribuicao do tipo Poisson. Também
notamos que o ajustamento dos histogramas a essa distribui¢ao nao sofre uma melhora
significativa com o aumento do niimero de autoangulos nos histogramas.

Na figura 7.3, a principal diferenca entre o histograma construido a partir
do espectro do mapa B4D e os outros é o aparecimento do acimulo de metade dos
espacamentos de niveis nas proximidades de zero, provocando uma distor¢ao desse
diagrama em relacao aos outros, o que é uma evidéncia numérica da existéncia de
uma degenerescéncia do espectro deste mapa. O motivo para o aparecimento dessa
distorcao em um espectro com degenerescéncia dois, é que , em qualquer processo de

diagonalizagao, dois autoangulos poderao ser iguais apenas até o limite da precisao
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numérica desse processo e assim, na construcao do histograma a partir de um espec-
tro duplamente degenerado, metade dos espacamentos serao muito pequenos, o que
provocara um acumulo na primeira pilha a esquerda do histograma. Na mesma figura,
o ajustamento dos histogramas relativos aos outros mapas a uma distribuicao do tipo
Poisson, indica a existéncia de espectros dos autoangulos nao degenerados para estes
mapa, isto porque apesar de existir um acumulo de espacamentos préximos de zero,
o numero de espacamentos nessa situagao é relativamente pequeno, e nao existe mu-
danca abrupta no tamanho das pilas dos histogramas que se afastam da origem. Essa
passagem de um espectro degenerado, no caso do B4D, para um nao degenerado, no
caso do B4L, pode ser analisada tomando-se como ponto de partida os conjuntos de
equacgoes que, na se¢ao anterior definem os autoestados desses dois mapas.

Nos seis conjuntos de combinagoes lineares de produtos de autoestados do
mapa comum, que fornecem os autoestados do propagador do B4D, eqs. 7.11 a 7.13,
cada produto |e!,) |e) estd presente em dois conjuntos com paridades opostas em
relacao ao operador P. Como foi visto, o propagador desse mapa é dado pelo produto
direto do propagador de dois mapas comuns atuando separadamente, e a presenca de
um determinado produto |€’,) |/} determina que o autoangulo da combinagao linear
correspondente é dado por €', + €. Isto ¢, cada autoangulo do propagador do mapa
direto é a soma de dois autoangulos do propagador do mapa do padeiro em duas
dimensoes, fazendo com que o espectro desse mapa seja duplamente degenerado.

Uma vez que os seis conjuntos de autoestados do mapa loxodromicos, egs.
7.24 a 7.26, também sao combinacoes lineares de produtos de autoestados do mapa
comum, cada elemento de um desses conjuntos também ¢é um autoestado do mapa
direto. Pode-se verificar que, nesses trés pares de equagoes, cada par é um autovalor
do mapa direto com o mesmo autoangulo. Isto faz com que seja possivel obter o

espectro do mapa loxodrémico a partir do espectro do mapa comum[42]. Partindo de
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que o propagador do mapa loxodromico pode ser colocado na forma
Upgar = Us Upsp = R1PUpgyp, (7.30)

pode-se observar que os autovalores de cada conjunto de um par autoangulos tera um
autovalor diferente do outro conjunto do par. Em relacao ao propagador do mapa
loxodromico, um autovetor dado pelo primeiro conjunto da eq. 7.24 tera autoangulos
dados pela soma (e:, +€b ), enquanto os autovetores dados pelo segundo conjunto
desta equacao terao autoangulos — (e;{, +€eF ) Assim, usando-se 0 mesmo raciocinio
para os outros dois pares de equacoes, temos que dois autoangulos distintos do mapa
B4L podem ser obtidos a partir de um par de autoangulos degenerados do espectro

do mapa B4D somente pela adigao de um termo que pode ser igual a +7 ou +7 .

7.4 Estatisticas de Niveis

7.4.1 Espectros reduzidos

Em trabalho sobre a emissao de radiacao por nicleos pesados Wigner propos que
o conjunto de autovalores dos operadores hamiltonianos desses sistemas teriam as
carateristicas estatisticas de ensembles de matrizes com elementos aleatorios sujeitos
a certas restri¢oes|[46]. Sistemas onde o hamiltoniano apresenta simetria de reversao
temporal tem as propriedades estatisticas de seus espectros de energia descritas
através de um ensemble GOE - Gaussian Ortogonal Ensemble - de matrizes reais
simétricas. Estes tém elementos aleatorios sujeitos a uma distribuicao do tipo gaus-
siana e que sao invariantes por transformacoes ortogonais. Sistemas que nao apresen-
tam essa simetria tém suas propriedades descritas por um ensemble GUE - Gaussian
Unitary Ensemble - de matrizes hermitianas complexas, com elementos aleatorios su-
jeitos a uma distribuicao do tipo gaussiana, invariantes por transformacoes unitarias.

Para sistemas cuja dinamica nao é descrita por operadores hamiltonianos, como os
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mapas aqui estudados, esse tipo de andlise se desloca para os ensembles circulares
de Dyson[47], de matrizes aletérias unitarias CUE - Circular Unitary Ensemble - ou
para o ensemble COE - Circular Ortogonal Ensemble.

Uma hipétese formulada por Bohigas, Giannoni e Schmit[10, 48], conhecida
como hipétese Bohigas, estabelece a ligacao entre o tipo de estatistica obedecida
por um espectro e a caoticidade do sistema classico correspondente. Segundo esta
hipétese, os sistemas que tém comportamento classico cadtico, na auséncia de carac-
teristicas especiais, apresentarao o fenomeno da repulsao de niveis. Isto é, tomando-se
aleatoriamente dois niveis de energia vizinhos, a probabilidade de que a distancia en-
tre eles seja muito pequena tende a zero . Também segundo essa mesma hipdtese,
essa repulsao desaparecera quando o sistema cléssico correspondente for integravel,
fazendo com que a distribuicao de primeiros vizinhos torne-se poissoniana.

Na presenca de uma simetria, o conjunto de autovalores do propagador
é separado em classes distintas, cada uma correspondendo a um autovalor desse
operador[27]. Como os operadores de simetria presentes nos propagadores dos mapas
aqui sao unitarios, tendo portanto dois autovalores, o conjunto de autoangulos do
propagador é a uniao de dois subconjuntos ou espectros reduzidos, cada um dos quais
contendo autoangulos correspondentes a autovetores de paridade definida em relacao
ao operador de simetria. Desse modo, o espectro completo pode ser visto como uma
mistura dos espectros reduzidos.

Essa mistura de espectros reduzidos faz com que, ao montar-se um histograma
de separagao de autoangulos para o espectro completo, obtenha-se sempre uma curva
que tenderda a uma distribuicao do tipo Poisson, mesmo que os espectros reduzidos
individualmente obedegam a uma outra distribuicao. Isto porque um espectro com-
pleto nao degenerado é a superposicao de dois espectros reduzidos distintos, para um
par de autoangulos vizinhos do espectro completo existe a possibilidade de que cada

um dos autoangulos desse par pertenca a um espectro reduzido diferente, tornando
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possivel o aparecimento de espagmentos muito proximos de zero.

Um operador de simetria unitfio O tem como autovalores possiveis F1.
Assim, a apresen¢ de um operador de simetria unitario permite que seja feita a
dessimetrizacao ou separacao dos espectros completos em dois espectros reduzidos.
Este tipo de mistura de espectros, e a conseqiiente necessidade da obtencao dos es-
pectros reduzidos para o estudo da estatistica seguida por eles, também ocorre em
certos sistemas hamiltonianos, como por exemplo no estddio de Buminovich [14], no
qual as simetrias de reflexao presentes devem ser levadas em conta quando fazemos a
analise estatistica de seu espectro.

Para o propagador de um mapa qualquer atuando no espago de Hilbert Ho,
ﬁ, a obtencao numérica desses espectros reduzidos pode ser feita diagonalizando-se os
propagadores reduzidos ou dessimetrizados U* em relacao a um operador de unitario

simetria O na representacao de posicao, isto é, determinando-se os autovalores de

cada uma das matrizes

~

T%(0) (i, n) = (| 0% n) = —

V2

uma vez que um autoestado de U tem paridade positiva em relacao a O e um

(| U (1 + 6) In), (7.31)

~

autoestado de U~ paridade negativa em relacao a O. ou no caso de O corresponder

a uma simetria de um propagador unitario U atuando no espaco de Hilbert H,,

A~

U*(0) (n}nh, ning) = (nh,n)| OF |n1, na) = (ny,n| U <1 + 6) N1, ng) .

(7.32)

1
V2
Quando um mapa classico é simétrico simultaneamente em relagao a duas
transformacoes O e O, 0 processo de redugao de seu espectro pode ser feito de forma

individual ou simultanea para cada uma delas. Neste ultimo caso, teremos quatro

espectros reduzidos, obtidos a partir da diagonalizacao de um dos quatro operadores,
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que tém seus elementos dados por

T+(0,, 0n) (W, n) = (0] O n) — % W[0(1£0,) (1£6,) [n).
(7.33)

quando os operadores O; e Oy sao simetrias atuando no espaco » e,

P N 1 N . .
U*(0y, 0y) (nynh, ning) = (nh, 0| U |ny, ny) = ﬁ (ny,n}| U <1 + 01) <1 + 02) |n1,n2) ,
(7.34)

quando correspondem a simetrias atuando no espago Hj.

Uma observacao que deve ser feita é que, a cada passo desse processo de
redugoes sucessivas de um espectro, o nimero de niveis disponiveis para a constru-
¢ao dos histogramas diminuem, grosso modo, pela metade. Assim, na eventualidade
da presenca de diversas transformacgoes de simetria em um mapa, seria necessario
trabalhar com matrizes de dimensoes maiores para obter espectros reduzidos com
numero suficiente de autoangulos para indicar, de forma confidvel, o tipo de estatistica

seguida pelo sistema.

7.4.2 Propagadores Reduzidos

Para obtermos os espectros reduzidos dos propagadores determinados no capitulo
anterior, temos de determinar a atuagao sobre os autoestados de posicao do operador
f{, correspondente a simetria classica R, presente no mapa B2D, e dos operadores
Die 13, correspondentes as simetrias classicas D* e P, presentes nos mapas cldssicos
atuando no dominio Mj.

Analisando o conjunto de equagoes que definem a transformagao classica R,
vemos que sua atuacao sobre o par de coordenadas (p,q), que definem um ponto

no dominio M, resulta no complemento do valor de cada uma das coordenadas em

relacao a unidade. Dessa maneira, a atuagao do operador R sobre um vetor da base
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de autoestados |n) de posicao q devera resultar em um autoestado de g com um
autovalor complementar de n em relagao a NV, que é o autovalor méaximo do operador

q, isto é:
R|n) =|N —n). (7.35)

Com a equagao acima, podemos também definir os operadores R; e Ry , que
atuam respectivamente sobre os indices 1 e 2 dos autoestados |ni,ns) de q; e ga, 0s

quais geram o espaco Hy, ou seja:
ﬁl ny) = N — s
R 1) = [ =) 736
R2 ‘77,2> = ’N — 77,2>
Uma vez que a transformacao de simetria D* é equivalente & aplicacao suces-

siva da transformagao R sobre cada uma dos pares de coordenadas canonicas (qy, p1)

e (g2, p2), temos que o operador correspondente a essa simetria é dado por:
D4 |7L1, TLQ) = Rle |7L1, TLQ) == ‘N — N, N — n2> . (737)

Para a simetria classica P, existente apenas nos mapas atuando no dominio
My, a permutacao que provoca entre as coordenadas ¢; e ¢ leva a um operador P

que permuta os indices 1 e 2 em um autoestado |ni,ns), ou seja:
P |7L1, n2> == ‘TLQ, n1> . (738)

Com a definicao acima da atuacao dos operadores f{, D% e f’, podemos
determinar os elementos dos propagadores reduzidos que atuam sobre os espagos Hs
e Hy.

Para o mapa B2D , temos os propagadores reduzidos em relagao a R em

termos de somas dos elementos do progagador completo como:

Uhaol0.m) = = (| Opan(1:£ R) In) = = {(0/| D In) & (0| T [N =)}
(7.39)
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Como foi visto no capitulo cinco, as transformagoes de simetrias cléssicas Ry,

D* e P nao estao presentes simultaneamente em todos os mapas atuando sobre o

dominio Mj.

Os mapas cléssicos B4D e B4FE sao simétricos em relacao as transformacoes

D* e P. Por conseguinte, os propagadores reduzidos desses mapas individualmente

em relacao aos operadores D% e P, sao dados pelas matrizes

U, (DY) (i, nins) =

6§4E(ﬁ4)(n/1n/27 ning) =

A~

UL, (P) (b, niny) =

U, (P)(nnh, niny) =

na representacao de posigao,

35 {0 Opap na ) = (b, | an |V =, N = o) }
% {(n’Q,n’l\ ﬁB4E [n1,m2) £ (ny, nf| ﬁB4E I[N —ny, N — n2>}

(7.40)

Y

{(ng,n’l\ GB4D ’711,77/2) + <77/2>77/1\ GB4D ’77/2, nl)}

S s

<n'2, nﬂ Ugagr \711,77/2) + <n,2>77/1’ Upar ’77/2, nl)

(7.41)

com seus propagadores reduzidos simultaneamente em

relacio a D* e P4, dados por:

Ut (D4, P)(n)n, ning) =

Nel {(n’l,n’g\ Ugap |n1, n2) & (nh,n}] Upap N —ng, N — ny)

+ (nh, nf] ﬁB4D |ne, ny) £ (nfh, nf| ﬁB4D IN —ng, N — n1>} ;
(7.42)

= 33 {008, n T I, ma) = (| U [N = 1, N = )

V4
+ (nh, n}| ﬁB4E |ng, nq) £ (nh, ny| ﬁB4E IN —ng, N — nl)} )
(7.43)

No caso do propagador dos mapas B4G e B4L, que sao simétricos respecti-
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vamente apenas em relagao aos operadores R e Dy, temos:

Ui (Ra) (mimh, mana) = —= { (nd, bl Uy Ina, ma) + (| Ui [N = ma,m) }

(7.44)

vl

ﬁ]§4L(ﬁ4)(n'1n'2, nins) ny, ng| 634,; |1, ng) + (ny, n| 634]; IN —ny, N — ng)} )

1
-7
(7.45)

7.5 Exemplos Numéricos de Espectros Reduzidos

Nesta secao, sao apresentados alguns exemplos de histogramas de espacamento de
primeiros vizinhos, obtidos numericamente através da diagonalizagao dos propagadores
reduzidos dos mapas atuando no espaco Hy.

A figura 7.4 mostra trés pares de gréficos que contém histogramas de espacamento
de primeiros vizinhos, construidos a partir de espectros reduzidos do propagador do
mapa B2D em relagao a transformacao de simetria R [41].

Os trés pares correspondem, respectivamente, a propagadores reduzidos que
atuam em espacos de Hilbert com dimensao de 900, 1296 e 1600. Em cada par, o
histograma a direita é relativo ao espectro reduzido com paridade positiva em relacao
a f{, e o da esquerda relativo ao espectro com paridade negativa.

As figuras 7.5 e 7.6 tratam dos espectros reduzidos dos propagadores reduzi-
dos dos mapas B4D e B4FE. Em cada uma dessas figuras sao apresentados treés
pares de graficos relativos a espectros reduzidos de operadores atuando em espacos
de Hilbert de dimensao igual a 1600.

Como os mapas B4D e B4F sao simétricos em relacdo as tranformacoes D*
e P, nessas figuras, o primeiro par de gréaficos é relativos aos espectros reduzidos em

relacao ao operador D*, o segundo par relativos aos espectros reduzidos em relacao
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operador P e o terceiro par relativo aos espectros reduzidos em relagao a ambos opera-
dores. Em cada par, o histograma da esquerda foi construido a partir de um espectro
reduzido com paridade positiva e o da direita a partir de um espectro reduzido com
paridade negativa. Na fig.7.5 vemos que a degenerescéncia do espcctro do mapa B4D
¢ eliminada apenas quando esta mapa € dissimetrizado em relacao a P, ou a P em
combinacao com D*, casos em os histogramas correspondentes ajustam-se melhor a
uma distribuicao do tipo Poisson.

As figuras 7.7 e 7.8 sao relativas a espectros reduzidos dos propagadores
B4G e B4L. Em cada uma delas sao mostrados trés pares de gréficos relativos a
propagadores atuando em espacos de Hilbert de dimensao iguais a 900, 1296 e 1600.

Na figura 7.7, todos os gréaficos foram construidos a partir dos espectros
reduzidos do propagador do mapa B4G em relagao ao operador ﬁl, onde vemos que
o histograma aproxima-se de uma distribuicao COE indicada pela linha continua.
Na figura 7.8, todos os graficos foram construidos a partir do espectro reduzido do
propagador do mapa B4L em relagao D4 e que mostram que o espectro desse mapa
obedece a uma distribuicao do tipo Poisson.

Como foi visto na secao 7.3, os autovalores dos mapas B4D4 e B4L sao dados,
respectivamente, pelo produto de dois autoangulos distintos do do mapa B2D, e pelo
produto de dois autoangulos distintos do do mapa B2D multiplicado por um fator
de fase +1 ou +¢. Isso faz com que os espectros desses mapas nas figuras 7.5 e 7.8,
mesmo dissimetrizados, obedecam a uma estatistica do tipo Poisson, uma vez que
a obitenco de seus autovalores por meio de produtos dos autovalores do mapa B2D
pode resultar em pares de autoangulos muito proximos um do outro. E possivel
conjecturar que o aparecimento da repulsao de autoangulos para esses mapas poderia
surgir da dessimetrizacao dos mesmos em relacao a uma simetria nao identifiada até

aqui.
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Figura 7.8: Histogramas para os Espectros dos Propagadores Reduzidos I/:T§4L, onde

as curvas de ajuste representam uma distribuicao do tipo Poisson.
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8 Conclusoes e Perspectivas

O propésito central deste trabalho foi a verificacao dos efeitos do aumento da dimen-
sionalidade no comportamento classico e quantico de mapas conservativos. Partindo
do mapa do padeiro atuando no espaco de fase de duas dimensoes, foram definidos
quatro mapas conservativos que atuam no espago de fase de quatro dimensoes .

Das quatro generalizacoes do mapa B2D para o dominio My, pertencentes ao
espaco de fase quadridimensional, a mais simples é a do mapa B4D, que foi definida
através da atuacao independente de dois mapas B2D sobre cada um dos pares de
coordenadas canonicas que definem esse espaco.

Tomando-se o mapa B2D como ponto de partida, utilizou-se dois métodos
para a definicao da dinamica dos outros mapas atuando no dominio My. No primeiro
método, definiu-se uma nova transformacao conservativa de M, sobre si mesmo que,
composta com B4D, resulta em um novo mapa. No segundo, obteve-se novos mapas
através da alteracao do esquema utilizado pelo B4D para organizar quatro subcon-
juntos de uma particao do dominio My, apds estes sofrerem transformacoes de com-
pressao e expansao, isto é , fazendo-se uma alteracao do esquema de empilhamento
que define o mapa.

O primeiro método foi utilizado na definicao da dinamica do mapa B4L.
Isto foi feito compondo-se o mapa B4D com a transformacao de rotagao SL, tendo o
proposito de obter um mapa cujo comportamento local fosse descrito por uma matriz
de monodromia com autovalores complexos.

As defini¢oes dos mapas B4G e B4FE utilizaram o segundo método que, em
principio, permite a definicao de 23 novos mapas a partir do B4D. Escolheu-se dois
esquemas de empilhamento que procuram simular a atuagao de portas logicas de dois
bits atuando sobre os primeiros digitos binarios das coordenadas ¢; e ¢;. Para o B4G,

a reorganizacao escolhida foi aquela que coincide com a tabela verdade de uma porta
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l6gica CNOT, com o primeiro digito binario de ¢; associado ao bit alvo, e o primeiro
digito binario de ¢ associado ao bit de controle. Como outro exemplo da aplicacao
deste método, definiu-se o mapa B4F usando-se como esquema de reorganizacao a
tabela verdade de uma porta logica SAW P. Esta identificagdo entre mapas atuando
no espaz ¢ co de fase 4-D e portas logicas, também poderia ser 1til para simplificar a
anlise da dinamica simbélica deste mapas.

Uma caracteristica desses mapas que emerge de sua dimensionalidade, ¢é a
necessidade do uso de um alfabeto de quatro simbolos para a descricao simbdlica
das érbitas de pontos de My, onde cada simbolo identifica uma das quatro regioes
definidas por uma particao de My. Usando este alfabeto, um ponto no dominio M, é
descrito por duas seqiiéncias semi-infinitas destes simbolos, onde uma seqiiéncia esta
relacionada a expansao quaternaria das coordenadas de posicao, e outra a expansao
de suas coordenadas de momento.

De forma similar ao que acontece no mapa B2D, a iteracao de um ponto
de M, pelo B4D é representada como um deslocamento de simbolos entre essas
duas seqiiéncias semi-infinitas. As seqiiéncias que representam o ponto resultante
da iteracao sao obtidas das seqiiéncias originais eliminando-se o primeiro simbolo da
seqiiéncia que descreve as coordenadas de posicao, e colocando-o como o primeiro
simbolo da seqiiéncia que representa as coordenadas de momento. Nos outros ma-
pas, a representacao simbodlica das dérbitas acontece de forma similar, mas além da
eliminacao do primeiro simbolo da seqiiéncia semi-infinita que representa as coorde-
nadas de momento, este simbolo, que é deslocado para a seqiiéncia que representa as
coordenadas de momento, sofre uma transformacao.

Esses deslocamentos e transformagcoes que caracterizam a dinamica simbdlica
desses mapas, abrem a perspectiva de se analisar a dinamica de um ponto do M, como
um processo computacional executado sobre uma seqiiéncia de pares de bits. Qualquer

seqiiéncia de pares de bits, onde o tltimo simbolo nao nulo esta na posicao L, pode ser
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identificada com uma série de pontos do dominio M. Com esta identificagao, cada
iteragao do mapa corresponde a acao de uma porta logica sobre um dos pares de bits
da seqiiéncia, que serd registrada pelo primeiro simbolo da seqiiéncia que representa
a expansao quaterndaria das componentes p; e po.

Uma vez que atuacao do B4G e o B4FE sobre os primeiros digitos binérios
de ¢; e ¢ — 2 pode ser identificada com as portas logicas CNOT e SW AP, existe
a possibilidade do comportamento de outras portas logicas ser descritas pela com-
posicao desses mapas, ou por mapas definidos a partir de esquemas de empilhamento
diferentes. ou por mapas.

Outro ponto a ser ressaltado foi o surgimento, nos mapas atuando no espaco
My, de transformacoes de simetria que nao estavam presentes na dinamica do mapa
B2D. No mapa B2D foi observada a existéncia de uma simetria temporal 7" e uma
simetria espacial R. Para o espago de fase de quatro dimensoes a transformacao de
simetria R foi generalizada de forma direta, com sua aplicacao independente sobre
cada um dos pares de coordenadas canonicas que definem um ponto no dominio My.
Devido ao aumento de dimensionalidade nos mapas atuando no My, surge a possi-
bilidade de transformacoes de simetria que envolvem a interacao entre as variaveis
canonicas. Exemplo disso é a transformacao P, que faz a troca entre os indices das
variaveis canonicas e as combinagoes desta tltima com a simetria R, atuando individ-
ualmente sobre cada um dos pares de coordenadas canonicas. A definicao da dinamica
do B4D nao provoca a interacao entre os diferentes pares de coordenadas canonicas
e este mapa tem as transformacoes 7%, R* e P como operacoes de simetria. Uma
vez que os outros mapas atuando no M, foram definidos a partir do B4D, aparece
a possibilidade dessas simetrias serem ou nao quebradas em cada um desses mapas.
Dos trés mapas, o tinico que preserva todas as simetrias é o B4FE. Para o B4L a
simetria P é quebrada, com este mapa permanecendo invariante apenas em relacao

a transformacao R. No menos simétrico destes mapas, o B4G, além da quebra da
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simetria P, ocorre uma quebra quase total da simetria R*, existindo apenas um ponto
do dominio My que tem érbita invariante em relacao a R*.

A quantizacao dos mapas atuando no dominio M, foi feita seguindo-se o
mesmo método empregado por Balazs e Voros, e posteriormente por Saraceno, na
quantizagao do B2D. Partindo-se da definicao de um espago de Hilbert Hs, que
descreve os estados deste sistema, eles construiram o propagador do mapa a partir
das propriedades geométricas de sua dinamica classica.

Para obter os propagadores dos mapas B4D, BAE, BAL e B4L definiu-se o
espaco em que atuam, Hy, como o produto direto de dois espagos Hs, cada um dos
quais associado a um par de cooordenadas canonicas. Uma vez que a dinamica classica
do mapa B4D reflete a dinamica do B2D sobre cada um dos pares de coordenadas
canonicas, o propagador do B4D, na representacao de momento, é o produto direto
de dois operadores na representagao mista do B2D, atuando de forma independente
sobre os autoestados de ¢; e ¢s.

Nos mapas B4F e B4AG, a construcao do propagador na representacao mista
foi feita modificando-se o propagador do B4D nesta representacao. Essas modifica-
¢oes reproduzem as caracteristicas dos esquemas de empilhamento dos elementos da
particao do dominio M, que os respectivos mapas classicos utilizam. O propagador
do mapa B4L na representacao de posi¢ao foi obtido compondo-se o propagador do
B4D com o operador quantico correspondente a tranformacao SL atuando no espago
Hy .

Através da diagonalizagao numérica desses propagadores, foram construidos
histogramas relativos as estatisticas de primeiros vizinhos para os espacamentos de
autoangulos, com o objetivo de determinar qual tipo de estatistica é obedecida pelo
espectro de cada um dos mapas. Para isso, foram diagonalizados propagadores desses
mapas atuando em espacos de Hilbert de dimensoes diferentes, de modo que nao

fosse possivel notar influéncia aprecidvel sobre a estatistica sugerida pelos histogra-
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mas. Observou-se por esses histogramas que, quando nao levamos em consideracao a
presenca de simetrias, isto é, quando sao construidos histogramas utilizando-se os es-
pectros completos, esses quatro mapas obedecem a uma distribuicao do tipo Poisson.

Para entender o papel desempenhado pelas simetrias nos espectros desses
mapas, foram construidos os operadores unitarios que atuam no espaco de Hilbert
‘H, correspondentes a cada uma das simetrias classicas presentes nos mapas. Estes
operadores separam o espectro de um propagador com o qual comutam em classes de
simetria ou espectros reduzidos, nos quais cada autovetor tem paridade definida em
relacao ao operador.

Uma caracteristica particular dos espectros de autoangulo do B4D em relacao
aos outros propagadores é o aparecimento de degenerescéncias de grau dois em seus
espectros de autoangulos, o que é devido a sua definicao como o produto direto de
dois propagadores do mapa B2D. Os espectros de autoangulo reduzidos em relacao
as simetrias R e P seguem uma distribuicao do tipo Poisson.

Para o mapa B4L, os resultados numéricos mostram espectros de autoangulos
nao degenerados com estatisticas de primeiros vizinhos que seguem uma distribuicao
do tipo Poisson. O desaparecimento da degenerescéncia de niveis neste mapa é con-
seqiiéncia da composicao do operador S, sobre o propagador do B4D. Como foi
visto, o fato de os autoestados deste mapa, da mesma forma que os do B4D, serem
dados por conbinacoes lineares de produtos de autoestados do mapa B2D, permite
obter seu espectro a partir do espectro de autoangulos do mapa direto pela adicao,
a cada um de seus elementos, de um termo +7 ou £, e faz com que seus espectros
completos, assim como os reduzidos em relagao a R, obedecam a distribuicoes do tipo
Poisson.

Conforme a hipdtese de Bohigas, os espectros dos mapas B4FE e B4G tém um
comportamento semelhante ao dos mapas B2D, com espectros reduzidos obedecendo

a uma distribuicao do tipo COE, enquanto seus espectros completos apresentam uma
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distribuicao do tipo Poisson.

As perspectivas para a continuacao deste trabalho apontam tanto na definigao
de novos mapas atuando no espaco de fase de quatro dimensoes, quanto na inves-
tigacao de outras caracteristicas dos mapas aqui construidos. Novos mapas podem
ser definidos por novos esquemas de empilhamento, alterando-se a dinamica global
do B4D, como feito no caso do B4G, através da composicao do mapa B4D com
uma transformacao conservativa, levando a sistemas com dinamicas locais diferentes,
como feito com o B4L, ou através da inposicao de interagoes mais complexas entre
os dosi pares de coordenadas canonicas. Também poderia ser estudado o processo de
aparecimento e quebra de simetrias messes mapas, assim como sua utilizagao como
modelos na compreensao do papel desempenhado pela existéncia de transformacoes
de simetria na dinamica de sistemas cldssicos ou quanticos atuando em espagos de
quatro dimensoes.

Sistemas cadticos com vérios graus de liberdade também podem ser modela-
dos seria através da alteracao da forma que o mapa B2D faz a particao do espaco de
fase, por exemplo, alterando-se o nimero de regioes em que o mapa divide o dominio
M, para 4 e aumentando-se o fator de compressao de X2 para . O tipo de general-
izacao tratada aqui também poderia ser estendido a outros mapas em duas dimensoes
tanto cldssicos como quanticos. Embora aumento da dimensionalidade sempre acar-
rete consideravel aumento do esforco computacional, a simplicidade dos mapas do
padeiro generalizados sempre os tornara eficientes em comparagao a qualquer outro
modelo cadtico da mesma dimensao.

Um aspecto que poderia ser abordado, é a quantizacao semi-classica desses
mapas pela construcao de seus propagadores nesse regime, e as caracteristicas dai
surgidas. Uma motivacao seria identificacao desses mapas com portas logicas, de
forma que haveria uma base para o estudo de sistemas computacionais na transicao

entre regime classico e quantico.
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