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Resumo 

Prazeres, Plínio Glauber Carvalho dos.; Dumont, Ney Augusto. 
Desenvolvimento de elementos finitos híbridos para a análise de 
problemas dinâmicos usando superposição modal avançada. Rio de 
Janeiro, 2005. 170p. Dissertação de Mestrado - Departamento de 
Engenharia Civil, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

O método híbrido de elementos finitos, proposto por Pian com base no 

potencial de Hellinger-Reissner, provou ser um avanço conceitual entre as 

formulações de discretização, tendo sido explorado extensivamente desde então 

por códigos acadêmicos e comerciais, também levando em conta uma série 

independente dos mais recentes desenvolvimentos chamados métodos de 

Trefftz. O método híbrido de elementos de contorno é uma generalização bem 

sucedida da formulação original de Pian, em que funções de Green são usadas 

como funções de interpolação no domínio, possibilitando assim a modelagem 

robusta e precisa de formas arbitrárias submetidas a vários tipos de ações.Mais 

recentemente, uma proposição de Przemieniecki – para a análise geral de 

vibração livre de elementos de treliça e viga – foi incorporada à formulação de 

elementos híbridos de contorno e estendida para a análise de problemas 

dependentes do tempo fazendo uso de um processo de superposição modal 

avançada que leva em conta condições iniciais gerais assim como ações de 

corpo gerais, além de efeitos inerciais. A presente contribuição pretende trazer 

para elementos finitos os melhoramentos conceituais obtidos no contexto do 

método híbrido de elementos de contorno. Uma grande família de macro 

elementos finitos híbridos é introduzida para o tratamento unificado em 2D e 3D, 

de problemas estáticos e transientes de elasticidade e potencial com base nas 

soluções fundamentais não-singulares. É também mostrado que materiais não-

homogêneos, como os novos materiais com gradação funcional, podem ser 

tratados consistentemente, pelo menos para problemas de potencial. Alguns 

exemplos numéricos simples são apresentados como ilustração dos 

desenvolvimentos teóricos. 

 

Palavras-chave 
Elementos finitos híbridos; elementos finitos dinâmicos; análise dinâmica; 

superposição modal generalizada; materiais com gradação funcional. 
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Abstract 

Prazeres, Plínio Glauber Carvalho dos.; Dumont, Ney Augusto. 
Development of hybrid finite elements for analysis of dynamics 
problems using advanced mode superposition. Rio de Janeiro, 2005. 
170p. Msc. Dissertation - Department of Civil Engineering, Pontifícia 
Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

The hybrid finite element method, proposed by Pian on the basis of the 

Hellinger-Reissner potential, has proved itself a conceptual breakthrough among 

the discretization formulations, and has been extensively explored both 

academically and in commercial codes also taking into account an independent 

series of more recent developments called Trefftz methods. The hybrid boundary 

element method is a successful generalization of Pian’s original formulation, in 

which Green’s functions are taken as interpolation functions in the domain, thus 

enabling the robust and accurate modeling of arbitrarily shaped bodies submitted 

to several types of actions. More recently, a proposition by Przemieniecki – for 

the generalized free vibration analysis of truss and beam elements – was 

incorporated into the hybrid boundary element formulation and extended to the 

analysis of time-dependent problems by making use of an advanced mode 

superposition procedure that takes into account general initial conditions as well 

as general body actions, besides the inertial effect. The present contribution aims 

to bring to finite elements the conceptual improvements obtained in the frame of 

the hybrid boundary element method. A large family of hybrid, macro finite 

elements is introduced for the unified treatment of 2D and 3D, static and transient 

problems of elasticity and potential on the basis of nonsingular fundamental 

solutions. It is also shown that nonhomogeneous materials, as the novel 

functionally graded materials, may be dealt with consistently, at least for potential 

problems. Some simple numerical examples are shown to illustrate the 

theoretical developments. 

Keywords 
Hybrid finite element; dynamic finite element; dynamic analysis; generalized 

mode superposition; functionally graded materials. 
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1 
INTRODUÇÃO 

1.1.Colocação do Problema 

Na engenharia, assim como em outras áreas do conhecimento, muitas 

vezes é necessário dividir um problema grande em problemas menores, de tal 

forma que a solução somada de cada um dos problemas menores leva à solução 

do problema maior como um todo. 

Essa forma de pensar, aliada ao avanço dos computadores, levou ao 

desenvolvimento do mundialmente difundido método dos elementos finitos, que 

consiste, de forma simplificada, em se dividir o domínio do problema em 

subdomínios ou sub-regiões de geometria simples, conforme é mostrado na 

figura abaixo. 

pontos nodais

Elementos finitos

 
Figura 1.1: Malha de elementos finitos - problema plano. 

 

O método dos elementos finitos é um método numérico aproximado para a 

solução de problemas de meios contínuos, descritos por meio de equações 

diferenciais, para determinadas condições de contorno e condições iniciais, pela 

subdivisão do domínio em subdomínios. Falar de elementos finitos é falar de 

uma forma bastante genérica, já que existem vários métodos de elementos 

finitos, dentre os quais, o método da rigidez direita ou método dos 

deslocamentos é o mais difundido. 
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Já em 1969, Theodore H. H. Pian e Pin Tong escreveram um artigo que 

formulava vários métodos de elementos finitos baseados em diversos princípios 

variacionais. Neste mesmo artigo eles classificaram os vários métodos de 

elementos finitos em quatro categorias principais, quais sejam: métodos de 

compatibilidade, métodos de equilíbrio, métodos híbridos e métodos mistos. 

Mais recentemente, em contrapartida ao método dos elementos finitos que, 

como já foi dito, consiste basicamente em se discretizar o domínio, surgiu o 

método dos elementos de contorno, que grosso modo consiste em um método 

de discretização do contorno do problema e serve basicamente para solução das 

mesmas equações diferenciais de que trata o método dos elementos finitos. 

O método dos elementos de contorno trouxe junto consigo a vantagem de 

tratar integrais apenas de contorno e a facilidade de representar as mais 

variadas formas. Porém, diferentemente do método dos elementos finitos, o 

método dos elementos de contorno tradicional não tem uma base variacional. 

Foi então, com o intuito de se dar um embasamento variacional ao método 

dos elementos de contorno que, em 1987, Dumont, baseado nos trabalhos 

desenvolvidos por Reissner e Pian, formulou o método híbrido dos elementos de 

contorno. 

Junto com o método híbrido dos elementos de contorno, Dumont e seus 

colaboradores desenvolveram várias ferramentas matemáticas, que 

possibilitaram o desenvolvimento do método híbrido dos elementos finitos na 

forma como é apresentado neste trabalho. Dentre tais ferramentas, é válido citar 

o procedimento completamente geral para a obtenção de matrizes inversas 

generalizadas (Dumont e Oliveira, 2001; Dumont, 2005) obtidas como uma série 

de potência a partir de matrizes Lambda generalizadas e o procedimento 

avançado de superposição modal (Dumont e Oliveira, 2001). 

No que se segue no decorrer do desenvolvimento deste trabalho, serão 

apresentados conceitos e formulações que servem tanto para o método híbrido 

dos elementos finitos quanto para o método híbrido de elementos de contorno, 

com uma diferença básica: as soluções fundamentais aqui utilizadas são não-

singulares, diferentemente das soluções fundamentais utilizadas em contorno, o 

que torna o método híbrido dos elementos finitos mais fácil e simples de se 

trabalhar que os métodos de contorno em geral, devido à ausência da 

singularidade, além de mais preciso que o método de elementos finitos 

convencional devido à utilização no domínio de soluções que satisfazem 

exatamente à equação diferencial de governo do problema. 
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1.2.Revisão Bibliográfica 

Como ponto de partida das pesquisas que levaram ao desenvolvimento do 

método híbrido de elementos finitos pode-se citar o artigo de Hellinger (1914), 

que motivou Reissner (1950) a estabelecer o potencial conhecido por potencial 

de Hellinger-Reissner, aparentemente o primeiro de uma série de notáveis 

realizações neste campo (Hu,1955; Washizu, 1955). 

Como continuação dos desenvolvimentos no campo variacional na 

mecânica do continuo, deve-se mencionar Pian (1964), o qual propôs a primeira 

de novas metodologias sistemáticas de implementação computacional, que abriu 

uma nova área de aplicações ao emergente método de elementos finitos. 

Também foi Pian (1983) quem primeiro utilizou o nome “elementos finitos 

híbridos”, para designar elementos que mantêm equilíbrio ou compatibilidade em 

seu domínio e satisfazem compatibilidade ou equilíbrio, respectivamente, ao 

longo do contorno do elemento. 

Ainda a respeito dos desenvolvimentos feitos no campo variacional, deve-

se mencionar Trefftz (1926), que, aparentemente sem ter conhecimento do 

trabalho de Hellinger de 1914, escreveu com várias décadas de avanço um 

artigo clássico cobrindo o mesmo assunto estudado por Reissner e propondo a 

mesma metodologia que foi batizada como Potencial de Hellinger-Reissner. 

O artigo de Trefftz permaneceu parcialmente esquecido por várias décadas 

até que Jirousek o trouxe à linha de frente das aplicações computacionais com 

uma série de artigos (Jirousek e Leon, 1977). O trabalho de Jirousek 

desencadeou um grande número de desenvolvimentos neste campo, que são 

agora conhecidos como “métodos de Trefftz”, embora muitas dessas 

formulações não sejam completamente relacionadas à proposição original de 

Trefftz (Qin, 2003). 

No que diz respeito ao método de elementos finitos, Gupta (1973, 1976, 

1978, 1979, 1984) e Paz (1975), entre outros (Voss, 1987), desenvolveram 

famílias de elementos para os mais diversos problemas no campo da análise de 

vibrações livres, influenciados por Przemieniecki (1968), que introduziu o 

conceito de matrizes de massa e rigidez dependentes da freqüência para 

elementos de barra e de viga. Estes elementos foram denominados “dinâmicos”, 

talvez inapropriadamente, já que só foram usados para problemas de vibração 

livre. 

Mais tarde, Dumont e Oliveira (1993, 1997, 2001) e Dumont e Chaves 

(2003), em continuação aos desenvolvimentos feitos a partir do potencial de 
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Hellinger-Reissner, os quais geraram o método híbrido de elementos de 

contorno (Dumont, 1987, 1989), generalizaram o método para a análise de 

problemas dinâmicos completamente gerais, no domínio da freqüência, para 

qualquer tipo de carregamento nodal e de deslocamentos iniciais, inspirados em 

Przemieniecki, mas independentemente dos trabalhos de Gupta e Paz. 

É então, a partir destes desenvolvimentos e das ferramentas adquiridas ao 

longo de quase duas décadas de desenvolvimento do método híbrido dos 

elementos de contorno, que surge a proposta do método híbrido de elementos 

finitos do presente trabalho, que generaliza o potencial de Hellinger-Reissner 

para aplicações de elementos finitos dinâmicos, com soluções fundamentais 

mais genéricas que as de Trefftz e fazendo uso de uma técnica avançada de 

superposição modal (Dumont e Oliveira, 1997, 2001). 
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1.3.Objetivos 

O intuito deste trabalho é o de desenvolver uma família de elementos 

finitos híbridos como alternativa aos elementos finitos convencionais, tanto para 

a análise estática quanto para a análise dinâmica em domínios 2D e 3D. 

Como objetivos específicos, citam-se: 

• A obtenção de elementos finitos mais precisos, se comparados aos 

elementos finitos do método dos deslocamentos. 

• A obtenção de elementos apropriados à análise dinâmica no domínio 

da freqüência. 

• A obtenção de elementos apropriados à resolução de problemas de 

materiais com gradação funcional. 

• A consolidação do ferramental matemático desenvolvido junto ao 

método híbrido dos elementos de contorno, de forma completamente 

geral, na aplicação ao método híbrido de elementos finitos. 

• A implementação de um programa didático de elementos finitos 

híbridos para a análise 2D e 3D de problemas de potencial e de 

elasticidade. 

• A implementação de um programa didático de elementos finitos 

híbridos unidimensionais para a análise dinâmica de estruturas 

aporticadas e em especial estruturas de cabos de linhas de 

transmissão 
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1.4.Organização do Texto 

O Capítulo 2 está dividido em dez seções, organizadas de forma a 

apresentar desde os conceitos básicos aos conceitos mais avançados da 

formulação do método híbrido dos elementos finitos. Nas duas primeiras seções 

são apresentados os conceitos básicos da teoria do potencial e da elasticidade, 

Seções 2.1 e 2.2, respectivamente. Na Seção 2.3 é apresentado o conceito de 

solução fundamental não-singular de forma completamente geral e na Seção 2.4 

é apresentado o princípio de Hamilton. 

Na Seção 2.5 apresenta-se o potencial de Hellinger-Reissner de forma 

completamente geral para problemas dependentes do tempo e na Seção 2.6 é 

apresentada a formulação do método híbrido de elementos finitos, com base no 

potencial de Hellinger-Reissner generalizado. 

Na Seção 2.7 apresenta-se uma análise completamente geral de 

problemas dependentes do tempo para uma formulação em freqüência que leva 

a um problema de autovalores não-linear, cuja solução é dada na Seção 2.8. A 

Seção 2.9 apresenta o processo de superposição modal avançada, a 

consideração de deslocamentos e velocidades iniciais e a obtenção de 

deslocamento em pontos internos. 

Fechando o Capítulo 2, a Seção 2.10 apresenta o processo de obtenção 

da matriz de rigidez como uma série de freqüências, de acordo com o que é 

exposto na Seção 2.6. 

O Capítulo 3 está dividido em três seções. Nas duas primeiras seções é 

abordado de forma mais detalhada o conceito de soluções fundamentais não-

singulares, tanto para problemas de potencial, Seção 3.1, quanto de 

elasticidade, Seção 3.2. Na Seção 3.3 são apresentados os espaços nulos 

relacionados à parte estática das soluções fundamentais não-singulares para 

problemas de potencial e elasticidade 2D e 3D. 

O Capítulo 4 apresenta o problema de condução de calor em materiais 

com gradação funcional (FGM na sigla em inglês), no contexto de uma 

formulação híbrida de elementos finitos, com a utilização de soluções 

fundamentais não-singulares. A apresentação se dá em duas etapas. Na 

primeira etapa, apresenta-se a equação de governo do problema de condução 

de calor, Seção 4.1. Na segunda etapa, Seção 4.2, apresentam-se as soluções 

da equação de governo do problema. Na Seção 4.3, são apresentadas duas 

tabelas contendo um resumo das principais equações desenvolvidas na Seção 

4.2 para problemas isotrópicos e ortotrópicos. 
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O Capítulo 5 apresenta um estudo de elementos finitos unidimensionais 

(elementos de treliça e viga) com o método híbrido de elementos finitos, seções 

5.1 a 5.3, e aborda de maneira geral o problema da análise de cabos flexíveis, 

Seção 5.4. O intuito deste capítulo é apresentar a formulação de elementos 

finitos híbridos unidimensionais de forma a possibilitar sua implementação em 

um programa de análise dinâmica de estruturas aporticadas adequado à análise 

de trechos de linhas de transmissão. A motivação deste capítulo é o estudo feito 

pelo Núcleo de Instrumentação e Computação Aplicada à Engenharia – NiCAE, 

que é coordenado pelo professor Remo Magalhães de Souza, do Departamento 

de Engenharia Civil do Centro Tecnológico da Universidade Federal do Pará em 

convênio com a Eletronorte/UFPa, com a participação do autor e do orientador 

desta dissertação. 

O Capítulo 6 aborda alguns exemplos numéricos simples relacionados aos 

assuntos estudados nos capítulos anteriores, tanto para os casos de potencial 

como os de elasticidade, de forma a possibilitar a validação do método híbrido 

dos elementos finitos, assim como avaliar sua precisão numérica. 

Por fim, o Capítulo 7 apresenta alguns comentários e reflexões sobre as 

possíveis conclusões a respeito das vantagens e desvantagens do método, 

assim como algumas sugestões de desenvolvimentos e melhoramentos que 

possam vir a ser feitos em um estudo futuro. 

No final deste trabalho encontram-se ainda três apêndices. Os dois 

primeiros contêm alguns esclarecimentos que se fazem necessários para os 

casos particulares de obtenção da matriz de rigidez e de avaliação de 

deslocamentos em pontos internos do elemento para problemas de elastostática 

(ou, potencial em regime permanente), Apêndices A e B, respectivamente. O 

Apêndice C traz um breve resumo do método híbrido simplificado de elementos 

finitos, o qual oferece um ganho de tempo significativo no processo de obtenção 

da matriz de rigidez, se comparado ao método híbrido de elementos finitos 

(apresentado neste trabalho). 

Todos os desenvolvimentos feitos neste trabalho são baseados e 

fortemente influenciados pelas apostilas, notas de aulas e artigos utilizados 

durante o curso de método híbrido de elementos de contorno desenvolvido e 

ministrado pelo professor Dumont, desde 1987, na PUC-Rio. 
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2 
O MÉTODO HÍBRIDO DOS ELEMENTOS FINITOS 

Este Capítulo tem por finalidade apresentar a formulação do método 

híbrido dos elementos finitos. Para tanto, parte-se da introdução de conceitos 

básicos da teoria do potencial e da teoria da elasticidade para problemas 

dinâmicos, seguidos do conceito de soluções fundamentais. 

Em continuação apresenta-se o potencial de Hellinger-Reissner 

generalizado e a formulação do método híbrido dos elementos finitos para 

problemas dinâmicos no domínio do tempo. 

Finalmente, apresenta-se a formulação geral do método para problemas 

no domínio da freqüência, com uma solução para o problema de autovalores 

não-lineares relacionado à equação de equilíbrio dinâmica no domínio da 

freqüência, o processo de superposição modal e a obtenção da matriz de rigidez 

como uma série de freqüências. 

 

2.1.Conceitos de Teoria do Potencial 

Muitos problemas de engenharia, tais como condução de calor, condução 

elétrica, campos gravitacionais, campos eletrostáticos, fluxo irrotacional de 

fluidos ideais, percolação através de um meio poroso, torção de barras 

prismáticas, são governados por uma mesma equação diferencial, denominada 

equação quase-harmônica (Zienkiewicz, 1977), por representar problemas que 

não são puramente transientes e nem harmônicos. Exemplos da equação quase-

harmônica são as conhecidas equações de Poisson e de Laplace. 

No item 2.1.1 são apresentados o problema de potencial quase-harmônico 

e a equação de Poisson de forma geral, possibilitando sua aplicação a qualquer 

um dos exemplos dados acima. Referências em particular serão feitas ao 

problema de fluxo de calor, de forma a situar as expressões apresentadas com 

os exemplos a serem mostrados no Capítulo 5. O mesmo será feito no item 

2.1.2, o qual apresentará o problema de potencial harmônico e a equação de 

Helmholtz. 
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2.1.1.Problema de Potencial quase-harmônico 

Em certos problemas, a difusão ou o fluxo de certas quantidades, tais 

como o calor, é de grande relevância. A taxa de transferência por unidade de 

área de tais quantidades, q, pode ser expressa por suas componentes 

cartesianas como 

[ ]zyx
T qqq=q   (2.1.1) 

Sendo Q a taxa em que a quantidade em questão é gerada por unidade de 

volume, o equilíbrio ou continuidade necessária para o fluxo em estado 

permanente é dado por 
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∂
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em que Ω é o domínio do problema e 
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De forma geral a taxa de fluxo é relacionada ao gradiente de certa 

quantidade potencial u, que para problemas de fluxo de calor representa a 

temperatura, sendo q neste caso o fluxo de calor por unidade de área. Tal 

relação se expressa de forma geral como 
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onde k é uma matriz 3x3 (para o caso geral de problemas 3D), geralmente 

simétrica devido a argumentos de energia. Para problemas de fluxo de calor, k 

representa a matriz de condutividade térmica do material. 

A equação final de governo para problemas de potencial é obtida pela 

substituição de (2.1.4) em (2.1.2), 

( ) 0=+∇∇ QuT k  em Ω  (2.1.5) 

Na solução de problemas físicos em termos de equações diferenciais, é 

em geral necessário satisfazer um certo número de condições iniciais ou 
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condições de contorno. As condições de contorno podem ser: em potencial, em 

fluxo, proporcionais e mistas. 

Condições de contorno apenas em potencial são conhecidas como 

condições de contorno essenciais ou de Dirichlet. Condições de contorno 

unicamente em fluxo são conhecidas como condições de contorno naturais ou 

de Neumann. 

As condições de contorno em que o fluxo é proporcional ao potencial, ou 

seja, 

uqqn α+=    (2.1.6) 

são também denominadas de condições de contorno de Robin. Na equação 

(2.1.6) α é um coeficiente de transferência ou radiação, q  é o valor de 

densidade de fluxo conhecida e nq  é a componente de fluxo normal à superfície. 

Já as condições de contorno mistas são aquelas em que se tem potencial 

em uma parte do contorno, denominado de Γu, ou seja, 

uu =  em Γu  (2.1.7) 

e fluxo em certas partes do contorno, denominadas de Γq, isto é, 

qqn =  em Γq  (2.1.8) 

onde u  é o valor de potencial conhecido e nq , componente de fluxo normal à 

superfície, é dada por 

nknq TT
n uq )( ∇−==   (2.1.9) 

levando em conta que se tenham apenas as condições de contorno mista. 

Na equação acima, n é um vetor de co-senos diretores da normal à 

superfície: 

[ ]zyx
T nnn=n    (2.1.10) 

No caso de as direções cartesianas (x,y,z) coincidirem com as direções 

principais do material, ou seja, 0=== yzxzxy kkk , tem-se 
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Dessa forma a equação (2.1.5) fica da seguinte maneira: 
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Se, além disso, o meio em questão for isotrópico e homogêneo, então 

neste caso a equação (2.1.5) se escreve na forma 
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02

2

2

2

2

2

=+








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ Q

z
u

y
u

x
uk    (2.1.13) 

em que zyx kkkk === . 

A equação (2.1.13) é conhecida como equação de Poisson. Para o caso 

de problemas de potencial quase-harmônico sem fonte interna em meio 

homogêneo e isotrópico, a equação governante se torna a equação de Laplace, 

ou seja, 

02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u  ou 02 =∇ u   (2.1.14) 
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2.1.2.Problema de Potencial Harmônico 

No item anterior, deduziu-se a equação (2.1.5) para o caso geral de fluxo 

em estado permanente. 

Já para o caso do fluxo variando com o tempo, a equação (2.1.5) sofre 

uma ligeira alteração, sendo então 

t
ucQuT

∂
∂

=+∇∇ k  em Ω  (2.1.15) 

Onde ρ= cc , no caso de problema de fluxo de calor, sendo c o calor 

específico e ρ a densidade do material em questão. 

Para material homogêneo e isotrópico, a equação (2.1.15) assume a 

expressão 

t
ucQ

z
u

y
u

x
uk

∂
∂

=+








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2

   (2.1.16) 

a partir da equação (2.1.14). 

Para o potencial expresso por meio de uma formulação dependente da 

freqüência, parte-se da separação de variáveis 

),()( ωτω tuu =    (2.1.17) 

em que ),( ωτ t  é definido de tal forma que 

),(),( ωωτωτ t
t
t

−=
∂

∂    (2.1.18) 

e ω é uma quantidade matemática em princípio arbitrária, cuja interpretação 

física depende do problema em estudo. Com isso, a equação (2.1.16) torna-se 

02
2

2

2

2

2

2

=κ++








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ u~Q

z
u

y
u

x
u    (2.1.19) 

em que k
c~ ω=κ2  é a constante de separação também denominada de “número 

de onda”, qualquer que seja o problema em questão. 

A equação (2.1.19) é a equação de governo para problemas de potencial 

harmônico em meio homogêneo e isotrópico e é conhecida como equação de 

Helmholtz, cuja solução fundamental será apresentada no item 3.1 do Capítulo 

3. 
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2.2.Conceitos de Teoria da Elasticidade 

Na teoria da elasticidade, busca-se determinar a distribuição estática ou 

dinâmica dos deslocamentos e das tensões em uma estrutura submetida a 

ações externas conhecidas. Para isso deve-se obter uma solução para as 

equações básicas da elasticidade que satisfaça as condições de contorno 

impostas, que podem ser em deslocamentos ou em forças. Tais equações são: 

equações de equilíbrio de forças, equações de compatibilidade entre 

deformações e deslocamentos e equações constitutivas. 

As grandezas relacionadas a essas equações (deslocamentos, forças, 

deformações e tensões) devem ser descritas em dois sistemas básicos de 

referência ou de coordenadas. Tem-se um sistema global ou externo, no qual 

estão representados os deslocamentos absolutos iu  e as forças relacionadas, 

que podem ser tanto forças de massa if , que atuam no domínio Ω do corpo, 

como as forças de superfície it , que atuam no contorno Γ do corpo. Tem-se 

também um sistema local ou interno, no qual se representam os deslocamentos 

relativos, ou seja, as deformações ijε , assim como as tensões ijσ  relacionadas. 

Nesta e nas próximas seções, os subscritos i e j assumirão os valores 1, 2 

ou 3, conforme se refiram às coordenadas globais x, y ou z, respectivamente. 

Um subscrito depois de uma vírgula representa derivada em relação à direção 

coordenada correspondente. Índices repetidos indicam um somatório de três 

termos, no caso geral de problemas tridimensionais. 

Seja um corpo elástico em equilíbrio, sujeito a pequenos deslocamentos, 

com condições iniciais em deslocamento e velocidade conhecidas em todo o 

corpo, que está submetido a forças de massa if  no domínio Ω e forças de 

superfície it  no contorno Γσ e deslocamentos prescritos iu  no contorno Γu, 

conforme a fig 2.1. 

ui

it

if

iu

Γu

σΓ

ijσ

ijε

i

x

y

z  
Figura 2.1: Corpo elástico em equilíbrio. 
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As equações de equilíbrio de forças e tensões relacionadas a este corpo 

são: 

0, =+− iijji fu&&ρσ  em Ω  (2.2.1) 

jiij σ=σ  em Ω  (2.2.2) 

jjiit ησ=  em Γσ  (2.2.3) 

Elas expressam as transformações entre as forças descritas no sistema 

global e as tensões descritas no sistema local de coordenadas, incluindo a 

condição de simetria do tensor das tensões. A grandeza escalar ρ é a densidade 

de massa do meio e jη  são os co-senos diretores de um elemento de superfície 

dΓ. A derivada no tempo é indicada por pontos, ou seja, 2

2

t
uu i

i ∂
∂

=&& . 

As equações de compatibilidade entre deformações e deslocamentos são 

dadas por 

( )i,jj,iij uu +=ε
2
1  em Ω  (2.2.4) 

ii uu =  em Γu  (2.2.5) 

Na equação (2.2.4) tem-se a expressão das transformações cinemáticas 

entre os deslocamentos descritos no sistema global e as deformações no 

sistema local de coordenadas. Na equação (2.2.5) tem-se a relação de 

compatibilidade entre os deslocamentos iu  no contorno Γu e os deslocamentos 

prescritos iu . 

Por fim, as equações constitutivas que representam as relações entre as 

tensões e as deformações no corpo elástico são dadas por 

klijklij C ε=σ  em Ω  (2.2.6) 

ijklC  é a matriz constitutiva do material, a qual, para um material 

linearmente elástico, isotrópico e homogêneo, se expressa na forma 

( )jkiljlikklijijkl GGC δδ+δδ+δδ
ν−

ν
=

21
2   (2.2.7) 

em que ν é o coeficiente de Poisson, G é o módulo de elasticidade transversal 

ou de cisalhamento e ijδ  é o delta de Kronecker, ou seja: 





≠
=

=δ
jise
jise

ij 1
0

  (2.2.8) 
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A substituição da equação (2.2.7) em (2.2.6) e a posterior substituição 

deste resultado em (2.2.1), considerando a equação (2.2.4) e a condição de 

simetria da matriz constitutiva, ijklC , fornece a equação conhecida como equação 

de Navier: 

( ) 0
21

=+ρ−
ν−

+ iiki,kkk,i fuuGGu &&  em Ω  (2.2.9) 

que pode ser expressa na forma 

( ) 02
2

2
1

2
2 =

ρ
+−−+ i

iki,kkk,i
fuuccuc &&  em Ω  (2.2.10) 

As grandezas 1c  e 2c  são a velocidade de propagação de ondas 

irrotacionais e a velocidade de propagação de ondas de cisalhamento no meio 

elástico, dadas por 

)(
)(Gc

ν−ρ
ν−

=
21

12
1    (2.2.11) 

ρ
=

Gc2    (2.2.12) 

A consideração de que as velocidades e as acelerações são nulas nas 

equações acima leva à equação da elastostática, para a qual são obviamente 

válidas todas as transformações anteriores: 

( ) 0
21

=+
ν−

+ iki,kkk,i fuGGu  em Ω  (2.2.13) 
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2.3.Soluções Fundamentais 

Nesta seção apresenta-se de maneira geral o conceito de soluções 

fundamentais, de forma a fornecer ao leitor não familiarizado com tal assunto 

condições de acompanhar os desenvolvimento da formulação do método híbrido 

de elementos finitos. 

Soluções fundamentais são conjuntos de funções de interpolação de 

campo, em equilíbrio com o fluxo ou a tensão, para problemas de potencial ou 

elasticidade, respectivamente. Isto é, são funções que satisfazem as equações 

de equilíbrio do problema, independentemente das condições de contorno. 

Os campos de tensões f
ijσ  e de deslocamentos f

iu  no domínio Ω, este 

último a menos de constantes de corpo rígido, podem ser pensados como uma 

superposição de uma solução particular p
ijσ  e uma solução homogênea *

ijσ  da 

equação da elastodinâmica, 

0=+ρ−σ iij,ij fu&&  em Ω  (2.2.1) 

ou seja, 
p
ij

*
ij

f
ij σ+σ=σ    (2.3.1) 

p
i

*
i

f
i uuu +=    (2.3.2) 

em que 

0=+ρ−σ i
p
i

p
j,ij fu&&   em Ω  (2.3.3) 

0=ρ−σ *
i

*
j,ij u&&  em Ω  (2.3.4) 

As funções *
ijσ  e *

iu  podem ser representadas em termos de parâmetros 

nodais de força *
mp , na forma 

*
m

*
ijm

*
ij pσ=σ    (2.3.5) 

***
mimi puu =    (2.3.6) 

o que, de acordo com a equação (2.3.4), significa que 

0**
, =− imjijm u&&ρσ  em Ω  (2.3.7) 

Uma função *
ijmσ  que satisfaça a equação (2.3.7) é chamada de solução 

fundamental e é caracterizada pelo sobrescrito (*). 

O campo de deslocamentos *
iu  correspondente ao campo de tensões *

ijσ  

também pode ser representado em termos de parâmetros nodais de força *
mp , a 

menos de constantes de corpo rígido, ou seja, 
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*
msm

r
is

*
ims

r
is

*
m

*
im

*
i p)Cuu(rupuu +≡+=   (2.3.8) 

onde *
imu  é chamada de solução fundamental em termos de deslocamentos e r

isu  

é um conjunto de funções arbitrárias de deslocamentos de corpo rígido (Chaves, 

2003), que aparecem multiplicadas por parâmetros arbitrários sr . No termo mais 

à direita da equação (2.3.8), tais parâmetros de corpo rígido são expressos em 

termo de parâmetros de força *
mp , multiplicados por uma matriz de constantes 

arbitrárias smC  (ver Chaves, 2003). No Apêndice B mostra-se como é feita a 

avaliação de deslocamentos em pontos do domínio para problemas estáticos 

considerando deslocamentos de corpo rígido. 

As soluções fundamentais podem ser funções singulares ou não-

singulares. Soluções fundamentais singulares, quando requeridas a satisfazer 

certas condições de contorno, são chamadas de funções de Green. Soluções 

fundamentais singulares gerais são também chamadas de funções de Green de 

campo livre. Já as soluções fundamentais não-singulares são chamadas de 

funções de Trefftz pelos pesquisadores que seguiram o trabalho pioneiro de 

Trefftz (1926). 

Na hipótese da utilização de soluções fundamentais singulares para 

obtenção da solução homogênea da equação (2.2.1), as equações (2.3.4) e 

(2.3.7) assumem expressão ligeiramente diferente, ou seja, 
***

, iijij pu ∆−=− &&ρσ  em Ω  (2.3.9) 

imimjijm u ∆−=− **
, &&ρσ  em Ω  (2.3.10) 

em que ∆ ou im∆  é uma função singular (delta de Dirac) nula em todo o domínio 

exceto em uma região 0Ω  arbitrariamente pequena de Ω e que envolve o ponto 

de aplicação da força *
ip . Porém as soluções fundamentais singulares não 

fazem parte do escopo deste trabalho e não mais serão mencionadas daqui para 

frente, e qualquer citação a soluções fundamentais dirá respeito unicamente as 

soluções funtamentais não-singulares. Mais detalhes sobre soluções 

fundamentais singulares podem ser obtidos em De Souza (1992), Chaves (1999) 

e Brebbia (1978). 
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2.4.O Princípio de Hamilton 

Considere um corpo elástico, como na figura 2.1, no qual as deformações 

variam continuamente entre os instantes t0 e t1. Os efeitos de tempo a ser 

considerados são aqueles devidos à inércia de um corpo elástico. Considere 

ainda que os deslocamentos virtuais iuδ  aplicados sobre o corpo elástico variam 

com o tempo de tal modo que 0=δ iu  nos limites de integração t0 e t1. 

Seja iu  um campo de pequenos deslocamentos, função do tempo t, de tal 

modo que 0=δ iu  em Γu. 

O princípio dos trabalhos virtuais aplicado a este corpo, levando-se em 

conta as forças dinâmicas, se expressa da seguinte forma, para um certo 

instante de tempo: 

∫∫∫∫ ΩΓΩΩ
Ω−Γ+Ω=Ω duudutdufd iiiiiiijij δρδδδεσ

σ

&&    (2.4.1) 

Para um corpo elástico, pode-se expressar 

UdUdijij δδδεσ =Ω=Ω ∫∫ ΩΩ 0    (2.4.2) 

como a variação da energia interna de deformação U. Além disso, 

VWdutduf iiii δδδδ
σ

−==Γ+Ω ∫∫ ΓΩ
   (2.4.3) 

representa a variação do potencial de trabalho W das forças externas. 

A parcela ∫Ω
Ω− duu iiδρ &&  que aparece na equação (2.4.1) representa a 

variação de energia relacionada às forças dinâmicas, de acordo com o princípio 

de D’Alembert, que diz que um corpo de massa m desenvolve uma força, 

denominada de força de inércia proporcional à aceleração da massa e de 

sentido contrário. 

A integração da expressão do princípio dos trabalhos virtuais, equação 

(2.4.1), no intervalo de tempo (t0, t1), fornece 

∫ ∫∫∫ Ω
Ω−=

1

0

1

0

1

0

t

t ii

t

t

t

t
dtduuWdtUdt δρδδ &&    (2.4.4) 

Além disso, a segunda integral do lado direito da igualdade na equação 

(2.4.4) pode ser relacionada à variação da energia cinética K do corpo, através 

da seguinte integração por partes: 

∫ ∫∫ ∫∫∫ ∫ ΩΩΩΩ
Ω−=Ω−Ω=Ω

1

0

1

0

1

0

1

0

t

t ii

t

t ii

t

t
ii

t

t ii dtduudtduuduudtduu &&&&&&& δρδρδρδρ   (2.4.5) 
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visto que 0
1

0

=Ω∫Ω

t

t
ii duu δρ &  com base na hipótese de que os deslocamentos 

virtuais iuδ  são nulos nos limites de integração no tempo (t0, t1). Portanto, a 

equação (2.4.4) pode ser escrita como: 

( ) 01

0

=−Π∫
t

t
dtKδ    (2.4.6) 

onde: 

∫∫∫ ΓΩΩ
Γ−Ω−Ω=+=Π

σ

εσ dutdufdVU iiiiijij2
1    (2.4.7) 

∫Ω
Ω= duuK ii &&ρ

2
1    (2.4.8) 

A equação (2.4.6) é conhecida como o princípio de Hamilton e diz que a 

integral ( )∫ −Π
1

0

t

t
dtK  tem valor estacionário, em um sistema elástico submetido a 

um carregamento dinâmico conservativo. 
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2.5.O Potencial de Hellinger-Reissner Generalizado 

O potencial de Hellinger-Reissner é um potencial mais geral do que aquele 

tradicionalmente utilizado no método convencional de elementos finitos, pois ele 

conta com dois campos, um de tensões f
iσ  no domínio Ω do elemento e outro 

de deslocamentos iu~  no contorno Γ do elemento, diferentemente do potencial 

utilizado no método convencional, que conta apenas com um campo de 

deslocamentos, para o domínio e o contorno do elemento. 

Com o intuito de se chegar a uma formulação híbrida de elementos finitos, 

a ser abordada na próxima seção, a equação (2.4.6) apresentada na seção 

anterior deve ter relaxada a condição de compatibilidade entre deformações e 

deslocamentos dada pela equação (2.2.4), de forma a se ter uma versão 

generalizada do princípio de Hamilton (Dumont e Oliveira, 1997). 

Abaixo tem-se a equação (2.4.6) reescrita de forma mais conveniente: 

∫ ∫ ∫∫ ∫ =





 Ω−Γ−Ω−Ω

Γ ΩΩ Ω

1

0

0
2
1)(0

t

t iiiiiiij dtduudutdufdU
σ

ρεδ &&    (2.4.6) 

O princípio de Hamilton pode ser generalizado na forma: 

( ) ( ) 0~~~
2
1

2
1~~)(

,,

0
1

0

=



Ω−+Ω






 +−−



 −Ω−Γ−Ω−Ω

∫ ∫

∫ ∫ ∫∫ ∫

Ω Ω

Γ ΩΩ Ω

dtduuduu

duudutdufdU

i
f

iiijji
f

ijij

t

t

f
i

f
iiiii

f
ij

λελ

ρεδ
σ

&&

   (2.5.1) 

em que se tem um campo de tensões f
ijσ , com conseqüentes deformações f

ijε  

e deslocamentos f
iu , de tal maneira que as equações de equilíbrio dinâmico 

(2.2.1) e (2.2.2) sejam satisfeitas em Ω  como premissa, e um campo de 

deslocamentos iu~  que satisfaça a condição de compatibilidade (2.2.5) em uΓ . 

Os multiplicadores de Lagrange ijλ  e iλ  são necessários para a inclusão 

adequada dos dois termos de energia advindos do relaxamento da equação de 

compatibilidade (2.2.4) assim como do fato de que se têm dois campos de 

deslocamentos distintos. 

Pode-se reconhecer nos multiplicadores de Lagrange da equação (2.5.1) 

um sentido mecânico: a variável ijλ  corresponde a tensões no domínio Ω, 

enquanto iλ  se refere a forças dinâmicas que agem no domínio Ω do elemento. 

Além disso, observa-se que a imposição de estacionariedade do potencial da 

equação (2.5.1) estabelece que as variáveis presentes devem ser relacionadas 

entre si através das equações (2.2.1)-(2.2.6). Sendo as equações (2.2.1) e 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 38

(2.2.2) satisfeitas como premissa (para o campo de tensões no domínio dado 

como uma série de soluções fundamentais), pode-se atribuir a ijλ  o sentido 

físico mais estrito de tensões f
ijσ , enquanto que iλ  assume sem erro o sentido 

estrito de forças dinâmicas f
iju&&ρ− . 

Por outro lado, sendo as deformações f
ijε  funções das tensões f

ijσ , deve-

se expressar a densidade de energia de deformação 0U  (ver figura 2.2) em 

termos da densidade de energia de deformação complementar cU0 , ou seja, 

∫∫∫ ΩΩΩ
Ω−Ω=Ω dUddU f

ij
cf

ij
f

ij
f

ij )()( 00 σεσε    (2.5.2) 

Para materiais linearmente elásticos, os valores dos termos ( )f
ij

CU σ0  e ( )f
ijU ε0  

são iguais. A diferença existente consiste na forma conceitual como estas duas 

parcelas são descritas, conforme ilustra a figura 2.2. 

ε
ijδε

δσij

σij

ε ij

U  (     )C
0

U  (     )0

U  =0
Cδ      ε δσijij

U  =δ      σ δε0 ij ij

 
Figura 2.2: Gráfico da energia interna de deformação de um corpo elástico. 

 

Aplicando-se o teorema de Green ao quinto termo de integração da 

equação (2.5.1), em que se escreve f
ijσ  em lugar de ijλ , visto que são 

equivalentes como mencionado anteriormente, e levando em conta a simetria do 

tensor f
ijσ , equação (2.2.2), tem-se 

( )
Ω+Γ−Ω=

=Ω−Ω=Ω





 +−

∫∫∫
∫∫ ∫

ΩΓΩ

ΩΩ Ω

dudud

dudduu

i
f

jijij
f

ij
f

ij
f

ij

ji
f

ij
f

ij
f

ijijji
f

ij
f

ij

~~

~~~
2
1

,

,,,

σησεσ

σεσεσ
   (2.5.3) 

onde jη  é o vetor dos co-senos diretores de um elemento de superfície dΓ, de 

acordo com a figura 2.1. 

A substituição das equações (2.5.2) e (2.5.3) na equação (2.5.1), 

escrevendo-se f
iu&&ρ−  em lugar de iλ , fornece: 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 39

( )[ ]
( ) 0~

2
1~

~~

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0
,0

=Ω−+Ω+Γ−

−Γ+Ω++=Π−

∫ ∫∫ ∫∫ ∫
∫ ∫∫ ∫

ΩΩΓ

ΓΩ

t

t i
f

i
f

i

t

t

f
i

f
i

t

t ij
f

ij

t

t ii

t

t ii
f

jij
c

R

dtduuudtduudtdu

dtdutdtdufU

&&&& ρδρδησδ

δσδδ
σ    (2.5.4) 

que é a expressão mais geral do potencial de Hellinger-Reissner, apresentada 

de maneira adequada em sua forma estacionária. Nesta expressão têm-se 

apenas duas variáveis independentes entre si, que são o campo expresso em 

termos de tensões f
ijσ  e deslocamentos f

iu  no domínio Ω, aproximados por 

soluções fundamentais, e o campo de deslocamentos iu~ , que necessitam ser 

descritos apenas no contorno Γ do corpo, por funções de interpolação como no 

método de elementos finitos tradicional. A integral de domínio do termo entre 

colchetes na equação (2.5.4) não será avaliada, pelo fato de cU0  ser expresso 

em termos de soluções fundamentais, como se verá na próxima seção, além do 

fato de se fazer uma transformação da expressão de ii uf ~ , para levar sua 

integral do domínio para o contorno (não discutido nesta dissertação).  
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2.6.Formulação do Método Híbrido dos Elementos Finitos 

O ponto de partida para a formulação do método híbrido dos elementos 

finitos é a condição de estacionariedade do Potencial de Hellinger-Reissner, eq. 

(2.5.4), reescrita abaixo por motivo de conveniência: 

( )[ ]
( ) 0~

2
1~

~~

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0
,0

=Ω−+Ω+Γ−

−Γ+Ω++=Π−

∫ ∫∫ ∫∫ ∫
∫ ∫∫ ∫

ΩΩΓ

ΓΩ

t

t i
f

i
f

i

t

t

f
i

f
i

t

t ij
f

ij

t

t ii

t

t ii
f

jij
c

R

dtduuudtduudtdu

dtdutdtdufU

&&&& ρδρδησδ

δσδδ
σ    (2.5.4) 

Nas próximas subseções são feitas transformações no potencial de 

Hellinger-Reissner de forma a se obter sua expressão matricial e alguns 

comentários acerca das propriedades físicas das matrizes obtidas. 

 

2.6.1.Particularização da Condição de Estacionariedade do Potencial 
de Hellinger-Reissner para o Caso de Soluções Fundamentais Não-
Singulares 

Sobre a equação (2.5.4) faz-se a seguinte transformação, relacionada ao 

quarto termo de integração do lado direito da primeira igualdade: 

[ ]

∫ ∫∫ ∫∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫
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dtduudtduudtduu

ddtuuuudtdudtduu

&&&&&&

&&&
&&&

ρδρδδρ

δδρ
ρδρ

δ
  (2.6.1) 

Tal transformação fornece a seguinte expressão para a condição de 

estacionariedade do potencial de Hellinger-Reissner, 

( )[ ]
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dtdutdtduufU
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&&

ρδησδ

δρσδδ

σ

σ    (2.6.2) 

O desenvolvimento da variação (expressa pelos termos em δ ) fornece: 
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dtdudtdut
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&&
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ρδδησ

ηδσδ

δρσ

ρδδσδδ

σ

   (2.6.3) 

Porém, o termo relativo à energia de deformação complementar ainda 

pode ser desenvolvido da seguinte forma, 
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( )
∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫
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   (2.6.4) 

Sua substituição na equação (2.6.3) fornece a equação do potencial de 

Hellinger-Reissner em sua forma mais adequada à discretização numérica, qual 

seja: 

( )( ) ( )
( ) ( ) 0~~
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0
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0
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0
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dtdutdtduuf

dtduudtduuu

δησδρσ

ηδσρδδσδ

&&

&&
  (2.6.5) 

Entretanto, antes que se faça tal discretização, ainda é possível tornar a 

equação (2.6.5) mais simples e direta para a discretização numérica. 

Tal simplificação se dá através da condição expressa pelas equações 

(2.3.3) e (2.3.4) que, para solução fundamental não-singular, torna nulos o 

primeiro e o terceiro termos de integração da equação (2.6.5), fornecendo: 

( ) ( ) 0~~ 1

0

1

0

=Γ−−Γ−=Π− ∫ ∫∫ ∫ ΓΓ

t

t iij
f

ij

t

t i
f

ij
f

ijR dtdutdtduu δησηδσδ    (2.6.6) 

que é a expressão mais adequada do potencial de Hellinger-Reissner para 

soluções fundamentais não-singulares. 

 

2.6.2.Discretização da Condição de Estacionariedade do Potencial de 
Hellinger-Reissner para Soluções Não-Singulares 

De acordo com a Seção 2.3, as tensões f
ijσ  e os deslocamentos f

iu  no 

domínio Ω são expressos como 
p
ij

*
ij

f
ij σ+σ=σ    (2.3.1) 

p
i

*
i

f
i uuu +=    (2.3.2) 

A substituição destas expressões, equações (2.3.1) e (2.3.2), na equação 

(2.6.6), fornece: 

( ) ( )
( )[ ] 0~

~

1

0

1

0

*
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=Γ−+−

−Γ−++=Π−
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t iij
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ijij

t

t i
p
iij

p
ijijR

dtdut

dtduuu

δησσ

ηδσδσδ
   (2.6.7) 

Deve-se aqui lembrar que o termo p
ijσ  que aparece na equação (2.3.1) é 

um termo constante e portanto sua variação p
ijδσ  na equação acima é nula. 
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A discretização numérica da equação (2.6.7) é feita através das seguintes 

expressões para as tensões *
ijσ  e deslocamentos *

iu  no domínio Ω e os 

deslocamentos iu~  no contorno Γ do elemento, respectivamente, 

*
m

*
ijm

*
ij pσ=σ    (2.6.8) 

*
m

*
im

*
i puu =    (2.6.9) 

mimi duu~ =    (2.6.10) 

onde *
mp  são parâmetros nodais de força, md  são parâmetros nodais de 

deslocamento e imu  são funções de interpolação de deslocamentos iguais às 

utilizadas no método de elementos finitos convencional. 

Utilizando-se por fim as expressões dadas pelas equações (2.6.8), (2.6.9) 

e (2.6.10), a equação (2.6.7) torna-se: 

( )
( )[ ] 01

0

1

0
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****

=Γ−+−

−Γ−+=Π−

∫ ∫
∫ ∫
Γ

Γ
t

t ninij
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ijmijm

t

t nin
p

ininjmijmR

dtddutp

dtdduupup

δησσ

ηδσδ
   (2.6.11) 

Então, a nova expressão para a forma estacionária do potencial de 

Hellinger-Reissner, escrita na forma matricial, passa a ser 

( ) ( )[ ] 01

0

*** =−+−+−=Π− ∫
t

t

bTTT
R dtpppHdbHdFpp δδδ    (2.6.12) 

em que as quantidades *p  e d são vetores contendo os parâmetros *
mp  e md , 

respectivamente – incógnitas primárias do problema. A matriz F é a matriz de 

flexibilidade, simétrica por construção, como pode ser visto na equação (2.6.13) 

abaixo; H é uma matriz de transformação cinemática, e b um vetor de 

deslocamentos nodais equivalentes às forças de corpo, como mostram as 

equações (2.6.14) e (2.6.15), a seguir: 

[ ] [ ] ∫Γ
Γ=≡ duF jijminmn ησ **F    (2.6.13) 

[ ] [ ] ∫Γ
Γ=≡ duH jijminmn

T ησ *H    (2.6.14) 

[ ] [ ] ∫Γ
Γ=≡ dub jijm

p
im

T ησ *b    (2.6.15) 

As quantidades bp  e p  que aparecem na equação (2.6.12) são vetores de 

forças nodais equivalentes relativos às forças de corpo if  e às forças de tração 

it , respectivamente, e são definidas como 

[ ] [ ] ∫Γ
Γ=≡ dup j

p
ijim

b
m

b ησp    (2.6.16) 
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[ ] [ ] ∫Γ
Γ=≡ dtup iimmp    (2.6.17) 

Quanto à matriz b da equação (2.6.15), é possível escrever 
b

jijm
b
ninjijm

p
i ddudu Hdb =Γ=Γ= ∫∫

ΓΓ

ησησ **    (2.6.18) 

em que bd  contém deslocamentos p
iu  medidos diretamente em pontos nodais 

do contorno. 

Portanto, para um determinado instante de tempo e valores arbitrários de 
*pδ  e dδ  a equação (2.6.12) decompõe-se em duas novas equações: 

 )( bddHFp −=∗    (2.6.19) 

bpppHT −=∗    (2.6.20) 

Eliminando-se *p  nestas equações, tem-se, finalmente, 

bbT ppddHFH −=−− )(1    (2.6.21) 

em que 

KHFH =−1T    (2.6.22) 

é uma matriz de rigidez positiva semidefinida, que transforma deslocamentos 

nodais )( bdd −  em forças nodais em equilíbrio com o conjunto de forças nodais 

equivalentes ( )bpp −  definidas no lado direito da equação (2.6.21). 

A matriz H, para o caso de soluções fundamentais não-singulares 

construídas para um conjunto polinomial completo, é em geral uma matriz 

retangular, visto que há mais parâmetros de força *p  do que parâmetros de 

deslocamentos )( bdd −  na equação (2.6.19), isto é ( ) ( )bddp* −≥ dimdim  (ver 

tabelas 3.1 e 3.2, no Capítulo 3), ao contrário do que ocorre no método híbrido 

de elementos de contorno, onde H é sempre quadrada. 

Para problemas no domínio do tempo com a utilização de soluções 

fundamentais não-singulares, a matriz F é não-singular e sua inversa pode ser 

encontrada diretamente, como indica a equação (2.6.22). Já para problemas 

estáticos ou de regime permanente, a matriz F é singular e sua inversa deve ser 

obtida através do procedimento apresentado no Apêndice A. 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 44

2.6.3.Propriedades Físicas Relacionadas às Matrizes H, F e K 

Tecer-se-ão aqui alguns comentários acerca das propriedades físicas 

relacionadas às matrizes H, F e K, as quais dizem respeito às transformações 

sofridas pelos vetores de deslocamentos nodais )( bdd −  e de forças nodais 

( )bpp −  que aparecem na equação (2.6.21). 

No sistema externo ou global, os deslocamentos nodais )( bdd −  

descrevem um campo de deslocamentos compatível em todo o contorno Γ. A 

estes deslocamentos )( bdd −  correspondem as forças nodais ( )bpp −  

energeticamente equivalentes às solicitações externas que atuam no contorno. 

Os deslocamentos )( bdd −  podem assumir valores arbitrários, porém as forças 

equivalentes ( )bpp −  devem ser sempre auto-equilibradas. 

No sistema interno ou local, a parcela estática das forças nodais *p  define 

um campo de tensões no domínio Ω . A estas forças nodais *p  correspondem 

deslocamentos nodais *d  que podem ser definidos a partir do princípio dos 

trabalhos virtuais como, 
** Fpd =    (2.6.23) 

em termos da matriz de flexibilidade F, previamente definida. Estes 

deslocamentos nodais equivalentes não existem fisicamente, de modo a serem 

diretamente mensuráveis, mas são grandezas mecanicamente equivalentes, em 

termos de trabalhos virtuais, ao campo de deslocamento correspondente às 

forças aplicadas. 

A substituição da equação (2.6.23) na equação (2.6.19) permite concluir 

que H é uma matriz de incidência cinemática, que relaciona os deslocamentos 

nodais )dd( b−  do sistema externo com os deslocamentos nodais equivalentes 

*d  do sistema interno de coordenadas: 

( )b* ddHd −=    (2.6.24) 

Da equação (2.6.20) advém que a matriz TH  realiza uma transformação 

de equilíbrio entre forças nodais *p  do sistema interno e as forças nodais 

equivalentes ( )bpp −  do sistema externo de coordenadas, que equivale ao 

princípio da contragradiência. 

Já das equações (2.6.21) e (2.6.22), como mencionado acima e ressaltado 

novamente, tem-se que K é uma matriz de rigidez, que realiza uma 
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transformação linear dos deslocamentos nodais )( bdd −  em forças nodais 

equivalentes ( )bpp − : 

( ) )( bb ddKpp −=−    (2.6.25) 
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2.7.Análise Geral de Problemas Dependentes do Tempo no Domínio 
da Freqüência 

Nesta seção faz-se a análise de problema sem amortecimento. Uma 

abordagem generalizada para problemas com amortecimento viscoso é feita em 

Dumont (2005a). 

 

2.7.1.Mudança do Domínio do Tempo para o Domínio da Freqüência 

Com o objetivo de se chegar a uma formulação no domínio da freqüência a 

partir dos desenvolvimentos gerais feitos nos itens anteriores, supõe-se que as 

funções de tensões *
ijσ , equação (2.6.8), e de deslocamentos *

iu , equação 

(2.6.9), no domínio Ω, assim como as funções de deslocamentos iu~  no contorno 

Γ, equação (2.6.10), podem ser expressas por uma separação de variáveis de 

espaço e de tempo, para uma dada freqüência circular de vibração ω: 

),t()(p)( *
m

*
ijm

*
ij ωτωωσ=σ   em Ω  (2.7.1) 

),t()(p)(uu *
m

*
im

*
i ωτωω=   em Ω  (2.7.2) 

),t()(duu~ mimi ωτω=   em Γ  (2.7.3) 

Sendo ),t( ωτ  definido de tal maneira que, 

),t(
t

),t(
ωτω−=

∂
ωτ∂ 2

2

2

   (2.7.4) 

De acordo com o que é exposto na Seção 2.3, as equações (2.7.1) e 

(2.7.2) são expressões de soluções fundamentais e portanto satisfazem a 

equação (2.3.7) para uma dada freqüência circular ω, ou seja, 

02 =ωρω+ωσ )(u)( *
i

*
j,ij     (2.7.5) 

Portanto, de acordo com as equações (2.7.1)-(2.7.3), as equações (2.6.19) 

e (2.6.20) ficam, para uma dada freqüência circular ω, 

( ) 0)()()()()( =−− ωωωωω bddHpF *    (2.7.6) 

( ) 0)()()()( =−− ωωωω bpppH *T    (2.7.7) 

em que )(ωbp , )(ωp  e )(ωbd  são, de acordo com as equações (2.6.16), (2.6.17) 

e (2.6.18), os componentes harmônicos dos vetores gerais dependentes do 

tempo bp , p  e bd , respectivamente. As matrizes H(ω) e F(ω), nas equações 

(2.7.6) e (2.7.7), são matrizes não-singulares, e por isso a obtensão de K, de 

acordo com a equação (2.6.22), é direta. 
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As soluções da equação (2.7.5) podem ser expressas adequadamente 

como 

)()()( *
ijm

*
ijm

*
ijm ωσ+σ←ωσ 0     (2.7.8) 

)(u)(u)(u *
im

*
im

*
im ω+←ω 0     (2.7.9) 

em que )(*
ijm 0σ  e )(u*

im 0  correspondem à solução fundamental da parte estática 

do problema. 

Como conseqüência de escrever as soluções fundamentais na forma das 

equações (2.7.8) e (2.7.9), as matrizes F e H, das equações (2.7.6) e (2.7.7), 

podem ser formalmente representadas como 

ϖ+←ω FF)(F 0     (2.7.10) 

ϖ+←ω HH)(H 0     (2.7.11) 

em que os termos 0F  e 0H  correspondem às matrizes da formulação estática. 

 

2.7.2.Propriedades Espectrais das Matrizes H0 e F0 

As matrizes 0F  e 0H  que aparecem nas equações (2.7.10) e (2.7.11) 

possuem certas propriedades espectrais que merecem alguns comentários. 

Se os deslocamentos )( bdd −  corresponderem a movimento de corpo 

rígido, a parte independente do tempo do vetor de forças nodais equivalentes 

( )b
00 pp −  deve ser nula, o que em termos de trabalhos virtuais significa que 

( ) 000 =− bT ppW    (2.7.12) 

em que W é uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal do espaço 

dos deslocamentos de corpo rígido, tal que 

IWW =T     (2.7.13) 

onde, I é a matriz identidade. A equação (2.7.13) implica  

=TWW  matriz idempotente única   (2.7.14) 

No caso de um domínio limitado, deslocamentos de corpo rígido, 

representados pela matriz ortogonal W, não podem ser transformados em 

deslocamentos nodais equivalentes *d  pela parte estática da matriz cinemática, 

0H , conseqüência da condição de ortogonalidade de ( )bpp −  ao espaço de 

deslocamentos de corpo rígido dada pela equação (2.7.12), ou seja, 

0WH =0     (2.7.15) 
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o que significa que há em geral uma matriz V cujas colunas formam uma base 

ortogonal do espaço de forças *p  que correspondem a forças nodais 

equivalentes ( )bpp −  desequilibradas, referentes a deslocamentos de corpo 

rígido, ou seja, 

0VH =T
0     (2.7.16) 

de tal modo que 

IVV =T     (2.7.17) 

De fato, a matriz V é um conjunto de autovetores correspondentes aos 

autovalores nulos da matriz T
0H . Porém, a obtenção de V através deste 

procedimento pode encontrar problemas de mau condicionamento. Uma solução 

para este problema é considerar que, se ambos os conjuntos de deslocamentos 

)( bdd −  e *d são fisicamente os mesmos graus de liberdade, então as bases V 

e W são linearmente dependentes. Como conseqüência, há uma base não-

normalizada V~  cuja normalização produz a base ortonormal V, que pode ser 

projetada em W, na forma 

WVWW =~T     (2.7.18) 

Então, V~  pode ser obtida como solução do sistema 

( ) WVWWH =+ ~TT     (2.7.19) 

Como a matriz ( )TT WWH +  é não singular por construção, V~  tem 

solução única na equação acima. Conseqüentemente, a normalização da matriz 

V~  leva à base V que satisfaz a equação (2.7.16). 

Em conseqüência da equação (2.7.16), e de acordo com a equação 

(2.6.23), conclui-se que 

0VF =0     (2.7.20) 

o que, em outras palavras, significa que a matriz de flexibilidade 0F  é singular, e 

o espaço nulo desta matriz é o mesmo da matriz T
0H . 

As propriedades espectrais dadas pelas equações (2.7.15),(2.7.16) e 

(2.7.20) são importantes para a correta interpretação da inversa 1
0
−F  necessária 

na expressão da matriz de rigidez, equação (2.6.22), no caso de problemas 

estáticos ou quase-harmônicos. 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 49

2.7.3.Desenvolvimento das Matrizes F e H em Séries de Freqüência 

Retornando, após o breve adendo sobre propriedades espectrais das 

matrizes 0F  e 0H , ao problema de domínio da freqüência, nota-se pelas 

equações (2.7.6) e (2.7.7), que as variáveis envolvidas no problema são funções 

de uma dada freqüência ω. Porém, ao invés de se formular o problema para uma 

dada freqüência, pode-se expressar as soluções fundamentais, equações (2.7.1) 

e (2.7.2), como uma série de potência de freqüências: 

( ) *
s

*
njks

n*
jks

*
jks

*
jks

*
s

n

i

*
ijks

i*
jk pp σω++σω+σω+σ=σω=σ ∑

=

2
2

4
1

2
0

0

2 L    (2.7.21) 

( ) *
s

*
njs

n*
js

*
js

*
js

*
s

n

i

*
ijs

i*
j puuuupuu 2

2
4

1
2

0
0

2 ω++ω+ω+=ω= ∑
=

L    (2.7.22) 

Como conseqüência, as matrizes F e H, definidas nas equações (2.6.13) e 

(2.6.14), assim como K, definida na equação (2.6.22), também se tornam séries 

de potência de freqüências, truncadas com um número arbitrário n de termos: 

∑
=

=
n

i
i

i

0

2 FF ω    (2.7.23) 

∑
=

=
n

i
i

i

0

2 HH ω    (2.7.24) 

∑∑
==

ω−=ω=
n

i
i

i
n

i
i

i

1

2
0

0

2 MKKK    (2.7.25) 

onde 0KK =i , para i = 0, é a matriz de rigidez estática da formulação de 

elementos discretos e ii MK −= , para i > 0, são matrizes aqui denominadas 

matrizes de massa generalizadas Mi (Dumont e Oliveira, 2001), que constituem 

na verdade uma mistura de matrizes de massa e rigidez. A única exceção é a 

matriz M1, que corresponde à matriz de massa obtida na formulação 

convencional, a qual é truncada depois de 2ω . 

A obtenção da matriz K como uma série de potência de freqüência passa 

pela inversão da matriz F dada também como uma série de potência de 

freqüência, conforme a equação (2.7.23). Na Seção 2.10 é mostrado como é 

feita tal inversão para o caso particular de matrizes simétricas positivas semi-

definidas (Dumont e Oliveira, 2001). Para casos gerais de inversão de matrizes 

em série de potência ver (Dumont, 2005). 

Compondo-se o vetor dependente do tempo, )( bdd − , de deslocamentos 

nodais, o qual se deseja encontrar, como a série truncada de m termos 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 50

( )∑
=

−=−≡−
m

j
j

b
jj

bb tddtt
1

),()()( ωτdddd    (2.7.26) 

torna-se possível modelar o comportamento de estruturas sem amortecimento, 

de acordo com a equação (2.6.25), como: 

( ) ( ) ( )ttt b
j

m

j

b
jj

n

i
i

i
j ppddMK −=−








−∑ ∑

= =

),(
1 1

2
0 ωτω    (2.7.27) 

que para valores de n igual a 3, por exemplo, resulta em, 

( )( ) ( ) ( )ttt b
m

j
j

b
jjjjj ppddMMMK −=ωτ−ω−ω−ω−∑

=1
3

6
2

4
1

2
0 ),(    (2.7.27a) 

Para elementos de treliça e viga sem amortecimento, Przemieniecki (1968) 

escreveu a matriz de rigidez efetiva K da equação (2.7.25) na forma 

( ) ( ) )( 8
33

6
22

4
1

2
0 ωωωω O+−−−−−= KMKMMKK    (2.7.28) 

mas alguns autores Voss (1987) também obtiveram 

( ) ( ) ( ) )( 8
33

6
22

4
11

2
0 ωωωω O+−−−−−−= KMKMKMKK    (2.7.29) 

com uma matriz coeficiente 2K  multiplicando 2ω , o que não está correto, já que 

este termo é nulo em qualquer formulação consistente de elementos finitos, o 

que está coerente com os desenvolvimentos dos livros clássicos sobre dinâmica 

que mantém os termos até 2ω : )( 4
1

2
0 ωω O+−= MKK . 

Na equação (2.7.27) os vetores de deslocamentos )( b
jj dd −  são as 

incógnitas do problema, a serem determinadas para as forças de domínio e 

contorno, além de velocidades e deslocamentos nodais iniciais. O número n de 

matrizes relacionadas à freqüência é arbitrário. 

A vantagem de tal formulação baseada em série de freqüências é que ela 

proporciona uma melhor satisfação da equação diferencial de equilíbrio dinâmico 

de tensões, equação (2.2.1), em pontos internos do corpo elástico (Dumont e 

Oliveira, 1997), o que, para uma mesma discretização do domínio da estrutura, 

comparada ao método de elementos finitos convencional, fornece resultados 

com maior precisão numérica. 

De acordo com a definição de ),t( ωτ  na equação (2.7.4), a equação 

(2.7.27) pode ser escrita alternativamente como, 

( ) ( ) ( )tt
t

bb
n

i
i

i

i
i ppddMK −=−









∂
∂

−− ∑
=1

2

2

0 )1(    (2.7.30) 

a qual é um sistema acoplado de equações diferenciais de alta ordem de tempo 

que faz uso de matrizes obtidas na formulação de freqüência. 
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2.8.Solução para o Problema de Autovalor Não-linear 

O problema de autovalores não-linear relacionado à equação (2.7.30) tem 

a forma 

0MK =− ∑
=

n

i

i
i

1

2
0 ΦΩΦ    (2.8.1) 

onde 2Ω  é uma matriz diagonal com tantos autovalores 2ω  quanto o número de 

graus de liberdade da estrutura e Φ é uma matriz cujas colunas são os 

autovetores correspondentes. Este problema de autovalor não-linear é de difícil 

tratamento, visto que a convergência numérica não pode ser facilmente 

assegurada e que erros de arredondamento ocorrem inevitavelmente. 

Uma maneira de se tratar este problema adequadamente consiste em 

transformar a equação (2.8.1) em um problema de autovalor linear, através da 

utilização de matrizes aumentadas, com o custo de se ter aumentado de n vezes 

o número de incógnitas do problema. 

Assim sendo, o problema de autovalor linear aumentado, relacionado à 

equação (2.7.30) e correspondente à equação (2.8.1), é 
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  (2.8.2) 

em que 

.1,,0,1,,1e 2
0

22 −=−==≡≡ njnii
jjij KK                   Φ,Φ 000 ΩΦΦΩΩ   (2.8.3) 

Os autovalores e autovetores aumentados que aparecem nas equações 

(2.8.2) e (2.8.3) são em geral complexos. Entretanto, apenas o cálculo dos 

subconjuntos reais Ω e Φ é requerido em uma aplicação prática. 

Sendo o problema de autovalor aumentado expresso pela equação (2.8.2) 

linear em 2
jΩ , os autovetores correspondentes constituem uma base ortogonal, 

embora ainda não ortonormal. O critério de normalização para estes autovetores 

é, classicamente, 
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   (2.8.4) 

A avaliação da submatriz (0,0) do sistema acima, tendo em conta a 

equação (2.8.3), permite que se perceba que ΦΦ ≡00  será uma base ortonormal 

apenas se 

IM =∑ ∑
= =

−−
n

i

n

ij

i
j

Tij

1

2222 ΦΩΦΩ    (2.8.5) 

A expressão acima, para n igual a 3, vale 

IMMM
MMM

=++
+++

4T2T22T

T4T2T

ΦΩΦΦΩΦΩΦΩΦ
ΦΦΩΦΦΩΦΦ

332

321    (2.8.5a) 

ou, para um par de autovalor 2
jω  e autovetor jΦ , 

( ) 132 3
4

2
2

1 =++ jjj
T

j ΦΦ MMM ωω    (2.8.5b) 

Portanto, deve-se apenas trabalhar com Φ  de forma que a equação (2.8.5) 

seja atendida. Os autovetores Φ≡Φ00 , quando obtidos através da equação 

(2.8.2), ainda não estão normalizados de forma a atender à equação (2.8.5). 

Para isso relaciona-se o autovetor não normalizado, Φ~ , com o normalizado por 

meio de uma matriz diagonal Λ , 

ΛΦ=Φ ~    (2.8.6) 

que pode ser encontrada através da substituição da equação (2.8.6) em (2.8.5), 

resultando 

2
1

1

2222 ~~
−

= =

−−









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n

i

n

ij

i
j

Tij ΩΦΦΩ MΛ    (2.8.7) 

A expressão acima, para n = 3 e um par de autovalor 2
jω  e autovetor jΦ , 

vale 

( )( ) 2
1~32~

3
4

2
2

1
−

++= jjj
T

j ΦΦ MMM ωωλ    (2.8.7a) 

Além disso, pode-se expressar que, desde que a equação (2.8.4) assegura 

a normalização dos vetores, então, da equação (2.8.2), 
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   (2.8.8) 

Tendo em vista a equação (2.8.3), pode-se calcular a submatriz (0,0) do 

sistema acima, a qual, juntamente com a equação (2.8.5), constrói a partir da 

equação (2.8.2) a expressão 

02

1

222
1

1 1

22
0 =








−








+ ∑∑∑∑

= =

−
−

=

−

=
+ ΩΦΩΦΩΦΩΦΩΦΦ

n

i

n

ij

i
j

Tj
n

i

in

j

j
ij

TiT MMK   (2.8.8) 

ou, como conseqüência de os autovetores Φ  serem ortonormais, 

2
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1 1
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A expressão da equação acima, para n igual a 3, vale 

( ) 2
3320 ΩMMMK =+++ 2T44T22T2T ΦΩΦΩΦΩΦΩΦΩΦΩΦΦ    (2.8.9a) 

ou, para um par de autovalor 2
jω  e autovetor jΦ , 

( ) 2
3

6
2

4
0 2 jjjj

T
j ωωω =++ ΦΦ MMK    (2.8.9b) 
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2.9.Uso de um Processo de Superposição Modal 

2.9.1.Processo de Superposição Modal 

Apesar de toda a complexidade envolvida na solução da equação (2.7.30), 

reescrita abaixo, 

( ) ( ) ( )tt
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bb
n

i
i

i

i
i ppddMK −=−


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−− ∑
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2

0 )1(    (2.7.30) 

é possível utilizar-se de um processo de superposição modal na solução deste 

sistema de equações diferenciais parciais de alta ordem. 

Independentemente da suposição feita sobre a forma do vetor de 

deslocamentos dependentes do tempo ( ))()( tt bdd − , pode-se introduzir um 

conjunto de deslocamentos auxiliares )()( tid , em que o subscrito entre 

parênteses indica que eles constituem um conjunto, tal que 

( ) ni
t i

bi
i

i ,,1)1( 2

2

)( K=
∂

−∂
−=         ,

ddd    (2.9.1) 

Portanto, de acordo com a equação (2.9.1), a equação (2.7.30) pode ser 

reescrita como um sistema aumentado, 
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   (2.9.2) 

em que os dois pontos sobre os elementos do vetor que multiplica a segunda 

matriz aumentada representa a segunda derivada em relação ao tempo. 

Então, partindo-se da equação (2.9.1), pode-se aproximar os 

deslocamentos dependentes do tempo ( ))()( tt bdd −  e )()( tid  como uma soma 

finita de contribuições dos vetores aumentados (normalizados) 0iΦ , introduzidos 

como a primeira coluna  da matriz de autovetores aumentados na equação 

(2.9.2), multiplicados por um conjuntos de vetores de amplitudes )(tηη jj ≡ , os 

quais serão as novas incógnitas do problema: 
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   (2.9.3) 

De acordo com a equação (2.9.3), a equação (2.9.2) se torna 
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   (2.9.4) 

Finalmente, pré-multiplicando-se esta equação por TΦ 0i , levando-se em 

conta a equação (2.9.3) e considerando que os autovetores são normalizados de 

acordo com a equação (2.9.4), tal que a equação (2.8.8) seja satisfeita, chega-se 

a uma expressão muito simples para a submatriz (0,0) do sistema aumentado de 

equações: 

( ) ( )bTbb ppΦηηηηΩ −=−+− &&&&2    (2.9.5) 

que equivale à equação (2.7.30). Porém, a equação (2.9.5) é um sistema 

desacoplado de equações diferenciais parciais de segunda ordem, com tantas 

equações diferenciais quanto o número de autovetores de interesse a serem 

considerados e que pode ser facilmente integrada por meio de métodos de 

integração padrões. 

Esta equação é equivalente a 
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2 )1(&&    (2.9.6) 

A expressão da equação (2.9.5), para problemas que não consideram as 

forças de domínio, é 

pΦηηΩ T=+ &&2    (2.9.7) 

A expressão equivalente à equação (2.9.5) para problemas de potencial é 

( ) ( )bTbb ppΦηηηηΩ −=−+− &&2    (2.9.8) 

um sistema desacoplado de equações diferenciais parciais de primeira ordem, 

análogo ao sistema da equação (2.9.5). 
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2.9.2.Consideração de Velocidades e Deslocamentos Iniciais 

Para condições iniciais não-homogêneas, é necessário expressar )( 0tt =η  

e )( 0tt =η&  como funções dos deslocamentos )( 0tt =d  e velocidades )( 0tt =d&  

nodais iniciais. Com esse intuito, tem-se que solucionar o sistema geralmente 

retangular da equação (2.9.3) em termos das incógnitas ( )bηη− . O 

desenvolvimento a seguir está em (Dumont e Oliveira, 2001). 

Pré-multiplicando-se ambos os lados da equação (2.9.3) pela matriz de 

rigidez aumentada da equação (2.9.2) e, subseqüentemente, pré-multiplicando-

se a equação resultante por T
i0Ω , obtém-se 

[ ] ( )b

n

b

n

n
TnTT ηηΩ

d

d
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00M0
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K    (2.9.9) 

já que os autovalores satisfazem a equação (2.8.9). 

Desprezando-se os efeitos de forças de corpo, por motivo de conveniência, 

porém sem perda de generalidade, ler-se-á na equação acima o vetor de 

deslocamentos ( )bdd −  como d e o vetor de amplitudes ( )bηη−  como η. 

Então, em continuação fazem-se os produtos matriciais, considerando a 

equação (2.9.1), obtendo-se, 

∑∑
−

=
+

−

=

−−

∂
∂

−+=
in

j
j

j

ij
j

n

i

TiT

t1
2

21

1

22
0

2 )1( dMΦΩdKΦΩη    (2.9.10) 

Entretanto, esta equação só é aplicável se d e todos as suas 12 −n  

derivadas forem conhecidas no início do intervalo. Como em geral apenas os 

deslocamentos e as velocidades são conhecidas, deve-se obter uma solução 

alternativa. 

Substituindo-se os valores de )t(d )i( , para i > 0, na equação (2.9.9), por 

suas expressões dadas pela equação (2.9.3), obtém-se 

[ ] ηΩ
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K    (2.9.11) 

Então, executando todas as operações matriciais indicadas pela equação 

(2.9.11), resulta que 
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[ ] dKΦηΦKΦ 00
TT =    (2.9.12) 

já que, de acordo com a equação (2.8.9), as séries de produtos de matrizes 

multiplicando η simplificam para o termo em colchetes. Por fim, pode-se concluir 

sem suposições a mais que, se a equação (2.9.3) é válida, então 

[ ] dKΦΦKΦη 0
1

0
TT −

=    (2.9.13) 

também é válida e, conseqüentemente, 

[ ] )()( 00
1

00 tttt TT ===
− dKΦΦKΦη    (2.9.14) 

[ ] )()( 00
1

00 tttt TT ===
− dKΦΦKΦη &&    (2.9.15) 

que são as relações desejadas para expressar as condições iniciais nodais de 

um problema transiente, para Φ e Ω relacionados aos modos e freqüências de 

deformação elástica pura, respectivamente. Por outro lado, para os modos rigΦ  

e freqüências 0≡rigΩ  relacionados aos deslocamentos de corpo rígido, tem-se: 

dM1
T
rigrig Φη =    (2.9.16) 

O conjunto de equações diferenciais de tempo de segunda ordem 

desacoplado, equação (2.9.5), junto com as equações (2.9.13) e (2.9.16) para a 

consideração de deslocamentos iniciais, é a transformação da equação (2.7.30) 

para a solução de uma ampla gama de problemas dependentes do tempo por 

meio de uma superposição nodal e com base na formulação em freqüência. 

Note que se poderia ter escrito a seguinte seqüência de equações: 

ηΦ=d    (2.9.17) 

ΦηKdK 00 =    (2.9.18) 

ΦηKΦdKΦ 00
TT =    (2.9.19) 

chegando assim à equação (2.9.13) por meio de um processo muito simples. 

Entretanto, pré-multiplicar a segunda das equações acima pela matriz TΦ , a 

qual pode em geral ser retangular (se apenas alguns modos de deformação são 

de interesse), requer uma justificativa, a qual apenas ocorre no contexto do 

procedimento que terminou de ser traçado: o uso das propriedades ortogonais 

expressas pela equação (2.8.9). Além disso, note que a inversão do produto de 

matrizes simétrico indicado na equação (2.9.13) é inevitável no contexto dessa 

formulação não-linear dependente da freqüência. 
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2.9.3.Consideração de Deslocamentos Nodais Forçados 

Quando parte dos deslocamentos nodais são funções de tempo 

conhecidas, procede-se exatamente como na análise dinâmica convencional 

(Przemieniecki, 1968) e (Chaves, 2003), reescrevendo-se a equação (2.7.30) em 

termos de submatrizes, 
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   (2.9.20) 

em que os subscritos p e f referem-se a subconjuntos de deslocamentos nodais 

prescritos e livres, respectivamente. O segundo conjunto de submatrizes da 

equação acima pode ser dado explicitamente como: 

pb
n

i
i

i
fp
i

ifpfbfb
n

i
i

i
ff
i

iff

tt
)()1()()()1(

1
2

2
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
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∂

−−−−=−

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


∂
∂

−− ∑∑
==

 

   (2.9.21) 

Desde que todas as quantidades do lado direito da equação (2.9.21) são 

funções de tempo conhecidas, esta equação é formalmente equivalente à 

equação (2.7.30), para o propósito do processo de superposição modal usado 

para se chegar à equação (2.9.5). Uma vez que os deslocamentos fd  são 

obtidos, depois da transformação da equação (2.9.21) em um conjunto de 

equações diferenciais de segunda ordem desacoplado, as forças de reação 

dependentes do tempo relacionadas aos nós prescritos podem ser calculadas 

usando-se o primeiro conjunto da equação (2.9.20) de submatrizes. Uma palavra 

de cautela é necessária no que concerne à implementação numérica da equação 

(2.9.21) (Chaves, 2003), já que as altas ordens de derivação no lado direito da 

equação (2.9.21) podem conduzir a resultados não confiáveis se pb )( dd −  não é 

uma expressão fechada de tempo, mas ao invés, uma aproximação em série. 
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2.9.4.Avaliação dos Resultados em Pontos Internos 

Em formulações harmônicas, os parâmetros de força )(ω∗p  são obtidos, 

conforme a equação (2.7.6), por, 

( ))()()()( ωωωω bddSp −=∗    (2.9.22) 

onde )()()( 1 ωωω HFS −= . Para as séries de potências de freqüências 

introduzidas na subseção 2.7.3, de acordo com as equações (2.7.21)-(2.7.25), a 

equação acima é trocada por, 

( ))()()(
0

2 ωωωω b
n

i
i

i ddSp −≈ ∑
=

∗    (2.9.23) 

com 

∑∑∑
=
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==
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i
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i
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i
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i
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0

2
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0

2

0

2 HFS ωωω    (2.9.24) 

De acordo com a equação (2.7.22), os deslocamentos em pontos internos 

podem ser expressos como, 

∑∑∑
=

∗∗

= =

∗∗ ≡=
n

i

i
i

m

j

n

i
i

i
j uut

0

2

0 0

2)( pΩpu ω    (2.9.25) 

Em que, substituindo-se p* por sua expressão dada pela equação (2.9.23) 

e considerando-se a expressão de )dd( b−  dada pela equação (2.9.3), tem-se: 

( )∑∑
= =

∗ −=
n

i

i

j

bi
j-ijt

0 0

2)( ηηΦΩSuu    (2.9.26) 

que para n = 3, fornece: 

( ) ( )[
( ) ]ηΦΩSuSuSuSu

ΦΩSuSuSuΦΩSuSuΦSuu
6

03122130

4
021120

2
011000)(

∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

++++

++++++=t    (2.9.26a) 

Para a avaliação adequada da expressão acima, para o caso particular de 

problemas estáticos ou de regime permanente (para os quais se deve considerar 

a parcela relativa a deslocamentos de corpo rígido, que aparece na equação 

(2.3.8)), o leitor encontrará mais detalhes no Apêndice B. 

Particularmente no que concerne à inversão de matrizes em série de 

freqüência, o leitor terá mais detalhes, de forma completamente geral, em 

Dumont (2005). No item a seguir é feita uma particularização do problema de 

inversão de matrizes em séries de freqüência para os casos de matrizes 

simétricas, positivas semidefinidas. 
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2.10.Obtenção da Matriz de Rigidez como uma Série de Freqüências 

O caminho para se obter a matriz de rigidez K como uma série de potência 

de freqüência (Dumont e Oliveira, 2001), de acordo com a equação (2.7.25), 

passa pela inversão da matriz de flexibilidade F, como indicado na equação 

(2.6.22). Esta inversão pode se dar de duas formas, conforme a natureza dos 

limites do domínio, que podem ser: domínio infinito e domínio finito. 

No caso de domínio infinito, a matriz 0F  correspondente à parte estática da 

formulação em freqüência, como indicado na equação (2.7.10), é não-singular 

tornando assim o processo de obtenção da inversa de F simples e direto, como é 

mostrado abaixo. 

∑
=

=
n

i
i

i

0

2 XX ω    (2.10.1) 

em que 

1
00

−= FX    e   ni
i

j
jiii K1,

1
0 =−= ∑

=
−XFXX    (2.10.2) 

é a inversa de F, tal que 

)( 22 ++== nO ωIFXXF    (2.10.3) 

(As equações (2.10.1)-(2.10.3) aplicam-se de maneira análoga para a inversão 

de uma matriz de rigidez dependente da freqüência). 

Já para domínios finitos, a matriz 0F  é singular, como indicado pela 

equação (2.7.20), e por isso o cálculo da matriz inversa de F que satisfaça a 

equação (2.10.3) deixa de ser feito da forma simples e direta como 

anteriormente e requer o uso avançado da teoria de matrizes inversas 

generalizadas (Ben-Israel e Greville, 1980; Zielke,1970; Schulz, 1933, Dumont, 

2005). 

O processo de inversão de F para o caso de domínios finitos se dá da 

seguinte forma: a matriz X, da equação (2.10.1), passa a ser expressa como, 

∑
−=

=
n

i
i

i

1

2 XX ω    (2.10.4) 

onde se percebe o aparecimento de um termo adicional, 1
2

−
− Xω , em que 

( ) TT VVFVVX
1

11
−

− =    (2.10.5) 

A matriz 1F  que aparece na equação acima é não-singular, visto que ela é 

fisicamente relacionada à primeira matriz de massa do corpo elástico, mas 

poderia ser singular (Dumont, 2005). Introduzindo-se uma matriz auxiliar Y 
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( )TVVIFY −= −1
1    (2.10.6) 

pode-se demonstrar que a matriz coeficiente 0X  da equação (2.10.4) é expressa 

como 

( ) 121
1

00 −−

−
−+= XFXYVVYFYYX TTT    (2.10.7) 

Quanto aos termos restantes, eles podem ser obtidos de maneira 

recorrente: 

ni
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j
jijjiii K1,

1

1

1

1
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+

=

+

=
−+−− XFXXFXX    (2.10.8) 

Embora haja uma potência negativa da freqüência na equação (2.10.4), o 

produto matricial 
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i
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i
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jij

i

0

2

0 1

21 SHXHFS ωω    (2.10.9) 

requerido em ambas as expressões de *p na equação (2.6.12), como uma 

função de d, e como um passo intermediário no cálculo da matriz de rigidez K, 

não contém o termo 1
2

−
− Xω , já que 

0XH =−10
T    (2.10.10) 

de acordo com as equações (2.7.16) e (2.10.5). 

Portanto, finalmente, pode-se expressar a matriz de rigidez K como a série 

de potência, 
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ou, conforme a equação (2.7.25), 
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onde ii MK −=  para i > 0. 

O processo de obtenção da inversa da matriz F0 para o cálculo da matriz 

de rigidez K0 para o caso particular de problemas de elastostática é dado 

diretamente pela seguinte expressão: 

[ ] HVVFHK T 1−
+= T   (2.10.13) 

O Apêndice A no final teste trabalho mostra como é obtida a expressão 

dada pela equação (2.10.13). Uma apresentação geral do processo de inversão 

de matrizes em série de potência é feita em Dumont (2005). 
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3 
SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS NÃO-SINGULARES 

Este Capítulo apresenta as soluções fundamentais não-singulares, 

também conhecidas como funções T completas que nada mais são do que 

soluções homogêneas regulares da equação diferencial do problema, aplicadas 

no presente trabalho a problemas no domínio da freqüência. 

O nome de funções T completas vem sendo usado em homenagem ao seu 

criador Trefftz. O termo completas tem a ver com um polinômio completo. Tais 

soluções são aqui apresentadas, tanto para o caso de problemas de potencial 

como para problemas de elasticidade, num contexto independente e mais geral 

do que se pode obter na literatura (Qin, 2003). 

Inicialmente são abordadas as soluções fundamentais para os casos de 

problemas de potencial quase-harmônicos e harmônicos, Seção 3.1. Em seguida 

são apresentadas as soluções fundamentais para os casos estáticos e 

dinâmicos de elasticidade, este último no domínio da freqüência, Seção 3.2. E 

finalmente, são abordados os casos de espaços nulos relacionados à parte 

estática das soluções fundamentais, Seção 3.3. 

Neste trabalho interessam apenas as soluções fundamentais não-

singulares, as quais passarão a ser chamadas a partir deste ponto apenas de 

soluções fundamentais. Os desenvolvimentos aqui feitos são fortemente 

influenciados pelas apostilas e notas de aulas do curso de Método Híbrido de 

Elementos de Contorno ministrado na PUC-Rio pelo professor Dumont. Uma 

exposição resumida do que será aqui apresentado pode ser encontrada em 

(Dumont e Prazeres, 2004, 2005). 

 

3.1.Problemas de Potencial 

Nesta seção, diferentemente do que se fez na Seção 2.1, será priorizado o 

uso da notação indicial e todas as equações aqui utilizadas, mesmo aquelas já 

apresentadas na Seção 2.1, serão reescritas com uma nova numeração, com o 

intuito de facilitar o acompanhamento das deduções. 
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3.1.1.Problemas de Potencial Quase-harmônicos 

A equação diferencial de equilíbrio para problemas de potencial quase-

harmônicos (Zienkiewicz) é a equação de Poisson (para problemas com fonte 

interna) ou a equação de Laplace, como apresentado na Seção 2.1. Seja então 

a equação de Laplace, equação (2.1.14), reescrita abaixo em notação indicial: 

0=ii,u   em Ω  (3.1.1) 

A questão de se achar a solução fundamental da equação (3.1.1) envolve 

encontrar um campo potencial ∗
0u  que a satisfaça. 

A função ∗
0u  pode ser expressa como 

fg)(g)r(fu* ≡θ=0   (3.1.2) 

para problema 2D, em coordenadas polares. Portanto, a equação (3.1.1) se 

expressa 

011
2 =++ θθfg

r
gf

r
gf rrr   (3.1.3) 

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Esta equação pode ser 

subdivida em duas equações, 

01
2

2

=−+ f
r
mf

r
f rrr   (3.1.4) 

gmg 2−=θθ   (3.1.5) 

em que m é uma constante de separação, de valor qualquer, a princípio. 

A solução geral da equação (3.1.5) é 

)(sen)cos( 21 θθ mCmCg +=   (3.1.6) 

em que 1C  e 2C  são constantes arbitrárias. 

Como se requer que 

)()(
)()(
ππ

ππ

θθ gg
gg

=−
=−

  (3.1.7) 

verifica-se que m tem que ser um número inteiro, positivo ou negativo. 

A solução geral da equação (3.1.4) é uma combinação linear qualquer das 

funções mr  e mr − . No entanto, como somente interessam soluções que 

resultem em polinômios, toma-se apenas a primeira das soluções, com o que se 

obtém a expressão de ∗
0u , de acordo com a equação (3.1.2): 

( ))msen(C)mcos(Cru m* θ+θ= 210   (3.1.8) 
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A expressão correspondente em coordenadas cartesianas se obtém 

fazendo 

)cos(θrx =  e )(sen θry =   (3.1.9) 

Para corresponder a soluções que devem ser não-singulares e únicas, m 

deve ser um inteiro positivo. Note que haverá apenas uma solução possível para 

m=0 e duas soluções para cada valor subseqüente de m, o que corresponde a 

12 +n  soluções compreendidas por polinômios completos de grau n em 

coordenadas cartesianas. 

Para ilustrar o que foi dito até então, o conjunto de tais termos polinomiais 

para n=3 é dado abaixo para o vetor *
su0 , em que s está relacionado ao grau de 

liberdade de *
sp , 

323222

3322
0

331

3sen3cos2sen2cossencos1

yyxxxyyxxyyx

rrrrrru s

+−+−+−≡

=∗ θθθθθθ
  (3.1.10) 

Pode-se demonstrar que para o caso de problemas 3D a expressão de ∗
0u , 

em coordenadas esféricas (r,θ,ϕ), corresponde a: 

)cossen)((cos 210 θθθ lll CCLru mm +=∗    (3.1.11) 

em que 

)cos()(sen ϕθrx = , )(sen)(sen ϕθry =  e )cos(rz θ=   (3.1.12) 

e )(cosLm θl  é a função associada de Legendre de primeira ordem, com 

argumento θcos , na verdade uma função trigonométrica de θ calculada no 

contexto de “harmônicos esféricos” 

(http:/mathworld.wolfram.com/SphericalHarmonic.html). )(cosLL mm θ= ll  existe 

apenas para m≤l . Então, para todo 0≥m  existem 12 +m  soluções 

compreendidas na equação (3.1.11) e, como resultado, o conjunto de possíveis 

polinômios em coordenadas cartesianas até o grau n corresponde a ( )21+n . 

Para n = 3, por exemplo, obtém-se um vetor *
su0  com 16 soluções fundamentais: 
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   (3.1.13) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 65

Na Tabela abaixo é feito um resumo dos elementos 2D e 3D mais simples 

para problemas de potencial. Nela são apresentados o número de graus de 

liberdade interno (dimensão de p*) de cada elemento e a dimensão e o posto 

das matrizes H e F relacionadas. O valor n apresentado na segunda linha da 

tabela é o grau da função polinomial *
su0 . 

 
Tabela 3.1: Resumo de elementos 2D e 3D para problemas de potencial. 

Dimensão 2D 3D 

n 1 2 3 4 1 2 3 4 

12 +n  ( )21+n  ( )*pdim  
3 5 7 9 4 9 16 25 

Elemento T3 Q4 T6 Q8 Te4 H8 Te10 H20 

Dimensão 

de H 
3x3 5x4 7x6 9x8 4x4 9x8 16x10 25x20 

Posto de 

H 
2 3 5 7 3 7 9 19 

Dimensão 

de F 
3x3 5x5 7x7 9x9 4x4 9x9 16x16 25x25 

Posto de 

F 
2 4 6 8 3 8 15 24 

 

Ilustrações dos elementos T6 (triângulo de 6 nós), Q8 (quadrilátero de 8 

nós), Te10 (tetraedro de 10 nós) e H20 (hexaedro de 20 nós) são apresentadas 

nas Figuras 3.1 e 3.2 da Subseção 3.3.1. Delas também podem ser obtidas as 

formas dos elementos T3 (triângulo de 3 nós), Q4 (quadrilátero), tetraedro de 4 

nós e H8 (hexaedro de 8 nós) através da desconsideração dos nós nos meios 

das faces ou arestas, nos elementos 2D e 3D, respectivamente. 
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3.1.2.Problemas de Potencial Harmônicos 

A equação de governo do problema de potencial harmônico foi 

apresentada na Seção 2.1.2, equação (2.1.17), e é apresentada aqui novamente 

em notação indicial, sem consideração de fonte interna, ou seja, 

02 =+ uk~,u ii   em Ω  (3.1.14) 

A questão de se achar a solução fundamental da equação (3.1.14) envolve 

encontrar um campo potencial *u  que a satisfaça. 

Novamente, assim como feito para a função *u0  na Seção anterior, a 

função *u  pode ser expressa como 

fg)(g)r(fu* ≡θ=   (3.1.15) 

Portanto, em coordenadas polares, a equação (3.1.14) se expressa como 

011 2
2 =+++ θθ fgkfg

r
gf

r
gf rrr   (3.1.16) 

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Por seu lado, esta equação 

pode ser subdivida em duas, 

01
2

2
2 =








−++ f

r
mkf

r
f rrr   (3.1.17) 

gmg 2−=θθ   (3.1.18) 

em que m é uma constante de separação, de valor qualquer a princípio. 

A solução geral da equação (3.1.18) é: 

)cos()(sen 21 θθ mCmCg +=   (3.1.19) 

em que 1C  e 2C  são constantes arbitrárias. Como se requer que 

)(g)(g
)(g)(g
π=π−

π=π−

θθ

  (3.1.20) 

verifica-se que m tem que ser um número inteiro, positivo ou negativo. 

A solução geral da equação (3.1.17) é uma combinação linear qualquer 

das funções de Bessel )rk~(J m  e )rk~(Ym , de primeira e segunda espécie e 

ordem m, com argumento rk~ . Como somente interessam soluções que resultem 

em polinômios, toma-se apenas a primeira das soluções, com o que se obtém a 

expressão de *u , de acordo com a equação (3.1.15): 

( ) )~()cos()(sen 21
* rkJmCmCu mθθ +=   (3.1.21) 

Uma maneira mais adequada de escrever a solução *u  dada na equação 

(3.1.21) é: 
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( ) )sencos)(~(!~2 21
* θθ mCmCrkJmku m

m
+=   (3.1.22) 

em que o termo que multiplica )rk~(J m  é escolhido de tal maneira que **

k~
uulim 0

0
=

→
 

para ∗
0u  dado na equação (3.1.8). Como conseqüência, pode-se expressar o 

vetor *
su  de 12 +n  soluções fundamentais na forma de ∗

s0u  na equação (3.1.10), 

apenas trocando rm por ( ) )rk~(J!mk~ m
m

2 , considerando n o grau do polinômio 

completo que se obtém quando 0→k~ . 

A solução geral não-singular da equação de Helmholtz, equação (3.1.14), 

para problemas 3D em coordenadas esféricas, é 

)cossen)((cos)~(
)~2(!

)!12(
2121

* θθθπ
lll CCLrkJ

km
mu m

mm
+

+
= +   (3.1.23) 

com um fator multiplicando a função de Bessel de tal maneira que  a equação 

(3.1.11) seja obtida como o caso limite de 0→k~ . As funções de Bessel de 

ordem 21+m  são na verdade funções trigonométricas. Como ocorrido para o 

caso 2D, pode-se expressar o vetor *
su  das soluções fundamentais com 2)1( +n  

termos usando ∗
su0  definido na equação (3.1.13) com )rk~(J

)k~(!m
)!m(

mm 212
12

+
π+  no 

lugar de rm. 
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3.2.Problemas de Elasticidade 

3.2.1.Elastostática 

A equação diferencial de equilíbrio da elastostática, apresentada na 

equação (2.2.13), é reescrita abaixo por motivo de conveniência, sem a 

consideração de forças de corpo e levando em conta o que foi exposto na Seção 

2.3, no Capítulo 2, ficando então 

( ) 0
21

1
=

ν−
+ ji

*
jmjj

*
im ,u,u  em Ω  (3.2.1) 

Uma solução do problema proposto pode ser obtida considerando-se que o 

campo de deslocamentos *
imu  possa ser expresso em termos de uma função 

potencial imΦ  (função de Marguerre) na forma 

( ) ikkmkkimim ,,u Φ
ν−

−Φ=∗

12
1

0   (3.2.2) 

sendo 

( ) ( ) kkjijmjkjikmkkjijm
*

ji,jm ,,,u Φ
ν−
ν−

=Φ
ν−

−Φ=
12

21
12
1

0   (3.2.3) 

( ) ikjjkmkkjjim
*

jj,im ,,u Φ
ν−

−Φ=
12
1

0   (3.2.4) 

a equação (3.2.1) resulta em 

0=Φ kkjjim ,  ou ( ) 022 =Φ∇∇ im   (3.2.5) 

onde se considera que 

imim δΦ=Φ 0   (3.2.6) 

em que o índice 0 na função Φ0 se refere à solução estática e imδ  é um delta de 

Kronecker generalizado, onde o índice i corresponde às direções coordenadas x, 

y e z para o caso geral de problemas 3D e o índice m varia de 1 até o número de 

graus de liberdade do problema. 

Assim, uma solução simples pode ser formulada num sistema polar de 

coordenadas, para problemas bidimensionais, ou num sistema esférico de 

coordenadas, para problemas tridimensionais. 

A solução pode ser obtida pelo produto de uma função do raio r e uma 

função do ângulo θ, para problemas bidimensionais.  

Seja o duplo sistema de equações diferenciais, obtido a partir da equação 

(3.2.5), e considerando a equação (3.2.6), 
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



Ψ=Φ∇
=Ψ∇

00
2

0
2 0   (3.2.7) 

em que o índice 0 na função Ψ0 tem o mesmo significado de se referir ao 

problema estático com mencionado acima. Quanto aos subscritos im, que 

aparecem nas equações (3.2.5) e (3.2.6), são omitidos na equação acima 

apenas por simplicidade de notação. 

A função Ψ0 pode ser expressa como o produto de duas funções, 

fg)(g)r(f ≡θ=Ψ0   (3.2.8) 

Portanto, em coordenadas polares, a primeira das equações (3.2.7) se expressa 

011
2 =++ θθfg

r
gf

r
gf rrr   (3.2.9) 

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Por seu lado, esta equação 

pode ser subdivida em duas equações, 

01
2

2

=−+ f
r
mf

r
f rrr   (3.2.10) 

gmg 2−=θθ   (3.2.11) 

em que m é uma constante de separação, de valor qualquer, a princípio. Note 

que esse procedimento é igual ao procedimento utilizado na seção anterior 

(Seção 3.1). 

Assim como na Seção 3.2 a solução geral da equação (3.2.11) tem a 

forma 

)cos()(sen 21 θθ mCmCg mm +=   (3.2.12) 

em que mC1  e mC2  são constantes arbitrárias. 

Também aqui, assim como na seção anterior, se requer que 

)(g)(g
)(g)(g
π=π−

π=π−

θθ

  (3.2.13) 

em que se verifica que m tem que ser um número inteiro, positivo ou negativo. 

Como já se sabe, a solução geral da equação (3.2.10) é uma combinação 

linear qualquer das funções mr  e mr − . E, como somente interessam soluções 

que resultem em polinômios, apenas a primeira das soluções é válida, e portanto 

a expressão de 0Ψ , de acordo com a equação (3.2.8) fica 

( ))cos()(sen 210 θθ mCmCr mm
m +=Ψ   (3.2.14) 

Para a solução da segunda das equações (3.2.7), supõe-se também que 

0Φ  possa ser expressa por 
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fg)(g)r(f ≡θ=Φ0   (3.2.15) 

em que f  e g  são funções a determinar (diferentes das funções obtidas 

acima), de acordo com a equação 

( ) m
mmrrr rmCmCfg

r
gf

r
gf )cos()(sen11

212 θθθθ +=++   (3.2.16) 

A solução homogênea desta equação tem a mesma expressão de Ψ , na 

equação (3.2.14), com outras constantes de integração. Uma solução particular 

desta equação pode ser obtida se se escrever 

( ) m
mm

pp
r

p
rr rmCmC

gg
gf

r
f

r
f )cos()(sen111

212 θθθθ +=++   (3.2.17) 

Ficando evidente, então, que se pode supor para g  a mesma expressão 

da equação (3.2.12), resultando para pf  a equação 

mpp
r

p
rr rf

r
mf

r
f =−+ 2

21   (3.2.18) 

cuja solução é 

)m(
rf

m
p

14

2

+
=

+

  (3.2.19) 

e, portanto, tem-se a solução geral da equação (3.2.7): 

( ) ( ))cos()(sen
)1(4

)cos()(sen 43

2

210 θθθθ mCmC
m
rrnCnC mm

m
n

nn +
+

++=Φ
+

 (3.2.20) 

em que n e m são números inteiros positivos quaisquer. Esta função pode 

compor qualquer solução da função potencial geral imΦ , conforme a proposição 

do problema. A equação acima pode ser expressa, de maneira mais simples, 

como 

[ ]))2cos(())2((sen)cos()(sen 43210 θθθθ −+−++=Φ nCnCnCnCr nnnn
n   (3.2.21) 

A função Φ0 pode ser dada em termos da função *u0  da equação (3.2.8) ou 

da equação (3.2.11) para problemas 2D ou 3D, respectivamente, ficando 
∗=Φ 0

2
0 ur   (3.2.22) 

Sendo assim a expressão de *
imu0  da equação (3.2.2) que é função de 0Φ , 

que por sua vez é função de *u0 , é 

( ) ikkmkkimim rru ,0
2

,0
2*

0 12
1 ∗∗ Φ
−

−Φ=
ν

  (3.2.23) 
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Para efeito de ilustração, as soluções *
isu0  como desenvolvimento da 

equação (3.2.2), em que s se refere ao grau de liberdade de *
sp , para os casos 

bi e tridimensionais são, respectivamente: 









ν−−ν−−ν−

−ν−−ν−ν−
ν−

=
L

L

y)(xx)(y
xy)(yx)(

u*
is 8587430

8785043
1

1
0   (3.2.24) 









−−−−−
−−−−
−−−









−−−
−−−−

−−−−−

−
=

L

L

L

zyxyz
yzzy
xzx

xz
xxy

yzyx
u is

)107()109(
)109(0)107(

0)109(0

0)109(06500
0)109(0650

)109()107(0065

1
1*

0

νν
νν

ν

νν
νν

ννν

ν
  (3.2.25) 

O número de solução compreendidas pelo índice s dos deslocamentos ∗
isu0  

corresponde a um polinômio completo de grau n, ou seja, )12(2 +n  para 

problemas 2D e 2)1(3 +n  para problemas 3D. 

Na tabela abaixo é feito um resumo dos elementos 2D e 3D mais simples 

para problemas de elasticidade. Nela são apresentados o número de graus de 

liberdade interno (dimensão de p*) de cada elemento e a dimensão e o posto 

das matrizes H e F relacionadas. 

 
Tabela 3.2: Resumo de elementos 2D e 3D para problemas de elasticidade. 

Dimensão 2D 3D 

n 1 2 3 4 1 2 3 4 

( )122 +n  ( )213 +n  ( )*pdim  
6 10 14 18 12 27 48 75 

Elemento CST Q4 T6 Q8 Te4 H8 Te10 H20 

Dimensão 

de H 
6x6 10x8 14x12 18x16 12x12 27x24 48x30 75x60 

Posto de 

H 
3 5 9 13 6 18 24 54 

Dimensão 

de F 
6x6 10x10 14x14 18x18 12x12 27x27 48x48 75x75 

Posto de 

F 
3 7 11 15 6 21 42 69 
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Nas figuras a seguir são ilustrados os elementos T6 (triângulo de 6 nós), 

Q8 (quadrilátero de 8 nós), Te10 (tetraedro de 10 nós) e H20 (hexaedro de 20 

nós), aos quais se referem a tabela acima e a tabela 3.1. 

 

 
Figura 3.1: Elementos 2D – T6 e Q8. 

 

 
Figura 3.2: Elementos 3D – Tetraedro de 10 nós e H20. 
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3.2.2.Elastodinâmica 

A equação diferencial de equilíbrio da elastodinâmica, equação (2.2.1), é 

reescrita abaixo sem a consideração de forças de corpo: 

02

2

=
∂
∂

ρ−σ
t
u, i

jij  em Ω  (3.2.26) 

Foi demonstrado na Seção 2.2, Capítulo 2, que a aplicação da lei de 

Hooke à equação (3.2.26) leva a 

( ) 0
21

=ρ−
ν−

+ ikikkki u,uG,Gu &&  em Ω  (3.2.27) 

que nada mais é que a equação diferencial da elastodinâmica em termos de 

deslocamentos. 

Para que se possa ter uma formulação no domínio da freqüência, supôs-se 

que estes deslocamentos possam ser expressos como o produto de duas 

funções, como exposto na Seção 2.6, equação (2.7.2), em que ),t( ωτ  satisfaz a 

equação (2.7.4) e dessa forma *
imu  deve satisfazer a equação diferencial 

( ) 0
21

2 =ρω+
ν−

+ *
imji

*
jmjj

*
im u,uG,Gu  em Ω  (3.2.28) 

Que pode ser expressa da seguinte forma, em analogia com o que foi feito 

na Seção 2.2: 

( ) 022
2

2
1

2
2 =ω+−+ *

imji
*
jmjj

*
im u,ucc,uc  em Ω  (3.2.29) 

Uma solução para a equação acima pode ser obtida a partir da 

substituição 

ikkmimkkim
*
im ,

k
kk,u Φ








−−Φ+Φ= 2

2

2
12

1 1   (3.2.30) 

em que 
1

1 c
k ω

=  e 
2

2 c
k ω

= . Então, 

jkjikmjijmji
*
jm ,

k
k,,u Φ+Φ= 2

2

2
1   (3.2.31) 

ikjjkmjjimkkjjimjj
*
im ,

k
k,k,,u Φ








−−Φ+Φ= 2

2

2
12

1 1   (3.2.32) 

Portanto, a equação de equilíbrio se expressa como 

02
2

2
1

2
2

2
1 =Φ+Φ+Φ+Φ imjjimjjimkkjjim kk,k,k,   (3.2.33) 

que pode ser posta na forma 

( )( ) 02
2

22
1

2 =Φ+∇+∇ imkk   (3.2.34) 
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onde se considera, por simplicidade, que 

imim δΦ=Φ   (3.2.35) 

É valido mencionar que, para problema estáticos, em que 0=ω , 021 == kk  

e ( )
( )ν−

ν−
=

22
21

2
2

2
1

k
k . 

A partir da equação (3.2.34) e considerando a equação (3.2.35), pode-se 

formular o seguinte duplo sistema de equações diferenciais, 

( )
( )




Ψ=Φ+∇
=Ψ+∇

2
2

2

2
1

2 0
k
k   (3.2.36) 

para cada termo da função potencial imΦ . 

A função Ψ pode ser expressa como 

fg)(g)r(f ≡θ=Ψ   (3.2.37) 

Portanto, em coordenadas polares, a primeira das equações (3.2.36) se 

expressa como 

011 2
12 =+++ θθ fgkfg

r
gf

r
gf rrr   (3.2.38) 

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Por seu lado, esta equação 

pode ser subdivida em duas equações, 

01
2

2
2
1 =








−++ f

r
mkf

r
f rrr   (3.2.39) 

gmg 2−=θθ   (3.2.40) 

em que m é uma constante de separação, de valor qualquer a princípio. 

A solução geral da equação (3.2.40) é: 

)cos()(sen 21 θθ mCmCg mm +=   (3.2.41) 

em que mC1  e mC2  são constantes arbitrárias. Como se requer que 

)(g)(g
)(g)(g
π=π−

π=π−

θθ

  (3.2.42) 

verifica-se que m tem que ser um número inteiro, positivo ou negativo. 

A solução geral da equação (3.2.39) é uma combinação linear qualquer 

das funções )rk(J m 1  e )rk(Ym 1 , que são de ordem m. Como somente 

interessam soluções que resultem em polinômios, toma-se apenas a primeira 

das soluções, com o que se obtém a expressão de Ψ, de acordo com a equação 

(3.2.37): 

( ) )()cos()(sen 121 rkJmCmC mmm θθ +=Ψ   (3.2.43) 
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Como se pode perceber, a equação (3.2.36) é simétrica em relação às 

funções Ψ e Φ, o que permite dizer que sua solução é uma combinação do 

resultado obtido acima para a função Ψ, de forma a se terem 4 constantes de 

integração e duas funções de Bessel de primeira ordem com argumentos 1k  e 

2k . Portanto, a solução geral da equação (3.2.36), adequadamente escrita, é 

( )









−

−
+

+

+







++=Φ

m
m

m
mmm

n
n

n
n

nn

k
rkJ

k
rkJ

kk
mCmC

k
rkJ

k
rkJnCnC

2

2

1

1
2
2

2
1

43

2

2

1

1
21

)()()cos()(sen

)()()cos()(sen

θθ

θθ
  (3.2.44) 

de modo a se obter Φ0 da equação (3.2.21) para 0→ω . 

É possível escrever a função Φ em termos da função potencial *u0  

encontrada na Seção 3.1 do Capítulo 3 na forma 

( )
( )

∗
+

−
+−

=Φ 02
1

2
2

2
2211 12

u
kkr

)!d(k)rk(Jk)rk(J
d

dd
d

d
d   (3.2.45) 

para problemas 2D, ou 

( )
( )

∗
++

+
+

+
+

+−

+π−
=Φ 0212

1
2
2

21

21
2221

21
1121

12
32

u
)!d(kkr

)!d(k)rk(Jk)rk(J
dd

d
d

d
d   (3.2.46) 

para problemas 3D, em que d é o grau do polinômio *u0  em coordenadas 

cartesianas. As funções de Bessel de ordem 2
1+m  são na verdade funções 

trigonométricas. Os fatores multiplicadores nas equações (3.2.45) e (3.2.46) são 

escolhidos de tal maneira que a expressão de Φ para 0→ω  se torna igual a 

equação (3.2.21). 

Seja )udim( *
s0  a dimensão do vetor de soluções potenciais da Seção 3.2, a 

qual é 12 +n  para problemas 2D e ( )21+n  para problema 3D, onde n é o grau do 

polinômio completo que se está usando. Seja ainda D uma constante igual a 2 

ou 3, para problemas 2D ou 3D, respectivamente. Então, para *u0  expandido 

como o vetor *
su0  da equação (3.2.10) ou (3.2.13), pode-se expressar um vetor 

de funções lΦ  nas equações (3.2.45) ou (3.2.46) e, considerando-se a solução 

geral isΦ  na forma isis δΦ=Φ , compõe-se uma matriz de soluções 

∗
−+

∗ ≡ )( DkDiis uu l  da equação diferencial (3.2.28) ou (3.2.29) fazendo-se uso da 

equação (3.2.30) na forma 

( ) ( ) )udim(..,D..k,D..i,kkk,u ikikjj)DkD(i
∗∗

−+ ===Φ−+δΦ+Φ= 0
2
2

2
1

2
1 1111 lllll   (3.2.47) 
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O número de soluções compreendidas pelo índice DkDs −+≡ l  dos 

deslocamentos ∗
isu  corresponde a um polinômio completo de grau n, assim como 

no caso estático, ou seja, )12(2 +n  para problemas 2D e 2)1(3 +n  para 

problemas 3D. 
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3.3.Espaços Nulos Relacionados à Parte Estática das Soluções 
Fundamentais Não-Singulares 

A implementação no domínio da freqüência das soluções fundamentais 

deduzidas nas seções anteriores resulta em matrizes F e H de posto cheio, 

como é apresentado na Seção 2.7. Entretanto, as matrizes F0 e H0 do caso 

estático têm espaços nulos, como foi indicado nas equações (2.7.15), (2.7.16) e 

(2.7.20). A matriz W de potencial constante ou deslocamentos de corpo rígido é 

construída de maneira direta (apesar de dependente de modos no caso de 

elasticidade, devido a rotações de corpo rígido), como dada abaixo para um 

modelo discretizado com nnp coordenadas de pontos nodais ( )sss zyx ,, . 

[ ] TW 111~
L=   (3.3.1) 

para problemas de potencial tanto 2D quanto 3D, ou 
T

W
















−−−
=

nnpnnp xyxyxy L

L

L

2211

101010
010101

~   (3.3.2) 

para problemas de elasticidade 2D, ou ainda 
T
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


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












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



−−−
−−−

−−−
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000
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000
100100100
010010010
001001001

~

2211
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2211

nnpnnp

nnpnnp

nnpnnp

xyxyxy
xzxzxz

yzyzyz

L

L

L

L

L

L

  (3.3.3) 

para problemas de elasticidade 3D. Nas equações (3.3.1)-(3.3.3), uma matriz 

não-ortogonal W~  está sendo representada ao invés de W, por motivo de 

simplicidade. W é obtida por ortogonalização de W~ , tal que IWWT = . As 

equações (3.3.1)-(3.3.3) são válidas também para materiais não-homogêneos. 

A base ortogonal representada por IVVT =  nas equações (2.7.16) e 

(2.7.20) é, em caso de material homogêneo, 

[ ] TV 001 L=   (3.3.4) 

para problemas de potencial tanto 2D quanto 3D, e 
T

V
















−
=

002121000
0000010
0000001

L

L

L

  (3.3.5) 

para casos de elasticidade 2D, ou  
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T

V
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
























−
−

−
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0000000000100
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0000000000001

L

L

L

L

L

L

  (3.3.6) 

para casos de elasticidade 3D. 

As séries de produtos s
*

sVu0  para V dado na equação (3.3.4) e *
su0  dado em 

(3.1.10) ou em (3.1.13) correspondem a potencial constante puro (dando assim 

fluxo zero). Também, as séries de produtos sj
*

isVu0  para V dado nas equações 

(3.3.5) ou (3.3.6) e *
isu0  dado pelas respectivas equações (3.2.24) e (3.2.25) 

correspondem a deslocamentos de corpo rígido puros. Abaixo é mostrado, a 

título de ilustração, como ficam tais produtos para potencial e elasticidade 2D, 

respectivamente. 

1

0

0
0
0
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0
1

331 233222
0 =
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


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
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
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
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



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   (3.3.8) 

Para materiais não-homogêneos, entretanto, as equações (3.3.4)-(3.3.6) 

valem apenas aproximadamente. Um modelo dependente mais preciso da base 

V deve ser obtido como um espaço nulo aproximado de F0 na equação (2.7.20). 
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4 
SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS PARA CONDUÇÃO DE 
CALOR EM MATERIAIS COM GRADAÇÃO FUNCIONAL 

Neste Capítulo são obtidas as soluções fundamentais não-singulares para 

problemas de condução de calor, 2D e 3D, em materiais cujas propriedades 

variam (materiais com gradação funcional, ou FGM, na sigla em inglês) em uma 

das direções, de acordo com três diferentes padrões, no contexto de uma 

formulação híbrida de elementos finitos para análise no domínio da freqüência, 

assim como é feito nos capítulos anteriores. O presente desenvolvimento conta 

exclusivamente com funções de variáveis reais tanto para problemas 2D quanto 

3D. 

Cheng (1984) já havia feito um desenvolvimento similar ao presente 

trabalho, aplicado a fluxo em estado permanente em materiais heterogêneos e 

isotrópicos, baseado em um desenvolvimento teórico de Georghitza (1969). O 

problema de condução de calor em meio não-homogêneo no contexto de uma 

formulação de integrais de contorno foi também tratado de maneira extensiva por 

Divo e Kassab (2003). Todavia, os desenvolvimentos feitos aqui foram 

executados de maneira independente e de acordo com uma abordagem que 

possibilita a total compreensão das possibilidades de variação do material 

(Dumont e Chaves, 2003). 

 

4.1.Equação de Governo 

Considera-se o problema de condução de calor dependente do tempo, 

com as propriedades do material variando com a direção z, de acordo com a 

figura 4.1 (Dumont e Chaves, 2003). Ainda de acordo com a figura 4.1, o 

problema é descrito em termos das coordenadas globais (X,Y,Z) e se está 

procurando uma solução fundamental referida às coordenadas locais (x,y,z). 

Como ilustrado na figura 4.1, Z  é a coordenada global Z de um certo valor de 

referência k  para )(zk  e c  para )(zc  correspondendo a z  em coordenadas 

locais (x,y,z). 
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Figura 4.1: Sistema de coordenadas para descrição de um FGM com propriedades k  e 

c  definidas em ZZ =  (coordenada global), a qual é equivalente a zz =  (coordenada 

local). 

 

4.1.1.Problema Isotrópico 

Para problema isotrópico, a equação de fluxo, para o potencial 

),,(** zyxuu ≡ , é 

ii uzkq ,)( *−=   (4.1.1) 

onde )()( zfkzk =  é a condutividade térmica do material. Na ausência de fontes 

de corpo, a equação de equilíbrio de fluxo do problema para calor específico 

)()( zfczc =  se escreve, em notação indicial, 

t
uzcq ii ∂

∂
−=

*

)(,   (4.1.2) 

Assim, da substituição da equação (4.1.1) em (4.1.2) tem-se: 

t
ucukku zzii ∂

∂
=+

*
** ,,,   (4.1.3) 

ou, em uma formulação no domínio da freqüência, para 
k

ck ω
=2~

, de acordo 

com a notação das equações (3.1.22) e (3.1.23): 

*2** ~,,, uku
k

ku z
z

ii −=+   (4.1.4) 

 

4.1.2.Problema Ortotrópico 

As equações de fluxo para materiais ortotrópicos com gradação funcional 

são: 
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xxxxxxx ukkuzkkuzkq ,,)(,)(~ *** −≡−≡−=   (4.1.5a) 

yyyyyyy ukkuzkkuzkq ,,)(,)(~ *** −≡−≡−=   (4.1.5b) 

zzzzzz kukuzkkuzkq ,,)(,)(~ *** −≡−≡−=   (4.1.5c) 

com k  definido na Seção 4.1.1 em certos valores de referência para a 

condutividade em coordenadas Z , de acordo com a figura 4.1. xx kzk ≡)(  e 

yy kzk ≡)(  são em princípio funções arbitrárias de 0ZZz −= , como na figura 

4.1. kzkz ≡)( , no qual o subscrito foi abolido, por simplicidade, será obtido 

como famílias de funções, para FGM’s ortotrópicos. Nas equações (4.1.5), é 

requerido que 1)()()( === zkzkzk zyx . 

Além do mais, a equação de equilíbrio pode ser expressa como 

t
ucc

t
uzcc

t
uzcq ii ∂

∂
−≡

∂
∂

−≡
∂

∂
−=

***

)()(~,   (4.1.6) 

com c  definido na Seção 4.1.1 e c(z) ≡ c sendo a variação de calor específico a 

ser obtida no contexto de famílias de funções que não são necessariamente 

coincidentes com k, contrário ao procedimento da Seção 4.1.1. 

Escreve-se, por conveniência, a equação (4.1.6) mais uma vez como 

t
u

k
c

ck
q ii

∂
∂

−=
*,

  (4.1.7) 

da qual segue a equação de Helmholtz para uma formulação no domínio da 

freqüência, como na equação (4.1.4), embora ainda em termos de fluxos: 

*2* ~,
uku

k
c

ck
q ii ≡=

ω
  (4.1.8) 

em que ),,(** zyxuu ≡  é uma função dependente apenas das coordenadas 

espaciais. 

Com o intuito de se chegar a uma expressão da equação (4.1.8) que seja 

adequada à manipulação, tão parecida quanto possível à equação (4.1.4), 

introduz-se a seguinte transformação de coordenadas (Dumont e Chaves, 2004) 

entre o sistema cartesiano original (x,y,z) e um sistema auxiliar (x’,y’,z’): 

x

x

k
c

x
xx

c
k

x =
∂
∂

→=
''   (4.1.9) 

y

y

k
c

y
yy

c
k

y =
∂
∂

→=
''   (4.1.10) 
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tdkct
k
c

z
zConstzd

c
kz

tz
′==

∂
∂

→+′= ∫∫
′′

00

'.   (4.1.11) 

Supõe-se, desde que de outra forma poderia se torna extremamente 

complicado para se chegar a soluções simples, que o sistema auxiliar de 

coordenadas (x’,y’,z’) tem a mesma origem que (x,y,z). Então, a constante 

indicada nas equações (4.1.9)-(4.1.11) tem que ser calculada de tal maneira que 

0=z  quando 0'=z . De acordo com a transformação introduzida, as seguintes 

expressões de fluxo e suas derivadas primeiras são obtidas: 

''
*

''
*

'
* ,,,, xx

x
xxxxx

x
xxx cuk

k
cukkq

k
cukkq −=−=→−=   (4.1.12) 

''
*

''
*

'
* ,,,, yy

y
yyyyy

y
yyy cuk

k
cukkq

k
cukkq −=−=→−=   (4.1.13) 

'
*'

''
*

''
*

''
*

'
*

'
*

,
2

),(,),(1,
2
1,,

,,

z
z

zzzzzzzz

zzz

uk
k

kccuk
k
ckc

ck
ukcukq

kcuk
k
ckukq

−−=−−=

→−=−=
  (4.1.14) 

e, após algumas manipulações, chega-se à equação de Helmholtz (Dumont e 

Chaves, 2004) 

*2**** ~,
2

),(,,, uku
kc

kcuuu z
z

zzyyxx −=+++ ′
′

′′′′′′   (4.1.15) 

em que o número de onda é simplesmente ω=2k~ . 
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4.2.Solução da Equação de Governo para Problemas 2D e 3D 

Tendo em vista que o problema isotrópico é um caso particular do 

problema ortotrópico, o desenvolvimento apresentado a seguir é feito 

diretamente para o caso de problema ortotrópico, cuja equação de governo é 

dada pela equação (4.1.15). Particularizações referentes ao problema isotrópico 

podem ser feitas diretamente do desenvolvimento feito para o problema 

ortotrópico, como será mostrado mais à frente. 

Procura-se uma solução ( )z,y,xuu ** ≡  que satisfaça a equação (4.1.15), 

tanto para problemas 2D quanto para problemas 3D. Tal solução pode ser 

expressa da seguinte maneira: 

( ) ( )'~,',','* zpkzyxhu =   (4.2.1) 

para o caso geral de problemas 3D. 

Então as derivadas de *u  que aparecem na equação (4.1.15) expressam-

se da seguinte forma: 

phu xxxx ''''
* ,, =   (4.2.2a) 

phu yyyy ''''
* ,, =   (4.2.2b) 

'''
* ,,, zzz hpphu +=   (4.2.2c) 

''''''''
* ,,,2,, zzzzzzzz hpphphu ++=   (4.2.2d) 

e suas substituições na referida equação, eq. (4.1.15), resultam em: 

( ) ( ) hk
p

p
kc

kc
p

ph
p

p
kc

kchh zzzzzz
zii

2''''''
'

~,
2

,,,2
2

,,, −=







++








++   (4.2.3) 

Para que haja consistência da equação (4.2.3), os seguintes termos, 

expressos como função da variável z, devem ser constantes, ou seja, 

( ) const.
p

p
kc

kc
p

p zzzz =±=







+ 2'''' ,

2
,,

β   (4.2.4) 

( )
.,2

2
, '' const

p
p

kc
kc zz ==








+ λ   (4.2.5) 

As equações do caso particular do problema isotrópico podem ser obtidas 

pela substituição das coordenadas (x’,y’,z’) por (x,y,z) diretamente nas equações 

acima. Todas as equações anteriores são válidas para o caso 2D, bastando para 

tanto suprimir a coordenada y’ das equações, em que teríamos como eixo 

coordenado para o caso 2D o eixo (x’, z’). 

Seis casos particulares podem ser contemplados, em princípio, com o 

objetivo de se chegar a padrões de variação para as propriedades k(z’) e c(z’) do 
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material, já que a primeira constante β pode ser negativa, positiva ou igual a zero 

e a segunda constante λ pode ser igual a zero ou diferente de zero. Porém, as 

soluções para λ ≠ 0 correspondem a padrões de variação de k(z), no caso de 

problemas isotrópicos, e de k(z’), para problemas ortotrópicos, que são 

fisicamente inviáveis. 

Então, para λ = 0 na equação (4.2.5), a equação (4.2.3) torna-se: 

0, 2 =+ hψh ii   (4.2.6) 

onde 22~ βψ ±= k  e β é um parâmetro do material a ser obtido a partir de 

testes experimentais, a partir dos desenvolvimentos feitos a seguir. 

A solução geral da equação (4.1.15) para o caso geral de problemas 

ortotrópicos é obtida na forma do produto de funções apresentado na equação 

(4.2.1), ou colocado de forma mais conveniente, 

( ) ( )zprhu ′ψ′→ ,*   (4.2.7) 

onde ( )ψ′,rh  é a mesma função ( )ψ′,ru*  dada nas equações (3.1.22) e (3.1.23), 

para problemas 2D e 3D, respectivamente, em que 222 zyxr ′+′+′=′  substitui 

r e ψ substitui k~ . 

Os três diferentes tipos de soluções para as expressões de p(z’), k(z’) e c(z’) 

como funções da difusividade térmica, correspondendo a 0=λ , são 

apresentados na tabela 4.2 da Seção 4.3 para problemas ortotrópicos. Na 

subseção a seguir serão apresentados os padrões de variação para os casos de 

problema isotrópico e logo em seguida, na Subseção 4.2.2, é feita uma 

generalização dos padrões de variação para problemas ortotrópicos. 

 

4.2.1.Problema Isotrópico 

Para os casos de padrão de variação de problema isotrópico apresentados 

nesta seção, é necessário que se faça a substituição das coordenadas (x’,y’,z’) 

por (x,y,z) e de ( )
kc

kc z

2
, '  por 

k
k z,  nas equações apresentadas anteriormente, onde 

se supõe que c seja constante, embora não seja necessário. 
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4.2.1.1.Solução Exponencial 

Neste padrão de gradação funcional, as hipóteses adotadas são 02 <β  e 

0=λ . Tais hipóteses levam ao padrão de gradação mais freqüentemente 

sugerido na literatura de materiais com gradação funcional. 

Reescrevendo as equações (4.2.4) e (4.2.5) na forma do sistema de 

equações diferenciais, de acordo com as substituições necessárias mencionadas 

acima, 

2,,,
β−=+

p
p

k
k

p
p zzzz   (4.2.8) 

0,2,
=+

p
p

k
k zz   (4.2.9) 

tem-se a seguinte solução geral (Dumont e Chaves, 2003): 

( ) ( ) 222
0

222
0 1ee     com      1ee

−ββββ− +α=+α= ZZZZ kkkk   (4.2.10) 

( ) ( ) 121
00

12
0 1ee    com      1ee 00

−ββ−−ββ +α=+α= ZZZZ kppp   (4.2.11) 

em termos das constantes do material α, β, as quais serão obtidas 

experimentalmente. A constante k0 é expressa de tal maneira que kzk =)( , o 

parâmetro físico de referência. Além disso, k(z) é intencionalmente expressa 

como uma função de 0ZzZ +≡ , de forma a se ter sempre a mesma descrição 

material desconsiderando-se a coordenada local de referência, de acordo com a 

figura (4.1). Este conceito de invariância à translação é requisito básico, no caso 

de soluções fundamentais singulares (Dumont e Chaves, 2003), mas não no 

caso de soluções fundamentais não-singulares, que são as únicas de interesse 

neste trabalho. No entanto, mantém-se esta condição, já que não afeta os 

resultados dos desenvolvimentos feitos aqui. 

A figura 4.2 (Dumont e Chaves, 2003) mostra dois gráficos de alguns 

padrões de variação de k(z), dados pela equação (4.2.10), para o caso 

exponencial, para alguns valores de α e β. No primeiro gráfico o valor de β = 1,5 

está fixo e α varia de 0,0 a 0,22. No segundo fixa-se o valor de α = 0,2, variando 

β de 0,0 a 1,6. 
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Figura 4.2: Padrões de variação ilustrativos da função exponencial k(z). 

Ao invés das equações (4.2.10) e (4.2.11), pode-se escrever a solução 

mais restritiva das equações (4.2.8) e (4.2.9), correspondendo a α = 0: 
)(2e ZZk k −= β   (4.2.12) 

)2(1 0e ZZZkp −+−= β   (4.2.13) 

Este é o caso de material com gradação exponencial encontrado na 

literatura. As equações (4.2.10) e (4.2.11) permitem mais flexibilidade no padrão 

de variação de k(z). 

 

4.2.1.2.Solução Quadrática 

Este padrão de variação adota a hipótese mais simples 0=λ=β , levando 

ao seguinte sistema de equações diferenciais, já considerando as substituições 

necessárias mencionadas no início desta subseção, 

0,,,
=+

p
p

k
k

p
p zzzz   (4.2.14) 

0,2,
=+

p
p

k
k zz   (4.2.15) 

cuja solução geral (Dumont e Chaves, 2003) é dada por 

( ) ( ) 2
0

2
0 1    com      1 −+α=+α= ZkkZkk   (4.2.16) 

1
0

1
00

1
0 )1(    com    )1( −−− +α=+α= ZkpZpp   (4.2.17) 

em termos da constante do material α, obtida experimentalmente. A constante 

de referência k  é expressa de tal forma que kzk =)( . Assim como no primeiro 

caso, k(z) é expressa explicitamente como uma função de 0ZzZ +≡ , em forma a 

se ter sempre a mesma descrição material desprezando-se a coordenada local 

de referência. O parâmetro p0 é avaliado de acordo com os mesmos tipos de 
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considerações que dizem respeito às equações (4.2.10) e (4.2.11) no primeiro 

caso. 

A propriedade material k(z) varia como um polinômio do segundo grau, o 

qual representa aproximadamente e é uma alternativa para a função exponencial 

do primeiro caso. Note que 01 ≠+Zα  é requerido, neste caso. 

A figura 4.3 (Dumont e Chaves, 2003) mostra o gráfico de alguns padrões 

de variação de k(z), dado pela equação (4.2.16), para o caso polinomial, para 

alguns valores de α. 

 
Figura 4.3: Padrões de variação ilustrativos da função quadrática k(z), para alguns 

valores de α. 

 

4.2.1.3.Solução Trigonométrica 

Para este padrão de variação, as hipóteses adotadas são 02 >β  e 0=λ . 

As quais levam às equações (4.2.4) e (4.2.5) a serem reescritas na forma do 

sistema de equações diferenciais, de acordo com as necessárias substituições 

mencionadas no início desta subseção, 

2,,,
β=+

p
p

k
k

p
p zzzz   (4.2.18) 

0,2,
=+

p
p

k
k zz   (4.2.19) 

para o qual a solução geral (Dumont e Chaves, 2003) é dada por 

( ) ( ) 2
0

2
0 )cos()(sin   com     )cos()(sin −β+βα=β+βα= ZZkkZZkk   (4.2.20) 

( ) ( ) 1
00

1
00

1
0 )cos()(sin   com   )cos()(sin −−− β+βα=β+βα= ZZkpZZpp   (4.2.21) 

em termos das constantes materiais α, β e um valor de referência k . A 

propriedade material k(z) varia de acordo com uma curva que não pode ser 

aproximada pela função exponencial do primeiro caso, conduzindo assim a uma 
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descrição de um padrão material completamente diferente. O parâmetro p0 é 

avaliado de acordo com os mesmos tipos de considerações que dizem respeito 

às equações (4.2.10) e (4.2.11), no primeiro caso. Observe que uma translação 

de coordenadas também é possível neste modelo material, em vista de que as 

constantes α e β foram ajustadas de forma a expressar k(z) como uma função de 

0ZzZ +≡ . 

A figura 4.4 (Dumont e Chaves, 2003) mostra o gráfico de alguns padrões 

de variação de k(z), dado pela equação (4.2.20), para o caso trigonométrico, para 

alguns valores de α e β. No primeiro gráfico o valor de β = 1,5 está fixo e α varia 

de 1,0 a 1,8. No segundo fixa-se o valor de α = 1,0, variando β de 0 a 1,6 

 
Figura 4.4: Padrões de variação ilustrativos da função trigonométrica k(z), para alguns 

valores de α e β. 

 

4.2.2.Problema Ortotrópico 

Como conseqüência de o processo de obtenção das equações (4.2.4) e 

(4.2.5) ser o mesmo para materiais isotrópicos e ortotrópicos, como já 

mencionado no início da Seção 4.2, as soluções delineadas na Subseção 4.2.1 

são imediatamente aplicáveis, não apenas em termos das constantes básicas β 

e λ que se podem escolher para se chegar a expressões viáveis das funções 

incógnitas z’, de acordo com 

( ) ( )
λβ =+±=+

p
p

kc
kc

p
p

kc
kc

p
p zzzzzz ''2'''' ,2

2
,,,

2
,,   (4.2.24) 

mas também em termos das soluções de p(z’), as quais têm a mesma expressão 

de p(z), exceto pela constante embutida, a qual deve ser reinterpretada, haja 

vista que se está trabalhando em um espaço transformado. 
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Dada a expressão de )'(zpp ≡ , é possível executar a transformação de 

coordenadas entre Z e z’, de acordo com as equações (4.1.9)-(4.1.11) (Dumont e 

Chaves, 2004): 

∫ ∫ +=+= .
)'()'(

''.'
)'(
)'(

21 Const
zczp

dzzCConstdz
zc
zkz

λ

  (4.2.25) 

∫ ∫ +=+= .)()(1.
)(
)('

2

1

ConstdZ
Z

ZcZp
C

ConstdZ
Zk
Zcz λ   (4.2.26) 

É importante relembrar que as constantes de integração nas equações acima 

devem ser calculadas de tal maneira que Z = Z0 quando z’ = 0 (e particularizada 

para λ = 0). 

Diferentemente do que foi feito na seção anterior, para material isotrópico, 

na presente formulação os padrões de variação para a condutividade k(Z) e o 

calor específico c(Z) não são obtidos diretamente, haja vista que as 

transformações de coordenadas entre Z e z’, dadas nas equações (4.2.25) e 

(4.2.26), e as expressões explicitas de p(z’) e c(z’) são interdependentes. 

De acordo com a segunda das equações (4.2.24) obtém-se 

4

2

1 )'(
')'()'(
zp

zCzczk
λ

=   (4.2.27) 

Adiante, a substituição de kc na primeira das equações (4.2.24), para a 

expressão de )'(zpp ≡ , fornece: 

( ) 2
2

2
'''' ,2

'
,,

β
λ

±=−+
p
p

pz
p

p
p zzzz   (4.2.28) 

Um procedimento que parece funcionar (Dumont e Chaves, 2004, 2005) 

começa com uma presumida família de relações entre a condutividade e o calor 

específico dada pela relação )()( zkzc , conduzindo assim a uma expressão de z’ 

a partir da equação (4.2.26). Em um segundo passo, calcula-se p(z’) na equação 

(4.2.28), executando-se a transformação de coordenadas para expressar p(z) e 

finalmente usa-se alguma heurística para inferir qual família de funções k(z) e c(z) 

satisfaz tanto o produto k(z)c(z) na equação (4.2.27) quanto a relação 

inicialmente presumida )()( zkzc  (sempre tendo λ = 0). Nos itens a seguir é 

mostrado o desenvolvimento que leva às expressões de k(z) e c(z). 

 

4.2.2.1.Hipótese a respeito da relação entre condutividade e calor 
específico 

Inicia-se com a hipótese 
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)()(
)(
)(

0Zzfzf
zk
zc

+≡=   (4.2.29) 

tal que, por definição, como introduzido nas equações (4.1.5), 

1)()(,1)( === zczkZf   (4.2.30) 

 

4.2.2.2.Cálculo da coordenada transformada z’ a partir da equação 
(4.2.26) 

A seguir, obtém-se z’ a partir da equação (4.2.26), cuidando para que )(Zf  

seja integrável e tal que z’ = 0 quanto z = 0. 

 

4.2.2.3.Cálculo da função p(z’) como uma solução da equação 
(4.2.28) em termos dos parâmetros α e β 

Então, é possível expressar p(z’) como uma solução da equação (4.2.28), 

em termos dos parâmetros α e β, como mostra a tabela 4.2 na seção seguinte, 

escrita de forma geral como 

PpZPpp 00 ),,( ≡= βα   (4.2.31) 

onde a constante p0 é obtida de tal forma que 

1)()( 00 =ZpZk   (4.2.32) 

de acordo com o desenvolvimento feito na Seção 4.2 para material isotrópico. 

 

4.2.2.4.Cálculo das funções para condutividade e calor específico 

Partindo das equações (4.2.29) e (4.2.27) e usando a notação da equação 

(4.2.31), segue que 

2
0

1
2

0

1

)(
,

)( Pp
fC

c
Ppf

C
k ==   (4.2.33) 

Calculando as constantes 1C  e p0 das equações (4.2.30) e (4.2.32) 

2
0

00

2
0

01 )(
)(

)(,
)(
)(

)(
ZP
ZP

ZfP
ZP
ZP

ZfC =







=   (4.2.34) 

obtêm-se as expressões finais da condutividade e do calor específico 
22

)(
)()(,

)(
)(

)(
1









=








=

ZP
ZPZfc

ZP
ZP

Zf
k   (4.2.35) 

Estas expressões em termos das funções presumidas )(Zf , como na equação 

(4.2.29), e dos parâmetros α e β, devem ser checadas em relação aos 
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parâmetros reais do material com gradação funcional, obtidos em laboratório, 

com ajustes feitos de forma iterativa até uma concordância satisfatória entre o 

experimento e o modelo. 

Além disso, na obtenção da expressão de p(z’) na equação (4.2.31), 

)(
)(
)()( 2

0
0 ZP

ZP
ZPZfp =   (4.2.36) 

pode-se também fazer uso do seguinte produto na implementação numérica: 

)()(
)()( 00

ZPZf
ZPZf

kp =   (4.2.37) 
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4.3.Resumo das expressões obtidas na Seção 4.2 

Nas tabelas a seguir é feito um resumo das equações desenvolvidas na 

Seção 4.2 para as funções p(z) e k(z) para problemas isotrópicos e as funções 

p(z’), kz(z’) e c(z’) para problemas ortotrópicos em termos das suposições feitas 

para a constante β tendo λ = 0. 

A tabela 4.1 apresenta as expressões de p(z) e k(z) de acordo com a 

hipótese adotada para β na equação (4.2.4) adaptada para problema isotrópico, 

conforme é explicado na Subseção 4.2.1. 

 
Tabela 4.1: Resumo das soluções p(z) e k(z) para os padrões de variação adotados. 

 Funções k(z) e p(z) 

0=β  
(Quadrática) 

( ) ( )
1

0
1

00
1

0

2
0

2
0

)1()1(

11
−−−

−

+=+=

+=+=

Zkp        ,Zpp

Zkk          ,Zkk

αα

αα
 

2β+  
(Trigonométrica) 

( ) ( )
( ) ( ) 1

00
1

00
1

0

2
0

2
0

)cos()(sen   ,   )cos()(sen

)cos()(sen   ,     )cos()(sen
−−−

−

+=+=

+=+=

ZZkpZZpp

ZZkkZZkk

ββαββα

ββαββα
 

2β−  
(Exponencial) 

( ) ( )
( ) ( ) 121

00
12

0

222
0

222
0

1ee1ee

1ee1ee
00

−−−

−−

+=+=

+=+=
ZZZZ

ZZZZ

kp          ,pp

k k          ,kk
ββββ

ββββ

αα

αα
 

 

A tabela 4.2 apresenta um resumo das soluções p(z’), kz(z’) e c(z’) em 

função da difusividade térmica )()()( zczkza z ′′=′ , de acordo com as hipóteses 

adotadas para β na equação (4.2.4). 

 
Tabela 4.2: Resumo das soluções p(z’), kz(z’) e c(z’) para os padrões de variação 

adotados de difusividade térmica )()()( zczkza z ′′=′ . 

0=β  
(Quadrática) 

( )
( )1

1 0
2

+′
+′

=
z

az
p

α
α

 

2β+  
(Trigonométrica) 

( )
( ))cos()(sen

)cos()(sen 0
2

zz
azz

p
′+′

′+′
=

ββα
ββα

⌡

⌠
=

Z

Z Za
dZz

0
)(

'  

2β−  
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( )
( )1)1(

1)1(
22

0
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+−

+−
= ′′

′′

zz
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p ββ

ββ

α
α )(

1
)(
)(

)(
)(
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2
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2

Zazp
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′
′

=

′
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5 
ELEMENTOS UNIDIMENSIONAIS PARA ANÁLISE DE 
ESTRUTURAS APORTICADAS 

Neste Capítulo é desenvolvida a formulação do método híbrido de 

elementos finitos para elementos unidimensionais (elemento de treliça e 

elemento de viga) seguindo-se de maneira semelhante o desenvolvimento da 

formulação apresentado de forma completamente geral no Capítulo 2 para 

elementos bi- e tridimensionais. 

A motivação deste capítulo é o estudo realizado pelo Núcleo de 

Instrumentação e Computação Aplicada à Engenharia – NiCAE, que é 

coordenado pelo professor Remo Magalhães de Souza, do Departamento de 

Engenharia Civil do Centro Tecnológico da Universidade Federal do Pará 

através do convênio Eletronorte/UFPa, com a participação do autor e do 

orientador desta dissertação. 

O intuito deste capítulo é apresentar a formulação de elementos finitos 

híbridos unidimensionais de forma a possibilitar sua implementação em um 

programa de análise dinâmica de estruturas aporticadas adequado à análise de 

trechos de linhas de transmissão, de acordo com os objetivos do NiCAE. 

Os desenvolvimentos feitos neste Capítulo são fortemente influenciados 

pelas apostilas e notas de aulas do curso de método híbrido de elementos de 

contorno ministrado na PUC-Rio pelo professor Dumont. 

 

5.1.Formulação de um elemento de treliça 

Elementos de treliça são os elementos mais simples da análise estrutural. 

São definidos como elementos que trabalham unicamente sob cargas axiais 

(tração ou compressão). São denominados elementos unidimensionais, por 

possuírem apenas uma dimensão predominante (Figura 5.1).  
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Figura 5.1: Elemento de treliça. 

 

5.1.1.Formulação do Problema 

A equação diferencial do problema de elasticidade para um elemento de 

treliça de comprimento l , seção transversal constante A, módulo de elasticidade 

E, massa específica ρ  e amortecimento viscoso c, submetido a vibração 

harmônica, é dada por, 

0),(),(),(
2

2

2

2

=
∂

∂
−

∂
∂

−
∂

∂
t

txuc
t

txu
x

txuE ρ   (5.1.1) 

onde ζρ= 2c  é definido por unidade de volume e ),( txu  é o deslocamento no 

tempo na direção do eixo longitudinal x da barra. 

Supõe-se que o deslocamento ),( txu  possa ser definido em termos de 

uma separação de variáveis de espaço l≤≤ x0  e tempo t ≥ 0, como: 
tie)x(u)t,x(u ω−∗=   (5.1.2) 

em que tie ω−  é função ),t( ωτ  definida na equação (2.7.4). Portanto, a nova 

expressão para a equação (5.1.1), passa a ser  

022
2

2

=ζω+ωρ+
∂

∂ ∗
∗

)x(u)i(
x

)x(uE   (5.1.3) 

ou ainda, de forma mais simples, 

02
2

2

=+
∂

∂ ∗
∗

)x(uk
x

)x(u   (5.1.4) 

em que 

)i(
E

k ζω+ω
ρ

= 222   (5.1.5) 

 

5.1.2.Obtenção da matriz de rigidez 

A solução geral da equação (5.1.4) é: 

kxC
k

kxCxu cossen)( 21 +=∗   (5.1.6) 
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de tal maneira que a solução estática alcançada como o caso limite seja 

210
)(lim CxCxu

k
+=∗

→
  (5.1.7) 

Como se está analisando um problema no domínio da freqüência, em 

termos de uma superposição de harmônicos, requer-se que 

02 =C   (5.1.8) 

já que a solução oscila em torno de 0)(* =xu . 

Uma forma adequada de expressar o campo de deslocamentos *u  

(Dumont, 2005) é 

∗∗
∗

∗
∗ ≡







−

= pu
2

1)(sensen1
p
p

k
xk

k
kx

EA
u l   (5.1.9) 

como uma função de dois parâmetros de força *
1p  e *

2p , os quais são 

interpretados como as bases do sistema interno ou auxiliar de coordenadas, 

caracterizado por ( )* . Conseqüentemente, obtém-se para as tensões normais: 

∗∗
∗

∗∗
∗ ≡









−−==σ pσ
2

1)(coscos1
p
pxkkx

Adx
duE l   (5.1.10) 

Por outro lado, pode-se descrever para os deslocamentos nas 

extremidades do elemento, definidas como os contornos 1Γ  e 2Γ : 

22
2

1
11

2

1 em10em01 Γ≡








=Γ≡








= dNdN
d
d

u
d
d

u   (5.1.11) 

em que N1 e N2 são as funções uim definidas na equação (2.6.10). Observa-se 

que neste caso especial de elementos unidimensionais, uim é constante, valendo 

1 ou 0, de acordo com a equação (5.1.11). 

 

d  ,  p1 1 d  ,  p2 2

p1
*

2p*

a) b)
η1 η2

ΩΓ1 2Γ

x

 
Figura 5.2: a) Sistema de coordenadas para a derivação da matriz de rigidez de um 

elemento de treliça e sistema interno de coordenadas; b) definição do domínio Ω, 

contornos Γ1 e Γ2 e correspondentes co-senos diretores η1 e η2 do elemento de treliça. 
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A matriz H de transformação cinemática entre os sistemas d e p* se 

expressa, de acordo com a equação (2.6.14), como: 









−

−
=









−
+−









−
=Γ= ∫Γ

∗

1cos
cos1

10
1

cos
01)1(

cos
1

l

ll

l k
kk

k
dNσH

T
η  (5.1.12) 

onde η é a normal ao contorno do elemento e assume os valores –1 e 1, para os 

contornos Γ1 e Γ2, respectivamente, de acordo com a figura 5.2b. Deve-se 

observar que, para o elemento de treliça, a matriz de incidência cinemática H é 

quadrada, como mostra a equação (5.1.12). 

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa, de acordo com 

a equação (2.6.13), como: 









−

−
=


















−
+−


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



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lll

l

k
k

kEA
k

k
kk

k
k

kEA
d

cos1
1cossen

0sen
1

cossen0)1(
cos

11uσF
T
η

 (5.1.13) 

com a correspondente inversa 








−
=−

l

l

l k
k

k
kEA

cos1
1cos

sen3
1F   (5.1.14) 

Finalmente, obtém-se a matriz de rigidez 









−

−
== −

l

l

l k
k

k
kEA

cos1
1cos

sen
1HFHK T   (5.1.15) 

em que se pode verificar que 









−

−
=

→ 11
11

lim
0 l

EA
k

K   (5.1.16) 

É válido mencionar que as matrizes H e F expressas pelas equações 

(5.1.12) e (5.1.13), respectivamente, são obtidas para uma dada freqüência 

angular ω e também que elas são não-singulares, como foi dito na Subseção 

2.7.1. 

Como já foi dito na Subseção 2.7.3, pode-se, ao invés de se formular o 

problema para uma dada freqüência ω, expressar as soluções fundamentais, 

dadas nesta seção pela na equação (5.1.9), como uma série de potência de 

freqüêcias, ou seja, 
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 (5.1.17) 
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( ) ( ) ( ) ∗∗
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 (5.1.18) 

e dessa forma se obter as matrizes H, F e K também em série de freqüências 

como 
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 (5.1.19) 
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  (5.1.21) 

Fica claro na equação (5.1.20) que a primeira das matrizes no 

desenvolvimento em série da matriz F, ou seja F0, é singular, como já se havia 

mencionado na Subseção 2.7.2, do Capítulo 2, e sua inversão pode ser obtida 

de acordo com o que apresenta o Apêndice A.  

Na equação (5.1.21) estão explícitas as matrizes de rigidez e massa, K0 e 

M1, encontradas na análise dinâmica pelo método convencional de elementos 

finitos denominadas apenas por K e M. 
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5.2.Formulação de um Elemento de Viga – Viga Esbelta 

Nesta formulação de viga, viga esbelta ou viga de Bernoulli-Euler, não se 

considera a deformação por cisalhamento, tampouco se considera a inércia à 

rotação, consideração que corresponderia a uma proposta de Rayleigh, que no 

entanto, não é consistente. 

 

5.2.1.Formulação do Problema 

A equação diferencial do problema de viga esbelta é: 

0),(),(),(
2

2

4

4

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
t

txwc
t

txwm
x

txwEI   (5.2.1) 

onde E é o módulo de elasticidade, I é o momento de inércia, Am ρ=  é a 

densidade específica (por unidade de comprimento), sendo A a área da seção 

transversal e ρ a massa específica, e ζρ2=c  é o amortecimento viscoso, 

definido por unidade de comprimento. 

Supõe-se que o deslocamento ),( txw  possa ser definido em termos de 

uma separação de variáveis de espaço x e de tempo t, como: 
tiexwtxw ω−∗= )(),(   (5.2.2) 

Então, e equação (5.2.1) passa a ser expressa como: 

0)()2()( 2
4

4

=+−
∂

∂ ∗
∗

xwi
EI
m

x
xw ζωω   (5.2.3) 

ou de forma mais adequada, 

0)()( 4
4

4

=−
∂

∂ ∗
∗

xwk
x

xw
  (5.2.4) 

onde 

)2( 24 ζωω i
EI
mk +=   (5.2.5) 

 

5.2.2.Obtenção da Matriz de Rigidez 

A solução geral da equação (5.2.4) se expressa, de maneira conveniente, 

( ) 243

321

coshcoscoshcos

senhsensenhsen)(

k
kxkxCkxkxC

k
kxkxC

k
kxkxCxw

−
+++

−
+

+
=∗

  (5.2.6) 

de tal modo que  
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  (5.2.7) 

O campo de deslocamentos transversais pode ser expresso na forma 
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 (5.2.8) 

em função de quatro parâmetros de força, numa formulação híbrida de 

elementos finitos. Estes parâmetros ∗p  não têm necessariamente um sentido 

físico definido, embora pudessem tê-lo, como se fez para a dedução de matriz 

de rigidez do elemento de treliça. Para efeito de estabelecimento das equações 

que governam o problema da viga, escreve-se, com a mesma notação usada 

para o elemento de treliça, 
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  (5.2.9) 

Conseqüentemente, obtém-se para os esforços seccionais: 
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Q   (5.2.10) 

 

d1

a)

d2

d3

4d

x

b)

M

Q

M

Q

 
Figura 5.3: a) sistema de coordenadas para a matriz de rigidez; b) convenção de 

esforços para viga. 

 

Por outro lado, usando a primeira das figuras 5.3 para a definição das 

grandezas do sistema externo de coordenadas e a segunda para a convenção 

de momentos fletores e esforços cortantes positivos, pode-se descrever para os 

deslocamentos e rotações nas extremidades do elemento, definidas como os 

contornos Γ1 e Γ2, assim como para as matrizes η com os co-senos diretores: 
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  (5.2.12) 

A matriz H de transformação cinemática entre os sistemas d e p* se 

expressa, de acordo com a equação (2.6.14), como 

2211
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NηNNηNH TT
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∗ +=
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  (5.2.13) 

Escrevendo, por simplicidade, lkC cosh= , lkc cos= , lkS senh= , 

lks sen= , tem-se: 
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Pode-se verificar que 
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A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa, de acordo com 

a equação (2.6.13), como 
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ou, 
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Pode-se verificar que 
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Após a avaliação da inversa 1−F , realiza-se o produto HFHK T 1−= , 

conforme equação (2.6.22), obtendo-se 
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Pode-se verificar que 
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Dada a equação (5.2.19), pode-se expressar a expansão em série de 

potência de freqüência da matriz de rigidez efetiva do elemento de viga, como: 
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   (5.2.21) 

A combinação das matrizes de rigidez efetiva dadas pelas equações 

(5.1.15) e (5.2.19), obtidas para os sistemas de coordenadas indicados pelas 

figuras 5.2a e 5.4a, respectivamente, permite escrever a matriz de rigidez efetiva 

de um elemento de viga de Bernoulli-Euler em um sistema de coordenadas 

locais com 6 graus de liberdade (de acordo com a figura 5.4a) na forma: 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 102

( ) ( )

( ) ( )





























−−−−
−+−+−

−−
−

−−−
−+−+

−
−

−

−
=

ScCskSssScCk
kSsCsSckCcksSk

EIk
Cc

s
EAck

EIk
Cc

s
EAk

sSCckScCskSs
cCksSkkSsCsSck

EIk
Cc

s
EAk

EIk
Cc

s
EAck

Cc
EIk

t

tt

t

t

t

t

t

tt

0)(0
)(0)()(0

001001
)(00

)()(0)(0

001001

1

22

22

K
  (5.2.22) 

onde: xkc tt cos= , xks tt sen=  e )2( 2 ζωωρ i
E

k t += . 

2d

a)

d1

d4

d3
5d

6d

db)

d1

d2

3 5d

6

4d

θ θ

 
Figura 5.4: a) sistema de coordenadas locais e; b) sistema de coordenadas globais de 

um elemento de viga com 6 graus de liberdade. 

 

A matriz de rigidez expressa pela equação (5.2.22) corresponde ao 

sistema local indicado pela figura (5.4a). Porém, em geral se quer trabalhar com 

uma matriz de rigidez de um elemento de viga que corresponda ao sistema de 

coordenadas da figura 5.4b. Para tanto é necessário utilizar-se de uma matriz de 

transformação (ver Apêndice D) que transforme os deslocamentos do sistema da 

figura 5.4b para o sistema da figura 5.4a. Tal matriz de transformação é: 
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T   (5.2.23) 

A relação que expressa a transformação da matriz de rigidez do elemento 

de viga no sistema local, equação (5.2.22), para a matriz de rigidez no sistema 

global do elemento, através da utilização da matriz de transformação T, equação 

(5.2.23), é expressa como: 

)( 8
3210 ω0TMTTMTTMTTKTKTTK TTTTT ++++==g   (5.2.24) 

onde gK  é a matriz de rigidez do elemento de viga para o sistema de 

coordenadas indicado pela figura 5.4b. 

A expressão mais à direita da equação (5.2.24) expressa a transformação 

das matrizes de rigidez e massa generalizada do sistema local para o sistema 
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global do elemento, nela percebe-se que tal transformação pode ser realizada 

após o desenvolvimento em série da matriz de rigidez efetiva, dada pela 

equação (5.2.22). 

A matriz de rigidez da equação (5.2.22) é também o ponto de partida para 

se obter a matriz de rigidez efetiva de um elemento de treliça em um sistema de 

coordenadas locais com 4 graus de liberdade, conforme ilustra a figura 5.5. Para 

tanto é necessário que se faça uma condensação dinâmica (ver Apêndice F) dos 

graus de liberdade 3 e 6 da figura 5.4a. 

d  ,  p1 1
θ

d  ,  p2 2

3d  ,  p3

d  ,  p4 4

 
Figura 5.5: sistema de coordenadas locais de um elemento de treliça no plano. 

 

Depois de feita a condensação dinâmica dos referidos graus de liberdade, 

obtèm-se a seguinte matriz de rigidez para um elemento de treliça plana (de 

acordo com a figura 5.5): 
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   (5.2.25) 

onde: 
r
l

=λ  é o índice de esbeltez da barra, em que 
A
Ir =  é o raio de giração. 

Pode-se concluir da equação (5.2.25) que, num elemento de treliça, a influência 

da rigidez a flexão é tão maior quanto maior for o índice de esbeltez da barra, ou 

seja, quanto maior for o comprimento da barra, maior será a influência de EI no 
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deslocamento transversal da barra, aproximando o comportamento da treliça ao 

comportamento de uma viga. 

O mesmo tipo de transformação expressa pela equação (5.2.24) pode ser 

aplicado à equação (5.2.25), em que a matriz de transformação T passa a ser 

expressa como 
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T   (5.1.22) 

e permite transformar a matriz de rigidez da equação (5.2.25), correspondente 

ao sistema de coordenadas da figura 5.5, para a matriz de ridigez de um 

elemento de treliça no sistema global dado pela figura 5.6. 

 

22d  ,  p
33d  ,  p

1d  ,  p1

d  ,  p4 4

θ

 
Figura 5.6: sistema de coordenadas globais para um elemento de treliça plana. 

 

No Apêndice D são dados mais detalhes sobre a obtenção das matrizes de 

transformação entre sistemas de coordenadas distintos para elementos de treliça 

e viga no plano. 
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5.3.Formulação de um Elemento de Viga – Viga de Timoshenko 

Nesta formulação de viga, considera-se tanto a deformação por 

cisalhamento quanto a inércia de rotação. Não será mostrada nesta seção, por 

questão de espaço, a expansão em série de freqüência da matriz de rigidez 

efetiva do elemento de viga de Timoshenko. Porém, através do desenvolvimento 

apresentado a seguir, o leitor será capaz de efetuar tal expansão em série, de 

forma análoga ao que é feito na seção anterior. 

 

5.3.1.Formulação do Problema 

Em decorrência da deformação por cisalhamento, a rotação ),( txψ  de uma 

seção transversal, sobre a qual o momento fletor realiza trabalho, 

x
txEIM

∂
∂

=
),(ψ   (5.3.1) 

e a derivada da elástica 
x

txy
∂

∂ ),(  diferem entre si de uma parcela ),(0 txγ : 

0
),( γψ +=

∂
∂

x
txy   (5.3.2) 

devido à deformação causada pelo esforço cortante, 

0κγGAQ =   (5.3.3) 

onde κ é um fator de forma que leva em conta a forma da seção transversal. A 

equação (5.3.2) expressa a compatibilidade de deformações de uma seção da 

viga, para momento fletor M e esforço cortante Q obtidos segundo as equações 

constitutivas (5.3.1) e (5.3.3). 

Um elemento infinitesimal da viga está em equilíbrio segundo as equações: 

020 2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

−+
∂
∂

⇒=∑ t
ym

t
ymq

x
QFy ζ   (5.3.4) 

2

2

0
tA

mI
x

MQM
∂
∂

−=
∂

∂
−⇒=∑ ψ   (5.3.5) 

Considerando o carregamento transversal q ≡ 0, tem-se das equações 

(5.3.1) a (5.3.5): 

022

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

−







∂
∂

−
∂
∂

t
ym

t
ym

xx
yGA ζψκ   (5.3.6) 

2

2

2

2

tA
mI

x
EI

x
yGA

∂
∂

=
∂
∂

+





 −

∂
∂ ψψψκ   (5.3.7) 

Fazendo 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 106

tiexytxy ω−∗= )(),(   (5.3.8) 

tiextx ωψψ −∗= )(),(   (5.3.9) 

têm-se as equações (5.3.6) e (5.3.7) na forma transformada: 

( ) 02 *2
*

2

*2

=++







∂

∂
−

∂
∂ ymim

xx
yGA ωζωψκ   (5.3.10) 

02
2

*2
*

*

=+
∂

∂
+








−

∂
∂ ψωψψκ

A
mI

x
EI

x
yGA   (5.3.11) 

Nestas equações, E é o módulo de elasticidade, I é o momento de inércia, 

m é a densidade específica (por unidade de comprimento), ζρ= 2c  é o 

amortecimento viscoso, definido por unidade de comprimento e κ é o fator de 

forma para deformação de uma seção por esforço cortante. 

Eliminando )(* xψ  nas equações (5.3.10) e (5.3.11) tem-se a equação 

0)()()( *4
2

*2

4

*4

=−
∂

∂
+

∂
∂ xyk

x
xyT

x
xy   (5.3.12) 

onde 

)2(11 2
2

2
4 wim

GA
mI

EI
k −+








−= ζωω

κ
ω

  (5.3.13) 





 −++= )2(1 22 wim

GA
EI

A
mI

EI
T ζωω

κ
ω   (5.3.14) 

A solução da equação (5.3.12) é expressa convenientemente na forma 

( ) 2
21

4213

3
21

2
21

1

coshcoscoshcos

senhsensenhsen)(

k
xkxkCxkxkC

k
xkxkC

k
xkxkCxy

−
+++

−
+

+
=∗

  (5.3.15) 

onde 

24

2
4

1
TTkk ++=   (5.3.16) 

24

2
4

2
TTkk −+=   (5.3.17) 

Analogamente, obtém-se da equação (5.3.10) a expressão de )(* xψ : 

( ) 2
2112

421123

3
2112

2
2112

1

senhsensenhsen

coshcoscoshcos)(

k
xkKxkKCxkKxkKC

k
xkKxkKC

k
xkKxkKCx

−−
++−+

−
+

+
=∗ψ

  (5.3.18) 

onde 
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2

2
2

1

1 k
EA

mk
K

ω
−

=   (5.3.19) 

1

2
2

2

2 k
EA

mk
K

ω
+

=   (5.3.20) 

As expressões de )(* xy  e )(* xψ  nas equações (5.3.15) e (5.3.18) foram 

obtidas de tal modo que 









−−−+=∗

→ κGA
EIxxCxCxCCxy

k 23
22)(lim

3

2
2

4130
  (5.3.21) 







 −−−=∗

→ κ
ψ

GA
EIxCxCCx

k 2
322)(lim 2

2410
  (5.3.22) 

 

5.3.2.Obtenção da Matriz de Rigidez 

O campo de deslocamentos transversais )(* xy  e as rotações )(* xψ  

podem ser expressos na forma 

∗∗∗∗∗∗∗
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∗
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∗
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
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


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  (5.3.23) 
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k
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k
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k
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  (5.3.24) 

em função de quatro parâmetros de força, numa formulação híbrida de 

elementos finitos. Os parâmetros p* não têm necessariamente um sentido físico 

definido, embora se pudesse fazer alguma atribuição a partir dos limites das 

equações (5.3.21) e (5.3.22). Para efeito de estabelecimento das equações que 

governam o problema da viga, escreve-se, com a mesma notação usada para o 

elemento de treliça, 
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  (5.3.25) 

Conseqüentemente, obtém-se para os esforços seccionais, segundo as 

equações (5.3.1) e (5.3.3): 
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   (5.3.26) 

De acordo com a seção anterior pode-se, usando a primeira das figuras 

5.4 para a definição das grandezas do sistema externo de coordenadas e a 

segunda para a convenção de momentos fletores e esforços cortantes positivos, 

descrever para os deslocamentos e rotações nas extremidades do elemento, 

definidas como os contornos Γ1 e Γ2, e para as matrizes η dos co-senos, 
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ηdN   (5.3.27) 
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ηdN   (5.3.28) 

Desta forma, a matriz H de transformação cinemática entre os sistemas d 

e p* se expressa como 

2211
0

NηNNηNH TT

l=

∗

=

∗ +=
xx

  (5.3.29) 

e a matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa na forma 

ll =

∗

=

∗

=

∗

=

∗ +=
xxxx

TTTT uηNuηNF 2
0

1
0

  (5.3.30) 

Portanto, após a avaliação da inversa 1−F , é possível realizar-se o produto 

HFHT 1− , obtendo-se assim a matriz de rigidez K do elemento de viga de 

Timosheko, de acordo com a equação (2.6.22). 
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5.4.Matriz de rigidez geométrica efetiva para elementos de treliça 2D 

Para o estudo de cabos flexíveis através de elementos de treliça é 

necessário que se introduza na análise a matriz de rigidez geométrica, que leva 

em conta a influência da não-linearidade geométrica e permite a simulação do 

efeito do esforço de tração no cabo. 

Na figura 5.7a é mostrado o sistema de coordenadas conveniente ao 

estudo do efeito de uma força de tração T sobre um elemento de treliça, e a 

figura 5.7b ilustra a configuração da força T no elemento. 

 

1d d2

T T

b)a)

 
Figura 5.7: a) sistema de coordenadas para obtenção da matriz de rigidez geométrica de 

um elemento de treliça; b) configuração dos esforços de tração no elemento. 

 

5.4.1.Formulação do Problema 

A equação diferencial do problema em questão, sem a consideração de 

amortecimento, é a equação conhecida como equação da corda vibrante: 

0),(),(
2

2

2

2

=
∂

∂
−

∂
∂

t
txvm

x
txvT   (5.4.1) 

onde T é a força de tração no elemento e Am ρ=  é a massa por unidade de 

comprimento do elemento. 

Supõe-se que o deslocamento transversal ),( txv  possa ser definido em 

termos de uma separação de variáveis de espaço l≤≤ x0  e tempo t ≥ 0, como: 
tiexvtxv ω−∗= )(),(   (5.4.2) 

em que tie ω−  é a função ),t( ωτ  definida na equação (2.7.4). Portanto, a nova 

expressão para a equação (5.4.1) passa a ser expressa como 

0)()( 2
2

2

=+
∂

∂ ∗
∗

xvm
x

xvT ω   (5.4.3) 

ou ainda, de forma mais simples, 

0)()( 2
2

2

=+
∂

∂ ∗
∗

xvk
x

xv   (5.4.4) 

em que 
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22 ω
T
mk =   (5.4.5) 

 

5.4.2.Obtenção da Matriz de Rigidez Geométrica 

Como se pode notar, a equação (5.4.4) tem a mesma forma da equação 

(5.1.4), e portanto, sua solução é análoga à solução apresentada na Seção 5.1, 

lembrando-se que k está definido pela equação (5.4.5) e não mas pela equação 

(5.1.5). 

Então, seguindo-se o desenvolvimento feito na Seção 5.1 chega-se à 

expressão da matriz de rigidez geométrica de elemento um elemento de treliça, 

que se expressa como 


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



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geo cos1
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sen
1HFHK T   (5.4.6) 

Desenvolvendo-se em série de freqüência em ω a expressão da matriz de 

rigidez geométrica acima, tem-se: 
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  (5.4.7) 

Deve-se lembrar que a matriz de rigidez geométrica dada pelas equações 

(5.4.6) e (5.4.7) diz respeito aos graus de liberdade d1 e d2 mostrados na figura 

5.5a, os quais são perpendiculares aos graus de liberdade d1 e d2 mostrados na 

figura 5.2a. 

A matriz de rigidez geométrica geoK  dada pela equação (5.4.7) deve ser 

adicionada à matriz de rigidez elástica dada pela equação (5.2.25), levando em 

conta sua contribuição no grau de liberdade correspondente (comparar figuras 

5.7a e 5.5). ou seja, 

geoE KKK +=   (5.4.8) 

onde EK  é a matriz de rigidez elástica dada pela equação (5.2.25). Desta forma 

obtem-se a matriz de rigidez efetiva de um elemento de treliça que leva em conta 

os efeitos da formulação das equações de equilíbrio para a configuração 

deformada (o que é bastante apropriado para o estudo de cabos). 
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Dada de maneira Explícita, a equação (5.4.8) expressa-se da seguinte 

forma: 
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  (5.4.9) 

(comparar com a equação (5.2.25)). 

Um estudo mais elaborado deste Capítulo está sendo preparado para 

publicação (Dumont e Prazeres, 2006). 
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6 
EXEMPLOS NUMÉRICOS 

Neste Capítulo são apresentados alguns exemplos simples da utilização 

do método híbrido de elementos finitos, tanto para problemas de potencial 

quanto para problemas de elasticidade, de forma a permitir sua validação. 

Os exemplos foram rodados em quatro programas implementados na 

linguagem Maple versão 8, quais sejam: um programa para a análise estática e 

dinâmica de problemas de elasticidade 2D, um programa para a análise estática 

e dinâmica de problemas de estruturas aporticadas por elementos de viga 2D, 

um programa para a análise estática e dinâmica de problemas de estruturas 

aporticadas por elementos de treliça 2D e um programa para a análise de 

problemas de potencial 2D quase-harmônico e harmônico. 

A escolha da linguagem Maple se deu pela simplicidade na implementação 

e pela facilidade de se trabalhar com operações simbólicas, o que foi de grande 

ajuda quanto ao processo de obtenção das soluções fundamentais utilizadas e 

nas expansões em série de freqüência destas soluções. 

Os exemplos foram rodados em um computador com as seguintes 

características: processador Pentium(R) 4, CPU 1.70 GHz, memória RAM de 

256 MB, disco rígido de 19 GB e sistema operacional Microsoft Windows XP. 

 

6.1.Avaliação da Precisão para Problemas de Fluxo em Estado 
Permanente 

A equação de Laplace (2.1.14) é resolvida para o problema representado 

na figura 6.1, usando-se várias malhas quadradas, como resumido na tabela 6.1. 

Usa-se como norma de erro a expressão 

( ) ( )


⌡

⌠
Ω















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∂
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

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∂
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=
Ω

duu
y

uu
x

.e exatonumexatonum

22

50   (6.1.1) 

como sugerido por Jirousek e Stojek (1995), para avaliar a convergência de 

resultados, como mostrado na figura 6.2, comparando-se 4 malhas quadradas 

para os elementos Q4 e Q8 e usando nn × = 11× , 22 ×  e 55 ×  pontos de Gauss 

para se obter o erro dado pela equação (6.1.1). 
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(0,10) (10,10)

(0,0) (10,0)

u  = 0,n

u  = 0

u = 0

u = 10 - X

,n X

Y

 
Figura 6.1: Exemplo para a avaliação da solução numérica da equação de Laplace. 

 

Como se pode notar na figura 6.2b, os gradientes são avaliados com mais 

precisão em pontos mais distantes dos pontos nodais, com melhores resultados 

para n = 1. Na figura 6.2b, as linhas em vermelho (maiores valores de ln|e|) 

dizem respeito aos elementos Q4 e as linhas em azul aos elementos Q8. 

 
Figura 6.2: a) malhas utilizadas no estudo; b)Valores da norma de erro da equação 

(6.1.1) para várias malhas e números de pontos de Gauss. 

 
Tabela 6.1: Resumo dos elementos e malhas do exemplo 6.1, com valores de referência 

N da figura 6.2. 

N 
*
su  nu  F H K 

1x1 2x2 3x3 4x4 

Quadrático 

5 gdl 

Linear 

4 gdl 

5x5 

posto 4 

5x4 

posto 3 

4x4 

posto 3 
4 16 36 64 

4º grau 

9 gdl 

Quadrático 

8 gdl 

9x9 

posto 8 

9x8 

posto 7 

8x8 

posto 7 
8 32 72 128 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 114

Nas figuras 6.3-6.17 são mostrados o potencial e os fluxos na direção x e 

na direção y, calculados de forma analítica e numérica, com a utilização de 

malhas 1x1 e 2x2 dos elementos Q4 e Q8, juntamente com seus resultados 

analíticos, respectivamente, para que se possa ter idéia do grau de precisão 

alcançado com estes elementos. 

 

 
Figura 6.3: Resultado para o potencial, obtido de forma analítica. 

 

 
Figura 6.4: Resultado para o potencial, obtido pelo método híbrido através de uma malha 

de 1x1 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analítico. 
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Figura 6.5: Resultado para o potencial, obtido pelo método híbrido através de uma malha 

de 2x2 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analítico. 

 
Figura 6.6: Resultado para o potencial, obtido pelo método híbrido através de uma malha 

de 1x1 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analítico. 

 

 
Figura 6.7: Resultado para o potencial, obtido pelo método híbrido através de uma malha 

de 2x2 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analítico. 
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Figura 6.8: Resultado para o fluxo em x, obtido de forma analítica. 

 

 
Figura 6.9: Resultado para o fluxo em x, obtido pelo método híbrido através de uma 

malha de 1x1 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analítico. 

 

 
Figura 6.10: Resultado para o fluxo em x, obtido pelo método híbrido através de uma 

malha de 2x2 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analítico. 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 117

 
Figura 6.11: Resultado para o fluxo em x, obtido pelo método híbrido através de uma 

malha de 1x1 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analítico. 

 

 
Figura 6.12: Resultado para o fluxo em x, obtido pelo método híbrido através de uma 

malha de 2x2 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analítico. 

 

 
Figura 6.13: Resultado para o fluxo em y, obtido de forma analítica. 
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Figura 6.14: Resultado para o fluxo em y, obtido pelo método híbrido através de uma 

malha de 1x1 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analítico. 

 

 
Figura 6.15: Resultado para o fluxo em y, obtido pelo método híbrido através de uma 

malha de 2x2 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analítico. 

 
Figura 6.16: Resultado para o fluxo em y, obtido pelo método híbrido através de uma 

malha de 1x1 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analítico. 
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Figura 6.17: Resultado para o fluxo em y, obtido pelo método híbrido através de uma 

malha de 2x2 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analítico. 
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6.2.Condução de Calor Transiente Bidimensional em uma Placa 
Quadrada Homogênea 

Este problema foi proposto por Bruch e Zyvoloski (1974) e consiste na 

condução de calor homogênea no domínio quadrado da figura 6.18, para as 

condições de contorno indicadas. A condição de temperatura inicial é 

0)0,,( =ZXu  em todo o domínio. A condutividade térmica isotrópica é k = 1 e o 

calor específico é c = 1. 

 

u = 1.0

X

Z

q   = 0.0z

A B A B

A B
(0,0)

(0,1) (1,1)

(1,0)

q   = 0.0x u = 1.0

 
Figura 6.18: Geometria e condições de contorno do problema de condução de calor 

transiente bidimensional em uma placa quadrada, e as malhas usadas na discretização 

do problema. 

 

A figura 6.19 mostra os autovalores calculados para uma malha quadrada 

de 4x4 com elementos quadráticos (como ilustra a figura 6.18) e usando-se de 1 

a 4 matrizes de massa generalizada, de acordo com a equação (2.7.1), 

comparados com os valores analíticos. Devido às condições de contorno em 

potencial prescrito, o problema tem um total de 48 graus de liberdade. Pode-se 

perceber que os resultados melhoram com o uso de mais matrizes de massa, 

embora erros de arredondamentos afetem a precisão dos autovalores mais altos. 

Note que vários autovalores ocorrem em pares (degrau na figura 6.19), devido à 

simetria do problema. 
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Figura 6.19: Autovalores de acordo com a equação (2.7.1) para a malha 4x4 da figura 

6.18, usando-se de 1 a 4 matrizes de massa generalizada. 

 

Como concerne ao problema transiente, o gráfico na figura 6.20 mostra 

resultados ao longo da face Z = 0 (o qual é o mesmo ao longo da face X = 0, 

devido à simetria) usando uma malha 3x3, para vários instantes de tempo, 

comparando-se com a solução analítica. Os erros são maiores para pequenos 

valores de tempo, quando altos gradientes estão presentes, decaindo com o 

tempo, quando a temperatura tende a um valor constante, o que se percebe 

melhor na figura 6.23. 

 

 
Figura 6.20: a) Resultados de temperatura ao longo da face Z = 0 para vários instantes 

de tempo, obtidos com uma malha 3x3 de elementos quadráticos; b) Detalhe para a 

curva de temperatura t = 0,75. 
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O gráfico da figura 6.21 mostra resultados ao longo da face Z = 0, assim 

como na figura 6.20, usando uma malha 4x4, para vários instantes de tempo, 

comparando-se com a solução analítica. 

 

 
Figura 6.21: a) Resultados de temperatura ao longo da face Z = 0 para vários instantes 

de tempo, obtidos com uma malha 4x4 de elementos quadráticos; b) Detalhe para a 

curva de temperatura t = 0,75. 

 

A figura 6.22 mostra os autovalores computados para o mesmo problema 

da figura 6.18, analisada com três diferentes macro-elementos com graus de 

liberdade apenas no contorno: um elemento quadrático, três elementos lineares 

e três elementos quadráticos são usados ao longo de cada lado para malhas Q8, 

Q12 e Q24, respectivamente. 

 

 
Figura 6.22: Autovalores de acordo com a equação (2.7.1) usando-se de 1 a 4 matrizes 

de massa generalizada, para três diferentes malhas de contorno. 
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Devido às condições de contorno, estas malhas (Q8, Q12 e Q24) 

correspondem a 3, 5 e 11 graus de liberdade, respectivamente. O fato de não 

serem percebidos pares de autovalores como os obtidos com a malha no 

domínio da figura 6.19 deve-se provavelmente à diferente topologia do problema. 

Apesar do pequeno número de graus de liberdade, a resposta transiente 

mostrada na figura 6.23, para a malha Q24, é qualitativamente comparável ao 

resultado da figura 6.20a obtida com 27 graus de liberdade. 

 

 
Figura 6.23: a) Resultados de temperatura ao longo da face Z = 0 da figura 6.18 para 

vários instantes de tempo, obtidos com a malha Q24 de 24 nós (11 gdl); b) Detalhe para 

a curva de temperatura t = 0,75. 
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6.3.Condução de Calor Transiente Bidimensional em uma Placa 
Quadrada Não-homogênea 

O mesmo problema da figura 6.18 é analisado para um material não-

homogêneo e ortotrópico, de acordo com o que foi apresentado no Capítulo 4, 

com as mesmas propriedades mostradas na figura 6.24: padrão de variação 

trigonométrica com parâmetros de material 10.=α , 20.=β  e difusividade 

térmica 41 2)Z(ckz += , correspondendo à condutividades: 

( ) ( )[ ] 1)(Z1)ln(Z0.4cos101)ln(Z0.4sen.0051099670 2 ++++=zk   (6.3.1) 

( ) ( )[ ] 1)(Z1)ln(Z0.4cos101)ln(Z0.4sen.0040879740 2 ++++=xk   (6.3.2) 

kx

kzc

p

β = 0.5; α = 0.1

azaz = (1 + Z)2/4

z

kx

kzc

p

β = 0.5; α = 0.1

azaz = (1 + Z)2/4

z  
Figura 6.24: Exemplo de padrão de variação trigonométrica das propriedades do 

material. 

 

A figura 6.25 mostra os autovalores calculados para uma malha quadrada 

4x4 com elementos quadráticos e usando-se 1, 2 e 3 matrizes de massa 

generalizada, de acordo com a equação (2.7.1) –não há resultados analíticos 

para comparação. 

 
Figura 6.25: Autovalores de acordo com a equação (2.7.1) usando-se 1, 2 e 3 matrizes 

de massa generalizada. 
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A figura 6.26 mostra o mesmo tipo de resultado mostrado nas figuras 6.20, 

6.21 e 6.23, para este problema não-homogêneo, usando-se malhas 2x2, 3x3 e 

4x4, de tal forma que se possa ter uma estimativa de convergência. 

 

 
Figura 6.26: Resultados de temperatura ao longo da face Z = 0 usando-se malhas 2x2, 

3x3 e 4x4. 
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6.4.Viga sob Carregamento de Momento Fletor Linear 

No exemplo apresentado nesta seção faz-se uma comparação numérica 

entre três métodos de elementos finitos, o método convencional de 

deslocamentos, o método elementos finitos de funções globais (Dumont e 

Fernandez, 1998) e o método híbrido. Nele tem-se uma viga, figura (6.27), 

engastada e livre sob o carregamento de uma carga ∫= dAP τ  aplicada em sua 

extremidade livre, assim como é mostrado na figura (6.27), que é analisada para 

7 diferentes malhas, figuras (6.28) e (6.29), de acordo com (Dumont e 

Fernandez, 1998) e anteriormente proposto por Lee e Bathe. 

x

y

(0,c) (L,c)

(L,0)(0,0)

τ

 
Figura 6.27: Viga de comprimento L e altura c, sob carregamento de momento fletor 

linear. 

 

A viga analisada tem módulo de elasticidade 7100,1 ×=E , coeficiente de 

Poisson 3,0=ν  e espessura 0,1=t . O carregamento τ está distribuído ao longo 

da altura da viga c, de acordo com a equação (6.4.1), 

cL
y

L
y 2120120

−=τ   (6.4.1) 

As figuras 6.28 e 6.29 mostram as configurações de malhas utilizadas na 

análise da viga da figura 6.27. 

(0,10) (100,10)

(100,0)(0,0)

Malha 1

Malha 2

(75,10)

(25,0)

Malha 3
(33,6) (68,7)

(35,4) (66,3)
 

Figura 6.28: Malhas 1, 2 e 3, para uma viga de comprimento L = 100 e altura c = 10. 
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Malha 6

(0,20)

(0,0)

(10,20)

(10,0)

(10,10)

(10,0)

(0,10) (10,10)

x(y) = 10 - 8 (     ) (1 -       )y
10 10

y y(x) = 10 - 8 (     ) (1 -       )10
x

10
x

x

y

Malha 7

Malha 4

Malha 5

(0,10)

(0,0)

(20,10)

(20,0)

 
Figura 6.29: Malhas 4 e 5, para uma viga de comprimento L = 20 e altura c = 10 e 

Malhas 6 e 7, para uma viga de comprimento L = 10 e altura c = 20. 

 

Na tabela 6.2 têm-se os resultados para o deslocamento vertical do nó da 

extremidade inferior direita da viga para os três métodos e o valor analítico 

correspondente para as diferentes configurações de malha apresentadas nas 

figuras 6.28 e 6.29 sob o carregamento de momento linear indicado na figura 

6.27 e dado pela equação (6.4.1). 

 

Tabela 6.2: Deslocamento vertical (x103) do nó da extremidade inferior direita da viga da 

figura (6.27) para as diferentes configurações de malha apresentadas nas figuras 6.28 e 

6.29. 

Q4 Q8 Q12 Q16 
Malha 

EFC EFG EFH EFC EFG EFH EFC EFG EFH EFC EFG EFH 

Solução 

Exata 

1 0,204 0,204 0,206 6,281 6,281 8,871 8,046 8,046 8,054 8,046 8,046 8,046 8,046 

2 0,305 0,337 0,672 1,611 6,364 7,033 5,011 8,046 8,087 8,046 8,132 8,537 8,046 

3 0,192 0,212 0,202 0,452 6,291 6,355 0,744 8,046 8,050 8,046 7,947 8,043 8,046 

4 0,143 0,143 0,168 0,349 0,349 0,422 0,366 0,366 0,402 0,366 0,366 0,401 0,336 

5 0,254 0,254 0,323 0,334 0,376 0,402 0,350 0,376 0,404 0,366 0,390 0,412 0,336 

6 0,129 0,129 0,243 0,112 0,112 0,434 0,132 0,132 0,498 0,132 0,132 1,348 0,132 

7 0,082 0,082 0,321 0,128 0,136 0,405 0,130 0,133 0,539 0,131 0,138 0,573 0,132 

EFC = Elementos Finitos Convencionais; EFG = Elementos Finitos Globais; EFH = Elementos Finitos Híbridos. 

 

A tabela 6.2 mostra que para as três primeiras malhas os elementos Q4 e 

Q8 do método híbrido apresentaram excelentes resultados em comparação ao 

método convencional, sendo melhor inclusive que os elementos globais com 

exceção do resultado do elemento Q4 para o caso da malha 3. Já o elemento 

Q12 apresentou bons resultados para as mesmas 3 primeiras malhas, porém 

não tão bons quanto os resultados obtidos pelo elemento Q12 do método global. 
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Os resultados obtidos para o elemento Q16 não foram satisfatórios. Este 

resultado foi influenciado de forma negativa pelo alto grau dos polinômios 

envolvidos na solução fundamental do elemento, o que gerou mau 

condicionamento da matriz de rigidez do elemento e erros de arredondamento. 

Este tipo de problem foi verificado também para outras malhas. 

A figura 6.30 apresenta um gráfico de análise de convergência para os 

elementos Q4 e Q8 para o problema representado pela viga da figura 6.27 com 

comprimento L = 100 e altura c = 10 e submetida a carregamento de momento 

fletor linear de acordo com a equação (6.4.1). 

 

Convergência dos elementos Q4 e Q8

0,00
0,50
1,00
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Figura 6.30: Análise de convergência dos elementos Q4 e Q8 para a viga da figura 6.27 

com comprimento L = 100 e altura c = 10 e submetida a carregamento de momento fletor 

linear de acordo com a equação (6.4.1). 

 

Como se pode constatar através da figura 6.30, há uma clara convergência 

dos dois elementos, sendo que o elemento Q8 convergiu mais rapidamente que 

o elemento Q4, como era de se esperar. Outra observação que pode ser feita 

quanto à convergência é o fato de o elemento Q8 ter se comportado na maneira 

típica de elementos híbridos, ou seja, com convergência amonotônica. 
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6.5.Viga sob Carregamento de Momento Fletor Constante 

O exemplo apresentado nesta seção utiliza-se da mesma viga engastada e 

livre da seção anterior, porém não mais sob carregamento de momento linear, 

mas sim sob carregamento de um momento constante, como é ilustrado pela 

figura 6.31 abaixo. 

y

(0,0)

(0,c)

(L,0)

σ
(L,c)

x
 

Figura 6.31: Viga de comprimento L e altura c, sob carregamento de momento fletor 

constante. 

 

As propriedades da viga acima são as mesmas da viga apresentada na 

seção anterior. O carregamento σ  está distribuído ao longo da altura da viga c, 

de acordo com a equação (6.5.1), 

120240
−=

c
yσ   (6.5.1) 

As análises feitas para este exemplo seguem a mesma discretização feita 

para o exemplo da seção anterior anterior e estão resumidas na tabela 6.3. 

 

Tabela 6.3: Deslocamentos verticaisl (multiplicados por -1,0 x 103) do nó da extremidade 

inferior direita da viga da figura 6.31 para as diferentes configurações de malha 

apresentadas nas figuras 6.28 e 6.29. 

Q4 Q8 Q12 Q16 
Malha 

EFH EFC EFG EFH EFC EFG EFH EFC EFG EFH 

Solução 

Exata 

1 0,307 12,000 12,000 12,000 12,000 12,000 12,000 12,000 12,000 13,895 12,000 

2 0,618 2,328 12,057 11,955 5,934 12,000 12,000 12,000 12,105 11,732 12,000 

3 0,300 0,477 12,000 12,000 0,691 12,000 12,000 12,000 12,065 12,320 12,000 

4 0,217 0,480 0,480 0,480 0,480 0,480 0,480 0,480 0,480 0,480 0,480 

5 0,421 0,441 0,497 0,481 0,477 0,485 0,480 0,479 0,521 0,480 0,480 

6 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 

7 0,058 0,060 0,060 0,061 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 0,059 0,060 

EFC = Elementos Finitos Convencionais; EFG = Elementos Finitos Globais; EFH = Elementos Finitos Híbridos. 
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Os resultados apresentados na tabela 6.3, para os elementos Q8 e Q12, 

evidenciam a superioridade de precisão obtida pelo método híbrido de elementos 

finitos em comparação com o método de elementos finitos convencional. 

Quanto aos resultados apresentados para o elemento Q16, pode-se 

concluir que houve uma influencia negativa do alto grau dos polinômios da 

solução fundamental do referido elemento, o que ocasionou mau 

condicionamento da matriz de rigidez e erros de arredondamento, como se havia 

comentado na ocasião da análise dos resultados do exemplo anterior. 
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6.6.Análise Dinâmica de uma Barra Fixa e Livre sob Carga Dinâmica 
Axial por Elementos de Treliça Unidimensionais 

A figura 6.32 ilustra uma barra uniforme submetida a um carregamento 

dinâmico )(tP  na direção de seu eixo. A barra tem as seguintes propriedades: 

PaE 11101,2 ×= , 235,0 mA = , mL 50=  e 385,7
m
t

=ρ . O carregamento aplicado 

)(tP  é dado pela equação (6.6.1) 

( )ttP 0
8 35,1sen10)( ω−=   (6.6.1) 

L

P(t)

 
Figura 6.32: Barra fixa e livre submetida a carregamento dinâmico em sua extremidade 

livre. 

 

A solução de referência do problema da figura 6.32 é dada pelas seguintes 

expressões, para uma série com 20 termos: 

L
En

n
2
)12(

)(
ρπ

ω
−

=   (6.6.2) 

)1(35,11 ωω =   (6.6.3) 







 −

=Φ
L

xnxn
2

)12(sen),( π   (6.6.4) 

( ) ( )

2
2

1

1
1

8

)(
)(

1

)(
)(sensen)10(2

),(

nAL
n

n
tnt

xn

ωρ
ω
ω

ω
ωω

ω









−

−−
=Ψ   (6.6.5) 

n

n

xnxnd )1(),(),(
20

1

−ΨΦ−= ∑
=

  (6.6.6) 

onde d representa os deslocamentos em um ponto distante de L da extremidade 

fixa da barra devido ao carregamento dado pela equação (6.6.1). 

A barra foi discretizada com 1, 2 e 3 elementos de treliça unidimensional. 

Nas figuras 6.33-6.35 tem-se a resposta do deslocamento no tempo da 

extremidade livre da barra para a solução de referência e para a solução 

encontrada com 1, 2 e 3 elementos, respectivamente, utilizando-se 3 matrizes de 

massa. 
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Figura 6.33: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solução de 

referência juntamente com uma malha de 1 elemento. 

 

 
Figura 6.34: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solução de 

referência juntamente com uma malha de 2 elementos. 

 

 
Figura 6.35: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solução de 

referência juntamente com uma malha de 3 elementos. 

 

Nas figuras 6.36-6.38 tem-se a resposta dos deslocamentos no tempo da 

extremidade livre da barra para a solução de referência e para uma discretização 
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com 3 elementos com a utilização de 1, 2 e 4 matrizes de massa, 

respectivamente. 

 

 
Figura 6.36: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solução de 

referência e para uma malha de três elementos com a utilização de 1 matriz de massa. 

 

 
Figura 6.37: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solução de 

referência e para uma malha de três elementos com a utilização de 2 matrizes de massa. 

 

 
Figura 6.38: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solução de 

referência e para uma malha de três elementos com a utilização de 4 matrizes de massa. 
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A figura 6.39 mostra os autovalores calculados para uma malha de três 

elementos de treliça e usando-se de 1 a 4 matrizes de massa generalizada, de 

acordo com a equação (2.7.1). 

 
Figura 6.39: Autovalores de acordo com a equação (2.7.1) para a malha de 3 elementos, 

usando-se de 1 a 4 matrizes de massa generalizada. 

 

Os resultados apresentados pelas figuras 6.36-6.38 mostram claramente 

que a utilização de mais matrizes de massa melhora significativamente a 

precisão da resposta encontrada, sem que se tenha que aumentar a 

discretização da malha, como feito na seqüência de figuras 6.33-6.35. Porém, 

nada impede que se faça uma combinação de ambos os recursos (discretização 

da malha e aumento do número de matrizes de massa utilizadas) para a 

obtenção de resultados cada vez mais precisos. 

A melhora provocada pelo aumento do número de matrizes de massa 

utilizadas na solução do problema está diretamente ligada à influência dos 

modos de vibração mais elevados. Quanto maior a contribuição dos modos mais 

elevados, maior será a precisão dos resultados com o aumento do número de 

matrizes de massa, de acordo com o gráfico da figura 6.39. Em outras palavras, 

o aumento do número de matrizes de massa utilizadas significa uma maior 

satisfação da equação dinâmica de governo do problema que leva à obtenção de 

autovalores mais precisos. 
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6.7.Análise Dinâmica de um Pórtico Submetido a umPulso Triangular 
por Elementos de Viga Plana de Bernoulli-Euler 

A figura 6.40 ilustra um pórtico plano com doze graus de liberdade (12 gdl), 

proposto por Weaver (1987). O pórtico consiste de seis barras prismáticas 

rigidamente conectadas, todas com os mesmos valores de E, ρ, A, e Iz. Tais 

propriedades das barras de aço do pórtico da figura 6.40 valem: 

24 .ink100,3 ×=E , 2.in30=A , .in50=L , 4

2
7

.in
ks1035,7 −×=ρ  e 43

z .in100,1 ×=I . 
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Figura 6.40: Pórtico plano com seis barras e doze graus de liberdade. 

 

Como ilustrado pela figura 6.40, forças dinâmicas )(tP  e )(2 tP  são 

aplicadas na direção x nos nós 2 e 4. Na figura 6.41 tem-se a variação no tempo 

da carga )(tP . As quantidades que nela aparecem valem: k101 =P  e 

ms352 12 == tt . A expressão analítica de )(tP , desejável para que possa fazer 

uma integração analítica no tempo das equações modais, é 

1

1111111

t
t))-pt-t)(2p)H(2tt+H(t-t-t)p(H(t)H(ttP =)( , em que H(t)  é a função 

Heaviside de t, de acordo com a figura 6.41. 
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P(t)

P1

1t 2t0 t  
Figura 6.41: Carregamento dinâmico. 

 

Na figura 6.42 tem-se o deslocamento no tempo do grau de liberdade 4 

(deslocamento horizontal do nó 2 onde é aplicada a carga )(tP ). A curva cheia e 

a curva tracejada representam, respectivamente, os resultados obtidos através 

do método híbrido com a utilização de 1 e 4 matrizes de massa, e os pontos em 

cruz são os resultados tirados do gráfico apresentado por Weaver. 

 
Figura 6.42: Resposta do grau de liberdade número 4. 

 

Nela, figura 6.42, a diferença entre os resultados obtidos através da 

utilização de 1 e de 4 matrizes de massa é muito pequena (a defasagem em 

relação aos valores de referência talvez se explique pelo fato de eles terem sido 

obtidos por cópia da página do livro do Prof. Weaver). A rápida convergência de 

resultados evidencia que a contribuição dos modos mais altos que os modos 1 e 
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2, para o caso particular do carregamento indicado pelas figuras 6.40 e 6.41, é 

muito pequena, conforme se depreende da figura 6.43. 

A figura 6.43 apresenta uma comparação entre os autovalores 

encontrados para a estrutura da figura 6.40 com a utilização de 1 até 4 matrizes 

de massa. Nela percebe-se que há uma convergência dos autovalores conforme 

se aumenta o número de matrizes de massa envolvidas no cálculo. A curva mais 

acima é relativa à utilização de apenas uma matriz de massa e as curvas abaixo 

desta são relativas à utilização de duas, três e quatro matrizes. 

 

 
Figura 6.43: Comparação entre os autovalores para a utilização de 1, 2, 3 e 4 matrizes 

de massa. 

 

A figura 6.44 mostra um gráfico análogo ao gráfico da figura 6.42. Nela 

utilizou-se para o carregamento (ilustrado na figura 6.40) um impulso triangular 

com apenas um décimo do tempo do impulso dado pela figura 6.41. As curvas 

apresentadas são relativas ao deslocamento do grau de liberdade 4 (figura 6.40) 

no tempo, e são obtidas com a utilização de 1 a 4 matrizes de massa (curvas 

azul, magenta, verde e vermelha, respectivamente). 

A utilização de um carregamento com um tempo de duração mais curto 

teve o intuito de provocar uma maior influência dos modos de vibração mais 

altos no comportamento da estrutura da figura 6.40, de forma a se mostrar que 

quando há uma contribuição maior dos modos mais elevados, a utilização de 

mais matrizes de massa melhora significativamente o resultado obtido, de 
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acordo com o que se havia comentado no exemplo anterior do elemento de 

treliça unidimensional. 

O que se pode perceber na figura 6.44 é que há uma clara convergência 

das curvas com o aumento do número de matrizes de massa utilizadas, curvas 

azul, magenta, verde e vermelha, respectivamente. 

 

 
Figura 6.44: Resposta do grau de liberdade número 4 para um impulso de tempo igual a 

0,1 do tempo do impulso mostrado na figura 6.41. 
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6.8.Análise dinâmica de uma treliça plana com três graus de 
liberdade 

A figura 6.45 ilustra uma treliça plana com três graus de liberdade (3 gdl) e 

também foi proposta por Weaver (1987) para a análise das freqüências e modos 

de vibração. Porém, no exemplo aqui apresentado, utilizaram-se propriedades 

diferentes das utilizadas por Weaver para as barras da treliça com a finalidade 

de se simular uma estrutura com barras comercializadas no Brasil (além disso, o 

exempleo de Weaver não fornece o valor do momento de inércia). Todas as 

barras têm os mesmos valores de E, ρ, A, e I, dados para uma seção circular 

vazada, conforme a figura 6.45, em que mRe 05715,0=  e mRi 0529,0= . As 

propriedades das barras são: Pa111007,2E ×= , 23104694,1A m−×= , m35,6L = , 

3
31085,7

m
kg

×=ρ  e 4610911,8I m−×= . 
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Figura 6.45: treliça plana com 3 graus de liberdade. 

 

À treliça acima foi aplicada uma carga dinâmica em força de um pulso 

triangular, conforme mostra o gráfico superior esquerdo da figura 6.45, em que 

N10P1 =  e ms352 12 == tt . 

Apresentam-se  na figura 6.46 os deslocamentos horizontais no tempo do 

nó 2 da treliça obtidos pela utilização de 1 a 8 matrizes de massa (curvas 

tracejadas em azul, magenta, verde e curvas cheias em cian, vermelho, verde, 
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amarelo e preto, respectivamente, que correspondem a amplitudes decrescentes 

no primeiro instante da resposta dinâmica), de acordo com as equações (2.7.30) 

e (5.2.25). 

 
Figura 6.46: deslocamentos horizontais no tempo do nó 2 da treliça para a utilização de 1 

a 8 matrizes de massa (amplitudes decrescentes nos primeiros instantes de tempo). 

 
Figura 6.47: deslocamentos horizontais no tempo do nó 2 da treliça da figura 6.45 

obtidos pela utilização de elementos de viga de Bernoulli-Euler com a utilização de 1 a 4 

matrizes de massa (mesma convenção de cores da figura 6.46). 
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A figura 6.48 mostra os autovalores obtidos com a utilização de elementos 

de treliça com 1 a 8 matrizes de massa (da curva mais acima à curva mais 

abaixo, consecutivamente). 

 

 
Figura 6.48: Comparação entre as freqüências encontradas com a utilização de 1 a 8 

matrizes de massa: a convergência se dá por valores superiores. 
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7 
CONCLUSÃO 

O método híbrido de elementos finitos, como apresentado neste trabalho 

para a análise de problemas dinâmicos no domínio da freqüência, permite a 

generalização do procedimento tradicionalmente usado para a análise de 

problemas dinâmicos pelo método de elementos finitos convencional, que faz 

uso apenas do primeiro termo da série de potência em ω apresentada pela 

equação (2.7.30), ou seja, 

( ) ( )tt
t

pdMK =








∂
∂

+ 2

2

   (7.1) 

onde K é a matriz de rigidez do sistema e M é a matriz de massa. A equação 

(2.7.30), evidencia que, além das matrizes de rigidez K (ou K0 como é 

denominada na equação (2.7.30)) e massa M (denominada de M1 na equação 

(2.7.30)) podem ser usadas ainda n–1 matrizes de massa Mi, com i > 2 (que são 

em verdade uma mistura de massa e rigidez), de acordo com a precisão que se 

queira obter. 

Com a utilização de mais termos da expansão em série da matriz de 

rigidez efetiva no domínio da freqüência, o método híbrido dos elementos finitos 

permite uma melhor satisfação da equação de movimento do problema, em 

comparação com o método de análise dinâmica por elementos finitos 

convencional, que só utiliza um termo, garantindo assim uma maior precisão nos 

resultados. 

Além disso, a utilização das soluções fundamentais não-singulares como 

funções de interpolação dos deslocamentos no domínio do elemento torna o 

método mais fácil e simples de implementar que os métodos de elementos de 

contorno em geral, devido à ausência da singularidade na solução fundamental, 

embora possa resultar em problemas com problema de condicionamento.. 
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7.1. Vantagens do Método 

A técnica de superposição modal generalizada permite tratar problemas 

dependentes do tempo no contexto do domínio da freqüência de forma simples 

(sem a necessidade de transformadas). 

Outra vantagem do método é o fato de a formulação precisar apenas de 

integrais de contorno, o que reduz em uma dimensão o problema de integração 

e possibilita a geração de formas polinomiais arbitrárias de maneira sistemática. 

O método também possibilita o tratamento preciso de problemas de 

fraturas, cantos ou elementos perfurados, com a utilização de funções de 

soluções locais. Problemas que envolvem materiais heterogêneos com gradação 

funcional também são tratados de forma simples e direta, ao menos para 

problemas de potencial. 

 

7.2. Desvantagens do Método 

Em relação às desvantagens do método híbrido de elementos finitos aqui 

apresentado, pode-se concluir que: 

• O método é mais lento se comparado ao método dos elementos finitos 

devido à necessidade de se montar uma matriz de flexibilidade do 

elemento para em seguida invertê-la, no processo de obtenção da 

matriz de rigidez do elemento. 

• Na solução de problemas dinâmicos, o método requer a solução de um 

problema de autovalor não-linear, representado pela equação (2.8.1), o 

que pode encarecer o tempo de processamento. 

• Soluções polinomiais de grau muito alto podem resultar em matrizes de 

rigidez mal-condicionadas, no caso de domínios muito distorcidos. 
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7.3. Análise dos Resultados 

Quanto aos resultados apresentados nos exemplos do Capítulo 6 pode-se 

tirar as seguintes conclusões: 

• O método apresentou boa precisão tanto para problemas estáticos ou 

de regime permanente quanto para problemas dinâmicos ou 

transientes, principalmente com a utilização de matrizes de massa de 

ordem mais altas. 

• O método se mostrou bastante adequado à análise de problemas com 

gradação funcional, pelo menos para problemas de potencial. 

• A utilização de elementos com um número grande de graus de 

liberdade (como no caso dos elementos Q12 e Q16 dos exemplos 6.4 e 

6.5) gera problemas de matrizes de rigidez com mau condicionamento, 

devido ao alto grau dos polinômios da solução fundamental envolvida. 

A sugestão que se faz é que se usem apenas elementos com poucos 

graus de liberdade, tais como os elementos T3, T6, Q4 e Q8 no caso 

de problemas bidimensionais. 

• O método apresentou convergência típica de métodos híbridos, ou 

seja, não monotônica, como pode ser visto no gráfico da figura 6.30 

para o elemento Q8, que se mostrou muito boa em comparação com o 

método dos deslocamentos. 
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7.4.Sugestões para Trabalhos Futuros 

Como sugestões para trabalhos futuros em continuação ao que foi 

desenvolvido neste trabalho, apresentam-se: 

• Aperfeiçoar os métodos de solução de autovalores não-lineares, para a 

obtenção de autovalores mais precisos e de maneira mais confiável 

(Dumont e Cruz, 2006) que nos algoritmos usados, com menor esforço 

computacional e sem a necessidade da utilização de matrizes 

aumentadas (Chaves, 2003), que encarece o processo computacional. 

• Realizar uma análise comparativa entre a técnica de superposição 

modal avançada utilizada neste trabalho e as técnicas de solução 

puramente no domínio da freqüência (com o uso de transformadas) ou 

puramente no domínio do tempo, existentes na literatura. 

• Desenvolver um programa em uma linguagem mais robusta (por 

exemplo, o Fortran) e fazer uma análise comparativa com o método 

dos deslocamentos. 
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APÊNDICES 

APÊNDICE A - 
Obtenção da matriz de rigidez para problemas de elastostática no 
método híbrido dos elementos de contorno 

A matriz de rigidez 0K  para problemas de elastostática pode ser obtida 

por meio de um procedimento mais simples e direto (Dumont, 2005) do que o 

método geral apresentado na seção 2.10 do capítulo 2.  

De acordo com o que é exposto no item 2.7.2, do capítulo 2, a 

singularidade de TH0  (para problemas estáticos) significa que certas forças *p  

não podem ser transformadas em forças nodais equivalentes ( )bpp − . Isto 

implica a não-existência de uma solução única para o sistema representado 

pelas equações (2.6.19) e (2.6.20). Esta unicidade da solução deve então ser 

provida, adicionando-se a condição de ortogonalidade 

0pV *T =   (A.1) 

para completar o sistema. Em outras palavras, o vetor *p  correspondente à 

solução desejada do sistema deve ser ortogonal às forças pertencentes ao 

espaço coberto pela base V. 

A partir da equação (A.1), pode-se resolver a primeira equação do sistema 

das equações (2.6.19)-(2.6.20) para as forças *p  formalmente como: 

( ) ( )[ ] ( )bTTT* ddHVVVVIFVVIp −+−−=
−1

  (A.2) 

onde ( ) ( )[ ] 1−
+−− TTT VVVVIFVVI  é chamada de inversa do Bott-Duffin da 

matriz de flexibilidade F e ( )TVVI −  é o projetor ortogonal ao espaço coberto 

pela base V (Ben-Israel e Greville, 1980). 

Substituindo-se a equação (A.2) na equação (2.6.20) e considerando a 

equação (2.7.16), obtém-se a expressão final: 

[ ] ( )bb ddHVVFHpp TT −+=−
−1

  (A.3) 

onde 

[ ] HVVFHK TT 1−
+=   (A.4) 
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é a matriz de rigidez do método híbrido de elementos finitos para problemas 

estáticos. Esta matriz é simétrica, positiva semi-definida por construção 

ortogonal a deslocamentos de corpo rígido: 

0KWKW ==T   (A.5) 
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APÊNDICE B - 
Avaliação de deslocamentos no domínio em problemas de 
elastostática 

Diferentemente do que acontece no método de elementos finitos 

convencional, no método híbrido de elementos finitos apresentado a contribuição 

de corpo rígido aos deslocamentos internos em problemas estáticos tem que ser 

calculada explicitamente durante o processo de pós-análise, já que nenhuma 

referência é feita direta às constantes Csm da equação (2.3.8) durante a 

formulação do método (Dumont, 2003). Isso tem a ver com o fato conceitual de o 

método estar baseado num campo de tensões e não de deslocamentos. 

No entanto, deslocamentos de corpo rígido inerentes ao problema e, 

portanto, deslocamentos absolutos, podem ser calculados uma vez conhecidos 

os deslocamentos nodais d em todo Γ , como se descreve a seguir. Inicialmente, 

expressa-se a função de deslocamentos de corpo rígido r
isu  da equação (2.3.8) 

de forma normalizada, de tal modo que, nos pontos nodais do contorno Γ seja 

coincidente com os valores da matriz normalizada siW , que é a base dos 

deslocamentos de corpo rígido, introduzida na Seção 2.7.2. Sejam r
isu~  funções 

genéricas de corpo rígido, ainda não-normalizadas. Funções normalizadas  

kj
r

ik
r
ij uu Λ= ~   (B.1) 

podem ser obtidas pela determinação da matriz quadrada, não-singular kjΛ  a 

partir da imposição de que, nos pontos nodais do contorno, mj
r
mj

r
mj WUu =≡ , ou 

seja, 

ΛUWU rr
kj

r
mkmj

r
mj UWU ~ou~ =≡Λ=≡  (B.2) 

usando notação tanto indicial quanto matricial, de onde se obtém, pré-

multiplicando-se toda a equação por TW  e observando a equação (2.7.13): 

( ) 1~ −
= rUWΛ T  (B.3) 

Além disso, pode-se reescrever a equação (2.3.8) em uma forma equivalente, na 

qual os deslocamentos de corpo rígido são expressos separadamente, para 

certo vetor de parâmetros sr≡r : 

j
r
ij

b
imjm

r
ijim

b
ii

f
i ruupCuuuuu +++=+= *** )(   (B.4) 

Para ser consistente, a equação (B.4) deve ser válida nos pontos nodais, 

( ) imi
b
mninmimnm

b rWdpCWUdou +++=+++= **** )(WrdpWCUd   (B.5) 
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em notação matricial e indicial, respectivamente. Neste equação, U* é uma 

matriz obtida expressando-se a solução fundamental *
imu  nos pontos nodais do 

elemento. 

Então, pré-multiplicando-se a equação (B.5) em ambos os lados por TW  

(lembrando que W é ortonormal) e isolando-se r, resulta: 

( ) ( ) ( ) ( ) ****TT
nsnmnms

b
mmmss

b pCUWddWrou +−−=+−−= pCUWddWr   (B.6) 

Finalmente, substituindo-se esta expressão em (B.4), obtém-se a 

expressão dos deslocamentos em pontos internos do método híbrido para 

problemas estáticos com consideração de corpo rígido: 

( )b
mmns

r
is

b
imnmns

r
isimi ddWuupUWuuu −++−= **** )(   (B.7) 

Observe que, nesta expressão, *
iu  depende apenas dos valores encontrados na 

análise para ∗p  e bdd − , já que a constante C  é cancelada. 
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APÊNDICE C - 
Cálculo da matriz de rigides K no contexto do Método híbrido 
simplificado de elementos finitos 

Alternativamente à forma como é calculada a matriz de rigidez K durante 

todo o presente trabalho, existe uma forma mais simples, eficiente e tão precisa 

quanto, que ao invés de necessitar da matriz de flexibilidade F (como na Seção 

2.6.2, necessita apenas que se avalie a solução fundamental nos pontos nodais 

do elemento, gerando uma matriz denominada U*, sem a necessidade de 

integração no contorno. Além disso, o processo de inversão de U* (necessário 

para a obtensão de K como será mostrado a seguir) é mais simples, já que U* é 

não-singular, mesmo para problemas estáticos. 

Essa forma alternativa de obtenção da matriz de rigidez é a característica 

principal do denominado método híbrido simplificado de elementos de contorno 

(Chaves, 1999, 2003) e de elementos finitos. A seguir é apresentado de maneira 

sucinta o processo de obtenção da matriz de rigidez K através do método híbrido 

simplificado de elementos finitos. 

A partir do equilíbrio de forças nodais em termos de trabalhos virtuais, é 

possível se chegar exatamente à equação (2.6.20), 
bpppHT −=∗    (2.6.20) 

sem a necessidade de se fazer qualquer menção ao potencial de Hellinger-

Reissner.  

Os deslocamentos no domínio Ω do corpo elástico são expressos de 

acordo com as equações (2.3.2) e (2.6.9): 
p
imim

f
i upuu += **    (C.1) 

e os deslocamentos no contorno Γ, de acordo com a equação (2.6.10): 

mimi duu~ =    (2.6.10) 

Pode-se forçar que ambas as hipóteses de deslocamentos coincidam nos 

pontos nodais, o que em notação matricial se escreve, a partir da equação (C.1), 
bdpUd += **   (C.2) 

onde **
mnU≡U  é uma matriz de deslocamentos medidos em pontos nodais em 

termos da solução fundamental, dada pela equação (5.1.9), e b
m

b u≡d  é o vetor 

de deslocamentos relacionados à solução particular. 

A matriz **
mnU≡U , que no método híbrido simplificado de elementos de 

contorno é simétrica por construção, no método híbrido simplificado de 

elementos finitos é não-simétrica para a maioria dos elementos. Uma outra 
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diferença da matriz U* obtida através do método híbrido de elementos finitos em 

relação à obtida através do método híbrido de elementos de contorno é que ela é 

não-singular, tanto para problemas no domínio da freqüência quanto para 

problemas estáticos. 

Um caso particular em que a matriz U* é simétrica é o dos elementos 

unidimensionais (apresentados no Capítulo 5), para os quais a utilização da 

matriz U* fornece exatamente a mesma matriz de rigidez K obtida com a 

utilização da matriz de flexibilidade F, já que nenhuma aproximação é feita em 

relação às funções de interpolação utilizadas no contorno destes elementos. 

Eliminando-se p* nas equações (2.6.20) e (C.2), obtém-se 

( ) ( ) bb ppddUHT −=−
−∗ 1

   (C.3) 

em que 

( ) 1−∗= UHK T    (C.4) 

é uma matriz de rigidez que, devido à equação (C.2) ser formulada sem base 

variacional, é em geral não-simétrica. 

Como mencionado no item 2.6.3 do Capítulo 2, em geral há mais graus de 

liberdade internos, relacionados a p*, do que graus de liberdade externos, 

relacionados a )dd( b− , ou seja, ( ) ( )bddp* −≥ dimdim  (ver tabelas 3.1 e 3.2 do 

Capítulo 3), o que ocasiona uma matriz U* retangular (exceto em casos 

especiais, como o caso particular de elementos unidimensionais apresentados 

no Capítulo 5), que só pode ser invertida através de procedimentos de obtenção 

de matrizes inversas generalizadas. 

Para o caso particular de elementos de treliça, apresentados na seção 5.1 

do Capítulo 5, a matriz U* dada para uma determinada freqüência assume a 

forma 

















=∗

0sen

sen01

k
k

k
k

EA l

l

U    (C.5) 

de acordo com a equação (5.1.9), ou em um desenvolvimento em série de 

freqüência, 

)(
0

5040

5040
0

0
120

120
0

0
6

6
0

01
10 8

6

6

6
3

3

4

4

4
2

2

2

2

2 ωωρωρωρ 0U +





































−



















+



















−







=∗

l

l

l

l

l

l
l

EEEEA

    (C.6) 

de acordo com a equação (5.1.17). 
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A inversa da matriz U* como uma série de freqüência, a partir da equação 

(C.6), necessária para obtenção da matriz de rigidez K, dada na equação (C.4), 

deve ser obtida através do procedimento de inversão de matrizes em série de 

freqüência apresentado na seção 2.10 do capítulo 2, conforme as equações 

(2.10.1) e (2.10.2), visto que U0* é não-singular. Deve-se notar que o processo 

de obtenção de K, para elementos unidimensionais através de U*, é 

extremamente vantajoso e mais simples do que a obtenção através F, visto que 

apenas a inversão de U0* se torna necessária. 
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APÊNDICE D - 
Matrizes de transformação para elementos de treliça e viga 

Neste apêncice são apresentadas algumas das matrizes de transformação 

entre os deslocamentos de sistemas de coordenadas que podem ser utilizados 

para os elementos de treliça e viga apresentados no capítulo 5. 

Será denominado de natural o sistema de coordenadas com o menor 

número de graus de liberdade possível por elemento; de local o sistema de 

coordenadas em que os graus de liberdade se encontrarem na direção axial ou 

perpendicular ao elemento; e de global o sistema de coordenadas do elemento 

com o maior número de graus de liberdade dispostos de acordo com os graus de 

liberdade globais da estrutura. 

 

D.1 - Matrizes de transformação para o elemento de treliça plana 

O sistema de coordenada natural mais simples para os deslocamentos e 

esforços de um elemento de treliça no plano é o apresentado na Figura D.1a, 

 

22d  ,  p
33d  ,  p

1d  ,  p1

d  ,  p4 4

θ
11d  ,  p

11d  ,  p

a) b)

θ

 
Figura D.1: a) Sistema de coordenadas naturais (sem deslocamentos de corpo rígido) de 

um elemento de treliça; b) sistema de coordenadas globais de um elemento de treliça. 

 

Neste sistema de coordenadas, figura D.1a, não aperecem deslocamentos 

de corpo rígido e a matriz de rigidez do elemento tem ordem de 1x1, visto que o 

elemento possui apenas um grau de liberdade. Porém, em geral, para o estudo 

de treliças no plano, deseja-se obter a matriz de rigidez do elemento no sistema 

apresentado pela figura D.1b, em que aparecem quatro graus de liberdade, dos 

quais três correspondem a deslocamentos de corpo rígido. 

Para que se possa obter uma matriz de rigidez no sistema de coordenadas 

globais (figura D.1b) partindo-se da matriz de rigidez obtida para o sistema de 

coordenadas naturais (figura D.1a), deve-se utilizar uma matriz de 

transformação, que permita transformar deslocamentos do sistema de 
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coordenadas globais (figura D.1b) para o sistema de coordenadas naturais 

(figura D.1a). 

Tal matriz de transformação é obtida aplicando-se um deslocamento 

unitário no grau de liberdade do sistema global, mantendo-se nulos todos os 

outros graus do referido sistema, e medindo-se o valor desse deslocamento 

unitário no sistema de coordenadas naturais, conforme ilustra a Figura D.2. 

 

b)

u  = 11

a)

g

θ
u 1
n

u 
 =

 1
2g

n
u 1

θ

u  = 13
g

n
u 1

θ

c) d)

θ

g u 
 =

 1

u 1
n

4

 
Figura D.2: Deslocamentos unitários do sistema global do elemento medidos a partir do 

sistema natural. 

 

O procedimento ilustrado pela figura D.2 fornece, para os sistemas de 

coordenadas da Figura D.1, a seguinte matriz de transformação: 

θθθθ sencossencos −−=T   (D.1) 

que se relaciona com as matrizes de rigidez dos sistemas acima pela expressão: 

TKTK T ng =   (D.2) 

em que gK  é a matriz de rigidez do elemento no sistema global (Figura D.1b) e 

l

EAn =K  é a matriz de rigidez do elemento no sistema natural (Figura D.1a). 

Portanto, gK  é igual a: 





















−−
−−

−−
−−

=

22

22

22

22

scsscs
csccsc
scsscs
csccsc

EAg

l
K   (D.3) 

onde c = cosθ e s = senθ. 

De acordo com o desenvolvimento feito na seção 5.1 do Capítulo 5, o 

sistema de coordenadas mais adequado para a obtenção da matriz de rigidez de 

um elemento de treliça pelo método híbrido de elementos finitos é: 
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d  ,  p1 1
θ

d  ,  p2 2

 
Figura D.3: Sistema de coordenadas local (com apenas 1 deslocamento de corpo rígido) 

de um elemento de treliça. 

 

Ele fornece a matriz de rigidez apresentada na equação (5.1.21) e a matriz 

de transformação entre este sistema de coordenadas e o sistema da figura D.1b 

tem a forma: 









=

θθ
θθ

sencos00
00sencos

T   (D.4) 

 

TKTK T l=g   (D.5) 

onde lK  é 









−

−
=

11
11

l
l EAK   (D.6) 

e gK  é a matriz de rigidez do elemento de treliça no sistema global, exatamente 

igual à matriz de rigidez encontrada usando a equação (D.3). 

Outro sistema de coordenadas, muito difundido devido ao método da 

rigidez direta, é o da Figura D.4: 

 

d  ,  p1 1
θ

d  ,  p2 2

3d  ,  p3

d  ,  p4 4

 
Figura D.4: Sistema de coordenadas local (com três deslocamentos de corpo rígido) de 

um elemento de treliça plana. 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 160

Nele aparecem todos os graus de liberdade possíveis em um elemento de 

treliça plana. A matriz de transformação entre os deslocamentos do sistema da 

Figura D.1b e os deslocamentos da Figura D.4 tem a seguinte forma: 



















−

−
=

θθ
θθ

θθ
θθ

cossen00
sencos00

00cossen
00sencos

T   (D.7) 

A transformação entre as matrizes do sistema local e global é dada pela 

equação (D.4), onde lK  tem a forma: 



















−

−

=

0000
0101
0000
0101

l
l EAK   (D.8) 
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D.2 - Matriz de transformação para o elemento de viga com 6 graus 
de liberdade 

 

Em geral os elementos de viga são apresentados com 6 graus de 

liberdade, conforme mostra a Figura D.4, e não apenas com 4 graus de 

liberdade, como feito nas seções 5.2 e 5.3 do Capítulo 5. 

 

2d

a)

d1

d4

d3
5d

6d

db)

d1

d2

3 5d

d6

4d

θ θ

 
Figura D.4: a) Sistema de coordenadas local (com três deslocamentos de corpo rígido) 

de um elemento de viga; b) sistema de coordenadas global de um elemento de viga. 

 

A matriz de rigidez local para um elemento de viga esbelta com os graus 

de liberdade da Figura D.4a é igual a: 





























−
−−−

−

−
−

−

=

22

22

22

22

3

460260
61206120

0000

260460
61206120

0000

llll

ll

ll
llll

ll

ll

l

l

I
A

I
A

I
A

I
A

EIK   (D.8) 

na qual se percebe o acréscimo de mais duas linhas e colunas para representar 

as parcelas de rigidez correspondente aos graus de liberdade d1 e d2, que são 

exatamente iguais às rigidezes calculadas para o elemento de treliça da Seção 

5.1 do capítulo 5. Da mesma forma, as parcelas referentes às matrizes de massa 

do elemento de treliça da Seção 5.1 devem ser adicionadas as matrizes de 

massa do elemento de viga das Seções 5.2 e 5.3 para a obtenção das matrizes 

de massa do elemento de viga com 6 graus de liberdade (de acordo com a 

Figura D.4a). 

A matriz de transformação que relaciona os deslocamentos do sistema 

global de coordenadas da Figura D.4b aos respectivos deslocamentos no 

sistema local da Figura D.4a tem a seguinte forma: 
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

























−

−

=

100000
0cossen000
0sencos000
000100
0000cossen
0000sencos

θθ
θθ

θθ
θθ

T   (D.9) 

sendo a transformação entre as matrizes do sistema local e global para um 

elemento de treliça expressa pela equação (D.4), onde T é dada pela equação 

(D.9) e lK  pela equação (D.8). 
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APÊNDICE E - 
Formulação analítica de cabos flexíveis 

O cabo, ou fio, flexível, é um elemento estrutural muito utilizado em linhas 

de transmissão, pontes pênseis, transportes funiculares etc. Em seu cálculo 

admite-se, por hipótese, que o cabo seja um corpo em equilíbrio e que nele não 

haja nenhum esforço resistente à flexão, o que implica só existirem no cabo 

esforços normais que agem na direção axial. Seu estudo envolve o 

conhecimento das relações que existem entre as tensões, o vão, a flecha e o 

seu comprimento (Merian, 1985). 

As forças que agem sobre os cabos flexíveis podem ser: forças 

concentradas, como mostra a figura E.1a, ou forças distribuídas em seu 

comprimento, como mostra a figura E.1b, onde w é uma carga de intensidade 

variável.  

F1

2F F3 w

a) b)

 
Figura E.1: Configurações de carregamento sobre um cabo flexível: a) cabo sujeito a 

forças concentradas F; b) cabo sob carregamento distribuído w. 

 

E.1 - Equação de governo 

 

Para que seja satisfeita a condição de equilíbrio do cabo, supõe-se que 

cada parcela infinitesimal do cabo esteja em equilíbrio. Na figura E.2 é mostrado 

o diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal, em que T é a tração no 

cabo, θ é o ângulo que o cabo forma com a horizontal na direção x, w é uma 

carga distribuída verticalmente ao longo da componente horizontal e µ uma 

carga distribuída verticalmente ao longo do cabo, podendo ser, por exemplo, seu 

próprio peso. 
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dy

dx

ds

µ

w

θ       θ

θ

T + dT

+ d

 
Figura E.2: Diagrama do corpo livre de um elemento infinitesimal de cabo. 

 

Fazendo-se o somatório das forças verticais e das forças horizontais, 

respectivamente, tem-se: 

( ) dswdxTddTT µθθθ ++=++ sen)sen(   (E.1) 

( ) θθθ cos)cos( TddTT =++   (E.2) 

Desenvolvendo o seno e o co-seno da soma dos dois ângulos, levando em 

consideração que, no limite, θθ dd =sen  e 1cos =θd , e cancelando os termos de 

segunda ordem, obtém-se: 

( ) dswdxdTdT µθθθ +=+ sencos   (E.3) 

( ) 0cossen =+− θθθ dTdT   (E.4) 

que se pode escrever como 

( ) dswdxTd µθ +=sen   (E.5) 

( ) 0cos =θTd   (E.6) 

A equação (E.6) mostra que a componente horizontal de T é uma 

constante, ou seja, 

0cos TT =θ   (E.7) 

que combinada com a equação (E.5), fornece: 

( ) dswdxTd µθ +=tan0   (E.8) 

Lembrando que 
dx
dy

=θtan , chega-se a 

dx
ds

TT
w

dx
yd

00
2

2 µ
+=   (E.9) 

que é a equação diferencial dos cabos flexíveis. A solução desta equação deve 

levar em conta as condições de contorno. 
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E.2 - Cabo Parabólico 

 

Quando o peso próprio do cabo é pequeno em relação ao carregamento 

que nele age e tal carregamento é constante e uniformemente distribuído pela 

distância horizontal (vão), o cabo assume a configuração de um arco parabólico. 

Sendo então w o carregamento constante e µ o peso próprio do cabo, 

desprezível, tem-se: 

0
2

2

T
w

dx
yd

=   (E.10) 

Integrando-se uma vez a equação (E.10), chega-se a: 

1
0

Cx
T
w

dx
dy

+=   (E.11) 

onde C1 é uma constante de integração. 

Uma segunda integração da equação (E.10) fornece: 

2
2

02
Cx

T
wy +=   (E.12) 

Adotando os eixos coordenados no vértice da parábola, conforme mostra a 

figura E.3a (abaixo), tem-se que, 0=
dx
dy , quando x = 0, de modo que C1 = 0. Da 

mesma forma y = 0, quando x = 0, e portanto C2 = 0. 

x

y

w

L

h

T

T

θ

y

x
x/2

x

y

0

R=wx

a) b)

 
Figura E.3: Configuração de eixos e carregamento em um cabo parabólico. 

 

Então a equação que define a configuração do cabo parabólico, de acordo 

com a figura E.3a é: 

2

02
x

T
wy =   (E.13) 
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Como se pode notar, na figura E.3b, a componente horizontal da tração do 

cabo é a própria tração do cabo na origem. Entrando-se na equação (E.13) com 

os valores 2Lx =  e hy = , tem-se, 

h
wLT
8

2

0 =   (E.14) 

2

24
L
hxy =   (E.15) 

A tração T é dada pela seguinte expressão, de acordo com o diagrama de 

corpo livre da figura E.3b, 

222
0 xwTT +=   (E.16) 

ou, eliminando-se T0, 

22
2

8 







+=

h
LxwT   (E.17) 

A tração máxima ocorre quando 2Lx =  e vale 

2

2

16
1

2 h
LwLTmáx +=   (E.18) 

Para se obter o comprimento S de um seguimento de cabo, utiliza-se da 

relação diferencial ( ) ( )22 dydxds += . Portanto, 

























+++








+=








+=






+= ∫∫

2

00

0
2

00

2

00

2

1ln
2

1
2

11
T
wx

T
wx

w
T

T
wxxdx

T
wxdx

dx
dyS

xx
 

   (E.19) 

 

 

E.3 - Cabo em Catenária 

 

Quando o cabo está sujeito somente à ação do seu peso próprio, sua 

equação de governo torna-se: 

dx
ds

Tdx
yd

0
2

2 µ
=   (E.20) 

A figura E.4a mostra um cabo em catenária e os eixos coordenados 

adotados. Na figura E.4b tem-se o diagrama de corpo livre de uma porção finita 

do cabo de comprimento s. Este diagrama de corpo livre difere daquele de figura 

E.3b pelo fato de ser agora a força vertical suportada igual ao peso da parte do 
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cabo de comprimento s, em lugar da carga uniformemente distribuída em relação 

à horizontal. 

L

y

x
T0

h

R=   x

b)
y x

x

T

y
θ

µ

a)

s

µ

 
Figura E.4: a) cabo em catenária e eixos coordenados; b) diagrama de corpo livro de 

uma porção finita do cabo de comprimento s. 

 

A partir da relação diferencial ( ) ( )22 dydxds += , modifica-se a equação 

(E.20), de forma a torná-la 

2

0
2

2

1 





+=

dx
dy

Tdx
yd µ   (E.21) 

que é a equação diferencial da curva catenária formada pelo cabo.  

Utilizando-se as expressões do co-seno hiperbólico, do seno hiperbólico e 

de suas derivadas é possível chegar à solução da equação (E.21) de maneira 

bastante simples. 

Primeiramente, percebendo-se a semelhança entre a derivada do seno 

hiperbólico de ax, equação (E.22), e a equação (E.21), 

axaaxa
dx

axd 2senh1coshsenh
+==   (E.22) 

chega-se à conclusão que 









= x

Tdx
dy

0
senh µ   (E.23) 

Portanto, a integração da equação (E.23) fornece: 

Cx
T

Ty +







=

0

0 cosh µ
µ

  (E.24) 

em que C é a constante de integração. Considerando-se que 0=y , quando 

0=x , conclui-se que µ0TC −=  e, portanto, 











−








= 1cosh

0

0 x
T

Ty µ
µ

  (E.25) 
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a qual é a equação da curva catenária formada pelo cabo suspenso sob a ação 

do seu próprio peso. 

Do diagrama de corpo livre da figura E.4b e das expressões anteriores 

vem 

0

0
0 00

2

0
senhcosh1

T
xTdx

T
xdx

dx
dydss

xxx µ
µ

µ
==






+== ∫∫∫   (E.26) 

A tração T no cabo é obtida do triângulo de equilíbrio das forças na figura 

E.4b. Assim, 
222

0
2 sTT µ+=   (E.27) 

A substituição do valor de s dado pela equação (E.26) na equação (E.27) 

fornece, 

0

22
0

0

22
0

2 coshsenh1
T

xT
T

xTT µµ
=








+=   (E.28) 

ou, em função de y, através da utilização da equação (E.25), 

yT
T

xTT µµ
+== 0

0
0 cosh   (E.29) 

A solução de problemas de catenária para cabos muito tencionados (cabos 

em que a relação flecha-vão é pequena), pode ser obtida, de maneira 

aproximada, pelas fórmulas apresentadas para o caso de cabo parabólico. Em 

problemas em que os cabos são suspensos em pontos que não estão no mesmo 

nível, pode-se aplicar as relações acima de forma isolada em ambos os lados do 

cabo, de forma a se resolver o problema por inteiro. 
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APÊNDICE F - 
Condensação Estática dos graus de liberdade 3 e 6 do elemento de 
viga 

Para se obter o elemento de treliça com 4 graus de liberdade (conforme a 

Figura 5.5), deve-se pensar o elemento de viga com seis graus de liberdade da 

Figura F.1, como tendo dois graus de liberdade internos (d3 e d6) e quatro 

externos (d1, d2, d4 e d5). 

 

d

d1 d2

3

d5

θ

d6 4d

 
Figura F.1: Graus de liberdade de um elemento de viga plana. 

 

Desta forma pode-se escrever a matriz do elemento de viga, dada pela 

equação (5.2.22) reescrita abaixo, 

( ) ( )

( ) ( )
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






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
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










−−−−
−+−+−

−−
−

−−−
−+−+

−
−

−

−
=

ScCskSssScCk
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EIk
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s
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s
EAk

sSCckScCskSs
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s
EAk
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s
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t

t

t

t

t

tt

0)(0
)(0)()(0
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)(00

)()(0)(0

001001

1

22
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K
   (5.2.22) 

como: 



























=

iiieieiiieie

eieeeeeieeee

eieeeeeieeee

iiieieiiieie

eieeeeeieeee

eieeeeeieeee
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KKKKKK

666564636261
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363534333231
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161514131211

K   (F.1) 

em que, os índices ee, ei, ie e ii nos elementos da matriz indicam a relação 

destes elementos com os graus de liberdade externos e internos. 

Desta forma é possível montar as seguintes submatrizes a partir da matriz 

K, conforme equações (F.1) e (5.2.22): 
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Sendo a equação da matriz de rigidez condensada dada pela seguinte 

equação: 

ieiieieecond KKKKK 1−−=   (F.6) 

então, a matriz de rigidez condensada efetiva do elemento de viga é igual a: 
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que é a matriz de rigidez efetiva do elemento de treliça bi-dimensional, cuja 

expansão em série de freqüência leva à equação (5.2.25). 
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