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Resumo

Prazeres, Plinio Glauber Carvalho dos.; Dumont, Ney Augusto.
Desenvolvimento de elementos finitos hibridos para a analise de
problemas dindmicos usando superposicao modal avancada. Rio de
Janeiro, 2005. 170p. Dissertagdo de Mestrado - Departamento de
Engenharia Civil, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

O método hibrido de elementos finitos, proposto por Pian com base no
potencial de Hellinger-Reissner, provou ser um avango conceitual entre as
formulagdes de discretizacao, tendo sido explorado extensivamente desde entao
por cédigos académicos e comerciais, também levando em conta uma série
independente dos mais recentes desenvolvimentos chamados métodos de
Trefftz. O método hibrido de elementos de contorno é uma generalizagao bem
sucedida da formulagao original de Pian, em que fun¢des de Green sao usadas
como fungdes de interpolagao no dominio, possibilitando assim a modelagem
robusta e precisa de formas arbitrarias submetidas a varios tipos de ac¢des.Mais
recentemente, uma proposicdo de Przemieniecki — para a analise geral de
vibracao livre de elementos de trelica e viga — foi incorporada a formulagéo de
elementos hibridos de contorno e estendida para a analise de problemas
dependentes do tempo fazendo uso de um processo de superposi¢cdo modal
avancada que leva em conta condigbes iniciais gerais assim como ag¢bes de
corpo gerais, além de efeitos inerciais. A presente contribuigdo pretende trazer
para elementos finitos os melhoramentos conceituais obtidos no contexto do
método hibrido de elementos de contorno. Uma grande familia de macro
elementos finitos hibridos é introduzida para o tratamento unificado em 2D e 3D,
de problemas estaticos e transientes de elasticidade e potencial com base nas
solugdes fundamentais ndo-singulares. E também mostrado que materiais nao-
homogéneos, como os novos materiais com gradagao funcional, podem ser
tratados consistentemente, pelo menos para problemas de potencial. Alguns
exemplos numéricos simples sdo apresentados como ilustracdo dos

desenvolvimentos teodricos.

Palavras-chave
Elementos finitos hibridos; elementos finitos dindmicos; analise dinamica;

superposicao modal generalizada; materiais com gradagéao funcional.
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Abstract

Prazeres, Plinio Glauber Carvalho dos.; Dumont, Ney Augusto.
Development of hybrid finite elements for analysis of dynamics
problems using advanced mode superposition. Rio de Janeiro, 2005.
170p. Msc. Dissertation - Department of Civil Engineering, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

The hybrid finite element method, proposed by Pian on the basis of the
Hellinger-Reissner potential, has proved itself a conceptual breakthrough among
the discretization formulations, and has been extensively explored both
academically and in commercial codes also taking into account an independent
series of more recent developments called Trefftz methods. The hybrid boundary
element method is a successful generalization of Pian’s original formulation, in
which Green’s functions are taken as interpolation functions in the domain, thus
enabling the robust and accurate modeling of arbitrarily shaped bodies submitted
to several types of actions. More recently, a proposition by Przemieniecki — for
the generalized free vibration analysis of truss and beam elements — was
incorporated into the hybrid boundary element formulation and extended to the
analysis of time-dependent problems by making use of an advanced mode
superposition procedure that takes into account general initial conditions as well
as general body actions, besides the inertial effect. The present contribution aims
to bring to finite elements the conceptual improvements obtained in the frame of
the hybrid boundary element method. A large family of hybrid, macro finite
elements is introduced for the unified treatment of 2D and 3D, static and transient
problems of elasticity and potential on the basis of nonsingular fundamental
solutions. It is also shown that nonhomogeneous materials, as the novel
functionally graded materials, may be dealt with consistently, at least for potential
problems. Some simple numerical examples are shown to illustrate the

theoretical developments.

Keywords
Hybrid finite element; dynamic finite element; dynamic analysis; generalized

mode superposition; functionally graded materials.
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1
INTRODUGAO

1.1.Colocagéao do Problema

Na engenharia, assim como em outras areas do conhecimento, muitas
vezes é necessario dividir um problema grande em problemas menores, de tal
forma que a solugdo somada de cada um dos problemas menores leva a solugéo
do problema maior como um todo.

Essa forma de pensar, aliada ao avango dos computadores, levou ao
desenvolvimento do mundialmente difundido método dos elementos finitos, que
consiste, de forma simplificada, em se dividir o dominio do problema em
subdominios ou sub-regides de geometria simples, conforme é mostrado na

figura abaixo.

N\ Elementos finitos

pontos nodais

Figura 1.1: Malha de elementos finitos - problema plano.

O método dos elementos finitos € um método numérico aproximado para a
solugcdo de problemas de meios continuos, descritos por meio de equacdes
diferenciais, para determinadas condicdes de contorno e condigdes iniciais, pela
subdivisdo do dominio em subdominios. Falar de elementos finitos & falar de
uma forma bastante genérica, ja que existem varios métodos de elementos
finitos, dentre os quais, o método da rigidez direita ou método dos

deslocamentos é o mais difundido.
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Ja em 1969, Theodore H. H. Pian e Pin Tong escreveram um artigo que
formulava varios métodos de elementos finitos baseados em diversos principios
variacionais. Neste mesmo artigo eles classificaram os varios métodos de
elementos finitos em quatro categorias principais, quais sejam: métodos de
compatibilidade, métodos de equilibrio, métodos hibridos e métodos mistos.

Mais recentemente, em contrapartida ao método dos elementos finitos que,
como ja foi dito, consiste basicamente em se discretizar o dominio, surgiu o
meétodo dos elementos de contorno, que grosso modo consiste em um método
de discretizagdo do contorno do problema e serve basicamente para solugéo das
mesmas equacoes diferenciais de que trata o método dos elementos finitos.

O método dos elementos de contorno trouxe junto consigo a vantagem de
tratar integrais apenas de contorno e a facilidade de representar as mais
variadas formas. Porém, diferentemente do método dos elementos finitos, o
meétodo dos elementos de contorno tradicional ndo tem uma base variacional.

Foi entdo, com o intuito de se dar um embasamento variacional ao método
dos elementos de contorno que, em 1987, Dumont, baseado nos trabalhos
desenvolvidos por Reissner e Pian, formulou o método hibrido dos elementos de
contorno.

Junto com o método hibrido dos elementos de contorno, Dumont e seus
colaboradores desenvolveram varias ferramentas matematicas, que
possibilitaram o desenvolvimento do método hibrido dos elementos finitos na
forma como € apresentado neste trabalho. Dentre tais ferramentas, € valido citar
o procedimento completamente geral para a obtencdo de matrizes inversas
generalizadas (Dumont e Oliveira, 2001; Dumont, 2005) obtidas como uma série
de poténcia a partir de matrizes Lambda generalizadas e o procedimento
avancgado de superposi¢ao modal (Dumont e Oliveira, 2001).

No que se segue no decorrer do desenvolvimento deste trabalho, serdo
apresentados conceitos e formulagcées que servem tanto para o método hibrido
dos elementos finitos quanto para o método hibrido de elementos de contorno,
com uma diferenga basica: as solugdes fundamentais aqui utilizadas séo nao-
singulares, diferentemente das solugdes fundamentais utilizadas em contorno, o
que torna o método hibrido dos elementos finitos mais facil e simples de se
trabalhar que os métodos de contorno em geral, devido a auséncia da
singularidade, além de mais preciso que o método de elementos finitos
convencional devido a utilizacdo no dominio de solugbes que satisfazem

exatamente a equacao diferencial de governo do problema.
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1.2.Revisao Bibliografica

Como ponto de partida das pesquisas que levaram ao desenvolvimento do
meétodo hibrido de elementos finitos pode-se citar o artigo de Hellinger (1914),
que motivou Reissner (1950) a estabelecer o potencial conhecido por potencial
de Hellinger-Reissner, aparentemente o primeiro de uma série de notaveis
realizacoes neste campo (Hu,1955; Washizu, 1955).

Como continuacdo dos desenvolvimentos no campo variacional na
mecanica do continuo, deve-se mencionar Pian (1964), o qual propds a primeira
de novas metodologias sistematicas de implementagido computacional, que abriu
uma nova area de aplicagdes ao emergente método de elementos finitos.
Também foi Pian (1983) quem primeiro utilizou o nome “elementos finitos
hibridos”, para designar elementos que mantém equilibrio ou compatibilidade em
seu dominio e satisfazem compatibilidade ou equilibrio, respectivamente, ao
longo do contorno do elemento.

Ainda a respeito dos desenvolvimentos feitos no campo variacional, deve-
se mencionar Trefftz (1926), que, aparentemente sem ter conhecimento do
trabalho de Hellinger de 1914, escreveu com varias décadas de avango um
artigo classico cobrindo o mesmo assunto estudado por Reissner e propondo a
mesma metodologia que foi batizada como Potencial de Hellinger-Reissner.

O artigo de Trefftz permaneceu parcialmente esquecido por varias décadas
até que Jirousek o trouxe a linha de frente das aplicagdes computacionais com
uma série de artigos (Jirousek e Leon, 1977). O trabalho de Jirousek
desencadeou um grande numero de desenvolvimentos neste campo, que sao
agora conhecidos como “‘métodos de Trefftz’, embora muitas dessas
formulagdes nao sejam completamente relacionadas a proposi¢cao original de
Trefftz (Qin, 2003).

No que diz respeito ao método de elementos finitos, Gupta (1973, 1976,
1978, 1979, 1984) e Paz (1975), entre outros (Voss, 1987), desenvolveram
familias de elementos para os mais diversos problemas no campo da analise de
vibragdes livres, influenciados por Przemieniecki (1968), que introduziu o
conceito de matrizes de massa e rigidez dependentes da freqUéncia para
elementos de barra e de viga. Estes elementos foram denominados “dinamicos”,
talvez inapropriadamente, ja que sé foram usados para problemas de vibragao
livre.

Mais tarde, Dumont e Oliveira (1993, 1997, 2001) e Dumont e Chaves

(2003), em continuagdo aos desenvolvimentos feitos a partir do potencial de
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Hellinger-Reissner, os quais geraram o método hibrido de elementos de
contorno (Dumont, 1987, 1989), generalizaram o método para a analise de
problemas dindmicos completamente gerais, no dominio da frequéncia, para
qualquer tipo de carregamento nodal e de deslocamentos iniciais, inspirados em
Przemieniecki, mas independentemente dos trabalhos de Gupta e Paz.

E entao, a partir destes desenvolvimentos e das ferramentas adquiridas ao
longo de quase duas décadas de desenvolvimento do método hibrido dos
elementos de contorno, que surge a proposta do método hibrido de elementos
finitos do presente trabalho, que generaliza o potencial de Hellinger-Reissner
para aplicacoes de elementos finitos dindmicos, com solugdes fundamentais
mais genéricas que as de Trefftz e fazendo uso de uma técnica avancada de

superposi¢cao modal (Dumont e Oliveira, 1997, 2001).
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1.3.0bjetivos

O intuito deste trabalho é o de desenvolver uma familia de elementos

finitos hibridos como alternativa aos elementos finitos convencionais, tanto para

a analise estatica quanto para a analise dinamica em dominios 2D e 3D.

Como objetivos especificos, citam-se:

A obtencido de elementos finitos mais precisos, se comparados aos
elementos finitos do método dos deslocamentos.

A obtencdo de elementos apropriados a analise dinAmica no dominio
da frequéncia.

A obtencdo de elementos apropriados a resolugdo de problemas de
materiais com gradacgao funcional.

A consolidacédo do ferramental matematico desenvolvido junto ao
método hibrido dos elementos de contorno, de forma completamente
geral, na aplicagao ao método hibrido de elementos finitos.

A implementacdo de um programa didatico de elementos finitos
hibridos para a analise 2D e 3D de problemas de potencial e de
elasticidade.

A implementacdo de um programa didatico de elementos finitos
hibridos unidimensionais para a analise dindmica de estruturas
aporticadas e em especial estruturas de cabos de linhas de

transmissao
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1.4.0rganizacgao do Texto

O Capitulo 2 esta dividido em dez secdes, organizadas de forma a
apresentar desde os conceitos basicos aos conceitos mais avangados da
formulagdo do método hibrido dos elementos finitos. Nas duas primeiras segbes
sao apresentados os conceitos basicos da teoria do potencial e da elasticidade,
Secbes 2.1 e 2.2, respectivamente. Na Secado 2.3 é apresentado o conceito de
solucao fundamental ndo-singular de forma completamente geral e na Secao 2.4
€ apresentado o principio de Hamilton.

Na Secgado 2.5 apresenta-se o potencial de Hellinger-Reissner de forma
completamente geral para problemas dependentes do tempo e na Secado 2.6 €
apresentada a formulagdo do método hibrido de elementos finitos, com base no
potencial de Hellinger-Reissner generalizado.

Na Secdo 2.7 apresenta-se uma andlise completamente geral de
problemas dependentes do tempo para uma formulagado em freqiéncia que leva
a um problema de autovalores nao-linear, cuja solugdo é dada na Secgéo 2.8. A
Secao 2.9 apresenta o processo de superposicdo modal avangada, a
consideragdo de deslocamentos e velocidades iniciais e a obtengdo de
deslocamento em pontos internos.

Fechando o Capitulo 2, a Se¢ado 2.10 apresenta o processo de obtencao
da matriz de rigidez como uma série de freqiiéncias, de acordo com o que é
exposto na Secao 2.6.

O Capitulo 3 esta dividido em trés sec¢des. Nas duas primeiras segbes &
abordado de forma mais detalhada o conceito de solugdes fundamentais nao-
singulares, tanto para problemas de potencial, Secdo 3.1, quanto de
elasticidade, Secdo 3.2. Na Secdo 3.3 sdo apresentados os espacos nulos
relacionados a parte estatica das solugbes fundamentais nao-singulares para
problemas de potencial e elasticidade 2D e 3D.

O Capitulo 4 apresenta o problema de condugao de calor em materiais
com gradacdo funcional (FGM na sigla em inglés), no contexto de uma
formulacdo hibrida de elementos finitos, com a utilizacdo de solucbes
fundamentais ndo-singulares. A apresentacdo se da em duas etapas. Na
primeira etapa, apresenta-se a equagao de governo do problema de condugao
de calor, Secao 4.1. Na segunda etapa, Secao 4.2, apresentam-se as solugdes
da equagado de governo do problema. Na Secgdo 4.3, sdo apresentadas duas
tabelas contendo um resumo das principais equacdes desenvolvidas na Sec¢ao

4.2 para problemas isotropicos e ortotropicos.
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O Capitulo 5 apresenta um estudo de elementos finitos unidimensionais
(elementos de trelica e viga) com o método hibrido de elementos finitos, segcbes
5.1 a 5.3, e aborda de maneira geral o problema da analise de cabos flexiveis,
Secao 5.4. O intuito deste capitulo é apresentar a formulacdo de elementos
finitos hibridos unidimensionais de forma a possibilitar sua implementagao em
um programa de analise dindmica de estruturas aporticadas adequado a analise
de trechos de linhas de transmissao. A motivacao deste capitulo é o estudo feito
pelo Nucleo de Instrumentagdo e Computacado Aplicada a Engenharia — NiCAE,
que é coordenado pelo professor Remo Magalhdes de Souza, do Departamento
de Engenharia Civil do Centro Tecnoldgico da Universidade Federal do Para em
convénio com a Eletronorte/UFPa, com a participagdo do autor e do orientador
desta dissertagao.

O Capitulo 6 aborda alguns exemplos numéricos simples relacionados aos
assuntos estudados nos capitulos anteriores, tanto para os casos de potencial
como os de elasticidade, de forma a possibilitar a validagdo do método hibrido
dos elementos finitos, assim como avaliar sua precisao numérica.

Por fim, o Capitulo 7 apresenta alguns comentarios e reflexdes sobre as
possiveis conclusbes a respeito das vantagens e desvantagens do método,
assim como algumas sugestbes de desenvolvimentos e melhoramentos que
possam vir a ser feitos em um estudo futuro.

No final deste trabalho encontram-se ainda trés apéndices. Os dois
primeiros contém alguns esclarecimentos que se fazem necessarios para os
casos particulares de obtengdo da matriz de rigidez e de avaliacédo de
deslocamentos em pontos internos do elemento para problemas de elastostatica
(ou, potencial em regime permanente), Apéndices A e B, respectivamente. O
Apéndice C traz um breve resumo do método hibrido simplificado de elementos
finitos, o qual oferece um ganho de tempo significativo no processo de obtencao
da matriz de rigidez, se comparado ao método hibrido de elementos finitos
(apresentado neste trabalho).

Todos os desenvolvimentos feitos neste trabalho s&o baseados e
fortemente influenciados pelas apostilas, notas de aulas e artigos utilizados
durante o curso de método hibrido de elementos de contorno desenvolvido e

ministrado pelo professor Dumont, desde 1987, na PUC-Rio.
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2
O METODO HIBRIDO DOS ELEMENTOS FINITOS

Este Capitulo tem por finalidade apresentar a formulagdo do método
hibrido dos elementos finitos. Para tanto, parte-se da introducao de conceitos
basicos da teoria do potencial e da teoria da elasticidade para problemas
dindmicos, seguidos do conceito de solu¢des fundamentais.

Em continuagdo apresenta-se o potencial de Hellinger-Reissner
generalizado e a formulagdo do método hibrido dos elementos finitos para
problemas dindmicos no dominio do tempo.

Finalmente, apresenta-se a formulagao geral do método para problemas
no dominio da frequéncia, com uma solugdo para o problema de autovalores
nao-lineares relacionado a equagdo de equilibrio dindmica no dominio da
freqliéncia, o processo de superposi¢cdo modal e a obtencédo da matriz de rigidez

como uma série de freqliéncias.

2.1.Conceitos de Teoria do Potencial

Muitos problemas de engenharia, tais como condugéo de calor, condugao
elétrica, campos gravitacionais, campos eletrostaticos, fluxo irrotacional de
fluidos ideais, percolacdo através de um meio poroso, torcado de barras
prismaticas, sao governados por uma mesma equacao diferencial, denominada
equacgao quase-harménica (Zienkiewicz, 1977), por representar problemas que
nao sao puramente transientes e nem harménicos. Exemplos da equagao quase-
harmdnica sao as conhecidas equacgdes de Poisson e de Laplace.

No item 2.1.1 s&o apresentados o problema de potencial quase-harmbnico
e a equagao de Poisson de forma geral, possibilitando sua aplicacdo a qualquer
um dos exemplos dados acima. Referéncias em particular serdo feitas ao
problema de fluxo de calor, de forma a situar as expressdes apresentadas com
os exemplos a serem mostrados no Capitulo 5. O mesmo sera feito no item
2.1.2, o qual apresentara o problema de potencial harménico e a equagao de

Helmholtz.
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2.1.1.Problema de Potencial quase-harmoénico

Em certos problemas, a difusdo ou o fluxo de certas quantidades, tais
como o calor, é de grande relevancia. A taxa de transferéncia por unidade de
area de tais quantidades, g, pode ser expressa por suas componentes

cartesianas como

T

a =lo, 9, a.] (2.1.1)

Sendo Q a taxa em que a quantidade em questédo é gerada por unidade de
volume, o equilibrio ou continuidade necessaria para o fluxo em estado

permanente é dado por

a
9, Ny % oy vig-0=0 emQ (2.1.2)
o&x oy oz

em que Q é o dominio do problema e

0
o
9
oy

0
o

(2.1.3)

De forma geral a taxa de fluxo é relacionada ao gradiente de certa
quantidade potencial u, que para problemas de fluxo de calor representa a
temperatura, sendo ¢ neste caso o fluxo de calor por unidade de area. Tal

relacao se expressa de forma geral como

ou
q, Ox
ou

q=19, =-ki—r=-kVu (2.1.4)
oy
o au
0z

onde k € uma matriz 3x3 (para o caso geral de problemas 3D), geralmente
simétrica devido a argumentos de energia. Para problemas de fluxo de calor, k
representa a matriz de condutividade térmica do material.

A equacéo final de governo para problemas de potencial € obtida pela
substituicdo de (2.1.4) em (2.1.2),

Vv (kVu)+Q =0 em Q (2.1.5)
Na solugédo de problemas fisicos em termos de equagdes diferenciais, €

em geral necessario satisfazer um certo numero de condi¢gdes iniciais ou
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condicdes de contorno. As condigdes de contorno podem ser: em potencial, em
fluxo, proporcionais e mistas.

Condicbes de contorno apenas em potencial sdo conhecidas como
condigbes de contorno essenciais ou de Dirichlet. Condigcbes de contorno
unicamente em fluxo sdo conhecidas como condicbes de contorno naturais ou
de Neumann.

As condicbes de contorno em que o fluxo é proporcional ao potencial, ou
seja,

q,=9+au (2.1.6)
sdo também denominadas de condi¢gbes de contorno de Robin. Na equagéo

(2.1.6) o € um coeficiente de transferéncia ou radiagdo, g é o valor de
densidade de fluxo conhecida e ¢, € a componente de fluxo normal a superficie.

Ja as condi¢des de contorno mistas sdo aquelas em que se tem potencial
em uma parte do contorno, denominado de I'y, ou seja,

u=1u emTl, (2.1.7)
e fluxo em certas partes do contorno, denominadas de I, isto €,

q,=9 em I (2.1.8)
onde u € o valor de potencial conhecido e ¢,, componente de fluxo normal a
superficie, & dada por

g,=q'n=—(kVu)'n (2.1.9)
levando em conta que se tenham apenas as condi¢cdes de contorno mista.

Na equacdo acima, n € um vetor de co-senos diretores da normal a
superficie:
n’ =, n, n] (2.1.10)
No caso de as diregdes cartesianas (x,y,z) coincidirem com as diregdes

principais do material, ou seja, k,, =k, =k, =0, tem-se

k. 0 0
k={0 &k, 0 (2.1.11)
0 0 k,
Dessa forma a equacéo (2.1.5) fica da seguinte maneira:
i[kta—uJ+i k.a—u +£[kza—uj+Q:0 (2.1.12)
ox\_“ox) oy\ Toy) oz 0z

Se, além disso, o0 meio em questao for isotrépico e homogéneo, entdo

neste caso a equacao (2.1.5) se escreve na forma
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2 2 2
PR ) W (2.1.13)
o o o

emque k=k =k, =k, .

A equacédo (2.1.13) é conhecida como equacgao de Poisson. Para o caso
de problemas de potencial quase-harménico sem fonte interna em meio
homogéneo e isotrépico, a equagao governante se torna a equacao de Laplace,
ou seja,

o*u d*u 'u

2
P +8y2 +622 =0 ou Vu=0 (2.1.14)
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2.1.2.Problema de Potencial Harmonico

No item anterior, deduziu-se a equacéo (2.1.5) para o caso geral de fluxo
em estado permanente.
Ja para o caso do fluxo variando com o tempo, a equagao (2.1.5) sofre

uma ligeira alteracdo, sendo entéo
T _ 814
\% kVu+Q=cE em Q (2.1.15)

Onde ¢ =c¢p, no caso de problema de fluxo de calor, sendo ¢ o calor

especifico e p a densidade do material em questéo.

Para material homogéneo e isotropico, a equacédo (2.1.15) assume a
expressao

k(azu o%u 82uJ+ :Eﬁu

+ + — 2.1.16
oyt ozt ot ( )

a partir da equacao (2.1.14).

Para o potencial expresso por meio de uma formulagao dependente da
freqUéncia, parte-se da separacgao de variaveis

u=u(w)r(t,w) (2.1.17)
em que 7(¢,w) é definido de tal forma que

%: —or(t,0) (2.1.18)

e ® € uma quantidade matematica em principio arbitraria, cuja interpretagéo

fisica depende do problema em estudo. Com isso, a equacgao (2.1.16) torna-se

Eazu o’u  o%u

ax2+ayz+azzJ+Q+E2u:O (2.1.19)

em que ¥’ :5% € a constante de separagdo também denominada de “numero

de onda”, qualquer que seja o problema em questao.

A equacao (2.1.19) é a equacao de governo para problemas de potencial
harménico em meio homogéneo e isotropico e é conhecida como equagéo de
Helmholtz, cuja solu¢cdo fundamental sera apresentada no item 3.1 do Capitulo
3.
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2.2.Conceitos de Teoria da Elasticidade

Na teoria da elasticidade, busca-se determinar a distribuicdo estatica ou
dindmica dos deslocamentos e das tensbées em uma estrutura submetida a
acdes externas conhecidas. Para isso deve-se obter uma solugcdo para as
equacgbes basicas da elasticidade que satisfagca as condi¢des de contorno
impostas, que podem ser em deslocamentos ou em forgas. Tais equagdes sao:
equacbes de equilibrio de forcas, equacdes de compatibilidade entre
deformacoes e deslocamentos e equacgbes constitutivas.

As grandezas relacionadas a essas equacbes (deslocamentos, forcas,
deformacbes e tensbes) devem ser descritas em dois sistemas basicos de
referéncia ou de coordenadas. Tem-se um sistema global ou externo, no qual

estdo representados os deslocamentos absolutos u; e as forgas relacionadas,
que podem ser tanto forcas de massa f;, que atuam no dominio 2 do corpo,
como as forgas de superficie ¢, que atuam no contorno I' do corpo. Tem-se

também um sistema local ou interno, no qual se representam os deslocamentos

relativos, ou seja, as deformagdes ¢, assim como as tensdes c; relacionadas.

Nesta e nas proximas secgdes, 0s subscritos i e | assumirdo os valores 1, 2
ou 3, conforme se refiram as coordenadas globais x, y ou z, respectivamente.
Um subscrito depois de uma virgula representa derivada em relagcdo a direcéo
coordenada correspondente. indices repetidos indicam um somatério de trés
termos, no caso geral de problemas tridimensionais.

Seja um corpo elastico em equilibrio, sujeito a pequenos deslocamentos,

com condi¢des iniciais em deslocamento e velocidade conhecidas em todo o

corpo, que esta submetido a forcas de massa fl no dominio Q e forcas de
superficie 7, no contorno I'; e deslocamentos prescritos %, no contorno I,

conforme a fig 2.1.

Figura 2.1: Corpo elastico em equilibrio.
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As equacdes de equilibrio de forgas e tensdes relacionadas a este corpo

sdo:
G = pii;+ [ =0 em Q (2.2.1)
G, =0, em Q (2.2.2)
L, =0,1; em [, (2.2.3)

Elas expressam as transformagdes entre as forcas descritas no sistema
global e as tensGes descritas no sistema local de coordenadas, incluindo a
condigcao de simetria do tensor das tensdes. A grandeza escalar p é a densidade

de massa do meio e 7, s&o os co-senos diretores de um elemento de superficie

2

dI'. A derivada no tempo é indicada por pontos, ou seja, i, = zi .
t

As equacbes de compatibilidade entre deformacbes e deslocamentos sao

dadas por

&, =~(u, +u,,) em Q (2.2.4)

y

N | —

u; =1, em T, (2.2.5)
Na equacgao (2.2.4) tem-se a expressdo das transformagdes cinematicas
entre os deslocamentos descritos no sistema global e as deformag¢des no
sistema local de coordenadas. Na equacdo (2.2.5) tem-se a relacdo de

compatibilidade entre os deslocamentos u«; no contorno I', e os deslocamentos
prescritos u; .

Por fim, as equacobes constitutivas que representam as relagdes entre as
tensdes e as deformagdes no corpo elastico sdo dadas por

o, =Cyuey em Q (2.2.6)

ij ij
C,u € a matriz constitutiva do material, a qual, para um material

linearmente elastico, isotrépico e homogéneo, se expressa na forma

2Gv
Ciw = ESUSH + G(aiijl + 8i16jk) (2.2.7)

em que v é o coeficiente de Poisson, G é o mddulo de elasticidade transversal
ou de cisalhamento e 5, € o delta de Kronecker, ou seja:

0 L
5, ={ e (2.2.8)
1 se i#]
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A substituicdo da equagdo (2.2.7) em (2.2.6) e a posterior substituicao
deste resultado em (2.2.1), considerando a equacdo (2.2.4) e a condi¢cao de

simetria da matriz constitutiva, C;,, fornece a equagéao conhecida como equagéo

de Navier:
G .7
Gu; o +——Uy ; — Pl + f;=0 emQ (2.2.9)
o l=2v)
que pode ser expressa na forma
CoU; gy +(612 —cj)u,(,kl.—iiﬁﬁ:o emQ (2.2.10)
p

As grandezas ¢, e ¢, sdo a velocidade de propagacdo de ondas

irrotacionais e a velocidade de propagac¢ado de ondas de cisalhamento no meio

elastico, dadas por

¢ = |200~Y) (2.2.11)
p(1-2v)

1

¢, = |2 (2.2.12)
p

A consideracdo de que as velocidades e as aceleragbes sdo nulas nas
equacdes acima leva a equacao da elastostatica, para a qual sdo obviamente

validas todas as transformacoées anteriores:

Gt 4 +Luk,ki +/,=0 em Q (2.2.13)

(1-2v)
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2.3.Solugoes Fundamentais

Nesta secdo apresenta-se de maneira geral o conceito de solugbes
fundamentais, de forma a fornecer ao leitor ndo familiarizado com tal assunto
condigbes de acompanhar os desenvolvimento da formulagdo do método hibrido
de elementos finitos.

Solugdes fundamentais sdo conjuntos de fungdes de interpolacdo de
campo, em equilibrio com o fluxo ou a tensao, para problemas de potencial ou
elasticidade, respectivamente. Isto &, sdo fungcbes que satisfazem as equacgdes

de equilibrio do problema, independentemente das condi¢cdes de contorno.

Os campos de tensoes cg e de deslocamentos ulf no dominio Q, este
ultimo a menos de constantes de corpo rigido, podem ser pensados como uma
superposicéo de uma solugéo particular ¢/ e uma solugdo homogénea 0;. da

equacao da elastodinamica,

o, —pii; + f, =0 em Q (2.2.1)
ou seja,

G{; = G;- +oj (2.3.1)

ul =u +u’ (2.3.2)
em que

ol —piil +f,=0 emQ (2.3.3)

G, —pii; =0 em Q (2.3.4)

~ * * ~
As fungbes o; e u; podem ser representadas em termos de parametros

nodais de forga p. , na forma

* * *

Gij :Gijmpm (235)

U =u,,p, (2.3.6)
0 que, de acordo com a equacgao (2.3.4), significa que

s

O j — P, =0 emQ (2.3.7)
Uma fungao cs:;m que satisfaca a equacao (2.3.7) é chamada de solugao
fundamental e é caracterizada pelo sobrescrito (*).

O campo de deslocamentos ul correspondente ao campo de tensdes c;

também pode ser representado em termos de parametros nodais de forga p;, a

menos de constantes de corpo rigido, ou seja,
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s s

onde u,, é chamada de solugéo fundamental em termos de deslocamentos e u;,

€ um conjunto de funcgbes arbitrarias de deslocamentos de corpo rigido (Chaves,

2003), que aparecem multiplicadas por paréametros arbitrarios r,. No termo mais
a direita da equacao (2.3.8), tais paradmetros de corpo rigido sdo expressos em
termo de parametros de forga p,, multiplicados por uma matriz de constantes

arbitrarias C,, (ver Chaves, 2003). No Apéndice B mostra-se como ¢ feita a

avaliacdo de deslocamentos em pontos do dominio para problemas estaticos
considerando deslocamentos de corpo rigido.

As solugcbes fundamentais podem ser funcbes singulares ou nao-
singulares. Solugbes fundamentais singulares, quando requeridas a satisfazer
certas condigdes de contorno, sdo chamadas de funcbes de Green. Solucbes
fundamentais singulares gerais sdo também chamadas de fungbes de Green de
campo livre. Ja as solugbes fundamentais nao-singulares sdo chamadas de
funcdes de Trefftz pelos pesquisadores que seguiram o trabalho pioneiro de
Trefftz (1926).

Na hipdtese da utilizagdo de solugdes fundamentais singulares para
obtencdo da solugdo homogénea da equacgdo (2.2.1), as equagbes (2.3.4) e

(2.3.7) assumem expressao ligeiramente diferente, ou seja,

* .

o, —pii; ==Ap] em Q (2.3.9)

*

=—A, em Q (2.3.10)

ok
G;’/’m,j “Fim im

em que Aou A, € uma fungdo singular (delta de Dirac) nula em todo o dominio

im

exceto em uma regido Q, arbitrariamente pequena de Q2 e que envolve o ponto

. ~ * P ~ . . ~
de aplicagdo da forga p,. Porém as solugbes fundamentais singulares n&o

fazem parte do escopo deste trabalho e ndo mais serdo mencionadas daqui para
frente, e qualquer citacdo a solugcdes fundamentais dira respeito unicamente as
solugbes funtamentais n&o-singulares. Mais detalhes sobre solugdes
fundamentais singulares podem ser obtidos em De Souza (1992), Chaves (1999)
e Brebbia (1978).
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2.4.0 Principio de Hamilton

Considere um corpo elastico, como na figura 2.1, no qual as deformagdes
variam continuamente entre os instantes t, e t;. Os efeitos de tempo a ser
considerados sido aqueles devidos a inércia de um corpo elastico. Considere

ainda que os deslocamentos virtuais du; aplicados sobre o corpo elastico variam
com o tempo de tal modo que Su; =0 nos limites de integragdo t, e t;.

Seja u; um campo de pequenos deslocamentos, fun¢do do tempo ¢, de tal
modo que ou;, =0 em I,

O principio dos trabalhos virtuais aplicado a este corpo, levando-se em
conta as forgas dindmicas, se expressa da seguinte forma, para um certo

instante de tempo:

an,.jcsg,,dQ = '[Qj?i&tidQ+J.rgt_i§uidl“—IQpiii&4idQ (2.4.1)

Para um corpo elastico, pode-se expressar

[ oy08,d0=] sU,d@=sU (2.4.2)

como a variagao da energia interna de deformacao U. Além disso,

J.Qj?i&idQ+J.rat_i5uidF=5W=—5V (2.4.3)

representa a variacao do potencial de trabalho W das forcas externas.

A parcela —J'Qpii,duidQ que aparece na equacao (2.4.1) representa a

variacdo de energia relacionada as forgcas dindmicas, de acordo com o principio
de D’Alembert, que diz que um corpo de massa m desenvolve uma forga,
denominada de forca de inércia proporcional a aceleracdo da massa e de
sentido contrario.

A integracdo da expressdo do principio dos trabalhos virtuais, equagao

(2.4.1), no intervalo de tempo (to, t;), fornece
4] 4 4
sUdt = [ " owdt— [ [ pii,ou,ddt (2.4.4)
to to ty 9Q

Além disso, a segunda integral do lado direito da igualdade na equagao
(2.4.4) pode ser relacionada a variagdo da energia cinética K do corpo, através
da seguinte integragao por partes:

4

[ [ pii i, = | ﬂdiﬁuidQ‘ - jt [ i i, = —j [ pigidode (2.4.5)

to
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]

visto que .[quiﬁuidQ =0 com base na hipotese de que os deslocamentos

ly
virtuais du;, s&o nulos nos limites de integracdo no tempo (to, t;). Portanto, a

equacao (2.4.4) pode ser escrita como:

s["(m-K)de=0 (2.4.6)
)
onde:
1 - _
M=U+V = Ejgoygde—IinuidQ—J‘ra fu.dr (2.4.7)
K—lj i dO) (2.4.8)
=5 Pt 4.

A equacao (2.4.6) é conhecida como o principio de Hamilton e diz que a

integral | '(IT—-K)dt tem valor estacionario, em um sistema eléstico submetido a

4
fo

um carregamento dindmico conservativo.
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2.5.0 Potencial de Hellinger-Reissner Generalizado

O potencial de Hellinger-Reissner € um potencial mais geral do que aquele

tradicionalmente utilizado no método convencional de elementos finitos, pois ele

conta com dois campos, um de tensdes alf no dominio Q do elemento e outro

de deslocamentos u; no contorno I" do elemento, diferentemente do potencial

utilizado no método convencional, que conta apenas com um campo de
deslocamentos, para o dominio e o contorno do elemento.

Com o intuito de se chegar a uma formulag&o hibrida de elementos finitos,
a ser abordada na préxima se¢do, a equacdo (2.4.6) apresentada na secdo
anterior deve ter relaxada a condicdo de compatibilidade entre deformacdes e
deslocamentos dada pela equacgédo (2.2.4), de forma a se ter uma versdo
generalizada do principio de Hamilton (Dumont e Oliveira, 1997).

Abaixo tem-se a equagdo (2.4.6) reescrita de forma mais conveniente:
‘ 7 : e
54[0 (.[Q U, (Ei,-)dQ—J‘Q fl.ul.dQ—J‘ra fu,dl _EIQ o 1, dQ)dt =0 (2.4.6)
O principio de Hamilton pode ser generalizado na forma:
f) X _ B 1 ‘
/ i 0 S
5J.to (J.Q UO (gii )dQ_IQ fiuidQ_J.r(r t,-ul-dr _EJ-Q pu u; dQ —

- 4 [g,-.jf —%(ﬁ,.,j i, )de [ Al -7, )dQJdt -0
A

em que se tem um campo de tensoes o;.jff, com consequentes deformagoes ¢&;

(2.5.1)

e deslocamentos ulf, de tal maneira que as equagdes de equilibrio dindmico

(2.2.1) e (2.2.2) sejam satisfeitas em ) como premissa, e um campo de

deslocamentos u, que satisfaga a condigdo de compatibilidade (2.2.5) em T,.
Os multiplicadores de Lagrange X, e X, s@o necessarios para a incluséo

adequada dos dois termos de energia advindos do relaxamento da equagéo de
compatibilidade (2.2.4) assim como do fato de que se tém dois campos de
deslocamentos distintos.

Pode-se reconhecer nos multiplicadores de Lagrange da equacao (2.5.1)

um sentido mecanico: a variavel 1, corresponde a tenstes no dominio €,

enquanto A, se refere a forgcas dindmicas que agem no dominio Q2 do elemento.

Além disso, observa-se que a imposicdo de estacionariedade do potencial da
equacao (2.5.1) estabelece que as variaveis presentes devem ser relacionadas

entre si através das equagbes (2.2.1)-(2.2.6). Sendo as equagdes (2.2.1) e
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(2.2.2) satisfeitas como premissa (para o campo de tensdes no dominio dado
como uma série de solugdes fundamentais), pode-se atribuir a 4; o sentido
fisico mais estrito de tensoes af enquanto que 4, assume sem erro o sentido
estrito de forgas dinamicas — pii; .

Por outro lado, sendo as deformacobes eyf funcbes das tensdes O'U , deve-
se expressar a densidade de energia de deformacdo U, (ver figura 2.2) em
termos da densidade de energia de deformagao complementar U, , ou seja,

j U, (] )dQ2 = j ol &l dQ- j Ut (o])dQ (2.5.2)
Para materiais linearmente elasticos, os valores dos termos UC( ) e U ( )

sdo iguais. A diferenca existente consiste na forma conceitual como estas duas
parcelas sao descritas, conforme ilustra a figura 2.2.
(o

oo, |

OU, = &,00;

U, (G;)

U() (glj) SUO = GUSSU

-
dg;

Figura 2.2: Grafico da energia interna de deformagéo de um corpo elastico.

Aplicando-se o teorema de Green ao quinto termo de integracdo da

equagao (2.5.1), em que se escreve af em lugar de X, visto que séo

i

equivalentes como mencionado anteriormente, e levando em conta a simetria do

tensor o/ , equagéo (2.2.2), tem-se

.[Qa;[gf—%(u +u, de:J. o; UdQ '[ayu”dQ—

(2.5.3)

—J. Gl/ i gl dQ— .[ o; n}udF+I O'U]uldQ
onde 7; € o vetor dos co-senos diretores de um elemento de superficie dI', de

acordo com a figura 2.1.

A substituicho das equacgbes (2.5.2) e (2.5.3) na equagao (2.5.1),

escrevendo-se — pii/ em lugar de %, , fornece:
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~om, =5["[ [Us +(o, + £, )i i +5[ " [ zitdrd:-

; el . (2.5.4)
_5 j [ o/njidrdt+s j IQE i/ ! dQdt +5 I [, piif (u/ —i7 it = 0

que é a expressao mais geral do potencial de Hellinger-Reissner, apresentada
de maneira adequada em sua forma estacionaria. Nesta expressdo tém-se

apenas duas variaveis independentes entre si, que sdo 0 campo expresso em

termos de tensdes oy-jf e deslocamentos u,f no dominio Q, aproximados por

solugbes fundamentais, e o campo de deslocamentos u,, que necessitam ser

descritos apenas no contorno I'" do corpo, por fungdes de interpolagcdo como no

meétodo de elementos finitos tradicional. A integral de dominio do termo entre
colchetes na equagéo (2.5.4) ndo sera avaliada, pelo fato de U, ser expresso
em termos de solugdes fundamentais, como se vera na proxima secao, além do
fato de se fazer uma transformacdo da expresséo de flﬁl para levar sua

integral do dominio para o contorno (n&o discutido nesta dissertagao).
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2.6.Formulagao do Método Hibrido dos Elementos Finitos

O ponto de partida para a formulagdo do método hibrido dos elementos
finitos é a condi¢cao de estacionariedade do Potencial de Hellinger-Reissner, eq.

(2.5.4), reescrita abaixo por motivo de conveniéncia:
~on, =5["[ s +(o], + £ )i i +5[ " [zt drd:-

4 : 2 1 ) 4 i (2.5.4)
o] fotn i o], i ac o [ it i =0

Nas proximas subsegdes sao feitas transformacdes no potencial de
Hellinger-Reissner de forma a se obter sua expressdo matricial e alguns

comentarios acerca das propriedades fisicas das matrizes obtidas.

2.6.1.Particularizacdo da Condigcao de Estacionariedade do Potencial
de Hellinger-Reissner para o Caso de Solu¢gées Fundamentais Nao-
Singulares

Sobre a equagao (2.5.4) faz-se a seguinte transformacgao, relacionada ao
quarto termo de integragao do lado direito da primeira igualdade:
i1t i/ . e
s["[ LU o = | j“%dtdgzj p([agﬁu,.f i —jtﬁfﬁufdtJdQ
Wi 2 Qldy 2 Q o Jy (2.6.1)
N R Y I g fo S
= jto jgpu,. Su! dQdt = 5th jﬂpu,. u det+LOIQp5ui u/ dQdt
Tal transformacgao fornece a seguinte expressdo para a condigdo de

estacionariedade do potencial de Hellinger-Reissner,

o, =o' [ Ui +(o), + 7, - pii! Y e +s[" [ i drar-

‘ ‘ (2.6.2)
_5_[’0] LU Jéfn_/idl"dt-i-jt(: Igp&j;fu;fdmt ~0
O desenvolvimento da variagdo (expressa pelos termos em &) fornece:
—oll, = J: IQ (6U¢ + 60 ] i, - pii! @, JiQdr +
* J.t: J.Q (G’Jf/ + J;, B pulf )&iidet +
* .[z: J‘ra t,0, T dt _L: L oo il dUdt (2.6.3)

= [ oindadra « [ [ psifu dcdt =0

Porém, o termo relativo a energia de deformagdo complementar ainda

pode ser desenvolvido da seguinte forma,
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” wdgdz—j [ 60/ul dot = ” o/ul') dQdi- 26s
_LOI Ly zfdef—j [ oo /nul drd- j [ 60 u dar o

Sua substituicdo na equacgéo (2.6.3) fornece a equacdo do potencial de
Hellinger-Reissner em sua forma mais adequada a discretizagdo numérica, qual
seja:

— o1, ——H sal , - péii! uf—u)deHj j Soln,u —i Jdrdi+

i f
[ o+ 7 - piil Yo [ [ (o), —r)&;drdt

Entretanto, antes que se facga tal discretizacdo, ainda é possivel tornar a

(2.6.5)

equacao (2.6.5) mais simples e direta para a discretizagcdo numérica.
Tal simplificacdo se da através da condigcdo expressa pelas equacdes
(2.3.3) e (2.3.4) que, para solugdo fundamental n&o-singular, torna nulos o

primeiro e o terceiro termos de integracado da equacéo (2.6.5), fornecendo:

-ott, = ['[ oo/ ~iJrdi~['[ (o/n, -7 Jidrac=0  (268)

que é a expressao mais adequada do potencial de Hellinger-Reissner para

solugcdes fundamentais nao-singulares.

2.6.2.Discretizacao da Condicao de Estacionariedade do Potencial de
Hellinger-Reissner para Solugées Nao-Singulares

De acordo com a Segéo 2.3, as tensdes c,{;' e os deslocamentos u/ no
dominio Q2 sd0 expressos como

o/ _G +0oj (2.3.1)

l/

ul =u; +ul (2.3.2)
A substituicdo destas expressoes, equacgdes (2.3.1) e (2.3.2), na equacgao
(2.6.6), fornece:

a1, ZJ‘Z"L(&;; + 808 Y\ +up —ii, Jardr -

_ I L o7 + o2, -7 birard: =0

Deve-se aqui lembrar que o termo o que aparece na equagao (2.3.1) €

(2.6.7)

um termo constante e portanto sua variagéo 3o, na equagdo acima é nula.
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A discretizagdo numérica da equacao (2.6.7) é feita através das seguintes

expressbes para as tensdes G; e deslocamentos u, no dominio Q e os

deslocamentos u; no contorno I" do elemento, respectivamente,

6 =GP (2.6.8)
u; =uy,p, (2.6.9)
u; =u,d, (2.6.10)

onde p, s&o pardmetros nodais de forga, d, sdo parametros nodais de
deslocamento e u,, sdo fungdes de interpolagédo de deslocamentos iguais as

utilizadas no método de elementos finitos convencional.
Utilizando-se por fim as expressdes dadas pelas equagdes (2.6.8), (2.6.9)

e (2.6.10), a equagao (2.6.7) torna-se:
tl * * * *
- mR = Ito J.F O-[/‘m 5pmﬂj (“mpn + uip - uind”l )drdt -

2.6.11
_J't:.[r[(atj‘mp;"'o_f j_f[]um§dndrdt=() ( )

Entdo, a nova expressao para a forma estacionaria do potencial de

Hellinger-Reissner, escrita na forma matricial, passa a ser

em que as quantidades p° e d s&o vetores contendo os parametros pfn ed,,

respectivamente — incognitas primarias do problema. A matriz F € a matriz de
flexibilidade, simétrica por construgdo, como pode ser visto na equacao (2.6.13)
abaixo; H é uma matriz de transformacdo cinematica, e b um vetor de
deslocamentos nodais equivalentes as forcas de corpo, como mostram as

equacgoes (2.6.14) e (2.6.15), a segulir:

[Fl=[F,,]= | u)0},n,dr0 (2.6.13)
W' ]=[m,,1=[ u,0o),n,dr (2.6.14)
b" 1=[b, 1= uro,m,dr (2.6.15)

As quantidades p’ e p que aparecem na equagéo (2.6.12) sdo vetores de
forcas nodais equivalentes relativos as forcas de corpo fl e as forgas de tracao

t,, respectivamente, e séo definidas como

b J=[pt = [ w,opm,dr (2.6.16)
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pl=[p. 1= w,idr (2.6.17)

Quanto a matriz b da equacgao (2.6.15), é possivel escrever

* 7.dl = Hd" (2.6.18)

in"n ljmnj

b =J‘uip0';m?7de =J‘uA d’c
r T

em que d” contém deslocamentos u” medidos diretamente em pontos nodais

do contorno.

Portanto, para um determinado instante de tempo e valores arbitrarios de

dp" e &d aequagdo (2.6.12) decompde-se em duas novas equagdes:
Fp' =Hd-d") (2.6.19)
H'p =p-p’ (2.6.20)

Eliminando-se p* nestas equagdes, tem-se, finalmente,

H'F'H(d-d")=p-p’ (2.6.21)
em que
H'F'H=K (2.6.22)

€ uma matriz de rigidez positiva semidefinida, que transforma deslocamentos

nodais (d—d’) em forgas nodais em equilibrio com o conjunto de forgas nodais

equivalentes (p —p”) definidas no lado direito da equacéo (2.6.21).

A matriz H, para o caso de solugdes fundamentais nao-singulares

construidas para um conjunto polinomial completo, € em geral uma matriz
retangular, visto que ha mais parametros de forca p° do que pardmetros de
deslocamentos (d—d’) na equagdo (2.6.19), isto & dim(p*)z dim(d—d”) (ver
tabelas 3.1 e 3.2, no Capitulo 3), ao contrario do que ocorre no método hibrido
de elementos de contorno, onde H é sempre quadrada.

Para problemas no dominio do tempo com a utilizagcdo de solucbes
fundamentais ndo-singulares, a matriz F & ndo-singular e sua inversa pode ser
encontrada diretamente, como indica a equagao (2.6.22). Ja para problemas
estaticos ou de regime permanente, a matriz F é singular e sua inversa deve ser

obtida através do procedimento apresentado no Apéndice A.
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2.6.3.Propriedades Fisicas Relacionadas as Matrizes H, F e K

Tecer-se-d0 aqui alguns comentarios acerca das propriedades fisicas

relacionadas as matrizes H, F e K, as quais dizem respeito as transformacgdes
sofridas pelos vetores de deslocamentos nodais (d—d”) e de forgas nodais
(p—pb) que aparecem na equacao (2.6.21).

No sistema externo ou global, os deslocamentos nodais (d—d”)
descrevem um campo de deslocamentos compativel em todo o contorno I'. A
estes deslocamentos (d—d”) correspondem as forgas nodais (p—p”)

energeticamente equivalentes as solicitagdes externas que atuam no contorno.
Os deslocamentos (d—d”) podem assumir valores arbitrarios, porém as forcas
equivalentes (p—p”) devem ser sempre auto-equilibradas.

No sistema interno ou local, a parcela estatica das forgas nodais p* define
um campo de tensdes no dominio Q. A estas forcas nodais p° correspondem
deslocamentos nodais d* que podem ser definidos a partir do principio dos
trabalhos virtuais como,

d =Fp’ (2.6.23)
em termos da matriz de flexibilidade F, previamente definida. Estes
deslocamentos nodais equivalentes ndo existem fisicamente, de modo a serem
diretamente mensuraveis, mas sao grandezas mecanicamente equivalentes, em
termos de trabalhos virtuais, ao campo de deslocamento correspondente as
forcas aplicadas.

A substituicdo da equacdo (2.6.23) na equacdo (2.6.19) permite concluir

que H é uma matriz de incidéncia cinematica, que relaciona os deslocamentos

nodais (d—d") do sistema externo com os deslocamentos nodais equivalentes
d” do sistema interno de coordenadas:
d" =H(d-a") (2.6.24)
Da equagdo (2.6.20) advém que a matriz H” realiza uma transformagao

de equilibrio entre forgas nodais p° do sistema interno e as forgcas nodais

equivalentes (p—pb) do sistema externo de coordenadas, que equivale ao
principio da contragradiéncia.
Ja das equacgdes (2.6.21) e (2.6.22), como mencionado acima e ressaltado

novamente, tem-se que K ¢é uma matriz de rigidez, que realiza uma
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transformagdo linear dos deslocamentos nodais (d—d”) em forgas nodais
equivalentes (p—p”):
(p-p’)=K@-d") (2.6.25)
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2.7.Analise Geral de Problemas Dependentes do Tempo no Dominio
da Frequéncia

Nesta secdo faz-se a andlise de problema sem amortecimento. Uma
abordagem generalizada para problemas com amortecimento viscoso é feita em
Dumont (2005a).

2.7.1.Mudanca do Dominio do Tempo para o Dominio da Freqiiéncia

Com o objetivo de se chegar a uma formulagcédo no dominio da freqltiéncia a

partir dos desenvolvimentos gerais feitos nos itens anteriores, supbe-se que as

funcbes de tensbdes c;., equacdo (2.6.8), e de deslocamentos u, equacao

(2.6.9), no dominio Q, assim como as fungdes de deslocamentos #; no contorno

I', equacgao (2.6.10), podem ser expressas por uma separagao de variaveis de

espaco e de tempo, para uma dada freqiiéncia circular de vibracéo w:

6, =6, (®)p,(®)1(1,0) em Q (2.7.1)
U =1y, (0)p, (©)1(t,0) em Q (2.7.2)
u, =u,d, (0)(t,o) emT (2.7.3)

Sendo 1(t,0) definido de tal maneira que,

2
%z—m%(tm) (2.7.4)
t

De acordo com o que é exposto na Seg¢ao 2.3, as equagdes (2.7.1) e
(2.7.2) sdo expressbes de solugcdes fundamentais e portanto satisfazem a

equagao (2.3.7) para uma dada freqiiéncia circular o, ou seja,
G;j((o)+(ozpu;(oa)=0 (2.7.5)
Portanto, de acordo com as equacdes (2.7.1)-(2.7.3), as equacdes (2.6.19)
e (2.6.20) ficam, para uma dada frequéncia circular o,

F(o)p’ () - H()(d(0) —d" (@))=0 (2.7.6)

H' (0)p" (@)~ (p(@) ~p"(@))=0 (27.7)
em que p’ (), p(w) e d”(w) sdo, de acordo com as equacgdes (2.6.16), (2.6.17)
e (2.6.18), os componentes harmdnicos dos vetores gerais dependentes do
tempo p”, p e d’, respectivamente. As matrizes H(o) e F(o), nas equagdes

(2.7.6) e (2.7.7), sdo matrizes nao-singulares, e por isso a obtensao de K, de

acordo com a equacao (2.6.22), é direta.
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As solugdes da equacgdo (2.7.5) podem ser expressas adequadamente

como
G (®) «0,,(0)+0,, (o) (2.7.8)
u, (o) «u, (0)+u, (o) (2.7.9)
em que cj;m(O) e u, (0) correspondem & solugdo fundamental da parte estatica
do problema.

Como consequéncia de escrever as solugdes fundamentais na forma das
equagbes (2.7.8) e (2.7.9), as matrizes F e H, das equacgdes (2.7.6) e (2.7.7),
podem ser formalmente representadas como

F(o) <« F, +F, (2.7.10)

H(w) < H, +H_ (2.7.11)

em que os termos F, e H,, correspondem as matrizes da formulagéo estatica.

2.7.2.Propriedades Espectrais das Matrizes H, e Fo

As matrizes F, e H, que aparecem nas equacgdes (2.7.10) e (2.7.11)
possuem certas propriedades espectrais que merecem alguns comentarios.

Se os deslocamentos (d—d”) corresponderem a movimento de corpo
rigido, a parte independente do tempo do vetor de forcas nodais equivalentes
(p0 —p’g) deve ser nula, o que em termos de trabalhos virtuais significa que

W (p,—p})=0 (2.7.12)
em que W é uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal do espaco
dos deslocamentos de corpo rigido, tal que

W'W =1 (2.7.13)
onde, | é a matriz identidade. A equacao (2.7.13) implica

WW/’ = matriz idempotente tnica (2.7.14)
No caso de um dominio limitado, deslocamentos de corpo rigido,

representados pela matriz ortogonal W, ndo podem ser transformados em
deslocamentos nodais equivalentes d* pela parte estatica da matriz cinematica,
H,, consequéncia da condicdo de ortogonalidade de (p—pb) ao espaco de

deslocamentos de corpo rigido dada pela equagédo (2.7.12), ou seja,
H,W=0 (2.7.15)
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0 que significa que ha em geral uma matriz V cujas colunas formam uma base

ortogonal do espago de forgas p°  que correspondem a forgas nodais

equivalentes (p—pb) desequilibradas, referentes a deslocamentos de corpo
rigido, ou seja,

H/V=0 (2.7.16)
de tal modo que

vViv=l (2.7.17)

De fato, a matriz V é um conjunto de autovetores correspondentes aos

autovalores nulos da matriz Hg Porém, a obtencdo de V através deste

procedimento pode encontrar problemas de mau condicionamento. Uma solugao

para este problema é considerar que, se ambos os conjuntos de deslocamentos
(d—d’) e d”sdo fisicamente os mesmos graus de liberdade, entdo as bases V
e W séao linearmente dependentes. Como conseqiiéncia, ha uma base nao-

normalizada V cuja normalizagdo produz a base ortonormal V, que pode ser

projetada em W, na forma

WW'V =W (2.7.18)
Entdo, V pode ser obtida como solucéo do sistema

(H + WWT V=W (2.7.19)

Como a matriz (HT +WWT) € nao singular por construgéo, V tem
solugcao unica na equacao acima. Conseqlientemente, a normalizacdo da matriz
V leva a base V que satisfaz a equacgao (2.7.16).

Em conseqiéncia da equagdo (2.7.16), e de acordo com a equacao
(2.6.23), conclui-se que

F,V=0 (2.7.20)
0 que, em outras palavras, significa que a matriz de flexibilidade F, é singular, e
0 espago nulo desta matriz € o mesmo da matriz Hg .

As propriedades espectrais dadas pelas equagbes (2.7.15),(2.7.16) e
(2.7.20) s&o importantes para a correta interpretacdo da inversa F,' necessaria

na expressdo da matriz de rigidez, equagao (2.6.22), no caso de problemas

estaticos ou quase-harménicos.
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2.7.3.Desenvolvimento das Matrizes F e H em Séries de Freqliéncia

Retornando, apdés o breve adendo sobre propriedades espectrais das

matrizes F, e H,, ao problema de dominio da frequéncia, nota-se pelas

equacdes (2.7.6) e (2.7.7), que as variaveis envolvidas no problema sao fungdes
de uma dada freqiiéncia ®. Porém, ao invés de se formular o problema para uma
dada freqliéncia, pode-se expressar as solugbes fundamentais, equacgdes (2.7.1)

e (2.7.2), como uma série de poténcia de freqléncias:

n
o 2i % L P 4 * on *
O i —Z@ O ks Ps _(Gojks T OO FO Oyt + O G, )Ps (2.7.21)
i=0

njs

n
u; = E O"Uy Py =(u0jS +OU O Uy 0 Y )ps (2.7.22)
i=0

Como conseqléncia, as matrizes F e H, definidas nas equacdes (2.6.13) e
(2.6.14), assim como K, definida na equacéo (2.6.22), também se tornam séries

de poténcia de freqliéncias, truncadas com um numero arbitrario n de termos:

F=) oF, (2.7.23)
i=0
H=) o’H, (2.7.24)
i=0
K=Y 0"K,=K,- ) o’M, (2.7.25)
i=0 i=1
onde K, =K,, para i = 0, € a matriz de rigidez estatica da formulagdo de

elementos discretos e K, =-M,, para i > 0, sdo matrizes aqui denominadas

matrizes de massa generalizadas M; (Dumont e Oliveira, 2001), que constituem
na verdade uma mistura de matrizes de massa e rigidez. A Unica excegéo ¢é a

matriz Mj;, que corresponde a matriz de massa obtida na formulagao

convencional, a qual é truncada depois de ®”.

A obtencao da matriz K como uma série de poténcia de freqiiéncia passa
pela inversdao da matriz F dada também como uma série de poténcia de
freqiéncia, conforme a equacao (2.7.23). Na Secéo 2.10 é mostrado como é
feita tal inversdo para o caso particular de matrizes simétricas positivas semi-
definidas (Dumont e Oliveira, 2001). Para casos gerais de inversdo de matrizes

em série de poténcia ver (Dumont, 2005).
Compondo-se o vetor dependente do tempo, (d—d”), de deslocamentos

nodais, 0 qual se deseja encontrar, como a série truncada de mtermos
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d—d’ Ed(t)—db(t)zi(dj ~d' k(o)) (2.7.26)

j=l
torna-se possivel modelar o comportamento de estruturas sem amortecimento,
de acordo com a equacgao (2.6.25), como:
Z[KO —Za;f."M,.](dj ~d’ F(t,0,)=ple)-p"(¢) (2.7.27)
Jj=1 i=1

que para valores de #n igual a 3, por exemplo, resulta em,

m

3 (K, —02M, —0'M, —o?M, [d, —d’ k(o) = p()-p" () (2.7.27a)

Jj=1
Para elementos de trelica e viga sem amortecimento, Przemieniecki (1968)

escreveu a matriz de rigidez efetiva K da equacéao (2.7.25) na forma
K=K,-o’M, -0'(M, -K,)-0°(M, -K,)+ O(0") (2.7.28)
mas alguns autores Voss (1987) também obtiveram
K=K,-0o’'(M, -K,)-0'(M, -K,)-0°(M, - K, )+ O(0") (2.7.29)
com uma matriz coeficiente K, multiplicando o*, o que néo esta correto, ja que

este termo é nulo em qualquer formulagdo consistente de elementos finitos, o

que esta coerente com os desenvolvimentos dos livros classicos sobre dindmica

que mantém os termos até o’ : K=K, - ®’M, + O(a").
Na equacdo (2.7.27) os vetores de deslocamentos (dj—dlj’.) sdo as

incognitas do problema, a serem determinadas para as forcas de dominio e
contorno, além de velocidades e deslocamentos nodais iniciais. O numero n de
matrizes relacionadas a freqléncia é arbitrario.

A vantagem de tal formulagdo baseada em série de freqliéncias € que ela
proporciona uma melhor satisfacao da equagao diferencial de equilibrio dindmico
de tensbes, equacao (2.2.1), em pontos internos do corpo elastico (Dumont e
Oliveira, 1997), o que, para uma mesma discretizagdo do dominio da estrutura,
comparada ao método de elementos finitos convencional, fornece resultados
com maior precisado numeérica.

De acordo com a definicdo de t(t,0) na equacao (2.7.4), a equagao

(2.7.27) pode ser escrita alternativamente como,

[Ko —i(—l)[Mf;—;j(d—d")w(f)—p”(t) (2.7.30)

a qual é um sistema acoplado de equacdes diferenciais de alta ordem de tempo

que faz uso de matrizes obtidas na formulag¢ao de frequéncia.
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2.8.Solucgao para o Problema de Autovalor Nao-linear

O problema de autovalores nao-linear relacionado a equagéao (2.7.30) tem
a forma
n
K,®-> MoQ* =0 (2.8.1)
i=1
onde Q7 é uma matriz diagonal com tantos autovalores @’ quanto o nimero de
graus de liberdade da estrutura e ® é uma matriz cujas colunas sado os
autovetores correspondentes. Este problema de autovalor ndo-linear é de dificil
tratamento, visto que a convergéncia numeérica ndo pode ser facilmente
assegurada e que erros de arredondamento ocorrem inevitavelmente.

Uma maneira de se tratar este problema adequadamente consiste em
transformar a equagéo (2.8.1) em um problema de autovalor linear, através da
utilizacdo de matrizes aumentadas, com o custo de se ter aumentado de n vezes
0 numero de incognitas do problema.

Assim sendo, o problema de autovalor linear aumentado, relacionado a

equacéo (2.7.30) e correspondente a equacao (2.8.1), é

_Ko 0 0 --- 0|
D, D, - (I)O,n—l
0 M, M, --- M, o o T
10 11 1Ln-1
0 M, M, --- 0 . . . .
0 M, 0 oo e P T e (2.8.2)
_M1 M, M, - M”_—(I) ° e v 0
0o 01 0,n-1
M2 M3 0 (I) (I) (I) 00 Qz 0
M9 110 :]1 . 1:,,771 . L . =0
M, 0 0 0 __(I)HO ®, @, .,]0 0 - QiI
em que

D=, Q=0 ¢ ®, =0, Q" i=1..,n-1 j=0,...,1n-1. (283)

Os autovalores e autovetores aumentados que aparecem nas equagdes
(2.8.2) e (2.8.3) sédo em geral complexos. Entretanto, apenas o calculo dos
subconjuntos reais Q e @ € requerido em uma aplicagao pratica.

Sendo o problema de autovalor aumentado expresso pela equagao (2.8.2)
linear em Qf os autovetores correspondentes constituem uma base ortogonal,

embora ainda n&o ortonormal. O critério de normalizagao para estes autovetores

é, classicamente,
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(I)OTO (I)lTo (I)rTl—IO | Ml M2 M3 M,, [ q)00 (I)01 (I)On—l
T r T M, M 0 0 @ o @
(I).m (I).n (I)n.fl,l M3 0 . 0 10 :11 1:;171 -1
(I)(7)",n—l (I)l7:17—1 (I)Z;—l,n—l__Mn 0 0 0 __(I)n—l,() (I)n—l,l (I)n—l,n—l
(2.8.4)

A avaliagdo da submatriz (0,0) do sistema acima, tendo em conta a
equacéo (2.8.3), permite que se perceba que ®,, = ® serd uma base ortonormal

apenas se

z z QZj—ZiCD TM ,CDQ 2i-2 _ I (285)

i=1 j=i
A expressao acima, para n igual a 3, vale

O'M,®+Q°0'M,®+Q'®'M,® +

(2.8.5a)
O'M,0Q° +Q° P M, ®Q° +®' M, ®Q’ =1
ou, para um par de autovalor a)f e autovetor @,
@7 (M, +20°M, +30'M, 0, =1 (2.8.5b)

Portanto, deve-se apenas trabalhar com ® de forma que a equacao (2.8.5)

seja atendida. Os autovetores ®,, =®, quando obtidos através da equagao
(2.8.2), ainda nao estdo normalizados de forma a atender a equacgao (2.8.5).

Para isso relaciona-se o autovetor ndo normalizado, &), com o normalizado por

meio de uma matriz diagonal A,
@ =0A (2.8.6)
que pode ser encontrada através da substituicdo da equagao (2.8.6) em (2.8.5),

resultando
n n _%
2j-2igaT ) 2i-2
A :(ZZQ THOT™M 00 j (2.8.7)
=l j=i
A expressao acima, para n = 3 e um par de autovalor coi e autovetor @,
vale
2=(®,7 (M, +20°M, +30'M, B, | (2.8.7a)
Além disso, pode-se expressar que, desde que a equacao (2.8.4) assegura

a normalizagao dos vetores, entdo, da equacéao (2.8.2),
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(K 0 0 0 |
D, D@y @ ||
T T T 0 M, M, M,
D, D, D,
o o M, M, 0
(I)Z)ﬂ,nfl (I)lz:rzfl : q)ifl n—1 | 0 Mﬂ 0 0 | (288)
®, @, D), Q0 0
o, o, - O, 4 _ 0o Q - 0
., ¢, P, 0 0o - Qi_l

Tendo em vista a equagdo (2.8.3), pode-se calcular a submatriz (0,0) do
sistema acima, a qual, juntamente com a equacgao (2.8.5), constréi a partir da

equacao (2.8.2) a expressao

i=l j=1 i=l j=i

n—1 n—i n n
[CI)TKOCD + . Q"0 QY j - [ZZQ”(DTM ;DQ“JQZ =0 (2.8.8)
ou, como conseqléncia de os autovetores ® serem ortonormais,

n—1 n—i
[CDTKOCD +> > Q"M Q¥ j =Q’ (2.8.9)
i=1 j=1

A expressao da equacgao acima, para » igual a 3, vale

(@K, ®+Q°0"M,0Q° +Q’0'M,0Q" +Q'®'M,dQ’°)=Q’ (2.8.9a)

ou, para um par de autovalor a)f e autovetor @,

@, (K, +®'M, +20°M, JD , = (2.8.9b)
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2.9.Uso de um Processo de Superposi¢ao Modal
2.9.1.Processo de Superposi¢ao Modal

Apesar de toda a complexidade envolvida na solugédo da equacéo (2.7.30),
reescrita abaixo,

[Ko —ﬁ(—l)"Mi i}(d—d”)= p()-p" (1)

7 (2.7.30)

€ possivel utilizar-se de um processo de superposicdo modal na solugdo deste
sistema de equagdes diferenciais parciais de alta ordem.

Independentemente da suposicao feita sobre a forma do vetor de

deslocamentos dependentes do tempo (d(t)—db(t)), pode-se introduzir um
conjunto de deslocamentos auxiliares d,(f), em que o subscrito entre

parénteses indica que eles constituem um conjunto, tal que
2i(y _ qb
dg =(—1)fﬂdz,—d), i=1...,n (2.9.1)
ot
Portanto, de acordo com a equagao (2.9.1), a equacéo (2.7.30) pode ser

reescrita como um sistema aumentado,

K, 0 0 - o0]fd-d"] [M, M, M, - M, ||d-d"| [p—p’
0 M, M; - M,/ d, | M, M; 0 0| dg, 0
0 M, M, 03d, (+/M, 0 0 |5 d, 0o  (29.2)
0 M, 0 - 0 |ld,, | M, 0 0 - 0]d,, 0

em que os dois pontos sobre os elementos do vetor que multiplica a segunda
matriz aumentada representa a segunda derivada em relagdo ao tempo.

Entdo, partindo-se da equacdo (2.9.1), pode-se aproximar o0s
deslocamentos dependentes do tempo (d(t)—db(t)) e d, (t) como uma soma
finita de contribuicdes dos vetores aumentados (normalizados) ®@,,, introduzidos

como a primeira coluna da matriz de autovetores aumentados na equacao

(2.9.2), multiplicados por um conjuntos de vetores de amplitudes 7, =7,(z), os

quais serao as novas incognitas do problema:

d-d’ i)
d DO’
f” _ : (11 _ 11") (2.9.3)
d (I)Q 2n-2

(n-1)

De acordo com a equacéo (2.9.3), a equacgao (2.9.2) se torna
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K, 0 0 0|
()]
0 M, M, M, 5
) (019] 5
0 M, M, 0 : (1]—1] )+
: : : | g
10 M, 0 - 0 ] (2.9.4)
_M1 M, M, Mn__ ® p_ph
M, M 0
P o0’ "
M, 0 . 0 . (n—n )= 0
* ° * (1)9211—2
M, 0 o - 0] 0

Finalmente, pré-multiplicando-se esta equacao por <I>iT0, levando-se em

conta a equacao (2.9.3) e considerando que os autovetores sao normalizados de
acordo com a equacao (2.9.4), tal que a equacao (2.8.8) seja satisfeita, chega-se
a uma expressao muito simples para a submatriz (0,0) do sistema aumentado de
equacdes:

(-0’ )+ii-i’ =@ (p-p’) (2.9.5)
que equivale a equacdo (2.7.30). Porém, a equagao (2.9.5) é um sistema
desacoplado de equagdes diferenciais parciais de segunda ordem, com tantas
equacbes diferenciais quanto o numero de autovetores de interesse a serem
considerados e que pode ser facilmente integrada por meio de métodos de
integracao padrdes.

Esta equacgao é equivalente a

n 2i
Q’n+ij= <I>T(p —pb)+ (I)T[KO ->.(-)'M, Wjdb (2.9.6)
i=1

A expressdo da equacgédo (2.9.5), para problemas que n&o consideram as
forgcas de dominio, é

Q’n+ij=@'p (2.9.7)

A expressao equivalente a equacao (2.9.5) para problemas de potencial é

Q> (-0’ )+n-i’ =0’ (p-p) (2.9.8)
um sistema desacoplado de equagdes diferenciais parciais de primeira ordem,

analogo ao sistema da equacao (2.9.5).
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2.9.2.Consideragao de Velocidades e Deslocamentos Iniciais

Para condicdes iniciais ndo-homogéneas, é necessario expressar n(t =t,)

e N(t=t¢,) como fungbes dos deslocamentos d(z=¢,) e velocidades d(t:to)
nodais iniciais. Com esse intuito, tem-se que solucionar o sistema geralmente
retangular da equacédo (2.9.3) em termos das incognitas (n—nb). @]

desenvolvimento a seguir esta em (Dumont e Oliveira, 2001).
Pré-multiplicando-se ambos os lados da equacdo (2.9.3) pela matriz de

rigidez aumentada da equacgao (2.9.2) e, subseqliientemente, pré-multiplicando-

se a equacgao resultante por Qﬁ), obtém-se

_Ko 0 0 0 [[d-d°
0 M, M, - M,| d,

o7 @7 . o] 0 M, M, - 0| d, |=Qn-n") (29.9)
L 0 M, o - 0 __d(n—l) ]

ja que os autovalores satisfazem a equacéao (2.8.9).
Desprezando-se os efeitos de for¢as de corpo, por motivo de conveniéncia,

porém sem perda de generalidade, ler-se-a na equacdo acima o vetor de
deslocamentos (d—db) como d e o vetor de amplitudes (n—nb) como n.

Entdo, em continuacdo fazem-se os produtos matriciais, considerando a
equacéo (2.9.1), obtendo-se,
0*/d

n—1 n—i
N1=070'Kd+) Q0" (-1))M 7 (2.9.10)
i=1

J=1

Entretanto, esta equacido s6 é aplicavel se d e todos as suas 2n-1

derivadas forem conhecidas no inicio do intervalo. Como em geral apenas os

deslocamentos e as velocidades sdo conhecidas, deve-se obter uma solucao
alternativa.

Substituindo-se os valores de d(t), para i > 0, na equagéo (2.9.9), por

suas expressdes dadas pela equacao (2.9.3), obtém-se

K, 0 o0 - 0] q
0 M, M, - M
T 2T 202 T ? } ! (I)an 2
o7 0@ . @07 0 M, M, - o oo (2911)
o m, 0 o fen

Entao, executando todas as operacbes matriciais indicadas pela equacao

(2.9.11), resulta que
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[0"K o =0"Kd (2.9.12)
ja que, de acordo com a equagao (2.8.9), as séries de produtos de matrizes

multiplicando m simplificam para o termo em colchetes. Por fim, pode-se concluir

sem suposi¢coes a mais que, se a equacgao (2.9.3) é valida, entao

n=lo’K, 0] @K d (2.9.13)
também é valida e, consequentemente,

ni=1,)=[0"K o ®'K di=1,) (2.9.14)

it =1,)=[0"K o ®"K,d¢=1,) (2.9.15)

que sao as relagcbes desejadas para expressar as condi¢des iniciais nodais de

um problema transiente, para ® e Q relacionados aos modos e freqiiéncias de
deformacéo elastica pura, respectivamente. Por outro lado, para os modos @,
e freqUéncias €, =0 relacionados aos deslocamentos de corpo rigido, tem-se:
M ;= ©;,M,d (2.9.16)
O conjunto de equacgdes diferenciais de tempo de segunda ordem
desacoplado, equacéo (2.9.5), junto com as equacgdes (2.9.13) e (2.9.16) para a
consideracédo de deslocamentos iniciais, € a transformagéo da equacéo (2.7.30)
para a solugdo de uma ampla gama de problemas dependentes do tempo por

meio de uma superposi¢ao nodal e com base na formulacdo em freqiéncia.

Note que se poderia ter escrito a seguinte seqliéncia de equagdes:

d=an (2.9.17)
K,d=K,®n (2.9.18)
®'K,d=®"K,®n (2.9.19)

chegando assim a equagdo (2.9.13) por meio de um processo muito simples.

Entretanto, pré-multiplicar a segunda das equacgdes acima pela matriz @', a
qual pode em geral ser retangular (se apenas alguns modos de deformacgao séo
de interesse), requer uma justificativa, a qual apenas ocorre no contexto do
procedimento que terminou de ser tragado: o uso das propriedades ortogonais
expressas pela equacgao (2.8.9). Além disso, note que a inversao do produto de
matrizes simétrico indicado na equacédo (2.9.13) é inevitavel no contexto dessa

formulagao nao-linear dependente da freqliéncia.
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2.9.3.Consideragao de Deslocamentos Nodais For¢ados

Quando parte dos deslocamentos nodais sao funcbes de tempo
conhecidas, procede-se exatamente como na analise dindmica convencional
(Przemieniecki, 1968) e (Chaves, 2003), reescrevendo-se a equagao (2.7.30) em

termos de submatrizes,

K” K¥ n M MY | 5% d—d%) o byp
0 0‘ _Z(_l)l i z‘ 8_21 ( l) — (p pb) (2920)
ki k7| s ey o fla-ay | le-pty
em que os subscritos p e f referem-se a subconjuntos de deslocamentos nodais
prescritos e livres, respectivamente. O segundo conjunto de submatrizes da
equacao acima pode ser dado explicitamente como:

[K-éf “Seymr 2 J(d &) = (p-p’y - [Kfp S ymr L J(d a'y

i=1

(2.9.21)

Desde que todas as quantidades do lado direito da equacgao (2.9.21) sao
funcbes de tempo conhecidas, esta equagdo é formalmente equivalente a
equacgéao (2.7.30), para o proposito do processo de superposicdo modal usado
para se chegar & equagdo (2.9.5). Uma vez que os deslocamentos d’/ s&o
obtidos, depois da transformacdo da equagédo (2.9.21) em um conjunto de
equacgdes diferenciais de segunda ordem desacoplado, as forgas de reagao
dependentes do tempo relacionadas aos nds prescritos podem ser calculadas
usando-se o primeiro conjunto da equacgao (2.9.20) de submatrizes. Uma palavra
de cautela é necessaria no que concerne a implementagcdo numérica da equagao
(2.9.21) (Chaves, 2003), ja que as altas ordens de derivagcado no lado direito da

equacao (2.9.21) podem conduzir a resultados nao confiaveis se (d—db)” nao é

uma expressao fechada de tempo, mas ao invés, uma aproximacao em série.
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2.9.4.Avaliagcao dos Resultados em Pontos Internos

Em formulagdes harmonicas, os parametros de forga p*(w) séo obtidos,
conforme a equacéo (2.7.6), por,

P (@) =S(w)d(w)-a" () (2.9.22)
onde S(w)=F'(w)H(w). Para as séries de poténcias de freqiiéncias
introduzidas na subsecao 2.7.3, de acordo com as equagbes (2.7.21)-(2.7.25), a
equacao acima é trocada por,

p’ (@) ~ ia)ZiSi(d(a)) ~d"(w)) (2.9.23)

i=0

com

-1
D oS, = (Zw”ﬂj > o™H, (2.9.24)
i=0 i=0 i=0

De acordo com a equacao (2.7.22), os deslocamentos em pontos internos
podem ser expressos como,
un=>> olup =) uQ"p’ (2.9.25)
j=0 i=0 i=0
Em que, substituindo-se p* por sua expressao dada pela equagéao (2.9.23)

e considerando-se a expressio de (d—d") dada pela equacdo (2.9.3), tem-se:

u(t) = ZZ 'S, @0 (n-v") (2.9.26)

i=0 j=0
que para n = 3, fornece:

u(t) =[S, @+ [uzS, +ulS, ) 0Q? + (u3S, +u's, +u’S, ) 0Q* + 2.9.260)

+(u’(§S3 +u;S, +u;S, +u§S0)(I)Q6]n -

Para a avaliacdo adequada da expressao acima, para o caso particular de
problemas estaticos ou de regime permanente (para os quais se deve considerar
a parcela relativa a deslocamentos de corpo rigido, que aparece na equagao
(2.3.8)), o leitor encontrara mais detalhes no Apéndice B.

Particularmente no que concerne a inversdo de matrizes em série de
frequéncia, o leitor terd mais detalhes, de forma completamente geral, em
Dumont (2005). No item a seguir é feita uma particularizagcdo do problema de
inversdo de matrizes em séries de frequéncia para os casos de matrizes

simétricas, positivas semidefinidas.
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2.10.0btencao da Matriz de Rigidez como uma Série de Frequéncias

O caminho para se obter a matriz de rigidez K como uma série de poténcia
de freqiéncia (Dumont e Oliveira, 2001), de acordo com a equagao (2.7.25),
passa pela inversdo da matriz de flexibilidade F, como indicado na equagao
(2.6.22). Esta inversdo pode se dar de duas formas, conforme a natureza dos
limites do dominio, que podem ser: dominio infinito € dominio finito.

No caso de dominio infinito, a matriz F, correspondente a parte estatica da
formulagdo em frequéncia, como indicado na equacao (2.7.10), é nao-singular
tornando assim o processo de obtengao da inversa de F simples e direto, como é

mostrado abaixo.

X=> 0"X, (2.10.1)
i=0
em que
X,=F,~" e X,=-X, > FX,,, i=l.n (2.10.2)

Jj=1
é ainversa de F, tal que

XF =FX =1+0(0*""?) (2.10.3)
(As equagdes (2.10.1)-(2.10.3) aplicam-se de maneira analoga para a inversao
de uma matriz de rigidez dependente da freqiiéncia).

Ja para dominios finitos, a matriz F, é singular, como indicado pela
equagao (2.7.20), e por isso o calculo da matriz inversa de F que satisfagca a
equagcao (2.10.3) deixa de ser feito da forma simples e direta como
anteriormente e requer o uso avangado da teoria de matrizes inversas
generalizadas (Ben-Israel e Greville, 1980; Zielke,1970; Schulz, 1933, Dumont,
2005).

O processo de inversdo de F para o caso de dominios finitos se da da
seguinte forma: a matriz X, da equacao (2.10.1), passa a ser expressa como,

X=Y 0"X, (2.10.4)

i=—1
onde se percebe o aparecimento de um termo adicional, m‘zX_l, em que
X, =V(V'EV)'v’ (2.10.5)
A matriz F, que aparece na equag&o acima € n&o-singular, visto que ela é

fisicamente relacionada a primeira matriz de massa do corpo elastico, mas

poderia ser singular (Dumont, 2005). Introduzindo-se uma matriz auxiliar Y
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v=F"(I-vv7) (2.10.6)

pode-se demonstrar que a matriz coeficiente X, da equacao (2.10.4) é expressa

como
X, = Y(Y'EY+VV 'Y X FX, (2.10.7)
Quanto aos termos restantes, eles podem ser obtidos de maneira
recorrente:
i+1 i+1
X, ==X, > FX, ,-X >F,X,,, i=l.n (2.10.8)
j=1 Jj=1

Embora haja uma poténcia negativa da freqiiéncia na equacédo (2.10.4), o

produto matricial
S=F'H=) 0" Y X H,_; =) 0”8, (2.10.9)
i=0 Jj=-1 i=0

requerido em ambas as expressdes de p’'na equagdo (2.6.12), como uma
funcdo de d, e como um passo intermediario no calculo da matriz de rigidez K,
nao contém o termo (x)’zXf1 , ja que

H/X =0 (2.10.10)

de acordo com as equacdes (2.7.16) e (2.10.5).
Portanto, finalmente, pode-se expressar a matriz de rigidez K como a série

de poténcia,
K=H'F'H=) 0") H'S, (2.10.11)
i=0 j=0
ou, conforme a equacéo (2.7.25),
K=Y 0"Y HS, =) 0K, =K,- Y 0’M, (2.10.12)
i=0 j=0 i=0 i=1

onde K, =—-M, parai> 0.
O processo de obtengao da inversa da matriz Fy para o calculo da matriz

de rigidez Ky para o caso particular de problemas de elastostatica € dado

diretamente pela seguinte expressao:
K=H'[F+vV'|'H (2.10.13)
O Apéndice A no final teste trabalho mostra como é obtida a expressao

dada pela equacéo (2.10.13). Uma apresentacao geral do processo de inversao

de matrizes em série de poténcia é feita em Dumont (2005).
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SOLUGOES FUNDAMENTAIS NAO-SINGULARES

Este Capitulo apresenta as solugbes fundamentais n&o-singulares,
também conhecidas como fungbes T completas que nada mais sdo do que
solugdes homogéneas regulares da equacgao diferencial do problema, aplicadas
no presente trabalho a problemas no dominio da freqtiéncia.

O nome de fungdes T completas vem sendo usado em homenagem ao seu
criador Trefftz. O termo completas tem a ver com um polinébmio completo. Tais
solugdes sdo aqui apresentadas, tanto para o caso de problemas de potencial
como para problemas de elasticidade, num contexto independente e mais geral
do que se pode obter na literatura (Qin, 2003).

Inicialmente sdo abordadas as solugbes fundamentais para os casos de
problemas de potencial quase-harménicos e harménicos, Sec¢ao 3.1. Em seguida
sdo apresentadas as solugbes fundamentais para os casos estaticos e
dinamicos de elasticidade, este ultimo no dominio da frequéncia, Secao 3.2. E
finalmente, sdo abordados os casos de espagos nulos relacionados a parte
estatica das solu¢des fundamentais, Segéo 3.3.

Neste trabalho interessam apenas as solugbes fundamentais néo-
singulares, as quais passarao a ser chamadas a partir deste ponto apenas de
solugbes fundamentais. Os desenvolvimentos aqui feitos sdo fortemente
influenciados pelas apostilas e notas de aulas do curso de Método Hibrido de
Elementos de Contorno ministrado na PUC-Rio pelo professor Dumont. Uma
exposicao resumida do que sera aqui apresentado pode ser encontrada em
(Dumont e Prazeres, 2004, 2005).

3.1.Problemas de Potencial

Nesta secao, diferentemente do que se fez na Sec¢ao 2.1, sera priorizado o
uso da notagao indicial e todas as equacgdes aqui utilizadas, mesmo aquelas ja
apresentadas na Secgao 2.1, serdo reescritas com uma nova numeragao, com o

intuito de facilitar o acompanhamento das deducoes.
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3.1.1.Problemas de Potencial Quase-harmoénicos

A equacao diferencial de equilibrio para problemas de potencial quase-
harménicos (Zienkiewicz) é a equagdo de Poisson (para problemas com fonte
interna) ou a equacao de Laplace, como apresentado na Secdo 2.1. Seja entao
a equacao de Laplace, equagéao (2.1.14), reescrita abaixo em notagao indicial:

;=0 em Q (3.1.1)

2ii

A questado de se achar a solugao fundamental da equacgao (3.1.1) envolve

encontrar um campo potencial u, que a satisfaca.

A fungdo u, pode ser expressa como

uo=f(r)g(0)=fg (3.1.2)
para problema 2D, em coordenadas polares. Portanto, a equagéo (3.1.1) se
expressa

f,,.g+%f,g+r%fgee =0 (3.1.3)

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Esta equagdo pode ser

subdivida em duas equagdes,
1 m*
frﬂF;fr—r—zf:O (3.1.4)

Qo =—Mm'g (3.1.5)
em que m é uma constante de separacgao, de valor qualquer, a principio.

A solugéo geral da equagéo (3.1.5) é

g =C, cos(m@)+C,sen(m8) (3.1.6)
em que C, e C, sdo constantes arbitrarias.

Como se requer que

g(=m)=g(x)

8y(—7m)=g,(7)

verifica-se que mtem que ser um numero inteiro, positivo ou negativo.

(3.1.7)

A solucédo geral da equacao (3.1.4) € uma combinacao linear qualquer das

m

fungbes ™ e r™". No entanto, como somente interessam solugbes que
resultem em polinbmios, toma-se apenas a primeira das solugbes, com o que se

obtém a expresséo de u,, de acordo com a equagao (3.1.2):

uy =r'"(C1 cos(mB)+C, sen(m@)) (3.1.8)
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A expressdo correspondente em coordenadas cartesianas se obtém
fazendo

x=rcos(@) e y=rsen(0) (3.1.9)

Para corresponder a solugdes que devem ser nao-singulares e Unicas, m
deve ser um inteiro positivo. Note que havera apenas uma solugao possivel para
m=0 e duas solugdes para cada valor subseqlente de m, 0 que corresponde a
2n+1 solugbes compreendidas por polinbmios completos de grau » em
coordenadas cartesianas.

Para ilustrar o que foi dito até entdo, o conjunto de tais termos polinomiais

para n=3 é dado abaixo para o vetor u, , em que s esta relacionado ao grau de
liberdade de p,,

u; =<1 | rcos@ rsen@ | r’cos26 risen2@ | r’cos36 r3sen39>
. . s . . s (3.1.10)
E<1!x yixy —-x"+y° 1-3xy +x -3yx +y>
Pode-se demonstrar que para o caso de problemas 3D a expresséo de u,,

em coordenadas esféricas (r,0,¢), corresponde a:

uy =r"L} (cos@)(Csenl 8+ C, cos6) (3.1.11)
em que
x =rsen(f)cos(p), y=rsen(d)sen(p) e z=rcos(6) (3.1.12)

e L/(cosf) é a fungdo associada de Legendre de primeira ordem, com

argumento cos6, na verdade uma fungdo trigonométrica de 6 calculada no

contexto de “harmdnicos esféricos”
(http:/mathworld.wolfram.com/SphericalHarmonic.html). L} =L} (cos®) existe

apenas para (<m. Entdo, para todo m=>0 existem 2m+1 solucdes

compreendidas na equacgao (3.1.11) e, como resultado, o conjunto de possiveis

polinbmios em coordenadas cartesianas até o grau n corresponde a (n+1)2.

Para n = 3, por exemplo, obtém-se um vetor u;S com 16 solugdes fundamentais:

Uy, =<1 | 7Ly rLseng rLcosg i r’Ll r*Lisenp r’Lcosg r’Lisen2p r’L2cos2e
Ly r’Lsenp r’Lcosp r’Lsen2p r’Lycos2p r’Lsendp r’L) cos3g0>
E<1!x y zixy —x*+y’ xz yz —x*+z° |

X' =3xy° =3x°y+y’ xyz yz-x'z xz'—-xy° —x'y+yz’ —3x22+z3>

(3.1.13)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA


65

Na Tabela abaixo é feito um resumo dos elementos 2D e 3D mais simples
para problemas de potencial. Nela sdo apresentados o numero de graus de
liberdade interno (dimensdo de p*) de cada elemento e a dimensdo e o posto

das matrizes H e F relacionadas. O valor n apresentado na segunda linha da

tabela é o grau da fungéo polinomial u, .

Tabela 3.1: Resumo de elementos 2D e 3D para problemas de potencial.

Dimenséao 2D 3D
n 1 2 3 4 1 2 3 4
2n+1 n+1)
dimp’) n1)
3 5 7 9 4 9 16 25
Elemento | T3 | Q4 | T6 | Q8 Ted H8 Te10 H20
Dimensao
3x3 | 5x4 | 7x6 | 9x8 4x4 9x8 16x10 25x20
de H
Posto de
2 3 5 7 3 7 9 19
H
Dimensao
3x3 | 5x5 | 7x7 | 9x9 4x4 9x9 16x16 25x25
de F
Posto de
. 2 4 6 8 3 8 15 24

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310981/CA

llustragbes dos elementos T6 (tridngulo de 6 nos), Q8 (quadrilatero de 8
nos), Te10 (tetraedro de 10 nés) e H20 (hexaedro de 20 nés) sdo apresentadas
nas Figuras 3.1 e 3.2 da Subsecdo 3.3.1. Delas também podem ser obtidas as
formas dos elementos T3 (triangulo de 3 nds), Q4 (quadrilatero), tetraedro de 4
nos e H8 (hexaedro de 8 nds) através da desconsideragdo dos nds nos meios

das faces ou arestas, nos elementos 2D e 3D, respectivamente.
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3.1.2.Problemas de Potencial Harmonicos

A equagdao de governo do problema de potencial harmbnico foi
apresentada na Secao 2.1.2, equacgao (2.1.17), e é apresentada aqui novamente

em notacgéo indicial, sem consideragao de fonte interna, ou seja,
,;+k *u=0 em Q (3.1.14)
A questao de se achar a solugdo fundamental da equacgao (3.1.14) envolve
encontrar um campo potencial u* que a satisfaga.

Novamente, assim como feito para a funcao u;; na Secao anterior, a

funcdo u~ pode ser expressa como

u =f(r)g(0)=fg (3.1.15)

Portanto, em coordenadas polares, a equacgao (3.1.14) se expressa como
1 1
ﬂrg+;ﬁg +r—2fgee +k*fg=0 (3.1.16)

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Por seu lado, esta equagao

pode ser subdivida em duas,
1 2 m2
fot=fH| k" ——|f=0 (3.1.17)
r r

oo =-m"g (3.1.18)
em que m € uma constante de separagao, de valor qualquer a principio.

A solucao geral da equacao (3.1.18) é:

g=Csen(m@)+C,cos(m8) (3.1.19)
em que C, e C, séo constantes arbitrarias. Como se requer que

g(-n)=g(n)

(3.1.20)
8o(—m)=gp(m)

verifica-se que mtem que ser um numero inteiro, positivo ou negativo.

A solugdo geral da equacgao (3.1.17) € uma combinagao linear qualquer
das fungbes de Bessel Jm(Er) e Ym(l?r), de primeira e segunda espécie e
ordem m, com argumento kr . Como somente interessam solugdes que resultem
em polindbmios, toma-se apenas a primeira das solugdes, com o que se obtém a
expressdo de u ", de acordo com a equacéo (3.1.15):

u = (Clsen(mﬁ) + C, cos(m 0))] (l;r) (3.1.21)

m

Uma maneira mais adequada de escrever a solucdo u~ dada na equagéo
(3.1.21) é:
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u' = /k) mlJ, (kr)(C, cosmO+C,senm) (3.1.22)

em que o termo que multiplica J, (l?r) é escolhido de tal maneira que Limu = u,
k—0

*

para u, dado na equacdo (3.1.8). Como consequéncia, pode-se expressar o

vetor u: de 2n+1 solugdes fundamentais na forma de uy, na equagdo (3.1.10),

apenas trocando " por (2/1;)"1 m/Jm(l;r), considerando n o grau do polinbmio

completo que se obtém quando k—0.
A solucao geral nao-singular da equagédo de Helmholtz, equacgéo (3.1.14),
para problemas 3D em coordenadas esféricas, &

W= %sz(%})w(cos 0)(Csent@+C, cos (6) (3.1.23)
com um fator multiplicando a fungcdo de Bessel de tal maneira que a equacao
(3.1.11) seja obtida como o caso limite de k —>0. As fungdes de Bessel de
ordem m+1/2 sdo na verdade fungdes trigonométricas. Como ocorrido para o
caso 2D, pode-se expressar o vetor u: das solugdes fundamentais com (n+1)*

(2m+1)\n

termos usando u,, definido na equagéo (3.1.13) com =
‘ m!(2k )"

‘]m+1/2 (EI") no

lugar de r".
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3.2.Problemas de Elasticidade
3.2.1.Elastostatica

A equacao diferencial de equilibrio da elastostatica, apresentada na
equacgado (2.2.13), é reescrita abaixo por motivo de conveniéncia, sem a
consideracao de forcas de corpo e levando em conta o que foi exposto na Se¢ao
2.3, no Capitulo 2, ficando entao

* 1 *

im’jj+(1——2v)ujmyﬁ=0 emQ (3.2.1)

u

Uma solugéo do problema proposto pode ser obtida considerando-se que o

campo de deslocamentos um possa ser expresso em termos de uma funcao

potencial @, (funcdo de Marguerre) na forma
1
uy, =®, ., ———D, . 3.2.2
0im im > kk 2(1—\/) km 2ik ( )
sendo
- 1 1-2v
Uo jm,ji = (Djm’kk/i_mq)km s jigi = mq)jm s kki (3.2.3)
# 1
Uoim,jj = P im vk — 2(1 ~ V)(ka’ikjj (3.2.4)
a equacao (3.2.1) resulta em
®,, =0 ou V2(V20,, )=0 (3.2.5)
onde se considera que
®©,, =D,5,, (3.2.6)

em que o indice 0 na fungéo @, se refere a solugéo estatica e 3,, é um delta de

Kronecker generalizado, onde o indice i corresponde as diregdes coordenadas X,
y € z para o caso geral de problemas 3D e o indice m varia de 1 até o numero de
graus de liberdade do problema.

Assim, uma solugdo simples pode ser formulada num sistema polar de
coordenadas, para problemas bidimensionais, ou num sistema esférico de
coordenadas, para problemas tridimensionais.

A solucao pode ser obtida pelo produto de uma fung¢ao do raio » e uma
funcao do angulo ¢, para problemas bidimensionais.

Seja o duplo sistema de equacgdes diferenciais, obtido a partir da equacéao

(3.2.5), e considerando a equacéo (3.2.6),
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{VVZ;‘IZO:IEO (3.2.7)
em que o indice 0 na funcdo ¥, tem o mesmo significado de se referir ao
problema estatico com mencionado acima. Quanto aos subscritos im, que
aparecem nas equacgoes (3.2.5) e (3.2.6), sdo omitidos na equacdo acima
apenas por simplicidade de notacgao.

A fungao ¥, pode ser expressa como o produto de duas fungdes,

¥, =f(r)g(0)= fg (3.2.8)

Portanto, em coordenadas polares, a primeira das equacgdes (3.2.7) se expressa
1 1
S8 +;f,g +r_2fgee =0 (3.2.9)

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Por seu lado, esta equagao

pode ser subdivida em duas equacoes,
1 m?
fot=f,—— =0 (3.2.10)
r r

Qoo =—M°g (3.2.11)

em que m € uma constante de separacao, de valor qualquer, a principio. Note
que esse procedimento é igual ao procedimento utilizado na secédo anterior
(Secao 3.1).

Assim como na Secdo 3.2 a solugao geral da equacao (3.2.11) tem a

forma
g=C, sen(m@)+C,, cos(mb) (3.2.12)
emque C,, e C,, sao constantes arbitrarias.

Também aqui, assim como na segao anterior, se requer que

g(-m)=g(mn) (3.2.13)
go(—m)=ge(m)
em que se verifica que m tem que ser um numero inteiro, positivo ou negativo.

Como ja se sabe, a solugéo geral da equagéao (3.2.10) € uma combinagao

m

linear qualquer das fungdes r™ e r™™. E, como somente interessam solugdes
que resultem em polindmios, apenas a primeira das solucdes € valida, e portanto

a expressao de ¥, de acordo com a equagéo (3.2.8) fica
¥, =r"(C,,sen(mb) +C,, cos(m6)) (3.2.14)

Para a solugdo da segunda das equacgdes (3.2.7), supde-se também que

®, possa ser expressa por
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©,=1(r)g(0)=fg (3.2.15)
em que f e g sao fungdes a determinar (diferentes das fungbes obtidas

acima), de acordo com a equagéao
1 1
fog+—f.g+— f2, = (C,sen(m)+C,, cos(mb))r" (3.2.16)
r r
A solucdo homogénea desta equagao tem a mesma expresséo de ¥, na
equacao (3.2.14), com outras constantes de integracdo. Uma solucao particular

desta equacéao pode ser obtida se se escrever

cos(m@) )r" (3.2.17)

1 1 1

rf +_f‘rp +_2fp @ :_(Clmsen(me) + C2m
r r g g

Ficando evidente, entdo, que se pode supor para g a mesma expressao

da equacéo (3.2.12), resultando para f” a equagao
1 m*
A= f == fr=r" (3.2.18)
r r

cuja solucéo é

rm+2

T 4mt1)

S/ (3.2.19)

e, portanto, tem-se a solugao geral da equacgao (3.2.7):

m+2
r (C

O, =(C, sen(n@)+C, cos(n@) " +——
0 ( 1n ( ) 2n ( )) 4(m+1) 3m

sen(m@)+C,, cos(m6)) (3.2.20)

em que n e m sao numeros inteiros positivos quaisquer. Esta funcdo pode

compor qualquer solugao da fungao potencial geral ®, , conforme a proposi¢cao

do problema. A equacdo acima pode ser expressa, de maneira mais simples,
como
@, =r"[C, sen(nb) +C,, cos(nd) +C, sen((n—2)0)+C,, cos((n—-2)0)] (3.2.21)
A funcao @, pode ser dada em termos da funcao u; da equacéo (3.2.8) ou
da equacéo (3.2.11) para problemas 2D ou 3D, respectivamente, ficando
@, =r’u; (3.2.22)

Sendo assim a express&o de u,,, da equagéo (3.2.2) que & fungéo de @,,,

que por sua vez é funcao de u;;, é

* 2 * 1 2 %
u,, =1 ® r (I)Okm,ik

L ——— 3.2.23
Oim,kk 2(1 _V) ( )
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Para efeito de ilustragdo, as solugdes u,, como desenvolvimento da

equacao (3.2.2), em que s se refere ao grau de liberdade de pg para 0s casos

bi e tridimensionais sao, respectivamente:

u;‘,fLF_‘W 0 i(S—Sv)x —y (7—-8v)y —x :} (3.2.24)
1-v 0 3-4v | -y (7—-8v)x —-X (5-8v)y |-
5-6v 0 0 | (7-10v)x —y -z O-10v)y
u;,.s=i 0 5-6v 0 % -y (O-10vx 0 -
0 0 5-6v! -z 0 O—-10v)x 0 (3.2.25)
-Xx 0 9-10v)z 0 —-x e
(7-10v)y -z 0 ©O-10)z  —y |-
—z  ©-1v)y  -x —y (T-10v)z |

O nuimero de solugdo compreendidas pelo indice s dos deslocamentos u,,

corresponde a um polindmio completo de grau n, ou seja, 2(2n+1) para

problemas 2D e 3(n+1)* para problemas 3D.

Na tabela abaixo é feito um resumo dos elementos 2D e 3D mais simples
para problemas de elasticidade. Nela sdo apresentados o numero de graus de
liberdade interno (dimensao de p*) de cada elemento € a dimensao e o posto

das matrizes H e F relacionadas.

Tabela 3.2: Resumo de elementos 2D e 3D para problemas de elasticidade.

Dimensao 2D 3D
n 1 2 3 4 1 2 3 4
2(2n+1) 3(n+1)
dimp’) 1)
6 10 14 18 12 27 48 75
Elemento | CST| Q4 T6 Q8 Ted H8 Te10 H20
Dimensao
o 6x6 | 10x8 |14x12 18x16| 12x12 27x24 48x30 75x60
e
Posto de
3 5 9 13 6 18 24 54
H
Dimensao
o 6x6 | 10x10 | 14x14 | 18x18| 12x12 27x27 48x48 75x75
e
Posto de

F
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Nas figuras a seguir sao ilustrados os elementos T6 (tridngulo de 6 nés),
Q8 (quadrilatero de 8 nés), Te10 (tetraedro de 10 nés) e H20 (hexaedro de 20

nos), aos quais se referem a tabela acima e a tabela 3.1.

Pl

Figura 3.1: Elementos 2D — T6 e Q8.

&by

Figura 3.2: Elementos 3D — Tetraedro de 10 nés e H20.
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3.2.2.Elastodinamica

A equacéo diferencial de equilibrio da elastodindmica, equacao (2.2.1), é
reescrita abaixo sem a consideracgao de forgcas de corpo:

2
o, i—pa—? -0 em Q (3.2.26)
T ot
Foi demonstrado na Secgao 2.2, Capitulo 2, que a aplicagao da lei de

Hooke a equacao (3.2.26) leva a

Gu; e+ )uk,ki —pti; =0 em Q (3.2.27)

G
(1-2v
que nada mais € que a equacao diferencial da elastodindmica em termos de
deslocamentos.

Para que se possa ter uma formulagdao no dominio da freqiiéncia, supbs-se
que estes deslocamentos possam ser expressos como o produto de duas
fungdes, como exposto na Secgao 2.6, equagao (2.7.2), em que t(¢,) satisfaz a

£

equacdo (2.7.4) e dessa forma u,, deve satisfazer a equagao diferencial

im

kS

Gu +po’u,, =0 em Q (3.2.28)

.
imojj+ (- 2V)”jm i
Que pode ser expressa da seguinte forma, em analogia com o que foi feito

na Secao 2.2:
czzi,t;n,j/.+(cl2 —ci}fk +o’u, =0 emQ (3.2.29)

Jjm? ji
Uma solugdo para a equagdo acima pode ser obtida a partir da

substituicao

. k’
Uiy = @+ D, _{l_k_lz}q)k’”’”‘ (3.2.30)
2
em que k =2 e k, -2, Entéo,
G )
: k}
Uinsji = P i+ 5 Poon s i (3.2.31)
kz
. 5 kl
Ui 5= Pt TT D iy = l—k—2 D ity (3.2.32)
2
Portanto, a equacao de equilibrio se expressa como
(Dim’kkjj_'_klzq)im’jj+k22q)im’jj+k12k22q)im :O (3233)

que pode ser posta na forma

(V2 k2 fv2 4k o, =0 (3.2.34)
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onde se considera, por simplicidade, que
®,, =3, (3.2.35)
E valido mencionar que, para problema estaticos, em que ©=0, ky=k,=0

kP (1-2v)
e —= .
k> (2-2v)

A partir da equacao (3.2.34) e considerando a equacgéao (3.2.35), pode-se

formular o seguinte duplo sistema de equagdes diferenciais,
2 2 _
(v2 A Jr =0 (3.2.36)
(V2 ko =w
para cada termo da fungdo potencial @,,.
A funcao ¥ pode ser expressa como
V=r(r)g(6)=fg (3.2.37)
Portanto, em coordenadas polares, a primeira das equagobes (3.2.36) se

expressa como
1 1
frgt— g +r—2fgee +kifg=0 (3.2.38)

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Por seu lado, esta equagao

pode ser subdivida em duas equacoes,
1 2 m2
fot =S+ kK ——|f=0 (3.2.39)
r r

Qoo =—M°g (3.2.40)
em que m é uma constante de separagao, de valor qualquer a principio.

A solucao geral da equacao (3.2.40) é:

g=C, sen(m@)+C,, cos(mb) (3.2.41)

emque C,, e C,, sdo constantes arbitrarias. Como se requer que

g(-m)=g(m) (3.2.42)
go(—m)=gy(m)

verifica-se que mtem que ser um numero inteiro, positivo ou negativo.
A solugado geral da equacgao (3.2.39) é uma combinagao linear qualquer

das fungbes J,(kr) e Y,(kr), que sdao de ordem m. Como somente
interessam solugdes que resultem em polindbmios, toma-se apenas a primeira

das solugdes, com o que se obtém a expressao de ¥, de acordo com a equagao
(3.2.37):

¥ =(C,,sen(m)+C,, cos(m))J, (k,r) (3.2.43)
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Como se pode perceber, a equacgao (3.2.36) é simétrica em relagdo as
funcbes ¥ e ®, o que permite dizer que sua solugdo € uma combinacdo do
resultado obtido acima para a fungao ¥, de forma a se terem 4 constantes de

integragéo e duas fungbes de Bessel de primeira ordem com argumentos k, e

k, . Portanto, a solugéo geral da equacéo (3.2.36), adequadamente escrita, é

e = ( wsen(nd)+C,, cos(né?){‘]" (k,7) n I (kz”)J_'_

k' k)
(3.2.44)
Gy, sen(mb)+C,, cos(mb)( J,(kr) J, (ko)
k12 o k22 klm kén

de modo a se obter @, da equacéo (3.2.21) para © —> 0.
E possivel escrever a funcdo ® em termos da funcdo potencial uo
encontrada na Sec¢ao 3.1 do Capitulo 3 na forma

(ki) =Ty (hor ) 1S )2‘”2(‘”1)/ (3.2.45)

v i)

para problemas 2D, ou

= (Jd+1/2 (kl”)/kldﬂ/2 Janp (ks ”)/de/Z )\/7(2d "‘3)/

}"d+l/2( k hd+1/2(d +1)/ (3246)

para problemas 3D, em que d é o grau do polindmio u, em coordenadas
cartesianas. As funcdes de Bessel de ordem m+% sao na verdade funcbes

trigonométricas. Os fatores multiplicadores nas equacdes (3.2.45) e (3.2.46) séo
escolhidos de tal maneira que a expressao de ® para o — 0 se torna igual a
equagao (3.2.21).

Seja dim(u’gs) a dimensao do vetor de solugdes potenciais da Segéo 3.2, a
qual é 2n+1 para problemas 2D e (n+1)2 para problema 3D, onde n é o grau do
polinbmio completo que se esta usando. Seja ainda D uma constante igual a 2
ou 3, para problemas 2D ou 3D, respectivamente. Entdo, para u, expandido
como o vetor u, da equagéo (3.2.10) ou (3.2.13), pode-se expressar um vetor
de fungbes @, nas equagdes (3.2.45) ou (3.2.46) e, considerando-se a solugéo

geral ®, na forma ®,=®5,, compbe-se uma matriz de solugdes

Uy =, p) da equagéo diferencial (3.2.28) ou (3.2.29) fazendo-se uso da

equacéo (3.2.30) na forma

U prosy = (®,, y+H2D, B, + (62 /2 1), i=1.D, k=1.D, (=1 dim(u;) (3.2.47)
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O numero de solugbes compreendidas pelo indice s=D/+k—D dos

deslocamentos u;, corresponde a um polindmio completo de grau n, assim como

no caso estatico, ou seja, 2(2n+1) para problemas 2D e 3(n+1)* para

problemas 3D.
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3.3.Espacos Nulos Relacionados a Parte Estatica das Solugodes
Fundamentais Nao-Singulares

A implementacdo no dominio da freqiéncia das solugbes fundamentais
deduzidas nas sec¢des anteriores resulta em matrizes F e H de posto cheio,
como é apresentado na Secado 2.7. Entretanto, as matrizes F, e Hq do caso
estatico tém espacos nulos, como foi indicado nas equagdes (2.7.15), (2.7.16) e
(2.7.20). A matriz W de potencial constante ou deslocamentos de corpo rigido é
construida de maneira direta (apesar de dependente de modos no caso de
elasticidade, devido a rotagdes de corpo rigido), como dada abaixo para um

modelo discretizado com nnp coordenadas de pontos nodais (x,,y,,z, ).
w=1 1 - 1" (3.3.1)

para problemas de potencial tanto 2D quanto 3D, ou

1 0 |1 0 (-1 1 0

~ | | |

W={0 110 1 [~ 0 1 (3.3.2)
7777777 5 I
yl xl } y2 xZ } ' } yrmp xrmp

1 0 0 | 1 0 0 -1 1 0 0
0O 1 010 1 0 l-l 0 0
G| 00 oo e 00 1 (3.3.3)
0 -z y ! 0 -z ! ! 0 mmp Yanp
z, 0 -x i z, 0 -x i i Znp =X,
L= X 0 i_yz X, 0 | E_yrmp Xnp 0 )

para problemas de elasticidade 3D. Nas equac¢des (3.3.1)-(3.3.3), uma matriz
nao-ortogonal W esta sendo representada ao invés de W, por motivo de
simplicidade. W €& obtida por ortogonalizacdo de W, tal que W'W=I. As
equacgoes (3.3.1)-(3.3.3) sdo validas também para materiais ndo-homogéneos.

A base ortogonal representada por V'V =1 nas equagbes (2.7.16) e

(2.7.20) é, em caso de material homogéneo,
v=[1 0 - 0]" (3.3.4)

para problemas de potencial tanto 2D quanto 3D, e

T

1 0;0 O 0 0 0
| |

0 0!« 0 (3.3.5)

0 010 1/N21-1/N2 01 0

para casos de elasticidade 2D, ou
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0000 0 210 0 0 [-1/y2 0 0i- 0
00 0i0 -1/2 0 11/2 0 o | o0 0 0i- 0]

para casos de elasticidade 3D.
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(3.3.6)

As séries de produtos u, .V, para V dado na equagéo (3.3.4) e u,, dado em

(3.1.10) ou em (3.1.13) correspondem a potencial constante puro (dando assim

fluxo zero). Também, as séries de produtos ungy para V dado nas equacdes

(3.3.5) ou (3.3.6) e u,, dado pelas respectivas equagdes (3.2.24) e (3.2.25)

correspondem a deslocamentos de corpo rigido puros. Abaixo é mostrado, a

titulo de ilustracdo, como ficam tais produtos para potencial e elasticidade 2D,

respectivamente.

u;SVS=<1!x y!xy —x2+y2!—3xy2+x3 ¥y =3’ >

- 1 |3-4v 0 | (5-8)x -y (7-8v)y -x |
u V., =—— | |
T lev 00 34! -y (T-8x —x  (5-8)y -]
3-4y —8(1-v)y
0 - N
| 1=V \/5
B 0 3-4v  8(l-v)x
1-v \/5

S O O o o =

S O o o o =

=1

S O O O = O

(3.3.7)

0
/2
-1/42

(3.3.8)

Para materiais ndo-homogéneos, entretanto, as equagdes (3.3.4)-(3.3.6)

valem apenas aproximadamente. Um modelo dependente mais preciso da base

V deve ser obtido como um espaco nulo aproximado de Fq na equagéao (2.7.20).
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4
SOLUGOES FUNDAMENTAIS PARA CO!\IDUQAO DE
CALOR EM MATERIAIS COM GRADACAO FUNCIONAL

Neste Capitulo sdo obtidas as solugbes fundamentais nao-singulares para
problemas de condugado de calor, 2D e 3D, em materiais cujas propriedades
variam (materiais com gradacao funcional, ou FGM, na sigla em inglés) em uma
das direcbes, de acordo com trés diferentes padrdes, no contexto de uma
formulagcao hibrida de elementos finitos para analise no dominio da frequéncia,
assim como ¢é feito nos capitulos anteriores. O presente desenvolvimento conta
exclusivamente com fungbes de variaveis reais tanto para problemas 2D quanto
3D.

Cheng (1984) ja havia feito um desenvolvimento similar ao presente
trabalho, aplicado a fluxo em estado permanente em materiais heterogéneos e
isotropicos, baseado em um desenvolvimento teérico de Georghitza (1969). O
problema de conducéo de calor em meio ndo-homogéneo no contexto de uma
formulagao de integrais de contorno foi também tratado de maneira extensiva por
Divo e Kassab (2003). Todavia, os desenvolvimentos feitos aqui foram
executados de maneira independente e de acordo com uma abordagem que
possibilita a total compreensdo das possibilidades de variagdo do material
(Dumont e Chaves, 2003).

4.1.Equacgao de Governo

Considera-se o problema de conducdo de calor dependente do tempo,
com as propriedades do material variando com a direcdo z, de acordo com a
figura 4.1 (Dumont e Chaves, 2003). Ainda de acordo com a figura 4.1, o
problema é descrito em termos das coordenadas globais (X,Y,Z) e se esta

procurando uma solucado fundamental referida as coordenadas locais (x,y,z).
Como ilustrado na figura 4.1, Z é a coordenada global Z de um certo valor de
referéncia k para k(z) e ¢ para c(z) correspondendo a Z em coordenadas

locais (x,y,z).
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P

&=
NI

i
|
Zy |
|
[
|

v

Figura 4.1: Sistema de coordenadas para descricao de um FGM com propriedades ke

C definidas em Z=7 (coordenada global), a qual é equivalente a z=7 (coordenada

local).

4.1.1.Problema Isotrépico

Para problema isotropico, a equacdo de fluxo, para o potencial
u =u'(x,y,2), é

q, =—k(2)u",, (4.1.1)
onde k(z) = kf(z) ¢ a condutividade térmica do material. Na auséncia de fontes

de corpo, a equacao de equilibrio de fluxo do problema para calor especifico

c(z)=cf(z) se escreve, em notagdo indicial,

ou”
L, =—c(z)— 41.2
q; (2) Py (4.1.2)
Assim, da substituicdo da equacao (4.1.1) em (4.1.2) tem-se:
* * a :
k', +k, u”, = (4.1.3)
ot
ou, em uma formulagdo no dominio da freqiéncia, para 1;2 :%, de acordo
com a notagao das equagdes (3.1.22) e (3.1.23):
* k’z * T2 %
u,.+—u, =—ku (4.1.4)

il k

4.1.2.Problema Ortotrépico

As equacbes de fluxo para materiais ortotropicos com gradacao funcional
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g, =—k (2, =—kk (2", =—kku,, (4.1.5a)
q, =k, (2, =~kk, ()", =~kku,, (4.1.5b)
q. =—k.(2)u’,,=—kk (2)u’",, = —kku',, (4.1.5¢)

com k definido na Secao 4.1.1 em certos valores de referéncia para a
condutividade em coordenadas Z , de acordo com a figura 4.1. k (z)=k, e
ky (2)= ky sdo em principio fungdes arbitrarias de z =27 -7, como na figura
4.1. k_(z)=k, no qual o subscrito foi abolido, por simplicidade, sera obtido
como familias de fungdes, para FGM’s ortotrépicos. Nas equacgdes (4.1.5), &
requerido que k (2) =k (2)=k.(2)=1.

Além do mais, a equacéao de equilibrio pode ser expressa como

~ Ou _ ou _ou
. =—C(2)—— = —Cc(z)— = —Ce o 416
g, =—¢(2) Py ce(z) 7 = ¢4 ( )

com ¢ definido na Se¢éo 4.1.1 e ¢(z) = ¢ sendo a variagédo de calor especifico a

* *

ser obtida no contexto de familias de fungdes que nao sdo necessariamente
coincidentes com £k, contrario ao procedimento da Secao 4.1.1.
Escreve-se, por conveniéncia, a equagao (4.1.6) mais uma vez como
gisi _ € 8u
kc k o

da qual segue a equagdo de Helmholtz para uma formulagdo no dominio da

(4.1.7)

freqiiéncia, como na equacéo (4.1.4), embora ainda em termos de fluxos:

qi’i _CC() * )
ke k

(4.1.8)

em que u Eu*(x,y,z) € uma fungdo dependente apenas das coordenadas
espaciais.

Com o intuito de se chegar a uma expressao da equacao (4.1.8) que seja
adequada a manipulagdo, tdo parecida quanto possivel a equacao (4.1.4),
introduz-se a seguinte transformacao de coordenadas (Dumont e Chaves, 2004)

entre o sistema cartesiano original (x,y,z) e um sistema auxiliar (x',y’,z’):

x= k \/7 (4.1.9)
y v l ¢
Y=< - o \/T (4.1.10)
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k

Supde-se, desde que de outra forma poderia se torna extremamente

14 k , aZ'_ C _ ‘i '
Z=I0 \/;dz + Const. —)5— — t—J.O c/kdt (4.1.11)

complicado para se chegar a solugdes simples, que o sistema auxiliar de
coordenadas (x,y’,z’) tem a mesma origem que (x,y,z). Entdo, a constante
indicada nas equacgoes (4.1.9)-(4.1.11) tem que ser calculada de tal maneira que
z=0 quando z'=0. De acordo com a transformagéao introduzida, as seguintes

expressoes de fluxo e suas derivadas primeiras séo obtidas:

q. =—kku',. f--»%”=—ﬂuﬂmfi=—&fmw (4.1.12)

= —kku',, |< = —kku', S =—keu'
q, = kiU, r Gy, = TREU SE —RCU 5y (4.1.13)

y y
q, =—l€ku*,z,\/E=—l;u*,Z,\/E -
1k . (4.1.14)
q:,.= _lgcu*’z'z'__l;u*az' _(kc)’z' £ = _Ecu*’z'z'_&];u*’z'
2 ek k 2k

e, apos algumas manipulagdes, chega-se a equacao de Helmholtz (Dumont e
Chaves, 2004)

PP N L0 S (4.1.15)

u 5t T ke .

o x'x'

em que o nimero de onda é simplesmente k*=w.
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4.2.Solugao da Equagao de Governo para Problemas 2D e 3D

Tendo em vista que o problema isotropico € um caso particular do
problema ortotrépico, o desenvolvimento apresentado a seguir é feito
diretamente para o caso de problema ortotropico, cuja equacéo de governo é
dada pela equacéo (4.1.15). Particularizagbes referentes ao problema isotrépico
podem ser feitas diretamente do desenvolvimento feito para o problema

ortotrépico, como sera mostrado mais a frente.

Procura-se uma solugéo u" Eu*(x,y,z) que satisfaca a equagéao (4.1.15),
tanto para problemas 2D quanto para problemas 3D. Tal solugao pode ser
expressa da seguinte maneira:

u' =h(x’,y',z',l;)p(z') 4.2.1)
para o caso geral de problemas 3D.

Entdo as derivadas de «~ que aparecem na equacéo (4.1.15) expressam-

se da seguinte forma:

*

U ,oo=hop (4.2.2a)
U =h, p (4.2.2b)
u,.=h_p+hp,. (4.2.2c)
U= s P20 Do AhD, (4.2.2d)
e suas substituicdes na referida equacao, eq. (4.1.15), resultam em:
hyy+h,., ((k")’f +2 p’Z‘Jm(p’Z'Z' b p j =—kh (4.2.3)
2kc p p 2ke  p

Para que haja consisténcia da equacado (4.2.3), os seguintes termos,

expressos como fungao da variavel z, devem ser constantes, ou seja,

Pozz | (ke). p.. =+/% = const. (4.2.4)
p 2kc p

bde P2 ) 5 cons (4.25)
2kc p

As equacgodes do caso particular do problema isotropico podem ser obtidas
pela substituicdo das coordenadas (x',y’,2’) por (x,y,z) diretamente nas equagdes
acima. Todas as equacdes anteriores sao validas para o caso 2D, bastando para
tanto suprimir a coordenada y’ das equacbes, em que teriamos como eixo
coordenado para o caso 2D o eixo (X, Z').

Seis casos particulares podem ser contemplados, em principio, com o

objetivo de se chegar a padrdes de variagdo para as propriedades k(Z) e ¢(Z) do
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material, ja que a primeira constante  pode ser negativa, positiva ou igual a zero
e a segunda constante A pode ser igual a zero ou diferente de zero. Porém, as
solucdes para A # 0 correspondem a padroes de variagdo de k(z), no caso de
problemas isotrépicos, e de k(z'), para problemas ortotropicos, que sao
fisicamente inviaveis.

Entao, para A = 0 na equacao (4.2.5), a equagéao (4.2.3) torna-se:

h,,+w*h=0 (4.2.6)

onde w:,u?z + 3> e B é um parametro do material a ser obtido a partir de

testes experimentais, a partir dos desenvolvimentos feitos a seguir.
A solucdo geral da equacgao (4.1.15) para o caso geral de problemas
ortotropicos € obtida na forma do produto de fungdes apresentado na equacgao

(4.2.1), ou colocado de forma mais conveniente,
u" — h(r'y)p(z') (4.2.7)

onde A(r',y) é a mesma fungdo u’(+',y) dada nas equagdes (3.1.22) e (3.1.23),
para problemas 2D e 3D, respectivamente, em que ' =+/x"* + > +z'*> substitui

r e y substitui k.

Os trés diferentes tipos de solugdes para as expressoes de p(Z'), k(z’) e ¢(z’)
como fungdes da difusividade térmica, correspondendo a A=0, sao
apresentados na tabela 4.2 da Secdo 4.3 para problemas ortotrépicos. Na
subsecao a seguir serdo apresentados os padrbes de variagado para os casos de
problema isotropico e logo em seguida, na Subsecdo 4.2.2, é feita uma

generalizagado dos padrbes de variagao para problemas ortotrépicos.

4.2.1.Problema Isotrépico

Para os casos de padrao de variagao de problema isotropico apresentados

nesta secao, € necessario que se faca a substituicdo das coordenadas (x,y’,z’)

2kc

se supde que ¢ seja constante, embora nao seja necessario.

por (x,y,z) e de por kTZ nas equacgoes apresentadas anteriormente, onde
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4.2.1.1.Solugao Exponencial

Neste padrdo de gradacéo funcional, as hipoteses adotadas sdo B> <0 e

A=0. Tais hipoteses levam ao padrdo de gradacdo mais freqlientemente
sugerido na literatura de materiais com gradacgao funcional.
Reescrevendo as equacgodes (4.2.4) e (4.2.5) na forma do sistema de

equacoes diferenciais, de acordo com as substituicdes necessarias mencionadas

acima,
Pz for P: g2 (4.2.8)
p k p
ke 0P (4.2.9)
k p
tem-se a seguinte solugéo geral (Dumont e Chaves, 2003):
k=k, e_ZBZ(OLGZBZ+1)2 com k, :Izezﬁz(aezﬁz+l)72 (4.2.10)
p=p,e” (a e 4 1)_1 com p, =k, e (a e?Ph 4 1)_1 (4.2.11)

em termos das constantes do material o, P, as quais serdo obtidas
experimentalmente. A constante k, é expressa de tal maneira que k(Z)=k, o

parametro fisico de referéncia. Além disso, k(z) é intencionalmente expressa

como uma fungéo de Z=z+Z7,, de forma a se ter sempre a mesma descri¢cao

material desconsiderando-se a coordenada local de referéncia, de acordo com a
figura (4.1). Este conceito de invariancia a translagao é requisito basico, no caso
de solugbdes fundamentais singulares (Dumont e Chaves, 2003), mas nao no
caso de solugdes fundamentais nao-singulares, que sao as unicas de interesse
neste trabalho. No entanto, mantém-se esta condigdo, ja que nao afeta os
resultados dos desenvolvimentos feitos aqui.

A figura 4.2 (Dumont e Chaves, 2003) mostra dois graficos de alguns
padrées de variacdo de k(z), dados pela equacdo (4.2.10), para o caso
exponencial, para alguns valores de o e 3. No primeiro grafico o valor de = 1,5
esta fixo e a varia de 0,0 a 0,22. No segundo fixa-se o valor de a = 0,2, variando
B de0,0a1,6.
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14 1AZ
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

a=0.2
K2) Z=0.0 )
0 1 2 3 0 3 4 5

Figura 4.2: Padrbes de variagéo ilustrativos da fungao exponencial i(z).
Ao invés das equacdes (4.2.10) e (4.2.11), pode-se escrever a solugao
mais restritiva das equacoes (4.2.8) e (4.2.9), correspondendo a a = 0:
k=ke¥#? (4.2.12)
p=k'efPA22) (4.2.13)
Este é o caso de material com gradagdo exponencial encontrado na

literatura. As equacdes (4.2.10) e (4.2.11) permitem mais flexibilidade no padrao

de variacao de k(z).

4.2.1.2.Solucao Quadratica

Este padrao de variagdo adota a hipotese mais simples =1 =0, levando

ao seguinte sistema de equacgdes diferenciais, ja considerando as substituicdes

necessarias mencionadas no inicio desta subsecao,

Pz Koo P (4.2.14)
p k p

ke oP: (4.2.15)
k p

cuja solucao geral (Dumont e Chaves, 2003) é dada por
k=ky(azZ+1? com k,=k(aZ+1)" (4.2.16)
p=p,(aZ+1)" com p,=k;'(aZ,+1)" (4.2.17)
em termos da constante do material o, obtida experimentalmente. A constante
de referéncia k é expressa de tal forma que k(Z) =k . Assim como no primeiro
caso, k(z) é expressa explicitamente como uma fungdo de Z=z+Z2,, em forma a

se ter sempre a mesma descricdo material desprezando-se a coordenada local

de referéncia. O parametro p, é avaliado de acordo com os mesmos tipos de
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consideracdes que dizem respeito as equacdes (4.2.10) e (4.2.11) no primeiro
caso.

A propriedade material k(z) varia como um polinbmio do segundo grau, o
qual representa aproximadamente e € uma alternativa para a fungao exponencial
do primeiro caso. Note que aZ +1= 0 é requerido, neste caso.

A figura 4.3 (Dumont e Chaves, 2003) mostra o grafico de alguns padrbes
de variagado de k(z), dado pela equagao (4.2.16), para o caso polinomial, para

alguns valores de a.

k(Z)
0 : 3 >
Figura 4.3: Padrbes de variacdo ilustrativos da funcdo quadratica k(z), para alguns

valores de a.

4.2.1.3.Solugao Trigonométrica

Para este padrdo de variagdo, as hipdteses adotadas sdo B> >0 e A=0.

As quais levam as equacoes (4.2.4) e (4.2.5) a serem reescritas na forma do
sistema de equacobes diferenciais, de acordo com as necessarias substituicdes

mencionadas no inicio desta subsecéo,

Pz for P g (4.2.18)
p k p

ke foP: g (4.2.19)
k p

para o qual a solugao geral (Dumont e Chaves, 2003) é dada por
k = ky(asin(BZ) + cos(BZ))  com k, =k (osin(BZ) + cos(BZ)) (4.2.20)
p = polasin(BZ) +cos(BZ))" com p, = k;'(asin(BZ,)+cos(BZ,))”" (4.2.21)
em termos das constantes materiais o, B e um valor de referéncia k. A

propriedade material k(z) varia de acordo com uma curva que ndo pode ser

aproximada pela fungédo exponencial do primeiro caso, conduzindo assim a uma
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descricdo de um padrdao material completamente diferente. O parametro py €
avaliado de acordo com os mesmos tipos de consideragdes que dizem respeito
as equagdes (4.2.10) e (4.2.11), no primeiro caso. Observe que uma translagao
de coordenadas também é possivel neste modelo material, em vista de que as
constantes o e 3 foram ajustadas de forma a expressar k(z) como uma funcéo de
Z=z+Z,.

A figura 4.4 (Dumont e Chaves, 2003) mostra o grafico de alguns padrbes
de variacao de k(z), dado pela equacao (4.2.20), para o caso trigonométrico, para
alguns valores de a e . No primeiro grafico o valor de B = 1,5 esta fixo e a varia
de 1,0 a 1,8. No segundo fixa-se o valor de o = 1,0, variando 3 de 0 a 1,6

A

VA
17 A

1
0.8 0.8 1
0.6 0.6
0.4 1 0.4

0.2 1 0.2

05 10 15 20 U 15 2
Figura 4.4;: Padrées de variagao ilustrativos da funcao trigonométrica k(z), para alguns

valores de a e B.

4.2.2.Problema Ortotrépico

Como conseqliéncia de o processo de obtencado das equacdes (4.2.4) e
(4.2.5) ser o mesmo para materiais isotrépicos e ortotropicos, como ja
mencionado no inicio da Secao 4.2, as solugdes delineadas na Subsecéo 4.2.1
sdo imediatamente aplicaveis, ndo apenas em termos das constantes basicas 3
e A que se podem escolher para se chegar a expressdes viaveis das fungdes

incognitas Z, de acordo com

pﬂz'z' + (kc)’z' p’z' — +ﬂ2, (kC),Z- +2& = //{, (4224)

p 2ke  p 2kc p
mas também em termos das solugdes de p(Z), as quais tém a mesma expressao
de p(z), exceto pela constante embutida, a qual deve ser reinterpretada, haja

vista que se esta trabalhando em um espaco transformado.
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Dada a expressao de p= p(z'), é possivel executar a transformacgao de

coordenadas entre Z e Z, de acordo com as equacgoes (4.1.9)-(4.1.11) (Dumont e
Chaves, 2004):

[k(z") B ' dz'
J- ) dz'+Const. = \/_J.p(z) C(Z)+C0nst. (4.2.25)

j ;EZ dZ + Const. = j P (Z )’ "(Z ) 47 + Const. (4.2.26)

E importante relembrar que as constantes de integracdo nas equacdes acima
devem ser calculadas de tal maneira que Z = Z, quando Z = 0 (e particularizada
para A = 0).
Diferentemente do que foi feito na seg¢ao anterior, para material isotrépico,
na presente formulagdo os padrbes de variagdo para a condutividade £(Z) e o
calor especifico ¢(Z) nao sao obtidos diretamente, haja vista que as
transformacgdes de coordenadas entre Z e Z, dadas nas equacgbes (4.2.25) e
(4.2.26), e as expressodes explicitas de p(Z’) e ¢(z’) sdo interdependentes.
De acordo com a segunda das equacgdes (4.2.24) obtém-se
124

Adiante, a substituicdo de kc na primeira das equacgdes (4.2.24), para a

k(z")e(z') =C, (4.2.27)

expressao de p = p(z'), fornece:

Do Hpow 2Apa) g (4.2.28)
p Zp p
Um procedimento que parece funcionar (Dumont e Chaves, 2004, 2005)
comega com uma presumida familia de relagdes entre a condutividade e o calor
especifico dada pela relagdo c¢(z)/k(z), conduzindo assim a uma expressao de Z
a partir da equacao (4.2.26). Em um segundo passo, calcula-se p(Z) na equagao
(4.2.28), executando-se a transformacéo de coordenadas para expressar p(z) e
finalmente usa-se alguma heuristica para inferir qual familia de fungdes k(z) e ¢(2)
satisfaz tanto o produto k(z)c(z) na equacdo (4.2.27) quanto a relagéo

inicialmente presumida c(z)/k(z) (sempre tendo 2 = 0). Nos itens a seguir é

mostrado o desenvolvimento que leva as expressoes de k(z) e c(2).

4.2.2.1.Hipo6tese a respeito da relacao entre condutividade e calor
especifico

Inicia-se com a hipétese
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c(z2)
k(z)

=f(2)=f(z+Z,) (4.2.29)

tal que, por definigdo, como introduzido nas equacgodes (4.1.5),

f(2)=1, k(z)=c(z)=1 (4.2.30)

4.2.2.2.Calculo da coordenada transformada z’ a partir da equagao
(4.2.26)
A seguir, obtém-se Z a partir da equacgéao (4.2.26), cuidando para que f(Z)

seja integravel e tal que Z = 0 quanto z= 0.

4.2.2.3.Calculo da func¢ao p(z’) como uma solugao da equagao
(4.2.28) em termos dos parametros o e 3

Entao, é possivel expressar p(Z) como uma solugcdo da equacao (4.2.28),
em termos dos parametros o e 3, como mostra a tabela 4.2 na se¢ao seguinte,

escrita de forma geral como

p=pP(a,p,Z)= p,P (4.2.31)
onde a constante p, € obtida de tal forma que
k(Zy)p(Zy) =1 (4.2.32)

de acordo com o desenvolvimento feito na Se¢éo 4.2 para material isotrépico.

4.2.2.4.Calculo das fungoes para condutividade e calor especifico

Partindo das equacgdes (4.2.29) e (4.2.27) e usando a notagao da equacéao

(4.2.31), segue que

Ve c Jes (4.2.33)

) f(PoP)2 ’ ) (POP)2

Calculando as constantes \/a € po das equacodes (4.2.30) e (4.2.32)

_ PZ)Y o _ oy PEZy)
\/C_l—(f(zo) P(Z)j ., B _f(ZO)P(Z)Z (4.2.34)
obtém-se as expressoes finais da condutividade e do calor especifico
— \2 — N2
__L[PD) .z [—P(Z)J 4.2.35
f(Z)(P(Z)J A ) (4.2:35)

Estas expressdes em termos das fungbes presumidas f(Z), como na equagao

(4.2.29), e dos parametros o e [, devem ser checadas em relagdo aos
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parametros reais do material com gradacao funcional, obtidos em laboratdrio,
com ajustes feitos de forma iterativa até uma concordéncia satisfatéria entre o
experimento e o modelo.

Além disso, na obtencio da expresséao de p(Z) na equagao (4.2.31),
P(Z,)

p :f(ZO)P(Z)2

P(2) (4.2.36)

pode-se também fazer uso do seguinte produto na implementagdo numérica:

k ZM (4.2.37)
F(2)P(2) a
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4.3.Resumo das expressoes obtidas na Segao 4.2

Nas tabelas a seguir é feito um resumo das equagdes desenvolvidas na
Secao 4.2 para as fungdes p(z) e k(z) para problemas isotrépicos e as fungbes
p(z°), kAz’) e ¢(z’) para problemas ortotrépicos em termos das suposigdes feitas
para a constante gtendo 4= 0.

A tabela 4.1 apresenta as expressdes de p(z) e k(z) de acordo com a
hipotese adotada para £ na equagéao (4.2.4) adaptada para problema isotrépico,

conforme é explicado na Subsecgéo 4.2.1.

Tabela 4.1: Resumo das solugdes p(z) e k(z) para os padrbes de variagdo adotados.

Funcdes k(z) e p(z)
£=0 k=kyaz+1 | k =klaZ+1)"
(Quadrética) p=py(aZ+1)" |, p,=ky'(azZ,+1)"
+ B k = ky(asen(BZ) +cos(BZ)) . k, =k (asen(BZ)+cos(BZ))”
(Trigonométrica) | p = p,(asen(BZ)+cos(BZ))" , p, =k, (asen(BZ,)+cos(BZ,))"
- p? k=k,e (a e+ 1)2 , kg =ke” (a e 4 1)_2
(Exponencial) p=pee” (a62ﬂ2+1)’1 . po =kt (aQZﬂZo +1)’1

A tabela 4.2 apresenta um resumo das solugdes p(z’), kAz’) e c(z’) em

fungdo da difusividade térmica a(z") =k (z")/c(z"), de acordo com as hipdteses

adotadas para fna equacao (4.2.4).

Tabela 4.2: Resumo das solugdes p(z’), kAfz’) e c¢(z’) para os padrdes de variagdo

adotados de difusividade térmica a(z") = k.(z")/c(2") .

p=0 _ (&' +1fa,

, (Quadratica) RS S P[4 Y
Z,ZJ dzZ + 3 B (asen(fz") +cos(fz")) \/a_o p(z")
2, \Ja(Z) | (Trigonométrica) P= (asen( ") +cos(f3")) . PE 2

_p Pl -1 o, | P a@)

(Exponencial) p= e (a(ezﬁz' -+ 1)
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ELEMENTOS UNIDIMENSIONAIS PARA ANALISE DE
ESTRUTURAS APORTICADAS

Neste Capitulo € desenvolvida a formulagdo do método hibrido de
elementos finitos para elementos unidimensionais (elemento de trelica e
elemento de viga) seguindo-se de maneira semelhante o desenvolvimento da
formulagdo apresentado de forma completamente geral no Capitulo 2 para
elementos bi- e tridimensionais.

A motivagdo deste capitulo € o estudo realizado pelo Nucleo de
Instrumentagdo e Computagdo Aplicada a Engenharia — NIiCAE, que ¢
coordenado pelo professor Remo Magalhdes de Souza, do Departamento de
Engenharia Civil do Centro Tecnoldgico da Universidade Federal do Para
através do convénio Eletronorte/lUFPa, com a participagcdo do autor e do
orientador desta dissertagao.

O intuito deste capitulo é apresentar a formulacdo de elementos finitos
hibridos unidimensionais de forma a possibilitar sua implementacdo em um
programa de analise dindmica de estruturas aporticadas adequado a analise de
trechos de linhas de transmissdo, de acordo com os objetivos do NiCAE.

Os desenvolvimentos feitos neste Capitulo sao fortemente influenciados
pelas apostilas e notas de aulas do curso de método hibrido de elementos de

contorno ministrado na PUC-Rio pelo professor Dumont.

5.1.Formulagao de um elemento de trelica

Elementos de trelica sdo os elementos mais simples da analise estrutural.
Sao definidos como elementos que trabalham unicamente sob cargas axiais
(tracdo ou compressdo). Sao denominados elementos unidimensionais, por

possuirem apenas uma dimens&o predominante (Figura 5.1).
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Figura 5.1: Elemento de treliga.

5.1.1.Formulacao do Problema

A equacéo diferencial do problema de elasticidade para um elemento de
trelica de comprimento ¢, segdo transversal constante A, modulo de elasticidade
E, massa especifica p e amortecimento viscoso ¢, submetido a vibragao
harmdnica, é dada por,

g 62u()26,t) ) azu(yzc,t) e ou(x,t) _

Ox ot ot

onde ¢=2(p é definido por unidade de volume e u(x,f) é o deslocamento no

0 (5.1.1)

tempo na direcéo do eixo longitudinal x da barra.
Supde-se que o deslocamento u(x,7) possa ser definido em termos de
uma separacao de variaveis de espaco 0<x </ e tempo ¢t > 0, como:
u(x,t)=u"(x)e " (5.1.2)
em que e ¢é fungdo 1(t,0) definida na equagdo (2.7.4). Portanto, a nova
expressao para a equacgao (5.1.1), passa a ser
0*u*(x)

ox?

E +p(0* +2iCo)u’(x)=0 (5.1.3)

ou ainda, de forma mais simples,
o*u"(x)
ox?

em que

+k*u"(x)=0 (5.1.4)

i =%((02 +2itw) (5.1.5)

5.1.2.0btencao da matriz de rigidez

A solugao geral da equacéo (5.1.4) é:
sen kx

u"(x)=C, +C, coskx (5.1.6)
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de tal maneira que a solugao estatica alcangada como o caso limite seja
limu"(x)=C,x+C, (5.1.7)
k—0
Como se esta analisando um problema no dominio da frequéncia, em

termos de uma superposi¢cao de harmébnicos, requer-se que
C,=0 (5.1.8)

ja que a solucdo oscila em torno de u"(x)=0.

Uma forma adequada de expressar o campo de deslocamentos u"
(Dumont, 2005) é

u*:i senkx senk({—x)\|p, —u'p’ (5.1.9)
EA\ k k D5

como uma funcdo de dois parametros de forca p; e p,, 0s quais sdo
interpretados como as bases do sistema interno ou auxiliar de coordenadas,

caracterizado por () Consequientemente, obtém-se para as tensées normais:

G’ =EdL=l<coskx —cosk(ﬂ—x)> P =¢'p’ (5.1.10)
dx A D>

Por outro lado, pode-se descrever para o0s deslocamentos nas

extremidades do elemento, definidas como os contornos I e I, :

u=(l 0>{Zl}led em I u={0 1>{Zl}zde eml, (5.1.11)

2 2
em que N; e N, sdo as fungbes un, definidas na equagao (2.6.10). Observa-se
que neste caso especial de elementos unidimensionais, u, € constante, valendo

1 ou 0, de acordo com a equacgao (5.1.11).

d,, p; d,, p,
I I I, Q I,
a) b) <— —>
—> —> M1 X N,
P P:

Figura 5.2: a) Sistema de coordenadas para a derivagdo da matriz de rigidez de um
elemento de ftrelica e sistema interno de coordenadas; b) definicdo do dominio Q,

contornos I'y e T'; e correspondentes co-senos diretores n; e n, do elemento de treliga.
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A matriz H de transformagio cinematica entre os sistemas d e p* se

expressa, de acordo com a equagao (2.6.14), como:

T 3 1 coskl B -1  coskl
H=[o nNdF—{_COSM}(—I)@ o>+{ 1}(0 1>_LOSM o } (5.1.12)

onde 77 é a normal ao contorno do elemento e assume os valores —1 e 1, para os
contornos TI'; e TI',, respectivamente, de acordo com a figura 5.2b. Deve-se
observar que, para o elemento de trelica, a matriz de incidéncia cinematica H é
quadrada, como mostra a equagéao (5.1.12).

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa, de acordo com

a equacao (2.6.13), como:

1 k¢
Fz.[ c*Tnu*dl“:L =10 sen k/ N cos sen k/ 0
r EA| |—coskl k -1 k

(5.1.13)
B senkl| coskl -1
"~ kEA | -1 coskl
com a correspondente inversa
- kl 1
p o CKEA oo (5.1.14)
sen’ k¢| 1 coskl
Finalmente, obtém-se a matriz de rigidez
ko -1
K= H"F g = B4 | o (5.1.15)
senkl/| —1 coskl

em que se pode verificar que

1 -1
limk = £4 (5.1.16)
/| -1 1

E valido mencionar que as matrizes H e F expressas pelas equacdes
(5.1.12) e (5.1.13), respectivamente, sdo obtidas para uma dada freqléncia
angular o e também que elas sao nao-singulares, como foi dito na Subsecdo
2.71.

Como ja foi dito na Subsecdo 2.7.3, pode-se, ao invés de se formular o
problema para uma dada freqiiéncia m, expressar as solugdes fundamentais,
dadas nesta secdo pela na equacao (5.1.9), como uma série de poténcia de

freqUécias, ou seja,

3 2.5 3.7
u’ 1<(x_px P R Cd a)6+0(a)8)J

T EA 6E 120E2 5040E°

)

(5.1.17)

6F 120E> 5040E° o
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- o+ S0 — 3
2E 24E 720E

(—£+ )2 2(_€+ )4 3(_“_ )7 (5.1.18)
(_IJFP X a)z_p X a)4+’0 X 6

2FE 24E* 720E°

e dessa forma se obter as matrizes H, F e K também em série de freqiiéncias

como

H=Lﬁ%+w%f+w%§+w%§+Mw%meF=HO+Hﬁ45+H3+mw%=

2 2 /6
0 — 2 0 — 3 0 — (5.1.19)
-1 1
P2 5 2 |1 Py 5 24| _P_ 4 5 720 +0(0®)
L B o A N I S
2 24 720

_ * 2 * 4 * 6 * g\ \T * 2 * 4 * 6 * 8 .
F—L(GOJra) 6, +w'06,+w o, +0(w )) n(u0+a) u +o'u, +o’'uy +0(@ ))dr—
*T * 2 *T * *T * 4 *T * *T * *T *

I 6, Uuy+® |6, u, +06, U, |[+o' (6, u,+6, U, +0, u, [+

r

T T T T
+a)6(cz; U, +6, u,+6, U, +0; u3)+0(a)8))77dF=F0+F1+F2+F3+0(a)8)=

200 4P 204 A
11 -1 = "<l 5 Jd 75 T 5.1.20
L P 3 6| P 15 120 ( )
711 N e B T N AR Vi)
6 3 120 15
40° (°
P’ ol 3155040 ||, oo
-—=w +0(w
E3 ~ ,66 ﬂ ( )
5040 315

=1 pr2 L2 17 prt |1
koA o o2 1] pet
-1 1] 6E |1 2| 45E?

— 0|

7
8
5.1.21
2 31 ( )
3,6 —_— —_—
P sl 21 336 8
15 1) 312 +0(@”)
336 21

Fica claro na equacdo (5.1.20) que a primeira das matrizes no
desenvolvimento em série da matriz F, ou seja F,, € singular, como ja se havia
mencionado na Subsecao 2.7.2, do Capitulo 2, e sua inversdo pode ser obtida
de acordo com o que apresenta o Apéndice A.

Na equacéao (5.1.21) estao explicitas as matrizes de rigidez e massa, Ky e
M, encontradas na analise dindmica pelo método convencional de elementos

finitos denominadas apenas por K e M.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310981/CA

98

5.2.Formulagao de um Elemento de Viga — Viga Esbelta

Nesta formulagao de viga, viga esbelta ou viga de Bernoulli-Euler, ndo se
considera a deformagao por cisalhamento, tampouco se considera a inércia a
rotagéo, consideracdo que corresponderia a uma proposta de Rayleigh, que no

entanto, ndo é consistente.

5.2.1.Formulag¢ao do Problema

A equacao diferencial do problema de viga esbelta é:

4 2
gr&WD |, 0wl | o) g, (5.2.1)

ox ot ot
onde E € o modulo de elasticidade, / € o momento de inércia, m=p4 € a

densidade especifica (por unidade de comprimento), sendo A a area da secao

transversal e p a massa especifica, e ¢=2{p é o amortecimento viscoso,

definido por unidade de comprimento.

Supdbe-se que o deslocamento w(x,f) possa ser definido em termos de

uma separacao de variaveis de espaco x e de tempo ¢, como:

w(x,t) =w'(x)e” (5.2.2)
Entao, e equacao (5.2.1) passa a ser expressa como:
ow(x) m, , .. .
—— (o +2ido)w (x)=0 5.2.3
o E[( go)w (x) (5.2.3)
ou de forma mais adequada,
4 *
oW fx) — KW (x)=0 (5.2.4)
ox
onde
K=" (@ + 2i¢w 5.2.5
EI( cw) (5.2.5)

5.2.2.0btenc¢ao da Matriz de Rigidez

A solugao geral da equacao (5.2.4) se expressa, de maneira conveniente,

sen kx + senh kx sen kx — senh kx
+C, 3
k k
cos kx —cosh kx
kZ

w(x)=C,
(5.2.6)
+C;y(coskx + coshkx)+ C,

de tal modo que
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}{irraw*(x) =C,+Cx—C,x* - C,x° (5.2.7)

O campo de deslocamentos transversais pode ser expresso na forma

*

2

W*:<senkx+senhkx senkx—jenhkx cos o + cosh ko coskx—zcoshkx> pi
k k k P3| (5.2.8)

pi

— * * * * *_ * *

=W Wy W3 Wy )p =EWDP
em funcdo de quatro parametros de forca, numa formulagdo hibrida de
elementos finitos. Estes parametros p° nZo tém necessariamente um sentido

fisico definido, embora pudessem té-lo, como se fez para a deducdo de matriz
de rigidez do elemento de trelica. Para efeito de estabelecimento das equagdes
que governam o problema da viga, escreve-se, com a mesma notagcdo usada

para o elemento de trelica,

* * * * * pl*
w W, W, W; W, P

dw' p=|aw! dw, dw] dw) [y Sr=u’p (5.2.9)
dx dx dx dx dx pi
P4

Conseqlientemente, obtém-se para os esforgos seccionais:

d*w;  d’wi  dw;  d’wi || P
o _ dx® dx® dx® dx® P; N 210
[ TH awe aw arwl drw ([T P (5:2.10)
1 2 3 4 [|P3
dx* dx? dx? dx? Pa

M M

—
dIH Td3 ? ?

Figura 5.3: a) sistema de coordenadas para a matriz de rigidez; b) convengdo de

esforgos para viga.

Por outro lado, usando a primeira das figuras 5.3 para a definicdo das
grandezas do sistema externo de coordenadas e a segunda para a convengao
de momentos fletores e esforgos cortantes positivos, pode-se descrever para os
deslocamentos e rotagcdes nas extremidades do elemento, definidas como os

contornos T’y e T',, assim como para as matrizes n com os co-senos diretores:
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d,
w 1 0 0 0||d 1 0
dw 'l = *L=Nd; 1, = em I (5.2.11)
—["lo 1 0 o]q, 0 -1
x
d,
d,
w 0 01 0]|d -1 0
dw'l = Pl=NLd; o, = em [, (5.2.12)
2| Lo o o 1]ja 0 1
X
d,

A matriz H de transformagio cinematica entre os sistemas d e p* se

expressa, de acordo com a equagao (2.6.14), como

H=N"

N, + N
=0

n,N, (5.2.13)
=0

X X

Escrevendo, por simplicidade, C=coshk/, c=coskl, S =senhkl,

s =senk/ , tem-se:

0 0 k*c-C) k(S-s)
m-p| >0 Cte ‘(25”)/" (5.2.14)
0 -k S+s) kK (C-c)
0 2 k(S-v) -C-c
Pode-se verificar que
0 00 O
-1 0 1 —¢
limH = 2E1 (5.2.15)
k—0 0 0 0 O
0 1 0 -1

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa, de acordo com

a equagéo (2.6.13), como

F=N"| qu'| +N"| nu” (5.2.16)
x=0 x=0 x=/ x=/{
ou,
k(Cs - Sc) 0 k*Ss ~1+Cc
_ 3 _ _ 2
P 2E 20 (Sc—Cs)/k 31 Ce Sc/k (5.2.17)
k*Ss 1-Cc  k*(Sc+Cs) 0
~14Cc  -Ss/k? 0 —(Sc+Cs)/k
Pode-se verificar que
0 0 00
, 0 20°/3 0 ¢
limF =-2FEll (5.2.18)
k—0 0 0 0
0 ¢ 02
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Apds a avaliacdo da inversa F™', realiza-se o produto K=H"F'H,

conforme equacgéo (2.6.22), obtendo-se

k*(Sc+Cs) kSs —k*(S+s) k(C-c)
K - Elk szS Cs—Sc 2k(c—C) S—s (5.2.19)
1-Cc| —k*(S+s) k(c—C) k“(Sc+Cs) —kSs
k(C-c) S—s — kSs Cs—Sc
Pode-se verificar que
12 6/ —-12 6/
2 2
limk = ZL| O 4 mor 2 (5.2.20)
k=0 rPl=-12 -6/ 12 —64
60 20* —60 41?

Dada a equagado (5.2.19), pode-se expressar a expansdo em série de

poténcia de freqliéncia da matriz de rigidez efetiva do elemento de viga, como:

oo LT
_EL| 60 4% =60 207 | ml | g 3 12 4
Pl-12 —6r 12 -6/ 35 9 B, 1
60 207 —60 4 2 12 6
e e e 2
) L 12 4 6 3 |
5 223¢ 1279 1681/
18 24 144
223¢ 7107 16810 109747
295 -
__om sl 18 27 144 432
161700EI 1279 1681/ _223¢
24 144 18
1681 1097¢*  223¢ 717
) L 144 432 18 27 ]
551 3547¢ 5801 _ 1126310
794593800 23837814000 8475667200 762810048000
3547¢ 12707 112631/ 899/
39 -
_mL 6| 23837814000 3972969000 762810048000 28252224000 |, g(n%)
E’I? 5801 112631¢ 551 35470
8475667200 762810048000 794593800 23837814000
1126314 899¢° 3547 1270
[ 762810048000 28252224000 23837814000 3972969000
(5.2.21)

A combinagdo das matrizes de rigidez efetiva dadas pelas equagobes
(5.1.15) e (5.2.19), obtidas para os sistemas de coordenadas indicados pelas
figuras 5.2a e 5.4a, respectivamente, permite escrever a matriz de rigidez efetiva
de um elemento de viga de Bernoulli-Euler em um sistema de coordenadas

locais com 6 graus de liberdade (de acordo com a figura 5.4a) na forma:
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k E:élc (1-Cc) 0 0 k ]::A (1-Cc) 0 0
s Elk K Elk
0 kK*(Sc+Cs)  kSs 0 —KX(S+s) k(C-o) (5.2.22)
K= Elk 0 kSs Cs—Sc 0 k(c-C) S—s
1-Cc| K'EA(1-Cc) k'EAc' (1-Cc)
-== 0 0 t 0 0
s Elk s Elk
0 —K*(S+s) k(c-0O) 0 kK*(Sc+Cs)  —kSs
L 0 k(C-c) S—s 0 —kSs Cs—Sc |

onde: ¢’ =cosk'x, s’ =senk'x e k' zwfg(a)z +2ilw) .

Figura 5.4: a) sistema de coordenadas locais e; b) sistema de coordenadas globais de

um elemento de viga com 6 graus de liberdade.

A matriz de rigidez expressa pela equagado (5.2.22) corresponde ao
sistema local indicado pela figura (5.4a). Porém, em geral se quer trabalhar com
uma matriz de rigidez de um elemento de viga que corresponda ao sistema de
coordenadas da figura 5.4b. Para tanto é necessario utilizar-se de uma matriz de
transformacao (ver Apéndice D) que transforme os deslocamentos do sistema da

figura 5.4b para o sistema da figura 5.4a. Tal matriz de transformacao é:

[ cos@ send 0 0 0 0
—senf cosf@ 0 0 0 0

T= 0 0 ! 0 0 0 (5.2.23)
0 0 0 cosf senf O
0 0 0 —senf cos@ O
|0 0 o0 0 0 1]

A relagao que expressa a transformacao da matriz de rigidez do elemento
de viga no sistema local, equacgao (5.2.22), para a matriz de rigidez no sistema
global do elemento, através da utilizacdo da matriz de transformacao T, equacéao

(5.2.23), é expressa como:
K¢ =T'KT=T'K,T+T"M,T+T"M,T+T"M,T +0(0") (5.2.24)

onde K?® ¢é a matriz de rigidez do elemento de viga para o sistema de
coordenadas indicado pela figura 5.4b.
A expressao mais a direita da equacao (5.2.24) expressa a transformacao

das matrizes de rigidez e massa generalizada do sistema local para o sistema
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global do elemento, nela percebe-se que tal transformacao pode ser realizada
apos o desenvolvimento em série da matriz de rigidez efetiva, dada pela
equacao (5.2.22).

A matriz de rigidez da equacgao (5.2.22) é também o ponto de partida para
se obter a matriz de rigidez efetiva de um elemento de treliga em um sistema de
coordenadas locais com 4 graus de liberdade, conforme ilustra a figura 5.5. Para
tanto é necessario que se faga uma condensacgéao dindmica (ver Apéndice F) dos

graus de liberdade 3 e 6 da figura 5.4a.

d,, p, d,, p
3 P3

d,, p,
dl ] pl/
Figura 5.5: sistema de coordenadas locais de um elemento de trelica no plano.

Depois de feita a condensagao dindmica dos referidos graus de liberdade,
obtém-se a seguinte matriz de rigidez para um elemento de trelica plana (de

acordo com a figura 5.5):

10 % 0
1 0 -1 0 2010 Y 32
0 = o
KoFAIN0 00 0] pf* 51020 11 p** W™ 3 336
=10 1 0 6E |1 0 2 0 4582 |7 4 |
00 0 0 0102 & ,
o 34, 22
336 21 |
2, 3L
21 336
22 732
306 0 0
P 2079 76032 | | (0" )
45E° 31 2
= 0 = 0
336 21
734 0 24t
76032 2079 |

(5.2.25)

onde: A - é o indice de esbeltez da barra, em que r = \/g € o raio de giracao.
r

Pode-se concluir da equacéo (5.2.25) que, num elemento de trelica, a influéncia

da rigidez a flexdo é tdo maior quanto maior for o indice de esbeltez da barra, ou

seja, quanto maior for o comprimento da barra, maior sera a influéncia de El no
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deslocamento transversal da barra, aproximando o comportamento da trelica ao
comportamento de uma viga.

O mesmo tipo de transformacao expressa pela equacao (5.2.24) pode ser
aplicado a equacao (5.2.25), em que a matriz de transformacado T passa a ser

expressa como

cos@ send 0 0
—send o 0 0
¢ P I (5.1.22)
0 0 cos@ send
0 0 —senf cosl@

e permite transformar a matriz de rigidez da equacéo (5.2.25), correspondente
ao sistema de coordenadas da figura 5.5, para a matriz de ridigez de um

elemento de treliga no sistema global dado pela figura 5.6.

d,, p,

—» d;, p;
d,, p,

d,, p, ™

Figura 5.6: sistema de coordenadas globais para um elemento de trelica plana.

No Apéndice D sdo dados mais detalhes sobre a obtencao das matrizes de
transformacao entre sistemas de coordenadas distintos para elementos de trelica

e viga no plano.
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5.3.Formulagao de um Elemento de Viga — Viga de Timoshenko

Nesta formulacdo de viga, considera-se tanto a deformacido por
cisalhamento quanto a inércia de rotagdo. Nao sera mostrada nesta segéo, por
questdo de espago, a expansao em série de frequéncia da matriz de rigidez
efetiva do elemento de viga de Timoshenko. Porém, através do desenvolvimento
apresentado a seguir, o leitor sera capaz de efetuar tal expansdo em série, de

forma analoga ao que é feito na secao anterior.

5.3.1.Formulag¢ao do Problema

Em decorréncia da deformagao por cisalhamento, a rotagéo w(x,t) de uma

secao transversal, sobre a qual o momento fletor realiza trabalho,

M = g 2V %0 (5.3.1)
ox
. e Op(x,t) . ]
e a derivada da elastica T diferem entre si de uma parcela y,(x,?):
X
oy(x,t
YD _ L, (5.3.2)

ox
devido a deformagao causada pelo esforgo cortante,
0 =GAxy, (5.3.3)

onde k é um fator de forma que leva em conta a forma da secao transversal. A
equacao (5.3.2) expressa a compatibilidade de deformacbes de uma seg¢ao da
viga, para momento fletor M e esforgo cortante Q obtidos segundo as equacoes
constitutivas (5.3.1) e (5.3.3).

Um elemento infinitesimal da viga esta em equilibrio segundo as equacoes:

o0 o’y %
F,=0=—+¢g- -2{m—=0 5.3.4
25 ERRR P om ot ( )
oM ml &%y
M=0=0— - 5.3.5
Z © Ox A ot ( )

Considerando o carregamento transversal ¢ = 0, tem-se das equacgdes
(5.3.1) a (5.3.5):

2 2
Gar] E2_ V9V @ g (5.3.6)
o’ ox or? ot
Oy ) o*w  ml 0%y
GAr] Ly |+ Er Y MOV 53.7
(ax VT e T e (5:3.7)

Fazendo
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y(x,0) =y (x)e” (5.3.8)
w(x,n =y (x)e ™ (5.3.9)
tém-se as equacobes (5.3.6) e (5.3.7) na forma transformada:
2 x *
GAK[ a&x); —68—‘/)’Cj +(mw? + 2iwcm)y” =0 (5.3.10)
a)/* * 52§//* ml 2
GAx| —— +EI +— =0 5.3.11
K( ox v ox? A eV ( )

Nestas equacdes, E € o médulo de elasticidade, / € o momento de inércia,

m €& a densidade especifica (por unidade de comprimento), c¢=2(p é o

amortecimento viscoso, definido por unidade de comprimento e « é o fator de

forma para deformacéo de uma segao por esforgo cortante.

Eliminando v (x) nas equagdes (5.3.10) e (5.3.11) tem-se a equagao

4 x 2 %
Oy 4(’6)+Ta Y z(x)—k4y*(x)=0 (5.3.12)
Ox Ox
onde
1 mlw*
g i ma® +2ilw—w 5.3.13
EI[ GAZKJ( w0 ( )
:L m_la)2+£(ma)2+2ié’a)_w) (5.3.14)
Ell A GAx

A solucao da equacéo (5.3.12) é expressa convenientemente na forma

P =C, senk,x +ksenhk2x e senk1X—3SCnhk2x
k : hk (5.3.15)
+C,(cosk,x +cosh k,x)+C, cos lxl_{zcos X
onde
2
" k4+T_+Z (5.3.16)
4 2
2
. k4+T__Z (5.3.17)
4 2

Analogamente, obtém-se da equacgao (5.3.10) a expressdo de y (x):

K, cosk,x+ K, coshk,x K, cosk,x— K, coshk,x
+C, 3
k k
- K, senk,x— K, senhk,x
k2

y'(x)=C,
(5.3.18)

+ C3(— K,senkx+K, senhkzx)+ C,

onde
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2 mao
2
K, :k—EA (5.3.19)
2
k 2 ma)2
2
K, =k—EA (5.3.20)
1

As expressdes de y'(x) e y (x) nas equagdes (5.3.15) e (5.3.18) foram

obtidas de tal modo que

> EIx
lim y* (x) = 2C, +2C,x —C,x* —C,| 2 — 5.3.21
IHOJ’ (x) 3 1X 4x 2[ 3 ZGAKJ ( )
3EI
limy *(x)=2C, -2C,x—C,| x* — 5.3.22
k_)()‘// (x) 1 4X 2[3( 2GAK‘) ( )

5.3.2.0btencao da Matriz de Rigidez

O campo de deslocamentos transversais y (x) e as rotagdes w (x)

podem ser expressos na forma

5

P

. +senh, —senh, —cosh )
_ /senk,x+senhk,x  senk,x 3s.en k,x coskyx +cosh k,x coskx 2cos k,x pi
k k k D

P

=(v ¥ ¥ v =y

(5.3.23)
. [K,coskx+K coshk,x K,coskx—K, coshk,x
Yy = 3
k k
2
— K,senk,x + K senhk,x —Kzsenklx—zKlsenhkzx> pi (5.3.24)
k P
P

=(wi v v owip v
em funcdo de quatro parametros de forca, numa formulagdo hibrida de
elementos finitos. Os parametros p* ndo tém necessariamente um sentido fisico
definido, embora se pudesse fazer alguma atribuicdo a partir dos limites das
equacdes (5.3.21) e (5.3.22). Para efeito de estabelecimento das equagdes que
governam o problema da viga, escreve-se, com a mesma notagdo usada para o

elemento de trelica,
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*

P
{y*}:|:yl* J/2* y3* yi} Pi Eu*p* (5.3.25)
4 Vi VW, W3 Y4]|Ps

P

Conseqlentemente, obtém-se para os esfor¢os seccionais, segundo as
equacdes (5.3.1) e (5.3.3):

: . dzy/;’+ma)2 [P

d*y; mo® dzt//;+ma)2 ?

2
. dy; mo

{Q* }: gl ad  EAY @l EAP Tad B4 Tad | EAVH|P|_
M dy; dy, dy; dy, P
dx dx dx dx Da

(5.3.26)

De acordo com a secdo anterior pode-se, usando a primeira das figuras
5.4 para a definicdo das grandezas do sistema externo de coordenadas e a
segunda para a convencgao de momentos fletores e esforgos cortantes positivos,
descrever para os deslocamentos e rotacbes nas extremidades do elemento,

definidas como os contornos I'y e I',, e para as matrizes n dos co-senos,

dl
‘1 1 0 0 0]d 10
Yol 2loNd, = em T (5.3.27)
v [ lo 1 0 ol 0 -1

d,

dl
1 o 0o 1 0]ld 10
Vo= 2loNyd m, = em I, (5.3.28)
w'[ 1o 0 0 14 0 1

d,

Desta forma, a matriz H de transformacao cinematica entre os sistemas d

e p* Se expressa como

H=N"

N, + N*T
-0

,N, (5.3.29)
=0

X X

e a matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa na forma

T

F=N" (5.3.30)

«T
+N
0

«T *
nu nu
x=0 x= x=/ x=/

Portanto, apds a avaliacdo da inversa F', é possivel realizar-se o produto

H'F 'H, obtendo-se assim a matriz de rigidez K do elemento de viga de

Timosheko, de acordo com a equagéao (2.6.22).

N*p*
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5.4.Matriz de rigidez geométrica efetiva para elementos de trelica 2D

Para o estudo de cabos flexiveis através de elementos de trelica é
necessario que se introduza na analise a matriz de rigidez geométrica, que leva
em conta a influéncia da nao-linearidade geométrica e permite a simulagdo do
efeito do esforgo de tragdo no cabo.

Na figura 5.7a é mostrado o sistema de coordenadas conveniente ao
estudo do efeito de uma forca de tragdo T sobre um elemento de trelica, e a

figura 5.7b ilustra a configuracao da for¢ca T no elemento.

—» T

Figura 5.7: a) sistema de coordenadas para obtencao da matriz de rigidez geométrica de

um elemento de treliga; b) configuragao dos esfor¢os de tragdo no elemento.

5.4.1.Formulagao do Problema

A equacao diferencial do problema em questdo, sem a consideragao de

amortecimento, € a equacgao conhecida como equacgao da corda vibrante:

2 2
79 v(f’t) _ 2 V(ch,t) _
Ox ot

onde T é a forca de tragdo no elemento e m=p4 é a massa por unidade de

0 (5.4.1)

comprimento do elemento.

Supbe-se que o deslocamento transversal v(x,t) possa ser definido em
termos de uma separagao de variaveis de espago 0<x </ e tempo ¢ > 0, como:

v(x,t) =v"(x)e (5.4.2)

it

em que ¢ € a fungdo 1(t,0) definida na equacao (2.7.4). Portanto, a nova

expressao para a equagao (5.4.1) passa a ser expressa como

0% (x)

T > +mo*v' (x)=0 (5.4.3)

ou ainda, de forma mais simples,
o*v* (x)

0 +k2 (x)=0 (5.4.4)
X

em que
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K =—aw (5.4.5)

5.4.2.0btencao da Matriz de Rigidez Geométrica

Como se pode notar, a equacdo (5.4.4) tem a mesma forma da equacao
(5.1.4), e portanto, sua solucdo é analoga a solugao apresentada na Sec¢ao 5.1,
lembrando-se que k esta definido pela equacéao (5.4.5) e ndo mas pela equacéao
(5.1.5).

Entdo, seguindo-se o desenvolvimento feito na Secdo 5.1 chega-se a
expressao da matriz de rigidez geométrica de elemento um elemento de treliga,

que se expressa como

kT
ATy =
K,,=H'F'H= {

(5.4.6)

sen k/

coskl -1
-1  cosk/

Desenvolvendo-se em série de freqliéncia em o a expressao da matriz de

rigidez geométrica acima, tem-se:

e el e
LT Sl om 53 e |_mT 45 360
S | S N A i A Al
6 3| 360 45

e e (5.4.7)

3
m- | 945 15120 8
—w +0(w
T 3108 208 (@)
15120 945 |

Deve-se lembrar que a matriz de rigidez geométrica dada pelas equagdes
(5.4.6) e (5.4.7) diz respeito aos graus de liberdade d; e d, mostrados na figura
5.5a, os quais s&o perpendiculares aos graus de liberdade d; e d, mostrados na
figura 5.2a.

A matriz de rigidez geométrica K,,, dada pela equagéo (5.4.7) deve ser

adicionada a matriz de rigidez elastica dada pela equacgao (5.2.25), levando em
conta sua contribuicdo no grau de liberdade correspondente (comparar figuras
5.7a € 5.5). ou seja,

K=K; +K,, (5.4.8)

onde K, é a matriz de rigidez elastica dada pela equacao (5.2.25). Desta forma

obtem-se a matriz de rigidez efetiva de um elemento de trelica que leva em conta
os efeitos da formulacdo das equacbes de equilibrio para a configuracao

deformada (o que é bastante apropriado para o estudo de cabos).
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Dada de maneira Explicita, a

forma:
(1 0 -1 0 ]
2l 0 Ir o, _r
K==2 EA FEA
/-1 0 1 0
o - L o L
i _EA EA
1 0
O z.,.ﬂ
Pt 20 T
2
45 |7 0
8
311> TAE
0 T
336 8T
2 0 31
21 336
214 24%E?
346 0 Tt
P 2079 21T
4sg’ | 3L 0 2
336 21
7324 314°E?
0 +
i 76032 33672

(comparar com a equacgao (5.2.25)).

S oo

—

N O O
S DN O =

3122 s 7AE
336 8T
0

20> AE

_+_

21 T
0

734 314%E?

+
76032 3367
0

224 24%E?

+

2079 2172

111

equacdo (5.4.8) expressa-se da seguinte

A O N O

+0(0®)
(5.4.9)

Um estudo mais elaborado deste Capitulo esta sendo preparado para

publicacdo (Dumont e Prazeres, 2006).
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EXEMPLOS NUMERICOS

Neste Capitulo sdo apresentados alguns exemplos simples da utilizacao
do método hibrido de elementos finitos, tanto para problemas de potencial
quanto para problemas de elasticidade, de forma a permitir sua validacao.

Os exemplos foram rodados em quatro programas implementados na
linguagem Maple versao 8, quais sejam: um programa para a analise estatica e
dindmica de problemas de elasticidade 2D, um programa para a analise estatica
e dindmica de problemas de estruturas aporticadas por elementos de viga 2D,
um programa para a analise estatica e dindmica de problemas de estruturas
aporticadas por elementos de trelica 2D e um programa para a analise de
problemas de potencial 2D quase-harménico e harmbnico.

A escolha da linguagem Maple se deu pela simplicidade na implementagao
e pela facilidade de se trabalhar com operacgdes simbdlicas, o que foi de grande
ajuda quanto ao processo de obtencgao das solugbes fundamentais utilizadas e
nas expansoes em série de frequiéncia destas solucoes.

Os exemplos foram rodados em um computador com as seguintes
caracteristicas: processador Pentium(R) 4, CPU 1.70 GHz, meméria RAM de

256 MB, disco rigido de 19 GB e sistema operacional Microsoft Windows XP.

6.1.Avaliagao da Precisao para Problemas de Fluxo em Estado
Permanente

A equacao de Laplace (2.1.14) é resolvida para o problema representado
na figura 6.1, usando-se varias malhas quadradas, como resumido na tabela 6.1.

Usa-se como norma de erro a expressao

‘e‘ = \/OSJ' {(aa (unum ~Uerato )j + (;/ (unum ~ Uerato )J ]dQ (61 A )

como sugerido por Jirousek e Stojek (1995), para avaliar a convergéncia de

resultados, como mostrado na figura 6.2, comparando-se 4 malhas quadradas
para os elementos Q4 e Q8 e usando nxn=1x1, 2x2 e 5x5 pontos de Gauss

para se obter o erro dado pela equacéao (6.1.1).
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vi
u=10-X
(0,10) (10,10)
0,=0 =0
0,0) (10,0)
0,=0 X

Figura 6.1: Exemplo para a avaliagcdo da solugdo numérica da equacgéo de Laplace.

Como se pode notar na figura 6.2b, os gradientes sdo avaliados com mais

precisdo em pontos mais distantes dos pontos nodais, com melhores resultados

para n = 1. Na figura 6.2b, as linhas em vermelho (maiores valores de In|e|)

dizem respeito aos elementos Q4 e as linhas em azul aos elementos Q8.

-]
In |e|

1

0af

of

045t

M
h""&..“
O, By
\l
-,
'\‘~.
r ]
E—‘—(”e\e\b
e
] ",
[ Pontos de Gauss: “‘-\ T 7
5 ‘u@
=1 '\\ "‘"-.,
---n=2 e i
e N
¢
talhas: By
o 1xl T
O %2 ""-..“
o 3a e T
+ dxd ~+
1 2 3 4 3}
In N

Figura 6.2: a) malhas utilizadas no estudo; b)Valores da norma de erro da equacao

(6.1.1) para varias malhas e numeros de pontos de Gauss.

Tabela 6.1: Resumo dos elementos e malhas do exemplo 6.1, com valores de referéncia
N da figura 6.2.

N
u, u, F H K
1x1 | 2x2 | 3x3 | 4x4
Quadratico| Linear 5x5 5x4 4x4
4 16 | 36 | 64
5 gdI 4 gdl posto 4 | posto 3 | posto 3
4° grau |Quadratico| 9x9 9x8 8x8
8 32 | 72 | 128
9 gdl 8 gdl posto 8 | posto 7 | posto 7
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Nas figuras 6.3-6.17 sdo mostrados o potencial e os fluxos na direcédo x e
na direcdo y, calculados de forma analitica e numérica, com a utilizagédo de
malhas 1x1 e 2x2 dos elementos Q4 e Q8, juntamente com seus resultados
analiticos, respectivamente, para que se possa ter idéia do grau de precisédo

alcangado com estes elementos.

ant e it
‘.‘I“:“‘llli

Figura 6.3: Resultado para o potencial, obtido de forma analitica.

Figura 6.4: Resultado para o potencial, obtido pelo método hibrido através de uma malha

de 1x1 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analitico.
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Figura 6.5: Resultado para o potencial, obtido pelo método hibrido através de uma malha

de 2x2 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analitico.

T

Figura 6.6: Resultado para o potencial, obtido pelo método hibrido através de uma malha

de 1x1 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analitico.
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Figura 6.7: Resultado para o potencial, obtido pelo método hibrido através de uma malha

de 2x2 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analitico.
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Figura 6.8: Resultado para o fluxo em x, obtido de forma analitica.

SRS
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Figura 6.9: Resultado para o fluxo em x, obtido pelo método hibrido através de uma

malha de 1x1 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analitico.
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Figura 6.10: Resultado para o fluxo em x, obtido pelo método hibrido através de uma

malha de 2x2 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analitico.
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Figura 6.11: Resultado para o fluxo em x, obtido pelo método hibrido através de uma

malha de 1x1 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analitico.

Figura 6.12: Resultado para o fluxo em x, obtido pelo método hibrido através de uma

malha de 2x2 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analitico.
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Figura 6.13: Resultado para o fluxo em y, obtido de forma analitica.
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Figura 6.14: Resultado para o fluxo em y, obtido pelo método hibrido através de uma

malha de 1x1 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analitico.

Figura 6.15: Resultado para o fluxo em y, obtido pelo método hibrido através de uma

malha de 2x2 do elemento Q4, sobreposto ao resultado analitico.

Figura 6.16: Resultado para o fluxo em y, obtido pelo método hibrido através de uma

malha de 1x1 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analitico.
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Figura 6.17: Resultado para o fluxo em y, obtido pelo método hibrido através de uma

malha de 2x2 do elemento Q8, sobreposto ao resultado analitico.
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6.2.Conducao de Calor Transiente Bidimensional em uma Placa
Quadrada Homogénea

Este problema foi proposto por Bruch e Zyvoloski (1974) e consiste na
conducdo de calor homogénea no dominio quadrado da figura 6.18, para as
condicbes de contorno indicadas. A condicdo de temperatura inicial €

u(X,Z,00=0 em todo o dominio. A condutividade térmica isotrépica é k=1 e o

calor especifico é ¢ = 1.

z
A
u=1.0
0,1) 11
» L 2
» L »
qx=0.0 u=10 . . . .
y L >
» L >
(0,0) (1,0) —=— . . . .
qz=0.0 X A B
L 2
L
L 2
L
L >
A B A B

Figura 6.18: Geometria e condi¢des de contorno do problema de condugéo de calor
transiente bidimensional em uma placa quadrada, e as malhas usadas na discretizagao

do problema.

A figura 6.19 mostra os autovalores calculados para uma malha quadrada
de 4x4 com elementos quadraticos (como ilustra a figura 6.18) e usando-se de 1
a 4 matrizes de massa generalizada, de acordo com a equagao (2.7.1),
comparados com os valores analiticos. Devido as condi¢gdes de contorno em
potencial prescrito, o problema tem um total de 48 graus de liberdade. Pode-se
perceber que os resultados melhoram com o uso de mais matrizes de massa,
embora erros de arredondamentos afetem a precisdo dos autovalores mais altos.
Note que varios autovalores ocorrem em pares (degrau na figura 6.19), devido a

simetria do problema.
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Figura 6.19: Autovalores de acordo com a equagao (2.7.1) para a malha 4x4 da figura

6.18, usando-se de 1 a 4 matrizes de massa generalizada.

Como concerne ao problema transiente, o grafico na figura 6.20 mostra
resultados ao longo da face Z = 0 (o qual € o mesmo ao longo da face X = 0,
devido a simetria) usando uma malha 3x3, para varios instantes de tempo,
comparando-se com a solugao analitica. Os erros sao maiores para pequenos
valores de tempo, quando altos gradientes estdo presentes, decaindo com o
tempo, quando a temperatura tende a um valor constante, o que se percebe

melhor na figura 6.23.

1
Analitico
+ ¢4 ¢ ¢ ¢ Malha3x3
0.87 0.991
= 0.6 = 2
‘E e 0.98
o)
o3 g
% 2
g ] g
ﬁ 0.4 & 0.974 t=0,75
£=0,11 B '
4,
0.2 Analitico 0,964 =
@ ¢ % ¢ ¢ < Malha3x3 =001 ’
0
0 02 04 0.6 0.8 1 0.957 02 04 06 0.8 1
Coordenada X Coordenada X

Figura 6.20: a) Resultados de temperatura ao longo da face Z = 0 para varios instantes
de tempo, obtidos com uma malha 3x3 de elementos quadraticos; b) Detalhe para a

curva de temperatura t = 0,75.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310981/CA

122

O grafico da figura 6.21 mostra resultados ao longo da face Z = 0, assim
como na figura 6.20, usando uma malha 4x4, para varios instantes de tempo,

comparando-se com a solucéo analitica.

1 1
0.83 ] Analitico
0.99 oo o oo Malha d4xd
= 0.67 =
0.981
- g
o3 Z
=9 2,
5 0.4] g
e ; = 0.977 t=0,75
t=0,11
0.2
Analitico 0.96 1
& ¢ ¢ oo o Malhadxd
t=001
0
0 02 0.4 0.6 0.8 1 0.95 02 04 0.6 0.8 1
Coordenada X Coordenada X

Figura 6.21: a) Resultados de temperatura ao longo da face Z = 0 para varios instantes
de tempo, obtidos com uma malha 4x4 de elementos quadréticos; b) Detalhe para a

curva de temperatura t = 0,75.

A figura 6.22 mostra os autovalores computados para 0 mesmo problema
da figura 6.18, analisada com trés diferentes macro-elementos com graus de
liberdade apenas no contorno: um elemento quadratico, trés elementos lineares
e trés elementos quadraticos s&o usados ao longo de cada lado para malhas Q8,

Q12 e Q24, respectivamente.

de3

.2e3

1e3
Te2

autovalores

Ae2
.2e2A

le2
T4

n° de autovalores

Figura 6.22: Autovalores de acordo com a equacgao (2.7.1) usando-se de 1 a 4 matrizes

de massa generalizada, para trés diferentes malhas de contorno.
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Devido as condicdes de contorno, estas malhas (Q8, Q12 e Q24)
correspondem a 3, 5 e 11 graus de liberdade, respectivamente. O fato de ndo
serem percebidos pares de autovalores como os obtidos com a malha no
dominio da figura 6.19 deve-se provavelmente a diferente topologia do problema.
Apesar do pequeno numero de graus de liberdade, a resposta transiente
mostrada na figura 6.23, para a malha Q24, é qualitativamente comparavel ao

resultado da figura 6.20a obtida com 27 graus de liberdade.

1 1
Analitico
o se oo ee Q34
0.8 0.99 ] o,

o <
E 0.6 E 0.9 |
g £
[ €L o
=3 o
5 0.4 £
= = 0.97 - t=0,75

t=0,11
b
0.273
Analitico 0.961
G 6o e oo 24
t=0,01
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.95 ¢ 0.2 0.4 0.6 0.8
Coordenada X Coordenada X

Figura 6.23: a) Resultados de temperatura ao longo da face Z = 0 da figura 6.18 para
varios instantes de tempo, obtidos com a malha Q24 de 24 nds (11 gdl); b) Detalhe para

a curva de temperatura t = 0,75.
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6.3.Conducao de Calor Transiente Bidimensional em uma Placa
Quadrada Nao-homogénea

O mesmo problema da figura 6.18 é analisado para um material nao-
homogéneo e ortotrépico, de acordo com o que foi apresentado no Capitulo 4,
com as mesmas propriedades mostradas na figura 6.24: padrdao de variagéo

trigonométrica com parametros de material «=0.1, £=0.2 e difusividade
térmica k, /c= (1+Z)2/4, correspondendo a condutividades:
k. =0.005109967 [sen(0.41n(Z+1))+10 cos(0.4In(Z+1))f(Z+1) (6.3.1)

k. =0.004087974 [sen(0.41n(Z+1))+10 cos(0.4In(Z+1))} /(Z+1) (6.3.2)

k, a,=(1+2)/4

3 L=05 a=01

Figura 6.24: Exemplo de padrao de variagao trigonométrica das propriedades do

material.

A figura 6.25 mostra os autovalores calculados para uma malha quadrada
4x4 com elementos quadraticos e usando-se 1, 2 e 3 matrizes de massa
generalizada, de acordo com a equacdo (2.7.1) —ndo ha resultados analiticos

para comparagao.

le5H

ledH

autovalores

.le3+

le2

10 20 30 40
1° de autovalores

Figura 6.25: Autovalores de acordo com a equacgao (2.7.1) usando-se 1, 2 e 3 matrizes

de massa generalizada.
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A figura 6.26 mostra o mesmo tipo de resultado mostrado nas figuras 6.20,
6.21 e 6.23, para este problema ndo-homogéneo, usando-se malhas 2x2, 3x3 e

4x4, de tal forma que se possa ter uma estimativa de convergéncia.

0.8
07t
£ g
5 DA
wha?
o)
[(}]
o
0
()]
oo
=€~ malha 2x2
02r -8 malha 3x3
01 =&~ malha 4x4

] 0.2 0.4 0.6 0.s 1
Coordenada x

Figura 6.26: Resultados de temperatura ao longo da face Z = 0 usando-se malhas 2x2,
3x3 e 4x4.
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6.4.Viga sob Carregamento de Momento Fletor Linear

No exemplo apresentado nesta segéo faz-se uma comparagdo numérica
entre trés métodos de elementos finitos, o método convencional de
deslocamentos, o método elementos finitos de fungbes globais (Dumont e

Fernandez, 1998) e o método hibrido. Nele tem-se uma viga, figura (6.27),

engastada e livre sob o carregamento de uma carga P = '[rdA aplicada em sua

extremidade livre, assim como é mostrado na figura (6.27), que é analisada para
7 diferentes malhas, figuras (6.28) e (6.29), de acordo com (Dumont e

Fernandez, 1998) e anteriormente proposto por Lee e Bathe.

y

 1(0,0) (L,c)

T

———

(0,0) (L,0) X

Figura 6.27: Viga de comprimento L e altura c, sob carregamento de momento fletor

linear.

A viga analisada tem médulo de elasticidade E =1,0x10", coeficiente de
Poisson v =0,3 e espessura ¢t =1,0. O carregamento T esta distribuido ao longo
da altura da viga c, de acordo com a equacgéo (6.4.1),

2
=120y 120y (6.4.1)
L cL

As figuras 6.28 e 6.29 mostram as configuragdes de malhas utilizadas na

analise da viga da figura 6.27.

(0,10) (100,10)
Malha 1
0,0) (100,0)
(75,10)
Malha 2 /
(25,0
33,6) ©8.7
Malha 3
(354) (66,3)

Figura 6.28: Malhas 1, 2 e 3, para uma viga de comprimento L = 100 e altura c = 10.
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(0,20)

(0,0)

Xy =10-8G5) (1-35)

(10,20)

(10,0)

Malha 6

(0,10) 3

I

Malha 7

+ (10,10)

¥ =10-8(5) (1-75)

Figura 6.29: Malhas 4 e 5, para uma viga de comprimento L =20 e alturac=10e

Malhas 6 e 7, para uma viga de comprimento L = 10 e altura ¢ = 20.
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Na tabela 6.2 tém-se os resultados para o deslocamento vertical do n6 da

extremidade inferior direita da viga para os trés métodos e o valor analitico

correspondente para as diferentes configuragbes de malha apresentadas nas

figuras 6.28 e 6.29 sob o carregamento de momento linear indicado na figura

6.27 e dado pela equacgao (6.4.1).

Tabela 6.2: Deslocamento vertical (x103) do n6 da extremidade inferior direita da viga da

figura (6.27) para as diferentes configuragdes de malha apresentadas nas figuras 6.28 e

6.29.
e Q4 Q8 Q12 Q16 Solugéo
EFC | EFG | EFH | EFC | EFG | EFH | EFC | EFG | EFH | EFC | EFG | EFH | Exata
1 0,204 | 0,204 | 0,206 | 6,281 | 6,281 | 8,871 | 8,046 | 8,046 | 8,054 | 8,046 | 8,046 | 8,046 | 8,046
2 0,305 (0,337 |0,672 1,611 | 6,364 | 7,033 | 5,011 | 8,046 | 8,087 | 8,046 | 8,132 | 8,537 | 8,046
3 0,192 | 0,212 | 0,202 | 0,452 | 6,291 | 6,355 | 0,744 | 8,046 | 8,050 | 8,046 | 7,947 | 8,043 | 8,046
4 10,143|0,143|0,168|0,349 | 0,349 | 0,422 | 0,366 | 0,366 | 0,402 | 0,366 | 0,366 | 0,401 | 0,336
5 0,254 | 0,254 | 0,323 | 0,334 | 0,376 | 0,402 | 0,350 | 0,376 | 0,404 | 0,366 | 0,390 | 0,412 | 0,336
6 0,129 (0,129 | 0,243 | 0,112 0,112 {0,434 | 0,132 | 0,132 0,498 | 0,132 | 0,132 1,348 | 0,132
7 0,082 (0,082 | 0,321 |0,128 | 0,136 | 0,405 | 0,130 | 0,133 0,539 | 0,131 0,138 | 0,573 | 0,132

EFC = Elementos Finitos Convencionais

; EFG = Elementos Finitos Globais; EFH = Elementos Finitos Hibridos.

A tabela 6.2 mostra que para as trés primeiras malhas os elementos Q4 e

Q8 do método hibrido apresentaram excelentes resultados em comparacéo ao

meétodo convencional, sendo melhor inclusive que os elementos globais com

excecao do resultado do elemento Q4 para o caso da malha 3. Ja o elemento

Q12 apresentou bons resultados para as mesmas 3 primeiras malhas, porém

nao tao bons quanto os resultados obtidos pelo elemento Q12 do método global.
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Os resultados obtidos para o elemento Q16 nao foram satisfatorios. Este
resultado foi influenciado de forma negativa pelo alto grau dos polindbmios
envolvidos na solugdo fundamental do elemento, o que gerou mau
condicionamento da matriz de rigidez do elemento e erros de arredondamento.
Este tipo de problem foi verificado também para outras malhas.

A figura 6.30 apresenta um grafico de analise de convergéncia para os
elementos Q4 e Q8 para o problema representado pela viga da figura 6.27 com
comprimento L = 100 e altura ¢ = 10 e submetida a carregamento de momento

fletor linear de acordo com a equacéo (6.4.1).

Convergéncia dos elementos Q4 e Q8

10,00
9,50

9,00
8,50 -

8,00 4 o
7,50 -

7,00 +
6,50 -
6,00 -
5,50 -
5,00 -
4,50
4,00
3,50 -
3,00 -
2,50 +
2,00 +
1,50 -
1,00 -
0,50 1
0,00 : : : : . . . . . .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
N° de elementos usados

viga

——Q4
—e—Q8

= \/alor Analitico

deslocamentos na extremidade livre da

Figura 6.30: Analise de convergéncia dos elementos Q4 e Q8 para a viga da figura 6.27
com comprimento L = 100 e altura ¢ = 10 e submetida a carregamento de momento fletor

linear de acordo com a equagéo (6.4.1).

Como se pode constatar através da figura 6.30, ha uma clara convergéncia
dos dois elementos, sendo que o elemento Q8 convergiu mais rapidamente que
o elemento Q4, como era de se esperar. Outra observacdo que pode ser feita
quanto a convergéncia é o fato de o elemento Q8 ter se comportado na maneira

tipica de elementos hibridos, ou seja, com convergéncia amonoténica.
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6.5.Viga sob Carregamento de Momento Fletor Constante

O exemplo apresentado nesta sec¢do utiliza-se da mesma viga engastada e
livre da sec&o anterior, porém n&o mais sob carregamento de momento linear,
mas sim sob carregamento de um momento constante, como ¢ ilustrado pela

figura 6.31 abaixo.
y

(0,0) (L,©)

0)

(0,0) Lo X

Figura 6.31: Viga de comprimento L e altura c, sob carregamento de momento fletor
constante.

As propriedades da viga acima sdo as mesmas da viga apresentada na
secao anterior. O carregamento o esta distribuido ao longo da altura da viga c,
de acordo com a equacao (6.5.1),

240
o=7
c

120 (6.5.1)

As analises feitas para este exemplo seguem a mesma discretizagao feita

para o exemplo da secéo anterior anterior e estdo resumidas na tabela 6.3.

Tabela 6.3: Deslocamentos verticaisl (multiplicados por -1,0 x 103) do né da extremidade

inferior direita da viga da figura 6.31 para as diferentes configuracbes de malha
apresentadas nas figuras 6.28 e 6.29.

Malha Q4 Q8 Q12 Q16 Solugéo
EFH | EFC EFG EFH EFC EFG EFH EFC EFG EFH Exata
1 0,307 | 12,000 | 12,000 | 12,000 | 12,000 | 12,000 | 12,000 | 12,000 | 12,000 | 13,895 | 12,000
2 0,618 | 2,328 | 12,057 | 11,955 | 5,934 | 12,000 | 12,000 | 12,000 | 12,105 | 11,732 | 12,000
3 |0300| 0,477 |12,000| 12,000 | 0,691 | 12,000 | 12,000 | 12,000 | 12,065 | 12,320 | 12,000
4 |0,217| 0,480 | 0,480 | 0,480 | 0,480 | 0,480 | 0,480 | 0,480 | 0,480 | 0,480 0,480
5 |0421| 0,441 | 0,497 | 0,481 | 0,477 | 0,485 | 0,480 | 0,479 | 0,521 | 0,480 0,480
6 |0,060| 0,060 | 0,060 | 0,060 | 0,060 | 0,060 | 0,060 | 0,060 | 0,060 | 0,060 0,060
7 |0,058| 0,060 | 0,060 | 0,061 | 0,060 | 0,060 | 0,060 | 0,060 | 0,060 | 0,059 0,060

EFC = Elementos Finitos Convencionais; EFG = Elementos Finitos Globais; EFH = Elementos Finitos Hibridos.
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Os resultados apresentados na tabela 6.3, para os elementos Q8 e Q12,
evidenciam a superioridade de precisédo obtida pelo método hibrido de elementos
finitos em comparacao com o método de elementos finitos convencional.

Quanto aos resultados apresentados para o elemento Q16, pode-se
concluir que houve uma influencia negativa do alto grau dos polinémios da
solucdo fundamental do referido elemento, o que ocasionou mau
condicionamento da matriz de rigidez e erros de arredondamento, como se havia

comentado na ocasido da analise dos resultados do exemplo anterior.
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6.6.Analise Dinamica de uma Barra Fixa e Livre sob Carga Dinadmica
Axial por Elementos de Treliga Unidimensionais

A figura 6.32 ilustra uma barra uniforme submetida a um carregamento

dindmico P(¢t) na direcao de seu eixo. A barra tem as seguintes propriedades:
E=21x10"Pa, A4=035m*, L=50m e p= 7,85%. O carregamento aplicado
m

P(t) é dado pela equacgao (6.6.1)

P(t) = —10% sen(1,35w,¢) (6.6.1)

_ PO

Figura 6.32: Barra fixa e livre submetida a carregamento dindmico em sua extremidade

livre.

A solucao de referéncia do problema da figura 6.32 é dada pelas seguintes

expressdes, para uma série com 20 termos:

w(n) :% VE/P (6.6.2)
2L
o, =1,350(1) (6.6.3)
3 2n-Dm
D(n,x) = sen(—zL ) (6.6.4)

2(—108)sen(a)lt)— M

W(mx) = o (6.6.5)
| @ 2
1 (a)(n)] PALw(n)
d= —id)(n,x)‘l’(n,x)(—l)” (6.6.6)

n=1
onde d representa os deslocamentos em um ponto distante de L da extremidade
fixa da barra devido ao carregamento dado pela equagéo (6.6.1).
A barra foi discretizada com 1, 2 e 3 elementos de trelica unidimensional.
Nas figuras 6.33-6.35 tem-se a resposta do deslocamento no tempo da
extremidade livre da barra para a solugdo de referéncia e para a solugao
encontrada com 1, 2 e 3 elementos, respectivamente, utilizando-se 3 matrizes de

massa.
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Figura 6.33: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solugao de

referéncia juntamente com uma malha de 1 elemento.
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Figura 6.34: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solu¢do de

referéncia juntamente com uma malha de 2 elementos.
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Figura 6.35: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solugao de

referéncia juntamente com uma malha de 3 elementos.

Nas figuras 6.36-6.38 tem-se a resposta dos deslocamentos no tempo da

extremidade livre da barra para a solugao de referéncia e para uma discretizagao
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com 3 elementos com a utilizacdo de 1, 2 e 4 matrizes de massa,

respectivamente.
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-0.001 1 ’b

-0.00157 ,
i 0.1

termnpo [s)

Figura 6.36: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solucdo de

referéncia e para uma malha de trés elementos com a utilizagdo de 1 matriz de massa.
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Figura 6.37: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solugao de

referéncia e para uma malha de trés elementos com a utilizagcdo de 2 matrizes de massa.
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Figura 6.38: Deslocamento no tempo da extremidade livre da barra para a solugao de

referéncia e para uma malha de trés elementos com a utilizacdo de 4 matrizes de massa.
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A figura 6.39 mostra os autovalores calculados para uma malha de trés
elementos de trelica e usando-se de 1 a 4 matrizes de massa generalizada, de

acordo com a equacao (2.7.1).
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Figura 6.39: Autovalores de acordo com a equagédo (2.7.1) para a malha de 3 elementos,

usando-se de 1 a 4 matrizes de massa generalizada.

Os resultados apresentados pelas figuras 6.36-6.38 mostram claramente
que a utilizacdo de mais matrizes de massa melhora significativamente a
precisdo da resposta encontrada, sem que se tenha que aumentar a
discretizacdo da malha, como feito na seqliéncia de figuras 6.33-6.35. Porém,
nada impede que se faga uma combinagdo de ambos os recursos (discretizagao
da malha e aumento do numero de matrizes de massa utilizadas) para a
obtencédo de resultados cada vez mais precisos.

A melhora provocada pelo aumento do numero de matrizes de massa
utilizadas na solugdo do problema esta diretamente ligada a influéncia dos
modos de vibragao mais elevados. Quanto maior a contribuicdo dos modos mais
elevados, maior sera a precisdo dos resultados com o0 aumento do numero de
matrizes de massa, de acordo com o gréfico da figura 6.39. Em outras palavras,
o0 aumento do numero de matrizes de massa utilizadas significa uma maior
satisfagdo da equacao dindmica de governo do problema que leva a obtencao de

autovalores mais precisos.
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6.7.Analise Dinamica de um Pértico Submetido a umPulso Triangular
por Elementos de Viga Plana de Bernoulli-Euler

A figura 6.40 ilustra um pértico plano com doze graus de liberdade (12 gdl),
proposto por Weaver (1987). O podrtico consiste de seis barras prismaticas
rigidamente conectadas, todas com os mesmos valores de E, p, A e |,. Tais

propriedades das barras de aco do portico da figura 6.40 valem:

2
E=30x10*k/in?, 4=30in%, L=50in., p=7,35x10_7k—s4 e I,=10x10%n".

m.

Figura 6.40: Pértico plano com seis barras e doze graus de liberdade.

Como ilustrado pela figura 6.40, forcas dinamicas P(t) e 2P(t) sao
aplicadas na direcdo x nos nés 2 e 4. Na figura 6.41 tem-se a variagdao no tempo
da carga P(¢r). As quantidades que nela aparecem valem: P =10k e
t, =2t, =35ms. A expresséo analitica de P(t), desejavel para que possa fazer
uma integragdo analitica no tempo das equagdes modais, €

P(t) — (H(t)H(tl-l‘)p,l“f‘H(t-t,)H(Zl‘I-t)(Zp,l‘]-p,t))
L

, em que H(t) ¢é a fungéo

Heaviside de ¢, de acordo com a figura 6.41.
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Figura 6.41: Carregamento dindmico.

Na figura 6.42 tem-se o deslocamento no tempo do grau de liberdade 4

(deslocamento horizontal do né 2 onde ¢é aplicada a carga P(¢)). A curva cheia e

a curva tracejada representam, respectivamente, os resultados obtidos através
do método hibrido com a utilizagdo de 1 e 4 matrizes de massa, e os pontos em

cruz sao os resultados tirados do grafico apresentado por Weaver.

015
0.1

0.05

deslocamento (in)

-0.051
-0.17

-0.15

Figura 6.42: Resposta do grau de liberdade niumero 4.

Nela, figura 6.42, a diferenca entre os resultados obtidos através da
utilizacdo de 1 e de 4 matrizes de massa é muito pequena (a defasagem em
relagdo aos valores de referéncia talvez se explique pelo fato de eles terem sido
obtidos por copia da pagina do livro do Prof. Weaver). A rapida convergéncia de

resultados evidencia que a contribuicado dos modos mais altos que os modos 1 e
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2, para o caso particular do carregamento indicado pelas figuras 6.40 e 6.41, é
muito pequena, conforme se depreende da figura 6.43.

A figura 6.43 apresenta uma comparagdo entre os autovalores
encontrados para a estrutura da figura 6.40 com a utilizagcao de 1 até 4 matrizes
de massa. Nela percebe-se que ha uma convergéncia dos autovalores conforme
se aumenta o numero de matrizes de massa envolvidas no calculo. A curva mais
acima é relativa a utilizagado de apenas uma matriz de massa e as curvas abaixo

desta sao relativas a utilizagao de duas, trés e quatro matrizes.

;
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Figura 6.43: Comparagéao entre os autovalores para a utilizagdo de 1, 2, 3 e 4 matrizes

de massa.

A figura 6.44 mostra um grafico analogo ao grafico da figura 6.42. Nela
utilizou-se para o carregamento (ilustrado na figura 6.40) um impulso triangular
com apenas um décimo do tempo do impulso dado pela figura 6.41. As curvas
apresentadas séo relativas ao deslocamento do grau de liberdade 4 (figura 6.40)
no tempo, e sao obtidas com a utilizagdo de 1 a 4 matrizes de massa (curvas
azul, magenta, verde e vermelha, respectivamente).

A utilizacdo de um carregamento com um tempo de duracdo mais curto
teve o intuito de provocar uma maior influéncia dos modos de vibragdo mais
altos no comportamento da estrutura da figura 6.40, de forma a se mostrar que
quando ha uma contribuicdo maior dos modos mais elevados, a utilizagdo de

mais matrizes de massa melhora significativamente o resultado obtido, de
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acordo com o que se havia comentado no exemplo anterior do elemento de
trelica unidimensional.

O que se pode perceber na figura 6.44 é que ha uma clara convergéncia
das curvas com o aumento do niumero de matrizes de massa utilizadas, curvas

azul, magenta, verde e vermelha, respectivamente.

#
0.021
0.01
g
2
g
§ 0 0.02 0.08 0.1
=
E termpo (s)
-0.01 1
0.021

Figura 6.44: Resposta do grau de liberdade numero 4 para um impulso de tempo igual a

0,1 do tempo do impulso mostrado na figura 6.41.
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6.8.Analise dinamica de uma trelica plana com trés graus de
liberdade

A figura 6.45 ilustra uma trelica plana com trés graus de liberdade (3 gdl) e
também foi proposta por Weaver (1987) para a andlise das freqiéncias e modos
de vibragao. Porém, no exemplo aqui apresentado, utilizaram-se propriedades
diferentes das utilizadas por Weaver para as barras da trelica com a finalidade
de se simular uma estrutura com barras comercializadas no Brasil (além disso, o
exempleo de Weaver nao fornece o valor do momento de inércia). Todas as
barras tém os mesmos valores de E, p, A, e |, dados para uma segao circular

vazada, conforme a figura 6.45, em que R, =0,05715m e R, =0,0529 m. As

propriedades das barras sdo: E=2,07x10""Pa, A=14694x10" m*, L=635m,

p=785x10°"E e 1=8911x10°m" .
m

0.8L

6

s

0

A\

7,
| 0.6L

Figura 6.45: trelica plana com 3 graus de liberdade.

%

A trelica acima foi aplicada uma carga dindmica em forca de um pulso
triangular, conforme mostra o grafico superior esquerdo da figura 6.45, em que
P=10N e ¢, =2¢ =35ms.

Apresentam-se na figura 6.46 os deslocamentos horizontais no tempo do
no 2 da trelica obtidos pela utilizacdo de 1 a 8 matrizes de massa (curvas

tracejadas em azul, magenta, verde e curvas cheias em cian, vermelho, verde,
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amarelo e preto, respectivamente, que correspondem a amplitudes decrescentes
no primeiro instante da resposta dindmica), de acordo com as equagdes (2.7.30)

e (5.2.25).

le-061 ,r”a‘
] i
8e-071 /' pl
{ :”i

6e-071

deslocamento {m)

Figura 6.46: deslocamentos horizontais no tempo do n6 2 da treliga para a utilizagédo de 1

a 8 matrizes de massa (amplitudes decrescentes nos primeiros instantes de tempo).
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Figura 6.47: deslocamentos horizontais no tempo do né 2 da treliga da figura 6.45
obtidos pela utilizacdo de elementos de viga de Bernoulli-Euler com a utilizagdo de 1 a 4

matrizes de massa (mesma convengéao de cores da figura 6.46).
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A figura 6.48 mostra os autovalores obtidos com a utilizagdo de elementos
de trelica com 1 a 8 matrizes de massa (da curva mais acima a curva mais

abaixo, consecutivamente).

2ed

dedq
.Se3

.6e3

Ae3

.3e3

freqiiéncias de vibragéio

.2e3

1 2 3
numero das freqiiéncias
Figura 6.48: Comparagéo entre as freqiiéncias encontradas com a utilizagédo de 1 a 8

matrizes de massa: a convergéncia se da por valores superiores.
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CONCLUSAO

O método hibrido de elementos finitos, como apresentado neste trabalho
para a analise de problemas dinamicos no dominio da freqiéncia, permite a
generalizagdo do procedimento tradicionalmente usado para a analise de
problemas dindmicos pelo método de elementos finitos convencional, que faz
uso apenas do primeiro termo da série de poténcia em ® apresentada pela
equacéo (2.7.30), ou seja,

82

£K+M87Jd(t):p(t) (7.1)
onde K é a matriz de rigidez do sistema e M é a matriz de massa. A equacéao
(2.7.30), evidencia que, além das matrizes de rigidez K (ou Kg como é
denominada na equacao (2.7.30)) e massa M (denominada de M1 na equagéao
(2.7.30)) podem ser usadas ainda n—1 matrizes de massa M;, com i > 2 (que sao
em verdade uma mistura de massa e rigidez), de acordo com a precisao que se
queira obter.

Com a utilizagdo de mais termos da expansdo em série da matriz de
rigidez efetiva no dominio da freqliéncia, o método hibrido dos elementos finitos
permite uma melhor satisfacdo da equacdo de movimento do problema, em
comparagdo com o método de analise dindmica por elementos finitos
convencional, que so utiliza um termo, garantindo assim uma maior precisdo nos
resultados.

Além disso, a utilizagdo das solugbdes fundamentais nao-singulares como
funcgdes de interpolagdo dos deslocamentos no dominio do elemento torna o
método mais facil e simples de implementar que os métodos de elementos de
contorno em geral, devido a auséncia da singularidade na solugédo fundamental,

embora possa resultar em problemas com problema de condicionamento..
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7.1. Vantagens do Método

A técnica de superposicdo modal generalizada permite tratar problemas
dependentes do tempo no contexto do dominio da frequéncia de forma simples
(sem a necessidade de transformadas).

Outra vantagem do método é o fato de a formulagéo precisar apenas de
integrais de contorno, o que reduz em uma dimensao o problema de integracéo
e possibilita a geracao de formas polinomiais arbitrarias de maneira sistematica.

O método também possibilita o tratamento preciso de problemas de
fraturas, cantos ou elementos perfurados, com a utilizacdo de funcbes de
solugdes locais. Problemas que envolvem materiais heterogéneos com gradacao
funcional também sao tratados de forma simples e direta, ao menos para

problemas de potencial.

7.2. Desvantagens do Método

Em relagido as desvantagens do método hibrido de elementos finitos aqui
apresentado, pode-se concluir que:

¢ O método é mais lento se comparado ao método dos elementos finitos
devido a necessidade de se montar uma matriz de flexibilidade do
elemento para em seguida inverté-la, no processo de obtencdo da
matriz de rigidez do elemento.

¢ Na solucao de problemas dindmicos, o método requer a solu¢gdo de um
problema de autovalor ndo-linear, representado pela equacgao (2.8.1), o
que pode encarecer o tempo de processamento.

e Solugdes polinomiais de grau muito alto podem resultar em matrizes de

rigidez mal-condicionadas, no caso de dominios muito distorcidos.
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7.3. Analise dos Resultados

Quanto aos resultados apresentados nos exemplos do Capitulo 6 pode-se

tirar as seguintes conclusdes:

O método apresentou boa precisdo tanto para problemas estaticos ou
de regime permanente quanto para problemas dinamicos ou
transientes, principalmente com a utilizacdo de matrizes de massa de
ordem mais altas.

O método se mostrou bastante adequado a analise de problemas com
gradacéo funcional, pelo menos para problemas de potencial.

A utilizacdo de elementos com um numero grande de graus de
liberdade (como no caso dos elementos Q12 e Q16 dos exemplos 6.4 e
6.5) gera problemas de matrizes de rigidez com mau condicionamento,
devido ao alto grau dos polindmios da solugdo fundamental envolvida.
A sugestao que se faz é que se usem apenas elementos com poucos
graus de liberdade, tais como os elementos T3, T6, Q4 e Q8 no caso
de problemas bidimensionais.

O método apresentou convergéncia tipica de métodos hibridos, ou
seja, ndao monotbnica, como pode ser visto no grafico da figura 6.30
para o elemento Q8, que se mostrou muito boa em comparagéo com o

método dos deslocamentos.
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7.4.Sugestoes para Trabalhos Futuros

Como sugestbes para trabalhos futuros em continuagdo ao que foi

desenvolvido neste trabalho, apresentam-se:

Aperfeicoar os métodos de solugédo de autovalores nao-lineares, para a
obtencido de autovalores mais precisos e de maneira mais confiavel
(Dumont e Cruz, 2006) que nos algoritmos usados, com menor esforco
computacional e sem a necessidade da utilizacdo de matrizes
aumentadas (Chaves, 2003), que encarece o processo computacional.
Realizar uma analise comparativa entre a técnica de superposi¢cao
modal avang¢ada utilizada neste trabalho e as técnicas de solugéo
puramente no dominio da freqliéncia (com o uso de transformadas) ou
puramente no dominio do tempo, existentes na literatura.

Desenvolver um programa em uma linguagem mais robusta (por
exemplo, o Fortran) e fazer uma analise comparativa com o método

dos deslocamentos.
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APENDICES

APENDICE A -
Obtencao da matriz de rigidez para problemas de elastostatica no
método hibrido dos elementos de contorno

A matriz de rigidez K, para problemas de elastostatica pode ser obtida

por meio de um procedimento mais simples e direto (Dumont, 2005) do que o
método geral apresentado na segéo 2.10 do capitulo 2.

De acordo com o que é exposto no item 2.7.2, do capitulo 2, a

singularidade de HOT (para problemas estaticos) significa que certas forgas p°

ndo podem ser transformadas em forcas nodais equivalentes (p—pb). Isto

implica a nao-existéncia de uma solugao Unica para o sistema representado
pelas equacgdes (2.6.19) e (2.6.20). Esta unicidade da solu¢cdo deve entdo ser

provida, adicionando-se a condigdo de ortogonalidade
vip =0 (A.1)
para completar o sistema. Em outras palavras, o vetor p° correspondente a

solugdo desejada do sistema deve ser ortogonal as forcas pertencentes ao
espaco coberto pela base V.

A partir da equagao (A.1), pode-se resolver a primeira equagao do sistema
das equacdes (2.6.19)-(2.6.20) para as forgas p° formalmente como:

p ==V JFI-vvT)+vv ] Hla-a®) (A.2)
onde (I—VVTIF(I—VVT)+ VVTT1 ¢ chamada de inversa do Bott-Duffin da

matriz de flexibilidade F e (I—VVT) € o projetor ortogonal ao espago coberto

pela base V (Ben-Israel e Greville, 1980).
Substituindo-se a equacgado (A.2) na equagao (2.6.20) e considerando a

equacao (2.7.16), obtém-se a expressao final:
p-p’ =H'[F+VV'|'H(d-d") (A3)
onde

K=H'[F+VV'['H (A4)
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€ a matriz de rigidez do método hibrido de elementos finitos para problemas
estaticos. Esta matriz é simétrica, positiva semi-definida por construgao

ortogonal a deslocamentos de corpo rigido:

WK =KW =0 (A.5)
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APENDICE B -
Avaliagao de deslocamentos no dominio em problemas de
elastostatica

Diferentemente do que acontece no método de elementos finitos
convencional, no método hibrido de elementos finitos apresentado a contribuicdo
de corpo rigido aos deslocamentos internos em problemas estaticos tem que ser
calculada explicitamente durante o processo de poés-analise, ja que nenhuma
referéncia é feita direta as constantes Cg, da equacdo (2.3.8) durante a
formulagdo do método (Dumont, 2003). Isso tem a ver com o fato conceitual de o
método estar baseado num campo de tensdes e ndo de deslocamentos.

No entanto, deslocamentos de corpo rigido inerentes ao problema e,
portanto, deslocamentos absolutos, podem ser calculados uma vez conhecidos
os deslocamentos nodais d em todo I'", como se descreve a seguir. Inicialmente,
expressa-se a fungdo de deslocamentos de corpo rigido u; da equagdo (2.3.8)

de forma normalizada, de tal modo que, nos pontos nodais do contorno I" seja

coincidente com os valores da matriz normalizada W, que € a base dos

deslocamentos de corpo rigido, introduzida na Seg¢éo 2.7.2. Sejam u, fungdes
genéricas de corpo rigido, ainda ndo-normalizadas. Fun¢gdes normalizadas
u; :ﬁi;Akj (B.1)

g

podem ser obtidas pela determinacdo da matriz quadrada, nao-singular A,q. a

partir da imposicao de que, nos pontos nodais do contorno, u,’nj EU,fy. =W

i OU
seja,

U, =W, =U,A, ou U =W=UA (B.2)
usando notagdo tanto indicial quanto matricial, de onde se obtém, pré-
multiplicando-se toda a equagdo por W' e observando a equaco (2.7.13):

A=(wror) (B.3)
Além disso, pode-se reescrever a equacao (2.3.8) em uma forma equivalente, na
qual os deslocamentos de corpo rigido sdo expressos separadamente, para
certo vetor de parametros r=r,:

u =u; +u’ =u;, +u;.C_/.m)p; +u! +tugr, (B.4)
Para ser consistente, a equacéao (B.4) deve ser valida nos pontos nodais,

*

d=(U"+WC)p" +d"+Wr ou d, =, +W,C,)p.+d’+W,.r (B.5)

mi' i
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em notacdo matricial e indicial, respectivamente. Neste equacdo, U* é uma
matriz obtida expressando-se a solugdo fundamental ulm nos pontos nodais do
elemento.

Entdo, pré-multiplicando-se a equacdo (B.5) em ambos os lados por W'

(lembrando que W é ortonormal) e isolando-se r, resulta:

r=W'(d-d")- (W0 +Cp" ou r =w,(d,-d")-W,U., +C,)p. (B.6)

Finalmente, substituindo-se esta expressdo em (B.4), obtém-se a
expressao dos deslocamentos em pontos internos do método hibrido para

problemas estaticos com consideragéo de corpo rigido:

*

)p:, +uf’ +u;Wm(dm —db) (B.7)

m

* * r
ui - (uim - uisWnsU

nm

Observe que, nesta expressao, ul depende apenas dos valores encontrados na

andlise para p* e d—d”, ja que a constante C & cancelada.
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APENDICE C -
Calculo da matriz de rigides K no contexto do Método hibrido
simplificado de elementos finitos

Alternativamente a forma como é calculada a matriz de rigidez K durante
todo o presente trabalho, existe uma forma mais simples, eficiente e tdo precisa
quanto, que ao invés de necessitar da matriz de flexibilidade F (como na Secéo
2.6.2, necessita apenas que se avalie a solugcdo fundamental nos pontos nodais
do elemento, gerando uma matriz denominada U*, sem a necessidade de
integracdo no contorno. Além disso, o processo de inversdo de U* (necessario
para a obtensdo de K como sera mostrado a seguir) é mais simples, ja que U* é
nao-singular, mesmo para problemas estaticos.

Essa forma alternativa de obtencao da matriz de rigidez é a caracteristica
principal do denominado método hibrido simplificado de elementos de contorno
(Chaves, 1999, 2003) e de elementos finitos. A seguir é apresentado de maneira
sucinta o processo de obtencéo da matriz de rigidez K através do método hibrido
simplificado de elementos finitos.

A partir do equilibrio de forcas nodais em termos de trabalhos virtuais, é
possivel se chegar exatamente a equagao (2.6.20),

H'p =p-p’ (2.6.20)
sem a necessidade de se fazer qualquer mengdo ao potencial de Hellinger-
Reissner.

Os deslocamentos no dominio Q do corpo elastico sdo expressos de

acordo com as equacgdes (2.3.2) e (2.6.9):

‘f zu;ﬁmp; +uip (C1)

1

u

e os deslocamentos no contorno I', de acordo com a equacéo (2.6.10):
u; =u,,d, (2.6.10)
Pode-se forgar que ambas as hipéteses de deslocamentos coincidam nos
pontos nodais, o que em notacado matricial se escreve, a partir da equacéao (C.1),
d=U"p +d’ (C.2)

onde U =U,, é uma matriz de deslocamentos medidos em pontos nodais em

termos da solu¢do fundamental, dada pela equacgao (5.1.9), e d’ Euﬁ, é o vetor
de deslocamentos relacionados a solugao particular.
A matriz U =U,,,, que no método hibrido simplificado de elementos de

contorno é simétrica por construgdo, no método hibrido simplificado de

elementos finitos € ndo-simétrica para a maioria dos elementos. Uma outra
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diferenca da matriz U* obtida através do método hibrido de elementos finitos em
relagao a obtida através do método hibrido de elementos de contorno é que ela é
nao-singular, tanto para problemas no dominio da frequéncia quanto para
problemas estaticos.

Um caso particular em que a matriz U* é simétrica é o dos elementos
unidimensionais (apresentados no Capitulo 5), para os quais a utilizagdo da
matriz U* fornece exatamente a mesma matriz de rigidez K obtida com a
utilizacado da matriz de flexibilidade F, ja que nenhuma aproximagao € feita em
relagcao as fungoes de interpolacao utilizadas no contorno destes elementos.

Eliminando-se p* nas equacgoes (2.6.20) e (C.2), obtém-se

H'(U")'[a-a*)=p-p’ (C.3)
em que
K=H"(U"]" (C.4)

€ uma matriz de rigidez que, devido a equacao (C.2) ser formulada sem base
variacional, € em geral ndo-simétrica.
Como mencionado no item 2.6.3 do Capitulo 2, em geral ha mais graus de

liberdade internos, relacionados a p*, do que graus de liberdade externos,
relacionados a (d—d"), ou seja, dim(p*)z dim(d—d”) (ver tabelas 3.1 e 3.2 do

Capitulo 3), o que ocasiona uma matriz U* retangular (exceto em casos
especiais, como o caso particular de elementos unidimensionais apresentados
no Capitulo 5), que s6 pode ser invertida através de procedimentos de obtencao
de matrizes inversas generalizadas.

Para o caso particular de elementos de trelica, apresentados na seg¢éo 5.1

do Capitulo 5, a matriz U* dada para uma determinada freqiiéncia assume a

forma
| 0 serllckf
U :a sen k/ 0 (©3)
k
de acordo com a equacado (5.1.9), ou em um desenvolvimento em série de
frequéncia,
2 4 /fé

E O 1 O —_— 2 O €— 3 O
U =" _P 2 6 | P _,* 120 |_P_ 6 5040 | 14 0(w®)

EA|[1 o] E |02 | BP0 B

6 120 5040

(C.6)

de acordo com a equagao (5.1.17).
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A inversa da matriz U* como uma série de frequiéncia, a partir da equagao
(C.6), necessaria para obtencao da matriz de rigidez K, dada na equagéao (C.4),
deve ser obtida através do procedimento de inversdo de matrizes em série de
freqiéncia apresentado na secdo 2.10 do capitulo 2, conforme as equacoes
(2.10.1) e (2.10.2), visto que Uy* é nao-singular. Deve-se notar que o0 processo
de obtencdo de K, para elementos unidimensionais através de U*, é
extremamente vantajoso e mais simples do que a obtengao através F, visto que

apenas a inversao de Ug* se torna necessaria.
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APENDICE D -
Matrizes de transformacgao para elementos de trelica e viga

Neste apéncice sdo apresentadas algumas das matrizes de transformacao
entre os deslocamentos de sistemas de coordenadas que podem ser utilizados
para os elementos de trelica e viga apresentados no capitulo 5.

Sera denominado de natural o sistema de coordenadas com o menor
numero de graus de liberdade possivel por elemento; de local o sistema de
coordenadas em que os graus de liberdade se encontrarem na diregdo axial ou
perpendicular ao elemento; e de global o sistema de coordenadas do elemento
com o maior numero de graus de liberdade dispostos de acordo com os graus de

liberdade globais da estrutura.

D.1 - Matrizes de transformagao para o elemento de treliga plana

O sistema de coordenada natural mais simples para os deslocamentos e

esforgos de um elemento de trelica no plano é o apresentado na Figura D.1a,

d,, p,

/v _> d39 p3
a) b) d29 P2

d, p
! Al/ d19p1_>

Figura D.1: a) Sistema de coordenadas naturais (sem deslocamentos de corpo rigido) de

um elemento de treli¢a; b) sistema de coordenadas globais de um elemento de treliga.

Neste sistema de coordenadas, figura D.1a, ndo aperecem deslocamentos
de corpo rigido e a matriz de rigidez do elemento tem ordem de 1x1, visto que o
elemento possui apenas um grau de liberdade. Porém, em geral, para o estudo
de trelicas no plano, deseja-se obter a matriz de rigidez do elemento no sistema
apresentado pela figura D.1b, em que aparecem quatro graus de liberdade, dos
quais trés correspondem a deslocamentos de corpo rigido.

Para que se possa obter uma matriz de rigidez no sistema de coordenadas
globais (figura D.1b) partindo-se da matriz de rigidez obtida para o sistema de
coordenadas naturais (figura D.1a), deve-se utilizar uma matriz de

transformacado, que permita transformar deslocamentos do sistema de
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coordenadas globais (figura D.1b) para o sistema de coordenadas naturais
(figura D.1a).

Tal matriz de transformacdo € obtida aplicando-se um deslocamento
unitario no grau de liberdade do sistema global, mantendo-se nulos todos os
outros graus do referido sistema, e medindo-se o valor desse deslocamento

unitario no sistema de coordenadas naturais, conforme ilustra a Figura D.2.

Figura D.2: Deslocamentos unitarios do sistema global do elemento medidos a partir do

sistema natural.

O procedimento ilustrado pela figura D.2 fornece, para os sistemas de

coordenadas da Figura D.1, a seguinte matriz de transformacgao:

T=<—cost9 —senf cosf sen«9> (D.1)
que se relaciona com as matrizes de rigidez dos sistemas acima pela expresséo:
K¢ =T'K"T (D.2)

em que K?® é a matriz de rigidez do elemento no sistema global (Figura D.1b) e

K" :ET:4 € a matriz de rigidez do elemento no sistema natural (Figura D.1a).

Portanto, K# é igual a:

c? cs  —c¢* —cs
2 2
EA| cs S —cs -5
K% =— X 5 (D.3)
{ |—=¢c® —cs ¢ cs
—cs —-s* cs 52

onde c = cosf e s = sené.
De acordo com o desenvolvimento feito na secdo 5.1 do Capitulo 5, o
sistema de coordenadas mais adequado para a obtengcédo da matriz de rigidez de

um elemento de trelica pelo método hibrido de elementos finitos é:
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d,, p,

dla pl

Figura D.3: Sistema de coordenadas local (com apenas 1 deslocamento de corpo rigido)

de um elemento de treliga.

Ele fornece a matriz de rigidez apresentada na equacéao (5.1.21) e a matriz

de transformacéao entre este sistema de coordenadas e o sistema da figura D.1b

tem a forma:
T cos@ send 0 0 (D.4)
0 0 cos@ send
K¢ =T'K'T (D.5)
onde K' é
1 -1
k' =4 (D.6)
A | 1

e K#¢ é a matriz de rigidez do elemento de trelica no sistema global, exatamente
igual a matriz de rigidez encontrada usando a equacéo (D.3).
Outro sistema de coordenadas, muito difundido devido ao método da

rigidez direta, € o da Figura D.4:

d,, p,

d;, p;
\ v

d,, p,

dl ’ pI/
Figura D.4: Sistema de coordenadas local (com trés deslocamentos de corpo rigido) de

um elemento de treli¢a plana.
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Nele aparecem todos os graus de liberdade possiveis em um elemento de
trelica plana. A matriz de transformacédo entre os deslocamentos do sistema da

Figura D.1b e os deslocamentos da Figura D.4 tem a seguinte forma:

cosd send 0 0
T —send cosd 0 0 (D.7)
0 0 cosf send
0 0 —senf cos@

A transformacao entre as matrizes do sistema local e global é dada pela

equacéo (D.4), onde K’ tem a forma:
1 -1 0

_EA| 0 0

-1
0

K’ (D.8)

S O o O

0
0
0
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D.2 - Matriz de transformagao para o elemento de viga com 6 graus

de liberdade

Em geral os elementos de viga sdo apresentados com 6 graus de

liberdade, conforme mostra a Figura D.4, e ndo apenas

liberdade, como feito nas sec¢des 5.2 e 5.3 do Capitulo 5.

T,

Figura D.4: a) Sistema de coordenadas local (com trés deslocamentos de corpo rigido)

com 4 graus de

de um elemento de viga; b) sistema de coordenadas global de um elemento de viga.

A matriz de rigidez local para um elemento de viga esbelta com os graus

de liberdade da Figura D.4a ¢é igual a:

[ 402
I
0
EI 0
A
I
0
0

0

12
4

0
—-12
4

2
0 Al
I
6/ 0
40* 0
2
0 Al
1
-6/ 0
202 0

0
-12
14

0

12
-6/

0
6!

202
0

—60

40* |

(D.8)

na qual se percebe o acréscimo de mais duas linhas e colunas para representar

as parcelas de rigidez correspondente aos graus de liberdade d; e d,, que séo

exatamente iguais as rigidezes calculadas para o elemento de trelica da Secdo

5.1 do capitulo 5. Da mesma forma, as parcelas referentes as matrizes de massa

do elemento de trelica da Secdo 5.1 devem ser adicionadas as matrizes de

massa do elemento de viga das Secbes 5.2 e 5.3 para a obtencdo das matrizes

de massa do elemento de viga com 6 graus de liberdade (de acordo com a

Figura D.4a).

A matriz de transformagéo que relaciona os deslocamentos do sistema

global de coordenadas da Figura D.4b aos respectivos deslocamentos no

sistema local da Figura D.4a tem a seguinte forma:
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0

0
0
0

send 0

—senf cos@ O

0

0
0
0

1

0
0
0

0 0

0 0

0 0
cosd send
—send cosf

0 0

—_- o O O O O

162

(D.9)

sendo a transformac&o entre as matrizes do sistema local e global para um

elemento de trelica expressa pela equacédo (D.4), onde T é dada pela equagéo

(D.9) e K’ pela equacdo (D.8).
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APENDICE E -
Formulagao analitica de cabos flexiveis

O cabo, ou fio, flexivel, € um elemento estrutural muito utilizado em linhas
de transmissdo, pontes pénseis, transportes funiculares etc. Em seu calculo
admite-se, por hipétese, que o cabo seja um corpo em equilibrio e que nele néo
haja nenhum esforgo resistente a flexdo, o que implica s6 existirem no cabo
esforcos normais que agem na diregdo axial. Seu estudo envolve o
conhecimento das relagbes que existem entre as tensodes, o vao, a flecha e o
seu comprimento (Merian, 1985).

As forcas que agem sobre os cabos flexiveis podem ser: forgas
concentradas, como mostra a figura E.1a, ou forgas distribuidas em seu
comprimento, como mostra a figura E.1b, onde w é uma carga de intensidade

variavel.

Fi
w
F, F3

Figura E.1: Configuragdes de carregamento sobre um cabo flexivel: a) cabo sujeito a

forgas concentradas F; b) cabo sob carregamento distribuido w.

E.1 - Equagao de governo

Para que seja satisfeita a condicao de equilibrio do cabo, supbe-se que
cada parcela infinitesimal do cabo esteja em equilibrio. Na figura E.2 € mostrado
o diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal, em que T & a tragdo no
cabo, 6 é o angulo que o cabo forma com a horizontal na dire¢ao x, w € uma
carga distribuida verticalmente ao longo da componente horizontal e p uma
carga distribuida verticalmente ao longo do cabo, podendo ser, por exemplo, seu

proprio peso.
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W T+dT
TRRRRRRRRRRRE:
9+Jde
M dy

ds

4 dx |

Figura E.2: Diagrama do corpo livre de um elemento infinitesimal de cabo.

Fazendo-se o somatério das forcas verticais e das forgas horizontais,
respectivamente, tem-se:

(T +dT)sen(6 + d0) = T sen 0 + wdx + puds (E.1)
(T +dT)cos(6 + d6) = T cos & (E.2)

Desenvolvendo o seno e o co-seno da soma dos dois angulos, levando em
consideracao que, no limite, sendfd =d6 e cosdf =1, e cancelando os termos de

segunda ordem, obtém-se:

T cos(0)d6 + dT sen 6 = wdx + uds (E.3)

—T'sen(0)d +dT cosd =0 (E.4)
que se pode escrever como

d(TsenH)zwdx+Ms (E.5)

d(Tcos0)=0 (E.6)

A equacado (E.6) mostra que a componente horizontal de T é uma

constante, ou seja,

TcosO=T, (E.7)
que combinada com a equacao (E.5), fornece:
d(T, tan @) = wdx + uds (E.8)
dy

Lembrando que tané = o chega-se a
X

2
d_g’ _ W, MG (E.9)
dx> T, T,dx
que é a equacao diferencial dos cabos flexiveis. A solucdo desta equacao deve

levar em conta as condi¢des de contorno.
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E.2 - Cabo Parabdlico

Quando o peso préprio do cabo é pequeno em relagcdo ao carregamento
que nele age e tal carregamento é constante e uniformemente distribuido pela
distancia horizontal (vao), o cabo assume a configuragao de um arco parabdlico.

Sendo entdo w o carregamento constante e u o peso préprio do cabo,

desprezivel, tem-se:

d*y w
=— (E.10)
ax* T,

Integrando-se uma vez a equacéo (E.10), chega-se a:

D_ Tyt (E.11)

onde C; é uma constante de integracao.

Uma segunda integragao da equagéao (E.10) fornece:

w2
=—x +C E.12
o G (E.12)

Adotando os eixos coordenados no vértice da parabola, conforme mostra a

figura E.3a (abaixo), tem-se que, %:
X

0, quando x = 0, de modo que C, = 0. Da

mesma forma y = 0, quando x = 0, e portanto C, = 0.

a) b
w

|AAAAAARARARRRARAAA)

x/2

)
T
x |
¥
y
X
R=wx

Y]
|
-
To
h

Figura E.3: Configuragao de eixos e carregamento em um cabo parabdlico.

Entao a equacao que define a configuragao do cabo parabdlico, de acordo
com a figura E.3a é:

w5

- E.13
T (E-13)

y
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Como se pode notar, na figura E.3b, a componente horizontal da tragdo do
cabo é a prépria tracdo do cabo na origem. Entrando-se na equagao (E.13) com

os valores x = L/2 e y=h, tem-se,

wiL?

T, = E.14

"= ¢ (E.14)
4hx?

y= e (E.15)

A tracdo T € dada pela seguinte expressao, de acordo com o diagrama de

corpo livre da figura E.3b,

T=T,% +w’x? (E.16)

ou, eliminando-se Ty,

2 2
T=w s+ £ (E17)
8

A tragdo maxima ocorre quando x=L/2 e vale

2
T =W7L 1+—léh2 (E.18)

Para se obter o comprimento S de um seguimento de cabo, utiliza-se da

2

relacao diferencial ds = . Portanto,

2 2
T,
S = _[ 1+ dx I 1+ wx de=2 14| 25 ¢ 20y 2 1| 22
2 T,) 2w | T, T,

(E.19)

E.3 - Cabo em Catenaria

Quando o cabo esta sujeito somente a acédo do seu peso préprio, sua

equacao de governo torna-se:

dy M ds
dx? de

(E.20)

A figura E.4a mostra um cabo em catendria e os eixos coordenados
adotados. Na figura E.4b tem-se o diagrama de corpo livre de uma porg¢ao finita
do cabo de comprimento s. Este diagrama de corpo livre difere daquele de figura

E.3b pelo fato de ser agora a forga vertical suportada igual ao peso da parte do
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cabo de comprimento s, em lugar da carga uniformemente distribuida em relagcao

a horizontal.

Figura E.4: a) cabo em catenaria e eixos coordenados; b) diagrama de corpo livro de

uma porcéo finita do cabo de comprimento s.

A partir da relagédo diferencial ds =4/(dx)’ +(dy)’ , modifica-se a equagéo

(E.20), de forma a torna-la

2 2
zzy:Tﬁ 1{%} (E.21)
X o x

que é a equacao diferencial da curva catenaria formada pelo cabo.

Utilizando-se as expressdes do co-seno hiperbdlico, do seno hiperbdlico e
de suas derivadas é possivel chegar a solugdo da equacgao (E.21) de maneira
bastante simples.

Primeiramente, percebendo-se a semelhanga entre a derivada do seno

hiperbdlico de ax, equacgao (E.22), e a equacao (E.21),

ds’%h"x = acoshax = a1 +senh? ax (E.22)
X
chega-se a conclusao que
L senh| £~ x (E.23)
dx T
Portanto, a integracao da equacéo (E.23) fornece:
y zicosh(ﬁxJ+C (E.24)
H Ty

em que C é a constante de integragdo. Considerando-se que y =0, quando

x=0, conclui-se que C=-T,/u e, portanto,

) %[cosh(Tﬁxj _ 1} (E.25)
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a qual é a equacgao da curva catenaria formada pelo cabo suspenso sob a acao
do seu proprio peso.

Do diagrama de corpo livre da figura E.4b e das expressdes anteriores
vem

. ; dy) * cosh 2 g = Lo ooy 2

s =IO ds=I0 IJ{EJ dxzjo coshToafxzzsenhT—0 (E.26)

A tracdo T no cabo é obtida do tridngulo de equilibrio das for¢as na figura
E.4b. Assim,

T2 =T, + u’s? (E.27)
A substituicdo do valor de s dado pela equacao (E.26) na equacao (E.27)
fornece,
T? =T02(l+senh2 %}zToz cosh? & (E.28)
0 0

ou, em funcgéo de y, através da utilizagdo da equacao (E.25),
T=T, cosh% =T, + uy (E.29)
A solugao de problemas de catenaria para cabos muito tencionados (cabos
em que a relagdo flecha-vdo € pequena), pode ser obtida, de maneira
aproximada, pelas formulas apresentadas para o caso de cabo parabdlico. Em
problemas em que os cabos sao suspensos em pontos que nao estdo no mesmo
nivel, pode-se aplicar as relagdes acima de forma isolada em ambos os lados do

cabo, de forma a se resolver o problema por inteiro.
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APENDICE F -
Condensacao Estatica dos graus de liberdade 3 e 6 do elemento de
viga

Para se obter o elemento de trelica com 4 graus de liberdade (conforme a
Figura 5.5), deve-se pensar o elemento de viga com seis graus de liberdade da
Figura F.1, como tendo dois graus de liberdade internos (d; e ds) e quatro

externos (dy, d,, ds e ds).

Figura F.1: Graus de liberdade de um elemento de viga plana.

Desta forma pode-se escrever a matriz do elemento de viga, dada pela

equacao (5.2.22) reescrita abaixo,

k'EAc' (1-Cc) 0 0 _k'EA(1-Cc) 0 0
s' Elk s Elk
0 K*(Sc+Cs)  kSs 0 —k*(S+5) k(C-¢)
K- Elk 0 kSs Cs—Sc 0 k(c-C) S—s
1-Ce| k'EA(1-Cc) 0 0 k'EAc' (1-Cc) 0 0
s Elk s' Elk
0 —k*(S+s) k(c=C) 0 k*(Sc+Cs) —kSs
L 0 k(C—c) S—s 0 —kSs Cs - Sc |
como:
K K5 K§ K KS K
K5 K5 Ki Ki K Ky
| K Kb KL OKE KK (F1)

ee ee ei ee ee ei
K41 K42 K43 K44 K45 K46
ee ee ei ee ee ei
KSI K52 K53 K54 KSS K56
ie ie ii ie ie ii
_Kél K62 K63 K64 K65 Ké()_

em que, os indices eeg, €, ie e ii nos elementos da matriz indicam a relagéo
destes elementos com os graus de liberdade externos e internos.
Desta forma é possivel montar as seguintes submatrizes a partir da matriz

K, conforme equagoes (F.1) e (5.2.22):

(5.2.22)
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K3
K5
ks
kS

K
K5,
K
K%,

ie
K32
ie
K62

il
K36
ii
K66

t t
k'EAc 0
ee St
Kis I EI(Sc + Cs)
Kee 0 -
25 | _ 1-Cc
Ke| | _k'EA 0
Kss s'
0 _KEI(S +5)
L 1-Cc
0 0
k*EISs k*EI(C -c)
1-Cc 1-Cc
0 0
_KEI(C-c)  K’EISs
1-Cc 1-Cc
. 4 k’EISs
Ky K _ 1-Cc
K& Kl | K?EI(C -c)
1-Cc
KEI(-Sc+Cs)  kEI(S —s)

1-Cc 1-Cc
KEI(S —s)  kEI(-Sc+Cs)
1-Cc 1-Cc

170

t
k J;L:A 0
S
_KPEI(S +5)
1-Ce | (F.2)
k'EAc'
0
St
0 k*EI(Sc + Cs)
1-Cc i
(F.3)
_K’EI(C-¢)
1-Cc (F.4)
_ k*EISs
1-Cc
(F.5)

Sendo a equacgdo da matriz de rigidez condensada dada pela seguinte

Ky Ky
K | K Ks
ee
K K
K5y K5
K
K3,
Kff = Kei
43
L K5
K
Kie = ie
_Kél
K,
K. = ii
_K63
equacao:

K _Kee _KeiKiiilKie

cond —

(F.6)

entdo, a matriz de rigidez condensada efetiva do elemento de viga é igual a:

[ k'EAc!

cond = ktEA

0
_1EEI(S -s)
2 Ss (F.7)
0

t
0 k f;A

S

1 K*EI(Sc - Cs) 0

2 Ss

t t
0 k Ez:lc

N

_1EEI(S —s) 0

2 Ss

1 k*EI(Sc—Cs)

2

Ss

que é a matriz de rigidez efetiva do elemento de trelica bi-dimensional, cuja

expansao em série de freqiiéncia leva a equacao (5.2.25).
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
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Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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