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Resumo

Neste trabalho é proposta uma classe de modelos paramétricos para estrutura a termo
de taxa de juros (ETTJ) em que diferentes segmentos possam ter caracteristicas préprias,
porém nao independentes, o que é condizente com a teoria de preferéncias por Habitat. O
modelo baseia-se em Bowsher & Meeks (2006) onde a curva é determinada por um spline
cibico nas yields latentes, mas difere no sentido de permitir diferentes funcées de classe C2
entre os segmentos, ao invés de polinémios cibicos. Em particular usa-se a especificacao
de Nelson & Siegel, o que permite recuperar o modelo de Diebold & Li (2006) quando nao
h4 diferenciagao entre os segmentos da curva. O modelo é testado na previsdao da ETTJ
americana, para diferentes maturidades da curva e horizontes de previsao, e os resultados
fora da amostra sdo comparados aos modelos de referéncia nesta literatura. Adicionalmente
é proposto um método para avaliar a robustez da capacidade preditiva do modelos. Ao
considerar a métrica de erros quadraticos médios , os resultados sao superiores a previsao
dos modelos Random Walk e Diebold & Li, na maior parte das maturidades, para horizontes
de 3,6, 9 e 12 meses.
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1 Introducao

A importancia da modelagem da ETTJ é clara por ser um pilar na determinagao de preco dos
ativos, decisoes de investimento ou na criagao de instrumentos financeiros. Existem diversas
classes de modelos, que podem ser mais adequadas de acordo com a necessidade dos agentes.
Institui¢oes financeiras, no papel de intermediadoras do mercado (como exemplo tesouraria
de bancos comerciais), tomam posigoes (brutas) didrias que sdo muitas vezes bem superiores ao
préprio patrimoénio liquido. Surge assim a necessidade de hedge didrio onde os modelos que ajus-
tam os precos observados perfeitamente, sao mais demandados. Para instituigoes responsdveis
por gestao de recursos, sejam de terceiros ou mesmo préprios, as estratégias sao geralmente de
prazo mais longo, fazendo com que modelos com consisténcia intertemporal sejam mais adequa-
dos. Ainda sob ética de gestdo, modelos que consideram varidveis macroecondémicas possuem o
apelo de permitir que os gestores incorporem suas expectativas sobre as futuras varidveis macro
na determinacao da curva futura.

Embora muito tenha sido feito no desenvolvimento destes modelos, a literatura diretamente
voltada a previsdo néo é tao extensa. Alguns trabalhos importantes nesta area foram feitos por
Fama & Bliss (1987), Cochrane & Piazessi (2005) , Diebold & Li (2006), Bowsher & Meeks
(2006) e Kargin & Onatski (2007). Os dois primeiros olham para as taxas forward para prever
comportamento das taxas spot (Fama & Bliss ) e excesso de retorno dos titulos de renda fixa
(Cochrane & Piazessi). A previsdo das taxas futuras diretamente é analisada pelos demais. Diel-
bold & Li (2006), basearam-se na estrutura de componentes exponenciais proposta por Nelson
& Siegel (1987), onde a dinamica da curva é dirigida por um vetor de parametros tridimensional.
Suas principais vantagens sdo a parcimdnia do modelo, a interpretacao destes fatores e os bons
resultados fora da amostra, especialmente para horizonte de 12 meses, que supera uma am-
pla classe de modelos alternativos. Bowsher & Meeks propuseram um modelo Functional Plus
Noise (FSN) em que a curva de juros é dirigida por um polindémio cibico em taxas latentes,
onde os resultados mostraram-se superiores aos apresentados por Dielbold Li para previsoes um
més a frente. Kargin & Onatski utilizaram uma técnica de autoregressdo funcional, em que
decompoem a ETTJ em fatores preditivos e obtiveram uma melhora nos resultados em relagao
a modelos que extraem os fatores principais. Uma outra abordagem na literatura de previsao
é a incorporacgao de varidveis macroeconémicas no modelo de ETTJ, com destaque ao trabalho
de Ang & Piazessi (2003) que foi um dos precurssores desta abordagem. Diebold, Rudebush
& Aruoba (2005) incorporam aos fatores latentes gerados pela especificagdo de Nelson & Siegel
(1987) indicadores de atividade real, inflagdo e instrumento de politica monetéaria encontrando
evidéncias do efeito da inclusao destas varidveis na explicacao de movimentos futuros da ETTJ.
Monch (2006) usa a taxa curta de juros e os componentes principais de um conjunto extenso
de varidveis macroecondmicas como fatores que explicam a ETTJ, conseguindo bons resultados
fora da amostra em especial para maturidades curtas.

Fama & Bliss sugerem que modelos com melhores caracteristicas no cross section possuem
piores implicagoes preditivas. Na mesma linha, Cochrane & Piazessi mostraram que, embora 3
fatores representem os principais movimentos da ETTJ, um quarto fator com pouca influéncia
nestes movimentos é relevante ao se considerar exercicios de previsao. O foco deste trabalho
serd desenvolver um modelo estatistico que possua boa propriedade no ajuste em cross section
e ao mesmo tempo consiga gerar resultados satisfatérios na previsdo de taxa para horizontes
distintos (de 1 a 12 meses a frente). O modelo proposto possui como ingrediente principal a
segmentacao da ETTJ, de tal forma que partigoes da curva possam ter dindmicas proéprias,
mas nao independentes. Esta abordagem é motivada pela hipdtese de segmentagao de mer-



cado de Culberstson(1957), em que investidores heterogéneos possuem forte preferéncias por
determinadas maturidades. Os exemplos cldssicos para esta teoria sdo a demanda dos fundos
de pensao por titulos com maturidades longas, enquanto que empresas de bens de consumo se
importam apenas com maturidades curtas, dada a caracteristicas de seu passivos. No trabalho
de Vayanos & Vila (2007), uma evidéncia neste sentido é observada no periodo em que houve
uma reforma regulatéria nos planos de previdéncia da UK, que gerou implicagoes diretas sobre
as caracteristicas da ETTJ apenas nas maturidades longas.

A principal critica desta teoria, apontada por Cox,Ingersoll & Ross(1985) é a implicagdo
que titulos de maturidades semelhantes (e com mesmas caracteristicas) possam ser negociados
a precos bem diferentes. Uma teoria menos extrema é baseada na teoria de Preferéncia por
Habitat. Vayanos & Vila (2007) formalizam um modelo em que a economia ndo possui apenas
investidores heterogéneos (no sentido de demandarem taxas em maturidades diferentes) mas
também h& arbitradores avessos ao risco. Assim, por um lado existe uma a forga atuando
em diferentes maturidades caracterizada por demandas heterogéneas, mas ao mesmo tempo
as taxas nao sao completamente independentes pois existem arbitradores que se aproveitam
das distorgoes, garantindo que titulos com maturidades semelhantes sejam negociado a precos
parecidos.

O segundo ingrediente do modelo serd a forma de incorporar a segmentacao na construgao da
curva. O modelo de Bowsher & Meeks(2006) assume que a ETTJ é caracterizada por uma fungao
latente construida através da metodologia de spline cibico sobre as yields latentes. Repare
que, ao usar esta formulagdo, cada segmento da curva é determinado por polindémios cibicos
com coeficientes distintos, conectados por restricbes de continuidade e suavidade nos nés dos
segmentos. Estas restrigoes sao coerentes com a teoria de Preferéncias por Habitat no sentido
de conectar os diferentes segmentos de forma suave, agindo na mesma direcao dos agentes
arbitradores que impedem que titulos com maturidades semelhantes difiram muito nos precos.
Neste trabalho, a construcao da curva serd semelhante, com a diferenca que permitira diferentes
funcdes de classe C? em cada segmento. Por fim, o terceiro ingrediente serd escolher dentro
da classe de funcoes C2, uma funcdo que se adeque bem para a modelagem da ETTJ tanto no
ajuste cross section quanto para previsdo. Foi escolhida a forma paramétrica de Nelson & Siegel
que possui a vantagem de recuperar o modelo de Diebold & Li no caso em que os segmentos
forem homogéneos (mesmos coeficientes).

Os modelos que juntam estes trés ingredientes possuirdo 3 loadings e serdo denominados
modelos SL3 (segmented loadings), onde a segmentagio sera caracterizada ao usar diferentes
fungbes entre os segmentos. Embora a especificacao inicial possua 3k coeficientes a serem es-
timados, a imposicao das restrigoes reduzird a dimensionalidade & apenas 3 fatores, que carac-
terizarao a dindmica da curva independente do nimero de segmentos k. Um segundo modelo
proposto é um subproduto do SL3, em que as restri¢gdes de continuidade e suavidade no ajuste
do cross section sao substituidas por restrigoes de igualdade dos pardmetros o que gera uma
segunda forma de segmentacdo, este modelo serd denotado por SL3.

Os modelos sao testados para previsao da ETTJ americana para diferentes horizontes de
previsdo. A avaliacdo da qualidade das previsoes usard a métrica adotada pelos trabalhos feitos
nesta drea (Diebold & Li, Bowsher & Meeks e outros) que consiste em analisar o Erro Quadratico
Médio das previsoes fora da amostra. Adicionalmente, é proposto um método de avaliagdo de
robustez destes modelos. Este método considera duas dimensoes diferentes, a primeira dimensao
consiste em variar o nimero de observagoes que serao usados para o exercicio fora da amostra
e a segunda dimensao avalia o comportamento dos resultados para diferentes janelas amostrais
de mesmo tamanho. Em particular, o modelo SL3 foi o que apresentou melhores resultados




para o periodo fora da amostra de 1994:01 a 2000:12, superando o modelo de Diebold & Li
(2006) e Random Walk na maior parte das maturidades, para os horizontes de 3,6 9 e 12 meses,
enquanto o SL3 — 3 foi o que se mostrou mais robusto sob o método proposto.

O trabalho sera organizado da seguinte maneira: a se¢ao 2 descreve o modelo, as especifi-
cagoes dos modelos alternativos que serao comparados, o método de previsao e a métrica que
serd usada para avaliagdo. Na secdo 3 serd feita a parte empirica do trabalho e a secdo 4 a
conclusao.

2 Revisao da Literatura

2.1 Diebold & Li (2006)

Especificam um modelo para a ETTJ que é uma variacdo do modelo de Nelson & Siegel' dada
por

1— ef)w‘r 1— e*/\tT o
Yi(T) = Bry + By <)\t7'> + Bay </\t7_ —e N > (1)
Bi,t-m/t =3¢+ /’%‘Bita 1=1,2,3 (2)

onde 7 representa a maturidade e ¢ o perfodo. Mostram que os coeficientes 5,, podem ser in-
terpretados como os fatores correspondentes ao nivel (5;,), inclinacdo (8y) e curvatura (8s,)
da ETTJ. O modelo ¢é estimado em 2 estdgios, primeiro os coeficientes sao estimados na dimen-
sao do cross section (equagao (1)), obtendo assim um série temporal. Em seguida, estimam-se
os coeficientes da dinamica (equagdo (2)) assumindo um processo AR(1) para cada fator in-
dividualmente. Para o exercicio empirico , assume-se que a série {\;} é constante com valor
dado exogenamente , o que torna o problema de estimac¢ao dos demais pardmetros linear, o que
simplifica bastante o procedimento computacional.

Testam o modelo para a previsao da ETTJ americana para horizontes de 1,6 e 12 meses. Os
principais resultados apresentados foram:

e Simplicidade da metodologia;

e boa aderéncia aos fatos estilizados como persisténcia no nivel das taxas, flexibilidade de
formatos da curva, maiores volatilidades em maturidades menores e baixa persisténcia
nos spreads;

e excelentes resultados de previsao relativos a modelos concorrentes nesta literatura, em
especial para horizonte de 12 meses.

2.2 Bowsher & Meeks (2006)

Definem a classe de modelos Functional Plus Noise (FSN) em que a ETTJ é dada por um fun-
cional latente acrescido dos termos de erro. O funcional é unicamente determinado por um spline
cubico natural nas taxas latentes avaliadas nos nés dos splines. O mapeamento destas taxas
latentes para as taxas latentes em outras maturidades é realizado através de uma transformagao

LOutras extensdes da classe de modelo de Nelson & Siegel sdo estudadas por Pooter (2007) onde sdo com-
parados resultados de ajuste da amostra e previsao para diversas variagdes desta forma paramétrica. Também
analisam diferentes métodos de previsao. Encontram resultados superiores & modelos concorrentes usando es-
pecificacao de 4 fatores e estimagdo em 1 estdgio usando Filtro de Kalman.



linear cuja matriz é deterministica. O modelo entao pode ser escrito na representacao estado-
espaco linear, permitindo o uso do Filtro de Kalman para computar a Quasi-Verossimilhaga
Gaussiana e, assim, a estimacao pode ser feita em um estdgio apenas (o que difere de Diebold &
Li (2006)). A curva observada ¢ portanto uma transformagao linear das taxas latentes acrescida
do termo de erro (equac@o de observagdo) e as taxas latentes possuem a dindmica dada pela
equacao de estado. Adicionalmente, como as taxas latentes s@ao cointegradas, a equacao de
estado é escrita na forma de modelo de correcao de erros onde os spreads das taxas latentes
aparecem como regressores. O modelo denominado FSN-ECM para a série temporal de taxas
observadas N-dimensional {y;(7)}._; é dado por

yo(1) = 53(7) + &0 = Wk, 7)y, + & (3)

Ay, = a(ﬁl'h — pig) + WAy, + vy (4)

onde S,(7) é o funcional latente e W (k,7) é a matriz deterministica que depende apenas das
maturidades 7 e dos nés k. Os detalhes da construgdo desta matriz estdo em Porier (1973,
pp.517-518). O vetor de cointegracio 3 é tal que 3y, representa os spreads das taxas latentes.
Variagoes desta especificagio geral foram testadas, a saber, varia¢oes no nimero de nés (5 ou 6)
e restrigoes sobre a matriz os coeficientes e sobre a estrutura dos erros.

Testam o modelo para a previsao da ETTJ americana para o horizontes de 1 més. Os
principais resultados apresentados foram:

e O FSN possibilita redugao de dimensionalidade na estimagao de tal forma que consegue es-
timar um nimero elevado de maturidades da curva sem aumentar o nimero de parametros
a serem estimados (a dimensao destes dependerdo apenas do nimero de nés fixados);

e excelentes resultados de previsao relativos & modelos concorrentes nesta literatura, entre
eles o de Diebold & Li, no qual é superior significantemente para o horizonte de 1 més
(mas nao comentam sobre previsoes de prazos mais longos);

e concluem que os spreads das taxas de fato contribuem na previsao, corroborando algumas
evidéncias neste sentido encontradas por outros autores.

2.3 Cochrane & Piazessi (2005)

Estudam a variagdo no excesso de retorno esperado de titulos de renda fixa (zero-coupon) do
governo americano. Encontram um tnico fator, dado por combinagao linear de taxas forward,
que consegue prever o retorno em excesso esperado para titulos com maturidades entre 1 a
5 anos com R? de até 44% (exercicios desta natureza feitos na literatura encontraram R? na
ordem de 20%, ver Fama & Bliss (1987) ) Este fator de previsao de retornos é néo correlacionado
com os movimentos associados ao nfvel, inclinagao e curvatura descrito pela maior parte dos
modelos de ETTJ. Fazem diferentes testes estatisticos como uma medida de avaliar a robustez
nos resultados encontrados nos quais destacam-se:

e Rejeicao da hipdtese das expectativas (nao previsibilidade) sobre diversos testes distintos,
todos avaliados & 1% de significancia;

e 20 passo que o quarto fator explica apenas 2% da variacao das taxas, consegue explicar
24% do retorno esperado dos titulos.

2Diebold, Rudebusch & Aruoba (2006) utilizam Filtro de Kalman.



2.4 Kargin & Onatski(2007)

Estudam a previsao de processos funcionais autoregressivos onde desenvolvem uma nova técnica
chamada Predictive Factor Decomposition (PFD) para estimar o operador autoregressivo. Esta
técnica consiste em encontrar uma aproximacao de posto reduzido para este operador, com a
métrica de minimizar o quadrado da norma dos erros de previsao. O método é ilustrado com
um exemplo da estrutura a termo das taxas futuras de Eurodollar. O modelo é dado por:

Jeen = plfe] +etqn

Onde f; um elemento do espago de Hilbert H, p um operador linear limitado em H e ; ¢ um

H — ruido branco forte. A estimagdo consiste em encontrar o valor futuro de f;11 que resolve:

_ . 2
I}:HHE Hft+1 - ft+l(f1, f27 sy fn) ‘

ft+1

Uma aproximagao razodvel da solugao é p[fi], onde p é um estimador consistente de p. A
principal dificuldade em estimar p é sua infinita-dimensionalidade. Como apenas um nimero
finito de dados é observado, é necessdria uma técnica de reducdo de dimensionalidade. A técnica
de PCA usa os primeiros autovetores do operador de covaridncia amostral como base para a
redugdo de dimensionalidade. Os autores argumentam que este método nao é o mais adequado
para a previsao pois o maior autovetor associado ao operador de covaridncia de f; nao serd
necessariamente o autovetor que possuird melhor capacidade preditiva para f;y,. Como exem-
plo citam a literatura que relaciona aproximadamente 95% dos movimentos da ETTJ aos trés
principais componentes ao passo que recentes pesquisas (Cochrane & Piazessi (2005)) destacam
que fator adicional & estes trés com pouca relevancia na explicacdo dos movimentos possui alta
relevancia na previsdo. As principais contribuigoes obtidas foram:

e Desenvolvimento da nova técnica para estimar o operador autoregressivo;

e na se¢ao empirica, para uma amostra relativa & um periodo de crescimento normal, o PFD
supera o método de componentes principais e consegue resultados semelhantes & modelos
desta literatura,

3 Modelo

Conforme exposto na se¢do anterior, o modelo de Bowsher & Meeks (2006) assume que a curva
pode ser descrita por um funcional latente acrescido dos termos de erro. O arcabougo do
modelo SL3 basea-se nesta estrutura flexibilizando este funcional para ser combinacao linear
de diferentes funcdes de classe C? entre os segmentos. Um ponto importante é que Bowsher
& Meeks usam o polindmio cibico justificando que é a forma funcional que minimiza o penalty
sobre a suavidade (dada pela integral do quadrado da segunda derivada da funcio) entre todas
as funcoes de classe C?. Repare que a generalizacio nao serd no sentido de permitir outras
funcdes de classe C? e sim permitir que segmentos distintos possuam funcdes distintas. Esta
distincao é fundamental para gerar o efeito de segmentagao nos parametros. A especificagao
geral do modelo SL3 é dada por

Yi(r) = Sy(1) + e, = Z(k,7)0; + &



975 == G/+b9t,1 + vy

A construcado da matriz Z , as caracteristicas dos vetores de fatores latentes §; e modelo
de estimagdo sdo os objetos que serdo tratados nesta se¢do. O modelo serd estimado em dois
estdgios, o primeiro estdgio envolve a estimacdo dos fatores no cross section e o segundo a
estimagao dos parametros autoregressivos que determinam a dindmica destes fatores.

3.1 Especificagao do Modelo

Seja = a maturidade e [0,T3] o intervalo de maturidades para qualquer perfodo, onde Ty
deve ser superior a qualquer maturidade da amostra. O primeiro passo consiste em especificar
o conjunto de nés do modelo,

A(k) = {0 <7 <..< l’k_l}, Tip_1 < xp =Ty

onde k£ — 1 nés particionam o intervalo em k segmentos. Este conjunto serd o mesmo para todos
os perfodos e modelos que usam este arcabougo. A estrutura a termo para o periodo ¢ (cujo
indice sera ocultado nesta segdo), serd dirigido por um funcional latente f(-) :

k
f(@) =) fi(@)xa, (5)
i=1
onde X 4, representa a funcio indicadora do conjunto A;.dado por

A { [0, z1], 4 = 1 (6)

(:cz-,hmi], Z:2,...,k5
e as fungdes f;(-) sdo da seguinte forma:

fZ(Q?) = alerzgl(:c)Jrczhz(x), ai,bi,ci ER, 1= 1,...,k (7)
s.a.  gihi € C?*(A;) + restrigdes , A; é o fecho de A;

O segundo passo serd a imposi¢do de restrigoes que garantam a continuidade e suavidade
deste funcional. Como no interior dos segmentos as funcoes sio de classe C?, basta impor
restrigoes sobre as jungoes dos segmentos (conjunto de nés A(k)), que serdo dadas pelas equagoes
(8),(9) e (10):

fl(acl) = fi+1<xi), 1= 1, ceey k—1 (8)
fz/(xl) = fi/+1(xi)7 i=1,.. k-1 (9)
fille) = flal@),  i=l.,k-1 (10)

A flexibilizagao gerada pela escolha de fungoes distintas permite que cada segmento tenha
uma dindmica prépria, embora nao independente, uma vez que as restrigoes conectam estas
dindmicas, o que gera uma analogia a teoria de preferéncia por habitat. O sistema de restrigoes
pode ser reescrito matricialmente por

RB=0 (11)

onde

/

,3(3k><1)=[a1 by ¢ ... ap bg Ck] (12)



e, definindo os seguintes vetores linha para simplificar notagao

Xi(z) = [1 g(2) hi(z) ] (13)
Xi(z) = [0 gi(x) hi(x) ] (14)
Xyz) = [0 g (@) hi(z)] (15)
temos que R é dado por:
[ Xi(z1) —XE(z1) 03x1 oo 03x1 03x1 03x1
031 XP(xa) —XP(z2) ... 0351 O3x1 03x1
O3x1 03x1 O3x1 v Ogx1 XPNake1) —XF(zeen)
X3(z1) —X3(z1) 03x1 oo 03x1 03x1 03x1
Rise—1)1x3k) = : : : . : :
03x1 03x1 03x1 oo 031 X5 M(ai1) —XE(eoa)
Xi(z1) —X3(x1) 03x1 v 03x1 03x1 03x1
L O3x1 03x1 03x1 wo O3x1 X5 Y(ap) —XF(eo1) |
(16)

Note que embora o funcional latente esteja definido para todo o intervalo [0, T], a estimagao
dos parametros que o definem somente terd um conjunto finito de taxas observéiveis que serao
dadas pelo vetores Y e 7 (respectivas maturidades)

Y = [y - ym | (17)

o= [t - tum ] (18)

A matriz que faz o mapeamento das maturidades observadas nos respectivos segmentos serd

denotada por W(;), uma forma de interpretar esta matriz é que sao os loadings factors distintos

para cada segmento caracterizados por Xi(x),xz € A;. A construcdo desta matriz é detalhada a
seguir:

Dado (y;,t;) € Y x 7, entao 34 tal que t; € A;. A j — ésima linha’ de W) é definida por

Wiry(G,:) =] 03x1 -+ Osx1 Xi(7;) Osx1 -+ Osx1 | (19)

onde é denotada por matriz dos loadings originais (para distinguir da matriz de loadings com
restri¢oes embutidas, que serd visto mais a frente). Como exemplo, seja o conjunto de taxas
Y = {y1,y2,y3} com as respectivas maturidades 7 = {t,%2,t3} em que

0 < ti<x
Tiog < ta <y
Tp_1 < t3<xp

3Supondo M — 1 > i(tj) > 2



entao

Xll(tl) 03><1 03><1 O?’Xl 03><1 03><1
W(T) = O3><1 OSXI T O3><1 Xi(tQ) 03)(1 e O3X1
O3%1 O3x1 -+ Osx1 03%1 O3x1 --- Xf(tg)

O modelo possui a seguinte representacio matricial®
Y=Wpf+e sa. RS=0 (20)

Como as restrigoes sao em igualdade, é possivel incorpora-las diretamente na especificagao
de Y com um pouco de dlgebra matricial. Note que a dimensao de R é 3(k — 1) x 3k. Como
por construcao, as 3(k — 1) linhas de R séo linearmente independentes, o posto de R é igual a
3(k—1),0 que permite particionar esta matriz em uma submatriz quadrada de dimensao 3(k—1)
com posto cheio e seu complemento com dimensao 3(k — 1) x 3.

R=[R R, ]
entdo, usando o fato de que R; é inversivel, pode-se reescrever a restri¢ao (11.):
RiB1+ Ry =0

B1 = —Ri ' Raf3, (21)
Reorganizando (20), e substituindo (21):

Y =WiB, + Wafy +¢
Y =ZB, +¢ (22)

onde Z(;) ¢ denominada matriz de loadings restritos, dada por:

Z. ., =(Wy—WiR'Ry) (23)

nx3

A equagdo final (22) possui além dos 3 parametros (35), os pardmetros que definem as
fungoes em cada segmento. Estes pardmetros adicionais tornam o problema de estimacao nao
linear o que torna a estimacao muito mais custosa e complexa em termos computacionais. Neste
trabalho, estes pardmetros serao tomados exogenamente implicando que a matriz Z deve ser
exdgena, o que torna o problema linear em (5. A incorporagdo das restri¢des implica em
uma reducdo da dimensionalidade (se k& > 1), passando de 3k para apenas 3 pardmetros a
serem estimados (considerando o problema linear). Essencialmente, isto é reflexo de o modelo
possuir 3k parametros , 0 = {a;,b;,c;}F_, e 3(k — 1) restrigdes, o que resulta em 3 parametros
livres, independente do nimero de nés escolhido. Note que esta implicacao é desejdvel uma
vez que existe um consenso na literatura que 3 fatores explicam a maior parte dos movimentos
da curva, sendo interpretados como nivel, inclina¢do e curvatura (Litterman & Scheinkman
(1991)). Porém, como notado anteriormente um nimero maior de fatores pode ser importante
para previsdo (ver Cochrane & Piazessi), por isso caracterizaremos modelos com mais fatores
livres em trabalho subsequente.

Na secao empirica, serao considerados trés casos particulares dos modelos SL3:

40 subescrito indicando qual conjunto de maturidades a matriz W ¢ avaliada serd ocultado pois neste trabalho
este conjunto serd fixo para todos periodos, vale ressaltar que a metodologia pode ser implementada com conjunto
de maturidades variando no tempo diretamente.
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e Modelo 1: Dielbold & Li

¢ =S ey (24)

e Modelo 2: SL3

A formulacao geral é baseada no modelo de Dielbold & Li, alterando-se os factor loadings
de tal forma a permitir diferentes formas funcionais para cada segmento. Embora isto gere
uma, descontinuidade nas jungoes destes loadings, as restricoes impostas garantem que a
curva continuard continua e suave. Os loadings restritos neste caso serao continuos. Neste
modelo, a segmentagao pode ser observada pelo valor dos pardmetros dos 3k parametros
que serao diferentes entre si, embora todos sejam combinacoes lineares dos mesmos 3
fatores livres (denote v5,;). Como exemplo, se a1(y) # az(7), entdo a interpetragdo é que
o fator associado ao nivel da curva no primeiro segmento é diferente ao fator associado ao
nivel no segundo.

O modelo é dado por

( ) e—Aibi(w»P) . 1 & (25)
(T = , t=1,.,
I ENERY
6*)\‘1’1(17»17)
hi(z) = ——— —e @) =1,k 26
@) = S 26)
ondepeRe
8¢, (x,p)
L\ — T 2
“owdp 0, Vzel0,Tuy] (27)

Uma forma natural seria assumir a formulagao original e permitir que o parametro \, variasse
com o segmento %, que pode ser obtida com a especificacao trivial®. A vantagem da especificacao
¢;(z,p) é permitir uma diferenciacio para todos os segmentos através de um tnico parametro
p e permitir formatos um pouco mais flexiveis (é possivel tirar o peso de maturidades longas
sobre o expoente). Neste trabalho adota-se a seguinte forma funcional para ¢:

¢i(@.p) =@ -aia(l-p), @€ (28)

As implicagoes da escolha deste formato de ¢,(-) sobre os loadings sdo discutidas na segao
empirica. Como exemplo, fixe um 4, a restrigdo (8) fica:

e~ Azi—zi1(1-p)] e~ AMzi—zi1(1-p)]

4D ) _ o Azi—zi—1(1-p)]
@it ‘N — i1 (1= p)] e [A[Q?i —zia(-p)] ©

e—)\x,zp €—>\-’Cip .
= ai+1+ bi+lm + ciq1 { oy € M’p}

e Modelo 3: SL3

As fungoes escolhidas para os segmentos sdo as mesmas do modelo SL3. A diferenga é no
tipo de restrigao pois impoe-se a igualdade dos coeficientes de segmentos distintos, isto &,

5 i
O¢i(xzp) =N

11



a; = aj,b; =bj e c; =c¢; Vi,j € {1,...,k}. A segmentacao neste caso seré diretamente na
curva, ou seja, os coeficientes serao iguais, mas os loadings restritos terao descontinuidades
geradas pela segmentagao, implicando em descontinuidade na curva. Embora seja uma
caracteristica indesejdvel em termos de ajuste do cross section, este modelo é suavizado
na etapa de previsio e gera resultados bem interessantes fora da amostra. A matriz R
possui a mesma estrutura da matriz R (ver matriz (16)), s6 que é avaliada em outros

vetores linhas yz(x) = X, (independentes do segmento e o valor ndo depende mais de z)

dados por:
X = [10 0] (29)
X, = [0 1 0] (30)
Xs = [0 0 1] (31)
e portanto , R ¢ dado por
[ X1 —X1 Oaxa o Ozxa Ozxr O3xa ]
O3x1 X1 —X1 ... O3x1 Ozx1 Osx1
O3x1 O3x1 O3x1 - Ozxa X1 =X
_ Xo —Xo O3x1 .« O3x1 O3x1 Osx1
Riag-1)x@r = : : —_— : : : (32)
O3x1 O3x1 Osx1 .. O3x1 X, —X»
X3 —X3 03x1 .. O3x1 Ozx1 Osx1
[ O3x1 O3x1 O3x1 ... Osx1 Xz —X3 |

3.2 Estimagao no Cross Section

Os parametros 5 ,A e p podem ser estimados através do procedimento de minimos quadrados
nao lineares. Diebold & Li propoe, entretanto, um procedimento mais simples, que consiste em
fixar o valor do parametro A e estimar os coeficientes no cross section por minimos quadrados
ordindrios. Seguindo esta metodologia , A serd fizado ex ante assim como o parametro p para os
modelo SLs, implicando que o processo de estimagao se reduz ao vetor de parametros 3. entao,
para A e p fixos (equivalentente a dizer que a matriz Z da equagido.(22) é exogena), o problema
é dado por
min(Y — Z8,)/(V - Z5,)
2

cuja solugao serd um vetor com 3 pardmetros:
Bo=(2'2)12'Y

O modelo SL3 ¢ calculado de maneira andloga exceto que a matriz Z da equagao (22) &
denotada por Z ao substitui as as restricoes por R, com o estimador deste modelo denotado por

By. O vetor de parametros do modelo de Diebold & Li, que serd usado para comparagido dos
modelos serd denotado por 3, que é obtido de forma andloga dada pelos loadings da equagao

(1).
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3.3 Previsao da curva

Agora serd adicionada & notacdo dos pardmetros o indice t referente & data da observagao Y.
A extracao dos coeficientes descrita na se¢do anterior serd realizada para cada data ¢, gerando
assim uma série temporal para os vetores de coeficientes, que sera denotada por {#:}/_,, onde
i € {1,2,3} representa o modelo e ] = [3;9? = E% e 0} = By, . O escalar J ¢é o tamanho da
amostra que serd usada na estimagao.

A partir destas séries, pode-se inferir sobre a dindmica e previsao dos coeficientes e, conse-
quentemente, da ETTJ. Defina, para uma data fixada j, a amostra de tamanho J por

Cj={0j-y41,..,05-1,0;}

Gera-se uma previsao h passos a frente através do operador F; ,’l()
; i
Fi(C5) =054 (33)

onde h representa o horizonte da previsdo. A previsao dos coeficientes, dada pelo operador
F, ,i() pode ser por métodos variados, sejam lineares ou nao. Os modelos que serao adotados
neste trabalho serao descritos na secao empirica. Uma vez obtido a previsao dos parametros, o
mapeamento para a previsao das taxas serd dado por:

~ ~i

Yiin = Z19j+h (34)

Repare que, independente do modelo, o mapeamento das taxas nos coeficientes estimados é

linear o que facilita a implementagao. Como exemplo, serd usado como benchmark o modelo
"random walk", indexado por ¢ = O:

~i

~ ~0
00 = FQ(C) =Yy 5 20 = Ty = Vi = 280, = InY; = Y,

3.4 Meétodo de Avaliagao dos Modelos

O exercicio que serd feito é a previsao das taxas para um conjunto de maturidades da curva,
para diferentes horizontes (h). As avaliagoes serdo feitas sob trés métricas: a magnitude dos
erros de previsao, a comparagao relativa com a previsao "random walk” e a consisténcia destes
resultados sob diferentes periodos amostrais. O método de avaliagao é descrito abaixo:

Seja A = {Yy,Y1,,..., Y7} a amostra completa, onde Y; € RM & o vetor de taxas observadas
para M maturidades. Defina o tamanho J da subamostra de estimacao deste conjunto, e denote
por A; , onde j < T — h é o indice do periodo final da subamostra, por:

A ={Y,_j41,..,Y;-1,Y;}

Para esta subamostra vamos estimar um conjunto de coeficientes C'; e consequentemente uma
previsao um passo a frente }A/J’ 1, (ver segdo 3.3). Define-se o vetor de erros de previsao do modelo
i, um passo a frente por N

€irn = Yi+n — Yi
e N como o nimero de observacoes que serao usadas para fazer a avaliagao da previsao fora da
amostra. Assim, gera-se uma série de tamanho N

{efu+h}zu+:]}771 onde j+N-1<T

na qual serao baseados os critérios de avaliagao.
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3.4.1 1* métrica - Erros Quadraticos Médios (EQM) Relativos

Repare que e§ in € RM isto &, para cada j fixado, tém-se os erros de previsdo para M maturi-
dades da curva. Denote E; , € RN como o vetor de erros da m — ésima maturidade referente
ao modelo 7, para previsao h periodos a frente, entao

ir i

BQM;,;, = =50 =1, M =01,

O segundo passo é avaliar o EQM do modelo ¢ em relagao a algum benchmark, que serd
indexado por b. Valores negativos representam melhoras percentuais em relacao ao benchmark.

i _ QM , — EQM,, ,
= ; m=1

el EQM}, 7

M i=0,1,.. (35)

PEEY)

E comum na literatura usar a previsio por "Random Walk" como este benchmark. Este
modelo serd indexado por b = 0.

3.4.2 22 meétrica - Método de Robustez para Amostras Distintas no tamanho ou
no periodo

A métrica anterior avalia apenas um periodo especifico com tamanho N. O método proposto
consiste em avaliar os resultados para tamanhos e periodos amostrais distintos, ou seja, se o
experimento for repetido para amostras diferentes, serd que os modelos preservam suas quali-
dades de previsao? Esta é uma caracteristica desejdvel pois constitui uma forma de verificar a
robustez destes modelos.

Para fazer a avaliacio de um modelo i, deve-se fixar os parametros® N, J,j,b,i,h. Para
simplificacdo de notagdo, faca Y = {N,J,b,4,5, h}.Assim, o valor (35) serd denotado por V,T.
Considere primeiro alterar a amostra variando K janelas amostrais consecutivas, ou seja, variar
o indexador de periodo do conjunto Y. Denotaremos T; o conjunto de indices fixados alterando-
se apenas o indice j = t. Neste exercicio, hd duas dimensoes que devem ser avaliadas, a primeira
sendo o periodo e a segunda a maturidade da curva. Gera-se entao uma sequéncia de valores

{Vrzt}g:];}{l , J2 Ky, m=1,..M (36)

que fornegera uma superficie nestas dua dimensoes. Esta superficie sera relativa ao benchmark
e portanto, pontos abaixo de zero indicam melhores previsoes relativas. Para sintetizar a in-
formagao em cada instante de tempo em apenas um escalar, propoe-se olhar também a média
entre as maturidades.

{VMTt}{:j,Kl y ] o= Ky (37)

M
1
onde VMt = MZVgt

m=1

60s ndices representam:

: tamanho da amostra de previsao
: tamanho da subamostra de estimagao
: periodo final da subamostra
: modelo benchmark
: modelo
: horizonte de previsao

;-s.cr'kxk‘z
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Considere agora o caso de variar o tamanho da amostra de previsao. Denotaremos T,
o conjunto de indices fixados alterando-se apenas o indice N = w. Novamente teremos uma
superficie represntada pelas diferentes maturidades e pelos diferentes tamanhos de amostras de
previsao.

VN k, » K2<N, m=1,.,M

e analogamente

— T,
(VM "} _n_k, Ko < N (38)

M
1
onde VMY» = MZV,E”
m=1

4 Avaliacao Empirica

Esta segao serd dividida em 5 partes, a primeira serd a descricao dos dados, a segunda uma
andlise dos loadings, a terceira e quarta parte serao a estimacao dos coeficientes e previsao das
curvas e por fim, na quinta parte serd a avaliagao da previsao dos modelos.

4.1 Dados

A base de dados utilizada foi a mesma usada no trabalho de Dielbold Li, j& tratada conforme
descrito em seu paper (2006), referente a taxa de final de més (média de bid-ask) dos titulos do
governo americano de cupom zero (zero cupom US Treasuries). O perfodo da amostra vai de
Janeiro de 1980 & Dezembro de 2000. As maturidades coletadas também seguem critério adotado
por estes autores, fixadas por toda a amostra em 3,6,9,12,15,18,21,24,30,36,48,60,72,84,96,108 e
120 meses. A figura 1 apresenta estes dados.

Estrutura a Termo da Taxa de Juros US

Taxa a.a.

" 10a

7a

L
1980 1982 Maturidades

Tempo
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Figural

4.2 Factor Loadings

Nesta se¢ao serd examinada a propriedade dos modelos SL3 (segmented loadings 3). Os load-
ings propostos pelo modelo de Nelson-Siegel sao polindémios com decaimento exponencial que
permitem uma interpretacao aplicada & modelagem de curva de juros. Conforme destacado por
Diebold & Li, o primeiro fator, por ser constante, pode ser visto com fator de longo prazo (nao é
afetado pela maturidade). O segundo comega em 1 e cai exponencialmente para zero na medida
em que a maturidade aumenta, sendo interpretado como fator de curto prazo. O terceiro fator,
comega em zero, é crescente inicialmente e, a partir de determinada maturidade, comega a cair
monotonicamente a zero, refletindo um componente de médio prazo. Os fatores associado &
estes loadings sdo associados ao nivel, inclinagdo e curvatura da estrutura a termo, conforme
interpretacao usual da literatura relacionada. No primeiro grifico da figura 2, sdo mostrados o
2° e 3° loadings deste modelo.

A hipétese de segmentagao da curva serd feita através da flexibilizagao nos loadings Considere
o segundo loading factor do modelo de Nelson-Siegel g;(z) = %,)\i = \Vi, uma primeira
maneira de usar a estrutura de segmentacao é usar um paramero \; distinto para cada particao
A;. Os loadings originais sao representados pela matriz W ( ver matriz (19) ), com dimensao n x
3k , onde g;(-) e h;(-) sdo dados pelos equagao (24). Note que, para uma maturidade arbitraria, a
respectiva linha da matriz possui trés valores diferentes de zero, referentes as colunas associadas
ao segmento que pertence. Para facilitar a visualizacao grafica , agrupamos esta matriz em um
matriz W com apenas 3 colunas. No segundo gréfico da Figura 2 mostra-se um exemplo para o
conjunto de nés Ay = {1,2,4,18,24,84} e A = {0.10,0.085,0.077,0.053,0.042,0.030}, ou seja,
A; decrescente entre as particoes.

Diebold & Li - lambda fixo (0.0609)

1 T T T T T
0.5} E
0 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
Diebold & Li - Lambda decrescente entre os segmentos
1 T T T T T
0.5} E
0 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
SL3 - lambda fixo (0.0609) e p=0.5
1 T T T T T
0.5 R
) ———
0 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Figura 2: Factors Loadings (por maturidade)

Embora a especificagao de \; distintos permita a descontinuidade, note que nao gera muita
flexibilidade pois o "salto"no loading nos nés , para valores de x; elevados, é muito pequeno.
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A forma alternativa é usar a classe de modelos SL, em que a descontinuidade nao atua sobre o

parametro A e sim sobre o termo da maturidade z. Recordando a especificagao do SL (secao
—A¢;(z,p)
[$]

3.1), o 2° loading é dado por g;(z) = So ) Com ¢;(x,p) = © — x;—1(1 — p), ou seja, no
limite com p = 0, o loading volta a valer 1, caracterizando um reset em cada né, enquanto que
para p = 1, a especificagao original de Nelson-Siegel ¢ recuperada (ndo ha descontinuidade nos
nés). Repare que, embora também seja possivel escolher A = 0, isto implicard em uma fungao
constante para todo = € A;, que ndo ocorre no caso de p = 0. Além disso optou-se por esta
formulagao por depender de apenas um parametro. Os loadings do modelo SL3, para o caso
de segmentacao em ambos, estao no terceiro grafico da figura 2. Uma potencial vantagem em
permitir a segmentagao ¢ diminuir a multicolinearidade existente entre os loadings, em especial
para maturidades longas, o que afeta a precisao dos estimadores.

Contudo, os loadings mostrados na figura 2 , em geral nao sao os loadings que serdo usados
para a estimagao. Conforme visto na se¢éo 3.1 a incorporagao das restrigoes altera estes loadings,
assim, deve-se analisar a matriz Z, para entender quais sao os loadings efetivamente atuantes:

Y=Wg+e sa R=0=Y=7Z0+¢

Nesta parte que os modelos SL3 e SL3 diferem. A transformacio da matriz W para a matriz
Z implica em uma redugao da dimensao de n x 3k para n X 3, para os dois modelos. Entre-
tanto no primeiro, as restri¢gdes de continuidade e suavidade impostas sobre o funcional latente
implicam que o loading restrito também serd continuo e suave, enquanto para o segundo, as
restrigoes (igualdade nos parametros) apenas replicam os loadings. Na figura 3a mostra-se esta
transformacao. Os valores de p sao aqueles que serao usados no exercicio de previsao fora da
amostra e o critério de escolha é descrito na secio empirica’.

Loading Original (W) SL3 (p=1.2) Loading Restrito (Z) SL3 (p=1.2)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
——
0.4 0.4
0.2 0.2
0 . . . . . 0 . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Loading Original (W) SL3barra (p=0.4) Loading Restrito () SL3barra (p=0.4)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
e
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Figura 3a: Loading Factor Originais (matriz W) e Restritos (matriz Z).

Nota-se que, dependendo do tipo de segmentagao imposta sobre os loadings originais, a multi-
colinearidade nos loadings restritos pode piorar (SL3 com p = 1.2). Uma alternativa natural ao

"Vale lembrar que, para mesmos valores de p, os loadings originais sdo os mesmos nos dois modelos (a matriz
W ¢ a mesma o que muda sdo as restrigdes R # R).
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SL3, é a segmentagao em um unico loading. Neste caso, o efeito sobre a reducao da multicolin-
earidade dos loadings tende a ser mais relevante, pois o salto em um loading nao é acompanhado
do salto do outro loading. Na figura 3b apresentamos os modelos SL3 — 2 e SL3 — 3 que repre-
sentam segmentagao imposta sobre o 2° e o 3° loadings originais respectivamente. Para efeito
ilustrativo, utilizamos p = 0.5 e também foi feita uma normalizacao nos Loadings Restritos de
tal forma que o valor maximo deles é igual a 1.

Loading Original (W) SL3-3 (p=0.5) Loading Restrito (2) SL3-3 (p=0.5)
1 1
—_—>
0.5 0.5
0 0
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Loading Original (W) SL3-2 (p=0.5) Loading Restrito (2) SL3-2 (p=0.5)
1 1 /
—_—>
0.5 0.5
. /X .
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Figura 3b: Loading Factor Originais (matriz W) e Restritos (matriz Z), para os modelos SL3
com segmentagao em apenas um loading original.

4.3 Estimacao

Serao avaliados 5 modelos:

e Diebold & Li (DL)
e SL3,SL3—2e SL3—3
e SL3

Repare que todos os modelos sao baseados na forma paramétrica proposta por Diebold &
Li, nos quais o pardmetro A determina a taxa de decaimento exponencial. Serd adotado um
valor fixo para A de 0.0609, baseado no paper de Diebold & Li(2006). Adicionalmente, para os
modelos segmentados, os valores fixados para p serao os valores escolhidos no exercicio dentro
da amostra que serd detalhado na subsegao de resultados. Usou-se p = 1.2 e p = 0.4 para os
modelos SL3 e SL3 respectivamente. Vale notar que, idealmente, A e p deveriam também ser
estimados, o que gera um custo computacional elevado, pois torna o problema nao linear.

Para o modelo SL3 , devido as restri¢des de igualdade, os coeficientes serdo iguais nos difer-
entes segmentos. A interpretacao da segmentacao é que mesmos coeficientes atuam sobre a curva
por segmentos de loadings distintos. No modelo SL3 a segmentacao possui uma intepretagao
diferente onde, embora o sistema seja reduzido a trés fatores, os 3k fatores originais podem ser
recuperados usando a equacdo (19). Para entender tal efeito, considere a curva de juros do dia
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31/08/1998, para o conjunto de nés Ay = {1,2,4,18,24,84}. Considerando o modelo SL3 com
p = 1.2, hd 6 segmentos e portanto serao 18 coeficientes originais, conforme mostrado abaixo:

Fatores Estimados (Restritos) Fatores Originais

1 fator 2 fator 3 fator Segmento | 1 fator 2 fator 3 fator
5.08 0.09 -0.54 1 5.45 -0.52 -0.86

2 5.31 -0.38 -0.70

3 5.20 -0.27 -0.56

4 5.10 -0.20 -0.31

5 5.07 -0.19 -0.24

6 5.08 0.09 -0.54

Aplicando-se a metodologia descrita na se¢do (3.2) , foram geradas as séries de coeficientes
de cada modelo. Na Figda, sao mostrados os gréficos da média das curvas geradas pelos modelos
e média das curvas observadas.

Ajuste das Curvas Médias no Cross Section (Jan/1982 a Dez/2000)

6.5 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
Maturidade (Meses)
30 de Junho de 1989 31 de Agosto de 1998
8.4
5.05
8.2 J 5
3, @ 4.95
8l o © O 4.9
000 q 4.85
o
7.8 : .
0 50 100
| O Taxa Efetiva DL SL3 SL3-2 SL3-3 . SL3barra |

Figura 4a: Ajuste dos Modelos na dimensao cross section, em relagdo & média observada no
periodo e em relacao a dias especificos.

Nota-se que o modelo SL3 nio funciona bem para o ajuste da curva no cross section, uma
vez que erra muito e possui caracteristicas indesejdveis como as descontinuidades nos nés. Estes
erros sao diretamente relacionados a restricdo de igualdade dos fatores entre os segmentos, ou
seja, o mesmo fator que atua sobre a parte curta da curva atua sobre a parte longa, mas o
loading é diferente, o que gera esse efeito. Entretanto, como serd mostrado adiante, possui boa
capacidade preditiva. O modelo de Diebold & Li apresenta um 6timo ajuste enquanto que os
demais sio muito semelhantes a este. E evidente que tal semelhanca decorre do fato que o
parametro p escolhido para o SL3 é muito préximo de 1, o que torna seus coeficientes muito
proximos. Os modelos SL3 neste caso, sdo apenas "perturbagoes"no modelo de Diebold & Li,
em que as diferengas médias nao passam de 2 pontos base, conforme mostrado na figura 4b,
primeiro grafico. Interessante que o comportamento das diferencas aparenta ter uma simetria
em relacao a distancia do parametro p de 1 (se p = 1, a diferenca nos trés modelos é zero).
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SL3 x Diebold & Li (media das curvas com p=1.2)
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Figure 4b: Diferenca das curvas estimadas médias no periodo de Jan/1982 a Dez/2000 entre os
modelos SL3 e o Diebold & Li, para duas escolhas do parametro p.

Os comportamento dos erros do modelo de Diebold & Li sao mostrados na figura 4c, note
que a magnitude dos erros é muito baixa, em torno de 5 pontos base, refletindo o 6timo ajuste
destes

Erro Médio por Maturidade da Curva
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Figura 4c: Erros médios por maturidade e evolugao dos erros absolutos médios para o modelo
de Diebold & Li

A seguir s@o mostradas as séries dos fatores estimados e a correlagao destes para os modelos
Diebold & Li , SL3 e SL3. A interpretacio de cada fator é feita diretamente associando &
nivel, inclina¢do e curvatura respectivamente (Litterman & Scheinkman(1991)). Um dos fatos
estilizados na literatura é que as taxas apresentam forte persisténcia, que é capturada pelo fator
referente ao nivel da curva enquanto que os spreads apresentam menor persisténcia, represen-
tados pelo fator relacionado a inclinagdo. Na figura 5, vemos que todos modelos capturam esta
dinamica, mas a diferenciagdo dos modelos segmentados é que o fator relacionado & inclinagao
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Diebold & Li

(2° fator) possui maior variabilidade. Em particular, o modelo SL3 apresenta menor correlagao
entre os fatores, o que talvez possa explicar a melhor qualidade na previsao.

100 150
SL3 (p=1.2)

e )

1
50 100 150
SL3barra (p=0.4)

20 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250
| 1° Fator ----=---- 2° Fator 3° Fator|
Figura 5: Série temporal dos fatores
Correlagéo dos Fatores
Diebold & Li SL3 (p=1.2) SL3barra (p=0.4)
1.00 1.00 1.00
-0.02  1.00 -0.24  1.00 0.02  1.00
022 022 1.00 0.17 -0.68 100 007 -0.01  1.00

Repare que a extracao destes fatores envolveu 252 estimacgoes distintas por Minimos Quadra-
dos Ordindrios. Uma forma de diagnosticar a qualidade destas estimagoes é olhar para a estatis-
tica t destes coeficientes. A série destas estatisticas foi significante a 5% em 100% dos casos (252
regressoes) para o fator associado ao nivel (intercepto), em todos os modelos. Contudo, para os
outros dois fatores, ha periodos em que estes nao sao estatisticamente significantes. A frequéncia
de estatisticas ¢ significantes para os 5 modelos analisados é reportada na tabela abaixo.

Modelo

Significantes a 10%

1 fator

2 fator

3 fator

Significantes a 5%

1 fator

2 fator

3 fator

Diebold Li
SL3
SL3-2
SL3-3
SL3barra

100%
100%
100%
100%
100%

96%
85%
96%
7%
96%

86%
84%
80%
84%
2%

100%
100%
100%
100%
100%

95%
81%
95%
73%

95%

7%
80%
73%
7%
65%

4.4 Previsao

Seguindo a metodologia apresentada na segdo (3.2) o primeiro passo é definir o tamanho da
amostra que serd utilizada para a estimagao. Como periodo inicial da amostra foi usado Jan/1985
e como periodo inicial de previsdo Jan/1994 (defina data como j + h). Assim, o tamanho da
janela amostral de estimacao serd a quantidade de perfodos entre estas datas menos o horizonte
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de previsdo, ou seja, J = 108 — h.O perfodo de previsdao sera de Jan/1994 a Dez/2000 (84
observagoes). Para cada modelo i e horizonte h deve-se gerar as séries de previsao dos pardmetros

B4 he{1,3,6,9,12), i€ {0,1,..,5) (39)

4.4.1 Modelos de Previsao dos Parametros

Seja I € {1,2,3} o indice de cada fator e i € {0,1,...,5} o indice da cada modelo, sendo que o
random walk é representado pelo indice 0. Serao avaliados 2 especificagoes lineares autoregres-
sivas de previsdo dos coeficientes dos modelos®:

il . il il =~ il
0t+h = a;;+ bz’,l'gt + Etap = Gt—i—h = a;, =+ b,;ﬁt s Vi (40)
, h—1
il il il —~ ~ \*k ~ \P i
Oir1 = aii+bi10" + v, = 0,4, =a;y (bi,l> + (bz‘,l) 0, vl (41)
k=0

onde h € {1,3,6,9,12},i€e {1,...,5}

As duas especificagoes caracterizam um processo AR(1) mas séo diferentes para horizontes de
previsao superiores & um meés (h # 1). Na primeira, os fatores associados a t 4+ h sdo regredidos
diretamente nos fatores defasados no horizonte, seguindo critério adotado por Dielbold & Li
(2006) em que basea-se no método de minimos quadrados avaliados na fung¢éo perda de previsao
h-passos a frente. A segunda especificagao é um AR(1) tradicional onde a previsao de h-passos
a frente é feita indutivamente. O modelo VAR também foi testado para a previsdo destes
fatores mas ndo apresentou resultados melhores. Diebold & Li justificam que embora o VAR
capture a relagao conjunta das varidveis, pode gerar um overfitting dentro da amostra o que
pode prejudicar a capacidade preditiva. Um segundo argumento a favor da especificagdo AR(1)
é a parcimoénia do modelo no sentido de implicar na estimagao de um nimero bem menor de
parametros.

Para a previsao serao estimadas 84 regressoes distintas, com mesmo tamanho de janela
amostral. Uma forma de diagnosticar a qualidade destes modelos é olhar para a autocorrelagao
dos residuos. Adotou-se olhar para 3 regressoes (1,42,84) que acreditamos ser representativas
das demais uma vez que as amostras diferem pouco (existe sobreposi¢do uma vez que é uma
janela moével). Na figura 6 , mostra-se as fungoes de autocorrelagdo para a regressao da primeira
janela amostral (que mostrou-se semelhante as regressoes 42 e 84), de cada um dos parametros
do modelo SL3 usando o critério (41). Para h = 1, os residuos sdo bem comportados, o que nao
ocorre para h = 12. Apesar disto, esta primeira especificagdo é a que serd usada para seguir a
metodologia proposta por Diebold & Li’.

8N3o se aplica ao modelo random walk.
9Temos uma nota comparando os resultados ao usar os modelos de previsdo (40) e (41).
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Figha: Fungoes de Autocorrelagdo para o modelo SL3 com h=1 e h=12

Uma vez obtidas as séries de previsao dos coeficientes, usa-se a equagdo (34) para obter
as respectivas séries de previsdes das M maturidades da curva {F}(Ck_p) 24;;];#7 Fi(C)) €
RM Um tratamento deve ser feito na previsio do modelo SL3, que como comentado antes, gera
uma curva com decontinuidade nos ndés. Assim, para este modelo, existe uma etapa adicional que
é impor as taxa previstas um formato de curva continua e suave. Adotou-se um spline ctibico,
que serd denotado por um operador S (descrito no apéndice) sobre as maturidades previstas:

~5

Vi = S(Z0FR(C)) = 5(Z06;1) (42)

4.5 Resultados

4.5.1 Escolha do parametro p nos modelos com descontinuidade nos loadings

Os modelos SL3 e SL3 requerem a definicio do pardmetro p. Definiu-se o critério para escolha
de p aquele que, para cada modelo, minimiza o erro quadratico médio de previsao em uma
subamostra de treino, dentro da amostra. O periodo de previsao dentro da amostra serd de
Jan/1988 a Dez/1993, e a janela de estimagdo comega com o periodo de Jan/1982 a Dez/1987
(ajustado para o horizonte de previsao, diminuido a janela amostral). O erro quadrético médio
foi calculado para previsoes com horizontes de 1, 3, 6 e 12 meses. O método de previsao dentro
da amostra usado para escolha dos parametros foi a equagao(41) por apresentar maior robustez
no sentido de o pardmetro melhor nao variar muito com o horizonte de previsao.

Parametro "p" 6timo dentro da amostra

Modelo (periodo 1988:01 a 1993:12)
h=3 h=6 h=9 h=12
SL3 121 121 121 121
SL3-2 1.16 121 0.10 0.10
SL3-3 1.16 1.21 1.21 1.16
SI3 barra 0.39 0.34 0.29 0.20
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4.5.2 Previsao Fora da Amostra

Para comparacao dos modelos propostos, serdo mostradas 3 dimensdes relevantes. A primeira é
olhar o comportamento dos erros de previsao para as maturidades da curva, fixado um horizonte
de previsao e um periodo. A segunda e terceira serdo justamente variar os horizontes de previsao
e os perfodos de avaliagao.

Nas tabelas 2a , 2b e 2c sao mostrados os resultados em termos de raiz do erros quadraticos
médios das previsoes no perfodo analisado (Jan/1994 a Dez/2000), para horizontes de 1, 6 e
12 meses, valores em azul e vermelho representam os melhores e piores resultados para deter-
minada maturidade. O primeiro ponto que deve ser destacado é que os os resultados obtidos
para previsao 1 més a frente ndo sao bons pois nenhum modelo consegue superar de maneira
significante os erros obtidos pelo Random Walk e hd uma dispersao entre os modelos no sen-
tido que nao ha como inferir qual tem melhor performance relativa. Para horizontes superiores
a um més, os modelos em sua maioria, erram em média menos do que a previsao por Ran-
dom Walk, indicando que a curva possui alguma informagao em seu comportamento passado
que ajuda a prever o comportamento futuro, caracteristica ja destacada pela literatura como
Cochrane/Piazessi, Fama, Diebold & Li, Bowsher & Meeks entre outros. O segundo ponto é
que os modelos SL3 geram resultados semelhantes (em magnitude e formato) por possuirem,
essencialmente, a mesma estrutura paramétrica a menos de pequenas modificacoes.

Horizonte de Previsao: 1 Maturidades (Meses)
més 3 12 36 60 84 120
Random Walk 0.18 0.24 0.28 0.27 0.26 0.25
(vies) 0.03 0.02 0.01 (0.00) (0.01) (0.01)|
Diebold & Li 0.17 0.23 0.27 0.28 0.27 0.25
(vies) (0.01) 0.05 (0.02) (0.06) (0.00) 0.03)
SL3 0.17 0.23 0.28 0.29 0.27 0.25
lvie) _ _ _ _ _ _ _ _ _|__@om_ _ o003 _ _ (008 _ _ (008 _ _ (002 _ _ (005
SL3-2 0.17 0.23 0.28 0.29 0.27 0.25
Kvie)  _ _ _ _ _ _ _ |- -0y __ 003 __ (005 _ (@07 _ _Q0) _ _ (005
SL3-3 0.17 0.23 0.27 0.28 0.27 0.25
wies) _ _ _ _ _ _ _ _ _|—_ 0 __ o004 (03 _ _ (07 _ _ (001 _ _ (0.03)
SL3 barra 0.18 0.22 0.28 0.29 0.27 0.41
(vies) (0.06) (0.01) (0.01) (0.10) (0.05) 0.14

Tabela 2a: Raiz do Erros Quadraticos Médios de Previsdo e vieses do erro (fonte menor) no
Perfodo de Jan/1994 a Dez/2000 para o horizonte de 6 meses

Horizonte de Previsdo: 6 Maturidades (Meses)
meses 3 12 36 60 84 120

Random Walk 0.60 0.78 0.87 0.86 0.81 0.75
(vies) 0.22 0.18 0.10 0.05 0.02 (0.02)
Diebold & Li 0.54 0.67 0.75 0.77 0.74 0.69
(vies) 0.09 0.16 0.00 (0.12) (0.11) (0.18)
SL3 0.53 0.66 0.79 0.82 0.78 0.73
Kvie) . _ _ _ _ _ _ _|o_00__005__ ©5__ (023 __ (020 _ _ 02
SL3-2 0.57 0.70 0.83 0.86 0.83 0.76
Wvie)  _ _ _ _ _ _ _ _|-_00__ o001 _ (@8 __ (028 __ 02 __ (029
SL3-3 0.49 0.66 0.76 0.78 0.75 0.70
Wvies) [ _00y__ 006 _ (05 __ (04 _ (013 _ (020
SL3 barra 0.51 0.66 0.72 0.72 0.71 0.66
(vies) 0.12 0.17 0.09 (0.07) (0.05) 0.12

Tabela 2b: Raiz do Erros Quadréticos Médios de Previsdo e vieses do erro (fonte menor) no
Perfodo de Jan/1994 a Dez/2000 para o horizonte de 6 meses
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Horizonte de Previséo: Maturidades (Meses)
12 meses 3 12 36 60 84 120
Random Walk 1.01 1.19 1.23 1.18 1.10 1.05
(vies) 0.42 0.39 0.24 0.13 0.06 (0.03)]
Diebold & Li 0.74 0.75 0.81 0.89 0.91 0.92
(vies) 0.13 0.21 (0.05) (0.26) (0.33) (0.48)
SL3 0.71 0.70 0.80 0.91 0.92 0.94
|vies)  _ _ _ _ _ _ _ _ | _ ¢ 012 _ _ 009 _ _ (021)_ _ (040) _ _ _(044)_ _ (055
SL3-2 0.87 0.96 1.02 1.04 1.00 0.97
[vies)  _ _ _ _ _ _ _ _|_(©22_ _ (39__ 026 __ 03 __ 03 __ _025
SL3-3 0.66 0.71 0.81 0.90 0.91 0.92
|vies)  _ _ _ _ _ _ _ _ | _ ¢ 002 _ _ 012 _ _ (009 _ _ (029 _ _ (035)_ _ (049
SL3 barra 0.79 0.79 0.78 0.82 0.79 0.70
(vies) 0.32 0.23 0.01 (0.25) (0.25) 0.05

Tabela 2c: Raiz do Erros Quadréticos Médios de Previsdo e vieses do erro (fonte menor) no
Periodo de Jan/1994 a Dez/2000 para o horizonte de 12 meses

Os modelos SL3, que impoem a segmentagao da curva, apresentaram bons resultados, onde
foram superiores na maior parte das maturidades da curva, para ambos horizontes analisados.
Embora a diferenca nao seja muito significativa, hd uma evidéncia a favor desta modelagem.
Para facilitar visualizagdo dos resultado apresentados nas tabela 2b e 2c, as figuras 6a e 6b
representam os mesmos resultados adicionando também os horizontes de 3 e 9 meses, s6 que
em termos relativos aos erros de previsdo do modelo benchmark (Random Walk). Valores
negativos representam ganhos percentuais em relagao ao erro médio do modelo benchmark,
sendo esta a métrica descrita pela equagdo (35). Nota-se que o formato dos ganhos relativos
é bem semelhante entre os modelos, caracterizados por menores ganhos nas maturidades mais
longas da curva, resultado encontrado por Diebold & Li e replicado pelos modelos SLs dado que
possuem mesma forma paramétrica. Um ponto importante é notar que o modelo SL3 difere dos
demais por manter o comportamento de erro mais estdvel entre as maturidades, o que implica
em melhores previsoes para a ponta longa da curva em relagao aos demais.

Horizonte: 3 meses
10% T T T T T

5%
/.
0
7
(5%) /};jég‘é\ e E
(10%) 1 B e —
(15%) |45~
(20%) A A . A A
0 20 40 60 80 100 120
Horizonte: 6 meses
0
(5%)
(a0%) -+ W [
(15%) f-= T S — L ommmee=Tl
) e At . .
0
0 20 40 60 80 100 120
[ —— Dievold & Li SL3 SL3-2 5133 — — — SI3bama - = - Random Walk |

Figura 6a: Percentual de Erros Quadréticos Médios de Previsao dos modelos relativos ao
modelo Random Walk para os horizontes de 3 e 6 meses

Uma outra maneira de comparar os modelos é olhar na dimensao dos horizontes de previsao.
Para este periodo fixado, os modelos preservaram a ordenagao para horizontes distintos, com
o SL3 obtendo os melhores resultados. Mas vale ressaltar que os parametros escolhidos para
cada horizonte foram independentes, embora para alguns modelos foram bem parecidos. O
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modelo que apresentou o pior resultado foi SL3 — 2 (descontinuidade no loading de inclinagéo)
e, inclusive, foi o mais instdvel na escolha do pardmetro dentro da amostra.

Horizonte: 9 meses

100 120
SL33 - - - - SL3 bara |

SL3-2

| = = = -Random Walk —+— Diebold & LI ——— SL3

Figura 6b: Percentual de Erros Quadraticos Médios de Previsao dos modelos relativos ao
modelo Random Walk para os horizontes de 9 e 12 meses

Outra dimensdo que deve ser olhada como medida de robustez dos modelos é o comporta-
mento dos erros de previsao destes modelos para diferentes tamanhos e janelas amostrais. Os
resultados obtidos anteriormente eram referentes & um perfodo fora da amostra(Jan/1994 até
Dez/2000), totalizando 84 observagoes. Serd usada a métrica descrita na segao 3.4.2 que sintetiza
os ganhos na dimensdo das maturidades em um escalar definido pela média. A evolugao deste
escalar serd computada sob duas outras dimensoes, a primeira variando o tamanho amostral
(equagdo (38)) e a segunda variando a janela de previsdo (equagdo (37)). O primeiro exercicio
mantem a data inicial do periodo fora da amostra em Jan/1994 e reduz gradativamente o fi-
nal da amostra de Dez/2000 a Set/1997, ou seja, a medida de erro relativo serd avaliada para
amostras com 44 a 84 observagoes, variando unitariamente. Os resultados para os horizontes de

previsao de 3,6,9 e 12 meses sao mostrados na Figura 7.

Horizonte :3 Horizonte :6
150% 60%
100% 40%
50% 20%
0 0
(50%) (20%)
44 54 64 74 84 44 54 64 74 84
Horizonte :9 Horizonte :12
40%
20% 20% =
0 -
0
(20%)
(20%) (40%)
(40%) (60%)
44 54 64 74 84 44 54 64 74 84
| Diebold & Li SL3 sL3-2 Si3-3 Si3bara e  Random Walk |

Figura 7: Média de Erros Relativos ao Modelo Random Walk para diferentes tamanhos de
amostra. A média dos erros é entre as maturidades. No eixo das abcissas estd o tamanho da
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amostra. N = 40 representa o perfodo de previsao de 1994:01 a 2000:12 e N = 44 1994:01 a
1997:09

Em primeiro lugar, o ponto mais importante é que os modelos sao melhores que a previsao
Random Walk (nivel zero) apenas para os tamanhos de amostra maiores , ou seja, os resultados
de boa capacidade preditiva descritos pela literatura com periodo fora da amostra a partir de
Jan/1994 podem nao ser vilidos ao se usar nimero de observagdes menor. O segundo ponto
é que, conclusoes acerca de comparagoes entre modelos olhando apenas um tamanho de janela
fixo também podem ser invédlidas. Basta ver que as curvas se cruzam para alguns modelos,
indicando que a comparagao relativa é sensivel ao tamanho amostral. Assim, incluir uma anélise
de robustez desta natureza parece ser um procedimento mais adequado. Ao olhar sob esta 6Gtica,
o modelo SL3 aparenta ser o modelo com melhores resultados enquanto o modelo SL3 —2 ¢é o
que apresenta mais instabilidade.

O segundo exercicio consiste em manter fixo o nimero de observagbes em 84 e variar o
periodo da amostra. Para tanto, é necessdrio que seja feita uma nova escolha de parametros
para os modelos SLs, para que nao haja sobreposi¢ao do periodo fora da amostra que comeca
em Jan/1994 com o perfodo em que os parametros foram escolhidos (Jan/1988 a Dez/1993).
Assim, a janela de estimagao na escolha dentro da amostra que era de Jan/1982 a Dez/1987 foi
deslocada 18 meses'” (Jul/1980 a Jun/1986) e o perfodo de previsao dentro da amostra também
(Jul/1986 a Jun/1992). Os parametros encontrados foram:

Parametro "p" 6timo dentro da amostra

Modelo (periodo 1986:07 a 1992:06)
h=3 h=6 h=9 h=12
SL3 113 113 0.54 0.54
SL3-2 113 1.42 0.47 0.40
sL3-3 1.16 121 122 1.16
SI3 barra 0.61 0.68 0.68 0.61

Dados estes parametros, o exercicio de previsao foi realizado para o a janela com inicio
em (Jul/1992 - Jun/1999) , descolando unitariamente (inclui més novo e retira o ultimo) até
(Jan/1994 - Dez/2000) , que recupera o periodo em que foi feito o exercicio inicial.Os resultados
obtidos sao mostrados na Figura 8.

O modelo SL3 , sob esta Gtica foi levemente superior ao modelo de Diebold Li. O modelo
que teve um destaque foi o SL3 — 3. Vale a pena destacar novamente que, sob esta 6tica, fica
evidente que os resultados de boa capacidade preditiva destes modelos sao bem sensiveis ao
periodo em que o exercicio é feito. Se todos os modelos fossem testado 2 anos antes, nenhum
conseguiria ser melhor em média que a previsao por Random Walk. Evidente que esta conclusao
olha a média dos ganhos relativos entre todas as maturidades, o ideal é olhar para a dimensao
das maturidades também, ou seja, serd que o ganho do modelo SL3 — 3 é superior em todas as
maturidades? Ou é muito superior em uma maturidade de tal forma que mais do que compensa
a perda nas demais? Na secdo final serd explorada esta dimens&o.

10Este exercicio também foi repetido para 12 meses, onde os resultados principais foram preservados. Pra 24
meses, a escolha dos pardmetros p ficou instavel, e o resultado dos modelos melhores sobre a otica da janela de
18 e 12 meses ficaram par ao Diebold & Li.
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Figura 8: Média de erros Relativos ao modelo Random Walk para amostras em diferentes
perfodos consecutivos no tempo (janela mével do periodo fora da amostra).

Dados estes ingredientes (as 3 dimensdes de avaliagdo) pode-se chegar a algumas conclusoes
sobre os modelos propostos. Os modelos SL3—3 e SL3 superam de forma consistente os demais
modelos, apresentando robustez na dimensao da janela e tamanho amostrais, sendo também
robustos na dimensao do horizonte de previsao. Estes resultados sugerem que a segmentagao da
ETTJ de fato gera uma capacidade preditiva superior aos modelos concorrentes. Entretanto, um
cuidado deve ser tomado nesta conclusao pois, para periodos além de 2000, houve aparentemente
uma mudanga na dindmica dos erros de previsao. Vale ressaltar que foi proposta uma estrutura
geral que gera caracteristicas desejaveis para uma ETTJ e os testes foram feitos para uma
forma funcional particular especifica, dada pela equagao (28). E possivel que haja outras formas
funcionais que gerem resultados melhores de previsao, que fica para estudos futuros.

4.5.3 Comparagao Direta entre Modelos

Foi visto que uma dimensao de anélise envolve as maturidades e a outra a janela das observagoes
fora da amostra , uma forma de olhar estas duas dimensoes conjuntamente é gerar uma superficie
dos erros relativos (ver equacao (36) ) & algum benchmark, onde novamente, os valores abaixo
de zero representam uma melhoria, com a unica diferenca que agora o modelo benchmark nao
¢ uma reta constante em zero e sim um plano. Um exercicio interessante é comparar o modelo
de Diebold & Li com SL3 e SL3 — 3 apresentados na figura 8, expandindo na dimensao das
maturidades. Na figura 9 estes trés modelos sao comparados com a previsao pelo modelo Random
Walk, para o horizonte de 6 meses. Nota-se que todos possuem um comportamento semelhante
quanto ao erro de previsao, justificado por serem provenientes da mesma forma paramétrica.
Superam o random walk significantemente mais no final da amostra. Os modelos S L3 conseguem
resultados melhores que os do random walk um pouco mais cedo do que o modelo de Diebold

& Li.
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Figura 9: Erros Quadréaticos Médios relativos ao modelo Random Walk por maturidade da
curva e por perfodo amostral, para o horizonte de 6 meses.

Uma forma mais direta de comparar modelos ¢ tomar um modelo como benchmark. Nas
Figura 10a e 10b o modelo de Diebol & Li é usado como benchmark. No horizonte de previsao
de 6 meses nota-se que o modelo SL3 — 3 é superior em praticamente todas as maturidades ao
modelo Diebold & Li (exceto apenas no final do periodo), com destaque para as maturidades
curtas, enquanto que o modelo SL3 é superior nas maturidades longas.

SL3-3 vs Diebold & Li (Benchmark) SlL3barra vs Diebold & Li (Benchmark)

s
L7
(5%)4-- .:0.1;;;;/,”.’:1’1 (5%) 4
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Figura 10a: Erros Quadrédticos Médios de Previsao para o horizonte de 6 meses do modelo
SL3-3 e SL3 barra relativos ao modelo de Diebold & Li.

Ao considerarmos o horizonte de 12 meses, o padrao de erro relativo é parcialmente preservado
mas os ganhos sdo menores em razao da previsdo pelo modelo de Diebold & Li possuir seus
melhores resultados neste horizonte.

SL3-3 vs Diebold & Li (Benchmark) SL3barra vs Diebold & Li (Benchmark)
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Figura 10b: Erros Quadréticos Médios de Previsao para o horizonte de 12 meses do modelo

SL3-3 e SL3 barra relativos ao modelo de Diebold & Li.
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5 Conclusoes

Neste trabalho foi proposta uma nova classe de modelos estatisticos para a ETTJ com a van-
tagem de poder incorporar uma dindmica segmentada para a curva. Esta segmentacao é con-
dizente com a teoria de preferéncia por Habitat, onde diferentes maturidades possuem demandas
préprias, sendo reguladas em parte por arbitradores que negociam principalmente maturidades
proximas. Esta estrutura é flexivel no sentido de poder gerar o modelo de Diebold & Li como
caso particular.

Estes modelos foram usados para prever a ETTJ americanas e foram comparados aos modelos
benchmark da literatura , Diebold & Li e random walk. Adicionalmente foi proposto um método
de avaliacao da qualidade de previsdes que gera mais robustez nos resultados encontrados e
aponta para o possivel problema de nao se observar determinadas dimensoes, uma vez que os
resultados sao sensiveis as amostras.

Duas variagoes do modelo SL3 mostraram-se superiores em diversas dimensoes, a saber, hor-
izonte de previsdo (exceto para 1 més a frente), maturidades da curva e robustez para amostras
distintas. Com estes resultados hd evidéncias que a modelagem da ETTJ com uma estrutura
segmentada melhora a capacidade preditiva, dado os ganhos relativos ao modelo random walk.
Os modelos SL3 — 3 (segmentagdo no 3°-fator), possuem uma estrutura mais coerente que o
SL3, mas seus resultados sdo piores na parte longa da curva. Ressalta-se que os resultados
deste trabalho foram obtidos com uma especificagao funcional particular, podendo ser alterada
de forma a melhorar tanto a qualidade da estimacao dos coeficientes como também a robustez
na escolha do parametro exégeno que determina as caracteristicas dos loadings originais (p).

Vale considerar que algumas varidveis do modelo foram tomadas ad hoc, o que da espago
para pesquisas futuras que podem gerar resultados melhores. Como exemplo as escolhas dos nés
que determinam as partigoes dos segmentos (usou-se 0 mesmo conjunto de Bowsher&Meeks), o
valor do parametro A (usou-se o mesmo escolhido no trabalho do Diebold & Li). Com relagao
aos métodos de previsao, é possivel melhorar a qualidade da estimacao dos pardmetros se esta
for feita em apenas 1 estagio evitando o actimulo dos residuos, usando por exemplo dados em
Painel ou Filtro de Kalman.

Outras extensoes possiveis sao os modelos com 4 loadings baseados na estrutura de Nelson-
Siegel Extendido, que geram implicagoes diferentes pois o niimero de paradmetros passa de 3k para
4k, onde o niimero de fatores livres passa a depender do nimero de nés k. Por fim, dado que parte
relevante da literatura de previsao de ETTJ considera modelos com varidveis macroecondémicas,
é possivel também estudar a relacao da dindmica destes segmentos com estas varidveis.
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6 Apéndice

Suavizagao da Previsao do Modelo 573

Conforme discutido na secdo 4.4.1, a curva prevista pelo modelo SL3 possui descontinuidade
nos nés. A idéia de suavizar a curva basea-se em estimar o funcional latente f.(7) descrito por
Bowsher & Meeks (2006), usando o conjunto de taxas previstas pelo modelo SL3. O funcional
latente possui caracteristicas desejdveis para a ETTJ por ser continuo e suave.

Seja X € RM um conjunto de taxas, v € R¥*? um conjunto de taxas latentes que separam
o funcional linear f, em k segmentos, W, € RM>k+2 =

a matriz determinfstica’'’ que mapea as
respectivas maturidades de X (conjunto 7) nas k + 2 maturidades de « (jungoes dos segmentos
+ maturidade inicial e final) e e € RM.

X=fy+e=W(k,7)y+e¢

Como este funcional é linear no conjunto de taxas latentes podemos estimar 4 por Minimos
Quadrados Ordindrios'” e, portanto, a estimativa do funcional latente f,,avaliado em um con-
junto de maturidades 7 arbitrdrioé¢ dada por:

o~

Fr= Wy = Wi (WAW3) " WEX = Py X

14 /\5 ~ .
Fazendo o vetor X ser o vetor de previsdes dado por ZE)T)ej 41 (ver equacdo (42)), com respectivo

conjunto de maturidades 7, obtemos a previsao suavizada do modelo SL3:

A figura 11 mostra um exemplo desta suavizacao:

6.3F T —
——————————— SL3barra Original

6.2 ‘ SL3barra Suavizado
6.1

©

3 6f

i
5.9}
5.8
5.7 1 1 1 1 1 1 1 1

Il Il Il
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Maturidades (Meses)

Figura 11: Exemplo de Suavizagao da Curva gerada pelo modelo SL3.

110s detalhes da construgio de W (k, ) estdo em Porier (1973, pp.517-518).
12Supondo que a distribui¢do de € seja multivarida normal com matriz de covariancia diagonal.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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