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Resumo

Pasquetti, Eduardo; Gongalves, Paulo Batista. Métodos Aproxi-
mados de Solucao de Sistemas Dinadmicos Nao-Lineares Rio de
Janeiro, 2008. 253p. Tese de Doutorado — Departamento de Engenharia
Civil, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Sistemas dindmicos nao-lineares sao comuns em engenharia. Este tipo de
problema é resolvido por integracao numérica das equacoes de movimento
ou por métodos analiticos aproximados (métodos de perturbagido) ou semi-
analiticos como o método do Balanco Harmonico. A integracdo numérica é
um processo lento e oneroso em andalises paramétricas. Ja os outros métodos
aproximados sao extremamente rapidos, mas sao menos precisos e em pro-
blemas com certos tipos de nao-linearidade, tais como expoentes fracionarios,
sao de dificil, ou impossivel, aplicacao. Neste trabalho, sao apresentados dois
métodos alternativos, baseados nas séries de Taylor, para a analise de sistemas
nao-lineares. No primeiro método, a resposta é escrita em série de Taylor e
propriedades de simetria do sistema no espaco de fase sao utilizadas para se
determinar a relacao freqiiéncia-amplitude ou pontos fixos da resposta. No
segundo método a solucao é escrita em série de Fourier e as amplitudes dos
harmonicos sao determinadas da mesma forma que os coeficientes da série
de Taylor. A simetria do sistema agora fica implicita na solucao em série de
Fourier, e a relacao freqiiéncia-amplitude ou os pontos fixos da resposta sao
obtidos utilizando equacoes suplementares. Através de comparacoes com outros
métodos, mostra-se que os métodos desenvolvidos sao de facil implementacao
e precisos. Estes possuem as vantagens de serem aplicados a problemas com
diversos tipos de nao-linearidade e de fornecerem uma resposta em série de
Fourier onde as amplitudes sao determinadas analiticamente resolvendo-se um

sistema de equagoes algébricas lineares.

Palavras—chave
dindmica nao-linear; métodos aproximados; nao-linearidades nao polinomi-

ais; métodos de perturbacao
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Abstract

Pasquetti, Eduardo; Gongalves, Paulo Batista (Advisor). Approximate

Solution Methods for Nonlinear Dynamical Systems Rio de

Janeiro, 2008.253p. PhD. Thesis — Department of Civil Engineering, Pon-

tificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Nonlinear dynamical systems are rather common in engineering. This class
of problems is usually solved by numerical integration or through the use of ap-
proximate analytical methods (perturbation methods) or semi-analytical meth-
ods such as the harmonic balance method. The numerical integration is a slow
and cumbersome process in parametric analyses. The other methods are usu-
ally extremely fast but they are less precise and their application to problems
involving certain types of non-linearity, such as fractional power non-linearities,
are difficult or even impossible. In this work two alternative methodologies for
the analysis of non-linear dynamical systems, based on Taylor series expan-
sions, are proposed. In the first method, the solution of the initial value prob-
lem is obtained by expanding the response in Taylor series and the symmetries
of the response in phase space are used to obtain the frequency-amplitude rela-
tion or the fixed points of the steady-state response. In the second method the
response is written as a Fourier series and the modal amplitudes are obtained
using the same methodology used in the previous method for the determina-
tion of the coefficients of the Taylor expansion. The symmetries of the response
are implicit in the Fourier series, and supplementary equations are proposed
for the determination of the frequency-amplitude relation and the fixed points
of the response. Comparisons with other existing methods show that the two
proposed methods are precise and can be easily applied to the analysis of sev-
eral dynamical systems. The main advantages of the proposed methods are
that they can be applied to several types of non-linearities and that analytic
expression for the Fourier coefficients can be obtained by the solution of a

system of linear algebraic equations.

Keywords
nonlinear dynamics; approximate methods; non-polynomial nonlinearities;

perturbation methods
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1
Introducao

Sistemas fisicos sao de natureza nao-linear. Os problemas lineares sao casos
particulares dos nao-lineares e, portanto, a aplicabilidade da solucao nestes
casos é limitada. Em engenharia, muitas vezes, essas condicoes particulares
nao se aplicam e o problema é entao formulado para um caso mais geral, o que
conduz a equacoes diferenciais nao-lineares.

Em engenharia de estruturas, as nao-linearidades podem ser de natureza
fisica, quando o material nao possui uma relacao linear entre tensoes e
deformacoes, ou geométrica, quando o material se comporta linearmente mas
os deslocamentos da estrutura nao seguem uma lei linear. As nao-linearidades
podem ser de origem elasticas, inerciais, ou dissipativas e geralmente sao
aproximadas por polindmios que podem conter termos quadraticos e cibicos
ou de ordem superior.

Em estruturas sujeitas a grandes deslocamentos e pequenas deformagoes,
geralmente apenas os efeitos da nao-linearidade geomeétrica sao considerados.
No estudo do movimento de uma viga plana, por exemplo, se a discretizacao
contemplar um tnico grau de liberdade e considerando certas simplificacoes,

se chega a uma equacao de movimento do tipo Duffing,
i+ wo'r + B’ = F(t) (1-1)

Em vibracoes, a analise da resposta permanente de sistemas sob a acao
de cargas harmonicas recebe uma atengao especial. Sabe-se que sistemas nao-
lineares comportam-se diferentemente de sistemas lineares. Miltiplas solucoes,
pontos de bifurcacao, onde a resposta qualitativamente sofre mudancas brus-
cas, respostas com periodo diferente ao da excitacao, sensibilidade as condicoes
iniciais, ressonancias super e sub-harmonicas, sao alguns dos fené6menos pre-
sentes em sistemas nao-lineares que vém sendo amplamente estudados nas
ultimas décadas.

Os fendémenos que ocorrem em sistemas nao-lineares tornam-se mais fa-
ceis de serem visualizados quando uma analise paramétrica é realizada. Na

analise paramétrica um determinado parametro é escolhido como parametro
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de controle. Geralmente adota-se a amplitude ou a freqiiéncia da excitacao
como parametros de controle, e os demais parametros do sistema sao mantidos
constantes enquanto que o parametro de controle é lentamente modificado.
Isto fornece ao projetista um completo entendimento do que pode ocorrer com
o sistema quando se varia determinado parametro. Se algumas propriedades
do sistema forem utilizadas como parametro de controle, pode-se encontrar
uma faixa segura em que a excitagdo, ao variar, nao ird provocar uma resposta
cadtica ou com grandes deslocamentos. Sendo assim, a andlise paramétrica
busca revelar a faixa de valores que determinados parametros podem assumir,
sem que o sistema apresente vibracoes com amplitude excessiva ou sensibili-
dade as condicgoes iniciais.

Segundo Ren (1995)[2], as analises paramétricas sdo comumente realizadas
pela integracao no tempo, que ¢ menos atraente devido ao seu alto custo
computacional. Para Lau e Yuen (1993)B| a analise no tempo ¢ ineficiente em
estudos parameétricos e extremamente lenta para pequenos amortecimentos.
Para Xu et. al. (2003)[4], ela consome muito tempo, principalmente quando a
taxa de convergéncia é lenta.

Para uma equacao diferencial nao-linear, dificilmente é possivel obter uma
solugdo analitica exata. Segundo Mickens (1984)F], exceto em casos especiais,
solucoes fechadas nao existem. Geralmente, a tnica forma de obter a solucao
exata ¢ através da integracao numérica das equacoes diferenciais no tempo,
mas apenas respostas estaveis sao obtidas, e algoritmos especiais, tais como
o método da continuacdo ([6],[7]), devem ser usados para se obter trajetorias
instaveis.

Felizmente, existem varios métodos aproximados para resolver uma equacao
diferencial nao-linear, que resultam em solucoes analiticas aproximadas.
Dispondo de uma solucao analitica, a analise paramétrica torna-se mais simples
e rapida. Segundo Lewandoeski (1992)R]|, os métodos mais populares sao os
métodos de perturbacdo e o método do Balango Harménico (Harmonic Balance
Method - HBM). Dentre os métodos de perturbagao pode-se considerar como
mais populares os métodos de Lindstedt-Poincaré (LP), Krilov-Bogoliubov-
Mitropolki (KBM) e Multiplas Escalas (Method of Multiple Scales).

Uma outra razao para dar preferéncia a uma solucao analitica frente a uma
numérica é que, como mostrado por Tongue (1987)B], uma escolha indevida do
tamanho do passo de tempo na integracao numeérica pode conduzir a resultados
espurios. Através de mapas de Poincaré, Tongue mostra um exemplo em que o
movimento pode ser erroneamente classificado como caético quando se utiliza
um determinado At e corretamente classificado como de periodo cinco quando

se utiliza um At quatro vezes menor.
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Apesar das vantagens dos métodos analiticos em relacdo aos métodos
numéricos, eles nao fornecem solucoes cadticas ou quasi-periddicas, mas so-
mente solugoes periddicas.

O HBM ¢, sem duvida, o método mais utilizado. Ele possui a forma mais
simples de aplicacao, e apresenta resultados precisos. Assim como no método
de Galerkin-Urabe, escreve-se a solucdo permanente em uma série de Fourier.
O 1nico inconveniente é definir quantos termos sao necessarios para uma boa
aproximacao. Geralmente poucos termos sao necessarios. Porém, a quantidade
de termos presentes altera qualitativamente a solucao, como alertado por Leung
(1991)[10]. De acordo com Leung (1990)[11], se um namero insuficiente de
harmonicos for utilizado, pode-se obter resultados incorretos, e, se um nimero
excessivo for usado, o custo computacional é desnecessariamente aumentado.
Leung afirma que o nimero de harménicos presentes na solucao aproximada
deve atender a dois critérios: completabilidade e balanceabilidade. A condicao
de completabilidade obriga que todos os harmonicos da expansao de Fourier
necessarios sejam considerados. Assim, na anélise de uma ressonancia sub
ou superharmonica de ordem p, a solucao aproximada deve conter o termo
constante e o p-ésimo harmonico, totalizando p + 1 termos. A condicao de
balanceabilidade diz respeito a importancia dos harmonicos nao considerados.
Como a solucao encontrada é aproximada, ela produz um residuo quando
inserida na equacao diferencial do problema. Os residuos dos harmoénicos nao
considerados devem ser pequenos.

Segundo Hassan e Barton (1995)[12], encontrar a “mistura” de harmonicos
que conduz a resultados qualitativamente corretos é algo complicado. Quando
poucos harmonicos sao utilizados, as seguintes falhas, que também sdo apon-

tadas por Rapp e Mees (1977)[13], podem ocorrer:

— falha por nao prever a existéncia de certas solucoes periddicas;

— falha por prever solucoes periddicas que nao existem;

Uma critica que é feita ao HBM é que é necessario conhecer a priori
quais harmonicos devem ser incluidos na anélise. O conhecimento a priori
dos harmonicos que deverao estar contidos na solucao aproximada é fornecido
pelas nao-linearidades do problema, pela excitacao, e pela presenca ou nao
do amortecimento. Lau et. al.(1990)[14] apontam que, para encontrar uma
solucao satisfatoria, o residuo correspondente aos harmonicos utilizados deve
ser estimado, mas também o residuo correspondente aos harmonicos de mais
alta ordem nao incluidos deve ser controlado.

Lau et. al.(1983)[15] citam ainda que a formulagdo do HBM é muito

tediosa se o sistema nao-linear possuir muitos graus de liberdade e com
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altos harmonicos sendo considerados. Segundo estes autores, uma alternativa
para contornar estes problemas seria a formulacao incremental do método do
Balanco Harmonico (IHBM), que é mais simples e economica porque apenas
equagoes linearizadas sao criadas e resolvidas em cada passo. Segundo Lau
et. al.(1991)[16], sempre que houver necessidade de aumentar a precisao da
solucao, o sistema linearizado permite inserir mais harmoénicos na aproximacao
em curso de uma forma bastante simples. Mas, segundo Ferri, [[7], o IHBM é na
verdade o HBM executado na ordem inversa. No HBM, a solucao aproximada
é inserida na equacao diferencial e um sistema de equacgoes algébricas nao-
lineares é obtido e resolvido, aplicando-se Newton-Raphson. No THBM, o
primeiro passo ¢ a expansao da equacao diferencial nao-linear em séries de
Taylor. Em seguida, os termos de mais alta ordem sao desprezados e a solucao
aproximada é inserida na equagao diferencial. Os harmoénicos sao coletados ou
o método de Galerkin é aplicado para minimizar o residuo. Assim, chega-se
ao mesmo sistema linear que seria obtido ao se aplicar Newton-Rapshon ao
sistema nao-linear obtido com o HBM.

Sistemas nao-lineares sujeitos a cargas harmonicas podem apresentar diver-
sas solucOes estaveis para certos parametros. A resposta que o sistema, iré apre-
sentar depende das condicoes inicias do problema. De acordo com Lewandoeski
(1997)[18], a parcela permanente dessas respostas pode ser harmonica, sub-
harmonica, superharmonica, quase periddica ou cadtica. Quando uma solucao
aproximada é encontrada, é necessirio determinar sua estabilidade, pois os
métodos aproximados, com excecao da integragao numeérica, fornecem tanto
solugoes estaveis quanto instaveis. Segundo Hassan (1996)[[9], dependendo do
grau de aproximacao da solucao aproximada, a andlise da estabilidade pode
conduzir a resultados incorretos ou interpretacoes erradas.

Para determinar a estabilidade de uma solugao periddica, inicialmente
aplica-se uma pequena perturbacao a esta solugcao e em seguida a solucao
perturbada ¢ inserida na equagao nao-linear do problema, o que conduz a uma
nova equacao, tendo agora como variavel dependente a perturbacao. Esta nova
equacao ¢ linearizada para poder fazer uso da teoria de Floquet de sistemas
lineares. Se a perturbacao crescer exponencialmente ao longo do tempo, o
sistema é instavel. Se a perturbacao tender a zero com o passar do tempo,
entao o sistema é assintoticamente estavel. A equacao diferencial linearizada
apresenta coeficientes variaveis no tempo (equacao de Hill). Transformando a

equacao de Hill em um sistema de equacoes de primeira ordem do tipo,

o= A(t)d (1-2)
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Resolvendo o sistema (I=2)) via integragao numérica, ou por aplicagao de
qualquer método aproximado, para diferentes condicdes iniciais ortogonais,
constroéi-se uma matriz de solugoes, cujos autovalores sao chamados de multi-
plicadores de Floquet e identificam o comportamento da perturbacao ao longo
do tempo.

Varios autores ja compararam métodos de solucoes aproximados. Hamdan
(2001)[20] comparou o MMS com o HBM. Ele mostra que o MMS falha para
amplitudes relativamente pequenas nos casos de forte nao-linearidade. Hassan
(1995)[21] mostra que algumas solugoes de segunda ordem determinadas pelo
MMS na realidade nao existem. Hamdam e Burton(1993)R2] apresentam duas
deficiéncias dos métodos de perturbacao em relagcao ao HBM. Uma delas é
que os métodos de perturbacao podem nao convergir para certos valores dos
parametros. Assim, adicionando mais termos & solucao aproximada, pode-
se piorar quantitativamente o resultado. A outra é que, ao adicionar mais
termos & solucao aproximada, o HBM acomoda mudancas qualitativas na
resposta devido ao acoplamento das equacgoes, enquanto que nos métodos
de perturbacao, o comportamento qualitativo das solucoes de baixa ordem
¢ mantido ao se adicionar mais termos.

Vérios autores comentam que os métodos de perturbagao s6 podem ser
aplicados quando as nao-linearidades sao pequenas, Bl 3, 8, [12] 14l 22| 23] 4.
Porém, a definicao de pequena nao-linearidade nao é algo simples, sendo
preferivel que estes métodos sejam evitados ou comparados com integracao
numérica, pois pode-se obter solucoes quantitativamente e qualitativamente
incorretas caso a nao-linearidade seja na verdade uma nao-linearidade mode-
rada ou se a amplitude dos deslocamentos for relativamente grande. E prefe-
rivel utilizar uma técnica geral e que apresente resultados precisos, tal como
o HBM. Conforme Lau e Yuen (1993)B], um engano comum é considerar a
nao-linearidade pequena quando de fato ela nao é.

Os métodos mencionados anteriormente tém sido amplamente aplicados a
anélise de sistemas dinamicos com nao-linearidades quadraticas e cabicas (f,
[24]). Entretanto, muitos sistemas fisicos podem ser modelados de uma forma
mais precisa por nao-linearidades nao-polinomiais, tais como nao linearidades
fracionarias e nao-linearidades descritas por fun¢oes transcendentais tais como
as fungoes trigonométricas e hiperbélicas. Entretanto, a aplicagao dos métodos
classicos a estes sistemas é bastante complexa (R3], [1]), exigindo grande
manipulagao algébrica, ou mesmo impossivel. Um dos objetivos desta tese é

apresentar alguns métodos capazes de resolver esta classe de problemas.
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1.1
Conceitos Basicos em Oscilacées Nao-Lineares

Uma equagao diferencial e as condicoes iniciais associadas definem o que é
chamado de problema de valor inicial (PVI). O ntmero de condigoes iniciais
necessarias para definir a unicidade da solugao é igual a ordem da mais alta
derivada presente na equacdo diferencial. Elas envolvem a fungao e suas(n—1)
primeiras derivadas.

Ao contrario de sistemas lineares, sistemas nao lineares geralmente nao
apresentam solucoes analiticas exatas. O método aproximado mais utilizado
para se resolver equacgoes diferenciais nao-lineares ainda é a integracao
numérica devido a sua precisao. Na integracao numérica, cada PVI é re-
solvido separadamente ao se integrar as equacoes diferencias numericamente
no dominio do tempo. A integracao numérica é realizada atribuindo-se um
valor pequeno para o passo de tempo e novas configuracoes de deslocamento e
velocidade sao obtidas ao final de cada passo de tempo.

A nao-linearidade mais simples é a cubica, presente na equacao de Du-
ffing, (I=1)). A presenca do parametro [ faz com que o sistema mude sua fre-
qiiéncia natural em funcao da amplitude dos deslocamentos. Em problemas
lineares, a freqiiéncia natural é uma caracteristica do sistema, mas em pro-
blemas nao-lineares ela depende da amplitude dos deslocamentos e do tipo de
nao-linearidade. A figura[lT] exibe a relagao entre a freqiiéncia da resposta e
o deslocamento inicial para diferentes valores do parametro nao-linear § em
[I=1). E possivel observar que, quando o parametro de nio-linearidade é ne-
gativo, um acréscimo no deslocamento produz um decréscimo na freqiiéncia
da resposta, conseqiientemente diz-se que ocorre uma diminuicao na rigidez do
sistema. Quando (3 é positivo, hd um ganho no valor da rigidez e o conseqiiente
aumento na freqiiéncia natural toda vez que o deslocamento cresce.

O mesmo fendmeno é ilustrado na figurall.2] onde pode-se observar, através
da resposta no tempo, a diminui¢cao no periodo da resposta a medida em que
crescem o parametro de nao-linearidade e a condicao inicial de deslocamento.

Como a resposta no tempo de um sistema nao-linear sob vibracgao livre
nao pode ser representada por um tnico harmoénico, mas sim, por uma série
de Fourier que contém infinitos harmonicos, é de se esperar que em sistemas
forcados pouco amortecidos, a curva de ressonancia apresente diversos picos,
pois a freqiiéncia da excitacao pode ser igual a qualquer miltiplo de freqiiéncia
presente na série de Fourier da resposta em vibracao livre. Vale lembrar que

no caso linear, s6 h4 um pico na curva de ressonancia, que acontece quando
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Figura 1.1: Relagao freqiiéncia-deslocamento inicial, eq. ([=I]), sendo wy = 1 e
F(t)=0.0,8=0,+08>0,0,3<0.

Figura 1.2: Oscilagao livre nao-amortecida, eq. (1), wo = 1 e F(t) = 0. [,
ro=1ef=0;+20=1ef=1,0,20=1,0e =1

hé igualdade entre as freqiiéncias excitadora e fundamental.

Na anélise de sistemas nao-lineares for¢cados, a curva de ressonancia sofre
um dobramento, fazendo com que seja possivel se ter mais de uma solucao
para determinados parametros. Além disso, a auséncia de amortecimento nao
implica em deslocamentos infinitos para freqiiéncias de excitagao bem préximas
a freqiiéncia natural. Considerando a equagao de Duffing for¢ada, eq. [[=1]), um
[ positivo provoca um comportamento do tipo hardening, em que h& ganho

de rigidez com o aumento dos deslocamentos, e 3 negativo faz com o sistema
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perca rigidez & medida que os deslocamentos aumentam (softening), ou seja, é
o mesmo comportamento do problema de vibracao livre. Isto ocorre porque a
excitacao é, na verdade, uma perturbacao imposta a solucao livre. Portanto, a
solucao forcada deve ficar proxima a solugao livre, como mostra a figura[l.3]
onde trés curvas de ressonancia sao apresentadas. Para os casos nao-lineares,
as respectivas solucoes em vibracgao livre sao exibidas em linha tracejada.

3 —

Xmax T

Figura 1.3: Curvas de ressonancia para diferentes valores de nao-linearidade

do problema (I=I]).

Uma ferramenta muito importante numa analise temporal foi desenvolvida
por Henry Poincaré. Chamada de mapeamento de Poincaré, ela mostra o fluxo
da solucao no espaco de fase. Esta técnica consiste em verificar a posicao
e velocidade dos n graus de liberdade em intervalos de tempo igualmente
espacados. O intervalo de tempo corresponde ao periodo da excitacdao ou entao
a um multiplo dela.

O niimero de pontos no mapa de Poincaré da solucao permanente de um
sistema forcado revela a periodicidade da resposta. Quando os pontos presentes
no mapa de Poincaré se repetem, eles sao chamados de pontos fixos e a resposta
é periddica, quando h4 um nimero infinito deles, a resposta pode ser cabtica
ou quase-periodica.

Caos é o nome dado ao tipo de comportamento que alguns sistemas
deterministicos nao-lineares podem apresentar. Sistemas desse tipo apresentam
uma grande sensibilidade a mudangas nas condicoes iniciais. Visto que erros
em medicoes do estado inicial de um sistema sempre podem ocorrer, a
previsibilidade destes sistemas é muito dificil. A figurall.4l exibe um caso de
sensibilidade as condicoes iniciais, onde a diferenca entre as condigoes iniciais

é le-5 no deslocamento.
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0 10 20 70 80 90 100

Figura 1.4: Respostas caoticas. Condigoes iniciais: O, (1;0); +, (0,99999;0).
(a) Instantes iniciais; (b) Intervalo de tempo mais distante do instante inicial.

O mapeamento de Poincaré obtido por integracao numeérica fornece ape-
nas os pontos fixos associados as trajetorias estaveis, ja que as trajetorias
instaveis nao sao solugoes possiveis na integracao numérica. Como mostrado
por Gongalves e Machado (1995)R6], através de um mapeamento do espago
de condigoes iniciais associado ao método de Newton-Raphson e integracao
numérica, é possivel obter os pontos fixos associados a trajetorias estaveis e
instaveis. Os pontos fixos instaveis sao importantes pois suas variedades es-
taveis definem as fronteiras das bacias de atracao das respostas estaveis. A
classificagao da estabilidade de um ponto fixo pode ser feita utilizando inte-
gracao numeérica: se um possivel ponto fixo estavel for tomado como condicao
inicial, ap6s um certo ntimero de periodos, a resposta deve retornar a este
mesmo ponto, caso contrario o ponto fixo é na verdade instéavel.

A medida que um parametro do problema é variado, mudancas qualitativas
no comportamento do sistema podem ocorrer. Quando isto acontece diz-
se que o sistema sofreu uma bifurcacao. Se o parametro de controle for
a amplitude do carregamento, por exemplo, o valor da carga que faz o
sistema atingir o ponto de bifurcacao é chamado de carga critica dinamica. A
figura[l.5(a)] apresenta um diagrama de bifurcagao, onde o eixo vertical contém
a coordenada de deslocamento do ponto fixo, tal como apresentado por Van
Dooren e Janssen(1996)27], enquanto que na figura[Ll.5(b)] tém-se a amplitude
maxima dos deslocamentos. A figura[LLfl exibe o diagrama de bifurcacao em
3d, o que da uma idéia de como ocorre a variacao da posicao dos pontos fixos

no mapa de Poincaré.
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Figura 1.5: Z+x+a® = 3+ F} cos t: (a) Diagrama de Bifurcagao; (b) Amplitude
maxima.

F,

Figura 1.6: Diagrama de Bifurcacao em 3d.

1.2
Objetivos

No estudo de oscilagoes nao-lineares de sistema dinamicos descritos por
equacoes diferenciais ordinarias no tempo, ou se obtém uma resposta por
integracao direta das equacoes diferenciais, ou se usam métodos aproximados
que permitam obter solugoes analiticas para as equagoes de movimento.

O objetivo deste trabalho é o de comparar os métodos aproximados mais
utilizados e propor duas novas metodologias para andlise de sistemas dinami-

cos nao-lineares que permitem a analise de sistemas com nao-linearidades mais
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gerais, diferentemente dos métodos classicos que sao preferencialmente utiliza-
dos nas andlises de sistemas com nao-linearidades polinomiais. Para comparar
os métodos aproximados, tomou-se a equacao de Duffing por ser esta, muito
utilizada para representar de forma aproximada estruturas tais como porticos,
vigas, arcos, placas, etc.

Como um segundo objetivo deste trabalho, tem-se a automacao dos méto-
dos classicos mais utilizados, o que permite obter aproximagoes de ordem ele-
vada para problemas que apresentem um alto grau de nao-linearidade. De
forma um pouco diferente da automacao em algebra simboélica em Maple apre-
sentada por Nayfeh e Chin (1999), [28], alguns dos métodos automatizados em
Maple possuem a finalidade de gerar um arquivo de saida em linguagem C-++-,
para que a solucao do problema faca parte de um programa independente que
faz a analise paramétrica a partir de um arquivo de entrada de dados. Assim,
nos programas em Maple os inicos dados de entrada sao a equacao e a ordem
da solucao desejada, enquanto que nos programas em C-++ os dados sao os
valores dos parametros e a faixa de valores e o incrementos dos parametros
que serao variados na analise. No anexo A tem-se a automatizacao do método

de Lindsted-Poincaré modificado.

1.3
Novos Métodos Propostos

No primeiro método proposto, a solucao aproximada da equacao de movi-
mento é escrita em um série de poténcias de t. Os coeficientes da série sao
determinados igualando as derivadas da solugao em série, avaliadas no instante
inicial, com a solucao exata desconhecida e suas derivadas, também avaliadas
no instante inicial. Isto faz com que a solucao em série de poténcias assuma a
forma da série de Taylor da solucao exata, com centro em torno do instante ini-
cial, onde os dois primeiros coeficientes sao as condicoes iniciais do problema.
Os demais termos da série contém derivadas de mais alta ordem da solugao,
que sao obtidas a partir da equacao diferencial.

A medida que mais termos sdo adicionados a série, maior é o intervalo de
tempo em que a aproximacao e a solucao exata sao coincidentes, pois ap6s um
determinado instante, as poténcias de t presentes na solucao em série fazem
com que a aproximagao divirja. Se a solucao em série possuir um ntimero de
termos que garanta a convergéncia dentro de um intervalo, no minimo, igual
ao periodo da solucao exata, entao se pode utilizar a solucao em série para

escrever que as condicoes iniciais de deslocamento e velocidade se repetem
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ap6s um periodo de tempo T', ou seja,

permitindo se determinar a freqiiéncia da resposta, no caso de vibracao livre,
ou, no caso de vibracao forcada, as coordenadas do ponto fixo, associado ao
instante inicial, da solugao periédica.

Geralmente as energias cinética e potencial, utilizadas para se escrever as
equagoes de movimento, apresentam alguma simetria. Esta simetria é refletida
no espaco de fase da solucao, o que permite se avaliar as solucoes em série em
instantes menores que 7', o que aumenta a precisao dos resultados obtidos para
a freqliéncia da resposta, no caso de vibracao livre, e coordenadas do ponto
fixo, no caso de vibracao forcada, alem do que, diminui o nimero de termos
necessarios na série, ja que nao é mais necessario que a solucao em série seja
coincidente com a solucao exata ao menos durante um periodo da resposta.

No segundo método, a solugao aproximada é escrita em série de Fourier
e as equacoes sao obtidas da mesma forma com que sao obtidas as equacoes
utilizadas para determinar os coeficientes da série de poténcias do primeiro
método. Isto é, a solucao exata desconhecida e suas primeiras derivadas,
avaliadas no instante inicial, sao igualadas com a solucao aproximada e suas
primeiras derivadas, também avaliadas no instante inicial. As n primeiras
equacoes sao utilizadas para escrever um sistema linear que fornece asn
amplitudes dos harmonicos. A freqiiéncia da resposta, no caso de vibracao
livre, ou as coordenadas do ponto fixo, no caso de vibracao forcada, sao obtidas
resolvendo as equacoes restantes, isto é, a partir da equacaon + 1 em diante.
Estas equacoes adicionais também sao nao-lineares e por isso sao resolvidas

iterativamente.

1.4
Histérico

Nesta segao apresenta-se um historico das pesquisas em métodos de solugoes
analiticas para sistemas nao-lineares com énfase nas contribuigoes que foram
consultadas durante este trabalho.

Os métodos aproximados permitem obter solucoes analiticas para as
equacoes de movimento que podem ser usadas com eficiéncia em uma analise
paramétrica. Quanto aos métodos aproximados, temos basicamente duas

grandes familias: (1) os métodos de perturbagao, tais como o MMS, LP, KBM,
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dentre outros, e (2) métodos que independem de um parametro de perturbagao,
como, por exemplo, o HBM e de Galerkin-Urabe.

Segundo Sanchez (1996)29], os primeiros esfor¢os para determinacao de
uma solucao analitica para uma equacao nao linear foram feitos por Euler em
1772, descritos em um trabalho de 775 paginas sobre o movimento lunar (B0]).
Ele expandiu as coordenadas da lua numa série de poténcias de excentricidades
da orbita da lua em torno do sol e da inclinacao de sua orbita (B1]).

Segundo Hagedorn(1984)[32], foi na mecénica celeste onde os métodos
de perturbacao foram utilizados pela primeira vez. As solugoes continham
termos que cresciam indefinidamente com o tempo, e esses termos passaram
a ser chamados de termos seculares. Giorgilli (1998)B3| comenta que os
termos que possuem coeficientes ¢, t2,..., sdo tradicionalmente chamados de
termos seculares porque nos movimentos dos planetas eles corresponderiam as
diferencas das o6rbitas e da posicao dos eixos, que sao observados pela medicao
ao longo de alguns poucos séculos, em relacao a teoria de Kepler. Em 1882,
o astronomo Lindstedt desenvolveu uma técnica que evitava o surgimento
de termos seculares na solucao. Ele percebeu que a freqiiéncia do sistema
era afetada pela amplitude do movimento e entao resolveu escrevé-la em um
série de poténcias da perturbagdo. Mais tarde, Poincaré (1892) provou que a
expansao obtida por Lindstedt era assintotica e hoje o método geralmente é
chamado de Lindstedt-Poincaré. Segundo Nayfeh (1973)B4|, Bohlin (1889) e
Gyldén (1893) também desenvolveram técnicas para evitar o surgimento de
termos seculares.

Segundo Roy (1994)[35], o método devido a Krylov e Bogoliubov é na
verdade, a forma moderna do método da média (Averaging Method). De acordo
com Nayfeh [34], Krylov e Bogoliubov desenvolveram a técnica em 1947. Ela foi
depois ampliada por Bogoliubov e Mitropolski em 1961 e extendida a solucoes
nao estacionarias por Mitropolski em 1965, desde entao o método é chamado
de Krylov-Bogoliubov-Mitropolski (KBM).

O MMS [34, 36], 29] surgiu durante a década de 60. Nayfeh tem contribuicao
destacada no desenvolvimento do método. Em um de seus livros sobre métodos
de pertubagao (vide [34]), ele faz um apanhado contendo iniimeros problemas
que foram tratados com o MMS. Hassan (1997)B7] mostra que os resultados
obtidos pelo KBM e o MMS sao idénticos para qualquer ordem de aproximacao.
Ele d& preferéncia ao KBM, por apresentar algumas vantagens na manipulacao
algébrica.

Urabe e Retter (1966)[38| apresentam véarios exemplos numéricos resolvidos
com o método hoje denominado Galerkin-Urabe. Eles afirmam que aproxima-

coes com 15 a 20 termos apresentam resultados suficientemente precisos e de-
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senvolvem um método para estimar o erro da solucao aproximada. Utilizando
a equacao de Van Der Pol harmonicamente forcada, eles mostram que, para
certos valores dos parametros, a primeira aproximacao dada pelos métodos
de perturbacgao nao apresenta bons resultados mesmo para a determinagao da
existéncia e estabilidade da solucao perioddica.

Rapp e Mees em 1977[13] apresentam um exemplo em que o HBM apresenta
solugoes espirias. Eles apontam que o HBM é provavelmente a técnica mais
utilizada no estudo do comportamento de ciclos limites e também sao citados
alguns exemplos, de décadas anteriores, em que o HBM falha por nao prever
a existéncia de solucoes periodicas.

Nayfeh (1983)[39] estudou a resposta de uma equagdo que governa um
problema de uma bolha de gas imersa em um liquido, sujeita a um campo
de som harmonico. A equacao possui nao-linearidades quadréticas e ctbicas.
Utilizando uma aproximacao de segunda ordem no MMS, ele encontra as
solucoes permanentes corretas e determina sua estabilidade.

Atadan e Huseyin (1984)[40] apresentaram um método de analise que é
um misto de perturbacao e balanco harmonico. A solucao é escrita como um
somatorio de harmonicos em que a freqiiéncia e a amplitude sao funcoes de
um parametro de perturbacao. Os autores afirmam que, com o método, evita-
se o perigo de omitir qualquer contribuicao importante dos varios harménicos
de uma aproximagao e, para comprovar a eficiéncia do método, utilizam um
exemplo bem conhecido em que a solucdo da equacao de Duffing com nao-
linearidades quadratica e ctbica é inicialmente considerada como tendo um
tnico harmonico.

Bajkowski e Szemplinska-Stupnicka (1986), 1], estudaram em sistemas de
dois graus de liberdade os efeitos da ressonéncia interna, segunda freqiiéncia
natural de vibracao sendo trés vezes maior que a primeira freqiiéncia natural
(wo2 = 3wpl). Foram utilizados 0 método da média e o método de Ritz. Eles
mostram que o método da média falha ao prever o comportamento do sistema,
enquanto que o método de Ritz produz resultados precisos.

Bajkowski e Szemplinska-Stupnicka (1986), 2], estudaram respostas caoti-
cas da equacao de Duffing amortecida e com nao-linearidades quadraticas e
cibicas. Eles mostram que o movimento cabdtico aparece na vizinhanca da
regiao proxima ao limite de estabilidade da primeira ressonancia subharmonica.
Eles utilizaram o HBM com um nimero minimo de harmoénicos na expansao.

Nayfeh e Zavodney (1986)43| utilizaram o MMS para construir uma
expansao de primeira ordem de um sistema de dois graus de liberdade com nao-
linearidades quadraticas. Eles estudaram a ressonancia interna nos casos em

que a segunda freqiiéncia natural é duas vezes maior que a primeira freqiiéncia
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natural, sendo que a freqiiéncia da excitacao era dada pela soma das duas
freqiiéncias naturais e também igual a primeira freqiiéncia. Eles mostram que
os resultados descrevem qualitativamente a resposta exata para os parametros
escolhidos, porém quantitativamente ocorre um erro de66% na amplitude do
deslocamento da segunda coordenada.

Leung e Fung (1989)[44] aplicaram o IHBM para obter regides cadticas.
A estabilidade das solucoes foi determinada através da aplicacao da teoria de
Floquet e os diagramas de bifurcagao foram obtidos descartando-se os ramos
instaveis. As regioes caoticas foram entao determinadas como sendo os trechos
com auséncia de solugoes periddicas estaveis de alto grau. O movimento cadtico
destas regioes foi entao confirmado pela integragao numérica. Uma vantagem
de utilizar o critério da estabilidade das solucoes periddicas obtidas pelo HBM
para definir as regides caodticas é que, como mostrado por Tongue (1987)p],
uma escolha indevida de um passo de tempo na integracao numérica pode
conduzir a resultados espturios com respeito a existéncia ou nao de solugoes
caodticas.

Nayfeh et. al. (1989)[45] estudaram a equacdo de Duffing com nao-
linearidades quadraticas e cibicas. Uma expansao de segunda ordem foi uti-
lizada e levou ao mesmo ntimero de solugoes estaveis obtidas por integracao
numérica. Como observado por eles, as solucoes aproximadas tornavam-se mais
imprecisas a medida em que se aumentava a nao-linearidade.

Laurence e Cartee (1990)[46] estudaram o escape de um vale potencial da
equacao de Duffing com nao-linearidade ctibica. Eles compararam os resultados
dos métodos aproximados: MMS (aproximagao de segunda ordem) e do HBM
(aproximacao de primeira ordem). Eles afirmam que, para propostas praticas,
a solucao contendo apenas um tnico harmonico no HBM conduz a uma boa
estimativa do valor do parametro que causara o escape.

Lau et. al.(1990), [14], aplicaram o IHBM a sistemas tipo Duffing com
nao-linearidades ctbicas. Um método incremental de comprimento de arco foi
utilizado para tracar as curvas de respostas automaticamente e a estabilidade
das solucoes periddicas encontradas foram determinadas através do método de
Hsu.

Lau et. al.(1991)[T6] analisaram um sistema de um grau de liberdade
sujeito a uma excitacao periddica com o IHBM. Todas as possiveis ressonancias
harmonicas, subharmonicas e superharmoénicas foram encontradas. Os pontos
de bifurcacao também sao encontrados e os resultados sao comparados com a
literatura.

Lewandoeski (1992)[8] combinou elementos finitos e o HBM. Ele apresenta

uma formulacao baseada no Lagrangiano total para o comportamento elastico
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de um elemento sujeito a grandes deslocamentos e pequenas deformacoes.
As equacoes de movimento sao obtidas seguindo a metodologia usual do
Método dos Elementos Finitos e a solugao no tempo é assumida ser uma
série de Fourier. Entao aplica-se o HBM para se obter o sistema de equacgoes
nao-lineares. As poténcias e produtos trigonométricos sao transformados em
somatorios de harmonicos.

Hamdan e Burton (1993), [22], utilizaram o HBM para estudar as respostas
permanentes de um oscilador de Duffing. Através de diagramas de bifurcacao,
eles demonstram que assumir a solucao aproximada com dois harmonicos pro-
duz resultados qualitativamente diferentes dos obtidos com uma solugao con-
tendo um tnico harmoénico. Eles também comparam os resultados numéricos
e da solugao com dois harmonicos com a solucao de segunda ordem dada pelo
MMS modificado, apresentado por Burton e Rahman |7)]. Eles afirmam que o
MMS diverge do verdadeiro comportamento da resposta, e, além disso, apre-
senta resultados piores que os dados pela aproximacao de primeira ordem deste
mesmo método.

Hassan (1995)[21] comparou as aproximagoes de primeira e segunda ordem
dadas pelo MMS e o método da expansao da freqiiéncia amortecida. Ele mostra
que ambos os métodos apresentam solucoes estranhas para a expansao de
segunda ordem. Hassan ainda afirma que a razao pela qual o HBM apresenta
resultados mais precisos para uma regiao bem maior dos parametros é que, ao
se aumentar o nimero de termos, corrige-se automaticamente a contribuicao
dos termos de mais baixa ordem. Isto nao ocorre nos métodos de perturbacao,
onde ao aumentar a ordem da solucao, somente adiciona-se mais um termo a
solucao, sem alterar os termos ja existentes.

Hassan e Barton (1995)[12] apresentam um exemplo em que algumas
solucoes perioddicas existentes nao sao previstas pelo HBM, enquanto que algu-
mas solucoes previstas na realidade nao existem. Eles afirmam que os residuos
dos harmonicos de ordem mais alta podem ser usados para estimar a importan-
cia dos harmonicos omitidos. Entretanto, isto é de pouca ou nenhuma ajuda
quando deseja-se detectar uma falha qualitativa da aproximagao. Portanto eles
recomendam que, para evitar resultados erroneos, deve-se comparar com re-
sultados numéricos ou aumentar a ordem da aproximagcao.

Sarma (1995)[48] estudou os casos de vibragoes livres da equagao de Duffing
com nao-linearidades quadraticas e ctibicas. Ele comparou os resultados obti-
dos com LP e HBM com os resultados provenientes de integracao numeérica.
Ele comenta que, em todos os casos analisados, o HBM com quatro termos
apresenta resultados muito proximos da solucao exata e que a técnica de LP é

trabalhosa e pode ser aplicada apenas para pequenas amplitudes.
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Ao invés de utilizar fungoes trigonométricas como solucao aproximada,
alguns métodos utilizam fungdes elipticas. Chen e Cheung (1996)f9)] citam
o método do Balanco Harmonico eliptico, o Krylov-Bogoliubov eliptico, o
Averaging eliptico, e o Galerkin eliptico. A maioria destes métodos dao
apenas aproximacoes de primeira ordem e, para grandes amplitudes, podem
produzir erros inaceitaveis. Chen e Cheung apresentam um método que usa
funcoes elipticas Jacobianas. As solucoes aproximadas sao comparadas com a
integracao no tempo e com alguns outros métodos elipticos. Como o método
proposto pode dar aproximagoes de segunda ordem, os resultados acabam
sendo melhores que as aproximagoes de primeira ordem dos outros métodos.

Lewandoeski (1997), [I8], mostra uma formulacao geral para analise de es-
truturas com nao-linearidades geométricas sujeitas a carregamentos harmoni-
cos. B mostrada a equivaléncia dos métodos de Galerkin, Ritz e Balanco Har-
monico na montagem do sistema nao-linear de equagoes, o que conduz a idén-
ticas solucoes quando os mesmos harmonicos sao tomados na solucao aproxi-
mada.

Blair et. al. (1997)[50] utilizaram Newton-Raphson com comprimento de
arco para resolver o sistema algébrico nao-linear obtido pelo HBM. Em seguida,
a andlise de Floquet foi utilizada para determinar a estabilidade da resposta.
O método do comprimento de arco consiste em adicionar mais uma equagao
ao problema. Assim, para certos conjuntos de parametros em que o sistema
original nao converge, o parametro de controle passa a ser incognita no sistema
com a equagao adicional (comprimento de arco) e é possivel encontrar uma
solucao.

Franciosi e Tomasiello (1998)[b1] apresentam um coédigo automatizado
no programa Mathematica que utiliza o LP modificado proposto por Chen
e Cheung[52| para tratar problemas de dois graus de liberdade com nao-
linearidades cubicas. Os exemplos numeéricos comparados com outros resul-
tados da literatura apresentaram bons resultados.

Khanin et. al. (2000)[53] apresentam uma implementacao computacional
geral do MMS usando o programa Mathematica.

Andrianov e Awrejcewicz (2000)b4] estudaram a equacdo de Duffing em
vibracao livre. Eles compararam resultados numéricos com os dados por Nayeth
[34], para o MMS e para o LP. Eles afirmam que o acréscimo no niimero de
termos da aproximacao pode levar a um decréscimo na precisao da resposta.
Segundo Amore et all (2004)[55], métodos de perturbagao freqiientemente
conduzem a séries assintoticamente divergentes.

Intimeras modificacoes nos métodos classicos, visando melhorar quantitati-

vamente os resultados tém sido propostas. Hu (2004)p6] atenta para o fato de
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que ja existe um método de perturbagao classico que ¢ valido para grandes nao-
linearidades (LP Modificado). Ele compara os resultados deste método com
dois outros métodos propostos e com a solucao exata na analise da equacao
de Duffing nao amortecida e com apenas nao-linearidade cibica. O método
apresentado por Hu é o que produz os melhores resultados.

Recentemente Mickens (2001)57] estudou o problema de vibracao livre
com nao-linearidade fracionaria. Apos isolar o termo que apresenta nao-
linearidade fracionéria na equacao diferencial, Mickens elevou ambos os lados
da equacao a uma poténcia de forma que a poténcia fracionaria passa a ter
valor unitario e entao ele aplicou o HBM com um tinico harmoénico na solucao
aproximada e obteve uma solucao analitica geral para a relacao freqiiéncia-
deslocamento inicial para nao-linearidades fracionarias onde ambos, numerador
e denominador, sao impares.

Atraves do HBM, Gottlieb (2003)[I] obteve uma solugao de primeira ordem
sem a manipulacao prévia da equacao diferencial realizada por Mickens, que,
como mostrado por Gottlieb, altera o balanco dos harmonicos, piorando os
resultados. Na solucao obtida por Gottlieb, a freqiiéncia é dada em termos de
uma funcao Gamma e obtém-se resultados mais precisos que a solucao obtida
por Mickens. Entretanto, se mais harmonicos sao adicionados a aproximacao da
equacao manipulada conforme Mickens, melhores resultados sao obtidos, como
mostrado por Mickens (2002)58| na aproximagao contendo dois harmonicos.

He (1999)[59] apresentou um novo método de perturbagio baseado na téc-
nica de Homotopia. A técnica da homotopia é originalmente utilizada na re-
solucao de sistemas algébricos nao-lineares, que podem apresentar multiplas
solucoes e divergem rapidamente dependendo das condicoes iniciais. A dificul-
dade na convergéncia que pode ocorrer com certas condicoes iniciais ¢ con-
tornada com a técnica da homotopia. O procedimento consiste de inserir no
problema um novo parametro, A\, que varia de 0 a 1, sendo que para A = 0
tem-se um sistema simples, de facil resolucao e para A = 1 tem-se o sistema
original para qual deseja-se encontrar a solucao. O parametro\ é entao variado
lentamente de 0 a 1 e para cada valor de A a solugao é obtida. Quando A = 1,
tem-se a solucao desejada.

No método de He, chamado de Homotopy Perturbation Method (HPM),
um novo parametro p, que por definicao varia de 0 a 1, é inserido no problema
e escreve-se a funcao de homotopia. Quandop = 0, tem-se o problema linear,
e quando p = 1 tem-se o problema nao-linear original. Em seguida, a solucao é
escrita como uma série de poténcias dep, e substituida na funcao de homotopia.
Os termos de mesma poténcia em p sao coletados e um sistema linear de

equacoes diferenciais é obtido. O parametrop é feito igual a 1 e entao tem-se
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a solucao desejada. Para um oscilador tipo Duffing, He (1999), (9], utilizou
apenas uma solucao de primeira ordem e determinou a freqiiéncia da resposta
ao igualar a zero os coeficientes de cost da segunda equacao, o que impede
o aparecimento de termos seculares na proxima iteracao. Ele mostra que a
aproximacao para a freqiiéncia da resposta apresenta um erro menor deb, 4%
para qualquer valor de nao-linearidade.

Como apontado por He (2004), [60], solugoes de alta ordem nao sao
obtidas porque os termos seculares que surgem nestas solu¢oes nao podem ser
retirados e entao ele contorna esta limitacao expandindo também a freqiiéncia
da resposta em série de poténcias. Porém ha duas formas de aplicar este
método em que a fregiiéncia da resposta também é expandida em série, que
sao desprezando ou nao a solu¢ao homogénea que surge em cada integragao.
He (2006), |61] obtém a solu¢do da equagao de Duffing igualando a zero as
constantes de integracao que surgem em cada passo. Desta forma ele obtém
uma aproximacao para a freqiiéncia da resposta que é pior que a obtida ao
se aplicar o método de Lindested-Poincaré modificado. Se as constantes de
integracao sao determinadas de forma a atender as condicoes iniciais, conforme
Belendez at all (2008) [62], onde a solugao de uma equacao de Duffing com
termo linear nulo é obtida através do HPM, se obtém as mesmas solucgoes, para
o deslocamento no tempo e freqiiéncia da resposta, dadas pelo método de LP
modificado.

Uma forma diferente de aplicar o HPM da forma como é aplicada por He
(1999)[59], na obtengao da solugao da equagio de Duffing, seria a de desprezar
a solucao homogénea e entao determinar a freqiiéncia da resposta através da
condicao inicial de deslocamento. Ao se anular as constantes de integracao,
se evita o surgimento de termos seculares na solucao seguinte. A freqiiéncia
da resposta pode ser obtida através da condicao inicial de deslocamento, mas
as solucoes de mais alta ordem acabam se tornando muito custosas de ser
obtidas. Esta forma apresenta resultados levemente melhores que os obtidos

por He porém piores que os obtidos com o LP modificado.

1.5
Descricao da tese

Esta tese apresenta alguns dos métodos cléssicos de resolucao de equagoes
diferenciais nao-lineares e propoem dois novos métodos. As solucoes de cada
método sao validados através da comparagao com as solucoes obtidas a partir

da integracao numérica das equacoes de movimento. Por ser muito utilizado e
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de facil implementagao, o Runge Kutta (RK) de quarta ordem foi o método de
integracao numeérica escolhido para fornecer as solucoes de referéncia. Detalhes
da formulagao deste método podem ser obtidos no livro de Craig (B3]).

O capitulo 2 apresenta a metodologia comumente usada no estudo da
dinamica nao-linear de estruturas continuas. Utilizando uma viga como exem-
plo, as equagoes de movimento dos casos linear e nao-linear (Duffing) sao
obtidas.

Embora exista uma vasta literatura sobre métodos analiticos aproximados
para solucao de sistemas dinamicos nao-lineares, poucas sao as obras que
apresentam os diversos métodos de solucao e suas variantes, permitindo assim
uma comparacao entre os diversos procedimentos. Assim, no Capitulo 3 sao
apresentados os métodos de perturbacao de Lindstedt-Poincaré tradicional e
modificado e miltiplas escalas. Os métodos sao apresentados em exemplos de
vibracao livre, forcada e forcada amortecida.

No Capitulo 4 apresentam-se os métodos do Balanco Harmoénico, Galerkin-
Urabe e Balanco Harmoénico Incremental, juntamente com exemplos de apli-
cagao.

No capitulo 5, apresenta-se a teoria da estabilidade de solucoes periddicas.

No capitulo 6 apresentam-se o método de Taylor e o método de Taylor
escrito em séries de Fourier, propostas deste trabalho.

No capitulo 7, varios exemplos contendo nao-linearidades nao-polinomiais
sao apresentados e analisados usando-se as metodologias propostas neste
trabalho.

O primeiro exemplo trata do problema envolvendo nao-linearidade fra-
cionaria estudado recentemente por Mickens (2002), B8], Swamy et al (2003),
[64], van Horssen (2003) e Gottlieb (2003), [I], entre outros. Os resultados
apresentados por Gottlieb sao comparados com os obtidos com os métodos
propostos, onde se verifica que as aproximagcoes em série de Taylor a partir de
cinco termos ja apresentam resultados melhores.

O segundo exemplo trata da nao-linearidade devida a funcao trigonométrica
presente na equacao de movimento do péndulo plano. A aplicacao dos métodos
tradicionais neste tipo de problema geralmente é feita apos se substituir,
na equacao diferencial, a funcao trigonométrica por sua série de Taylor, o
que resulta em uma equacao com nao-linearidades polinémiais e impares. A
aplicacao do método de Taylor permite se obter expressoes analiticas para
a freqiiéncia da resposta levando em conta a nao-linearidade original dada
pela funcao trigonométrica. Os resultados obtidos para vibracao livre sao
comparados com integracao numeérica e verifica-se a proximidade das solugoes,

até mesmo para grandes angulos sendo tomados como condigoes iniciais.
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Também a influéncia dos parametros na freqiiéncia da resposta é estudada
e comparada com a integracao numeérica.

Como terceiro exemplo tem-se um péndulo eliptico, onde um péndulo é
preso a uma massa livre para se deslocar horizontalmente. As equacoes de
movimento apresentadas por Ge e Lin (2007), B3], sao obtidas aplicando o
principio de Hamilton e verifica-se a presenca de nao-linearidades inerciais. As
relacoes freqiiéncia-amplitude sao obtidas utilizando os métodos propostos e
os resultados sao comparados com integracao numeérica.

O quarto exemplo trata da equacao com nao-linearidades nao-polinomiais
que descreve o movimento de uma viga bi-apoiada. Esta equacao é obtida
na secao A curva freqiiéncia-amplitude é tracada utilizando diferentes
aproximacoes e comparada com integracao numérica.

O quinto exemplo é o estudo do escape de um vale potencial de um arco
abatido sujeito a um carregamento brusco, estudado por Lin e Bradford (2008),
[66]. Através da curva freqiiéncia-amplitude obtida com os métodos propostos,
é possivel verificar a mudanca de comportamento que ocorre quando a carga
atinge o valor que provoca o escape do vale potencial.

Finalmente, no ultimo exemplo, tem-se o estudo da estabilidade de solugoes
periodicas através da equacao nao-linear de Mathieu. Esta equacao é obtida
ao se aplicar uma perturbacdo € & uma solugao periddica z(t) da equagao de
Duffing. Trés solugoes periddicas sao analisadas e para a solucao instavel se
obteve uma solucao periddica para a perturbacgao coincidente com a integracao
numérica.

No capitulo 8, sao apresentados as conclusoes e sugestoes para trabalhos
futuros.

Finalmente, apresenta-se a bibliografia consultada para o desenvolvimento

desta pesquisa.
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Vibracao em Sistemas Continuos

Com a finalidade de ilustrar a aplicabilidade dos métodos estudados neste
trabalho & anélise de elementos estruturais esbeltos onde a nao-linearidade
geométrica é predominante, apresenta-se a seguir a teoria de vigas esbeltas
e o desenvolvimento de modelos nao-lineares simplificados com um grau de
liberdade para a analise da relagao freqiiéncia-amplitude e da ressonancia.
Cabe ressaltar que o desenvolvimento de modelos consistentes com um pequeno
nimero de graus de liberdade para a andlise dinamica nao-linear de sistemas
continuos tem sido um topico de grande interesse nos tltimos anos.

Uma forma muito utilizada de se obter a equacao de movimento de um
sistema é através da aplicacdo do principio de Hamilton. O principio de
Hamilton afirma que o caminho descrito pelo corpo entre os instantest; e
ta, que satisfaz a lei de Newton, ird extremizar o seguinte funcional (Dym e
Shames (1973)[67]), t

I / (T — )at (2-1)
t

1
onde T é a energia cinética e II é a energia potencial total.
Do calculo variacional, sabe-se que a condicao necessaria de extremo de um
funcional é que a primeira variacao seja nula. Assim, para que uma solucao

extremize o funcional @=II), é necessario que

ST =0 (2-2)

2.1
Relacido deformac3o-deslocamentos

Considere inicialmente uma barra esbelta indeformada de eixo reto e mate-
rial elastico e linear e seja um elemento infinitesimal AB de comprimento dx,
conforme figura. Il O segmento AB, apos sofrer deslocamentos e deformagoes

passa a ser A’B’, com comprimento ds. A deformacao do elemento AB é dada
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Figura 2.1: Deformacao de um segmento infinitesimal

por, -
A'B"— AB ds—d
e (2-3)
AB dx
As componentes em x e y do segmento deformado sao:
A'B', = AB, + d? — 44
(2-4)

AT, = AB, + d” — d?

sendo d!, o deslocamento segundo a dire¢ao i do ponto j.
Escrevendo os deslocamentos em B como aproximacoes em série de Taylor

em torno do ponto A, tem-se

@ = ar + 277,
B_ g4, 9dy——
d, =d, + %ABUC
e substituindo @-5) em (2=4) e lembrando que AB = dx, tem-se
S d
A'B, = (1+ 0 2)dz
——  0d,
A/B/y = %dx

Assim, o comprimento do elemento apos a deformacao é,

ad,\> ad,>

Substituindo (2=7) em (2=3)), tem-se para a deformacao,

ad,\*  ad,>
E—\/(l—i—ax) —F%— (2—8)

Expandindo @2-8) em série de Taylor, obtém-se a seguinte aproximagao
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para as deformacoes,

od, 1(dd,” dd,”
6_8x+§(8:17 +8$> (2-9)

2.2
Viga continua - solucio linear

Considerando pequenos deslocamentos, a deformacao [2=9) pode ser con-

siderada como sendo linear, isto é

od,,
ox

€ =

(2-10)

O campo de deslocamentos no plano de um viga quando se considera que

as secoes permanecem planas e perpendiculares a linha neutra, ¢ dado por

d; = u(z) + ysinf(x) (2-11)
dy

w(x) + ycosb(x)

sendo w o deslocamento na dire¢ao transversal ao eixo da viga eu o desloca-

mento na dire¢ao longitudinal (figura2.2]).

v 1 P

[ le—
viw &

¢ q“"/;v P

Figura 2.2: Viga plana sujeita a um carregamento transversal q(x) e axial P

Substituindo @2-11]) em (2=10)), obtém-se
e=u+yb cosb (2-12)

onde ()’ representa a derivada em relagao a x.
Chamando a deformacao da linha neutra de ¢, tem-se para y = 0 em

2-12)
€= (2-13)
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Substituindo «’ por €y em (2-12)), tem-se
€ =€+ yb cosb (2-14)

Considerando que a linha neutra ¢ inextensivel, o elemento infinitesimal
sobre a linha neutra sofre apenas uma rotacao de corpo rigido. Conseqiiente-
mente, se pode escrever que

sinf = —w’

Assim, derivando sin # em relacao a x, obtém-se

0 = —

2-1
cos b ( 5>

e substituindo @2-10) em (2=I4) encontra-se a seguinte expressdo para a
deformacao
€=¢— yw” (2-16)

Considerando que a linha neutra da viga é inextensivel, hip6tese usualmente
empregada na analise de vigas esbeltas ([67]), tem-se que ¢y = 0 e, assim, a

energia interna de deformacao de um elemento infinitesimal
L
aUu = §Ee (2-17)

torna-se

1
dU = §Ey2w"2

Integrando dU ao longo do volume, obtém-se a energia interna de defor-

macao da viga,

1 l
U=-EI / w”dx
2 Jo

A energia potencial total, II, da viga é dada pela soma da energia interna
de deformagao, U, mais o potencial das cargas externas. Considerando-se que
as cargas externas atuando sobre a viga sao uma carga distribuidag(z) e uma
carga pontual aplicada na extremidade, P, conforme mostra a figura2.2l O

potencial destas cargas é dado por
!
V= —/ ¢(x)wdr — PA (2-18)
0

onde A é o deslocamento do apoio que é dado pela integral ao longo do

comprimento do deslocamento na direcao x, ou seja,
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! l !
1

A= / (1 —cosf)dx = / (1—=+V1—w?)dz~ / §w'2dx (2-19)

0 0 0

Assim tem-se para a energia potencial total da viga,

I ) 1
= / §Elw” — q(z)w — §Pw’2dx (2-20)
0

Considerando apenas os deslocamentos transversais, tem-se para a energia
cinética,
_ b1
T= / §pAw2dx (2-21)
0

Substituindo (2=21]) e (2=20)) em (2=1J), tem-se o funcional a ser extremizado,

Lot ‘1 1
I= [ {] ZpAi’de — | ZEIw"™ — q(z)w — = Pw?dz}dt (2-22)
4 Jo 2 0 2 2

Aplicando o célculo variacional para extremizar o funcional £=22)), tem-se

1 1 1
— §pAw - E_lw”2 + q(x)w + §Pw'2
oI —/ / —6w+ —5w+ oF dw' + oF dw"” >dxdt
ow'’ ow”

t2 5F
/ /{—5w}dxdt+ | ow

i [ [ Yo

l

2 aF :
ow Ydzdt + ow'| —
/tl /{ ( ) } n ow’ 0
2
/
/ / dx( )5w tdxdt

Considerando que dw = 0 nos instantes ¢, e ty, tem-se

OF oF d [ OF d?> [ OF
1 e — [
oL = / / ( ( ) ow <8w’) + dx? (8w ))5wdwdt+
t2 F l t2 F l t2 F l
/ a—5w dt+/ o ' dt—/ i(a )51,0
;q ow' ; 0 4, dx \ ow"

1 aw//
Assim, a funcdo que extremiza o funcional 2=22)) deve atender a seguinte

dt
0

equacao de movimento

d (OF oF d ([ OF d? [ OF
- a(%) T w %(aw') + @(w) =0 22
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ou seja,
pAw + Puw" + EIw" = q (2-24)

Considerando ¢ = 0, a solucao de (2-24) pode ser obtida utilizando

separacao de variaveis. Escrevendo

w(z,t) = f(t)g(x)

e substituindo em (2-24)) e separando as fung¢oes de x e t e igualando-as a uma

constante, tem-se duas novas equacoes,

f+wf=0 (2-25)
— Pg" — EI¢" + pAwy?g =0 (2-26)

A solugao néo-trivial da eq. 2-26)) &,

g=ce V 757 (P2 + coeV — 37 (PH Nz + 636_\/%14—
cq€ V 7ﬁ(p*)‘)55
A= /p? + 4EIw ?pA

A partir das condigoes de contorno nas duas extremidades da viga, obtém-se
os modos de vibracao e as freqiiéncias naturais. Os modos de vibracao formam
uma familia de fungoes ortogonais no intervalo [0, [].

A solugao da viga para g # 0 pode ser escrita como

n

w(z,t) = ai(t)éi(x) (2-27)
i=1

onde a; sao as amplitudes, também chamadas de coordenadas generalizadas, e
¢i sao os modos de vibragao. Substituindo a solu¢ao 2=27) em (2-24)) e usando
as propriedades de ortogonalidade dos modos, se obtémn equacoes diferenciais

desacopladas no tempo, que regem as amplitudes a;.
A expressao (2-27)), considerando um ntimero finito de modos, tem sido
largamente empregada, juntamente com os métodos de Ritz ou Galerkin, para

se obter solucoes aproximadas para o problema nao-linear.
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23
Viga continua - formulacdo nio-linear

Considera-se agora a expressao nao-linear da deformacao dada pela eq.
(2=9). Substituindo o campo de deslocamentos @=I1)) em (2=9), obtém-se,

€ — (l(cos 0)* + l(sin 9)2> 0'y? + (u' cos @ + cos O — w' sin 0)0'y+

2 2
2-28
u/ —I— lul—‘l— lw/ ( )
2 2
Considerando que v’ + su' + sww' = €, tem-se
1 /.2 / . !
e:§9y + (cosf(1+u') —w'sin0)8'y + € (2-29)

Aplicando uma rotagao de corpo rigido a um elemento infinitesimal, tem-se

—w' =sinf
(2-30)
1+ 4 = cosf

Substituindo (2=30) em (2-29) e considerando ¢y = 0, obtém-se
1 /2 /
€= 59 Yy + 0y

Desprezando os termos de mais alta ordem em y, e substituindo 6’ pelo

valor dado em (2-13]), obtém-se para a deformagao

w// wl/

Cosey - _\/1 —w’Qy

Assim, a energia interna de deformacao é dada por

E:@ly:—

1 "2

1 W
AU = B = —Fy2
e TR T T

Aproximando o denominador em série de Taylor, tem-se
1 2 12 2
dU = §Ey w" (14 w'™)

Integrando dU ao longo do volume, obtém-se

1 l
U= 5EJ/ w” (1 + w?)dz
0
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Considerando mais termos na expansao de A em série de Taylor, eq. 2=19),

tem-se

l
1 1
A= / —w”? + —w'dx (2-31)
0 2 8

A energia potencial total da viga é, neste caso, dada por

1/t 1
m= / {Elw”2(1 +w'?) — 2quw — P(w’2 - Zw"*) }d:c (2-32)
0

Sendo a energia cinética dada por 2=2I]), obtém-se o seguinte funcional

to 1 l 1
I = / 5 / {pAu')2 — EIw"™ (1 +w?) + 2qu + P(w'2 + é_lwﬂl) }dmdt
t1 0

Aplicando o calculo variacional, obtém-se a seguinte equacao de movimento
: 3
,01411) + EI(4w”w’w”’ + w" + w////w/2 + w//3> + P(w“ + §w/2w//> = q (2_33)

O método de Galerkin é entao utilizado para discretizar a geometria
continua presente em (2-33).
Utilizando a solucao aproximada igual a utilizada na solucao linear, eq.

[2=27), com apenas um modo, tem-se

w(,t) = a1(t)¢1 ()

que, no caso de uma viga simplesmente apoiada, torna-se

w(z,t) = ai(t) sin(?x) (2-34)

Considerando a fungdo peso como a derivada de 2=34) em relacdo a
coordenada generalizada a;(t), e aplicando o método de Galerkin, chega-se

a seguinte equacao diferencial nao-linear

m 72 70 3t 4ql
( —FI——P El — Pla?®=— 2-35
h (ml3 ml ) “r (2ml5 8ml3 ) “T (2-35)
onde m = pAl.

A eq. [2=35) é do tipo Duffing. A solucao que descreve o comportamento
ao longo do tempo da amplitude a; da funcao ¢, é obtida através de inte-
gracao numeérica ou a partir dos métodos aproximados que fornecem solucoes
analiticas. Adicionando mais termos a solu¢ao aproximada 2=34)), chega-se a
um sistema de n equacoes nao-lineares acopladas.

A eq. (2=35) tem sido largamente empregada para se estudar a relagao
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freqiiéncia-amplitude e o comportamento de vigas sob cargas harmonicas (68]).
Equagao semelhante, com termo nao-linear ctbico, é obtida para placas e
porticos simétricos ([69]).

Introduzindo os parametros

mEl
Pcri = P
T
x(t) = 7a1<t)
P
A p—
Pcm'

em (2-33)), e em seguida aplicando a transformacao 7 = wyt, onde

2
_Wpcm'

= 1—A
0 ml ( )
obtém-se
xm—i—x+bx3 =7
onde o paradmetro nao-linear b é dado por
3N —4
b= —— 2-36
8(A—1) ( )

e é exibido na figura 2.3 onde se pode ver que b < 1 para valores de

carregamento inferiores a 80% da carga critica.

0.5 —

! | ! |
0 0.4 0.8

p8

Figura 2.3: Nao-linearidade da viga-coluna versus nivel de carregamento.
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2.4
Viga continua com imperfeicdo inicial

Considerando agora uma viga com imperfeicao inicial. o campo de deslo-

camentos passa a ser dado por,

dy = uo(z) + u(x) + ysin(Go(z) + 6(x))

(2-37)
dy = wo() + w() + y cos(bo(x) + 0(x))

onde ug(z), wo(z) e Oy(x) descrevem a forma inicial da viga imperfeita.
Substituindo o campo de deslocamentos £=37) em ([2-9), obtém-se,

2
= L0 0+ 0+ i+ '+ 0+ 07 cos(0+ )~

1
(wp +w') (0 + ) sin(6 + b0) } + w + ' + 5 (wp + ')+ (2-38)

1
5(“6 +u')?
Considerando que a linha neutra nao sofre deformacao, 2=38) toma a forma

2
€ :%(9' +00)? + y{(upt +ubf) + 0 + U0+

0" + 0;) cos(0 + 0y) — (wy + w') (0" + ;) sin(6 + 0y) }

(2-39)
A rotacao de corpo rigido sofrida por um elemento infinitesimal localizado
na linha neutra da viga passa a ser

1+ + uy = cos(0 + 6p)

Substituindo 2=40) em ([2-39), obtém-se
1 / /\2,,2 /
€= 5(9 +600)*y" + (0 + o)y

Desprezando os termos de mais alta ordem em y, e considerando que

w// _'_w//
9+ —__—0"1 7
% cos(6 + 6p)
obtém-se para a deformacao
" " 1 "
e—py— W tw W itw (2-41)
cos@+60)" T + wpp?
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Considerando como referéncia a posicao inicial deformada, deve-se diminuir
da deformacao (2=41)) a imperfei¢do inicial. Desta forma, tem-se
w” + w( w(

€= — Y+ Y 2-42
V1= (W + wp)? 1 —wf (2-42)

Substituindo (2=42) em (2-I7), integrando ao longo do volume e aproxi-
mando os denominadores por séries de Taylor, se obtém a seguinte expressao

para a energia interna de deformagao:

U=EI /l{%wg’Qw’Q —wy? — gwg&w{f - %w{)’w”w{f + %w"zw’2+
0 (2-43)

1 1
wgw//wéw/ + wgw//w/2 4 §w1/2 + §w//2w[/)2 4 w”2w6w’ dZE

Da mesma forma, o deslocamento A, dado em (@2-19)), sofre modificagoes.

A variacao de A entre as posicoes inicial e final é dada por:

8= /ol<—¢1 — W wp)? 41— w)ds

que, aproximado por série de Taylor, torna-se

I

1 1 3 1 1

A= / (whw' + =w"” + Zwiw' + Swiw? + ~wjw” + ~w)dw (2-44)
; 2 2 4 2 8

Substituindo (2-44) em (2-18)) se obtém para a energia potencial total da

viga com imperfeicao inicial

! 1 3 1 1
I = / {E[ (_wuzw/Q o w(l)/? o _w//2w(/)2 . _wgw//w[/)Q + _w//2w12_|_
0

20 20 2 2
/i 1 / ! 1 " 12 ]' 12 1 12 12 12 / /
W W W + waw w4+ —w'* + —w" wy + w wyw' | —
0 0 0 5 9 0 0

1 1 3 1 (2-45)
qu — P(wéw’ + —w"? + —wiw' + Swgw” + Zwyw+

2 2 4 2
1w/4> }dx
8

Com a energia cinética sendo dada por (2=21)), obtém-se o seguinte fun-

cional,
ot 1 3 1
I= / / {—pAw2 — EI (—w(’)’Qw’2 —w)? — —wtwg — wiw" w4
wJo 12 2 2 2
1

1 1
§w//2w/2 + wlolw//wéw/ + wgw//w/2 + §w//2 + 5U)IIQUJ62 + w//Qwéw/ +
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1 1 3 1 ,
qu + P (w{)w' - §w’2 + §w63w’ + nggwa + §w6w'5+

1
gw’4) }da:dt (2-46)

Extremizando o funcional 2-46)), a seguinte equagao diferencial é obtida

. 2 2 3
i + ('l — 3w whwy + e wh + wfw’® +wwy? + u

2 2 2 1 2
w//// _"_ w////w/ _"_ zwg w// _"_ 3w6/w// _ §w/0///w6 _"_ wg”wéw/—i—

"t/ / n3 n oMol "o ", M " ! n
2w wow” — wy” 4 3wy w wy + 4wy w w - dwgwTw” + dwtwow T4 (2-47)

3 3
4" w'w")ET + P(wy +w" + §w62w6' + 3wiw'wy + §w62w’/+

3 3
§wgw’2 + Bwyuw'w” + éw’Qw”) =q

Considerando uma pequena imperfeicao inicial pela funcao
wy = 0, 051 sin(%a:)

e (Z=34)) como solugao aproximada, e utilizando o método de Galerkin, chega-se

a seguinte equacao diferencial

99, 813 10,144 72,104 5,479
dﬁ—(’—El — ’—P) a1+( ’ ET — ’—P)a12+

ml4 mi2 ml5 ml3

76 3t ET 1,273 0,498
EI - P)a;® =0,015 ’ ——P
(2ml6 8ml4 ) “ OTE T T T T

que possui ndo-linearidade cibica e quadratica. E interessante observar que o
coeficiente nao-linear ciibico obtido é o mesmo do caso da viga perfeita. Uma
equacao semelhante, com nao-linearidade quadrética e cubica, é obtida para
arcos abatidos ([70],[71]) e cascas (|72]).

2.5
Viga continua - solucdo com nao-linearidades mais completas

Considerando que o deslocamento A seja dado de forma exata em vez da

aproximacao 2-31)), tem-se que
!
A= / VTP (2-48)
0

Seguindo os mesmos passos da secao 2.3l mas desta vez sem aproximar
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o denominador da energia interna de deformacao por uma série de Taylor,

chega-se ao seguinte funcional

t21 I "2
I_/ /{ Ani? — =+ 2qw + P(1 — \/1—w/2)}da:dt

que, ao ser extremizado, leva a seguinte equacao de movimento

/2 4w w'w™" " n3

3
4w w w

m+ + + +
<<1 —w?)? (1—w?)? 1-w? (1 —w?)

w" w/2w//
P( 1 —w? " (1 —w’2)3/2) 1

Aplicando o método de Galerkin usando a func¢ao aproximada R-34), e

2>El+ "

atribuindo, por exemplo, [ = 20, chega-se a seguinte equacao diferencial no
tempo
8

™ [
10ma —ay’ — 200
ma1+<800a1 7T Gl + 7 al) (a127T2 _400)5/2
40P 40

., m .. 7T
P (EllzptzcE{%csgn(al)al} — Ellzptch{%csgn(al)al}) =

El+

(2-50)

que, devido as nao-linearidades nao-polinomiais, nao pode ser resolvida uti-
lizando os métodos aproximados convencionais. A eq. 2-50) sera resolvida no

capitulo[1 com os métodos propostos no capitulolfl
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3
Métodos de Perturbacao

O objetivo deste capitulo é apresentar os métodos de perturbacao mais uti-
lizados na andlise de sistemas dinamicos nao-lineares, bem como modificacoes
destes métodos apresentadas na literatura recente com o objetivo de melhorar
o desempenho dos métodos classicos. Sao também apresentados os algoritmos
que, programados em algebra simboélica, permitem a automagcao dos métodos.

Os métodos de perturbagao podem ser utilizados na resolucao de problemas
com pequenas nao-linearidades. A solucdo é escrita através de uma série
de poténcias de um determinado parametro de perturbagdao. Geralmente,
quanto mais termos tiver a série, mais precisa serd a solucao. Entretanto, em
alguns casos, de acordo com Andrianov e Awrejcewicz (2000) e Amore et. al.
(2004)[54L [55], o acréscimo no numero de termos da aproximagao pode conduzir
a uma série divergente.

A medida que a nao-linearidade cresce, a solucao aproximada deve conter
mais termos para que se tenha uma boa aproximacao. Em alguns casos, pode
nao ser possivel aplicar o método devido a complexidade da solucao.

Seja a equacao com nao linearidade cubica
i+ we’r+ Bz =0 (3-1)

onde o parametro 3, associado ao grau de nao-linearidade, pode ser tomado
como um parametro de perturbacao, desde que [ seja suficientemente pequeno.
O método consiste em expandir a soluc¢do z(t) da equacao (B=I) por uma

série em torno de 5=0. Seja a solucao aproximada:
w(t) =Y Bwi(t) (3-2)
i=0

Substituindo B-2) em (B-I)), e agrupando os termos de acordo com as

poténcias de 3, tem-se para n = 1, por exemplo:

Brr® + 3203112 + 3202 5P, + (@1 + wolxy + xog)ﬂ + g + wolxe =0 (3-3)
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Considerando que os termos de mais alta ordem sao muito pequenos, ja
que 3 é pequeno, para que a igualdade B=3)) seja atendida, os termos que

multiplicam 8% e ' devem ser nulos, ou seja

JJO + w02x0 =0 (3—4)

fl + w02x1 = —I03 (3—5)

A solugdo para xo em ([B=4)) é, ja considerando as condicoes iniciais zo(0) =
z(0) e ©0(0) = 0,
zo = x(0) cos wyt (3-6)

A substituicdo de (B=0) em (B-H), leva a uma equagao diferencial nao-

homogénea em z; cuja solucao é,

1 z(0)?
T = coswot — =

z(0)° z(0)*
1= 735 2 Ltsmwot—l——L

w02 32 w02

cos 3wt (3-7)

A solucdo para x; é composta de uma parcela homogénea mais uma
particular. Uma forma de fazer com que a solugdo aproximada B-2)) atenda
as condigoes iniciais do problema B-I]) é fazendo com que todas as condigoes
iniciais nas equagoes seguintes sejam nulas (r;(0) = 2;(0) = 0;7 > 1). Dessa
forma, as novas constantes que surgem em cada solucao homogénea, tornam-se
fungao de x(0) e £(0), que sdo as condigoes inicias de B-TI).

Os termos lineares em ¢, presentes em (3-7), sao chamados de termos
seculares e limitam a aplicabilidade da solucao aproximada para apenas
pequenos intervalos de tempos. Lindstedt, em 1882, desenvolveu uma técnica

que evita o surgimento destes termos.

3.1
Método Lindstedt-Poincaré

No LP expande-se a freqiiéncia da solugao em uma série de poténcias da

perturbacao, ou seja
W= wo + Z eif’ (3-8)
i=1

Para que a freqiiéncia da resposta fique explicita na equacdo, aplica-se a

seguinte transformagao do tempo,

T =wt (3-9)

Assim, = deixa de ser fungio de t e passa a ser funcao de 7 e a eq. (3=1))

torna-se
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w?zr” + wox + Br* =0 (3-10)

Considerando uma aproximagao com trés termos para z(7) e para a

freqiiéncia w, tem-se

w(7) = wo(7) + Bai () + 22(7) + Ba5(7) (3-11)
W= wq + 661 + ﬁ262 + 6363 (3—12)

onde e; sao as correcoes da freqiiéncia em funcao da amplitude.
Substituindo (B-I1) e (B-12) em (B-I0) e agrupando os termos de mesma

poténcia em (3, chega-se ao seguinte sistema de equacoes:

(4}02.1'0” —+ WOQxO =0 (3—13)
szl‘l” —+ (.UOQ.Il = —2w061x0” — .1’03 (3—14)
W02$2// + WQQ.CL’Q = —3$02I1 — 2(,()062!1}0// - 6121’0// - 20&)061271// (3—15)
w02x3" + wOng = —31‘01’12 - 31‘02{1)2 - 2w063x0” - 261621’0,/— (3 16)

2(4)062{E1” — 6121'1” — 2(.(}061{172”

Inicialmente, encontra-se xq resolvendo a eq. (B-13)
o = Cysint 4+ CycosT (3-17)
Aplicando as condigbes iniciais de deslocamentozy(0) = z(0) e velocidade
zo'(0) = v(0), zy torna-se

zo =v(0)sinT + x(0) cos T (3-18)

Substituindo B-I8) na eq. (B-14), tem-se

3 3
w1 + wolzy + (ZU(O)B + Zv(O)x(O)2 — 2w061v(0)) sin 7+

(ZU<0)2$(0) + %:10(0)3 - 2w061x(0)) cos T+ (21}(0)x(0)2—

iv(of’) sin 37 + (—ZU(O)%(O) + iaz(o)?’) cos 37 = 0

Resolvendo esta equacao, encontra-se x1, a saber

. (( B 3;()023 B 311(55:5(0) N 612(0))7 ~ 30(0)° Cue

30(0)z(0)? . ew(O)) . (3"0(0):5(0)2 v(0)3) .

8(.()02 wo

320)02 32(4]02

((30(0)3 _ew(0) |, 30(0) x2(0)2)7 N CS) COST+(Q}(O)3 B

80.)02 wWo 8(4)0
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3 —) cos 37 (3-19)

Novamente as constantes devem ser determinados de acordo com as
condigoes iniciais. Como foi imposto que z(0) e x¢'(0) sao idénticos as
condigoes iniciais, tem-se, com base na eq. B=11I), que z1(0), x1'(0), z2(0),

z5/(0), 23(0) e x3'(0) devem ser nulos. Dessa forma tem-se

x(O) 2 2
Ca = 555 (80(0)" — 2(0)")

30(0) (3-20)
Ci= 35 S (0(0)" = 32(0)")

A solucdo de z; apresenta termos que crescem indefinidamente com o
tempo. Eles devem ser eliminados para que a solucao passe a ser periddica.

Igualando a zero os termos que multiplicam 7sin 7 e 7 cos 7 em ([B=19), tem-se

0 3 3
arl0) _ 30— 2 0(0)%(0) = 0
wWo 8w0 8(,()0 (3_21)
—av® | 30+ 3 0)e(0) = 0
wWo 8(4)02 8&)02 N
E qualquer uma das eqs. 3-21]) conduzem a:
e = = (0(0)® + 2(0)%) (3-22)
8(.4)0

T :((3 v(0)* = 90(0) 2(0)%) sin7 + (3v(0) 2(0)* — v(0)®) sin 37+

(30(0)*2(0) — 2(0)*) cos 7 + (2(0)* — 3v(0)°(0)) cos 3T> 320,

As solugoes xg e z1 sdo agora inseridas em (B-15)) e x5 é determinado,

. :( (3%(0)%(0)3 N e27(0) N 212(0)° 3v(0)4x(0))7_+

128&)04 wo 256W04 256&)04
33v(0)%z(0)” 212(0)'0(0)  3v(0)°  ew(0)Y .
el St SN/ —

12800, 6 56wt 956wt | w )T
30(0)°  3z(0)'(0)  3v(0)3x(0)? 0)°
v()_x()v()+v()r() sin 374 v(0) n
2560w 32w’ 2560w 1024w,*

52(0)*0(0)  50(0)°x(0)* n 5t 30(0)°  33v(0)*z(0)*
1024w 512w 256w 128wq*
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e0(0)  212(0)*0(0) 9v(0)*z(0)  3z(0)°
— C —
o 25609 )T ) O Tom6gt T 128y

270(0)%2(0)* o3t z(0°  50(0)*x(0)°
256w 1024w 512w

M) cos 5T (3-23)

1024w’

As constantes de integracao C5 e Cg sao obtidas fazendo-se 25(0) = 0 e
x9'(0) = 0, e os termos seculares sdo retirados de xo, determinando-se es.

Tem-se entao

_ z(0) 4 4 2 2
Cs = —W (—23z(0)" + 41v(0)" 4 98v(0)°z(0)7) .

v(0 4 4 2 2

Ce = 024 (41v(0)" — 2632(0)" — 14v(0)"z(0)7)
ey = %MOS (v(0)* — 220(0)*2(0)* — 72(0)") (3-25)

Em seguida xg, x; e xo sdo substituidos na eq. (3-16) e x5 é obtido. As
constantes de integragao sao determinadas fazendo-se z3(0) = 0 e 23’ = 0 e,

novamente, os termos seculares sao retirados de x3 e obtém-se es.

3 4002 0
~ syt (2100 (0)" + 230(0)°~ (3-26)

1670(0)%2(0)" — 272(0)°)

€3 =

Uma vez determinados ey, es e ez, tem-se a solugao periddica em 7 e pode-

se escrever a relagao freqiiéncia-amplitude. Considerando que v(0) = 0, da

eq. (B=I1)) vem

() 2(0° ., 3z(0)"
x(T)_32768w065 S T4\ 1000001’ ~ 20dsays” ) €57 F
2(0)? 32(0)° ,  297x(0)" ,
_ L9 Y) 3 3.97
(32w02ﬁ 1280070 1638dwm,0 ] ) OS5 (3-27)
2(0)* 23z(0)° , 547z(0)" 3\
(xw) 3202 T 1024wgT” 3270800 ) %7

Para escrever a solucao em termos da variavel original ¢, basta substituir

T por wt na eq. (B=27). w é obtido substituindo os valores de e;, e e e3 na

eq. (B=12). Assim, tem-se

812(0)°
2048&)05
Escrevendo as eqs. (3-2)) e (B=8) para n valendo de 1 até 6, apos a retirada

5+ g (3-28)

2 4
o=yt 33;(0) 5 21x(0)

W 2560003
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dos termos seculares, encontram-se, respectivamente, as seguintes relacoes

frequiéncia-amplitude.

3 2
— wo+ —— 9
w w0+8wOﬁx(0) (3-29)
3 2 21 2 4
— 2 B2(0)% — 0 §
W= wp+ &UOﬁx( ) 256w03ﬁ x(0) (3-30)
B 3 s 21, 81
w=uwy+ 8w0ﬁ:v(0) 256w036 z(0)" + 5048 056 x(0) (3-31)
B 3 s 21, 81 L
6519 1o -
2621440,
3 s 21, 81
- 2 32(0) — _
w = w0t g B0 = S PO g 7O (3-33)
6549 1o STBT_ sy
262144w," 2097152,
3 s 21, 81
— wo 4+ ——Bz(0)* — 0
w=wo + g Pr(0) = o5 0] + oppe 587w (0)
6549 ., & 3TT3T . . 1
s621aaey7 "0 F Sao71m009 0 *0) (3-34)
036183 o 1
T2 3640
6710886401 *(0)

Como se pode observar, a complexidade da solucao cresce com o nimero
de termos, n, adotado em (B=2) e (B=5).

A figura B.1] apresenta a freqiiéncia da resposta em funcao da condicao
inicial de deslocamento x(0) = z, para as diferentes relacoes w-z(0) dadas
em ([3-29) a ([B:=31) e também a solugdo obtida por integragdo numérica da
equagdo de movimento. Na figura[3.1(a)] utilizou-se wy = 1 e § = 1, e em
utilizou-se wyg = 0,1 e 6 = 0,1. Em é possivel perceber que a
solucao nao é convergente. Isto ocorre porque, a medida que mais termos sao
adicionados, os denominadores em 3-29) a (3=34)), que contém poténcias de

wp, decrescem, crescendo a contribuicao dos termos mais altos da série.

3.1.1
Vibracdo Forcada

O problema agora é escrito como
Q%" (1) + wo’x(7) + fa(r)’ = BFsinT (3-35)

onde 7 = Qt, sendo ) a freqiiéncia da excitacao. Ao impor que a forca é

proporcional a 3, admite-se que a amplitude da forca nao ¢ muito grande.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 3. Métodos de Perturbacio 60

Figura 3.1: Relagao w-zo. O, RK; +, eq. 3229); 0, eq. B30); A, eq. B=31).
(a) Série convergente, wy = [ = 1; (b) Série nao convergente, wy = 3 = 0, 1.

Considerando novamente uma aproximagao com trés termos, tem-se

2(1) = xo(1) + Ba1 (1) + B2a5(1) + as(7) (3-36)
Q= wy + Per + [Peq + Bes (3-37)

Substituindo (3=36) e (B-37) em (B=37) e coletando termos de mesma ordem

em [, obtém-se

WOQZL’OH + UJQQIQ =0 (3—38)
wolxy” + wolry = Fsint — 2wperxy” — x0° (3-39)
WOQI‘QH + WQQZL‘Q = —3ZE02I1 — 2&)0621‘0// - 612ZE0/, — 2LU061I1H (3—40)
sz.Tg” + w02x3 = —3$0$12 — 3:1:02302 — 2w063$0” — 26162%’0”— (3 41)

2w062x1" — 6121'1// — 2w061x2"

A tnica diferenga do sistema de equagoes 3-38)-(3=4I) em relagiao ao
problema de vibragao livre, eqs. B-13)-(B-16), é a presenca de F'sinT em

Somente interessa a resposta permanente da solucao. Dessa forma, admite-

se que a solucao de z( estd em fase com a forca aplicada

ro = AsinT (3-42)

Substituindo 3-42) na eq. (3-39), obtém-se

3
wo(z1" + x1) — 2wpe  ATsin T — 7 sin 37+
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A3
(BT — F)sinTt =0 (3-43)

Resolvendo (3=43)), encontra-se para

A
x1=CrcosT+ CysinT — 61—7'(:037'—
Wo
A3 34° F (3-44)
32002 sin 37 + Swn? TCOST — S? TCOST

Agora as parcelas homogéneas das solucoes sao desprezadas fazendoC; = 0.

Neste caso
=
(3-45)
Cy=0
Retirando os termos seculares de x1, tem-se
3A? -F
0 3-46
“ 8(,()0 2(,0014 ( )
A3
T = T sin 37 (3-47)
Inserindo as solugoes zg e z1 em ([B=40) e resolvendo-a, tem-se
C3=0
Cy=0
! 15A* + 48AF — 32 i (3-48)
(A = — — — —_— -
> 256w A2
a4 (21 sin 37 + sin 57) AT in 3 (3-49)
Tg = —— sin 37 4 sin 57) — sin 37 -
27 1024wp? 25600

Em seguida xg, 1 e x5 sdo inseridos na eq. (3=41]) e x5 é obtido, as constantes

de integracao C5 e (g sao anuladas e os termos seculares sao retirados de z3,

obtendo-se
_ 123A° — 512F3 — TO8A’F + 1152F* (3-50)
= 3192w0 A3 )
A?
o 32768000 (sin 77 4+ 417sin 37 4+ 438in 57) + -
A'F , , S1AF? )
1298800 (567 sin 37 + 26 sin57) — 204800 sin 37

A partir de (B37), obtém-se para a curva de ressonancia nao-linear a

seguinte relacao freqiiéncia-amplitude
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g 3 B 6 3 2
Q = wo A% — AF) 4 —— (—15A° 4 48A4%F — 32F
O g )* 356 | " )+ (3-52)
ﬁ?’ 32 3 9 6
— T (11524%F2 — 512F° + 123A4° — T08A°F
S92 " )

Para um dado valor de F', a amplitude A pode ser retirada da eq. (8=52),
uma vez que €2 é conhecido.
Da eq. (823), pode-se escrever a solu¢ao no tempo, substituindor por Qt,

ou seja

AT AP 2 13AYF 4347
)= sin70t 3 -
() = = 3576800 O +{1024w04+ﬁ (6144w06 32768w06)
A33 2145  9A’F 18944 F
in 5Qt+< — 2 — Sl —— - (3-53
}Sm +{ 52m02 (1024w04 256w04>+ﬁ (4096w06 (3-53)
4ITAT  BIAF?
32768we® 2048w,

) } sin 30t + Asin Q¢

O deslocamento maximo é entdo obtido avaliando B=53) ao longo do

tempo.

3.1.2
Vibracao Forcada Amortecida

O problema passa a ser escrito como
Q%2 (1) + 2Q8¢wor(t) + wolx(1) 4+ B(1)* = BF sin(t + ¢) (3-54)

onde 7 = Qt. Agora o amortecimento também é considerado proporcional a
B, isto é, nao é muito grande. Considera-se uma aproximacao com apenas um
termo em (3, pois para malis termos nao é possivel retirar os termos seculares das
solucoes. Também é admitido que h&d um angulo de fase¢ entre a resposta e a
forca aplicada. O angulo de fase é uma das incognitas do problema em sistemas
amortecidos, e pode ser inserido tanto na resposta quanto na excitacao. Por
simplificacdo, em (3-54)) ele é inserido na excitagao.

Sejam as aproximacoes

(1) = xo(T) + B (7) (3-55)
0= wo + 661 (3—56)

Inserindo as eqs. (353) e (3=56) em (B-54) e equacionando os termos de

mesma poténcia em [3, chega-se ao seguinte sistema de equagoes:

WOQZL'QN + UJO2$0 =0 (3—57)
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wo " 4+ wolzy = Fsintcos¢ + F cosTsin ¢ —

‘ (3-58)
1’05 — 20.)061.’13'0// — 2CW02.1'0,
A solugdo permanente da eq. 3-57) é tomada da forma:
o = AsinT (3-59)
Substituindo (3-59) em (3-58), tem-se
3
wo?r1” + wo’r; = F(sin T cos ¢ + cos 7sin ¢) + — sin 37—
4 (3-60)

A3
v sin T + 2wper Asin T — 2Cwp? A cos T

Resolvendo B=60)) e desprezando a parcela homogénea da solugao, tem-se

para

A3 3 34°% N 3A3 N el A
— sin 31 — sin T TCOST + —— sinT7—
32&)02 8&)02 8w02 [O%)
A
O cosT — CATsinT + sin 7 cos ¢+ (3-61)
wo 4&)0

1 =

2

5 COS T sin ¢ — 5T COS T COS ¢ + 5
4w0 2(4}0 2(4)0

Tsin 7 sin ¢

Os termos seculares de (B=61]) sdo eliminados fazendo-se

—CA+ 5 sing =0
s (3-62)
— — cos ¢ =
Wo 8&)02 2&)02
de onde se obtém o angulo de fase ¢ e e;, a saber
. 2¢ Awy®
sin ¢ = 7 (3-63)
3A? F?
_ _ 2,2 -64
€1 8w \/4w02A2 CPwo (3 6 )

Assim, a solucao de x; torna-se

3

sin v/ F2 — 4¢2A%wp4 (3-65)

A
— sin3T—|—C—COST—
32wq? 2 4ewo?

T =

Inserindo as solugoes (3-59) e (B-63)) em (B-55) e fazendo 7 = Qt, chega-se

a solucao no tempo:
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3
z(t) = Asin Qt — A
32

A
5 Sin 30t + 62 cos Qt—
“o (3-66)
sin Qt\/F2 — 4¢2 A2

w02

Inserindo (3=64) na eq. (3=56), obtém-se para a curva de ressonéncia do

sistema amortecido

4w02A2

Q= wo + SBAQ - ﬁ\/ = - C2w02 (3—67)

Com A obtido através de (3-67]), a amplitude da resposta é entao conhecida

observando-se a evolugao da resposta no tempo, eq. [3-66)).

3.1.3
Programa em Algebra simbélica

A seguir sao apresentados os passos necessarios para a automatizacao do
problema de vibracao livre nao amortecida ou vibracao forcada, amortecida
ou nao, para n termos na aproximacao. A restricdo de vibracao livre ndo-
amortecida é devida ao método, porque as amplitudes das solugoes aproxi-
madas sao constantes no tempo.

O programa, desenvolvido em &lgebra simbolica, na linguagem MAPLE,

executa os seguintes passos:

1. Aplica-se uma transformagao de coordenadas { T=0t

a equacao diferencial que se deseja estudar. x(t) = x(7)

(1) =2 i Bl

Q=wo+ >, Fe

2. A solucao aproximada e a relacdo entre as
freqiiéncias sao substituidas na equacao dife- {

rencial.

3. Os termos que multiplicam [ sao agrupados
eqo :

de acordo com a poténcia de 3. Dessa forma

2,1 2 —
. : . . . wo o + wo g =0
constroi-se um sistema de equacoes diferenci- 4
. . . xg = AcosT
ais lineares de segunda ordem nao-homogéneas.
~ . . ou
Uma solugao de amplitude desconhecida, repre-
zo = x(0) cos T
sentando apenas a parcela permanente da res-

. . +v(0)sinT

posta, é adotada no caso de vibracao forcada. (0)

4. Se o problema for de vibracao forcada, as parcelas

~ - C; =0

homogéneas das solucoes de x; 1 sao desprezadas,
ou

anulando-se as constantes que surgem na integragao. 0) =0

. <~ 1 . < Ti+1\V) =

Na vibracao livre, as constantes de integracao sao " , = Cj

Tit1 (O) =0

determinadas de forma a atender as


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 3. Métodos de Perturbacio 65

condigoes iniciais x;11(0) = 0 e x;,.1'(0) = 0.

5. Os termos seculares presentes na solu¢ao encon-

trada no passo 4 sao eliminados, determinando-se o Tit1 = €41
valor de e;1 que anula estes termos. Com e; 1 de- [}
terminado, uma nova solugao x;,, ¢ escrita, onde a xir1periddica

periodicidade esta assegurada.

6. Os passos 4, 5 e 6 sao repetidos até que todos

os x; periddicos sejam determinados. Isto permite

_ n i
- - Q—WO+Ei:1ﬁ€i
reescrever a solugao z(7) e a relagdao entre as fre-

qiiéncias da excitagao e a natural do passo 2. Agora i
basta atribuir valores aos parametros e encontrar a
valor do parametro A.
7. Substitui-se A em z(7) e aplica-se mais um A= x(1)
transformacgao de variaveis, obtendo-se a resposta T =0t
no tempo. x(7) = x(t)
8. O valor maximo da resposta no tempo é encon-
z(t) = Timaw
trado.
3.2

Método Lindstedt-Poincaré Modificado

Nos ultimos anos, diversos métodos foram propostos com o objetivo de
fornecer respostas quantitativamente consistentes para fortes nao-linearidades.
Burton e Hamdan (1983)[73| citam alguns desses métodos, entre os quais o LP
modificado.

Alguns métodos derivados do LP original consistem em introduzir um
novo parametro de perturbacao que permanece pequeno mesmo quando o
parametro original ¢ muito grande [p1]. Burton (1984)[74] usou a relagao
a = fa?/(4 + 3Ba*) e expandiu a solugdo em poténcias de o no lugar de
a expandir em poténcias de 3, fazendo com que as solucoes no tempo e na
freqiiéncia apresentem resultados convergentes.

He (2000) [75] prop6s uma nova técnica de perturbacao a partir do LP,
que, segundo Hu (2004) [56] [76], apresenta resultados inferiores ao de uma
técnica considerada classica (método apresentado nesta secdo). Segundo Hu,
esta técnica é valida para grandes ndo-linearidades. Sanchez (2005) [[7] mostra
que o método proposto por He apresenta erros enormes na amplitude da
resposta, enquanto que os erros no periodo ficam em faixas bem menores.

Sanchez comenta que quando o erro exibido pelo método de He para o periodo
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¢ menor que 5% para § = 100 em (B-Il), o erro na amplitude da solugao é
392%.

Utilizando a seguinte expansao para a freqiiéncia da resposta,

W =w’ + ) e (3-68)

=1

ao invés da expansao dada pela eq. B=8), obtém-se resultados superiores ao do
LP classico, tal como apontado por Andrianov (2000) b4]. De (B=68) tem-se

que

n

wo? = w? — Z e/} (3-69)

i=1
Para Burton (1984)[74], a eq. (B=G8) apresenta resultados superiores por
conter w?, que aparece naturalmente na formulacdo, ja que a equacao diferen-
cial é de segunda ordem.
Considerando uma aproximacao com trés termos para a solucao no tempo

e para a freqiiéncia wy, tem-se
wo? = w? — PBey — ey — Feg (3-71)

Substituindo B=70) e (B=7I) em (B=I) e agrupando os termos de mesma

poténcia em (3, chega-se ao seguinte sistema de equacdes:

o+ w?rg =0 (3-72)
¥+ Wi = ejxy — x° (3-73)
T + wlry = €111 + ey — 370211 (3-74)
Ty + w?xs = e3mp + eax1 + €119 — 3xor1> — 30 T (3-75)

Da mesma forma que no método classico, encontra-se primeiramente a
solucao de xg
zo = Cy sinwt + Cy coswt (3-76)

Aplicando as condig6es iniciais £¢(0) = x(0) e ¢(0) = v(0) e determinando
as constantes, tem-se
v(0)

0=~ sinwt + x(0) cos wt (3-77)

Substituindo (B3=77) na eq. (B=13)), tem-se

e1v(0) v(0)?

3 sin 3wt—
w

¥+ Wi = sinwt + e;2(0) coswt +
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3v(0)° | 3v(0)*z(0) 30(0)x(
e sin wt — o coswt + T cos 3wt—
2 2 3
M sin 3wt + M sin wt — ﬂ cos 3wt—
4w w 4
3
32(0) coswt (3-78)

Resolvendo (B-78), encontra-se x4

- :<3v<0)x(0>2 v(Of’) B (31;(0)%(0)

3203 32wW° 32w
z(0)? erw(0)t  3v(0)°t
m) COS3Q)t+(O3_ 2w2 + 8w4 ‘I‘ ( )
3-79
3tv(0)2(0)? 300> 3
%) cos wt+ (C4 - Zi}g’) - @U(O)ZE(O)2—
3tz(0)®  e@(0)  ewz(0)t  3v(0)*z(0)t) |
Sw * 2w3 + 2w Sw3 sinwt

Novamente as constantes de integracao sao determinadas aplicando as
condi¢oes iniciais. Como foi imposto que zo(0) e #¢(0) sao idénticos as
condicoes iniciais z(0) e v(0), da eq. BT0) tem-se que z1(0), £1(0), x2(0),

t9(0), 3(0) e @5(0) devem ser nulos, dessa forma tem-se

_e1x(0) N 150(0)%z(0)  11z(0)*

O =
3 20,2 32w4 3202
: ¢ (3-80)
O — ew(0)  9v(0)”  21v(0)x(0)
1T 98 325 32w3

Substituindo (3=80) em (B=79), a solugdo z; ainda contém termos que
crescem indefinidamente com o tempo. Eles devem ser retirados para que a
solucao passe a ser periodica. Igualando a zero os termos que multiplicam
tsinwt e t coswt em ([B-79),tem-se

e1x(0)  3v(0)°z(0)  3x(0)°

— =0 -81
2w w3 8w (3-81)

de onde determina-se ey,

30(0)*  3z(0)*
- 82
€1 4(,02 + 4 (3 8 )
e T
30(0)°  9v(0)z(0)? St 3v(0)z(0)>  v(0)? S
xr1 = — 1n w — 111 oW
! 3205 3203 3203 3205
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<3U(0>2$(0) $(0>3> cos wt + (:U(O)3 — 31}(0)2:[(0)) cos 3wt

32wt 3202 3202 32wt

Inserindo zo e z1 na eq. (B=74)), tem-se para xo

B (151}(0)391:(0)2 ~ 32(0)"0(0) 30(0)5> R ( o 210(0)°

2567 1285 25600 2569
3x(0)5t N 150(0)*z(0)? N 32(0)*v(0) N 150(0)°z(0)*  ey0(0) N e2(0),
2563 128w7 2565 12805 23 2w
210(0)*2(0) \ . 52(0)'0(0)  v(0)®  50(0)°z(0)% .

55607 )T Hooas T 102 ot ) SUOVIT
3 2 4 5 3 2
152(0)"v(0)”  9v(0)"z(0) €03 3wt 2(0)”  52(0)"0(0) N
2566 2568 1024w* 51200
50(0)*z(0) 21v(0)° ea0(0)  150(0)%z(0)?
2V AT t [ — t— t—
T02des ) oW Sagos LT O~ o 1286
4
Mt coSs wt
2564

As constantes de integracao C5 e Cg sao obtidas fazendo-se x5(0) = 0 e
t9(0) = 0, e os termos seculares sdo retirados de xo, determinando-se ey, ou

seja

= 852(0)°0(0)*  ex1(0) N 1150(0)"'z(0)  132(0)°

C- =
° 5120 202 1024w® 1024w*
o 530(0)”  50(0)°x(0)° | v(0)es N 590(0)2(0)*
o 102400 51207 23 1024w5
3z(0)*  210(0)*  152(0)%v(0)?
€y = — —
7T 128w? | 128w 64w?
47 4 1 5 3 2
o z(0)"v(0) | 31v(0)"  650(0)"x(0) R
1024w5 1024w 51207
4 5 3 2
1
3z(0)"v(0) | 3v(0)”  150(0) x(0) sin Swtt
128w° 256w? 256w7
5 3 2 4
v(0)”  50(0)"z(0) N 52(0) v(0) -
1024w 51207 1024w5
5 2 3 4
2 1
z(0) 50(0)"z(0)”  31v(0)"z(0) coswht
1024w? 5120 1024w®
150(0)°z(0)*  9v(0)*z(0)
- 3wt
25600 o56es ) O
5 4 2 3
z(0) N 50(0)"z(0)  5v(0)"x(0) cos Bt
1024wt 102408 5120
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Em seguida o, z1 e x5 sdo inseridos na eq. (3-70)), 3 é obtido, as constantes
de integragao sao determinadas fazendo-sex3(0) = 0 e #3(0) = 0, e, novamente,

os termos seculares sao retirados de z3, e tem-se finalmente ez, a saber.

~330(0)°  210(0)%2(0)"  450(0)'x(0)?
~ 512w10 5126 2568

€3 (3-83)
Uma vez determinados eq, e; e e3, tem-se a solucao periddica no tempo e

pode-se reescrever a relacao freqiiéncia amplitude (eq. [3=68)) na forma

W? = wy? + 360(0)° | 362(0)° _ 38%(0)"  215%(0)"

4w? 4 128w? 1286
15620(0)°2(0)*  333%0(0)°  218%0(0)%2(0)* (3-84)
64w 51210 51256
453%v(0)*2(0)*

256w8

Melhores resultados sao obtidos a medida que mais termos sao considerados

nas aproximagoes (3-70) e (3-68)).

Considerando que as condigoes sejam sempre

xz(0) #0

o0) 0 (3-85)

e escrevendo as eqs. (3=70) e (B=68) para n valendo 1, 2, 3, 4, 5 e 6, ap0s
tirar os termos seculares, encontram-se, respectivamente, as seguintes relacoes

freqiiéncia-amplitude:

3
w? = wy? + Z—lﬁx(O)Q (3-86)
3 3
w? = wp® + 502 (0)° — o= 2 (0)" (3-87)
3 3
w? = wy? + Z—lﬁac(o)? ~ 57 3%2(0)* (3-88)
w? = wy? + §ﬁ$(0)2 _ 3 32(0)* + 2—16431:(0)8 (3-89)
0 Ty 12802 13107256
3 3 21
2 _ ° 2 2 4 4 8 )
wi=wo 1 02(0)" = 50 + g 70 (3-90)
3 3
W? = wo? + 702(0)" — 5o 8% (0)"+ 3.01
Lﬁﬂx (0)8 _ Lﬁfﬁ (0)12 ( ) )
13107206 * 16777216010 ©

Ao contrario do método tradicional, eqs. 3=29) a (B=34), onde se obtém uma
expressao explicita para w em funcao dos parametros do sistema, no método

modificado deve-se resolver uma equacao nao-linear para se determinarw.
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Para resolver cada uma das eqs. (8=80) a (B=91)), pode-se utilizar Newton-
Raphson ou programas de algebra simbolica. As eqs. 3=80)) e (3=87) podem ser

resolvidas analiticamente. As suas solugoes sao respectivamente

w = %\/ (4wo? + 382(0)%) (3-92)

W= }1\/(8%2 + 651’(0)2 + \/64“104 + 96w02ﬁ:c(0)2 + 30521’(0)4 (3-93)

As solugoes no tempo correspondentes as freqiiéncias naturais obtidas
através de (3-92) e (3-93) sao respectivamente

z(0)”

32w?

= (055

3 2 5
T = (:L'(O) - /63;;(22 - 6022))4) cos wt+
2(0)°

2(0)°
32w? 10244

) coswt + 3 cos 3wt (3-94)

I6; cos 3wt + (2

cos bwt (3-95)

A figura apresenta a freqiiéncia da resposta em funcao da condicao
inicial de deslocamento z(0) = =z para diferentes relagbes w-ry e tam-
bém a solucao obtida por integracao numérica da equacao de movimento.

Diferentemente do método tradicional (figuraB.d)), o método pode apresentar

03
_H
12 — EEO
EH«E%*G}B
fp-om-@B°
0.8 —
o
04 —
i . 0___0_.0'
~ iy & o <
T T 1 T 1 " 1 '?P 71 T 1T T 1T T 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xo Xo

Figura 3.2: Relagao w-z¢. O, RK; +, eq. 3=86); 0, eq. (B=81). (a) wo = [ = 1;
(b) wo=p4=0,1.

mais de uma solucao para a freqiiéncia, sendo que a solugao correta sempre

serd a maior. Entretanto o método nao apresenta problemas de convergéncia
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para pequenos valores de wy, pois poténcias de w estao nos denominadores nas

relagoes (B-80) a (B3-91).

3.2.1
Vibracdo Forcada

Considera-se agora que a aproximagao

$(t) = X9+ 51’1 —+ 62$2 -+ 631’3 (3—96)
seja a solucao de

T4 wolx + Ba® = BF sin Ot (3-97)

Substituindo (3=96) em (B-97) e levando em consideracao que a freqiiéncia

da excitagao é aproximadamente
QQ = UJQ2 —+ 661 + 5262 + ﬂ363 (3—98)
tem-se,
o+ B + FPis + Bis + (xo + By + BPaa + BPa) Q% —
(LL’() + Bl’l + 521’2 + 631’3)661 — (l’o + ﬁl’l + 621'2 + ﬁ3$3)ﬂ262—
(o + Bar + Bxy + 53363)5363 + B(xo + B + Bry + 53563)3
= [BF sin Qt

Igualando os termos de mesma poténcia em (3, chega-se ao seguinte sistema

de equacoes diferencias lineares de segunda ordem,

Ty + w?ry =0 (3-99)
i 4 w?ry = FsinQt + eyzg — 2° (3-100)
T + w?xe = €111 + eaxo — 30271 (3-101)
Ty + w?xs = esxy + eax1 + 109 — 3xer1> — 30 X (3-102)

A solucao da eq. (3=99) é escrita como
o = Asin Qt (3-103)

ja que é de interesse apenas a resposta permanente do sistema [B=97]).
A solugao zg é inserida na segunda equacao em (3=100) e encontra-se .
A parcela transiente da nova solucao é novamente desprezada anulando-se as

contantes de integracao. Dessa forma a solucaoz; é dado por

_ 3_143_5_% t Qt_ 3_‘/43_i_|_
=R 20 20 )t 802 202
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A A3
glﬁ) sin Qt — 39072 sin 302t

Retirando os termos seculares, encontra-se e;

3 F
— 242 T
ATyT A
e r1 passa a ser periodico
_ 3 &
T = —329214 sin 3¢t

72

(3-104)

(3-105)

(3-106)

Substituindo B=103) e (B=106) na eq. (3=-I01]), encontra-se z2. Desprezando

a parcela homogénea da solucao, tem-se

5 5
xgz(BA —%)tCOSQt—l—(%— 34 )sith—

25608 20 202~ 25604
345 A2F 5
in 30 in 50t
<1024Q4 + 256Q4> L TIYTories

Para anular os termos seculares, é necessario que:

_o3At
© 12802

€2
Assim a solugaoB-107) toma a forma
5

_ A ansor
2= T02a08 M

3A4° n FA?
102404~ 25604

> sin 30t

(3-107)

(3-108)

(3-109)

Substituindo (=103), (B-106) e [B-I09) em (B=102) e repetindo o procedi-

mento de desprezar a parte homogénea da solucao e retirar os termos seculares,

encontra-se

_ BPAT 1547
7 102401 T 209601
e chega-se a
7 5AT FA*
- sinTO in 501 —
3= " 3ares0e T T (3276896 - 614496) s

( 9A" 3F A F?A

in 30
3276806 | 200605 | 204896> sin 3

Reescrevendo (3-96) e (3-98), tem-se respectivamente

o %A% F 5A3 _
x(t) = Asin Qt + 1024004 A+p @—1—3292 sin 5t —

(3-110)

(3-111)
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FPAT BA* [ 3A5  A’F
3o76a00 ST\ 302 T |\ Tooan Tasenr ) T

3AYF AF? 9A7
’ in 3¢ ;
’ (409696 T 301808 3276896>) At (3-112)

0 =we’ + GM — %) + 6 ( 34 ) +6° ( a4 o ) (3-113)

128022 102404 * 409604
Deve-se notar a semelhanca entre as eqs. 8=52)) ¢ (B=113), e (B53)) ¢ (B=112).

3.2.2
Vibracido Forcada Amortecida

Agora o amortecimento é considerado. A equacao diferencial assume a

seguinte forma:
&+ 2Cwo BT + wo’x + B = BF sin(Qt + ) (3-114)

onde ¢ é o angulo de fase entre a excitacao e a resposta.

Considerando que a aproximacao
x(t) = xo + By (3-115)

¢ a solugdo da eq. (B=IT4), substituindo B-1135) em @B114) e levando em

consideracao que a freqiiéncia da excitacao é

Q2 = w02 + 561 (3—116)
tem-se,

o + Bi1 + 26Cwoio + 267 Cwoit + (zo + 1) — (20 + P1)PBer+

3-117
B(xo + Bz1)* = BF sin Qt cos ¢ + BF cos Qt sin ¢ ( )

Igualando os termos de mesma poténcia em (3, chega-se ao seguinte sistema

de equagoes,

Fo+ Q%20 =0 (3-118)
# + Q%2 = Fsin Qt cos ¢ + F cos Qt sin ¢+
(3-119)
€1y — o — 20wodo
Novamente a solucao da eq. (3-118) é escrita como
xo = Asin Qt (3-120)

A solugao xy é inserida na equagao seguinte B-119) e encontra-se x:

343 F CwA F erA
Il—<Cl+8—Qt—EtCOS¢—T+@SIH¢—%t>
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F F .
cos Qt + (C’g + 103 o8 o+ ﬁt sin ¢ — (woAt) sin Qt—

3

3202

sin 30t (3-121)

Desprezando a solugdo homogénea de B-121)), os termos seculares sao

eliminados fazendo-se,

Fsing
— A = -
Cund + =02 =0 (3-122)
3A3 €1A F
8Q —ﬁ—ECOS¢—O (3—123)

de onde o angulo de fase ¢ e e; sao determinados

QCACUOQ

sing = (3-124)
A2
3 \/ — 4C%w%? (3-125)
Assim, a solucao z; torna-se
A3 A
T = — 5 sin 3Qt + Gwo cos 2t —
X 320 2Q) (3-126)
— sin Qty/F2 — 4¢2 A%w)2 Q2

4€)
Inserindo as solugoes B-120) e (B-126) em ([B-113), tem-se a solucdo no

tempo:

A3 A
x(t) = Asin Qt — b 5 Sin 30 — Pewo os Qt+
102 \/F2 4¢2 A%wy%Q2 sin Ot
Inserindo (B=I27) na eq. (B=116)), obtém-se
3[A? F?
QO = wy + 54 - 6\/ Vi 4¢2wy20Q2 (3-128)

de onde pode-se determinar o valor de A a partir dos demais parametros.

Com A conhecido, a amplitude da resposta é entao retirada da solucao no
tempo, eq. (B3-127).

O LP modificado permite encontrar uma aproximacao para a solugao
forgada amortecida até a ordem dois, enquanto que na versao tradicional (com
a expansao (B-56)) no lugar de (B-11€])) a partir de x5 nao é mais possivel retirar
os termos seculares da solucao.
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Considerando as seguintes aproximacoes de segunda ordem,

2(t) = xo + By + (2, (3-129)
QQ = w02 -+ 661 + ﬁ2€2 (3—130)

chega-se as seguintes expressoes para zo(t) e es:

B 345 7A2
27\ 7702404 T 25600

VF? — 4w02§2A292) sin 3Q¢+

3A3WO< A5
205 0830 + ———— sin 5Ot (3-131)
19805 cos 30t + 10240 sin b

3A 3A% £?

€2

\/FZ _ 4w02C2A2Q2 +

02 1282 T qAze

Programa em Algebra simbélica

A seguir sao apresentados os passos necessarios a automatizacao do pro-
blema de vibracao forcada nao amortecida paran termos na aproximagao. O

programa, desenvolvido em &algebra simbolica, executa os seguintes passos:

qiiéncias sao substituidas na equacao diferencial.

w02 = QQ — Z:’L:l ﬁiei

1. A solucao aproximada e a relacao entre as fre- { x(t) =0 Blay

2. Os termos que multiplicam (3 sao agrupados , )
eqo = Qrg+x9=0

xo = Asin Qt

ou

de acordo com a poténcia de (3. Dessa forma
constroi-se um sistema de equacoes diferencias

lineares de segunda ordem nao-homogéneas.Uma -
- ; ) eqo = w'@g+ a9 =0
solucao de amplitude desconhecida represen-
zo = x(0) cos wt+

tando apenas a parcela permanente da resposta #0) .
T sin Ot

é adotada no caso de vibracao forcada.

3. As solucoes conhecidas sao inseridas na préxima X0y -y Tj
equagao diferencial a ser resolvida e encontra-se a [}
solucao desta equacao. €Qit1 = Tit1

4. No caso de vibracao forcada, a parcela homogénea

das solucoes de x;11 sao desprezadas, anulando as C;=0
constantes que surgem na integracao. Na vibracao ou

livre, as constantes de integracao sao determinadas zi11(0) =0 ~
de forma a atender as condigdes iniciais x;,1(0) = 0 i11(0) =0 ’
e t;41(0) = 0.

5. Os termos seculares presentes na solucao encontrada no passo 4 sao

eliminados, determinando-se o valor de e;;; que anula estes termos.
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Com e;y1 determinado, uma nova solucao x;; 1 é es-

crita, onde a periodicidade estd assegurada. Havendo Tit1 = €i41
amortecimento, na determinacao dee; deve-se também J
determinar o angulo de fase ¢ da forga (F'sin(Qt + ¢)), ;11 periodica

sendo depois possivel retirar os termos seculares de xs.

6. Os passos 4, 5 e 6 sao repetidos até que

todos os x; periddicos sejam determinados. Isto o

¢
A

permite reescrever a solucao x(t) e a relacao
entre as freqiiéncias da excitacao e a natural
do passo 2. Agora basta atribuir valores aos

parametros e encontrar o parametro A.

7. Substituir A em x(t).

8. O valor maximo da resposta no tempo é encontrado. { z(t) = Tmae

3.3
Meétodo Muiltiplas Escalas

Segundo Sanchez (1996)29], contribuiram para o surgimento do MMS,
Sturrock(1957), Frieman(1963), Kevorkian(1963) e Nayfeh(1965). No MMS,
as parcelas z; da solugao da equagaoB-I1)) ,que sdo funcoes do tempo, agora

passam a ser funcoes de miltiplas escalas de tempo, Tg, 17, etc. Tomando
T, = 't (3-132)

a solucao de uma equacao de movimento pode ser escrita como,
=Y 2Ty, .. T,)H (3-133)
i=0

Substituindo B-133) na equacao diferencial, um sistema de equagoes é
obtido coletando os termos de mesma poténcia em . A solugao da primeira

das equacoes deste sistema é
zo = A(Ty, ..., T,)e** ™ + B(Ty, ..., T,)e 70! (3-134)

Esta solucao é substituida na segunda equacao do sistema e os termos que
irdo produzir termos seculares na nova solugao sao retirados. Resolvendo esta

equacao, encontra-se x1, onde apenas a parcela permanente é considerada. As
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solucoes para xgy e x; sao agora inseridas na proxima equacao do sistema e
assim por diante.

Para anular os termos que provocam o surgimento de termos seculares,
novas equagcoes sao escritas, ao invés de resolvé-las como equacoes diferencias
parciais, pode-se combina-las numa tinica equagao.

dA <~ 0A(Th, ... T,)
— = Zl 3 — (3-135)

onde as derivadas de A em relacdao a T; sdao obtidas a partir das equacoes
geradas para eliminar os termos seculares. Segundo Nayfeh (2005)[8], esta
técnica é chamada de método de reconstituicao.

Assume-se que

1 .
A= éa(zf)e(b(t)Z

1 .
B = 5@(75)6_(1’“)Z

(3-136)

e insere-se estas expressdes na equacao@B-139). Separando as partes reais
e imaginarias, a equagao(3-135) produz duas novas equagdes que permitem
determinar a(t) e ¢(t) e, conseqiientemente, (3-133)) é determinada.

Tomando como exemplo a equacao
i+ we’r+ B2 =0 (3-137)
uma aproximacao para x que contém termos até a poténcia trés é construida:

x = xo(To, Th, Ts, T3) + B (To, 11, T, T5)+

) X (3-138)
B xo(To, T, T, T3) + Box3(To, Th, T, T3)

A seguir, (B-I38) ¢ inserida em (3-I37) e as derivadas parciais sao obtidas
de acordo com a regra da cadeia:

dv;  ~— ,02;(Ty, Ty, Ty, T
ﬂzzﬁl :C]( 0,41,42, 3) (3_139)
1=0

dt oT;

Agrupando os termos de mesma poténcia em /3, chega-se ao seguinte sistema

de quatro equagoes:

82

87‘;’;3 + wolzg = 0 (3-140)
821'1 2 821.0

— =—2—— — 34 3-141
oy T T T oren (3-141)
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82]72 9 2 821’0 821’0 82]71
— = -3 -2 — -2 3-142
g,z Yo T ST, 0T ST, (3-142)
0%xs ) 0%z 0%x, ) 0%x,

- _9 _ _3 _9 _
oT? T T Tamar,  ame T T tamat (3-143)

02 02 i
2 2 2 10 — 31’02$2

OT,dT, ~OT,0Ty

Segundo Nayfeh(2005)[78], a solu¢ao da eq. B=I40) pode ser escrita como
zo = A(Th, Tp, T3)e**™ + B(Ty, Ty, T3)e 0™ (3-144)

onde o termo que contém B é o complexo conjugado de A.
Substituindo (3=144) na eq. (B141)) e expandindo esta equagao, tem-se

) 0A , OB , '
+ ZZ_CU eonOl — QZ—w 677’WOTO + A363’LLUOTO+
oy T or (3-145)

3A2€onoiB 4 3Aefiw0T0B2 4 B3673@'WOTQ 4 W02$1 =0

Resolvendo a eq. 3-I47), a solucdo x; conterd termos seculares devidos
aos termos e070? ¢ ¢=w0T0i presentes em (B-143) e, por isso, sao retirados da
eq. (B=I45) para que a solu¢ao z; nao apresente termos seculares. Retirando
estes termos, tem-se para (B-145))

82[131
oT,>

+ APePoTo 4 Bem30To 4 %y = 0 (3-146)

Para que os termos que produzem o surgimento de termos seculares sejam

anulados, as seguintes equacoes devem ser atendidas:

0A
2i—wy 4+ 3A°B =0

gg (3-147)
—2i—— 3AB* =0
laTl wWo +
Isolando as derivadas de A e B em relacao a 11, tem-se
0A 3
— = —iA’B
8T1 2(,00
(3-148)
0B -3 . AB?
—_— = —
8T1 2w0
A solugiao permanente da eq. (3=140) ¢
A3 3iweTo 33 3iwoeTo
= ——e" ——e 3-149
e 8&)026 + 8(.0026 < )
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Agora as derivadas (3-148) e as solugoes (B3-144) e (B-149) sao substituidas

na proxima equagao diferencial, eq. 8=142)). Evitando o surgimento de termos
seculares, a eq. (3-142)) torna-se

o2 . 4
8= 2wy? — 2LAYH 0T B — 91 BytedienTo A
T (3-150)

8wy + 34”010 4 3BT = ()

cuja solucao permanente é:
21
64WO4

1 . ,
o . (A565ZW()T() + B56—5’Lono)
0

(A463ionoB + B46—3iw0ToA) +

Ty =

(3-151)

Ao evitar o aparecimento dos termos seculares, as derivadas de A e B em

relacao a T sao encontradas:

OA 15

GTQ 16&103

o 15, (3-152)
9o _ A2

9Ty 16wy?

Finalmente, substituindo as derivadas 3-148), [B=I52) e as solugbes
B-14d), (3-129) e (B-I51)) na eq. (B=143) e retirando os termos que provocam

o surgimento de termos seculares, tem-se a solu¢ao permanente dexs

43
51 2&)06

417 : .
o5 (AT B + Brem o A) o (3-153)
0

1
512&]06

Ty = (A665iw0ToB 4 B6€—5iw0ToA) +

(A7e7zw0To 4 B7€—7zw0Tg)

As derivadas de A e B em relagao a T3 sao:

A 123

g2 A3

T 128wg’

OB 123 ., (3-154)
— AR

Ty 128w

Falta determinar A e B. Substituindo (3=148), (B-152) e (B-154) na equagao
de reconstituigao (B=130)), tem-se

1532 . 12333
— B— —C iA’B? 4+ ——C jA'B3 3-155
dt 2w 16wg? " * 128wy (3-155)

A
i _ 30, g
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A tnica forma de resolver B-1I55) é subtituindo A e B pelas expressoes

(B-1306). Assim, (B-I59) fica,

lda(t) 1 do(t) 3
2 dt + §m< ) dt  16384wy’ iBa(t ) (1024w’ (3-156)

1605a(t)’w’ + 415%a(t)*)

Simplificando as solucoes z;, tém-se

xo = a(t) cos(¢(t) + wot) (3-157)

= 32u)02(1(15)3 cos(3¢(t) + 3wot) (3-158)
a(t)®

Tg = 10240t (—21 cos(3¢(t) + 3wot) + cos(5¢(t) + bwot)) (3-159)

T3 = alt)” {417 cos(3¢(t) + 3wot)—

32768w" (3-160)
43 cos(bp(t) + bwot) + cos(To(t) + Twot) }

Separando as partes real e imaginaria na eq. B-156), obtém-se as equagoes

diferenciais
da(t
s
3-161)
1d¢()33152512337(
£y £ g
2 =g 16w0ﬁa() 510" at)” + 1638405 al?)

Da primeira das eqs. (3-161) determina-se que a(f) é uma constante e

apenas ¢ é variavel no tempo.

a(t) =a
123 15 (3-162)
5 — 6 33 492 23 ¢
o(t) (8192%5a e L) LR
Novamente, reescrevendo as solugoes dos x;, e com base nestas solugoes,
tem-se
xo = acos(wt + ¢p) (3-163)
=g a® cos(3wt + 3¢y) (3-164)
5
a
- (=21 _
To 02401 (—21 cos(3wt + 3¢g) + cos(bwt + 5¢y)) (3-165)
a7
= ——{417 3wt + 3¢0)—
T3 = Gy LT cos(3wl + 360) (3-166)

43 cos(bwt + 5eyg) + cos(Twt + o)
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sendo que
123 4 4 15 4 9 3 5
_ - _C — 3-167
“ ‘ (8192w05a B 356 P TRy P ) T (3-167)
A solucao para o deslocamento é
T = x9 + Br1 + FPas + FPas (3-168)

Inserindo as respostas (3-163)), ([3-164)), (3-163) e (3-166) na solucao (3-168),

determina-se a e ¢y em funcao das condigoes iniciais.
Para se obter a e ¢y a partir das condi¢oes iniciais x(0) e #(0), pode-se

utilizar Newton-Rapshon:

Aa gz Jo - z(0) —x
Aoe [ g_x 59%? s (3-169)

Partindo de ¢9 = 0 e um a qualquer como valores iniciais para se resolver
o sistema (3-169), a correcdo A¢py é nula ja que ¢o = 0. Conseqiientemente,
menos solucoes serao encontradas, pois possivelmente existem solucoes para
¢o # 0. As solucoes que deixam de ser encontradas geralmente apresentam
um maior valor para a, e, conseqiientemente, maior amplitude e freqiiéncia
da resposta. Fazendo-se ¢g = 0, geralmente encontram-se solucoes em que a

amplitude maxima coincide com a condicao inicial de deslocamento.

3.3.1
Vibraciao Forcada

Seja a equacao de movimento
1 -1 ,
F(t) 4+ wola(t) + Ba(t)® = éﬁFeQT‘” + iﬂFe‘QT“ (3-170)
onde a freqiiéncia da excitacao é escrita como
Q=uwy+ fo (3-171)

sendo o definido como um parametro de sintonia.

Escrevendo a solugdo como em (3-133), adotada-se a solucao
z = xo(To, Ty, To) + Bar (To, Ty, To) + 22 (To, Ty, T2) (3-172)

Substituindo (-I71]) e (B-172)) em (B-I70) e separando os termos de mesma

poténcia em 3, chega-se ao seguinte sistema de equacoes:
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227? + wolzg =0 (3-173)
Zz; +wo’zy = _28(79;2071 —x0° + %FGWOTOiGUTﬂ+ (3-174)
lFe—onoie—chli
227? + wolay = —3wo2wy — 2 a?:?TQ - g;fjg - aijglﬂ (3-175)
A solugao da eq. B=I73) é,
zo = A(Ty, Ty)e** ™" + B(Ty, Ty)e “oTo! (3-176)

Procedendo da mesma forma que no problema de vibracao livre, da retirada
dos termos que irao produzir termos seculares nas solugoesz;, determinam-se

as derivadas de A em relacao as escalas T;. Tem-se assim

% — iiAQB _ i oTvi
E)Tl 2(,()0 4(,(}0 <3 177)
0A 3F Fo , 3F , 15 )
Il AB . oTi ~A2 —oTvi -A3B2
T, (&0032 * 8w022) ‘ 16w € 16003
As derivadas dos respectivos complexos conjugados sao,
a_B — E —oTii _ iz’ABZ
3T1 4w0 20)0
0B 3F Fo , 3F , 15
= i AB ; —oT11i .BQ oyt -AQBS
a7y (80)03@ - 8w02l) R TR LR Tk

As parcelas permanentes das solucoes de cada equacao diferencial sao:

AP B ..
— iwo1o —3iwoTo
T —8w02€ + —8%26
21AB* “3woTo 21A*B 30 Th 9A%F 0Ty —3woTh
P27 gt © T o1t ¢ T 256wyt +
9B2F e—o’Tl-‘r?)ono + 9A2F eo‘T1+3on0 + gBQF —O'T1—3w0T0_|_
256wp* 256wq? 256wq?
5w0Th B? —SwoTh 9;B*F i 9A’F i 9 B2F_
64:(,()04 64:(,()04 256&)04 256&)04 2560)()4
9;A%F 9A%F 9B%F 9;A%F
T5 — 3wl —
256w04> cos(oT = 3wy 0>+(256w04 T 256wt 256wyt |
9;B*F
60 4> cos(oTy + 3woTh)
0

A equacao de reconstituicao é:
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dA(t)  0A

0A
dt b 0Ty

2
0T

(3-178)

As derivadas de A em relagdo a T; sdo dadas pelas eqs. B=171). A seguir,
assume-se que
L ()es0
A= Ea(t)e (3-179)
1 :
B= ia(t)e*¢<t>@ (3-180)
Considerando as eqs. (B-I80) e substituindo as derivadas @B-I77) em

(B-178), chega-se a

1, 1 . 1 1
S0+ Fiao = 4_w0ﬁF sin(—¢ + oT}) — WﬁQFJ sin(—¢ + o) —

9 1
———3*a’Fsin(—¢ + oTy) — —iBF cos(—¢ + oT1)+
64W03 4(.4)0
5 . (3-181)
16w0wa + 8w022ﬁ ocos(—¢ + oTh)+
iiﬁQGLzF cos(—¢ + oTy) — 15 i3%a®
64w 512wp?

onde o ponto indica derivada em relagao ao tempo.

Separando as partes real e imaginaria de B=181]), tem-se

. (( Fo 9a2F) e 2%”) sin(—¢ + oT)

_4(,002 B 32&)03 0
. Fo 3aF , Fp
= — — Ty)— 3-182
¢ ((4aw02 + 32w03) g 2aw0) cos(=¢ +oTh) ( )
15a*3? n 3a%3
256wp® 8wy

Segundo Nayfeh(1979)24], as eqs. (B-I82)) devem ser transformadas num
sistema autdénomo, onde a variavel T} nao apareca explicitamente.

Fazendo
y=0li—¢ (3-183)

tem-se entao,
Y=0f—¢

Dessa forma, o sistema (3-182)) torna-se
. ([ BF Fo  9d*°F\ )\ .
“= (2w0 Ty T3 ) 7)Y

) g Fo n 3aF 32 n
= — coS
K 2awy dawe® 32w 7
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15a*3%  3a%p3 N
256&)03 8L¢J0

of3 (3-184)
Os pontos de equilibrio no sistema B-184) podem ser encontrados fazendo-

se

(3-185)

Segundo Nayfeh(1979)[24], nos pontos de equilibrio a amplitude a e o
angulo de fase v nao variam com o tempo, e a resposta do sistema é um

movimento permanente. Retirando siny e cos~y das eqs. (3=184), tem-se

a (1508 — 96a%wy® + 2560wy?) (3-186)
8F (8Bowy + 3a%f — 16wy?)

e escrevendo
(siny)? + (cosy)? =1 (3-187)
tem-se que, como siny = 0,
cosy =1 (3-188)
ou seja,

a (15a*B — 96awy? + 2560wy*)
8F (8fBowy + 3a%5 — 16wy?)

Através das consideragoes (B-180) e (B-I87), as solucées x; podem ser

reescritas na forma

=1 (3-189)

xo = acos(oft — v + wot) (3-190)
03
T = 3202 cos(30 5t — 3y + 3wpt) (3-191)
9*F _ . 9 .
Ty = W{sm@aﬂt — 2y 4 057t 4 3wpt) — sin(—20 0t + 2y+

9a*F
o 3%t + 3wet)} + a

{cos(3c 8t — 2y + 3wot) + cos(—30[Ft+

512(4}04
a’ 9a%F
9y + 3wot)} + ———— cos(50 3t — 5y + Swgt) —
7 30t} ¥ Tt S Got =57 Bel) = gt
sin(206t — 2y — 0%t + 3wot) — sin(—20 8t + 2y — o 3* + 3wot) }— (3-192)

21a® 9a%F

1024 d cos(30 5t — 3y + 3wot) — 71cos(—208t + 27—
0

1024wy
9a*F

1024w04{

cos(—208t + 2y + 0%t + 3wot) + cos(208t — 2y + o 5%t + 3wt )}

o 3%t + 3wot) + cos(20 8t — 2y — o 3%t + 3wot)} +
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O valor de a é retirado numericamente da eq. 8=189). Uma vez determinado
a, obtém-se v da eq. (B=I84). O valor maximo do deslocamento x e de seu
periodo é dado pela anélise da resposta no tempo. A resposta no tempo é
obtida inserindo as eqs. 3=190), (B-191) e (B-192) em (B=172).

A eq. (B=IT) exibe a relagao entre a freqiiéncia da excitagao(Q e a freqiiéncia

da natural da estrutura wg. Se, ao invés de (B=I71)), utiliza-se a relagao
0 = w® + Bo (3-193)

as respostas x; terao {2 no denominador, ao invés de wy, como nas solugoes
B-190) a (B-192). Além disso, as respostas sao bem mais simples e nao ha
necessidade da transformacao de coordenadas B-183)) para tornar o sistema
homogéneo. Ambas as solucoes apresentam o mesmo resultado quando{2 = wy.

Utilizando (B=I93) ao invés de (B=ITI)), o problema é escrito da seguinte

forma,
E(t) 4+ (9% — Bo)x(t) + pz(t)® = %mre%i + %Mefmﬂ (3-194)

e chega-se as seguintes expressoes.

xo = acos(¢ + )
3

2= o cos(3¢ + 3Q2t)
a’ 21a® ao
= — 5) 50t — 3 30
T2 = Jogaq 0SB0+ 50 + ( 10240F 3294) cos(3¢ + 34)+
9a%F
— 2 Q
SE6CA cos(2¢ + 342t)

A figura B3 apresenta a curva de ressonancia a partir da relagao B=1TT),
que serd doravante chamada de versao 1 do MMS, e a partir da relacao
(B-193)), versao 2. Foram consideradas aproximacgoes em [B=-172)) com poténcias
1 e 2 do parametro nao-linear.Pode-se ver que a relacao [B-193) apresenta
melhores resultados que B=ITI]), principalmente quando se aumenta a ordem
da solugao, uma vez que a aproximacao de segunda ordem da versao 1 passa a
divergir a partir de 2 > 1,5. Ja as aproximagoes da versao 2 exibem grandes
deslocamentos para pequenos valores de €2, isto ocorre porque poténcias de
() estao presentes nos denominadores da solucao aproximada. A aproximacao
de segunda ordem da versao 2 apresenta ainda um ramo de solugoes bem

diferentes dos dados pela integragao numérica.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 3. Métodos de Perturbacio 86

Figura 3.3: J, RK; +, aproximacao com 2 termos; ¢, aproximacao com trés
termos. (a) versao 1 do método; (b) versao 2.

3.3.2
Programa em Algebra simbélica

A seguir sao apresentados os passos necessérios a solugdo do problema de
vibracao forcada nao amortecida.
O programa, desenvolvido em algebra simboélica, executa os seguintes passos

na sua resolucao:

1. A solucao aproximada, funcao de mualti-

plas escalas de tempo, é inserida na equagao { x(t) =30 BTy, ... T,)

diferencial.
2. Os termos que multiplicam 3 sao agrupados de acordo com a
o . . - 3% = eqo
poténcia de (. Dessa forma, constréi-se um sistema de equagoes 5
= eq;

diferencias lineares de segunda ordem nao-homogéneas.

3. Assume-se que a solucao da primeira equacao possui amplitudes
varidveis no tempo. As solucoes conhecidas sao inseridas na préxima

equacao diferencial a ser resolvida.

4. Antes de encontrar a nova solucao, as parcelas .
sinwTp(...) =0
que produzem termos seculares ao se resolver a
o ) R ' coswoTp(...) =0
equacao diferencial, sao retiradas, o que leva a

construcao de um sistema de duas equagoes, que OA(TY,...Th)
. . . T on
permite determinar as derivadas de A e B em OB(Ty,...Tn)

relacao as escalas T;. 0 oT;
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5. A equacao é resolvida e encontra-sex; sem termos seculares e a parcela

homogénea da solucao é desprezada.

6. Repetem-se os passos 3, 4 e 5 até OA(TY,...T) PA(T . T) ”
~ . e ; T

que todas solucoes z, sejam encon- BB(’I(?lT.l.ATn; ’8B?TT;11T”)
a1, s ey 9T, = €eq;

tradas. Porém, entre os passos 3 e 4,
deve-se substituir na equacao também as derivadas de A e B em relacao
as escalas T; ja conhecidas.

(A= La(t)e?V)

7. A e B sao escritos na forma polar. | B = %a(t)e*‘f’(t)i

Através do método da reconstituicdo, sepa- | A = ﬁg—;‘l + ...+ ﬂn%
rando as componentes reais e imaginarias, (!

escreve-se um sistema de duas equagoes. a= f(a(t), o(t))

| ¢ =gla(t),6(1))

8. Vibragao livre: a(t) e ¢(t) sdo determinados

integrando no tempo cada uma das equacoes. ,
. - . ~ . a
Para vibragao livre nao-amortecida tem—se{ 5

0=a(t)=a
g(a)t + ¢o

a = 0. Uma vez que a(t) e ¢(t) estejam determina-
dos, seus valores sao inseridos em xz(t).

Vibragao forcada: a(t) e ¢(t) sao [ a=0= f(a,p) = sing = f(a)
determinados procurando solucoes gb =0=g(a,p) = cosp = g(a)
estacionarias. Entao a e ¢ sdo in- | (sin¢)? + (cos@)?* =1=a

seridos em z(t). a= ¢

9. Vibracao livre: A amplitude a e o A
a
angulo de fase ¢g de x(t) sao determi- { } =

. o Ao
nados aplicando as condicoes iniciais.

~1
Deve-se utilizar Newton-Raphson de [ % % ] { x(O) _"F‘U }
forma a encontrar o par de solugoes da 9o
a e ¢y que atendam as condicoes iniciais z(0) e #(0).
Vibracao forcada: Deve-se retirar a amplitude e o periodo da solucao
através da analise de x(t), pois a é apenas a amplitude do primeiro

harmoénico.

10. Vibragao livre: Deve-se retirar a amplitude e o periodo da solugao
através da analise de x(t), pois a é apenas a amplitude do primeiro

harmoénico.

3.33
Vibraciao Forcada Amortecida
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Toma-se como exemplo um dos problemas tratados por Sanchez (1996)29).
O oscilador analisado por Sanchez é
i+ wolr = —e(2ud — ax® + Fx cos Qt) (3-195)
Utilizando a seguinte relacao entre as freqiiéncias,
O =wyl teo (3-196)
o problema é aqui escrito na forma exponencial para analise

1 1
i+ Oz = —e(2ui — ax® + éerQTO + §er_QTO) (3-197)

A solucao aproximada adotada é,
v = zo(To, T1, T») + a1 (To, Th, Tz) + B°w2(To, T1, T») (3-198)

Substituindo (3=198) em (B=I97) e separando os termos de mesma poténcia

em (3, chega-se ao seguinte sistema de equacoes:

821’0

I + Qo229 =0 (3-199)
Lk s = —250 2 — o+ o~ 3 3200
%l’oF((iQToi 4 e—QTOi)
g;? + wolzy = —g%g +ox — 28?:08}1 - 2@23? — ZMZ;(I)+ 20
3axy’r, — 2% — %on(eQToi 4 o~ 0t
A solugao da eq. (3-199) é,
xo = A(Ty, Ty)e™ ™! - B(Ty, Ty)e oTol (3-202)

Procedendo como anteriormente, retirando os termos que produzem termos

seculares nas solucoes z;, determinam-se as derivadas de A e B em relacao a
T

oA 3., 1

o = —ﬁ@aA B — EZO’A — A (3-203)
3

04 _ —Q—i 2A — Lz# L ia?A3B? — iz’;ﬂA—

T, 12 803 1603 20
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1 3 3

- 2 . 2 2
@’LF B — @ZUOJA B — ﬁMOCA B <3—204>
0B 3 1
97 _ 2 j0AB? 4 ——ioB — uB 9
o7, ~ 20" +5qi0B —u (3-205)
0B 3 15 1 1
— = ——jaB*0c A+ ——ia’B*A* + —iF?A+ ——iF’B
on, 108 T AT 108 Tegst At et P
, , ; (3-206)
.9 - 92 2
ﬁlu B + @ZO‘ B — WﬂOZAB

As parcelas permanentes das solucoes de cada equacao diferencial sao:

1 1 1,
T = (@FB + @FA) COS QQTO— (@@B +

1 1 1
@az@) cos 30T + (@MB?’ — @iaA:g) sin 3QTo+ (3-207)

LFA—LFB

2022 2022

1 1

(1 , 3 1, 23
To —<2Q4F(1A B+ 48Q4aB F+ 294ozB FA+ 48940414 F+

FB
1802 7Pt g

1 3
O'FA) COS QQTO— (@UG&B +
3 1 1

1
: 3 2 2 4 2
1693waB - 9GQ4F B_96Q4F A—|—264Q4AB af—

1 1
i A+ 2mA4Boz2 + @UO(A?’) cos 30T+

1603
1
B5 2
(6494 RTeT
3

8024
1

aB3F+

3
5 2 -
A’ >C085QT0 (8094
2
i F?B+ ——iA*Ba’*—
96942 + 64(242 @ (3—208)

1 1
» 3 ~ 3 3
89410043 + 8Q4wozA + 16930414 7 TR

S8 ia?B*A + 1663 /LozB?’> sin 3Q T+ < —

ﬁzFaA B+ 489420“4 F+ 189420FA— 80y

1
ﬁiFozAB2) sin 2Q7T} + (

aA3F) cos 40T, — <

iF?A—

3
48Q4iozB3F+

ioF B—

1 1
sin 407} + (——z’B5a2 + —z’A5a2> sin 5QTH—

5 2 1 2

Assumindo que
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substituindo as eqs. (3-203)) a (3-206]) na equagcao de reconstituigao e separando

as partes reais e imaginarias, chega-se ao seguinte sistema homogéneo:

a(t) = (—8—;236L(15)F2 sin 2¢(t) — %a(zﬁ)?’ua) B% — Ba(t)p (3-209)

. 1 1 15 1
t) = — F2 4 _— 52 Nia2 L 2
4(t) (1293 T s Fageaet® e F gt

16:;3a(t)20a) 32— (%a(t)Qa + %a) 6]

que esta de acordo com o obtido por Sanchez (1996)R9).

(3-210)

L
@F cos 2¢(t) +

Assim, as solugbes sdo permanentes quando o sistema de eqs. =200) e
B=210) for homogéneo. Dessa forma

o(t) = ¢ -

Das eqs. (3-209) e (B=210) tem-se, respectivamente

, 8 [ap 3aPpa 4
sin2¢ = = (F + 502 ) Q (3-212)
3a’a o p?  15a*a?
20 = —— — =
€08 20 =~ (89ﬁ 503 T 20 " 2me8 T
o? 3a’ao F?
QS
308 T 1608 1293>

8

(3-213)

Substituindo (3-213) em
(sin2¢)? + (cos 2¢)* = 1

e simplificando, chega-se a

2250t (45(22043 450043) 6 {994042 5lo%a? 5a2+

1024F1¢ 16F%3 325" e I6E T 3F?

5la’c 5lula? 2120 200
QQ 4 Q4
(4F45 TR ) }“ +(( i +4F462> i
4oy N 18ao? N 120au? 02 4 200 N 303 .2 642612
F2/6 F4ﬁ F4 F2 F4 F4/62
16p* 32042 N 1602 't 82 p? . 160 n 8a3 .
Ja Fig " Fige J 3F23 | F13
0
3F?

(3-214)

Fitg "3
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Da eq. (3-214), retira-se a. Conhecido o a, ¢ é obtido de (3-213)). As solugoes

x; sao finalmente reescritas em funcao dea e ¢,

xo = acos(¢p + Qt) (3-215)
___® 3 R _

L= e cos(3¢ + 3Qt) + 6QQGCOS(¢ + 2Q) 3216

292acosgb

3204 102404 894 204
2 oF aF 3)

0]
102404 1801 %  gi®

21a? ) F F
Ty = — ( I @+ —aa5) cos(3¢ + 3Qt)—( iy U—a)

cos ¢ +

a® cos(5¢ + 5Qt) + (
2

961024

a® cos(3¢ + 2Qt) —

(3-217)
cos(¢ + 2Qt) +

23aF
19204

acos(¢ + 30t) — ———a® sin 3¢ + 3Qt+

3o
64193

3aF
%ag cos(3¢ + 482t)

3.4
Nao-Linearidade Quadratica

Apresenta-se agora um resumo dos métodos apresentados anteriormente
para sistemas com nao-linearidade quadratica. Neste caso a equacao de Duffing
assume a forma.

i 4w’z + ar? =0 (3-218)

3.4.1
Método Lindstedt-Poincaré

Fazendo a transformagao de coordenadas T = wt, a eq. (B=218) torna-se,

w?z" + wo’z + az® =0 (3-219)

Seja uma aproximacao de terceira ordem para a resposta e sua freqiiénciaw,

2(T) = xo(7) + ax,(T) + axs(T) + axs(7) (3-220)
w = wy + ae; + ey + a’ey (3-221)

Substituindo (3220) e (3=221) na eq. (3219) e agrupando os termos de

mesma poténcia em «, chega-se ao seguinte sistema de equacoes:

w02x0" + w02x0 =0
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wolx,” + wolry = —2wperxo” — o>
sz.’L'Q// -+ (.UQQLL'Q = —2(1301’1 — 2(4)0621}0” — 612.1'0” — 2(4)0611’1”
w02x3” + WOZl'g = —1'12 — 21’01’2 — 20&)0631’0” — 261621’0”—
20&)0621’1” - 6121’1// — 2&)0611‘2// (3—222)

As condigdes iniciais do problema B-218)) séo,

As solugoes de (8-222)) atendem as condigoes iniciais da seguinte forma,

a; z;(0)=0)
20'(0) = 0; z/(0) =0 } =0 (3-223)

Resolvendo cada uma das eqs. 8-222), encontra-se

Ty = A COST

L, 2 2
T = a®cosT + a“ cos 2t — a
! 3(4)02 T w02 2&)02
[ 0
To = a® cos 21 + ;ag’ cos3T + ———a®cosT — 1 a’
9(4)04 48(4)04 144&)04 3w04
o
€y = ———a
12(4}03
119 1 25
T3 = M@ COST + 48w06a cos 31 — 48woﬁa +
1320, atcosdr + G at cos 21
5
ey = ——a°
18&)05
e a freqiiéncia da resposta, dada pela aproximagao B-221]), torna-se
5 5
w=wy— 2q? o’a? (3-224)

12003 " * 7 18wy

Vibracdo forcada

Seja a equacao

Q%" (1) + wox(1) 4+ ax(r)’ = Fcos T (3-225)
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Considera-se a seguinte aproximacao para a resposta no tempo
2(7) = 20(7) + az1 (1) + &’a(7) (3-226)

e para a freqiiéncia w,
Q= wy + ae; + a’ey (3-227)

Inserindo (B=220)) e (B=227) em (B=227) e agrupando os termos de mesma

poténcia em «, chega-se ao seguinte sistema:

LUO2J]0H + w02x0 =0 (3—228)
wolxy” + wolry = FcosT — x9? — 2wper o (3-229)
WOQIQH + w02x2 = —2&)0621‘0// — 2L¢J061$1H — 2!L’0[L’1 — 6125E0” (3—230)

A solugao da equacao (3-228) é
To = acosT (3-231)

Resolvendo (3-229) e desprezando as constantes de integracdo, encontra-se

1
_ 2 2
T = 6w02a cos 2T — 2w02a (3-232)
1
= — 3-233
“ 2awy ( )

Substituindo (3-231)) a (3-233) em (B-230), encontra-se

a’ cos 31 +

- 48W04 9w04

5 2 1 2
1505 ” ~ 3wt (3-235)

To Facos2t (3-234)

€y —

Da eq. (3-227)), tem-se para a relagao freqiiéncia-amplitude

S 1 2\ ,.2
— — F 3-236
2awy 12w03a Swp3a? o ( )

Q=wl—

sendo a solugao no tempo

1 2
T = — aa’® + acos Ot + aa’? + ——a?Fa | cos 20t+
18! a?a? cos 30

A figuraB.4l compara a solugao obtida com integragao numérica e diferentes
aproximacoes do problema & + x + 0, 12?2 = cos Qt. Na solucdo obtida através

da integracao numérica utilizou-se um pequeno nivel de amortecimento, de
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forma que os valores das amplitudes praticamente nao foram alteradas. Na
faixa inicial de €2, as amplitudes obtidas com a integracao numérica sao bem

maiores que as obtidas pelas aproximacoes.

8 =

Figura 3.4: Curva de ressonancia do problema # + x + 0, 122 = cos Qt. [, RK;
-+, LP com 1 termo; ¢, dois termos; A, trés termos.

3.4.2
Método de Lindstedt-Poincaré Modificado

Utilizando o LP modificado, deseja-se resolver a seguinte equacao,
¥+ wo’r + ar? =0 (3-238)

Considera-se uma aproximacao de terceira ordem para a resposta no
tempo,
z(t) = xo(t) + axy(t) + axy(t) + axs(t) (3-239)

Considera-se também que a relacao entre as freqiiéncias da resposta e a

freqiiéncia natural seja,

w? = wy? + aey + a’ey + aley (3-240)

de onde se escreve,

wo? = w? — ae; — a’ey — aey (3-241)

Substituindo (3-239) e (3-241]) em (3-238) e agrupando os termos de mesma

poténcia em «, chega-se ao seguinte sistema de equagoes:
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Fo + w?zg =0

.i'l + U.)Qflfl = €19 — 1'02

.. 9 (3-242)
To +w Ty = —2x971 + €121 + e2xg

. 2 2
T3+ w'ry = —2$0I2 — X117+ e1xg + 91 + €3%g

As condigdes iniciais do problema 3-238)) sao,

As solugoes de (B=242) atendem as condi¢6es iniciais ao se impor que,

70(0)
1o(0)

a; z;(0)=0)
) 00 } i>0 (3-243)

Resolvendo cada uma das eqs. 8-242)), encontram-se

Ty = acoswt

1
2 2 2
1 = ——a“coswt + ——a” cos 2wt — —a
LW + 6w? 2w?
€1 = 0
Ty = L(13 cos 2wt + a® cos 3wt + ia?’ coswt — —a>
27 gt 484 14404 3w
5 o
€9 = ———a
2 6w?
13 = ————a’ coswt + a* cos 2wt + ! a* cos 3wt+
5 43206 1206 486
5
4 4
432w6a cos 4wt — 48w6a
e O3
=——q
5 9w
e a freqiiéncia da resposta, eq. 8=240), torna-se
5 5
2 2 2 2 3 3
W' =wp” — —a‘a" — —a°a 3-244
0 w2 g ( )

A figuraB.5exibe alguns resultados obtidos com o método parawy = o = 1.

Vibracdo forcada

Agora o LP modificado é utilizado para resolver o problema de vibragao

forcada com nao-linearidade quadratica,
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0.6 —

0.4 —

0.2 —

Figura 3.5: Deslocamento inicial vs freqiiéncia da resposta. [J, RK; +, LP
Modificado com dois termos; ¢, trés termos.

&+ wo’r + ar? = F cos Ot (3-245)

Considerando uma aproximacao de segunda ordem para a resposta no tempo

e para a freqiiéncia,

x(t) = zo(t) + ax(t) + axs(t) (3-246)
Q% = wp® + ae; + a’ey (3-247)

e isolando wy? em (B=247T), tem-se
wo? = Q% — ae; — a’ey (3-248)

Substituindo (3=248)) ¢ (3-248) em (3-241) e agrupando os termos de mesma
poténcia em «, chega-se ao seguinte sistema de equagoes:

i+ V2= 0 (3-249)
F + Q%2 = ez F cos QU — 22 (3-250)
i’g + QQLL’Q = —21’01’1 + e1x1 + €22 (3—251)

A solugao da eq. (3-249) ¢

To = acos it

e as solucoes das eqs. (3=250) e (B=251)), desprezando a parte homogénea de

cada solucao, sao:

2 CL2

a
T = @COSQQt— @
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—-F
€l = —
a
1 I 4 Fa
Ty = 1894Fa00529t+ 48Q4a cos3Qt+@
5a?
= o

A freqiiéncia da resposta é dada pela aproximacao B-247):

2 F 3 2 2

O = wy? — PRairor O (3-252)
e a solucao no tempo é dada por
a? a?
x(t) = acos Qt + (@ cos 202t — @) a+ -
Fa_ oso0t + < 30t + Fa 2 _
coS coS — |«
18024 4804 204

A figura compara algumas solugoes aproximadas com a solucao
numérica com um pequeno amortecimento. Os resultados obtidos sao piores

que os obtidos com o LP na forma tradicional.

Figura 3.6: LP modificado vs solu¢ao numérica do problemai + z + 0, 122 =
cos Qt. O, RK; +, 1 termo; ¢, dois termos; A, trés termos.

3.4.3
Meétodo das Miiltiplas escalas

Seja a equacao
i+ wlr +ar?=0 (3-254)
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Novamente adota-se uma aproximacao para r que contém termos até a

poténcia trés

xr = l'o(To, Tl,TQ,Tg) + ole(To,Tl,TQ, T3)-|—

, , (3-255)
a“xo(To, T, T, T3) + o’ x3(To, 11, 15, T5)

A seguir, substituindo (3-253) em (3-254), obtém-se as derivadas parciais

(3-256)

dCL’j . 5 i8$j<T0,T1,T2,T3)
FTaD Sy

1=0

Agrupando os termos de mesma poténcia em «, chega-se ao seguinte

sistema:

82
mf;g + wolzy = 0 (3-257)
021y 9 &g

= -2 — x> 3-258
oy T T T amar ~ M (3-258)
82(132 2 821’0 821’0 821'1

= -2 — -2 -2 3-259
gI,z Yo OT,0T, o ~0L,0r oM (3-259)
821'3 2 821'0 82171 821‘1
— =2 — -2 -2 —
ar T T T T o CoTeor, |

) ) (3-260)
2 9 0 i) 0 i
T —

oT, 0T, ~OT,0T,

A solugao da equagao (B=251) é escrita como
xo = Ao(Th, Ty, Ts)e** ™" + By(Ty, Ty, Ty)e 010 (3-261)

onde o termo que contém B é o complexo conjugado de A. Resolvendo as

equacoes e eliminando os termos seculares, encontram-se:

04
0Ty
0B
or, "

0A 5
2 iA’B
(9T2 3(4)03Z

0B 5

— = AB?
8T2 BwOBZ

0A

T3

= 0
0T;

=0
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Escrevendo a equagao de reconstituicao,

ﬁ . 50
dt - 3&)03

iA’B (3-262)
assumindo que,

1 )
A= 5@(25)6(1’@)Z

1 :
B = Ea(t)e’¢(t)’

(3-263)

e substituindo (3-263) em (3=262) e separando as partes reais e imaginarias,

encontra-se

2 2
—12w03a a“t + ¢o

Assim, as solucoes podem ser escritas como,

2

a? cos 2wt —

e Bwg? 2w02a
To = ma?’ cos 3wt
T3 = %W—OGCL‘1 cos 2wt + 432;%6@4 cos 4wt — 721—5))060,4
sendo que
W= 150 a?A? + w0 (3-264)

A solucao para o deslocamento é entao dada pela aproximagao
T =20+ oz + oz, + ol (3-265)

Inserindo as respostas x; na solugao (3-265)), determinam-se a e ¢y de acordo
com as condic¢oes iniciais.

A figura B.17 exibe as solugoes obtidas com o MMS e com a integracao
numérica.

Os resultados mostram que problemas com nao-linearidade quadratica
apresentam maiores problemas de convergéncia, exigindo um maior nimero
de termos nas expansoes para a freqiiéncia que no caso de nao-linearidade

cubica.
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0.6 —

0.4 —

Xo -

0.2 —

0.5

O]

Figura 3.7: Deslocamento inicial vs freqiiéncia: [J, RK; +, MMS com 2 termos;
Q, trés termos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

4
Método do Balanco Harmonico

O HBM possui a forma mais simples e direta de aplicacao. Um somatoério
de harmonicos, acrescido de um termo constante, tal qual a série de Fourier, é

tomado como solucao aproximada

n
x(t) =~ o+ Z ¢; cos iwt + d; siniwt (4-1)
i=1

Esta solucao aproximada é substituida na equacao diferencial. As potén-
cias e produtos trigonométricos que surgem devidos as nao-linearidades, sao
substituidos pela expansao destas poténcias em somatorios de harmonicos. O
passo seguinte é coletar os coeficientes de cada harmonico em E=I) e fazer o
“balanco” dos harmoénicos resultantes, isto é, igualar os coeficientes do lado es-
querdo aos coeficientes do lado direto da equagao. Cada harmonico de interesse
em (4=I)) produz uma equacao nao-linear. Tomando todos as equagoes, tem-se
um sistema nao-linear que é resolvido iterativamente por Newton-Raphson,
para se determinar as constantes da solu¢ao aproximada [A=1]).

O aspecto mais importante a ser considerado ao escrever a solucao aproxi-
mada é o tipo de nao-linearidade do problema e, em alguns casos, a caracteris-
tica da excitagdo. Ao inserir {-I]) na equagao diferencial, resultam poténcias
destes harmonicos. Tomando como exemplo uma poténcia ctibica e uma quéar-

tica de cosseno, as seguintes relagoes trigonométricas sao validas:

(cosz)® = 7 608 3z + 70087
1 1 (4-2)
(cosz)* = g cos dx + 5 cos 2z + 3

A expansao de poténcias pares, gera um termo constante e harmonicos
pares, enquanto que apenas harmonicos impares sao gerados na expansao
de poténcias impares. Assim sendo, a nao linearidade ctbica exige apenas
a presenca dos harmoénicos impares, exceto nos casos forcados onde o car-
regamento possui algum termo constante, enquanto que a solugao aproximada

para uma nao-linearidade quadratica necessita de todos os harmoénicos, pois,
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devido aos termos lineares sempre presentes, os harmonicos impares também
SA0 NeCcessarios.

Em problemas de vibracao livre ou vibracao forcada nao-amortecida, nao
é necessario que a solucao aproximada tenha termos em seno e cosseno,
basta ter um dos dois. E preferivel adotar um somatorio de cossenos pois
a solucao aproximada ird atender a condi¢ao de deslocamento inicial. Somente
nos problemas forcados amortecidos, os termos de seno e cosseno devem estar
presentes, ou, entao, deve-se adicionar um angulo de fase a cada harmonico.

Assim, a expansao (1) pode ser reescrita como

x(t) = co + Z ¢; sin(iwt + ¢;) (4-3)

=1

4.1
Newton-Raphson com Comprimento de Arco

O HBM conduz a um sistema algébrico nao-linear que é resolvido iterati-
vamente por Newton-Raphson. Para o tracado da curva de ressonancia, tanto
a freqiiéncia quanto a amplitude podem ser tomados como parametros de con-
trole. O procedimento de solucao usual consiste em fixar um valor para o
parametro de controle e iterar até que as demais varidveis atendam ao sis-
tema. Freqiientemente, ao incrementar o parametro de controle, pode-se perder
ramos da solugao, pois nao se pode prosseguir além de certos pontos limite.

A tnica forma de fazer o sistema contornar os pontos limites é transfor-
mando o parametro de controle numa variavel como as demais, onde o método
de Newton-Raphson ir4 fornecer seu valor adequado.

Para poder resolver o problema com mais uma variavel ¢ preciso dispor
de mais uma equacao. Esta nova equacao é acrescida como uma restricao ao
problema. H4 varias técnicas que permitem tornar o parametro de controle
uma variavel. Como mostrado por Carrera (1992)[(9], cada método apresenta
uma equacao diferente. O método adotado neste trabalho é o Comprimento de

Arco Constante, proposto por Crisfield em 1981R0)].

4.2
Vibracio livre

A seguir é descrita a metodologia do HBM para o caso de vibracao livre.
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Para tanto considera-se novamente a equacao de movimento
i(t) +wiz(t) + Bz*(t) =0 (4-4)
Inicialmente, assume-se a solucao aproximada
x(t) = ¢1 coswt (4-5)

Substituindo (&=5) em (#=4) e expandindo (coswt)?, chega-se a

1 3
— cqw? coswt + cywy? cos wt — Zﬂclg cos 3wt + Zﬁcl?’ coswt =0 (4-6)
Para que (=0) seja solugdo, a igualdade (=) precisa ser atendida. Cole-

tando os harmonicos, tem-se
2 2 3, 3
coswt | —wcy + wp ey + Zﬁcl =0 (4-7)
|
cos 3wt _Zﬁcl =0 (4-8)

Evidentemente somente a eq. (4=7)) pode ser atendida, permitindo explicitar
a freqiiéncia w da resposta em funcdo dos parametros c¢;, 0 e wg. Nao ha
forma de atender a eq. (&=8) quando ¢; # 0, portanto ([@=8) é um residuo
resultante da solucao aproximada. Para que este residuo possa ser desprezado
e consequentemente a solucao (=) seja uma boa aproximagao, é necessario
que (3 e ¢ nao sejam muito grandes. Adicionando mais harmoénicos em [A=5),
os residuos dos harménicos superiores se tornam cada vez menores.
Admitindo que
c1 = z(0) (4-9)

a solugao da eq. (4=1) ¢

w= %\/(4w02 + 362(0)2) (4-10)

que ¢ igual a soluc¢do dada pelo LP, eq. 3-92).

Considerando mais harmonicos na solugao adotada, eq. [=5)), chega-se a
solugoes mais complexas para w, tornando-se necessario um procedimento
numérico para se obter a solugao do sistema nao-linear resultante. Seja a
aproximagcao

x(t) = ¢1 coswt + 5 cos 3wt (4-11)

Substituindo (@=11)) em (@=4) e expandindo as poténcias trigonométricas
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e coletando somente os harmonicos presentes na solugao aproximada F=TT)),

chega-se a um sistema de duas equagoes e trés incognitas (1, c3 e w):

3 3 3
— clw2 + W0201 + 1501203 + Zﬂclg + 5501032 =0
3 L T (4-12)
— 963&)2 + w0203 + 5561263 + Zﬁcﬁ + 15633 =0

Uma das incognitas deve ser tomada como parametro de controle e mantida
constante para poder se resolver o sistema. Uma op¢ao é considerarz(0) como
parametro de controle,

z(0)=c1 +¢3 (4-13)

o que permite correlacionar as duas incognitas,
g =x(0) —c3 (4-14)

Substituindo (@=I4) no sistema (=12), ¢; é eliminado e x(0) passa a ser o

novo parametro de controle, restando como incognitascs e w.

3 9
csw? — w?r(0) — wo’cs + wo’z(0) — 56033 + Zﬁ032x(0)
3 3
- 55(;39;(0)2 + Zﬁx(0)3 =0 (4-15)

9 3 1
— 9csw? + woles + 2Bcs® — 16032:1:(0) + 16033:(0)2 + Zﬁx(O)B' =0

Se a eq. (@=13) nao for considerada antes de se encontrar as solucoes, z(0)
deve ser determinado a partir da solugao aproximada no instante inicial para se
poder tracar uma curva de freqiiéncia de resposta versus deslocamento inicial.
Substituir (@=14) em (@-12)) é melhor que acrescentar @=13) como uma nova
equagao porque converge mais rapidamente. Quandoxz(0) nao é adicionado ao
sistema através da eq. (@=13)), deve-se evitar de tomar outra amplitude além
de ¢; como parametro de controle, porque isto possibilita encontrar solugoes
corretas no tempo, mas expurias no dominio da freqiiéncia. Por exemplo,
mantendo ¢z constante em (A=12)), as incognitas sao w e ¢;. Este sistema pode
conduzir a uma solugao onde apenas o terceiro harmonico possuird amplitude
nao nula, e a freqiiéncia w da resposta sera 1/3 da freqiiéncia dada pela eq.
(#=10), de forma a tornar a solucdo aproximada idéntica & solugao encontrada
contendo um unico harménico, eq. {@=0). A figura mostra que isto nao
ocorre quando x(0) é inserido no sistema.

Na figura 1] utilizou-se uma solucao aproximada contendo os cinco
primeiros harmoénicos impares. Na figura @, de forma semelhante que na

eq. (4=14), z(0) toma o lugar da amplitude escolhida, permanecendo com valor
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constante enquanto as iteragoes do método de Newton-Raphson sao execu-
tadas. Independente da amplitude da resposta, as solucoes coincidem com a
solugao numérica. Em [4.1(b)} #(0) ndo é parte do sistema original e sempre
uma amplitude é escolhida e mantida constante durante as iteracoes. A solucao
correta é encontrada unicamente quando a amplitude do primeiro harmonico

¢ mantida constante. Nas demais situagoes, as solucoes sao incorretas

Figura 4.1: w vs deslocamento inicial, diversas solu¢oes aproximadas. (a) Uma
amplitude é escolhida para ser fungdo das demais amplitudes,c; = f(xo, ¢;)
parai # j: 0,i=1;4+,i=2;0,i=3; A, i =4; O, i = 5. (b) Uma amplitude
¢ escolhida como parametro de controle,c; = cte: 0, i =1; +, i =2; {, i = 3;
Nyi=4;0),1=05.

4.3
Vibracao Forcada

Para resolver o problema de vibracao forcada,
&+ wolw + B2’ = Fsin Ot (4-16)
admite-se que a solucao seja do tipo

T = ¢y sin (4-17)

Como anteriormente, substitui-se a solucao aproximada na equacao dife-
rencial (@=I6), obtendo-se

1
— 1% sin Qt + wy?ey sin Ut — Zﬁcl?’ sin 3Qt+
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3
16013 sinQt — FsinQt =0 (4-18)
Observa-se que, para que a igualdade {=18) seja atendida, é necessério que
2 2 3, 3
— ClQ + wo“cy + z_lﬂcl —F=0 (4—19)

enquanto que o termo 3c;?/4, que é a amplitude do terceiro harménico em
(#=18), ¢ o residuo da solucao aproximada, idéntico ao caso de vibragao livre,
eq. (4=9).

Esta ¢ a equacao da curva de ressonancia nao-linear. Para um dado par
(F, Q) que define a forca externa, tem-se uma equagao ctibica emc;. Resolvendo
(#=19) encontram-se trés raizes, que, dependendo dos parametros, poderao ser
uma real e um par complexo conjugado ou trés raizes reais.

Considerando mais harmonicos na solucao aproximada,
T = c1sin Qt + c351in 30t + 5 sin 5Qt + ¢ sin 7O (4-20)
obtém-se o seguinte sistema de equagoes nao-lineares:

3 3 3 3 3
- 1501203 + 5501032 + 1503205 - — 1503207 + 5ﬂ01052—

3 3 3 3
55010305 + 55030507 — 1% 4+ woler + 15013 - 55010507—1*

3
5501072 =0
3 3 3 3 3 3

5501203 + 15033 + 5503072 - 55010367 + 1505207 + 55030524‘

3

3 1 3
55010305 - Zﬁ012c5 - 15013 —9¢30% + woles + 55010507 =0 (4-21)

3 3 3 3
— 1501203 + 1501032 + 5503205 — 25¢50% + wo’cs + 5505072—

3 3 3 3 3
1501207 + 55610307 + 55030507 + 15053 + 5501205 =0

3 3 3 3 3 3
- 1501032 + Zﬁ@g + 5501267 + §ﬁ05207 + 5503207 + 15030524—

3 3
55610305 — Zﬁ01265 — 490792 + w0207 =0

que deve ser resolvido numericamente.

Freqiientemente sistemas nao-lineares tais como o [@=21]) apresentam pontos
criticos ou pontos limites onde o método de Newton-Raphson nao converge.
Neste casos, deve-se utilizar o método do comprimento de arco.

Adicionando a equacao de restri¢ao
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~

~ 2 ~\2 ~\2 ~\2 2 2
(Cl—Cl) +<03—03) +(C5—C5) +(C7—C7) +(Q—Q) =T

ao sistema (4=21)), onde ¢y, 3, 5, ¢7 e 2 sdo os valores da tltima solucao

encontrada, e r é um valor pequeno, torna-se possivel ultrapassar os pontos

limites, obtendo-se a curva de ressonancia desejada.

431
Solucdo de sistemas algébricos ndo-lineares através do método de
perturbacao

O sistema nao-linear (@=2I) pode ser resolvido usando uma expansao
em termos de um parametro de perturbagao, tal como apresentado por
Richards(2002)[81].

Seja a expansao para a freqiiéncia €2:
Q= wo + ﬁQI + ﬁZQQ + 6393 (4—22)

Observando que a for¢a na eq. (@=16]) contém apenas o primeiro harmonico,
sua expansao conterd apenas um unico termo em (3. Para que F' apareca
na equacao correspondente & primeira poténcia de (3, considera-se, como no
capitulo anterior, que a forca F' seja multiplicada pelo parametro nao-linear j3.

Considera-se de forma similar que o terceiro, o quinto e o sétimo harmonicos
da solucao aproximada (A=20)) s6 aparecem a partir da primeira, segunda e
terceira ordem da poténcia de 3 respectivamente. Assim, as expansoes para as
constantes em (4=20) sao

cg=A (4-23)
c3 = ey + [Pesy + Fess (4-24)
s = FPesa+ esy (4-25)
Cr = 53073 (4-26)

Substituindo (#=22) a (=26 em [@=21]), e também F' por SF, e coletando os
termos de mesma poténcia em (3, partindo da poténcia 1 até a poténcia trés, sao
obtidas nove novas equagoes. A duas primeiras eqs. em [{=2]]) fornecem cada
uma trés novas equacoes, enquanto que a terceira fornece duas novas equacoes
e a Gltima apenas uma equagao, totalizando nove equacoes, necessarias para se
obter as noves incognitas envolvidas, {21, 25 e (23, que determinam a freqiiéncia
da resposta e as constantes csgi, €32, €33, Cs0, C53 € C73 que determinam as
amplitudes dos harmonicos mais altos em termos da amplitude do primeiro

harménico, A. Coletando as poténcias de § na primeira eq. de (d=21)), tem-se
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—2A2032 + gAC?)lQ - A(ngQg + 29192) =0
A0 + %) S A% = 0 (4-27)

3
—214(,()091 + ZAS —F=0

que fornecem

0 _ I 84
L 2140.)0 8(4)0
A2F?  3AF 9A* 3A
Q= — - - €31
8W03 16&)03 ]_28(,()03 8&)0
3 2 3031 3
Q3 = 8—%(—AC32+2C31 )+_64w03(4F_3A )—
1
—————(64F® — 144F?A® + 108 FA® — 27A°
1024 A3wg° (6 108 A7)

Coletando as poténcias de § na segunda das eqgs. de (@=21)), tem-se

3 3
— 9031(2(,0092 -+ 912) — 180320)091 — 8033Ld02 — ZA2C52 + 5142632 = 0
3
— 18031(.4)091 — 86326002 + §A2631 =0 (4—28)

1
- 8031CU02 - Z_JLA?) =0

Da ultima das eqs. (=28)) retira-se c3;, da segunda c3, e da primeira, cz3,

a saber

A3

1T 73902
21A° 9A%F

- _ _ 4-29

27 1024wt 256wy (4-29)
3A? 207 A7 189A4F S1AF?

C33 =

T 32w 02T 163840 + 4096wed 2048w,

Coletando as poténcias de 3 na terceira eq. de {@=21l), escreve-se duas novas

equacoes

3 3 3
— 50052(4.)091 — 24653@02 + ZAC312 + §AQC52 — ZA2C32 =0

3
— 1142031 - 24052(,()02 =0

de onde sao retirados csq, € 53,

A5
2 = 10240,"
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43 A7 . 13A4F
C53 = —
53 32768weS | 6144w,

Da tltima das eqs. (@=21]), ao coletar as poténcias de (3, obtém-se mais uma
equacao,
3 3
— Z_lA6312 — 48073W02 — ZA2052 =0 (4—30)

que permite a obtencao de c73

A?

S 4-31
32768w (4-31)

C73 =

De posse de todas as constantes, pode-se escrever a freqiiéncia [@=22)) e a

solucao aproximada (@=20)

Q=uwo— 814%5(—3143 +4F) — ﬁ;}og(lmﬁ — 48APF + 32F%)— o)
%(—123149 + 7T08A°F — 1152A%F? + 512F°)

z(t) = Asin Qt+{ — 32125/13 + ﬁ%&fﬁ — 252w4A2F)+
ﬂ%—%m - 40;6812& At — 201;6 AFQ)} sin 3Q¢t+ @s3)
(1022045 A+A 3<_:),274638w6 AT+ 612@6 A'F)) sin 50t~
mﬁiﬂéﬁ sin 7t

Os resultados sao coincidentes com os encontrados pelo LP tradicional, egs.

[B=52) para Q e (B-53) para x(t).

Pode-se, entretanto, considerar a seguinte expansao parawy,
2 2 2 3
wo” = Q7 — Bwoy — B woe — Fwos (4-34>

Repetindo todo o processo, encontram-se a seguinte relacao freqiiéncia-

amplitude e solugao no tempo

1 3 15
QZ _ 2 __F —A2 - 2A4 —A6
PRI e e
3 433
1024Q4A F)p

A3 213245  9B2A F  A1TB3AT
320w 1024wp*  256we?  32768wyb
18933A'F  8133AF? 2A° 4333 A7

4 + g sin 30+ b _ 56
4096w,° 2048w, 1024wp*  32768w®

2(t) = Asin Qt— (
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1333 A F
36 ) —————sin 7 (4-36)

614405

A freqiiéncia dada por @=33)) e a solugao no tempo (@=33)) coincidem com
as encontradas pelo LP modificado, eqs. B-113) e (3=112).

4.4
Vibracao Forcada Amortecida

Inserindo um termo de amortecimento na eq. [@=16)), tem-se
&+ 2Cwod + wo’x + B’ = Fsin Qt (4-37)

a solucao aproximada é escrita contendo um tinico harmonico e com um angulo
de fase ¢, ou seja
xr = c1sin(QU + ¢1) (4-38)

Como anteriormente, substitui-se a solucao aproximada na equacao dife-

rencial ({=37) e, apos a expansdo das poténcias, obtém-se

— c1sin(Q + ¢1)Q* + 2Cwocy cos(Qt + ¢1)Q + wo?cy sin(Qt + ¢y)—
1 (4-39)
15013 sin 3Q¢ + 26013 sin(Qt + ¢1) — Fsin(Qt + ¢1) =0

Expandindo sin(2t + ¢1) e cos(Qt + ¢1) em (4=39) e pondo em evidéncia os

harmonicos sin 2t e cos (2t, chega-se respectivamente as seguintes equacoes:

3
(WO2C1 + 16013 — 6192) COS ¢1 —F - 2(&)0901 sin ¢1 =0
5 (4-40)
(w0201 + Zﬁcl?’ - 0192) sin ¢1 4 2Cwof2cq cos g1 = 0

onde as incognitas sao a amplitude ¢; e angulo de fase ¢;. O angulo ¢,
¢ determinado isolando cos¢; na primeira das eqs. (@=40). Depois cos ¢, ¢é
substituido na segunda das eqs. {d=40)) e obtém-se sin ¢; e conseqiientemente
¢1. A amplitude ¢; é obtida ao se escrever (cos ¢1)? + (sin ¢1)? = 1, mas nao
serd apresentada por ser uma expressao muito extensa. O angulo de fase é dado

por

2<WOC19F

(4-41)

sin ¢1 = —

AC 200200202
(w0201 + %ﬁq?’ — 0192)2 (1 + ¢ e )

(WO2C1 + %5013 — 0192)2
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A eq. ([E=38)) ¢é a solugao analitica do problema de vibragao for¢cada amorte-
cida pelo HBM. Adicionando mais termos, nao é possivel encontrar uma
solugdo analitica. Porém, ao serem inseridos mais termos na solu¢ao H-38)

¢ mais conveniente escrever a solugao aproximada sem o angulo fase.

4.5
Método de Galerkin-Urabe

O método de Galerkin-Urabe é semelhante ao HBM. A diferenca é que,
em vez de se expandir as poténcias e produtos das funcoes trigonométricas
e fazer o “balanco” dos harmonicos, emprega-se o método de Galerkin para
gerar um sistema de equagoes algébricas nao-lineares para a determinacao das
amplitudes dos harmonicos.

Considerando novamente a eq. @=4)) como exemplo, a solu¢ao aproximada

¢ tomada na forma
x = ¢q coswt + ¢3 cos 3wt (4-42)

Substituindo a solu¢ao aproximada @=22) em (E=4), tem-se

— crw? cos wt — 9ezw? cos 3wt + wycy cos wt + wo ez cos Jwt+
Ber?(coswt)? + 3Bci%cs(cos wt)? cos 3wt+ (4-43)
38cic3® cos wt(cos 3wt)? + Bes®(cos 3wt)? =0

Como a igualdade (@=43)) nao ¢ atendida, o lado esquerdo é na verdade um
residuo.

Deseja-se que o residuo ao longo de todo o dominio seja zero, dessa forma
o residuo é multiplicado por fun¢oes peso e integrado ao longo do dominio da

equacao diferencial e feito igual a zero. As funcoes peso sao

Ox
— 4-44
9, (4-44)
Wi = coswt (4-45)
Wy = cos 3wt (4-46)

O sistema de equagoes nao-lineares de onde a solucao sera retirada é obtido
fazendo a integracao, ao longo de um periodo, do residuo multiplicado pela

funcao peso, isto é

/ T(V%Rdt) =0 (4-47)

A partir de (4=47), chega-se ao sistema
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S

3 3 3
(—clw2 + ciwo? + 5501032 + Zﬁc1203 + 25013) =0
(4-48)
T(3, 3 2 3, 9 1. 3 2
— | =Pes” — Ywics + =fBei“cs + =Fe” + woecz | =0
w \ 4 2 4

que é um sistema similar ao obtido com o HBM, eq. @=12)). Percebe-se que
as equagoes obtidas com o método de Galerkin sdo 7/w vezes maiores que
as equacoes obtidas com o HBM. Isto ocorre pela integracao das funcoes

trigonométricas ao longo do periodo.

4.6
Meétodo do balanco harmdénico incremental

O IHBM foi desenvolvido por Cheung e Lau (1981)B2]. No HBM tradi-
cional, chega-se a um sistema nao-linear de equacoes. Para resolvé-lo, aplica-
se o método de Newton-Raphson, que é a expansao em séries de Taylor das
equacoes nao-lineares, onde os termos de alta ordem sao desprezados. Neste
método, a expansao da série de Taylor ocorre antes da substituicao da solucao
aproximada no problema a ser resolvido.

Considerando somente o problema mais geral de vibragao forcada amorte-

cida, tem-se que
= 2" + 2QCwo B2’ + wo’x + fa® — Feost =0 (4-49)

Expandindo a fun¢ao ¢ em série de Taylor e desprezando os termos de mais

alta ordem, tem-se

Oy Op Oy dyp Oy dp
= Ax" + ——Ax' + —A —AQ+ ——=AF+ —=A 4-
% goo—l—ax” x +8x’ x+8x JH—aQ +8F +86 B (4-50)
onde
o = Q20" + 2Q¢weBr’ + wox + Ba® — Fcost (4-51)

Agora z, ', 2", Az, Ax’, e Ax" sdo dados por séries de Fourier.
Utilizando a mais simples solucao possivel para uma equagao com nao-

linearidade impar amortecida, adota-se
T =csinT+d;cosT
2’ =cicosT —dysinT
2" = —cysinT —dycosT
Az = AcysinT + Ad; cos T

Az’ = AcycosT — AdysinT
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Az" = —AcysinT — Adj cosT (4-52)

Inserindo (@=51)) e as eqs. ([@=52) em (@=50), simplificando as poténcias

trigonométricas, e coletando os harmonicos, chega-se ao sistema

3 3 3 3

éﬂcldlAdl + WOQAQ + ZABClde + 16013 + 2Aw0wO01 + Z_LA5013+

9 3

16012A01 + Zﬂdlecl - QCWOdl - 2(&)0Ad1 - 9261 - 2QAQ01—|— (4—53)

3
WOQC]_ + 1661d12 — Q2Ac1 — 2Awocd1 =0

3 9 3 3
15012d1 + Zﬁd12Ad1 + wo2Ad1 — 2QAqd; + Zﬁdfg + §ﬁcld1Ac1—
3 3
F+ ZAﬂdl?) + ZAﬁCl2d1 + 2CWOA01 + 2Aw0C01 + 2Aw0w0d1—|— (4—54)

3
15612Ad1 -+ QCWOCl — del -+ w02d1 — QzAdl =0

Escolhendo apenas as amplitudes dos harmonicosc; e d; como incégnitas,

tem-se que €2, F' e 3 sao constantes. Assim A, AF e A valem zero em

(@=53) e {@=54). Obtém-se, de {@=53) e ([@=54), o sistema sob a forma matricial,

ACl
Ady

%(3012 +dy?) + wy? — Q2 %ﬂcldl — 2Cwo
3501d1 + 2¢wo %(012 + 3d12) + wo® —

(4-55)
- %ﬁcl?’ - 2Cw0d1 — Q261 + WQ201 + %ﬁ61d12
%ﬁclzdl + %ﬁdlzi —F+ 2(&)001 — Qle + w02d1

Inicialmente sao atribuidos valores quaisquer parac; e d; e encontram-se
Acy e Ad; resolvendo o sistema (4=55). Dessa forma ¢; e d; sao atualizados e
encontram-se novos Ac; e Ad;. Atualiza-se ¢; e dy até que Ac; = Ad; = 0.
Quando isso acontecer, tem-se a solucao c¢; e d; para os parametros €2, F|
B e wy. Eventualmente em alguns pontos criticos da curva de ressonancia o
sistema ([@=553]) ndo ird convergir. Novamente o comprimento de arco é utilizado
através da equacao.

p1=(c1 — @)+ (di — dr)* + (2 = Q)? =2 (4-56)
onde ¢, ¢ e O correspondem a tltima solugao conhecida. Expandindo [-56])

em série de Taylor, tem-se

o1~ (cr — )2+ (dy — dy)? + (2 — Q)2 — % + (20 — 20) A+

~ (4-57)
(261 — 2/6\1)A01 + (2d1 — 2d1)Ad1

Assim, o sistema de eqs. (@=55]) passa a ter a forma
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3
a §ﬁ01d1 — 2@)0 —2901 ACl
;@cldl +2Cwo b —20d, Ady
21 — 2610 2, — 2y, 2020, | \ AL

3, 3 2 2 3 2 (4-58)
Zﬁcl — 2Cwod; — Q%c1 +wpcr + Zﬁcldl

_J) 3 3 .
- Zﬁclzdl + Zﬁdls —F+ QCWOCl — Q2d1 + w02d1
(c1 = €10)® + (di — d1g)? + (2 — Qo)* — 17
onde
9, 2, 3,2 2 2
a = Zﬁcl + Zﬁdl + wp” — Q (4—59)
3 9
b=wy’®+ Zﬁcﬂ + Zﬁdﬁ —0? (4-60)
que é idéntico ao resultado obtido com o HBM.

4.7
Nao Linearidade Quadratica

Seja novamente a equacao
i+wolr+ar® =0 (4-61)

A solugao aproximada necessita conter o harménico fundamentalw ja que
o termo linear estd presente, além do termo constante e o harmonico tipico da

nao-linearidade quadréatica, cos 2wt. Tem-se pois a aproximagao
x(t) = co + ¢1 cos wt + 5 cos 2wt (4-62)

Substituindo @=62) em (@-6I) e coletando os termos constantes e os

coeficientes dos harmonicos presentes em [@=62)), chega-se ao sistema

1
5@022 + aco? + woleo + 504012 =0
20c1¢o + acycs + wolcy — cw? =0 (4-63)

1
2acoco + 5@012 + woley — desw?® = 0
Utilizando a condigao inicial de deslocamento,

z(0) =co+ 1+ ¢ (4-64)
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pode-se por qualquer constante em funcao das demais, mas isto pode trazer
problemas de convergéncia, além de miltiplas solu¢oes que embora atendam
(M=63), nao existem na realidade.Isto ¢ evitado ao se fixar a amplitudec; do

primeiro harmonico ao se resolver o sistema @=G3)).
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5
Sistemas Lineares com Coeficientes Peridédicos

Este capitulo trata de forma suscinta do estudo da estabilidade de solugoes
periddicas de sistemas dinamicos nao-lineares.
Segundo Rand [83], a teoria de Floquet ¢ a teoria mais geral que trata de

equacoes diferenciais lineares com coeficientes peridédicos do tipo
T =A(t)x (5-1)

Fazendo um mapeamento de Poincaré de um sistema linear, pode-se veri-
ficar que as coordenadas que determinam o estado do sistema num determinado
instante de tempo t (vetor de estado z em t) estao linearemente conectadas
com as coordenadas num instante defasado de um certo At através de uma

matriz @, tal como ilustrado na figuralb.dl ou seja

{Thirar = [(I)]t+At,t {z}e (5-2)

(X1,X2)

@D

Xt

Xt+At
X1,X2)

Figura 5.1: Espaco de fase

® é chamada de matriz de transicao ou matriz de monodromia.
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Se A em (5-1)) for constante, ® é dado por
Dy = et (5-3)

Nos casos em que A é periodico, o teorema de Floquet afirma que a matriz

de transicao assume a forma.
®o = P(t)e" (5-4)

onde P(t) ¢ uma func¢ao periddica e R é uma matriz constante.
Em geral é muito dificil obter ® analiticamente, para estes casos é necessario
definir as matrizes de solucoes que possibilitam o calculo de® numericamente.

De forma semelhante & eq. (5=2)), pode-se escrever que

[X]H-T = [(I)]t—i-TJ [X]t (5‘5)

Assim,

5.1
Multiplicadores de Floquet

Com base em (5-3)), sabe-se que, quando A & constante, seus autovalores
definem o comportamento do sistema ao longo do tempo. Autovalores positivos
indicam que a solugao ird crescer indefinidamente, autovalores nulos indicam
orbitas periddicas e, para autovalores negativos, a solucao tende assintotica-
mente para zero. Portanto, os autovalores da matriz de transicao® e da matriz
A estao relacionados. A relacdo é dada pela eq. (5=3). Logo os autovalores de
® sao as exponenciais dos autovalores A de A, como ilustra a figuraB.2l Os
autovalores de ® sao chamados de multiplicadores de Floquet e indicam insta-
bilidade para valores maiores que 1.

O modulo dos multiplicadores de Floquet relacionam o médulo das com-
ponentes de dois vetores de estado, separados por um intervalo de tempo At
igual ao periodo T" de A.

A seguinte relacao entre os multiplicadores de Floquet e a parte real dos
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estavel instavel

Figura 5.2: Relacao entre um autovalor de ® e um autovalor de A

autovalores de A é valida, quando A é constante

Ao > 1= |aip| > |2 = A4 >0
Mo =\, =0 (5-7)

Mo < 1= |ajp| < || = Xy <0

=1= xi

i _
xt—i—T{ -

Portanto, se o0 modulo de algum multiplicador de Floquet for maior que 1,
hé instabilidade associada a alguma direcao do espaco de fase.
A matriz ® pode ser computada em (=0 a partir de uma matriz diagonal

de solucoes

4]
X, = (5-8)
4]
Em geral assume-se § = 1, o que permite simplificar um pouco a eq. (=0,
obtendo-se
@] (t+Tt) = [X]t+T (5-9)

Como os autovalores de ® podem ser complexos conjugados, diversos
autores classificam os tipos de bifurcacoes de acordo com as formas com
que estes autovalores ultrapassam o modulo unitario. Isto é visualizado por
um plano onde o eixo horizontal corresponde a parte real do autovalor e o
eixo vertical contém a componente imaginaria do autovalor, como mostra a

figura 53] ([84]).
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Re %o

Figura 5.3: Possibilidades de perda de estabilidade de uma solugao periodica.

5.2
Estabilidade de sistemas nao-lineares

A estabilidade de solucoes periddicas de sistemas nao-lineares é determi-
nada pela avaliacao ao longo do tempo de uma perturbagaoe, muito pequena,
que é adicionada a solucao periédica conhecida. Se a perturbacao cresce com
o passar do tempo, entao o sistema é instavel.

Para saber a tendéncia da perturbacdo, basta linearizar a equacao. A
equacao linearizada obrigatoriamente tera coeficientes periddicos, o que conduz
a utilizacao da teoria de Floquet.

Tomando como exemplo a equacao de Duffing, ao se adicionar uma pertur-

bacao €(t) a solugao x(t), tem-se
i+ E+ 2€wo(E 4 €) +w(w +€) + Bla +€)® = FsinQt (5-10)

Eliminando os termos nao-lineares em € e tendo em mente que & + 2(wox +

wo’x + Pfa® = Fsin Ot, obtém-se,

€+ 2Cwoé + wo’e + 3B2% =0 (5-11)

onde o coeficiente 33z* ¢ uma funcao periodica em ¢, dado que z(t) é a solugio
periodica cuja estabilidade se deseja analisar.

Assumindo as seguintes relagoes

a eq. (5=11) é transformada em um sistema de primeira ordem

él 0 1 €1
) o [ 1
€9 —WwWp” — Bﬂl’ —2CWO €9
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O que deseja-se é encontrar os autovalores da matriz de transicao ® do
sistema (B=-12). Com a matrix de condi¢Oes iniciais sendo uma identidade,
pode-se obter ® através de (B=9)), integrando (5-12) durante um periodo T
correspondente a solugao da equagao diferencial nao-linear, z(t).

5.2.1
Determinante de Hill

Considerando novamente o equagao de Duffing,
i+ 2Cwoi + wo’x + Bz’ = Fsin Qt (5-13)
a solucao aproximada pode ser escrita como,
r = acos it + bsin Qt (5-14)

Acrescentando uma perturbagao € a solu¢ao aproximada (=14, e despre-
zando os termos nao-lineares, chega-se a seguinte equagao que rege a pertur-

bacao,

€+ 2wole + (wo? + ;ﬁ(az + b%) + 3Babsin 20+

3 (5-15)
55(612 —b?) cos 2Qt)e = 0
cuja solucgao, segundo Floquet, ¢ dada por
€ = eM(t) (5-16)
onde p é chamado expoente caracteristico.
Substituindo (5-16) em (B=15), tem-se
& + (200 + 2woC) B + (1* + 2wolpt + wo? + gﬁ(cﬂ + %)+
3[absin 20t + (gﬁ(az —b%) cos 2Q0t)¢p = 0 10
Aplicando o HBM, substitui-se
¢ = ccoswt + dsinwt (5-18)

em (5=17) e realiza-se o balango dos harmonicos.
De acordo com Hayashi (1964) 85|, fazendo w = €2, os expoentes carac-

teristicos p estarao associados a regiao da primeira ressonancia. Para as regioes
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de ressonancia par ¢ necessario considerar o termo constante em B-18]).

Para w = 2, o HBM conduz ao seguinte sistema de equacoes lineares,
My, M

11 12 o\ _ 0 (5-19)
My My d

3 9
My, = ZWOC,U/ + /L2 + 1562 + W()2 + Zﬁa2 - Q2

sendo

M12 = 2,LLQ + ;ﬁ(lb + QWOCQ
M21 = —2MQ + gﬁab - 2&)0(9

3 9
Moy = p? + 2wolp + wo? + Zﬁaz + Zﬁbz -2

Para que existam solucoes nao triviais, é necessario que o determinante da
matriz do sistema linear (5=19) seja nulo. Igualando o determinante a zero,
encontra-se uma equacao que permite que o expoente caracteristico o seja

determinado. Tem-se assim

pt + dwoCu® + (38(a® + %) + 4w’ ¢ + 2(Q + wo?) )+

(4woC? + 6w B(a? + b*) + 4w p + 3we?Ba® — 336*Q*+

27 27 5-20

§52b2a2 + 36b%wy? + 4w2C20? — 38a*Q% + wyt + Eﬂ2a4— ( )
2

2wo0? + 1—25%4 +0t=0

Se p for imaginario, a solugao (B-I10) ¢ estavel, se p for real a solugao
¢ instavel, pois e *¢(—t) também é uma solucao independente que atende
(B=I13). i s6 sera real se o termo independente de (B5=20) for menor que zero.
Portanto, o que ocorre na pratica, ao se avaliar a estabilidade de uma solucao
periddica é fazer 4 = 0 e calcular o determinante. Determinante positivo
corresponde a um g imaginario e conseqiientemente a solucao serd estavel,
e determinante negativo, a uma solucao instavel.

Fazendo p = 0 em (5=200), tem-se

2
4w C20? — 3% + wyt + 1—7@%4 + 3w’ Ba® — 380*Q%+
27 0 27 (5-21)
gﬁQanQ + 38b%wy? + QF — 2wy %Q% + 1—6ﬁ2b4 =0

Conseqiientemente, as solugoes obtidas com o HBM (tal como B=14))) para
o problema (5=13)) sdo estéveis quando (5=21)) for maior que zero.
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6
Solucdo de Sistemas Dinamicos Nao-Lineares por Séries

Neste capitulo sao apresentados dois novos métodos desenvolvidos nesta
tese para a solucao de sistemas dinadmicos nao-lineares. Eles utilizam a teoria
de séries, particularmente séries de Taylor, séries de Fourier e transformadas
de Padé e sao de facil implementacao.

O uso de expansoes em série de poténcia para a solucao de equagoes dife-
renciais lineares, em particular, equacoes de segunda ordem com coeficientes
variaveis, ¢ uma técnica classica sendo apresentada em muitos livros, tal como
o de Boyce e Diprima, [86]. De fato, esta técnica pode ser utilizada para re-
solver problemas de valor inicial envolvendo também equacoes diferenciais nao-
lineares de qualquer ordem. Porém um dos problemas usualmente associados
com as séries de poténcias é o tamanho do raio de convergéncia e a lenta con-
vergéncia para instantes distantes do instante inicial, o que requer um grande
nimero de termos para se obter a convergéncia. Entretanto, se alguns con-
ceitos de simetria forem utilizados, estes problemas podem ser contornados ou

minimizados.

6.1
Séries de Poténcias

Equacoes diferenciais lineares possuem familias de solugoes com um certo
niumero de constantes arbitrarias. Em geral, deseja-se que a solucao respeite
um conjunto de restricoes que, no caso de um sistema dinamico, correspondem
a um conjunto de condicoes iniciais. Dessa forma, uma tinica solucao, dentre a
familia de solugoes que atende ao problema, ird atender as condigoes iniciais.

Segundo Kreyszig (1993), [87], o método das séries de poténcias ¢ um
método eficiente para resolver equacoes diferenciais lineares com coeficientes
variaveis ou nao. O método consiste em se escrever a solucao da equagao em

forma de uma série de poténcias

z(t) = ag + a1 (t — to) + ax(t — t0)* + as(t —to)* + ... (6-1)
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onde 0s a; sao os coeficientes a serem determinados e tg é uma constante
chamada de centro da série.

A solugdo em séries de poténcias é inserida na equacao diferencial e os
termos de mesma poténcia em t — ¢y sao coletados, escrevendo-se com isso um
sistema de equagoes que permite determinar, de forma recursiva, os coeficientes
da série. Os coeficientes de ordem mais baixa da série representam as condigoes
iniciais do problema. Assim, numa equacao diferencial de segunda ordem,a,
e a; em (G=1) representam as condicoes iniciais de deslocamento e velocidade,
respectivamente, e os demais coeficientes sao escritos em funcao destes.

A precisao da solugdo aproximada (6-1)) decai a medida que ¢ se afasta do
centro. Quanto maior for o valor de |t — o], mais termos sao necessarios para
se obter um dado nivel de precisao.

Uma propriedade importante das séries de poténcias é o raio de convergén-
cia. Dependendo do problema, a série (6-I)) pode apresentar um raio de con-
vergéncia infinito, isto é, para qualquer valor det, a solucao converge a medida
que mais termos sao adicionados a série. O raio de convergéncia, R, de uma

série é definido por,

R= (6-2)

m h_H; 00 Am41
A

Quando o raio de convergéncia é finito, a série converge para todo|t — to| <
R e diverge para todo |t — to| > R.

Considerando o problema de vibracao livre da equagao de Duffing,
i+ we’r+ B2 =0 (6-3)

para § = 0 a solucao em séries de poténcias é convergente para qualquer
t. Entretanto, para o caso nao-linear, nao é possivel garantir a convergéncia
para todo t, mas, para pequenos valores do par de condicoes iniciais, a série é
convergente. Qaisi (1996),[88], aplicou a transformacao 7 = sinwt a eq. (6=3),
transformando a variavel t em uma nova varidvel. Dessa forma, 7 oscila entre -1
e 1. Qaisi assume que a série de poténcias escrita em termos det é convergente
para |T| < 1, ou seja, para qualquer ¢t porque a série de poténcias em 7 acaba

gerando uma funcao periodica em t.

6.2
Meétodo baseado em séries de Taylor

Este é o primeiro método desenvolvido. Ele utiliza séries de Taylor e sera
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chamado de método de Taylor no restante desta tese.

Assim como na secao anterior, a solucao para um problema de vibracao,
f(& &, z,t) =0 (6-4)
também é escrita como uma série de poténcias,
z(t) = ag + ar1(t — to) + ao(t — t)? + ag(t — to)* + ... (6-5)

porém agora os coeficientes a; sao determinados igualando a solucao em série
e suas derivadas, avaliadas em t = ¢y, com a solucao exata desconhecida e suas

derivadas, também avaliadas no instante inicial. Entao para a igualdade =5

tem-se,
l’(to) = Qo
I(to) =
l’(to) = 2@2 (6_6)
di
E = 6&3

onde z representa a solucao exata desconhecida.
Esta forma de determinar os coeficientes faz com que a solucao em série

de poténcias (G=0) assuma a forma da série de Taylor da soluc¢ao exata, com

centro em torno do instante inicial, onde os dois primeiros coeficientes sao as

condigoes iniciais do problema. Assim, a série [6-3)) torna-se

1 d3x

A 14T
HETTE

1 d*x
At + ——
LS e

dx
z(t) = x(to) + 7

At + .. (6-7)
to

to

sendo que At = (t — ty), e, a segunda derivada, &, é retirada diretamente de

([6=4), a saber

Ja as derivadas de mais alta ordem, presentes na série [6=1)), sdo obtidas
derivando sucessivamente & em (6-8) em relagdo ao tempo. Tem-se, por

exemplo, para a terceira derivada.

di _ O0f(z,a,1) dv af(:t,x',t)@_i_df(x,jc,t)

- or @t i @ dt
_ 6-9
ox T ot T dt (6-9)

Substituindo (G=8) em (6-9)), a terceira derivada passa a ser fungao apenas
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de z e z,

dr  Of(w,&,t).  Of(x,a,t)

= &+ — f(x,2,t) +

& df (z,,1)
dt3 ox ot

dt

(6-10)

A derivada de quarta ordem agora pode ser obtida a partir de [B=10),
resultando também em uma funcao de z e &, bem como as demais derivadas
de ordem superior, o que faz com que cada termo da série seja funcao das
condicoes iniciais, uma vez que cada derivada é avaliada no instante inicial.

No caso em que ¢y = 0, a série de Taylor é também conhecida como série de
Maclaurin. E conveniente adotar como centro da sériety = 0, pois nesse ponto,
o deslocamento e a velocidade sao conhecidos, por serem parte do problema

de valor inicial.

6.2.1
Vibracao livre

Seja o seguinte problema de vibracao livre,
f(E,2) =0 (6-11)

A funcgdo de energia total associada & equagdo de movimento [B-11])
apresenta simetria em relacdo & velocidade (T'(i') = T(—%)), quando a energia
cinética, T, é uma funcao quadratica de &, e também simetria em relacdo aos
deslocamentos, quando a ndo-linearidade emz em (6-11)) for uma funcdo impar,
isto &, (U(x) = U(—=x)), onde U ¢é a energia interna de deformacao. Tem-se
assim que a solucao apresenta, no espaco de fase, simetria com relacao aos
eixos x e . As propriedades de simetria, presentes em quase todos os sistemas
dindmicos, nao tém sido exploradas na solucao destes problemas.

Como exibido na ﬁgura, nos problemas de dupla simetria, a solucao
consome 0 mesmo tempo para percorrer cada quadrante do plano de fase, ou
seja, em cada quadrante do plano de fase tem-se um quarto de periodo. Ja
nos problemas em que a energia nao possui dupla simetria, {U(z) # U(—x)),
como, por exemplo, problemas envolvendo nao-linearidades quadraticas (figura
, o tempo gasto em cada quadrante é diferente, sendo possivel saber
apenas o instante correspondente a meio periodo de solucao, ja que a simetria
com relacio ao eixo x persiste pois T'(i) = T(—1).

As propriedades dos sistemas duplamente simétricos e com uma simetria,
ilustradas na figura[6.Il permitem determinar, a partir das aproximagoes do
deslocamento ou velocidade, o periodo T

Assim, para o caso com dupla simetria, tem-se, partindo das condigoes
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X[ (0,Vmaxt=3T74)

(Xmin,0,1=T/2)

(-X0,0,t=T/2)

(0,Vpmin, t=T/4)
(a) (b)

Figura 6.1: Plano de fase: (a) com dupla simetria; (b) com uma tnica simetria
iniciais 2(0) = zo e £(0) = 0, que

z(T/4) =0 (6-12)
e nos casos com uma simetria em relacao a z, tem-se que

#(T/2) =0 (6-13)

Utilizando a solugdo em série de Taylor, eq. 6-1), nas igualdades (6-12)) e
(6-13)) e levando em consideracao a relacdo T = 27 /w, obtém-se uma aproxi-
macao para a freqiiéncia, w, da resposta. Quanto mais termos sao utilizados
na série (6=7), mais exato sera o valor de w.

Na eq. (6=I2) sdo necessarios menos termos na série de Taylor que em
6-13) porque o intervalo de tempo em que a solugdo é aproximada é a
metade do utilizado em (G=I3). Além disso, em (6=13)) utiliza-se a derivada
da aproximacao, o que também diminui a precisao. Cabe também ressaltar
que, dada a simetria em ambos os casos com relacao ax, a convergéncia no
intervalo 0 < t < T'/2 é suficiente para se obter a resposta exata ao longo de

um periodo ja que a resposta pode ser espelhada no intervalo—7/2 < ¢ < 0.

6.2.2
Equacdo de Duffing

Seja, como exemplo de aplicacao do método, a equagao de Duffing.
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i+ wor + Bz =0 (6-14)

Utilizando como solucao aproximada a expansao em série de Taylor dex(t),

eq. (6=1), com termos de até segunda ordem em ¢, tem-se

1
x(t) = 2o + vot + 5:}g'(O)zt2 (6-15)

Para determinar #(0), primeiro explicita-se & em (6-14]). Assim, tem-se
&= —wolr — B’ (6-16)
Avaliando (6=I0)) no instante inicial, tem-se
#(0) = —wo’x — Bag® (6-17)

Substituindo (6=I7) em (6-I5) e considerando que a velocidade inicial é

nula, obtém-se a seguinte aproximacao para o deslocamento

1 1 .

z(t) = zo — (5%%0 + 55%5) t? (6-18)

Derivando (6-1I8) com relagao ao tempo, obtém-se a aproximagao para a
velocidade,

.I'(t) = — ((.UQZI'Q + ﬂl’(ﬁ) t (6—19)

Substituindo ¢t = 7/4, com T = 27 /w, em (G=18)) e dividindo ambos os

lados por xg, chega-se a

2?20y’
_ _ =0 6-20
Suw? Suw? ( )

A relacao freqiiéncia-amplitude dada em 6-20) pode ser escrita de uma

forma mais simples se forem inseridos novos parametros,

2 2
b
- T2y 6-21
T~ 3 (6-21)

onde § expressa a razao entre as freqiiéncias da resposta e natural, eb expressa

a nao-lineridade, a saber

5= (6-22)

(6-23)
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A soluc¢ao no tempo (G-18), escrita em termos de wy, (3, ¢ e t, também

pode ser simplificada, passando a ser escrita em termos deb, zo e 7, ou seja

1 1
$(7’) = X9 — (§$0 + §b$0) ’7'2 (6_24)

onde
T = wot (6-25)

Finalmente pode-se escrever {{=24) sob uma forma adimensional através da
divisao de (6=24)) por x

or) . (1 N %b) 2 (6-26)

To 2

A freqiiéncia da solugao, w, é conhecida apos se obter § em (6=21]),

b (6-27)

1 1
§=qal= =
™sTs

e substituir os parametros 6=22) e (6-23) em (6-27):

w02 $025
W =T\ —

8 8

(6-28)

Com trés termos na aproximacao para os deslocamentos, a solugao obtida

2(t) 1 1\, /(1 1, 1.\,
AP T — +—b+ b .29
0 (2+2>7+(24+6 +8 T (6-29)

e a relacao freqiiéncia-amplitude obtida em termos ded e b é

7.(.2 7.{.4 7T4 7.(.4

2
Ry I o SRR S 6-30
R Y R TR T (6-30)

de onde se obtém

5= 1—7;\/9+9b+3\/—9b2 —6b+3 (6-31)

Tomando uma aproximacao com quatro e cinco termos, obtéms-se, respectiva-

mente, as seguintes solugoes aproximadas para o deslocamento

x(t) 11N\, (1 1, 1.\,
kS Y S P
o (2+2)T+(24+6 )T

1 5 17 3 (6-32)
o 9} _b2 ~ 13 6
(720 T T TR’ >T
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11 1
& = 1—(§+§b>72+(24 + 6b+ 852)

( VLR LaRs 801))7—1— (6-33)

a7, 3 7\ s
(40320 2520“2240() L +64Ob>T

e também as seguintes relacoes freqiiéncia-amplitude,

2

56 — T g4 (1—b)+—62(1+4b+362)
8 384
(6-34)
70 1 + o b+ 17 b2 + 3 ) =0
46080 9216~ ' 15360 5120
2 4 1 5
68— 6501 +b) + Z—5Y(1 + 4b+ 30%) — 7962 [ —— + 2
g 0 (1 40)+ 50 (L4 4b+367) = 0™ oes + o160 T
17 3 1 13 A7
b2 b 8 b v’ 6-35
15360 T 5120 >+7T 10321920 T 645120° " 573440 (6-35)

3 3 7 4\ _
25672° " 163840" ) B

No anexo B tem-se a solucao em série de Taylor da equacao de Duffing

(6-14).

Convergéncia da solucdo linear

Quando o parametro nao-linear 3, em (6-14)), é igualado a zero, a freqiiéncia
w da solucao aproximada deve ser igual a freqiiéncia da solu¢ao do problema
linear, isto é, w = wy. O mesmo acontece quando o deslocamento inicial ¢ nulo,
independentemente do grau de nao-linearidade.

Fazendo b = 0, o parametro ¢, obtido através das eqs. (6=27) e (6=30), deve
ser igual a 1 para atender a relagao entre d e w, eq. (6=22).

Substituindo b = 0 em (6=27)), encontra-se § = 1,11. Ja Substituindo b =0
em (6=30) encontram-se duas raizes parad, a de interesse é § = 0, 98. Fazendo
b=0em ([6=34) e ([6=35) obtém-se respectivamente d = 1,0005 e 6 = 0,9999. O
altimo resultado é praticamente coincidente com a resposta esperada ¢ = 1).
A tabela exibe estes resultados e o erro obtido com cada aproximacao.
Verifica-se que as aproximacoes sao convergentes e que a aproximacgao com 5

termos é suficiente para se obter um valor preciso dew.

Validacdo da solucdo linear

A solugao do problema (G-14) para § =0 é


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 6. Solucdo de Sistemas Dindmicos Ndo-Lineares por Séries 130

n° de termos ) |6 — 1] erro (%)
2 1,110720734 0,110720734 11
3 0,986402021 0,013597978 1,36
4 1,000567233  0,000567233 0,06
5 0,999984249 0,000015750  0,0016

Tabela 6.1: Convergéncia da solugao linear.

z(t) = xo cos wot (6-36)
Escrevendo (6-306) em série de Taylor, chega-se a
() L, 4 L s
—=1-C —T = = -
%o 2"t T T (6-37)

que é a mesma série obtida com a aproximagao de quatro termos, eq. B-32)),

com b=0.

Convergéncia da solucdo nao-linear

Quando b é diferente de zero, tem-se o problema com nao-linearidade. Neste
caso, as solucoes aproximadas necessitam de um nimero crescente de termos
a medida que b aumenta para se obter uma solugao convergente no intervalo
de interesse.

A tabela (6.2) mostra a convergéncia do parametro é com b = 1, obtido

ao se substituir em (6-12)), diferentes solugoes aproximadas, com um ntimero

crescente de termos.

n° de termos ) |0 — dexato|  erro (%)

5 _ _ i

6 1,357606555 0,039819994 3,02
7 1,261243896 0,056542665 4,29
8 1,334632001 0,016845440 1,28
9 1,302941478  0,014845083 1,13
10 1,324637050 0,006850489 0,52
13 1,315997839 0,001788722 0,14
16 1,318165233 0,000378672 0,03
19 1,317686254 0,000100307 0,008

Tabela 6.2: Convergéncia da solugao nao-linear parab = 1.

Para b = 1, a aproximagao com cinco termos, eq. 6=30), ndo permite

encontrar uma raiz para 0 porque a solugdo (6=33)) diverge um pouco antes
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do deslocamento cortar o eixo horizontal, como mostra a figural6.2l Ja para
a aproximacao com seis e sete termos é possivel obter aproximadamente o

instante em que x = 0.

Figura 6.2: Convergéncia em 7 das aproximagoes. L1, RK; 4, Taylor com cinco
termos (eq. (6=33))); O, Taylor com seis termos; O, Taylor com sete termos.

Devido as caracteristicas das poténcias deb nas aproximacoes, a velocidade
de convergéncia da solucao diminui quando este parametro é maior que 1, como
mostra a tabela 6.3, para b = 1,1. Convém salientar que b = 1 ja representa,

um problema com grande nao-linearidade.

n° de termos ) |0 — Oexato|  erro (%)

5 i} - -

6 1,390457096 0,045216509 3,36
7 i} - -

8 1,365417429 0,020176842 1,5
9 1,324992260 0,020248327 1,5
10 1,353916132 0,008675545 0,64
13 1,342561260 0,002679327 0,2
16 1,345724780 0,000484193 0,03
19 1,344976040 0,000264547 0,02
26 1,345132441 0,000010814 0,008

Tabela 6.3: Convergéncia da solugao nao-linear parab =1, 1.

A tabela apresenta o maximo valor de b obtido em aproximacoes com
diferente niimeros de termos, para que o erro emd seja aproximadamente igual
a 0,01%. A figura exibe a curva onde o erro é aproximadamente 0, 01%.

Valores abaixo da curva correspondem a um erro inferior a0, 01%. Pode-se ver
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n° de termos binax ) |0 — Oexato]  erro (%)
5 0,003 1,001040747 0,000108643 0,01
6 0,015129 1,00565916  0,000074571 0,007
7 0,050176 1,01861519 0,000080762 0,008
8 0,120409 1,04404616 0,000104425 0,01
9 0,16 1,05807185 0,000104333 0,01
10 0,25 1,08914753  0,000115775 0,01
11 0,330625 1,11621354 0,000117394 0,01
12 0,400689 1,13912456 0,000103038 0,009
13 0,501264 1,17117561 0,000109687 0,009
14 0,600625 1,20192849 0,000118381 0,01
15 0,700569 1,23200948 0,000126563 0,01
16 0,781456 1,25578985 0,000131438 0,01
17 0,861184  1,27878619 0,000120495 0,009
18 0,94090 1,30143195 0,000121088 0,009
19 1,030225 1,32612585  0,000125857 0,009
20 1,140624  1,35605640 0,000130015 0,009
21 1,279161  1,39269897 0,000125185 0,009
22 1,380625 1,41893228 0,000137869 0,01
23 1,449616 1,43647615 0,000144322 0,01

132
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Tabela 6.4: Maximos valores do parametro de nao-linearidade, b, para que as
aproximacoes apresentem um erro de aproximadamente0,01% em 0.

que a curva pode ser aproximada por uma reta, entao para uma determinada
nao-linearidade, a equacao da reta pode ser utilizada para estimar o nimero

minimo de termos para que a série seja precisa.

—0—® crro=0,01%

b=0,089x-0,588

Figura 6.3: Curva correspondente a um erro inferior ou igual a0, 01%.
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Validacdo da solucdo nao-linear

Assumindo como exemplo b = 1,1 em (6-33), tem-se pelo método aqui
proposto
o(r) _ 1—1,057% +0,376257* — 0, 1752041677° + 0,0827531777°  (6-38)
o
Para o mesmo problema, obtém-se com o HBM a seguinte solugao, con-
siderando trés harmonicos.
M = 0,980682954 cos 6T + 0, 018957528 cos 367 + 0,000359517 cos 5T

Zo
0 = 1,345130894

que, escrita em série de Taylor, é dada por:

(1) __ 1,04969986472 + 0, 3738924187
0 (6-39)

—0,1679855187°% + 0, 0706556357° + ...

Comparando (6-38) com (6-39), observa-se que os termos constantes sao
iguais e que o segundo e terceiro termos em ambas as solucoes sao bem
proximos.

Ja para uma aproximagcao com sete harmonicos, tem-se com o HBM,

(1)

——= =10,980676137 cos 6T + 0, 018957267 cos 367+
Zo

0, 000359641 cos 567 + 0, 000006823 cos 747 + 0,000000129 cos 967+
0, 000000002 cos 1147 + 0, 00000000005 cos 134T
0 =1,345126674

de onde obtém-se a seguinte série de Taylor,

or) 1,057% + 0, 3762499947 — 0, 17520408175+
o (6—40)

0, 08275254278 + ...

Ao se comparar a série (6=40) com a solu¢ao em série de Taylor {6=35)),
percebe-se que, agora, aumentou-se o nimero de casas decimais em que o0s
termos sao coincidentes.

Cabe ressaltar que cada termo da série de Taylor [6-39) ou (G=40) tem

contribuicoes de todos os harmonicos usados na solucao aproximada com o


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 6. Solucdo de Sistemas Dindmicos Ndo-Lineares por Séries 134

HBM. Assim, a medida que aumenta o nimero de harmoénicos, os coeficientes
da série correspondente a solugao harmonica aproximada convergem para oS
valores obtidos pelo método de Taylor. Pode-se afirmar que cada termo da
série de Taylor obtida pelo método proposto tem contribuicao de um nimero
infinito de harmonicos.

Por outro lado, a medida que 7 cresce, a série de Taylor exige um niimero
cada vez maior de termos para a convergéncia, enquanto que as solucoes em
termos de funcoes trigonométricas mantém seu grau de aproximagao para
qualquer 7.

Entretanto, como tanto no caso da vibragao livre quanto na forcada, todos
os métodos se restringem a fornecer apenas a resposta periddica permanente, a
série de Taylor pode fornecer uma solucao precisa com poucos termos usando

as propriedades de simetria da resposta no espaco de fase.

6.2.3
Relacdo entre os métodos de Taylor e LP

Mostrou-se nos capitulos anteriores a relagao entre os diversos métodos e
o método cléssico LP. A seguir, mostra-se a correlacao entre a solucao obtida
com o método de Taylor e a solucao obtida através do método de LP.

A solucao de primeira ordem encontrada com o LP para a equagao de

Duffing com nao-linearidade ctbica é

1 1
x(t) = (330 — 32—%26%3) cos wt + 32—%26%3 cos 3wt (6-41)
onde 5
2
= — 6-42
W =wo + Son Bo ( )

Utilizando os parametros adimensionais 6-22) e (6=23) para reescrever

(6=41)) e (6=22), tem-se

(1) 1 1
e T (1 % b) cos 0T + 32bcos 30T (6-43)
5—1+ gb (6-44)

Substituindo (=44) em (6-43) e expandindo (6-43) em série de Taylor em

torno de t = 0 e coletando os termos em b, chega-se a

z(7) L, 14 L g
D (1o ot B
0 < 2T toaT Tl )T
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(S S S S T
27 6T T 1aa’

21 49 379
P - 2y ot 26y
( 1287 T2567 " s1200 )7

9 99 279
b L S 4
( 517 101 00T T )+ (6-45)

A comparagcao da solucao (6-43) com as solugoes obtidas em séries de Taylor
torna-se mais facil se estas iltimas também forem reescritas com os termos de

mesma poténcia em b em evidéncia. Tomando a solucao com quatro termos,

([6=32)), tem-se,

b2 17_4_1_77_6 _37_6()3
8 240 80
Pode-se observar que apenas os termos até a poténcia 1 emb sao coinci-
dentes. Isto ocorre porque a solucao obtida com LP ¢ de primeira ordem em
b.

Considerando uma solucao aproximada de terceira ordem dada pelo LP,

tem-se

1 1
$_0) :cos57'+(— ﬁcos&'—kﬁcos?)&)b-i—

2 1
( 3 cos 0T + cos HoT — i cos 357‘) b2+

1024 1024 128
(6-47)
AT osor+ 22T o8 307 + — 76
32768 00T T 16384 C°PT T 39768 C° 10T
3
5043 008557)1)
3 9] 81
§=1+°b— —b*+—b° (6-48)

8 256 2048

Substituindo (6=48) em (6=47) e expandindo (6-47) em série de Taylor, tem-

se,

z(7) L, 14 L I 5
(11— ot
( 2" T "m0 Taso )T

1, 1, 5 13 8
b( 57 +6T vl —|—2520 —l—...)—i—

1, 17 47
b2 I 6 v 8
<ST 240" To2a0” T )+
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3 3 84723
B = 28y 28 ) ¢ 0 sty 6-49
( T I )+ 12680064" ~ * (6-49)

A solugao por Taylor com termos até 78, eq. ([6=33), reescrita com b em

evidéncia, toma a forma

() 1, Ly I 1 8
il A e -
o 2" YT 0" Tamsw” "
1, 1, 5 4 13
B T L A
( 27 T8 T’ T )T

(6-50)

1, 17T o 4T ).,
e L) |’
(8T 240" +22407) *

3 6 3 8 3 7 814
AL ) | L
( 07 e’ ) 60"

Comparando (6-49) com (6=50) pode-se ver que, novamente, para os termos
com poténcia em b igual ou inferior & ordem da solucao aproximada obtida com
o LP, os resultados sao coincidentes.

Para que os termos que multiplicamb* em (6=49) e (6=50) sejam coincidentes
¢ necessario que a expansao em LP contemple o termo de quarta ordem.
Isto quer dizer que, ao se adicionar mais um termo na série de Taylor, na
verdade se esta adicionando o primeiro termo da série de Taylor de um dado
super-harmoénico em Lindstedt-Poincaré e mais um termo em todas as séries

ja existentes de todos os harménicos inferiores.

Reconstrucdo das solucées de LP a partir das séries de Taylor

Devido a correspondéncia que hé entre as solucoes de LP e séries de Taylor,
pode-se obter a solucao que seria obtida aplicando o LP a partir de uma solucao
escrita em série de Taylor.

Seja a aproximacao em série de Taylor com cinco termos da equagao de
Duffing.

1

1 1 1
ZL‘(t) = I0+( — 5&)021‘0 — 551‘03) t2+ <ﬂ0)04[)30 + 6&)02ﬂ$03+

1 1 15} 17
§52$05) t4+< - %wo%o — mw0459€03 — %%252%05—
(6-51)

3 3.7 6 1 8 13 6 3

l i

5o o ) +(40320w0 To T 5pag®o Hro T
47 3

. 7
5310 w04ﬁ2x05 =+ mwo263x07 4 %643309) tS

Deseja-se, por exemplo, uma solucao similar a obtida com o LP com quatro
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harmonicos, isto é,

z(t) = (ap + a18 + a2 8° + a3 ) coswt + (b1 + bo >+

6-52
b33%) cos wt + (co8% + ¢33°) cos 5wt + ds3° cos Twt ( )

com
w = wo + w18 + w3 + w33 (6-53)

onde os coeficientes a;, b;, ¢;, d; e w; sao incognitas a serem determinadas.

A ordem da solucao a ser obtida deve sempre ser, no maximo, igual a maior
poténcia de § presente na série (6-51]) menos um. Caso contrario, faltariam
equagoes para determinar todos os coeficientes em [6-52) e (G=53).

Para cada harmonico em (6-52) tem-se que a série de Taylor ¢ dada por

1 1 1 1
it =1— -2 + —z"' — — 7% 4+ —— 7% + . 6-54
cos¥ 2" Tt Tt Taose” T (6-54)

com T = w, 3w, dw, ...
Substituindo (@-54) em (6=52) e eliminando na expressdo resultante os
termos em 3 com poténcias maiores que a ordem da solucao a ser encontrada,

chega-se a,

z(t) = ag + (a1 + b)) + (ay + by + ¢2) 3% + (a3 + bs + c3 + ds) f°—

1 1 9 25
{§w02a0 + ﬁ(wowlao + 51002@1 + 5100251) + B2 (31002024—

1 1 9
(wows + §w12)a0 + wowiay + §w02a2 + Qwow by + 5100252) +

1 1
53 ((wowg + wlwg)ao + (§w12 + wowg)ﬁll + WoW1 a9 + §w02a3+

9 9 25
(9w0w2 + §w12)b1 + 9w0w1b2 + §w02b3 + 25’(1]011)102 + ?w0203—|—

49 1 1 1 27
?W02d3) }t2+{ﬂwo4ao+ (6w03w1a0 + ﬂw04a1 + §w04b1) ﬁ‘i‘
(lw 2,2 1 3 L3 i 4 23w
1o wy” + 6w0 wa)ag + 6w0 wiay + 24w0 as + 5 (e
27 625 1 1 1
§w04b2 + §w0462) 62—1- ((610011}13 + gwogwg + §w02w1w2)a0+
(lwong + 1wOwa)al + 1wo?’wlotg + wo' + iwo4ag+
6 4 6 24
81 27 27
(Zw02w12 + 771)0371)2)[)1 -+ 711)03’11)1()2 -+ §w04b3+
625 625 2401 1
?U)()gwlcg + QUJOZLC?, + 24 u}g4d3> 63}154—{%1006@0—1—

1 81 1 1
(%woﬁal + %U)()Gbl + KowOSwlaO)ﬁ + ((£w04w12+
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——wo wy)a +Lw5wa —l—Lwﬁa —i—@ws’wb—i—
T 1Y) R 0T R T) E
81 o 3125 4 .., 1 . 1,

2 webb - L

<00 9 + g Lo c2)08 +(12Ow0 w5+36w0 wi°+

1 1 1
ﬂw04w1w2)a0 + (4—8w04w12 + mwgf’wQ)al + Eow(fwlag—i-

1 243 243 243
(ﬁowoﬁag -+ (Ewo4w12 -+ E’woswgﬂ?l + 4—0w05w1b2+

8Ly B2 5 8125 117649
80 24 144 720
+{ 1 Sap + (Lw()?wlao + ;’wosm + 729
5040 40320 4480

103200 ¢
6 2 7
(Tgggwo 1™ + 5 Wo wa)ao +
729 729

78125
L2 boTwib 8
560 0 T 44800 2 T 5064

1 1 1
((mﬂ)g?’wg + MUJO7W3 + —UJU5U)13 + —wOGwlwg)ao—i—

720 720
1 6 2 7 7
(Taag™o W T 5oggWo W2)an + spppte’wias + Jaans
729 729 729 729
(WWOGIUlQ + %w(fua)bl + —w07w1b2 +
78125 - 78125 823543

1008 W0 W12 ¥ gaer o st T5rg0

d3w06)ﬁ3 }tG

w08b1>6+

8
Wy~ Ao+

1 7
50400 19 T 10320

’LU()862)52+

8
wWo-az+

d3u@8)63}t8 (6-55)

Igualando os termos de mesma poténcia emt em (6-53)) e (6-51)), obtém-se
um sistema de cinco equacoes. Em cada uma destas equacgoes, igualando, a
seguir, os termos de mesma poténcia em (3, obtém-se quatro novas equagoes.

A seguinte equacio é obtida dos termos em t°,

To = Qo + (CLl + bl)ﬁ + (&2 -+ bQ + 02)52 + (Clg + bg + C3 -+ dg)ﬁ?’ (6—56)

Igualando os termos de mesma poténcia em (3, tem-se

ap = g
ap+b; =0

as +co+by =0
bs+as3+ds+c3=0

onde a primeira equacao ja permite determinar o valor deay.
Igualando os termos em ¢* nas eqs. ([G=50) e (6=51)), e, posteriormente,
igualando os termos de mesma poténcia em 3, tem-se
L, L,

— JWo Lo = —5Wo To
2 2

1
— 40()021)1 — WoW1 Xy = —562303
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1
- 8&)011)1[)1 - §w12x0 — WoWaxgy — 12W0202 - 4WO2b2 =0

— 8(,()011)2[)1 — W1W2Xy — WoW3xg — 4&)02[)3 — 24d3£d02 — 12&)0263—

8&)011}11)2 - 24&)011)102 - 4’(1]12[)1 =0 (6—57)

onde a primeira eq. em (6-57)) é uma identidade e deve ser, portanto, descon-
siderada.

A partir de (6=51) pode-se escrever que

1 1
by = —2%3 — 5 WiZo
8(4}0 4&)()
3 2 1
bg = — 3w11‘0 + 2w1 To — —W2Tg — 362
4(.(}0 8(.()0 4&)0
3
b3 = 4w12x03 - —3’11)13170 - 6d3 - 3Cg+
8&)0 2(410
1 , 1
W1 Wap — ZWaly — ——— W3
4&)02 40)05 4C¢J0

Tgualando os termos em t* nas egs.([@=53) e ([G=51)) e igualando os termos de

mesma poténcia em (3, tem-se

5} 2 1

Ew02x03 _ §w03w1x0 — 6(/‘)023:03

a Ew02w12$0 + 16wy’ ey — §W03w2$0 + 6Wow1$03 = §x05
b} 5 3 9

2.3 3 3 3 3
Ewl xo” + 6&)0[[‘0 Wa + 64&]0 wi1Cy — §w0w1 Ty — gu}() W3To+

1
16W04C3 + 80d3&)04 — §W02w1w2$€0 =0

de onde se determina

w52
1= 8w 0
Co = Lx > + 1 WX,
27 2048w 0 T 24w, Y
87 - 11 , 1
_ _ —5d
O = T 1638w " 384wt V2T T g, Wt T 005

Igualando agora os termos em t° nas eqs. (6=55)) e (6=51) e posteriormente

igualando os termos de mesma poténcia em (3, tem-se

11 8 17
T gge T T g et = —gppen
89 8 23 3
1’07 — 64d3W06 — —’U)gl’o(.UQE) — —w2$03w03 = —.1'07

1024 15 60 80
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Com isso tem-se que

21 A
Wy = ————
2 256wy Y
59 1
d3 = 7 Zo

163840w®° 120w

Finalmente, igualando os termos em ¢® nas eqs. ([6-55) e (6-51)) encontra-
se mais uma equacao. Nesta nova equacao, igualando os termos de mesma
poténcia em (3, tem-se

16 - 200, 3

- . bl _ 2 7
350 WaTo F pe w0 o = oo™t

necessaria para se obter ws,

81

U3 9048ug5 °

Assim todas as incognitas em (6-52)) e (6=53) estao determinadas, obtendo-

se
x(t) = (xo — 3201002 x0° B + m;fz‘)&xof’ﬁQ - %&;(ﬁxo?ﬁ)) cos wt+
(32c1u02x°36 ~ Tasai 0t %L[)ﬁxow?’) cos St (6.55)
(10%4%42:0%2 — 2()%&%)()6:50763) cos bwt+
meﬂ?’ cos Twt
w = wpy + 8—%%25 — 2523003:(;0452 + 205—81%5%663 (6-59)

Escrevendo (6-59) em termos dos parametros adimensionais, tem-se

3 21 81
S=1+45b— —b+ — b3
8" 2567 T 2048

A figura [6.4(a)| exibe as curvas obtidas com as eqs. 6=60) e (6=35). Com a

eq. (6=35) foi possivel se obter respostas parad somente até b = 0,69. A curva
obtida a partir de (6-60]), mostra-se melhor. Ja na figura[6.4(b), adicionou-se

mais um termo na série de Taylor e conseqiientemente foi possivel se obter uma

(6-60)

solugao de LP contendo um harmonico a mais. Os resultados obtidos com o
LLP sao melhores que os obtidos com séries de Taylor somente em um pequeno
intervalo de valores de b. A partir disto, a solucao em série de Taylor apresenta

melhores resultados. Nota-se que um pequeno nimero de termos na série de
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Taylor é suficiente para se obter solucoes precisas até valores elevados deb.

Figura 6.4: Solugoes aproximadas, [J, RK. (a) -+, Taylor com cinco termos, eq.
6=33)); O; LP, solucao obtida a partir da aproximagao em série de Taylor com
cinco termos, eq. ([6=60); (b) +, Taylor com seis termos; ¢; LP, solugao obtida
a partir da aproximacao em série de Taylor com seis termos.

No item 4 do anexo B tem-se o procedimento que obtém as solucoes de LP

a partir de séries de Taylor.

6.2.4
Solucdes em série de Fourier a partir da série de Taylor

Como foi visto através das eqgs. (6=38) e (6-40), ha uma correspondéncia
entre a série de Taylor de uma solucao obtida com o HBM e a solucao do
método de Taylor. Entao, a série de Taylor também pode ser utilizada para se
obter solucoes em séries de Fourier.

Igualando os termos de mesma poténcia emt da solucao em série de Taylor
e da série de Taylor obtida a partir de uma série de Fourier, pode-se determinar
as amplitudes e a freqiiéncia da série de Fourier. Considerando uma série de

Fourier com os trés primeiros harmonicos, tem-se,
x(t) = ay coswt + ag cos 3wt + a; cos bwt (6-61)

e escrevendo (G-61]) em série de Taylor, tem-se

w? 2
x(t) =ai +as+ as— (CLl -+ 9CL3 + 25@5) T—l— <a1 + 81a3—|—
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4t4 6t6
625a5) ”2—4— <a1 + 72945 + 15625a5> LRI (6-62)

720
Igualando os primeiros termos de mesma poténcia em ¢ de (6-62) e da

solucao em série de Taylor para a equacao de Duffing,

2

t 4
x(t) = To— (wOZ.CBo + ﬂ$03) —+ (WQ4330 + 4w0253303 + 352%5)

2 24

p (6-63)

<w06x0 -+ 25(&)0461'03 + 510}02ﬂ21’05 —+ 27ﬂ3$07) % + ...

obtém-se o seguinte sistema,
To = a; + asz+ as (6—64)
1 1 25 1 9

— §w02:1:0 — 5&1:03 = —7a5w2 — §a1w2 — §a3w2 (6-65)

1 1 625 27 1
ﬂw04x0 + 6&10251’03 + §ﬁ2l’05 = ﬂa5w4 + §a3w4 + ﬂalwél (6—66)

1 6 5 4 3 ]'7 2102 5 3 3 7
7300 Fo = g Pre” = gpgwo Bire” — o5
81, 3125 , 1

= —%ag,w — 144 aswW  — %alw

(6-67)

que permitem determinar as amplitudes dos harmonicos e a freqiiéncia da

solucao (6-GTJ).

Com as eqs. (6=64) a (6=60) monta-se um sistema linear,

1 1 1 aj Zo

1,2 9 2 25 2 _ 1,2 1 3
—w? —sw® Fw as ¢ = FWo o + 5670
1.4 27,4 625 4 1,4, 1 253 192 5
5w Sw ST W as 510" To — §Wo Bxg 85 T

cuja solucao fornece

75 17w’ 4 17 2 210°
m:( S RAT )w( * )ﬁwo%ﬁ - (6-68)

64  96w2 | 192w  06w? | 48w* 64w
(13&)02 25 w04 ) (13 w02 ) 51’03 352[E05
as = $0+

-2 . - 6-69
64w? 128  128w* 64 32w? /) w? 128w4 ( )

3 50&)02 W04 5! LU()2 51’03 ﬁ2$05
(3 2 6-70
“ (128 1027 33407 )"\ T 102 T oger ) o P iomer (670

A eq. (6=67) é entao utilizada para a determinacao da relagao freqiiéncia-

amplitude. Substituindo 6=68) a ([6-70) em (6=67) obtém-se,

1 5 17

- %wo Lo — MW0455€03 - %wozﬁzxo

3 259w3wg?
5_ 2 93,7 _ 0
50" 0 ( 720
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5wt Twet) 259 o, Twe?\ 5, 5 Tw?Bxe’
6 144)“’ %*(%“ T )T T (6-71)

que é mais exata que a relacaow-xy que pode ser obtida ao se aplicar o conceito
de simetria & solu¢ao (6-63).

Utilizando menos harmoénicos em (6-61I]), é possivel se obter expressoes
analiticas para w ou ¢. Assim, para (G-61) com somente os dois primeiros

harmonicos, encontra-se a seguinte solugao para os deslocamentos

T 9 1 1 1 L1
x—o:<§—@b—@)008(57—1—(@6—%—1—@)(@8357

e a seguinte relacao freqiiéncia-amplitude

1
5:3:5\/5+5b+¢16+14b—2b2 (6-72)

Wo

Utilizando apenas o primeiro harmonico em (G=61)) encontra-se a relagao,

§=-=Vitbh (6-73)

Wo

e a correspondente solugao no tempo

L= cosor (6-74)
Lo

A vantagem do presente método sobre o HBM é que, neste método, os
coeficientes dos harmonicos sao obtidos através de um sistema de equacoes
lineares, enquanto que no HBM, obtém-se um sistema nao-linear.

Convém ressaltar que os coeficientes dos harmonicos a; aqui determinados
nao sao iguais aos determinados através do HBM. Entretanto, a diferenca
entre os coeficientes obtidos através dos dois métodos, diminui a medida que
o nimero de harmonicos cresce nas duas aproximagoes.

Isto acontece porque, a medida que mais harmonicos sao acrescentados
na solucao do HBM, a série de Taylor desta solucao torna-se cada vez mais
proxima da solucao do método de Taylor. Isto é, a série de Taylor obtida
a partir de uma solucao do HBM que possui ou nao todos os harmonicos
relevantes para o calculo da amplitude da resposta, nao é exata. A diferenca
entre os termos correspondentes destas séries é crescente, como ja foi mostrado

atraves das eqgs. (6-38), (6=39) e (6=40).

Como exemplo tem-se
4+ r4+1,12° =0 (6-75)

onde x(t) passou a ser escrito como z(7) através da transformacao 7 = wyt.
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Utilizando uma aproximacao contendo trés harmonicos, para a solucao da

eq. (673,

x(T) = a1 cos 0T + ag cos 30T + as cos 50T

as respostas obtidas aplicando o HBM e as eqs. [6-68) a (6-71) sdo apresen-
tadas, respectivamente, nas segunda e terceira colunas da tabelal6.5l Observa-

se que a diferenca entre as amplitudes é crescente.

harmonico HBM Taylor dif.
i a; a; (%)
1 0,9806829543 0,9810838194 0,04
3 0,0189575282 0,0184871156 2,48
5 0,0003595175 0,0429064999 19,3

Tabela 6.5: Diferencas entre as amplitudes dos harmonicos da série de Fourier,
obtida a partir da série de Taylor, e da solucao obtida com o HBM.

J4 ao se comparar as solucoes de mais alta ordem, verifica-se que a diferenca
na amplitude de cada harmoénico diminui, como mostrado na tabelal6.6l onde

as amplitudes das solucoes de cinco harmonicos sao comparadas.

harmonico HBM Taylor dif.
1 a; a; (%)
1 0,9806761397 0,9806797579 0,0004
3 0,0189572665 0,0189527993 0,02
5 0,0003596415 0,0003607078 2,96
7 0,0000068227 0,0000065676 3,74
9 0,0000001294  0,0000001673 29

Tabela 6.6: Diferencas entre as amplitudes dos harmonicos da série de Fourier,
obtida a partir da série de Taylor, e da solucao obtida pelo HBM.

Como ja mencionado, a relacao freqiiéncia-amplitude obtida ao se transfor-
mar a solucao em série de Taylor em uma série de Fourier é mais precisa que
relacao freqiiéncia-amplitude obtida ao se aplicar as propriedades de simetria a
solucao em série, como mostra a figural6.5l que apresenta o erro obtido no cal-
culo de § com a aproximacao em série de Taylor com 16 termos e o erro obtido
com a solucao de 15 harmonicos, gerada a partir desta série de 16 termos.

Esta melhoria ocorre principalmente nos casos em que a série de poténcias
diverge antes de atingir uma quarto de periodo, sendo assim impossivel se obter
uma estimativa para a freqiiéncia da resposta com o método de Taylor. Ao se

determinar a série de Fourier que gera a solucao em série de Taylor, sempre
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0.5

0.4

03

erro %

0.2

0.1

Figura 6.5: Variacao do erro em d obtidos com a aproximagao em série
(dezesseis termos) e com a solu¢do harmonica contruida a partir desta série
(quinze harmonicos).

se obtém uma estimativa para freqiiéncia da resposta, conforme mostrado na
figura[6.6] onde é apresentado uma série de Taylor com 5 termos, que diverge
antes do instante ¢t = T'/4, mas que pode ser utilizada para escrever uma série

de Fourier com quatro harmoénicos que converge para todo o periodo.

X/Xg

Figura 6.6: Solucao no tempo do problemax” +x+7,52% = 0 para as condicoes
iniciais (1,0): O, RK; +, Taylor com cinco termos; ¢, série de Fourier com
quatro harmonicos.

No item 3.2 do anexo B tem-se o procedimento que transforma a solugao

em série de Taylor em uma série de Fourier.
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6.2.5
Aproximacdes de Padé

Segundo Richards (2002)[81], aproximagoes por fungoes racionais, tais como
funcoes de Padé, sao algumas vezes bem superiores as séries de poténcias.

O método de obtencao da aproximacao de Padé se da pela substituicao da
série de poténcia ijzo a,t"™ por uma razao de polindémios

N .
E . Altl
Pl = &0t (6-76)

Zj]\io Bjtj

onde se impoe By = 1. Seguindo o procedimento apresentado por Richards
(2002)[81], fazendo M = N ao igualar (6-76]) a série de poténcia ja determinada
e coletando as mesmas poténcias em t, chega-se a um sistema linear de
2N + 1 equacbes que permite determinar os coeficientes A; e B; em funcao
dos coeficientes a,, da série de poténcia. O Maple permite a obtencao destas
séries de Padé, onde se pode inclusive, variar os parametros M e N. Quando
M e N nao sao informados, o Maple atribui automaticamente os valores de M
e N, sendo que M ¢ sempre igual a N.

A série de Taylor contendo apenas dois termos nao pode ser transformada
em uma série de Padé. A solugdo em série de Taylor com trés termos, eq.
6=29), quando transformada em uma série de Padé de acordo com os parame-
tros default do Maple é

5% — 486% + 31°b = 0 (6-77)

Novamente, utilizando os parametros default do Maple, as séries de Padé

obtidas a partir das séries de Taylor com quatro e cinco termos sao, respecti-

vamente
5% — 486% 4 37°b = 0 (6-78)
3137* + 38947 — 276007262 + 92880725%b + 2419206*+
68407*0% + 3618740 — 145152060 + 1447207%6%b* + (6-79)

567740 + 45360726263 — 725760540 = 0

A tabela apresenta a convergéncia, do caso linear (b = 0), das séries
de Padé geradas com os parametros default do Maple e comparadas com a
convergéncia das séries de Taylor. Pode-se ver que as séries de Padé apresentam
piores resultados.

Ja para o caso nao-linear com b = 1, as séries de Padé obtidas com
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n° de erro 5 erro
termos taylor (%) pade (%)
2 1,110720734 11 - -
3 0,986402021 1,36  1,013944669 1,39
4 1,000567233 0,06  1,013944669 1,39
5) 0,999984249 00,0016 0,999981166 0,0019
7 0,999999996 0 - -

Tabela 6.7: Convergéncia da série de Padé (solugao linear).

os parametros default do Maple obtiveram melhores resultados que as série
de Taylor, como mostrado na tabela [6.8 Os resultados podem ser ainda

melhorados ao se escolher os valores de M e N, como mostra a tabela [6.9

n° de 5 erro 5 erro
termos taylor <%) pade <%>
4 ; - 1,282549831 2,67

5 - - 1,319949652 0,16
6 1,357606555 3,02 1,319949652 0,16
7 1,261243896 4,29 1,317794830 0,0006

Tabela 6.8: Convergéncia da série de Padé do problema nao-linear,b = 1.

6.2.6
Vibracido Forcada

No problema de vibracao forcada, se assume que o periodo da resposta
permanente seja igual ao periodo da excitagao. Entao, o que se procura no
problema de vibragao forcada sao as condigoes iniciais xy e vg que tornam a
solucao aproximada estacionaria, isto é, as coordenadas do ponto fixo da secao
de Poincaré.

Analisando primeiramente o problema sem amortecimento,
f(&,z,t)=0 (6-80)

as propriedades de simetria utilizadas no problema de vibracao livre per-
manecem aplicaveis pois tem-se para o ponto fixo quevy = 0. Nos casos em

que a nao-linearidade em (G=80) é impar, se pode escrever que

2(T/4) =0 (6-81)
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n° de Opade erro dpade Byude — 0 |
termos (Tab.B8) (%) (com M e N) ["pade ™ Pezatol (opy

4 1,28254983 2,67 1,32164066 0,00385410 0,29 4
1,31994965 0,16 1,31994965 0,00216309 0,16 4
1,31994965 0,16 1,31774659 0,00003997 0,003 4
1,31779483 0,0006  1,31774659 0,00003997 0,003 4

-~ O Ot

Tabela 6.9: Convergéncia da série de Padé, tendo um ntimero variavel de termos
no numerador, do problema nao-linearb = 1.

Em se tratando de nao-linearidade par, tem-se
#(T/2)=0 (6-82)

Deve ser observado que (6-81)) e (6-82) sdo iguais as equagoes utilizadas
para determinar w no problema de vibracao livre com duas, ou uma, simetrias
respectivamente. A tnica diferenca esta na aplicacao: agora estas equacoes sao
utilizadas para determinar xg.

Ja na presenca do amortecimento, a coordenada de velocidade do ponto
fixo deixa de ser zero e, portanto, agora sao necessirias duas equacgoes para
determinar as coordenadas do ponto fixo. Novamente a figural6.Il pode ser
utilizada para determinar estas equagoes. Pode-se ver que para condicoes
iniciais tendo vy # 0, as igualdades 6=81) e (6-82)) nao sao mais validas. Porém,
as propriedades de simetria da resposta no plano de fase indicam, para o caso

de nao-linearidade impar, as seguintes igualdades

z(T/2) = —x
(T/2) =~y -
#(T/2) = —vy
e para nao-linearidades pares, ha simetria apenas na velocidade
x(T) ==
(T) = o (6-84)
JZ(T/2) = —

As egs. ([6=83) e (6-84) também sao validas para o problema forcado
amortecido, sendo que o sistema (6-84) necessita de um nimero maior de
termos na solugdo em série que em {6=83), porque a aproximagao para o
deslocamento ¢ avaliada em ¢ = T'.

Entretando, como mostrado na figura [6.7, em alguns casos, tais como

ressonancias de ordem mais altas, a resposta no plano de fase nao apresenta
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nenhuma simetria. Entao nestes casos, deve-se utilizar a periodicidade da

resposta, isto é,

(6-85)

(2,2,t=T/4)

Figura 6.7: Plano de fase de um problema forcado amortecido e com nao-
linearidade impar.

Uma forma de se utilizar a eq. 6=81)) ou ([6-82) como aproximagao para o
problema nao-linear amortecido, é inserindo um angulo de fase¢ na excitacao.
O angulo de fase permite mudar a posicao do ponto fixo da solucao permanente.
Isto faz com que se possa impor vy = 0, permitindo que as eqs. (6=81]) e ([6-82))
sejam usadas na regiao da primeira ressonancia.

Considerando que x(7'/4) = 0 ¢é verdadeiro para o problema nao-linear
amortecido, Z(7/4) também sera nulo porque x é periddica. Assim tem-se as

seguintes equagoes para nao-linearidade impar,

z(T/4) =0
' (6-86)
f(@(T/4),T/4,6) =0
Da mesma forma, para o caso de nao-linearidade par, tem-se
z(T/2) =0
(T/2) (6-87)

f([i(T/Q),ZL’(T/2),T/2,¢) =0

Ao se inserir o angulo de fase ¢, obtém-se um sistema de equagoes que nao
fornece, como solucao, as coordenadas xy e vy do ponto fixo, mas sim, um zJ,

e um ¢. Onde x;, é o deslocamento maximo.
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6.2.7
Equacdo de Duffing

Considera-se agora o problema for¢ado-amortecido. Seja a equacao
i+ 2Cwod + wo’x + B’ = F cos Ot (6-88)

Utilizando uma aproximacao com quatro termos com centro emt = 0,

tem-se . L
_ a2 e T 8 _
z(t) = zo + vot + 2!x(0)t + 5 de |, (6-89)
Da eq. (6=88)), tem-se
i = Fcos Ot — 2(woi — wo’x — Ba? (6-90)
que avaliado no instante inicial ty = 0, leva a
.I'(O) =F - QCWOUO - w02x0 - 6%03 (6—91)
Derivando (6=90) em relacdo ao tempo, obtém-se,
di . .. 2 2.
—= = —FQsin Ot — 2Cwot — wy @ — 30x°T (6-92)
Substituindo (6=90) em (G-92) e avaliando no instante ¢ = 0, tem-se,
d’x 2.2 3 3
) = 4C*wo vy + (2wo’zo + 2w00ze” — 2WO0F)(—
t=0
(wo? + 3B76%)vg (6-93)

Substituindo (6-93)) e (6=91]) em (6=89)), obtém-se finalmente a aproximagao

para os deslocamentos,

1
x(t) = xo + vot + E(F — 2Cwovy — wolmy — Bxo’)t?

1
+ 5(4(2(,(}021)0 + 2Cw03x0 + QCWOBSEQ?’ — WOZUO — 361’021]0— (6_94>

2¢woF)t?

Derivando (€=94]) em relacdo a t, tem-se a aproximacao para a velocidade

. 1
x(t) =y + (F — ZCWOUO — WOZIQ — ﬁIOS)t + §<_2CWOF+ (6-95)

4C2WO2U0 -+ 2Cw03x0 + QCWOBl’Qg — w02U0 — 361’021)0)752
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Substituindo (6-94)) e ([6-95) nas eqs. (6=83)), chega-se ao sistema de equacoes

2 3 2 3
( — Lﬁ + Cw0ﬂ> Zo +<2 - —wo + W—Cwo?’) To+

20)2 303 20)2 303
T 7T2 7r3w 7T3
(5 Q2 =5 Cwo + 392 ( ¢* - §> - ﬁﬁﬂﬂf) Vo+ (6-96)
7.(.2 3
sl T gt =0

2 2
(—%ﬁ—l—%gwoﬁ)xog—%(—%wo +Q2C ):co+

2
(2—2 G+ ™ ( S —%) I 0) (6-97)

T 7T

que permitem obter, de forma aproximada, as coordenadas do ponto fixo,xq
€ V.

Inserindo um angulo de fase em (6-88)), tem-se,
i+ 2Cwot + wo’z + Br* = F cos(Qt + ¢) (6-98)

cuja solucao aproximada ¢ dada por

1 1 1 1
x(t) =z9+ (= Fcos ¢ — —wolzg — —ﬁx03)t2 + (—ng?’mo—
2 2 2 3 6-99
1 1 1 ( B )
EFQ sin ¢ — ggwoF cos ¢ + ggwoﬁxog)t3

Derivando (6-99) em relagao a t, obtém-se a aproximagao para a velocidade,

. 1
#(t) = (F cos ¢ — wo’wg — Bo®)t + (Cwolzy — EFQ sin ¢p—

, (6-100)
Cuwol'cos ¢ + ngoﬁxog)tQ
Substituindo (6=99) e (6-100) nas eqgs. ([6=86), obtém-se
2 3 2 3 \
( Tt 24930”05) " *( e I gt )W
7T2 ’/T3 3 (6—101)
@F — m{umF) cos ¢ — 4892Fsmgb =0

1 .
0 502 C2 ) cos o+ (F — E(wow2F> sin ¢+

TWo

3
(et B+ 2925 wo 7r25>x +<—<w%+

(
(cw@ P
(-
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1

ﬁ€2w04ﬂ2)x03 =0 (6—102)

que levam a melhores resultados que as eqs. 6-96) e (E=97) para pequenos
valores de nao-linearidade ou amortecimento, pois foram obtidas avaliando as
fungoes aproximadas em 7'/4.

Inserindo em (©=96), (6-97), G-101) e (G-102) os seguintes parametros

adimensionais

wo (6-103)

obtém-se para as eqs. (6=96) e (6=97)

2 3 3 3 3 2
(—6w2g+%§2+52n—%—%b>v+<—%<+%6)f+

2 3 3 2
sy T b2t T Ts =0
2 3 3 2
(6-104)
2 2
( — 207 + 2722 4 267 — % — 3ib> + (=72 + o) f+

(m2¢ = om)b+ 72 — 0m =0
e para as eqs. (6=101)) e (6=102)

7.‘,2 3 7T2 7.‘.3
(@f 245300) COS¢+( T8 o >b+ b

7T3 7T2 3

2453° 862 4842
2
( 252<f+ Cf)cos¢+<—%(f+f)sin¢+

2 w2 +9252% 1
(——C—i—%z )b—l—— ——=(=0

fsing =0
(6-105)

Convergéncia da solucdo linear ndo-amortecida

Considerando 8 = 0 e que o coeficiente ( seja muito pequeno, a solucao

permanente de (6-88) é dada aproximadamente por
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F
r = m COS Qt (6—106)

Utilizando as relagoes (6-103)), chega-se a seguinte expressao para o deslo-

camento maximo obtido em (G-106),
f=1-¢ (6-107)
Fazendo =0, =0e vy = 0 em (E=94) tem-se,

1
z(t) = 2o + 5(F — wo )t (6-108)

Substituindo (G=108) em (6-87)) e utilizando as relagoes (G=103), obtém-se

842 9
f=1-— — ~ - 0.816 (6-109)
T
A medida que mais termos sido adicionados & aproximagao [B-108), (6=8Tl)
da lugar a solugoes cada vez mais precisas, fazendo com que as relagoes
aproximadas de f e § sejam cada vez mais proximas da solucao exata [6-107).
Para § = 2, a eq. (6=107) fornece f = —3. A tabela[6. 10 apresenta os valores

de f, e os respectivos erros, obtidos com as equacoes construidas ao se utilizar

a eq. (G=81).

n° de erro
termos (%)
2 -2,242 25,2
3 -3,087 -2,9
4 -2,996 0,13
5 -3,0001  -0,003
6 -3,000 -0,00006

Tabela 6.10: Convergéncia da relacao f — ¢ aproximada do problema linear
nao-amortecido.

Convergéncia da solucio linear amortecida
Seja o problema linear amortecido
T 4 2wl 4+ wo’x = F cos Ot

A parcela permanente da solucao exata é dada por,
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. F((wo? — Q2) cos Qt + 2Quwp( sin Q) (6-110)
(wo? — Q2)2 + w222

Avaliando (6-I10) e sua derivada em relagdo a t em t = 0, tem-se as

coordenadas do ponto fixo

;L’* . (WOQ — QQ)F
o 4 2 __ 2,2 4
wo® + (4( 2>Q wo” + Q (6—111)
" 2CWQ92F

U ot (4 — 2) Q2w + A

Como mostrado nas tabelas 611 a 614, o sistema (@=86) converge mais
rapidamente que o sistema (6-83)). Assumindo F' = 10, Q = 2, wy = 1,
(¢ =0,05e =0, a tabela exibe a convergéncia da aproximacao para
o deslocamento e velocidade em t = T'/2, tendo como condigbes iniciais o
ponto fixo exato (G=111]), enquanto que a tabelal6.12 exibe a convergéncia das
coordenadas do ponto fixo obtidas resolvendo o sistema [6-83)). Ja a tabela
exibe a convergéncia da aproximacgao para o deslocamento e velocidade
em t = T'/4, do problema (6-98), que contem o angulo de fase, ¢, na excitagao.
Agora as condicOes iniciais sao os valores exatos do deslocamento maximo de
6-98) e 0 ¢ que anula a velocidade no instante inicial. Emt = T'/4, a solucao
exata fornece, (7/4) = 0 e v(T/4) = 6,652. Finalmente, a tabelal6.14 exibe a

convergéncia do deslocamento maximo e de ¢, obtidos ao se resolver o sistema

(6-86).

n° de |z(T/2) erro |v(T/2) erro
termos 72 a0l %) T (T2l (%)
3 13,753 10,434 314 21,294 21,736 4912
4 12,610 9,291 279 19,110 19,553 4418
5 -0,859 4,178 126 -15,189 14,746 3333
6 -0,295 3,614 108 -13,393 12,950 2927
7 4,136 0,817 24,6 3,533 3,975 898
9 3,222 0,096 2,9 -1,035 0,593 134
11 3,326 0,008 0,23  -0,386 0,057 12,8
13 3,318 0,0004 0,01  -0,446 0,004 0,85
15 3,319 0,00002 0,0006 -0,442 0,0002 0,04
Tabela 6.11: Convergéncia da solu¢do linear amortecida em t = T/2 do

problema z + 0, 12 + x = 10 cos 2t.
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n° de

termos o o
4 2,626 -17,171
5) -9.647 13,286
6 -7,885 9,508
7 -1,782  -2,166
9 -3,565 0,825

11 -3294 0,407
13 -3,320 0,445
15 -3,318 0,442

Tabela 6.12: Convergéncia das coordenadas do ponto fixo da solugao de
z+ 0,12 +x = 10 cos 2t.

e
4 0,844 10,721
5 0,075 6,117
6 0,073 6,127
7 0,003 6,683
9 -0,0001 6,651

11 0,000002 6,652

Tabela 6.13: Convergéncia da solucao de & + 0, 1 + 2 = 10 cos(2t + ¢)

Convergéncia da solucdo nio-linear sem amortecimento

Neste caso se pode utilizar a eq. {6-81]) ou em caso de ndo-linearidade par,
eq. (6=82).

Tomando como condi¢ao inicial de deslocamento a coordenada do ponto
fixo da solugao obtida com o HBM, as aproximacoes em série de Taylor cobrem,
com precisao, um intervalo de tempo cada vez maior a medida que mais termos
sao adicionados a aproximacao, como mostrado na tabelal6. I8, onde, para o
problema # + x + 2 = 0,5cost, sdo apresentados os maximos valores de
t e as correspondentes porcentagens de periodo que representam, ao limitar
o erro entre as solucoes do HBM e em série de Taylor em 0,01% de xo,
isto é, o ponto de divergéncia da série de Taylor. Conforme a tabelal6. 15
é esperado que a partir da aproximacgdo com vinte termos, o ponto fixo ja
seja obtido aproximadamente com a eq. 6=81]), pois a série & convergente em
aproximadamente um quarto de periodo.

A tabela [6.16 apresenta a coordena xy do ponto fixo obtida com eq.
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deslocamentos maximos

n° de 2| o — 2 | erro 4

termos cvato (%)
4 4,532 1,206 36 -0,116
5 3,221 0,105 3,2 -0,060
6 3,223 0,103 3,09 -0,061
7 3,331 0,005 0,14 -0,067
9 3,326 0,0001 0,004 -0,0665
11 3,326 0,000003 0,00008 -0,0666

Tabela 6.14: Convergéncia do deslocamento méaximo e¢ do problema #+0, 12+
x = 10cos(2t + ¢).

n° de t
termos T(%)
10 1,143 18,19

20 1,453 23,12
40 1,633 26,00

Tabela 6.15: Convergéncia do instante ¢ que limita o erro da aproximagao a
menos de 0,01% do ponto fixo do problema & + x + 2% = 0,5cos t.

(6=81]). Entretanto, para nao-linearidade maiores, a necessidade de um nimero
muito grande de termos na série torna-se um empecilho para as solugoes em
série, como mostram as tabelas[6.174[6.19. Nestas tabelas, sao apresentados, a
porcentagem de T em que a aproximacao fornece um erro menor ou equivalente
a 0,01% de xy e também a coordenada o do ponto fixo obtido utilizando a
eq. (6=81). Na tabelal6.17 tem-se o problema & +xz+a* = 0,5 cost. Ja na tabela
B.I] tem-se o problema i + x + 2, 52 = 2 cos 2t, enquanto que na tabelaG.19,

tem-se o problema 7 + z + 0, 8z% = 10 cos 2t.

Convergéncia da solucdo nao-linear amortecida

Na presenca de amortecimento a utilizagao do método torna-se mais
complicada porque se eleva o custo computacional. Embora as eqs. [(-86))
nao sejam exatas, para pequenos niveis de amortecimento elas devem apre-
sentar melhores resultados que o sistema (6-83)). Considerando o problema
#+ 0.1z + x + 2° = 0.5cost, a convergéncia da solucdao no tempo e do
calculo do ponto fixo é apresentada na tabela para as eqs (6=83).
e utilizando as eqs. (6=80) o erro obtido com as solugoes é apresentado na
tabela [6.211
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n° de . erro
termos 0 (%)

10 0,865 2.7
20 0,888 0,19
40 0,889 0,0004

157

Tabela 6.16: Convergéncia do célculo do ponto fixo do problemad + z + 2* =

0,5 cost.

n° de erro

t
termos T(%) (%)

10 099 1575 1,047 7,83
20 1,255 19,97 1,081 4,83
40 1,409 2243 1,103 2,82
80 1,492 23,74 1,118 1,54

Tabela 6.17: Convergéncia da solucao do problema # + x + 2® = 0,5 cost.

n° de
termos

erro

t
7 T g

10 0,476 15,16 1,403 10,14

20 0,603 19,2 1,446 7.38
40 0,677 21,55 1,474 56
80 0,717 22,81 1,491 4,53

Tabela 6.18: Convergéncia da solucdo do problema & + x + 2, 52® = 2 cos 2t.

n° de t erro
termos T (%) o (%)

10 0,413 13,16 2,855 14,86
20 0,552 16,64 2,892 13,75

40 0586 18,67 2,914 13,11

80 062 19,75 2,925 12,76

Tabela 6.19: Convergéncia da solucdo do problema # + x + 0, 82® = 10 cos 2t.

Solucdo em série de Fourier

Da mesma forma que na vibracao livre, a série de Taylor serd utilizada

para obter a solucao em série de Fourier. Para vibragao forcada ainda nao foi

possivel encontrar um relacao entre as solucoes de LP e o presente método.
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o
n° de erro erro

termos (%) Yo (%)

10 0,709 11,28 0,564 351 0,106 42,3
20 1,203 19,15 0,607 30,2 -0,003 101,
40 1453 23,12 0,576 33,7 0,052 71,9
80 1,637 26,06 0,583 32,9 0,031 833

%(%) Zo

Tabela 6.20: Convergéncia da solu¢ao nao-linear amortecida, eqgs. [6-83)).

n° de , erro erro

termos 0 (%) ¢ (%)

10 0,782 11,6 -103,35 -

20 0,856 3,2 0,205 19,6
40 0888 04 0,167 2,3
80 0891 08 016 6,4

Tabela 6.21: Convergéncia da solu¢ao nao-linear amortecida, eqs. [6-80]).

Considerando a soluc¢ao (6-94)), serdo adicionados termos de mais alta ordem
em ¢ para que uma solu¢do com um maior nimero de harmonicos possa ser
construida.

Igualando os termos de mesma poténcia emt da solugao em série de Taylor

e da série de Taylor da solucao em série de Fourier
x(t) = ay cos Qt + by sin Qt + a3 cos 30 + by sin 304 (6-112)

obtém-se as seguintes equacoes

To =ay + ag (6-113)
vy = 3b3Q2 + b Q (6-114)
g — Cwovy — %02370 — gxog = —ga3§22 — %a192 (6-115)
(2(230002 B %02 B 2102) . ngF N Ct«;)o?’xoJr -
C“;‘)ﬁ z* = —25393 - éle?’

ﬂ2§05+( - C2¢2025 + w0626>$03+ (%Uo - ﬁ{) 2o*+ (u;—(f—

§v02 - €2g04>x0 + %%—( — CS;UOE + Ccé()g)vo — };22 — (6-117)
wo K = z(1394 + 1 Qf
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— —CwOﬁQ >4 9—ﬂ2voxo4Jr (C%}O?ﬁ 2<w03ﬁ) To>+ ( (w02ﬁ

0 " "o 5 15 5
3 2 2 F 3 F 5 3 5
Cwo™ U(H_Cwoﬁ 2o+ — g UO_CWO +Cwo i
10 10 20 30 15 (6.118)
2CwoB B 5, §w0F§22+ 2¢ wo* 4w wo!  Cuwp’ n
U xXr — |V
50 )T 550 60 15 120 10 )°
CWOSF C3w03F 81 1 5
— = T h P+ — b0
30 15 2070 T ™

que permitem determinar as amplitudes dos harmonicos e as coordenadasxg
e vg do ponto fixo.
Com as eqs. (6-I13) a (6-116), monta-se um sistema linear e obtém-se a

seguinte solugao para as amplitudes

1 9
ar = 02 — (F — 2woCuy — wolzy — Bro’ )+ gJCo (6-119)
1
bl 303 (9Q2 -+ 4w0 C — w02 — 361‘02)U0—|—
1 (6-120)
103 —(woBo® — woF + wo’x0)¢
1 T
05 = £33 (= F + 20wovo + wo'zo + fe’) — = (6-121)
1
bg (Cdo — 4C wo + Bﬁl'(] — )U0+
12493 (6-122)
m(WOF — woBTo® — wo’m)¢

As eqgs. (6-I17) e (G-118) sdo utilizadas para determinar xy e vy. Com a

determinacao das amplitudes dos harmonicos, estas equagoes passam a ser

P (- S 5?;3 + wgﬂ)m(%ﬁ w0 Jarts
SR
R e e DR
(250 (322 S5 ot S
C31205+<ng03 B %5 . 2“;051102) O + 2(1‘?041}0 - CBC;(;)SF

3 FQQ 3F QQ 2 4
Gl L T G )
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Como ja mencionado, a série de Taylor obtida a partir de uma solucao
do HBM nao é coincidente com a série obtida através do método de Taylor.
A medida que mais harmonicos sao adicionados a aproximacao, o HBM ira
fornecer uma solucao que ao ser convertida em série de Taylor, se aproxima
cada vez mais da solucao obtida com o método de Taylor. Isto significa que
ao se obter uma solucao em série de Fourier a partir da solucao em série de
Taylor, tem-se uma solucao diferente da obtida com o HBM, mas, conforme
mais harmonicos sao adicionados, obtém-se uma série de Fourier cada vez mais
proxima da solucao que seria obtida com o HBM.

Tomando como referéncia solucoes com diferentes nimero de harmonicos,
obtidas com 0 HBM para o problema forcado sem amortecimento,# +z + 23 =
cos 2t, a tabela exibe o erro obtido em cada amplitude, ao se comparar
as amplitudes dos harmonicos das séries de Fourier, obtidas a partir da série
(6=94), com as amplitudes das solu¢oes do HBM que contém o mesmo niimero
de harmonicos. Para a solucao com trés harmonicos, as amplitudes ¢;, da
solucdo de referéncia (HBM), e ¢;, da solugao obtida a partir de {6-94)), sao
mostradas. Para as solucoes com 7 e 10 harmonicos, apenas as diferengas em

cada harmoénico sdo exibidas.

erro(%)
n° de termos
¢ Ci 3 7 10

2,108 2,094 0,65 0,0007 0,000003
0,083 0,073 12,49 0,018  0,0001
0,003 0,004 31,34 0,11 0,0007

1,03 0,008
6,78 0,07
32,45 0,63
93,64 4,08
20,03
69,24

143

Tabela 6.22: Comparacgao entre as amplitudes da solucao obtida com o HBM e
da solucao em série de Fourier, obtida a partir da solucao em série de Taylor.

Embora a solucao com trés harmonicos apresente um grande erro nas
amplitudes do segundo e terceiro harmonicos, a solucao é bem proxima da

obtida com o HBM porque estas amplitudes sao pequenas.
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6.2.8
Validacdo da Solucdo em série

A solucao da seguinte equacao diferencial,
i+ 2Cwor + B = Fcos Ot (6-123)
obtida através do método da série de Taylor é,

2(t) = 2o + vot + (AF — Cwovo — Swo?zo — 1Bxo®) 2+
(=5Cwo " + 5w + 5Cwo’mo + 5Cwo S’ — (6-124)

%WOQUO — %61‘02?}0)153 + ...
Substituindo 6=124) em (G-123) obtém-se

Folepor 4 2ot 4 = Feostt (6-125)
2 24

Os termos & esquerda da igualdade em {-127) sdo exatamente a série de
Taylor da excitagao. Logo, se pode concluir que a solu¢ao em série de Taylor
é exata.

Porém, o que acontece na pratica é que as eqs. {6=81)) ou (6-83)) por exemplo,
nao apresentam resultados exatos porque a série nao é exata nos pontos de
avaliagao, t = T'/4 e t = T'/2. Isto pode ser melhor compreendido ao considerar
a solucao em série de Taylor como se fosse a série de Taylor de uma série de
Fourier que contém infinitos harmonicos. E os super-harmoénicos de amplitudes
bem pequenas, que seriam facilmente desprezados ao se escrever a solucao em
série de Fourier, passam a ser importantes, causando o erro.

O erro acontece porque quando se est avaliando a série em um determinado
instante de tempo, na verdade se estd avaliando a série de cada harmonico
individualmente. E para varios super-harmonicos, de amplitude bem pequena,
o instante 7'/4 por exemplo, pode ser bem superior ao periodo do proprio
super-harmonico.

Escrevendo um harmoénico em série de Taylor tem-se,

a a a a
acosQt =a — =% + —QM — — Q5+ ——Q5%8 + . 6-126
’ PR Yo 7200 Taozo T ( )
A figura[6.8(a)l mostra que a importancia de cada termo da série [6=120)) cresce
com o tempo. Para que a série seja precisa quando avaliada em um instante
igual ao dobro do periodo do harménico,t = 27}, é necessario um nimero bem
maior de termos, como mostrado na figura[6.8(b)} para que todos os termos

importantes sejam considerados.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 6. Solucdo de Sistemas Dindmicos Ndo-Lineares por Séries 162

30000 —

20000 —

10000 —

Figura 6.8: Importancia dos termos nao-nulos da série de Taylor que representa
cos (2, avaliados em diferentes instantes de tempo: (a) [, instante ¢ = 0,57
O,t=T; (b)t=2T.

Utilizando uma série de 30 termos é possivel, até com uma certa folga,
cobrir com precisao trés periodos de qualquer harménico isoladamente. Assim,
para garantir que a solucao em série seja coincidente com a solu¢ao numeérica
em t = T/4, bastaria considerar que os harmonicos importantes de uma
possivel solugao em série de Fourier, isto é, aqueles que possuem amplitudes
que nao podem ser desprezadas, nao devem ter periodo inferior a7'/12, o que
corresponde ao décimo segundo harmoénico. Porém, este critério nao funciona.
Os harmonicos superiores, de amplitude menor ainda, podem acabar gerando
um erro ao se avaliar a série em 7'/4. Entdo nestes casos é necessario um

nimero muito grande de termos.

6.3
Método de Fourier-Taylor (FT)

Foi demonstrado, para os casos de vibracao livre e forcada, que uma forma
de melhorar as solucoes em série de Taylor é transforma-las em solugoes
periddicas tais como séries de Fourier.

Como sera demonstrado mais adiante, esta transformagao da série de Taylor
em série de Fourier pode ser feita de imediato se for utilizada uma série de
Fourier no lugar da série de poténcias na solucao aproximada. Como este
método utiliza conceitos de séries de Taylor e Fourier, ao longo do texto sera

chamado de método Fourier-Taylor (FT). Seja a série de Fourier,
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n n
T =co+ Z ¢; cos iwt + Z d; sin iwt (6-127)

i=1 i=1
Os coeficientes da solu¢ao aproximada 6-127) sao determinados da mesma
forma que foram determinados os coeficientes da série de Taylor. A solucao
aproximada Z(t) e suas derivadas sdo avaliadas no instante inicial e igualadas
aos valores dados pela solu¢ao exata desconhecida, z(t), e suas derivadas,

também avaliadas no instante inicial. As equacoes assumem entao a forma:

f(O) = X

di(0)

a0

d*z(0) .

—0 = #(0)

dat (6-128)
Bi0)  di

s dt

d"i(0) dn=23
di a2 |

Assim como no HBM, o esforco computacional pode ser reduzido se for
levada em consideracao o tipo de nao-linearidade e de excitacao. Quando todas
as nao-linearidades sao impares e a excitacao nao possuir termos constantes,
pode-se retirar o termo constante, ¢o, e os demais harmonicos pares em G=127)).

Na auséncia de amortecimento e em problemas em quevy = 0, se pode
simplificar ainda mais ao se retirar todos os termos de seno da solucao
aproximada.

A seguir, descreve-se a aplicacao do método em funcao do tipo de problema.

6.3.1
Resolucido de problemas de vibracio livre

A solucao é escrita com n harménicos de cossenos. As condigoes iniciais sao
z(0) = zp e ©(0) = 0. A freqiiéncia, w, da resposta faz parte do conjunto de
incognitas, juntamente com as amplitudes dos harmonicos.

Para a resolugdo do problema sdo necessariasn + 1 equagoes em (6=128).
Sendo que as equacoes que possuem derivadas impares sao desprezadas, pois
produzem a igualdade 0 = 0.

O procedimento consiste em escrever na forma de um sistema linear asn
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primeiras equagoes nao nulas de (6-128)), para determinar as amplitudes dos
harmonicos e do termo constante, quando for o caso. A freqiiénciaw é retirada
da ultima das eqs. (6=128)). Esta equagao é ndo-linear em w. A razdo pela qual
se utiliza sempre a ultima equacao para determinar w é que desta forma a

solucao aproximada atenderd automaticamente as condicoes iniciais.

6.3.2
Equacdo de Duffing

Tomando como exemplo a equacao de Duffing do problema de vibragao
livre,
i+ we’r+ Bz =0 (6-129)

e a aproximagao

T = ¢1 coswt + 3 cos 3wt (6-130)

sao necessarias trés equacoes para determinar a solucao aproximada, duas para
os coeficientes dos harmoénicos e uma para a freqiiénciaw. Para montar estas
equacoes, primeiramente deve-se avaliar a solugao aproximada e suas derivadas

em relacao a t, no instante inicial,

z(0) = c+cs

#0) = 0

#(0) = —ciw? — 9czw? (6-131)
27(0) = 0

2"(0) = cw!+ 8legw?

Avaliando 7 e as demais derivadas no instante inicial, levando em conta que

v9 = 0, tem-se,

ZIf(O) = X

#2(0) = 0

#(0) = —wo’xo — By’ (6-132)
27(0) = 0

2"(0) = wolrg + dwo?Bro® — 681000 + 35%w0°

Igualando as eqs. (6=I31) e (6-I32)), tem-se as equagdes necessarias para a

obtenc¢ao da solucao aproximada,

C1 -+ C3 = X
— w? — 9e3w? = —wpzy — By’ (6-133)

clw4 + 8103w4 = CUQ4.§CO + 4&)0251’03 + 3523705
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As duas primeiras eqgs. em (6-133) formam um sistema linear que permite

se determinar os valores de ¢; e ¢3. Assim tem-se para (6=130),

9 we® Pxy? wo? | Pre® 1
x(t) :(g T 32 mu? )Tocos wt+ 2 + sr g )Tocos 3wt (6-134)

A ultima eq. em (6-133), a ser utilizada como relacao freqiiéncia-amplitude,

toma a forma
'z — (10820 + 10wo?zo)w? + wolrg + 4w Bro® + 36%20° =0 (6-135)
Adimensionalizando 6-135]), tem-se,
1+ 4b + 3b* + 95" —10(1 + b)6*> = 0 (6-136)
Adicionando mais um harmoénico & solucao aproximada,
T = ¢1 coswt + ¢3 cos 3wt + ¢5 cos bwt (6-137)

e aplicando o presente método, chega-se ao seguinte sistema linear para a
determinagédo dos coeficientes de =137).

1 1 1 c1
—w? —9w? —25w? 3
wh o 8lw* 625wt Cs
(6-138)
Zo

= —Wo%o - 53303

wo'y + 4wo?Bro® + 332wo°

Resolvendo (G-138)), obtém-se a solu¢do no tempo e a relagao freqiiéncia-
amplitude. Escrevendo a solucao no tempo em termos dos parametros adimen-

sionais tem-se,

ofr) (B 75T am 1 st
zo  \646% | 64 0662 060 ' 1025% @ 4844 !
13 125 b 3 13b
S _ -1
(6452 12807 128 320% 128 © 6452) cos 37+ (6-139)
S ob + ! + b + i S cos 5o
128~ 19262 ' 3840% ' 9661 ' 1280% 19242 !

Para a relacao freqiiéncia-amplitude na forma adimensional, tem-se

2250 — (259 4+ 259b)5* + (1056* + 35 + 140b)6% — 256 — 516> — 27b* = 1 (6-140)
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Com quatro e cinco harmonicos na solugao aproximada obtém-se respecti-

vamente as seguintes relacoes 0-b.

110256° — (12916 + 12916b)0° + (5922b% + 7896b + 1974)5* —

(2268b° + 4284b% 4 2100b + 84)6? + 1 + 208b+ (6-141)
846b% + 1080b° + 441b* = 0

89302500 — (1057221 + 1057221)6° + (691240b + 172810+

5184306%)8° — (237006b% + 447678b* + 219450b + 8778)5* +

(343206 + 1395906% + 165 + 72765b* + 1782006%)5% — 1—

1849b — 15078b% — 361266 — 344250 — 115295° = 0

(6-142)

A figura exibe a convergéncia da relacdo freqiiéncia-amplitude obtida

com as aproximacoes com dois, trés e quatro harmonicos, respectivamente

eqs. (6-136), (6-140) e (6-141)).

Figura 6.9: Solucoes exata e aproximadas com diferentes nimeros de harmoni-
cos: O, RK; +, FT com dois harménicos; ¢, FT com trés harmonicos; (), FT
com quatro harmonicos;

Relacdo entre os métodos de Taylor e Fourier-Taylor

Adimensionalizando a solucao (6-I34) e escrevendo-a em série de Taylor,

tém-se

95(7') 1 1Y D o 3 4 9 9\ 4
il S D il el _° -~
o <2b+2>7 —|—<125b 8(5 +125 T+
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1 91, 91 .\ 4
S50 5t — — 14
(85 5500 = g0 )7 + (6-143)

Comparando (6=I143) com (6-32)) se observa que os termos de poténcia zero
e dois em 7 sao iguais.

Ja escrevendo a solugdo com trés harmonicos, eq. [B-139), em série de

x(r) 1L, 1\, /(1 b V\ ,
- =1 (2b+2>7+<24+6+8 T
22
((7+28()+2lb2)6——E(1+b)(54+1§656)7'6+...

Taylor,

144 720

encontra-se mais uma parcela coincidente com a série exata [(=32)), como era
de se esperar.

Através das comparacoes pode-se concluir que cada novo harmoénico acres-
centado a solucao corresponde a um novo termo da série de Taylor. Dessa
forma, o procedimento de transformar a solucao em série de Taylor em uma
série de Fourier é equivalente a aplicacao do FT.

O FT apresenta duas vantagens sobre o método de Taylor. A primeira
é que a solucao é periodica. A segunda vantagem é que, por ser periddica, a
funcao aproximadora possui infinitas derivadas, permitindo que seja construido
um numero qualquer de equacdes, e, com iSso, se escreve uma equacao
adicional, para se determinar a freqiiénciaw. Em Taylor, a aproximacao possui
derivadas finitas e portanto, todas as equagoes sao utilizadas para determinar
os coeficientes da série. Entao, w é obtida avaliando a funcao de deslocamento
em T'/4 ou T/2, de acordo com o tipo de nao linearidade, o que pode conduzir
a um w com um grande erro se um nimero insuficiente de termos for utilizado.
O FT possui uma forma diferente de determinar aproximadamente ow, que

geralmente apresenta melhores resultados em relagao ao Taylor.

6.3.3
Método Fourier-Taylor-Galerkin (FTG)

Ao se substituir uma determinada solucdo aproximada em uma equacao
diferencial, obtém-se um residuo. Este residuo é justamente provocado porque a
solucao aproximada nao consegue atender a igualdade de forma exata. Quanto
mais exata for a solucao, menor serd seu residuo.

As solugoes obtidas com o FT atendem a igualdade [6-129) no instante ini-
cial e conseqiientemente no instante correspondente a um periodo da resposta.

Substituindo solugoes com diferentes nameros de harmonicos em [B=129), se
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verifica que o residuo diminui a medida que o que cresce o nimero de harmoni-
cos. Porém, nota-se que dentro do intervalo [0, 7], (6-129) é satisfatoriamente
atendida somente nos instantes que correspondem at =0, t =T/4,t =T/2,
t =3T/4 et =T, enquanto que no HBM ou Galerkin-Urabe, conforme se uti-
lizam solugoes com mais harmonicos, além de diminuir o residuo, também se
aumenta o ntimero de vezes em que o residuo torna-se nulo dentro do intervalo
[0,T7.

As relacoes freqiiéncia-deslocamento obtidas na secao anterior podem ser
melhoradas se forem obtidas de forma a se minimizar o residuo na equacao
diferencial, ao longo do periodo da resposta.

Utilizando Galerkin para minimizar o residuo provocado pelas solucgoes,
tem-se

27w

WR=0 (6-144)
0

onde R é o residuo obtido ao substituir a solucao aproximada na equagao

diferencial e W ¢ a funcao peso dada por

_ Ox

V=5

(6-145)
sendo que z ¢ a solugao aproximada.
Assim, a relagao freqiiéncia-deslocamento passa a ser dada por B=144).
Tomando como exemplo a solugao (6=134)), (6=144) torna-se

45102 1703xz0* 520%wo> 45x0%wot
_ﬂwlo (_ Lo B+ Lo~ Wo >w8+<M+

64 32768 64 64
103172304(,()02 45571’06 2 6 5I02WO6 4825.1’04(,()04
sz P e P ) Tw 6384
29051’060002 2 + 2265%‘0853 4+ 2171’0400065 + 651.T06CU0462+ (6 146)
w -
8192 16384 8192 8192
651:508@0263 4 2171’010/64 wQ . 63%04(,0086 o 63%060)0662_
8192 8192 32768 8192
631‘010&)0254 _ 1891’08&)0453 _ 63%012ﬁ5 —0
8192 16384 32768

O residuo provocado pela solugao 6-134)) ao se obter w em (6=146) no lugar
de se utilizar (6=137), ¢ significativamente reduzido, como mostra a figural6. 10

conseqiientemente a curva w-xy se torna mais precisa.

6.3.4
Resolucido de problemas de vibracdo forcada sem amortecimento
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Neste caso tem-se 0 mesmo namero de incognitas da vibragao livre. Agora
a freqiiéncia da solucao é igual a freqiiéncia {2 da excitacao ou a um multiplo
desta freqiiéncia, e xy passa a ser incognita, representando a coordenada do
ponto fixo da solucao permanente.

Para a obtencao das amplitudes dos harmoénicos e de xy, as equagoes que
possuem derivadas impares em (-128)) devem ser novamente desprezadas. Da
mesma forma que na vibracao livre, monta-se um sistema linear tendo as
amplitudes como incognitas. A coordenada zy do ponto fixo é determinada
resolvendo a ultima das eqs. (6=128)), que seré sempre nao-linear em z5. Como
tem-se uma tnica equagao nao-linear, pode-se utilizar o Maple para resolver
esta equacao, facilitando a aplicabilidade do método, pois todas as raizes sao

obtidas de uma tnica vez através de um simples comando.

Equacdo de Duffing
Para resolver o problema,
i+ wolz + Bz = F cos Ot (6-147)
a solucao ¢ aproximada por,
Z(t) = c1 cos Qt + ¢ cos 30 (6-148)

Avaliando a fung¢ao z(t) e suas derivadas no instante inicial, e as igualando

Figura 6.10: Residuo causado por (6=134) para wy = 1,5, 3 =3 exy=2: J, w
dado por (6-138)); +, w dado por (6-146).
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a fungao aproximada (G-148)) e suas derivadas, tem-se as seguintes equagoes,

To=C +C3

F —wy’zg — Bry® = —c10% — 9302

— F(2 + wo?) + wotrg + 4wo?Bxo® — 3Bx0> F+
36%50° = 1 + 8130t

(6-149)

Resolvendo as duas primeiras eqs. de (6-149), encontra-se para c¢; e ¢3

9 1
cl = gZL’O + @(F — w02x0 — B(L’Os)
o (6-150)
_ 0 2 3
C3 = —§+@(—F+wo o + B )

e a ultima das egs. (6-149), que sera utilizada para determinar zy, torna-se

— FQ? — o F + wozg + 4w B — 36202 F + 33%x°

(6-151)
= 100°Bxzo° + (—9Q" + 10Q%w?) 7o — 10FQ?
Com uma aproximacao com trés harmonicos,
Z(t) = ¢1 cos Qt + ¢3 cos 30t + c5 cos b (6-152)
chega-se ao seguinte sistema linear,

1 1 1 c1

-2 —90% 2502 3

O 810* 6250 Cs
(6-153)

Lo
= F— w02x0 - 55503

—F(QQ + w02 + 351’02) + w04x0 + 4&]0251’03 + 352$05
e a seguinte relacao freqiiéncia-amplitude,

— 183 F %2 + (wo + Q* + wo?Q? + (42wo?B + 36Q%)xo* +
4563%20") F — wo’xg — 25wo* Bre® — 5lwy? B2we® — 27310 (6-154)
= —15 — 729¢50° — 15625¢50°

Resolvendo (6-I53), obtém-se

11 (.UOQ F+ 170)02 i 75 + (.do4
= — — — At — | z—
PN 6402 T 19204 9602 ' 64 ' 19204 )7°
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BE 2 W02ﬂ 173 3 52 5
gar ™ T\ agar o602 )70 T pa ™ (6-155)
25 w02 13CL)02 25 W04
= — F _ 0
= ( 12802 © 12894) +( 6407 128 101 )T (6-156)
30F 5. 130 w8\ 5 _ 38
1280470 "\6402 3204 )70 128047
3 w02 5&)02 3 w04
— _ Ft( - — L z—
“ (12892 38494) +( 19202 128 T 38401 )™ (6157
BF v — 503 n wo®B 2o® + 3 2o
12804 10202 ' 9604 12804
e a eq. (6-154) torna-se
—273%x0" + (105075 — 51wy?B*)x0” + 455%* F — (2590 3—
1409%wo2 B8 + 25wy B)xo® — (1026902 — 42wy*B) Fxg® — (183F*— (6-158)

3502w + wo® 4 2590w — 2250%) 2 — (34we?Q? — wy' —
22501 F =0

Assim como ocorreu nos casos de vibracao livre, é de se esperar que as
solucoes apresentem um residuo maior quando xg ¢ retirado de uma das
eqs. ([G=128)). Substituindo as soluc¢oes aproximadas na equagao diferencial e
aplicando o método de Galerkin para minimizar o residuo ao longo do periodo
da resposta, se obtém uma relacao freqiiéncia-amplitude mais precisa.

Substituindo (6-I55) & (6=157) em (6-I52) e esta na eq. diferencial (6-147)

e aplicando o método de Galerkin utilizando como func¢ao peso

ox

W=%a

(6-159)
encontra-se melhores resultado que ao se considerar a funcao peso sendo dada

por

Oz

W= —
(91:0

(6-160)

como mostrado na figura[6. 1Tl

A figural6.I2 exibe as curvas freqiiéncia-amplitudes do problemai +z+3 =
50 cos Qt, obtidas utilizando o FT com Galerkin (FTG), tendo 6-I59) como
fungdo peso, integracdo numérica (utilizando um pequeno amortecimento) e
HBM. Pode-se ver que com o FTG também é possivel se obter boa precisao

com poucos termos.
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Figura 6.11: Residuo da solugao (6-152)) para o problema i +xz +z* = 50 cos 5t:
0, x¢ dado por (6-I58); +, x¢ obtido ao se considerar (=159); O, xo obtido ao

se considerar (G=160).

6.3.5
Resolucio de problemas de vibracdo forcada com amortecimento

Agora tem-se o dobro de incognitas dos casos anteriores, pois o amorteci-
mento exige a presenca de harmoénicos em seno na solucao aproximada e, além
de zy, agora se deve encontrar a coordenada vy do ponto fixo da solucao per-
manente. Além disso, as equacoes com derivadas impares em [B-128) deixam
de ser nulas e passam a ser utilizadas na determinacao das amplitudes dos
harmonicos em seno.

Da mesma forma, um sistema linear é montado com as primeirasn — 2
equagoes em (6-128)), o que permite determinar as amplitudes dos harmonicos.
As duas equacoes restantes sao utilizadas para determinar as coordenadas
do ponto fixo. Como sao nao-lineares, agora tem-se mais dificuldade que na
vibracao forcada sem amortecimento pois tem-se um sistema nao-linear que

necessita de resolucao numérica.

Equac3do de Duffing

A solucao aproximada do problema
&+ 2Cwoi + wo’x + Ba® = Fcos Qt (6-161)

é escrita segundo um somatorio de senos e cosenos,
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z(t) = ¢1 cos Qt + dy sin Qt + ¢35 cos 3Q + dg sin 30 (6-162)

Avaliando a fungdo z(t) e suas derivadas no instante inicial, e igualando
respectivamente a fun¢do aproximada {6-162) e suas derivadas, tem-se as

seguintes equagoes,

Tog=C1 + C3

vg = d1§2 + 3d3€)

F — 2woCvg — wolzg — Bag® = —c10% — 9e50?

2Cwo B0’ — 3Bx0 v + 2Cwo To+

(4C%wo? — wo?)vy — 2CwoF = —d Q% — 27d5Q3 —

FQ? + 402 CPF — 8woCuy — 4wo*Cag — 4wo?C? B + 4wy g+
12wo( o vy — wo F + wo'eg + dwo? Bz — 68z0v0° — 3820 F+
35%20° = ;. 4 81301 —

4w’ Co — 12w CPug — 8w CBF + 8wo*C3Bxo® + 4w F—

16wy Bxo® — 12w B2 20° + 12wo( Bao’ F + 8wy’ By + 2wo FQ2+
27ﬁ2x04v0 — 36w02C26x02v0 + 16w04<’4v0 + 48w0(ﬂx0v02+
24wo? B vy — 18BxoFuvy — 680> + wo'lvy = diQ° + 243d50°

(6-163)

sendo que as duas tltimas em (6-=163) sao para a determinagao de xg e vp.

Resolvendo as quatro primeiras equagoes em [6-163), obtém-se as seguintes

Figura 6.12: Curvas de ressonancia do problema # +x + 2% = 50 cos Qt: O, RK;
-+, HBM com trés harmonicos; ¢, FTG com trés harmonicos.
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solugoes para as amplitudes

9
&1 = g% + @Uﬁ — 20wov — wo’mo — f0°)
1 1

C3 = _éxo - @(F — 2Cwovy — W02$0 - ﬂ$03)

9 1 2 3
dy = sqlo + @(_ZCWO(F — 2oty — wo™To — B0’ ) — (6-164)

w02vo - 35%2”0)

1

dy = — 5700 — 57035 (—2wn(F = 2wnvy — wo’mo — Ba®)—

2 2
wo v — 30 Vo)
e as equacoes adicionais necessarias para determinarxg e vy tornam-se

33%10° + (—4wo(?B + 4wo?B)xo® + (12woCBuy — 3BF )xo*+

(wo — 6802 — 4wo*C*) o + (—8wo®C® + 4w vy — FQ2+

4w CPF — wo F = 109%Bx¢® + (100%we? — 90" 20—

10FQ? 4+ 2092wy vy

— 12wo( B%0° + 2732 w0 w0 + (8w B — 16w B)x0” + ((24wo*B—
36wo?C2B)vp + 12w BF) 20 + (—4wy’¢ + 48wo(Bue® — 188 Fvy+

8wo’C*) o — 68> + (16wo*¢* — 12wp*¢? + wo*) vy — 8w F+- (6-166)
4w CF + 2woC FQ? = —20Q%wo( Bro® + 309280 vy —

2092w (o + (10Q2%we? — 40Q%weC? — 90wy + 20w FO?

(6-165)

No lugar de se utilizar as eqs. €=165) e ([6=166), pode-se aplicar o método

de Galerkin para minimizar o residuo.

Substituindo (6-164) em (6-162) tem-se a solucao aproximada de (6-161)).

Utilizando como fungoes peso

=2
5 (6-167)

W, = 9%

2 61)0

e aplicando o método de Galerkin obtém-se duas novas equagoes.

A figural6.13 apresenta as coordenadas do ponto fixo versus{2, obtidas com
integracao numeérica, HBM e FTG, do problema +0, 44 +x +32° = 50 cos .
Pode-se ver que em alguns trechos ja h4 uma boa precisao, porém ha um
grande nimero de ramos que nao existem nas solucoes obtidas com integracao
numérica e HBM.

Ja com solucoes contendo mais harmonicos, fica dificil aplicar Galerkin,
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Figura 6.13: Variacao da coordenada do ponto fixo do problema ¥ + 0,2z +
x4+ 323 = cos Qt: O, RK; +, HBM com trés pares de harmonicos; ¢, FTG com
dois pares de harmonicos.

mas o maior nimero de termos acaba reduzindo o residuo, como mostram as

figuras|6.14(a)| e [6.14(b)l

Figura 6.14: Problema & +0, 44 +x + 23 = 50 cos Qt. O, RK; -+, HBM com trés
pares de harmonicos; O, FT com 10 pares de harmonicos; (a) Curvazg — ;
(b) curva vy — 2.

Cabe ressaltar que em todos os exemplos deste capitulo considerou-se uma
grande nao-linearidade ou um valor bastante elevado da magnitude da forga
com o intuito de verificar as potencialidades dos métodos aqui propostos.

No anexo C tem-se a solugao da equacao de Duffing 6-14)) do problema de

vibracao forcada amortecida. Primeiramente a solucao do problema é escrita
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em série de Taylor e em seguida ela é transformada em série de Fourier.
Diferentemente do anexo B, agora as derivadas de ordem superior da solucao
nao sao determinadas previamente. Em vez disto, elas sao determinadas
recursivamente sempre que necessario. No item C.1.2 tem-se um exemplo de
como uma solucao é obtida. No item C.2 as rotinas e as derivadas da solucao
sao exportadas para um arquivo cpp, assim as solucoes serao obtidas de forma
semelhante ao do exemplo C.1.2, mas de uma forma muito mais rapida, por
um programa escrito na linguagem C++. No item C.2.2 tem-se o arquivo
gerado pelo programa em Maple que é utilizado pelo programa em C-++ para

encontrar os pontos fixos de uma aproximacao com dois pares de harmonicos.
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N3ao-linearidades nio-polinomiais

Como mostrado neste trabalho, além dos métodos de integragao numeérica,
alguns métodos aproximados tais como o HBM e os métodos de perturbacao
permitem resolver problemas de valor inicial associados a equagoes diferenciais
nao-lineares, estes tltimos tendo a vantagem de fornecer uma solucao analitica.

A maior parte da literatura de sistemas dinamicos nao-lineares trata de
equacoes com nao-linearidades polinomiais, em particular, sistemas com nao-
linearidades quadraticas ou cubicas, (Nayfeh (1979), R4]). Assim, a maior parte
dos métodos aproximados sao desenvolvidos tendo em mente estes tipos de nao-
linearidades. Entretanto, um crescente nimero de pesquisas nos tltimos anos
tem sido dedicado ao estudo de sistemas com outros tipos de nao-linearidade,
de forma destacada para problemas com nao-linearidades fracionarias, que
foram analisados por métodos numéricos, métodos de perturbacao e HBM,
entre outras técnicas.

Em uma série de artigos, Mickens (7], [58], [89]) estudou varios exemplos
de equacgoes diferenciais com nao-linearidades fracionarias. Em particular

osciladores envolvendo um tinico termo nao-linear do tipo
i+ sgn(x)|z|V/C D =0
onde n é um inteiro positivo e a sgn ¢ a funcao definida como

x
sgn(x) = Tl x#0

sgn(z) =0, =0

Este tipo de oscilador também foi estudado recentemente por Swamy et al
(2003), [64], van Horssen (2003), [90], e Awrejcewicz e Andrianov (2003), P11,

que deram atencao especial ao caso limite
Z+ sgn(x) =0

que ocorre quando n — oo. Uma solucao exata para este problema foi obtida
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por Lipscom e Mickens (1994), [92], Philipchuk (1999), [93] e Potti et al (1999),
[94], entre outros.

Hu e Xiong (2003), [95] analisaram um oscilador cujo potencial tem a forma
V(I) — %x(2m+2)/(2n+1)

Gottlieb (2003), [1], estudou osciladores com um tnico termo nao-linear.
Além do caso acima, ele considerou a nao-linearidade como uma poténcia
fracionaria mais geral. Para varios casos particulares ele obteve a expressao
exata para a freqiiéncia da resposta em termos de funcoes Beta e Gama, e
solugoes aproximadas com o HBM e comparou a aplicabilidade dos dois tipos
de solucoes.

Recentemente, Hu (2006), [96], estudou a solugao de um oscilador com nao-
linearidade fracionéaria por um método iterativo e Ramos (2007), 7], inves-
tigou a mesma classe de problemas usando um método denominado “piecewise-
linearized” baseado em expansoes em série de Taylor da equacao diferencial
nao-linear. Entretanto, nestas referéncias, varias manipulacoes algébricas sao
necessarias para resolver cada problema particular.

No capitulo anterior, dois métodos simples e eficientes foram apresentados.
Embora possam apresentar algumas desvantagens em relacao ao HBM, por
exemplo, eles nao se limitam apenas aos casos em que a nao-linearidade é poli-
nomial, mas permitem resolver problemas com nao-linearidades fracionérias ou
de qualquer outro tipo, sem a necessidade de alterar suas metodologias, como

serd mostrado a seguir com alguns exemplos.

7.1
Sistema dindAmico com nao-linearidade fracionaria

Seja a seguinte equacao,
i+ sgn()[2]? = 0 (7-1)

onde ¢ pode assumir qualquer valor real.

O termo sgn(z) em (=I) faz com que a resposta se comporte qualitati-
vamente igual as respostas de problemas com nao-linearidade polinomial im-
par, mesmo quando ¢ for par, como mostra a figural[l.Il que exibe a funcao
sgn(z)|x|? para diferentes valores de gq.

A energia potencial do problema (7-1)) é exibida na figura [[.2] para

diferentes valores de q.
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signum(x)|x|“

Figura 7.2: Energia potencial. J, ¢ = 0; +, ¢ = 0,5; 0, ¢ = 1; A, ¢ = 10.

O seguinte problema com nao-linearidade fracionaria foi analisado por
Gottlieb (2003), [I].

«

T + sgn(x) |x|5 =0 (7-2)

Escrevendo a solu¢ao aproximada de {I=2) em série de Taylor, tém-se,

1 dx
t—t)? + = ——
(t=t) + 3178

1 %z
21 dt?

2(t) = a(to) + ‘;—f (= to)* + ... (7-3)

to

(t—to) +

to to

e utilizando como centro da série o instante inicial, tem-se para [[=3)
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1 o @
x(t) = 29 + vot — =sgn(z) |z|? t* — ————2 |z|58 t* + ... (7-4)

2

Ao se utilizar a propriedade de simetria do problema (x(7'/4) = 0), as raizes

da equacgao resultante correspondem a um quarto de periodo e permitem obter
a freqiiéncia da solugao ao considerar queT = 27/w.

Com uma aproximagcao para os deslocamentos contendo termos emt até a

poténcia 2 em (=4)) e considerando como condi¢oes iniciais um deslocamento

xo e uma velocidade nula, obtém-se para a freqiiénciaw,

a
w=—"1\ 2|z B (7-5)
0

Considerando os termos até t*> em (7=4]) obtém-se,

(Y

Zo

65 o
R 6] _
12 + %‘xo, ) (7-6)

sendo

[e3

B

- {L’02|ZL’0%| _6|$0 |
\/ Zo

Gottlieb, [I], comparou a sua aproximagao de primeira ordem com a
aproximacdo de primeira ordem proposta por Mickens (2001), B7], para
diversos valores de a e (3 utilizando como condicao inicial xro = 1. Para ¢y = 1,
(7=5)) fornece sempre como resultadow = 7/(2v/2) = 1,11

Na tabela [l comparam-se os resultados obtidos para w com a solucao
aproximada escrita em série de Taylor e os resultados apresentados por
Gottlieb, [1], para diversos valores de « e 3. Na terceira e quarta colunas tem-
se, respectivamente para a freqiiéncia w, os resultados exatos e aproximados
apresentados por Gottlieb. Em sua aproximacao, ele utilizou o HBM com uma
solucao de primeira ordem. Os resultados aproximados obtidos por Gottlieb
sao mais precisos que os obtidos por Mickens, b7, com o HBM ap6s manipular
a equacao, de forma a tornar a nao-linearidade uma poténcia inteira. J& nas
demais colunas, tem-se as freqiiénciasw; obtidas com o método de Taylor onde
o indice 7 indica o nimero de termos utilizados na aproximacao.

Para o = 4, f = 3, vg = 0 e assumindo que xy seja sempre dado por
um valor positivo, se obtém, a partir de (=4]), a seguinte relagio freqiiéncia-

amplitude:
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Taylor - n° de termos - w;

a [ exato 1] 3 4 5
3 4 1,024957 1,025674 (0,1%) 1,026172 (0,1%) 1,026172 1,025261
5 7 1,028660 1,029613 (0,1%) 1,031161 (0,2%) 1,030068 1,029017
2 3 1,033652 1,034982 (0,1%) 1,037605 (0,4%) 1,035324 1,034081
3 5 1,040749 1,042734 (0,2%) 1,046260 (0,5%) 1,042774 1,041280
3 7 1,059596 1,064045 (0,4%) 1,066857 (0,7%) 1,062224 1,060339
1 2 1,051637 1,054910 (0,3%) 1,058540 (0,7%) 1,054086 1,052305
1 3 1,070451 1,076845 (0,6%) 1,077433 (0,6%) 1,073094 1,071238
1 4 1,080181 1,088681 (0,8%) 1,086257 (0,6%) 1,082587 1,080935
1 5 1,086126 1,096092 (0,9%) 1,091378 (0,5%) 1,088264 1,086816
1 6 1,000133 1,101695 (1,1%) 1,094725 (0,4%) 1,092036 1,090760
1 7 1,093018 1,104867 (1,1%) 1,097083 (0,4%) 1,094725 1,093588
1 8 1,005194 1,107679 (1,1%) 1,098835 (0,3%) 1,096737 1,095715
1 9 1,006894 1,109890 (1,2%) 1,100188 (0,3%) 1,098300 1,097373
1 10 1,098258 1,111675 (1,2%) 1,101265 (0,3%) 1,099549 1,098700
1 11 1,099377 1,113145 (1,2%) 1,102142 (0,2%) 1,100570 1,099788
Tabela 7.1: Resultados obtidos com o método de Taylor parazy = 1 e

diferentes nao-linearidades e aproximacoes, comparados com os apresentados
por Gottlieb [I].

d 76
288w4 103680wb

As figuras|7.3(a) e [7.3(b)|exibem as curvas freqiiéncia~-deslocamento inicial,

|z |*/* — |zo[* =0 (7-7)

2
™
4/3
2o — = || /% +
w

obtidas com a eq. (=), com a aproximacao de quatro termos, eq. [(=1), e
com integracao numérica. Pode-se ver que a solucao com quatro termos ja
apresenta resultados precisos até valores bastante elevados dezo. E interessante
observar que para expoentes fracionarios menores que 1, a freqiiéncia da
resposta diminui & medida que o deslocamento inicial aumenta. Quando a nao-
linearidade é maior que 1, a freqiiéncia cresce ao se aumentar o deslocamento.
Os resultados mostram que o método de Taylor leva a solugoes analiticas
bastante precisas para a relacao freqiiéncia-amplitude com um nimero pequeno
de termos.

Ja com o F'T, a seguinte solugao harmonica,
x(t) = ay coswt + az cos 3wt + as cos dwt (7-8)

pode ser obtida seguindo a metodologia apresentada anteriormente ou sim-

plesmente igualando os termos de mesma poténcia em ¢ da série de Taylor
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BT T 1 T 1 YT 71 1T 1T T T 1

Figura 7.3: Curva freqiiéncia-deslocamento inicial. [, RK; +, dois termos,
eq. (=); O, quatro termos, eq. (=0): (a) & + sgn(z)|z[*? = 0; (b) & +
sgn(z)|z>* = 0.

gerada a partir de (7=8)) com a solucao (7=4)). Entao, escrevendo (-8 em série
de Taylor e igualando os termos de mesma poténcia em ¢ com os de (7=4)),
obtém-se quatro equacoes que, considerando que o deslocamento inicial seja

sempre positivo, assumem a seguinte forma

aq +CL3—|—CL5 = |J]0|

w?(ay + 9as + 25a5) = |zo|*?
a

mﬂfof
a —
W (ay + 729a — 15625a5) = grlda - 38)||zo| G277

w(ar + 8laz + 625a5) = (|Jzo|*/?)°

as primeiras trés equacoes sao utilizadas para determinacao das amplitudes e a
ultima, para determinacao de w. Estas equacoes conduzem a seguinte relacao

freqiiéncia-deslocamento quandoa =4 e § = 3:
— 28|mo|* = —20250w® + 2331w |zo[** — 420| x|/ w? (7-9)

onde o valor de w encontrado é um pouco mais afastado da solucao exata
do que o obtido a partir da eq. (7=0), como pode-se ver na tabela 7.2, que
compara varias freqiiéncias, obtidas com o FT utilizando um ntimero crescente
de harmonicos e a solucao exata.

A figura [7.4] mostra as curvas freqiiéncia da resposta versus o parametro

a/ (3, relacionado & nao-linearidade do sistema, para duas condig6es iniciais de
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w

FT - n° de termos
exato 3 4 5 9

1,024957 1,019216 (-0,6%) 1,021082 1,022102 1,023682
1,028660 1,021909 (-0,7%) 1,024076 1,025268 1,027127
1,033652 1,025477 (-0,8%) 1,028059 1,029489 1,031743
1,040749 1,030432 (-1,0%) 1,033617 1,035397 1,038243
1,059596  1,042954 (-1,6%) 1,047793 1,050563 1,055140
1,051637 1,037775 (-1,3%) 1,041908 1,044251 1,048070
1,070451  1,049775 (-1,9%) 1,055589 1,058957 1,064622
1,080181 1,055664 (-2,3%) 1,062360 1,066278 1,072963

(-2,5%)

(-2,6%)

(-2,7%)

(-2,8%)

(-2,9%)

(-2,9%)

(-3,0%)

1,086126 1,059162 (-2,5%) 1,066399 1,070656 1,077985
1,090133 1,061480 (-2,6%) 1,069081 1,073570 1,081338
1,093018 1,063129 (-2,7%) 1,070992 1,075647 1,083736
1,095194 1,064361 (-2,8%) 1,072423 1,077204 1,085535
1,096894 1,065318 (-2,9%) 1,073533 1,078414 1,086936
1,008258 1,066081 (-2,9%) 1,074421 1,079381 1,088056
1,099377 1,066705 (-3,0%) 1,075147 1,080171 1,088974

i | UG W S JUR SN CRES B GCN e
il e RN Bo NS, SNSUNGCIE NOREN (S SEJCRE ST By oy
— o

Tabela 7.2: Resultados obtidos com o F'T para diferentes aproximacoes tendo
xo = 1, comparados a solucao exata.

deslocamento distintas. Pode-se ver que, ao se aumentar a relacdoa /3, quando
ro < 1, a freqiiéncia da resposta diminui, enquanto que, quandoxy > 1, a
freqiiéncia da resposta aumenta ao se aumentar «/f3.

Observa-se que os resultados obtidos com o FT fornecem resultados co-
incidentes com o da integracdo numérica para todos os valores de /[ aqui

analisados.

7.1.1
I+ sgn(x) =0

Um caso partical do problema (7=2) é
I+ sgn(x) =0 (7-10)

e recentemente foi estudado por Beléndez et all (2007 e 2008) P§]|, [62], que
utilizaram o método de perturbacado com homotopia de He (HPM), [59].

Escrevendo a solugao de (I=10)) em série de Taylor, se obtém

x(t) = xo — %sgn(az:o)t2 (7-11)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 7. Naio-linearidades ndo-polinomiais 184

o/p

Figura 7.4: Influéncia da nao-linearidade para diferentes deslocamentos iniciais:
0, RK e g = 2; O, FT com sete harmonicos e o = 2; +, RK e g = 0,5; A,
FT com sete harmonicos e o = 0, 5.

sendo que os termos de ordem mais alta em ¢ sao todos nulos.

De acordo com Beléndez et all, [62], a solu¢ao exata de (7-10) é dada por

zo— & 0<t<ZI
v(t) = L —2y2mt+3z, LT<e< (7-12)
8 1 42xpt — 15m9 L <t<T

o que revela que a solugao (=I1)) é a solu¢ao exata no primeiro quarto de
periodo, justificando assim que os termos de ordem superior emt sejam nulos.

Como (=I1]) é exata no primeiro quarto de periodo, ao se aplicar as
propriedades de simetria do problema (z(7/4) = 0), a freqiiéncia exata da

resposta periodica ¢ obtida. Desta forma tem-se

1,110721
~ (7-13)

™
w =
2\/2|[L‘0| \/|ZL’0|

Beléndez et all, [62], aplicando o HPM, obtiveram a seguinte aproximagcao

de terceira ordem:

x(t) = 1,03216x¢ cos wst — 0, 038333z cos 3wst+
0, 008251z cos bwst — 0, 0030062 cos Twst+
0,001414z cos Ywst (7-14)

onde wy = 1,111358/,/y.
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Solucoes periodicas podem ser obtidas aplicando o método de FT. Uti-
lizando uma solu¢do com o mesmo nimero de harmonicos que em [=14), se
obtém as seguintes equacoes

To=a1 + az +ag+ as + as

1 19 25 49 81 ,
—sgn(zo)=(za1+-a+ a3+ —a+ —as |w

2 2 2 2 2 2
0= (ia1+§a2+@a3+2401 0 2187a5) A
24 8 24 24 8 (7-15)
_ (L ar+ 81 4yt 3125 a5+ 117649 - 59049 a5) K
720 80 144 720 80
0= < 1 - 729 a5t 78125 a5+ 823543 - 4782969 a5> 8
40320 4480 8064 5760 4480

0 = (a1 + 59049 ay + 9765625 as + 282475249 a, + 3486784401 as) w™

Resolvendo as primeiras equagoes em (=10 se obtém as amplitudes dos

harmonicos. Assim da tltima das eqs. {=15]) se obtém para a freqiiéncia

1, 088056
W= 00 (7-16)

Vol

e consequentemente a solucao periddica torna-se

x(t) = 1,023126x¢ coswt — 0,025262x( cos 3wt+
0, 002339z cos dwt — 0,000213x( cos Twit+ (7-17)
0,000011z cos 9wt

onde w é dado por (=10)

A solugdo (=I7) nao é coincidente com a resposta obtida através de
integracdo numeérica porque a aproximacao [(=16) para a freqiiéncia possui
um erro de 2,04%. Utilizando a solugdo exata para a freqiiéncia, eq. {(=13)), a

solucao periodica torna-se

z(t) = 1,030725z cos wt — 0, 035115z cos 3wt+
0, 005042 cos dwt — 0,000704z( cos Twi+
0, 000054z cos Yuwt (7-18)

e passa a ser coincidente com a solucao obtida com integracao numérica, como
mostra a figura[T.5l
A medida que mais harmoénicos sao utilizados na solucao, a aproximacao

para a freqiiéncia obtida com o método de Fourier-Taylor tende ao valor exato
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Figura 7.5: Solugao no tempo do problema & + sgn(z) = 0: O, RK; +, eq.

([=11); O, eq. (=I7); A, eq. (=IJ).

obtido com o método de Taylor, eq. (7=13)), como mostrado na tabela 7.3.

n° de w erro
harmonicos (%)

1 1/ 9,97

p 1,054092//T0 5,1
3 1,072808/ /7o 3,4
4 1,082367/,/Ty 2,55
5 1,088056/,/Z¢ 2,04
7 1,094553/,/Tg 1,46
10 1,099419//Zo 1,01
20 1,105081//Zg 0,51
40 1,107904/,/7 0,25

Tabela 7.3: Resultados obtidos com o método de Fourier Taylor e o erro em
relagao a solugao exata, eq. (7=13)).

7.2
Péndulo plano

A equacao que rege o movimento do péndulo plano em vibracao livre é
dada por

b+ %sin& ~0 (7-19)
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onde g é a aceleracao, [ ¢ o comprimento do péndulo e 0, o deslocamento
angular.

Em geral, para se obter uma solugao analitica deste problema, expande-se
sin @ em séries de Taylor, retendo termos em @ até a poténcia 3 ou 5, o que
limita a validade da solucao a pequenos valores de 6y ou se escreve a solugao
em termos de funcoes elipticas.

Escrevendo a solugao de (=19) em série de Taylor, tem-se a seguinte solugao
para a condicdo inicial §(0) = 0,

2

_ 9 2, 9 : A
0 =0y — (2_1 sin )t~ + m(cos 0o sin Op)t™ + ... (7-20)

Substituindo ¢ = T'/4 em (=20), sendo T" = 27 /w, obtém-se a seguinte

relacao freqiiéncia-amplitude,

Lo VT g
12 Vo,

(3sin 6y % 1/(9(sin fy)? — 66, cos By sin b)) (7-21)
e considerando apenas os dois primeiros termos em [[=20), chega-se a

w=—— 120, sin 6, (7-22)

~ 16,V 70
Utilizando o FT com a seguinte solucao aproximada,

0(t) = ¢1 coswt + ¢3 cos 3wt + ¢5 cos bwt

obtém-se os seguintes coeficientes:

! 2 2 . 75
&1 = o5 (—34w%g + g% cos o) sin O + = o
! . 25
¢3 = —Togar(—261w’g + g cos fo) sin by — b
1 ‘ 5
Cs = m(—loluﬂg + g* cos f) sin By + @90

e a seguinte relacao freqiiéncia-deslocamento

3
— (%) (4(cos 0y)* — 3) sin By = —225w°%6, + 259%w4 sin 6o —

2
35 <%> w? cos O sin O

(7-23)

A figura apresenta as curvas freqiiéncia-deslocamento obtidas a partir
das relagoes (7=22), (7=21)) e (7=23), sendo estas comparadas com os resultados
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da integragao numérica. Pode-se ver que poucos termos sao suficientes para
apresentar bons resultados, para todos os valores possiveis de . Verifica-se
que a freqiiéncia natural decresce a medida que |fy| aumenta e torna-se nula em
0y = £m, que corresponde a posi¢ao do péndulo invertido (posi¢ao de equilibrio

instéavel).

0 I | | |

- -n/2 0 n/2 b

6o

Figura 7.6: Curva freqiiéncia-deslocamento inicial do problemaz + sinz = 0:

O, RK; +, eq. (=22); 0, eq. (Z221); A, eq. (=23).

Verifica-se em (=23) que, para um dado 6y, a freqiiéncia é fungao de
poténcias de g/l. Na figura[[7] é apresentada a influéncia da relacao g/l sobre
a freqiiéncia da resposta para dois valores defy (6y = 85,7° e 6y = 5°). Quanto
mais curto for o péndulo, maior sera sua freqiiéncia natural nao-linear. Nota-se
que, independente dos valores de 6y e g/l, os dois métodos propostos fornecem
resultados bastante precisos.

A seguir, na figura [[.8 sao apresentadas algumas trajetorias no plano de
fase obtidas com o FT e com integracao numérica, considerandof, = 86° e
0y = 170°. Nota-se a boa concordancia com a solucdo numérica mesmo para
grandes valores de 6y, proximos da posicao invertida, quando se tem um alto

grau de nao-linearidade.

7.3
Péndulo Eliptico

O péndulo eliptico consiste de um péndulo preso a uma massa livre para se
mover na horizontal, conforme mostra a figura[Z.9. O comportamento cadtico

do péndulo eliptico foi estudado por Ge e Lin (2007), 65|, entre outros.
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Figura 7.7: Curva freqiiéncia-g/l: O, RK e 6y = 85, 7°; +, Taylor com 5 termos;
¢, RK 0y = 5°; A, FT com cinco harménicos.

Figura 7.8: Respostas no plano de fase do problema# +sinx = 0: (a) 6, = 86°,
O, RK; +, FT com cinco harmoénicos; (b) 6y = 170°, O, RK; +, FT com oito
harmonicos; ¢, FT com doze harmonicos.

As equacoes de movimento deste tipo de estrutura permitem demonstrar
a aplicacao dos métodos de Taylor e Fourier-Taylor para uma nao-linearidade
envolvendo funcoes trigonomeétricas um pouco mais complexa que a presente
no péndulo simples e, também, a aplicacao em um exemplo contendo dois graus

de liberdade.

As energias cinética e potencial do péndulo sao:
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x| 4]

Figura 7.9: Péndulo eliptico.

_ 1
T =—(mad? +mp(i% + 17

2( AL A B( B B)) (7_24>
II

=mpgl(1l — cosf)
sendo as coordenadas da massa do péndulo dadas por:

rp =T +1siné
" (7-25)
yg = —lcosf
Substituindo (7=25)) em (7=24)) e aplicando o principio de Hamilton, obtém-

se as equacgoes de movimento

B d OL
dtOis
d 8LA oL (7-26)
“dtop o0
onde
L=T-T1I
isto é,
(ma+mp)ia— mpld?sin @ +mplcosd = 0
(7-27)

é—l—%sin@%—xTAcosH:O

Manipulando as eqs. de movimento {{-27)) de forma a desacoplar as acele-

racoes, elas tornam-se,

(ma+mp(1 — (cos0)?)is —mpsinO(10% + gcosh) =0 (7-28)
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(1 - L(COS Q)Q)é +2sin0+ —""F  Psinhcosd =0 (7-29)
ma+mp l ma+ mp

Utilizando o método de Taylor, as solucoes aproximadas para os desloca-

mentos z4(t) e 6(t) sdo dadas por duas expansoes independentes:

- V|, Vdia| 5 1d2%a|
TrpA = X —+ 'Uot —I— il’A tzot —I— 5% o Z dt2 tzot +
L1 1 df 1 d*0 (7-30)
0=00+0t+—0 t*+—-—| 2+ _—-——| t*
21|, slat|_, T aae|_,

onde xg e vy sao as condicoes iniciais da massa mu, e 0y e 0y, as condigoes
iniciais do péndulo. Os termos &4 e 6 sdo diretamente retirados das eqs. {7-28))
e ((=29). Com isso, as séries de poténcias estdo determinadas. Assim tem-se

para o deslocamento da massa A paravy = 0,

3 2
ma~g

6la3

xa(t) = 20 + %(Sin 0o cos 00)t2+< - sin 6 (cos 0y)°+

1 2
(—4mag®a® + Tmy*g?a) sin O (cos ) + 729 gin 0o+ (7-31)

241a3 Rla

1
YT (4my*g* — 8my®g2a) sin By (cos 90)4) i

e para o péndulo, com 0y = 0,

. m .
0(t) = 00+( - %Sln 0o — 725 sin Oy (cos 90)2)152-1—

my’g* 7 1 2 3 2 2y
25 Oo(cosby)" + SYIEPE (g°a’ — 4mayg~a®) sin Oy cos Op+

! (7-32)
77 (9ma?g?a — dmy?g?) sin B (cos )+
a
1
W<6m2g2a2 — 8my”g%a) sin fy(cos 90>3> th+ .
a
onde
a = my +my(1 — (cosb)?) (7-33)

Substituindo ¢t = 7/(2w;) em ([=31)) e t = 7/(2w2) em ([=32) tem-se as
equacoes que permitem se obter as freqiiéncias de cada resposta.

Utilizando uma aproximacao com trés termos e assumindo que as condigoes
iniciais sao (0,0) e (6p,0), as seguintes expressoes para as freqiiéncias sao
obtidas:

V3

w1 12la cos 6,

(lg cos Oo(—4mp?(cos fy)* + 8amp(cos fy)*+
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4a?(cos 0y)? + 4mp*(cos 0y)° — Tamp(cos by)? — 3a2)> (7-34)
i

w27 o

\/g( — 3a*mp(sin6y)® + (3a® + 3mpa®) sin O+

{90(24a3m33(sin 00)" + (—48a*mp> — 54a*mp?®)(sin 0y)°+

(36a°mp + 60a*mp?® + 24a*mp®)(sin 6y)* — (12a°mp + 6a°+ (7-35)

6a*mp?)sinfy) cos Oy + 9a*mp®(sin 6y)® — 18(a*mp? + a®mp)

1/2y 1/2
(sin6p)* + 9(a® + a*mp® + 2a°mp)(sin 60)2} >

sendo a definido em (7=33)).
Utilizando o FT, as solugoes aproximadas sao escritas como

x(t) = ¢ coswit + c3cos 3wt + ...
(1) 1 1 3 1 (7-36)
0(t) = dy coswat + d3 cos 3wt + ...

Utilizando dois harmoénicos em cada aproximagao de [[=30]), as solugoes

aproximadas tornam-se,

m . 9
x(t) = (8@5?2 cos By sin 6y + ng) coswyt—

1
B9 cosbysinfy + —x 4 | cos 3wt
Saw 2 8

(7-37)

9
0(t) :( — SZZZQ sin 6y (cos fy)* — SZ%; sin 0y + g@o) COS wat+

( MBI in fo(cos bp)? + 3 J

. 1
Sl o2 sin 6y — geo cos 3wot

e as expressoes para as freqiiéncias sao dadas por

1 9 2 6 4 2
= ———7/5(4 0 00)"(8 —4
W= TToosd \/;( mp-(cosby)® + (cosby)*(8amp — 4mp®)+ (7.38)
(cos By)%(4a® — Tamp) — 3a%)"/?

1 g

27 30\ 10a

< — 5(sinbp)*a®mp + (5a® + 5mpa®) sin O+
(6’0(36a3m33(sin 00)" + (—72a*mp> — 8la*mp?)(sin 0y)°+

(36a*mp® + 54a’mp + 90a*mp*)(sin 0y)* — 9(2a°mp+

a® + a*mp?) sin 0y) cos Oy + 25(sin 6p)°a*mp? — 50(a*mp+
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1/2x 1/2
a®mp)(sinfp)* + 25(a’® + a*mp® + 2a°mp)(sin 00)2> ) (7-39)

Nas figuras|7.10(a)| e [7.10(b)| é possivel compreender o comportamento do

péndulo eliptico sujeito a um deslocamento inicialfy e demais condi¢oes iniciais
nulas. Em a massa m4 ¢ 100 vezes maior que a massampg e o péndulo
se comporta de forma semelhante ao péndulo preso em extremidade fixa da
secao anterior. Na ﬁgura a razao entre as massas ¢ 1 e os movimentos
de pequena amplitude do péndulo, apresentam periodos bem menores que em
Também pode-se ver que agora, ao se manter o mesmo nimero de
termos na aproximacao, perde-se um pouco da precisao, mas mesmo assim,
obtém-se com apenas trés termos em Taylor ou dois harménicos com o FT

uma boa aproximacao com os resultados da integracao numeérica.

Figura 7.10: Curva wy-6p: (a) ma = 100 mp = 1. O, RK - péndulo 1gl; +, RK
- péndulo 2gl; ¢, FT com dois harménicos. (b) ms = 1 mp = 1. O, RK; +,
FT com dois harmonicos, eq. (=39); ¢, Taylor com trés termos, eq. ({=35).

7.4
Viga com nao-linearidades n3o-polinomiais

A equacao da viga com nao-linearidades mais completas,

8 .
- T 5 6.3 4 G
10ma+ (—800x mxr” + 2007 a:) (222 400)5/2 El+
(7-40)
40P 40
— (EllipticE{;—Ocsgn(x)x} - EllipticK{%csgn(x)x}) =—q
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obtida na secao 2.5 ndo pode ser resolvida pelos métodos convencionais.

Utilizando o método de Taylor, obtém-se como aproximacao,

v =0t (EllipticK(;—Oxo) - EllipticE(;—Oazo)—i-
BT 76 78
—10 4 203 5 ~
m(zo2r? — 400)7" ( T 50" T Te000™ )+ (7-41)
2
—q)t2 to
mm

A figura [L.11] exibe a convergéncia da solu¢ao aproximada a medida
que mais termos sao adicionados em (7=41l), sendo estas comparadas com
a integracao numeérica no tempo. Verifica-se uma rapida convergéncia até

t = T'/4, o que permite obter uma solugao analitica precisa com poucos termos.

Figura 7.11: Solugdo no tempo da eq. (=40) com os seguintes parametros:
xo =2, P =1069311,51, EI = 5672067, ¢ = 0 e m = 1. J, RK; +, aproximacao
com 3 termos; ¢, 5 termos; A, 7 termos.

A figura [[.12 exibe a curva freqiiéncia-deslocamento inicial obtida com

algumas aproximacoes.

7.5
Arco sujeito a uma carga constante aplicada de forma sdbita

O problema da flambagem dinamica ou escape de um vale potencial, de um

arco abaulado foi estudado por Lin e Bradford (2008) b6] entre outros. Através
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60 —

o 50 —

Xo

Figura 7.12: Curva freqiiéncia-deslocamento inicial do problema [(=40) com os
seguintes parametros: P = 69311,51, EI = 5672067, ¢ = 0 e m = 1. U, RK;
+, Taylor com trés termos; ¢, Taylor com quatro termos; A\, FT com trés
harmonicos.

do principio da conservacao de energia eles determinaram a carga constanteq,
que aplicada de forma stbita, faz com que ocorra a flambagem dindmica do
modelo simplificado da figural7.13

ii

V7222222

i=

W7z
Figura 7.13: Sistema idealizado com um grau de liberdade.

A energia potencial total do problema, escrita na forma adimensional, é

dada por

% = (V1+sinf — /1 +sinfy)? — q(cos fy — cos ) (7-42)

sendo 6 a imperfei¢ao inicial.

A energia cinética adimensional é dada por
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T= %9’2 (7-43)

Subtraindo (7=42) de (=43) tem-se o Lagrangiano. Aplicando o célculo

variacional, encontra-se a seguinte equacao de movimento

é—l—%(@—\/ﬁm%)—qsinéz() (7-44)
Aplicando o principio da energia potencial estacionéaria encontra-se os
pontos de equilibrio correspondentes a cada nivel do carregamento horizontal
q. Estes pontos de equilibrio sao os atratores das oscilagoes. Para pequenos
valores de carregamento tem-se 3 pontos de equilibrio, sendo dois estaveis.
Assim, a estrutura ird oscilar em torno da configuracao de equilibrio mais
proxima da configuracao inicial 6. Ja para valores maiores da carga ¢, tem-se
apenas um tdnico ponto de equilibrio estavel, sendo assim, a oscilacao ocorre
em outro vale potencial e a amplitude da resposta é muito mais ampla, como
mostrado nas figuras|7.14(a)| e [7.14(b)l

0.008 —

0.004 —

do/dt
]
do/dt
)

-0.004 —

-0.008 T T t | T T 1 -2 T T T T T T 1

Figura 7.14: Respostas no plano fase: (a)d, ¢ =0,2; +, ¢ = 0,42; (b) ¢ = 0,6

As solucdes aproximadas permitem obter a curva freqiiéncia-deslocamento
do problema.
Escrevendo a solucao em série de Taylor e considerando que as condicoes
iniciais sio 6(0) = 6y e A(0) = 0, tem-se
2
q
(

——i(cos 90)2+(q— cos By — i) sin )74 +... (7-45)

_ q .. 2
0(r) = b+ sinfor"+ (15— 72 24 48

2
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e aplicando a propriedade de simetria §(T/2) = 0, chega-se a seguinte relacio

freqiéncia-amplitude,
mq8® sin by + ((2qcosby — 1) sinby + (1 — (cos 90)2) )==6=0 (7-46)
J4 utilizando o F'T com a seguinte solucao aproximada,
O(T) = co + ¢1 o80T + ¢4 coS 20T
obtém-se
O(t) = ﬁ(—gq(cos 6o)” + 79 sin 6o cos By + ﬁ(i%()qé sin Op+
1 1
24006 — 3q(sinfy — 1)) + {gq(cos 00)* — ng sin 0y cos p—

1
24

7-47)
| (
(32q0” sin 6y — 4qsin Oy + 4q)} cos 07 + {—ﬂq(cos 00)*+

1 1
EQQ sin By cos Oy — ﬂ(—q —2¢6%sinfy + gsinfy)} cos 207)

e a seguinte relacao freqiiéncia-amplitude

%(—13(008 00)>q + 16¢%(cos 0p)* sin By — (cos fy)? sin Oy + 2(cos By)*—
4q cos Oy sin Oy + 13q cos By — 2 — 12¢* sin §y + 2 sin 6 (7-48)

1
— —5(10(1 cos O sin By — 5sin Gy + 86% sin Oy — 5(cos Oy)* + 5)qd*

A figura mostra as curvas freqiiéncia-carregamento obtidas com as
eqs. (=46) e (7=48)) para 6y = 0,006 e também solugoes de mais alta ordem
obtidas com o método de Taylor. Pode-se ver que o F'T apresenta resultados
coincidentes com a integracao numérica tendo apenas dois harmoénicos na
aproximacao enquanto que o método de Taylor precisa de um ntimero bem
maior de termos.Também pode-se ver através da solucao obtida com integracao
numérica que em g =~ 0,42 ocorre uma mudanca dréastica na curvad — ¢, que

¢ justamente a mudanca de vale potencial j4 mostrada na figurall. T4

7.6
Equacido de Mathieu nio-linear

A eq. (5=I0)), obtida ao se aplicar uma perturbagao e a solugdo periddica

x(t) da equagao de Duffing, seré agora utilizada para estudar a estabilidade de

x(t).
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Figura 7.15: Curva freqiiéncia-carregamento. 0, RK; +, eq. (7=40); ¢, Taylor
com 5 termos; A, eq. (=48).

Retirando os termos que se anulam em (-10), tem-se
€ 4 2Cwoé + (wo? + 3Ba%)e + 3Bxe® + B =0 (7-49)

A eq. (=49) podera ter um tnico ponto fixo localizado em (0, 0), ou dois, ou
quatro e assim por diante, dependendo dos parametros. Assim, quando houver
um tnico ponto fixo, qualquer condicao inicial faz com que a perturbacao atinja
o ponto de equilibrio (0,0), o que corresponde a solucao perturbadaz(t) + €(t)
voltar para sua trajetoriax(t), consequentemente x(t) é estavel. Quando houver
mais de um ponto fixo, apds o transiente ser eliminado, a perturbacaoe terd
uma trajetoria fechada, o que impede, portanto, quex(t) + €(t) volte para sua
trajetoria x(t) original. Nestes casos, a trajetoria x(t) ¢ dita instavel. Desta
forma, as incognitas do problema (=49) sao as coordenadas €y e vy do ponto
fixo associado a trajetoria de €(t) e a freqiiéncia da resposta, w.

Para a anélise da estabilidade das solucoes peridédicas do problema
&+ wo’x + Ba® = F cos Ot (7-50)

serd primeiramente utilizado o HBM para se obter as solu¢oes periddicas, pois
a solucao com um tnico harmonico ja apresenta grande precisao para a regiao
de primeira ressonancia.

Apesar de (=50) nao ser amortecida, na equagdo da perturbagdo sera
inserido um amortecimento ¢ = 0.1 apenas para que as respostas em e sejam
trajetorias periddicas ou assintoticamente estaveis.

Para os parametroswy = 1, f =1, F = 1 e Q = 2, as solugdes da eq. (7=50)
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sa0,
x1(t) = 2,14949 cos 2t (7-51)
xo(t) = —1, 80603 cos 2t (7-52)
x3(t) = —0, 34346 cos 2t (7-53)

Sabendo-se que as trajetorias (=51)) e (=53) sdo estaveis e que (=52) ¢é
instavel, o que se espera é que seja obtido um ponto fixo somente para a
trajetoria (7=52).

Utilizando o F'T com uma solucao contendo trés pares de harmonicos,

€(t) =cy coswt + dy sinwt + ¢3 cos 3wt + d sin 3wt+ (7:54)
5 cos bwt + ds sin dwt

as primeiras equacoes envolvendo € e suas derivadas sao utilizadas para montar
o sistema linear que fornece as amplitudes ¢; e d; presentes em (7=54)). As
demais equacoes sao nao-lineares em €y, vy € w, incognitas que sao obtidas
iterativamente.

Ao se estudar a estabilidade da trajetoria dada por [=52)), obtém-se

€0 = 1,4341
vo = —0,4137 (7-55)
w = 2,0234
e
e(t) = 1,393790160 cos wt — 0, 199121037 sin wit+
0, 040367228 cos 3wt — 0, 001837654 sin 3wt+ (7-56)
0, 000031505 cos dwt 4 0, 000035855 sin Swt
J& ao se utilizar uma aproximagao com 5 pares de harmoénicos em [[=54),
obtém-se
ep = 1,4718
v = —0,4149 (7-57)
w = 1,9999
e

€(t) = 1,429458773 cos wt — 0,201623570 sin wt+
0, 042296489 cos 3wt — 0, 002021651 sin 3wt+
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0, 000031489 cos dwt + 0, 000050007 sin dwt—
0, 000002798 cos 7wt — 0, 000001095 sin 7wit+
0, 000000061 cos 9wt — 0, 000000011 sin Ywt (7-58)

A figura mostra no espaco de fase as trajetorias dadas através das
eqs. (=56), (7=58) e a trajetoria obtida com a integragdo numérica da eq.
([=29)), tendo como condigbes iniciais ¢y e vy dados em (=57) e z(t) sendo
dado por (=52). Pode-se ver que a integracdo numérica também fornece uma
trajetoria fechada, sendo coincidente com a aproximagao que possui cinco pares

de harménicos.

Figura 7.16: Espago de fase do problema ¢ + 0,2¢ + (1 + 9, 78519(cos 2t)?)e —
(5,41808 cos 2t)e? + €3 = 0. O, RK; +, FT com trés pares de harmonicos; ¢,
FT com cinco pares de harmonicos.
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Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados os principais métodos aproximados
e suas variantes para a resolucao de equacoes nao-lineares de movimento.
Todos os métodos foram descritos em detalhes, tendo a equagao de Duffing
como exemplo de aplicacdo. Esta equacao foi escolhida por representar de
forma aproximada, através de modelos de dimensao reduzida, o movimento de
varios sistemas estruturais tais como vigas, placas e porticos simétricos, como
ilustrado no capitulo2

Os métodos encontrados na literatura se dividem em duas classes, os
métodos de perturbacao, como o método de Lindstedt-Poincaré, o método das
miultiplas escalas, e os métodos baseados em expansoes de harmoénicos, como
o método do Balanco Harménico e o método de GGalerkin-Urabe. Na literatura
técnica comenta-se sobre as vantagens e desvantagens de cada método. As
analises mostram que em todos os métodos existem casos onde a solucao
diverge ou se obtém respostas inconsistentes. Tem-se também que a dificuldade
de aplicacao dos métodos cresce a medida que cresce a nao-linearidade. Os
exemplos apresentados na tese ilustram vérios destes casos.

A principal desvantagem dos métodos de perturbacao é que estes sao bas-
tante trabalhosos, envolvendo a solucao de uma série de equagoes diferenciais,
e s6 podem ser aplicados para nao-linearidades pequenas ou moderadas.

O método do Balanco Harmonico, que é o método aproximado mais uti-
lizado na literatura, pode ser aplicado para qualquer grau de nao-lienaridade.
Porém, a medida que cresce a nao-linearidade, sao necessarios mais harmoni-
cos para se garantir a precisao da resposta. Para a obtencao das amplitudes
modais, necessita-se resolver um sistema de equacoes nao-lineares cuja solucao
apresenta em geral dificuldades em virtude da sensibilidade do método de
Newton-Raphson aos valores escolhidos para o inicio do processo iterativo, po-
dendo levar a solucoes divergentes ou fisicamente inexistentes. Em casos onde
ha pontos limite, é necessario o uso de métodos de continuagao. Também, neste
método, nao se obtém uma expressao analitica para as amplitudes modais, o

que dificulta a analise paramétrica. O método de Galerkin-Urabe tem as mes-
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mas caracteristicas que o método do Balango Harmonico.

Estes métodos foram desenvolvidos para equacoes envolvendo nao-
linearidades polinomiais, em particular equagoes com nao-linearidades ctbi-
cas e quadraticas. A extensao destes métodos a problemas envolvendo outros
tipos de nao-linearidade é usualmente impossivel ou exige um grande ntimero
de manipulacoes matematicas que sao especificas para cada tipo de problema.

Nesta tese sao apresentadas duas metodologias alternativas para anélise
de sistemas dinamicos nao-lineares que podem ser usadas para problemas
envolvendo diversos tipos de nao-linearidade e que sao de facil aplicacao
pratica.

O primeiro método consiste em escrever a solucao do problema nao-linear
em séries de Taylor para, através da utilizacao das propriedades de simetria
da resposta no espaco de fase, se obter a relacao freqiiéncia-amplitude em
problemas de vibracao livre ou os pontos fixos da resposta permanente em
problemas de vibracao forcada, permitindo desta forma se obter as curvas
de ressonancia. Os coeficientes da série de Taylor sao obtidos de forma
recursiva, sendo escritos em funcao das condicoes iniciais. Mostra-se, para
o caso de vibracao livre, a correspondéncia que existe entre este método,
aqui denominado método de Taylor, com o método de Lindstedt-Poincaré. O
desenvolvimento tedrico mostra que a nao-linearidade de uma dada resposta
pode ser mensurada por um tnico parametro, envolvendo a freqiiéncia natural,
o deslocamento maximo e o coeficiente do termo nao-linear.

Exemplos envolvendo a equacao de Duffing com elevada nao-linearidade,
mostram que o método pode fornecer solucoes analiticas precisas, quando
comparadas com a solucao obtida por integracao numeérica, com um pequeno
ntimero de termos. Estas solucoes analiticas permitem a identificacao da
influéncia de cada parametro na resposta do sistema, facilitando a anélise
parameétrica.

O segundo método consiste no uso de séries de Taylor e séries de Fourier,
sendo aqui denominado método de Fourier-Taylor. Neste método iguala-se cada
termo da solucao expandida em série de Taylor ao termo correspondente da
série de Taylor de uma série de Fourier com um dado nimero de harmonicos.
Outra alternativa consiste em simplesmente escrever diretamente a solucao
em série de Fourier e obter os coeficientes da série avaliando as derivadas
da resposta no instante inicial. Para a determinacao das amplitudes modais,
obtém-se um sistema de equacoes lineares, o que é uma vantagem com
relacao ao método do Balanco Harmonico, onde as amplitudes sao obtidas
a partir da solucao de um sistema nao-linear. Assim, pode-se obter, usando-

se programas de algebra simboélica, uma solucao analitica para as amplitudes
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modais, facilitando a analise paramétrica.

Este método nao utiliza as propriedades de simetria do espaco de fase. A
vantagem sobre a primeira metodologia é que neste caso obtém-se uma solucao
capaz de representar com exatidao a resposta periddica em qualquer instante
de tempo. Com isto, supera-se o principal problema da série de Taylor que ¢é a
divergéncia da resposta apds um certo instante de tempo. Assim, nos casos em
que a série de Taylor nao possui um ntimero suficiente de termos para convergir
até um dado ponto de simetria, a correspondente solucao em série de Fourier
desta série de Taylor permite sempre encontrar resultados para a freqiiéncia
da resposta ou coordenadas dos pontos fixos.

Uma forma de melhorar os resultados mantendo fixo o nimero de harmoni-
cos é a utilizacao do método de Galerkin para minimizar o residuo provocado
pela solucao aproximada. Desta forma sao alteradas as equagoes que permitem
obter o ponto fixo ou a freqiiéncia da resposta. Diversos exemplos envolvendo
comparacoes com métodos existentes e com os resultados obtidos por inte-
gragao numérica, demonstram a convergéncia das solugoes e a qualidade dos
resultados obtidos.

Varios exemplos envolvendo nao-linearidades nao-polinomiais, em parti-
cular nao-linearidades descritas por funcoes transcendentais e por expoentes
fracionarios, demonstram que os métodos propostos permitem a obtencao de
solucoes analiticas precisas, inclusive em problemas envolvendo alto grau de
nao-linearidade e problemas de instabilidade.

Em resumo, como principais vantagens em relagoes aos demais métodos,
pode-se citar que os métodos de Taylor e Fourier-Taylor sao aplicaveis para
diversos tipos de nao-linearidade, como demonstrado no capitulo anterior, e
fornecem solucoes em série de Fourier analiticas, a partir da resolucdo de um
sistema linear.

Como continuacao do presente projeto de pesquisa, sugere-se:

Aprofundar a comparacdo entre os métodos existentes e os métodos pro-
postos nesta tese, o que pode levar a aprimoramentos nas metodologias, em
particular nos problemas envolvendo vibracao forcada amortecida.

Usar as ferramentas desenvolvidas neste trabalho para a analise de diver-
sos problemas nao-lineares encontrados na area de estruturas, em particular
aqueles envolvendo nao-linearidades nao-polinomiais.

A aplicacao dos métodos propostos a sistemas com varios graus de liber-
dade.
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Programa em Maple: Lindsted Poincaré modificado - vi-
bracao forcada

> restart;
Ordem da solucao

> nt:=2;

A1l
Rotinas do método da perturbacao

solucao_aproximada_frequencia:=proc(potl,pot2,epsilon)
global eq,omega,omegal,_X,i,__omega;
__omega:=0Omega~potl:

for i from 1 to pot2 do
__omega:=__omega-epsilon~i*_e[i];

od;

eq:=subs (omega0~potl=__omega,eq);

end proc:

solucao_aproximada_tempo:=proc(pot,epsilon)
global eq,tau,X,XX X,1;

X:=0: XX:=0:

for i from 0 to pot do
X:=X+epsilon~i*__x[i] (t);
XX:=XX+epsilon~ix*__x[i];

od;

eq:=subs (x(t)=X,eq);

end proc:

9 ——

VVVVVVVVYV VVVYVYVYVYVYV
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monta_equacoes:=proc(pot)

global eq,_eq; local i,j,AA,eql;

eql:=expand(eq):

for i from pot by -1 to 1 do
eql:=subs((mu~i)=AA[i],eql): _eqli]:=diff(eql,AA[i]);

A[i]:=0;
od;
_eq[0] :=eql;

for i from 1 to pot do

for j from 0 to i-1 do
_eqlil:=subs(__x[j](t)=xxx[j1(t),_eqlil);
od:

od:

end proc:

resolva:=proc(i)

global _eq,__x,t;
__x[i]:=rhs(dsolve(_eqli]l,__x[il(t)));

end proc:

resolva_eqd:=proc(eq_,ivar_)

global omega,t,__x,solu;

local eql,eq2,i,ii,AAAA,BBBB,D1,D2,s0lul,op2;
ii:=nops(op(1l,eq_))-2;

op2:=op(2,eq_);

eql:=subs ({diff (__x[ivar_](t),t$2)=AAAA
+,op(1,eq )):

D2:=diff (eql,AAARD);

D1:=diff(eql,BBBB);
eql:=subs({AAAA=0,BBBB=0},eql)=0p2:
solu:=0:

if(ii>1)then

for i from 1 to ii do

eq2:=D2xdiff (__x[ivar_]J(t), ‘$‘(t,2))+D1*__x[ivar_](t)=
-op(i,op(l,eql));

solul:=rhs(dsolve(eq2,__x[ivar_](t)));

if (i>1)then
solul:=subs(cat(_C,2*ind-1)=0,cat(_C,2*ind)=0,s0lul);
end if:

solu:=solutsolul;

od;

else

eq2:=D2xdiff (__x[ivar_](t), ‘$‘(t,2))+D1x__x[ivar_](t)=
—op(1,eql);

rhs(dsolve(eq2,__x[ivar_](t)));

solu:=solut%;

end if;

solu;

end proc:

9 ——

VVVVVVVVVVVVVYV VVVV VVVVVVVYVZE=YVYVYVVYV

V V.V V VYV VYV

vV V. V V

V

Rotina para resolver equacoes diferenciais lineares com muitos termos
nao-homogeneos.

213

x[ivar_] (t)=BBBB
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VVVVVYVVVVYVVYVYVYV

resolva_eqd_old:=proc(eq_,ivar_)

global Omega,t,__x,solu,ind,SIMPLIFY;

local eql,eq2,i,ii,CCC,DDD,v1,v2,s01lul;
eql:=subs(diff(__x[ivar_](t),t$2)=CCC,op(1,eq_)):
vl:=diff (eql,CCC);

eql:=subs(__x[ivar_] (t)=DDD,eql):

v2:=diff (eql,DDD);

eql:=subs(CCC=0,DDD=0,eql) ;

eql:=SIMPLIFY(eql);

ii:=nops(eql);

solu:=0:

if(ii>1)then

for 1 from 1 to ii do

eq2:=vixdiff(__x[ivar_](t), ‘$‘(t,2))+v2*__x[ivar_](t)=

-op(i,eql);

VVVVYV VVVVYV VVVVVVYV VVVVVVVVVYVYVYVYV

A.2

solul:=rhs(dsolve(eq2,__x[ivar_]1(t)));

if(i>1)then
solul:=subs(cat(_C,2*¥ind-1)=0,cat(_C,2*ind)=0,so0lul);
end if:

solu:=solu+%;

od;

else

eq2:=vixdiff (__x[ivar_](t), ‘$‘(t,2))+v2*__x[ivar_](t)=-eql;
rhs(dsolve(eq2,__x[ivar_](t)));

solu:=solu+%;

end if;

solu;

end proc:

elimina_secular_term:=proc(i)

global Omega,t,__x,_e; local AA,AAA;

subs (Omegaxt=AAA,__x[i]);

diff(%,t);

subs (sin(AAA)=AA,%) ; diff(%,AA);

_el[i] :=rhs(isolate(simplify(%=0),_el[il));

end proc:
aplica_condicoes_iniciais:=proc(eq_,icte)
global __x,_C,t;

t:=0;

solve(eq_,cat(’_C’,icte));

end proc:

EXPANDE:=proc (eqq)

subs ({sin=SINN,cos=C0SS},eqq);
expand (%) ;

subs ({SINN=sin,C0OSS=cos},%);
end proc:

Equacdo de Duffing

>

printlevel:=2;

printlevel := 2
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> eqd:=diff (x(t),t$2)+2*xmu*xzeta*omegalO*diff (x(t),t)+
omegal0~2*x (t)+alphaxx (t) ~2+beta*x (t) ~3=muxF(t);
eqd = (% x(t)) + 2 pCw0 (£x(t)) + w0?x(t) + ax(t)? + Bx(t)* = pF(t)
Analisando a nao linearidade quadratica

> beta:=0; zeta:=0; eqd:=subs(F(t)=Fxcos(Omegax*t),eqd);
6:=0
¢(:=0

eqd = (% x(t)) + w0?x(t) + ax(t)* = p F cos(t)
> eq:=eqd: mu:=alpha:
> solucao_aproximada_frequencia(2,nt,mu);

(Lx(t) +( —a_e;, —a® _ey)x(t) +ax(t)® = a Fcos(Qt)

Freqiiéncia da resposta - (2.
> i:=’17:
> Omega~2=omegal~2+sum(mu~i*_e[i],’i’=1..nt);
> omegal0~2=0Omega~2-sum(mu~ix_e[i],’i’=1..nt);

P =wl®+a e +a? e
wiP=0%—a e —a*® e,
> eq:=expand(eq);
eq = (L x(t)) +x(t) Q2 — x(t) o _e, —x(t)a® _ey + ax(t)® = a F cos(Q1)
> solucao_aproximada_tempo(nt,mu);

(5296)%—%192—”%1a_ﬁ1——%1&2_62+11%12:(kaont)
%1 = _zo(t)+a__z(t)+a* _ z,(t)

(L x(t) + w0 x(t) + ax(t)? = a F cos(Qt)

__zo(t) + o
eq:=expand(eq) :
monta_equacoes(nt) :

for i from 0 to nt do
_eqlil; od;

vV V. V V

(L () + 92 _ay(t) =0

(ﬁ () + %z (t) — ey zmmo(t) + mmo(t)? = Fcos(t)
(5722 () + Q% zy(t) — ey axmi(t) — ey zmao(t)
+2 xzxo(t) zze, (t) =0
eqd:
subs (x(t)=X,eqd):

auxaux:=collect (expand (%) ,mu) :

for i from 1 to nt do

eqaux[i] :=subs (__x[i1(t)=0,0p(1,_eql[il));
eqaux[i] :=expand (eqaux[i])-op(2,_eql[il);
od:

vV VVV V V V
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A21

Resolve as equacdes

VVV V VVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVVVYVYVYVYVYV

RETIRA_TERMOS_SECULARES :=proc()
global __x,ind,t,_e,eq,eql,eq?2;
local i,AAA,BBB,solu;

eq:=__x[ind]:

for i from 1 to 10*ind do
eq:=subs(sin(i*Omegax*t)=AAA[i],eq);
eq:=subs (cos(i*Omega*t)=BBB[i],eq);
od:

solul[1]:=0: solu[2]:=0:
eq:=diff(eq,t);

#SENQOS

eql:=diff (eq,AAA[1]);

if (eq1<>0)then

solu[1] :=expand(solve(eql=0,_e[ind]));
end if;

#COSSENOS

eq2:=diff (eq,BBB[1]);

if (eq2<>0)then

solu[2] :=expand(solve(eq2=0,_e[ind]));
end if;

_el[ind] :=solul1];

if (expand(eql)=0)then

if (expand(eq2)<>0)then

_elind] :=solul2];

end if;

else

_el[ind] :=so0lul2];

end if;

end proc:

unassign(’_e’); unassign(’__x’);
ind:=0;

x[ind] :=a*subs ({mu=1,F=1},0p(2,eqd) ) ;
v[ind] :=diff(__x[ind],t);

ind =0
x5 :=acos(Qt)
vy = —asin(Q2t) Q

printlevel:=2;

216


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Apéndice A. Programa em Maple: Lindsted Poincaré modificado - vibracdo forcada

VVVVVVYVVVVVVEHVVVVVYV

1
+-

for ind from 1 to nt do

cat ("EQUACAO ",ind);

cat ("SIMPLIFICANDO A EQUACAQO ",ind);
eq:=expand(eqaux[ind]) ;

eq:=subs ({seq(xxx[j](t)=__x[j1,j=0..ind-1)},eq);
_eqlind] :=diff (__x[ind] (t),t$2)+0mega~2*__x[ind] (t)+

XPANDE (combine (e

2
_€qy ‘= (5? __

q,trig))=0;

"RESOLVENDO A EQUACAQ";

__x[ind] :=resolva_eqd(_eq[ind],ind);
"IMPONDO AS CONDICOES INICIAIS";

x[ind] :=subs ({_C1=0,_C2=0},__x[ind]);
cat ("SIMPLIFICANDO A SOLUCAQ ",ind);
x[ind] :=collect (EXPANDE(__x[ind]) ,{sin,cos});
__vl[ind] :=diff (__x[ind],t);

"RETIRANDO 0S TERMOS SECULARES";
RETIRA_TERMOS_SECULARES();

__x[ind] :=EXPANDE(__x[ind]) ;

od;

printlevel := 2
“EQUACAO 1”7
“SIMPLIFICANDO A EQUACAO 1”7
eq = — ey xxxo(t) + z20(t)* — F cos(Q21)
eq .= — _eyacos(Qt) + a® cos(Qt)* — F cos(Qt)

2

—l—% — Fcos(Qt) =0

6

“RESOLVENDO A EQUACAO”

1
(1) + Q% x,(t) — e acos(Qt) + 5 a®cos(202t)

217

o = sin(Q8) 02 +cos(Qt)_C1 + 1 _ea (cos(2t) 4 sin(Q2t) Q2t)

2 02
a®cos(20t) B a’ 1 F (cos(2t) + sin(2t) Q2t)
02 202 2 0?2

“IMPONDO AS CONDICOES INICIAIS”

1 _eja(cos(2t) +sin(2t) Q1) N 1a®cos(2Qt)  d®
—="T 5 02 6 202
1 F(cos(§2t) +sin(2t) Q1)
- o

“SIMPLIFICANDO A SOLUCAO 17

1 e at Ft. . 1 e a
Ty = (5_5 +ﬁ)sm(9t)+( =
1 a®cos(2Qt) a?
_.I__

6 02 202

F
5 RE —Fﬁ)COS(Qt)
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1 ea 1 ejat Ft

F
— (= = Ysin(Qt) + (= 5 cos(Q1)
__U (2 Q +QQ)SIH( t)+(2 Q +2Q)COS( )
1 _ea F . 1 a®sin(2Qt)
~ 5T TN g5

“RETIRANDO OS TERMOS SECULARES”
_ lacos(2Qt) o

=TT 2 o
“EQUACAO 27
“SIMPLIFICANDO A EQUACAO 27
F t
eq = Faan(t) _ ey xxxo(t) + 2 2x2o(t) 2221 (1)
a
1 a*cos(2Qt)  a?
e
eq = — _eqacos(Qt)
a
1 a’cos(2Qt)  a?
+2acos(2t) (6 02 3 92)
2 1 Facos(2Qt) Fa
_eqy = (5? __172(75)) + __xQ(t) + 6 02 902

5 a’ cos(Q1) N 1a’cos(3Q¢) 0
6 Q2 6 Q2 B
“RESOLVENDO A EQUACAQO”

— _eyacos(Qt) —

1 Facos(2Qt) Fa

_ Ty :=5sin(Qt) _C2+5cos(Q2t) _C1 + = ol + 501

1 _eya(cos(Qt) +sin(Qt) Qt) N 5 @’ (cos(Qt) +sin(Q1) Q1)

"3 02 12 O
1 a’cos(301)
48 Q4

“IMPONDO AS CONDICOES INICTAIS”

1 Facos(2Qt) Fa 1 _eya(cos(Qt)+ sin(Qt) Qt)

A TR T TO T Q2
N 5 a’ (cos(Q1) +sin(Q1) Q1) N 1 a’cos(3Q1)
12 Q4 48 04
“SIMPLIFICANDO A SOLUCAOQO 2”
1 _eyat ba’t, . 1 _e,a 5a®
 my = (5 Q +1293)sm(§2t)+(§ 02 +1294)cos(§2t)
N 1 Facos(2Q1) N Fa N 1 a’cos(301)
18 Q4 204 48 04
1 _esa 5a% 1 _eyat bHadt
Uy = (5 o T 12Q3)sm(§2t) + (5 o T4 Q3)cos(Qt) Q
1 _eya 5a® ., . 1 Fasin(2Qt) 1 a®sin(3Q1t)
G T @ T T

“RETIRANDO OS TERMOS SECULARES”

218
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A.2.2

1 Facos(2Qt) Fa 1 a®cos(3Qt)

Ty =

18 04 + 204 + 48 04

Relacao freqiiéncia-deslocamento

VVVVVVYVYVYV

A.23

for i from 1 to nt do

_elil; j:=’j’:

__eqli] :=omegal0~2+sum(mu~j*_e[jl,’j’=1..1i) -Omega~2;
V[il:=__eqli]:

H[i] :=diff(V[i],omega);

od:

for i from 1 to nt do

—-eqlil;

od;

unassign(’Omega’):
for i from 1 to nt do isolate(__eq[i],Omega~2); od;

Solucdes

vV V.V V VYV

v0:=0; omegal:=’omegal’:

for i from 1 to nt do

ji=rj

__eqli] :=omegalO+sum(mu~j*_e[jl,’j’=1..i)-Omega;
__X[i] :=sum(mu~j*__x[jl,’j’>=0..1);

od;

F
_eqy = wo— 25 0
a

1 a’cos(2Q2t)  a?
‘Yl:::acosﬁlt)%-a(g §; —-2£p)

Ji=7

219
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A.2.4

1 a%cos(202t)  a?

__KX2:::acosG?t)+-a(6 02 - 2§ﬂ)
a2 ( 1 Facos(2Qt) Fa 1 a3cos(3$2t))
RESTREGT 201 T8

Curva de ressonancia

>

>

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYV V

A:=A’: Omega:=’Omega’: F:="F’: FO0:="F0’:
alpha:=’alpha’: omegal:=’omegal’:

__eql1];
F
a()—-el— -
a
FO;
Fo
F:=F0/mu; __eqlnt];
Fo
F=—
o
FO 5a%ad?
- — =0
0 a 6 22
__X[11;
1 a’cos(2Qt)  a?
Q _ _
a cos( t)+—&(6 02 2§P>
with(Optimization);

FindAmplitude:=proc(_a)
global __x,a,mu,t,0Omega,XXX;
local i,T,max,min,dt;

a:=_a; XXX:=0; max:=0;

for i from 0 to nt do

XXX :=XXX+mu~i*__x[i];

od;

T:=evalf (2xPi/Omega) ;
max:=Maximize (XXX,t=0..4%T) [1];
min:=abs (Minimize (XXX,t=0..4%T) [1]);
dt:=T/500;

for t from 0 by dt to 4xT do
if (abs (evalf (XXX))>max)then
max:=evalf (XXX) ;

end if;

od;

t:=t’;

if (max>min) then

max;

else

min;

end if;

end proc:

220
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[ImportMPS, Interactive, LPSolve, LSSolve, Mazximize, Minimize,

NLPSolve, QPSolve]

CurvaResonancia:=proc(vi,deltal,vf,parte)

global __eq,nt,a,Amp,solu,Omega,d,cont,delta,fd,txt;
local i,j,k,kk,init,RA2,RA3,auxl,soluu;

Omega:=vi; delta:=deltal;

txt:=sprintf ("CurvaRessonancia_F0=%2.3g_alpha=7%2.3g_beta=
%2.3g_omegal0=%2.3g_OmegaxA_nt=}d.dat",
FO,alpha,beta,omegal,nt) ;

fd:=fopen(txt,WRITE,BINARY);

fprintf(fd," Omega a Amp al1]
al2]\n");

for i from 1 by 1 while Omega<= vf do

a:=’a’:

__eqlnt];

if (omega0-Omega<>0)then
soluu:=solve(__eql[nt],a);
k:=nops([soluul):

if (k=1)then

solul[l] :=soluu;

else

solu:=soluu;

end if;

for j from 1 to k do

if (Im(solulj])=0)then

Amp:=FindAmplitude (Re(soluljl));
aux1:=subs ({cos (Omega*t)=AAA, cos(2*x0Omega*t)=BBB,
cos (3*x0mega*xt)=CCC},__X[ntl);

RA2:=evalf (diff (aux1,BBB)/diff (aux1,AAA));
RA3:=evalf (diff (aux1,CCC)/diff (auxl,AAA));
fprintf (£fd,"%7.4f %14.10f %14.10f %14.10f
%14 .10f\n" ,Omega,a,Amp,RA2,RA3) ;

end if;

od;

end if;

Omega:=0Omega+delta;

od;

fclose(fd);

end proc:

__X[nt];

V VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVVVYVVYVYVYV

1 a’cos(2Q2t)  a?

acosﬂ?t)+—a(6 Oz — 2§p>

a?( 1 PY)acos(2S2t)%_ FOa N 1 a3cos(3S2t))
@_ —

18 aQl 20%a 48 04

> FO0:=1; omegal:=1; alpha:=1; F;

Fo =1

wl:=1

a:=1
1

> __eql[1]; __eql2];
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1——-0Q
a
1 5a®
l———— -0
a 62
> t:=’t’:
> eqd;
(45 x(t)) + x(t) + x(t)* = cos(Q1)
> NT:=nt;
NT =2
> for 1 from 1 to NT do
> nt:=1i; a:=’a’: t:=’t’:
> CurvaResonancia(0.01,0.01,2.0);
>  od;
nt =1
a:=a
t:=t
nt =2
a:=a
t:=t
> t:=’t’: a:=’a’: Omega:=’0Omega’;
> __X[11; collect(__X[2],cos);
Q:=0
1 a’cos(2Qt)  a?
Qt) + = —
acos(@) + 50 20°
a? a a a? 1 a®cos(30t)
acos(t) + (—6Q2 + —1894)COS(2Qt) + S o2 + B o
> __eql1l; __eql2];
1
1——-0Q
a
1 2
1———-—-§£L-—-Q

222
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> restart;

> with(linalg):

B.1
Solucao

> eqd:=diff (u(t),t$2)+omegald~2xu(t)+alpha*u(t) ~2+beta*u(t) ~3=F(t);

eqd 1= (j—; u(t)) + w0?u(t) + au(t)® + fu(t)® = F(¢)

> eqd:=subs({alpha=0,F(t)=0},eqd);
eqd = (% u(t)) +w0?u(t) + Bu(t)® =0
nt = maior poténcia da série + 1
> nt:=4+1;
nt: =9

> eqd;

(L u(t) +wou(t) + Bu(t)? =0
> isolate(%,diff(u(t),“$(£,2)));

L u(t) = —w0?u(t) — fu(t)?
> u2:=rhs(%);
u2 = —w0?u(t) — fu(t)?
> taylor(u(t),t=0,4);
a(0) + D()(0) 1 + 3 (D) (w)(0) £ + < (DD) () (0) £ + O(r")

série de taylor
> i:=’i’: unassign(’c’);
> U:=sum(c[il*t~i,i=0..nt-1);

U:=co+cit+cot?+cstd+cyt?
> dU:=diff(U,t);

dU :=c1 +2cot+3csgt? + 4y t?
auséncia de amortecimento
> v0:=0;

v0 =0
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derivadas da série polinomial

>

VvV VvV Vv

vV V.V V V

VVVVVSE V VYV

1 1 ‘
u0+(—§w02u0—§ﬁu03)t2+(

dt [0]:=U;
for i from 1 to nt-1 do
dt[i]:=diff(dt[i-1],t);
od:
dtg :=co+cit+cot? +estd + eyt

eql0] :=u0; eql1]:=v0; eql[2]:=u2;
for i from 3 to nt-1 do
diff(eqli-1],t):
eqli] :=expand (subs(diff (u(t), ‘$‘(t,2))=eql2],%));
od:

eqq = ul

eq, =0

eqy = —w0?u(t) — Bu(t)?
for i from 0 to nt-1 do
EQ[i] :=expand (subs ({diff (u(t),t)=v0,u(t)=ul},eqlil));
od:

oeficientes da série

for i from 0 to nt-1 do
clil:=EQ[il/i!;

od:

U;

du;

iw04 ul) + 1wo?ﬁuo?’ + 162 u0®) t*
24 6 8

1

1 1 1 . 1 .
2(—§u@2u0——§6zdﬁ)t+4(——w04u0+—gu@26u05+-§ﬂ2u0ﬂt3

B.2

24

Relacio freqgiiéncia-amplitude

> omega:.=’omega’:
>  subs({t=T/4,v0=03},U)=0:
> EQ:=subs(T=2#Pi/omega,%) :
> EQ:=expand (%/u0) ;
72w0?  w0?r? rt w0t w0? 7t wo? u0* 7 32
EQ =1- — 5-+ + b + b =0
8 w? 8w? 384 wt 96 w* 128 w?
B.3
Exemplo
> u0:=’u0’: omegal:=’omegal’: omega:=’omega’: beta:=’beta’:
b:=’b’:
> omegal:=1.2; beta:=0.0001; u0:=0.3;
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w0 :=1.2
6 :=0.0001
w0 :=0.3
> U
0.3 — 0.2160013500 2 4 0.02592064800 t*
B.3.1

Verificacdo da solucdo: integracio numérica

> eqd2:=y(t)=diff(x(t),t),diff(y(t),t)=-omegal0~2*x(t)-beta*xx(t)"3;
> init:=x(0)=u0,y(0)=v0;

eqd? == y(t) = L x(t), Ly(t) = —1.44x(t) — 0.0001 x(¢)*
init :=x(0) = 0.3, y(0) =0

> f:=dsolve({eqd2,init},type=numeric,method=classical[rk4],
maxfun=999999, output=procedurelist) :

> vi:=0; vf:=6;

> #escrevendo na lista

> delta:=0.01: cont:=0:

> for k from vi by delta to vf do

> cont:=cont+1;

> od: cont;

> dl:=array(1l..cont,1..2): d2:=array(l..cont,1..2):

> cont:=0:

> for k from vi by delta to vf do

> cont:=cont+1;

> di[cont,1]:=k;

> di[cont,2] :=eval(x(t),f(k));

> d2[cont,1] :=k;

> d2[cont,2]:=eval(y(t),f(k));

> od:

> dlg:=convert(dl,listlist):

> d2g:=convert(d2,listlist):
vi =0
uf =6

601

> plot([dig,U],t=0..vf,y=-u0..u0,color=[red,bluel],thickness=
[2,4],legend=["Runge Kutta","Taylor method"]);
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0.37
0.2
0.1-

0.1
~0.2
03"

Runge Kutta
Taylor method

B.3.2
Transformacio da solucido em série de Taylor em uma série de Fourier

vV V.V V V

printlevel:=1;
unassign(’a’); unassign(’w’);
unassign(’A’); unassign(’_omega’); unassign(’omega’);
omegal:=’omegal’: beta:=’beta’: delta:= ’delta’:
b:="b’: u0:="ul’:

printlevel := 1

numero de harmonicos

>
>

>

nh:=nops(U)-1;#(nt-1)/2;
i:=’1’: omega:=’omega’:
xx:=sum(A[i]*cos ((2*i-1) *omega*t) ,i=1..nh);
nh =2
zz = Ay cos(wt) + Ay cos(3wt)

série de cada harmoénico

>
>
>

VVVVVYVVVYV V

axcos (x*xt) ;

taylor (%,t,nt):

serie:=convert (%,polynom) :
acos(zrt)

serie2:=subs({seq((x~2)~i=x2~i,i=1..nt)},serie):

EXPANDE:=proc (equacao)

local k,i,soma:

k:=nops (equacao) ;

soma:=0:

for i from 1 to k do

soma: =somatexpand (op(i,equacao));

od;

soma;

end proc:
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substituicao dos harmonicos na férmula da série

VVVVVVVYVVYVYVVYV

>

for i from 1 to nh do

for j from 1 to 1 do

expand (subs (x=(2*i-1) *omega,serie));
subs (a=A[i],%);

partel[i] :=%:

od;

cat("harmonico ",i),"ok";
od;

UHBM:=0:

for i from 1 to nh do
UHBM:=UHBM+collect (partel[i],t);
od:

UHBM:=collect (UHBM,t) :

“harmonico 17, “ok”
“harmonico 27, “ok”
XX ;

Ay cos(wt) + Az cos(3wt)

primeiras equacoes

>

>
>
>

pO:=subs (t=0,U):
pl:=subs(t=0,UHBM) :

eql1] :=p0;
eqhbm[1] :=p1;

eq, = ul
eqghbm, := Ay + Ay

demais equacoes

VVVVVVVYVVYVYVYV

cont:=1:

for j from 2 by 2 to nt-1 do

if (cont>nh)then break; end if;

for k from 1 by 1 to 1 do

cont:=cont+1:

subs ({seq(t~i=0,i=2..j-2),seq(t~i=0,i=j+1
eqlcont] :=subs (t=1,%) ;

subs ({seq(t~i=0,i=2..j-2),seq(t"~i=0,i=j+1
eghbm[cont] :=subs (t=1,%) ;

od:
t~j,cat("equacao ",cont),"ok";
od;
t2, “equacao 27, “ok”
t1, “equacao 37, “ok”
neq:=cont;

neq :=3

Determinacido das constantes

>

>

eq[1]-eghbm[1]=0;
A[1]:=solve(%,A[1]1);
u0 —Al _A2 =0

227

..2¥nt) },U)-p0:

..nt)},UHBM) -p1:
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Al = ul _A2
> expand(eq[2]-eqhbm[2]=0) ;
w02u0__/3u03 w? 10

_ 4A5w% =0
5 5 + 5 + oW
> M:=Matrix(nh-1): V:=Matrix(1l..nh-1,1):
> for i from 2 to nh do
> cont:=1:
> for j from 2 by 1 to nh do
> M[i-1,cont]:=diff (expand(eql[i]l-eqhbm[i]),A[j]1);
> cont:=cont+1:
> od:
> V[i-1,1]:=-subs({seq(A[jjl=0,jj=2..nh)},expand(eq[i]
-eqghbm[i]));
> od:
> M;
[ 4w? ]
> V;
w02u0<+/3u03 w? u0
2 2 2
> R:=evalm(inverse (M) &x*V) :
> for i from 2 to nh do
> A[i]:=R[i-1,1];
> od:

freqiiéncia da resposta
> _eq:=expand(eq[nh+1]-eghbm[nh+1]) :
> omegal0:=1.2; beta:=0.0001; u0:=0.3;

w0:=1.2
6 :=0.0001
w0 = 0.3

> aux:=fsolve(_eq,omega) ;
auxr = —1.200002812, —0.4000040625, 0.4000040625, 1.200002812
aux[4];

\%

1.200002812

V
o
8
®
[oe}
o
1}
=

w = 1.200002812

\%
-
|
-]

\

xxx:=sum(A[il*cos ((2*i-1)*omegax*t),i=1..nh);

zzx = 0.2999999414 cos(1.200002812 )+

0.5861083642 107 cos(3.600008436 t)

> plot([dig,U,xxx],t=0..vf,y=-u0..u0,color=[red,blue,black],
thickness=[2,2,4],legend=["Runge Kutta","Taylor method",
"Fourier Taylormethod"]);


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Apéndice B. Programa em Maple: Método de Taylor - vibracao livre 229

0.37
0.2
0.1-

0.1
~0.2
03"

Runge Kutta
Taylor method
Fourier Taylor method

> u0:=’ul0’: omegal:=’omegal’:
> omega:=’omega’: beta:=’beta’:

B.4
Transformacdo da solucio em série de Taylor em uma solucdo de
Lindstedt-Poincaré

> printlevel:=1;

> unassign(’a’); unassign(’w’);

> unassign(’A’); unassign(’_omega’); unassign(’omega’);

> omegal0:=’omegal’: beta:=’beta’: delta:= ’delta’: u0:=’u0’:
printlevel := 1

> collect(U,{beta,t});

1 1 1 1 1
ul + (—EwO2 ul — §5u03) t? + (ﬂw()4 ul + 6w025u03 - gﬁQ u0®) t*
> nops(%);

aproximagao até (3 sera correta
méaxima poténcia em beta - se for nimero de termos-1 faltard uma equacao

> pb:=%-2;

nimero de harmonicos

> nh:=pb+1l; 1:=’1’: omega:=’omega’:

retirada das poténcias de beta que nao podem ser representadas correta-
mente pela solucao de LP

> Ucopy:=subs({seq(beta~i=0,i=pb+1..10%pb)},U):
> xx:=sum(A[i]l*cos((2*i-1)*omega*t) ,i=1..nh);
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vV V.V VYV YV VYV

Vv

vV V. V V V

>

pb =1
nh =2
zz = Ay cos(wt) + Ay cos(3wt)
xx2:=xx: ni:=0: j:=’j’:
for i from 1 to nh do
ni:=ni+(pb-(i-1)+1);

xx2:=subs (A[i]=sum(ali, jl*beta~j, j=i-1..pb) ,xx2);

A[i] :=sum(ali, jl*beta~j,j=i-1..pb);
_omegali] :=(2*i-1)*omega;

od:
XX2;
(@104 a1,1 B) cos(wt) + ag 1 feos(3wt)
ni;
3
ji=230

"nimero de incoégnitas";
ni:=ni+pb+1;
xx2:=subs ({omega=sum(w[jl*beta~j,j=0..pb)},xx2);
omega:=sum(w[j]l*beta~j,j=0..pb);
“ntimero de incégnitas”
nt =295

222 = (a1,0 + a1,1 B) cos((wo + wy B) t) + az 1 B cos(3 (wo + wy 5) 1)

w = wy + wy

unassign(’a’); unassign(’w’);

série de cada harmonico

>
>
>

Y

vV VV VYV YVVYVYV

axcos (x*t) ;
taylor(%,t,nt);
serie:=convert (%,polynom) ;

acos(xt)
0z’ o 0y +O(t)
a_— —
2 24

IR 1
- = = t2 4t4
serie a zax -%§Zax
serie2:=subs({seq((x~2)"i=x2"i,i=1..nt)},serie);

serie? = a — lax,?tz—i—iaxQQt‘l
' 2 24

_omegal2];
3wy + 3wy, f
pb;

EXPANDE:=proc (equacao)

local k,i,soma:

k:=nops(equacao) ;

soma:=0:

for i from 1 to k do
soma:=soma+texpand (op(i,equacao));
od;

soma;

end proc:

230
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> expand(_omega[2]~2);
9w02—|— 1811]011)15-'-911}1262
> subs({seq(beta~i=0,i=pb+1..10*pb)},%);

911)02 + 18w0w1 ﬁ
substituicao dos harmonicos na férmula da série

ULP:=0:

for i from 1 to nh do

for j from 1 to 1 do

#expandindo omega~2

expand (_omegal[i]~2):

#retirando as potencias em beta que nao interessam
subs ({seq(beta~i=0,i=pb+1..10*pb) },%) ;

#substituindo o omega~2 com as potencias em beta que
interessam

V V.V VYV YV VYV

for 1 from 1 to nh do
ULP:=ULP+collect(parte[i],t);
od:

ULP:=collect(ULP,t):

“harmonico 1”7, “made”

> expand(subs(x2=%,serie2));

> #retirando as novas potencias em beta que nao interessam
> subs({seq(beta~i=0,i=pb+1..10*pb)},%);

> #inserindo a amplitude do harmonico

> subs(a=A[i],%);

> #retirando as novas potencias em beta que nao interessam
> parteli] :=subs({seq(beta~i=0,i=pb+1..10*pb)},expand (%)) ;
>  od;

> cat("harmonico ",i),"made";

>  od;

> ULP:=0:

>

>

>

>

“harmonico 2”7, “made”
> sort(subs({seq(beta~i=0,i=pb+1..10*pb)},ULP),t,ascending);

1

aLH3+aZH3+aLO+(_§UM%Mﬁ—'EW&GLHB_UMwlﬁ%ﬂ

—?ag1ﬁw&)ﬁ+%j;w&alo+—£umﬁh16%—1wfuqﬁa10
2 7 24 ’ 24 ’ 6 ’
27

+ § as 1 ﬁw04) ¢

primeiras equacoes
> p0:=subs(t=0,Ucopy) :
pl:=subs(t=0,ULP):

>
> eql1] :=p0;
> eqlpl1]:=p1;
eq, = ul
eqlp, == az 1 B+ a0+ a1 3
nimero de incognitas

> ni;

demais equacoes
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> cont:=1:
> for j from 2 by 2 to nt-1 do
> for k from 1 by 1 to 1 do
> cont:=cont+1:
> subs({seq(t"i=0,i=2..j-2),seq(t"i=0,i=j+1..2*nt)},
Ucopy) -p0:
> eqlcont] :=subs(t=1,%);
> subs({seq(t~i=0,i=2..j-2),seq(t~1=0,i=j+1..nt)},ULP)-pl:
> eqlplcont] :=subs(t=1,%);
> od:
> t~j,cat("equacao ",cont),"ok";
>  od;
t2, “equacao 27, “ok”
t4, “equacao 37, “ok”
> mneq:=cont:
B.4.1

Determinacao das constantes

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYV VVYV

unassign(’a’); unassign(’w’);
i:=217:

al1,0]:=u0: w[0]:=omega0:
printlevel:=1;

for k from 1 to neq do
cat ("EQUACADO ",k);

for KKK from 1 to 1 do
variaveis:=1:
p0:=subs(beta=0,eq[k]):
pl:=subs(beta=0,eqlp[k]):
#potencia beta~0

if (expand (p0-p1)<>0)then
if (k=1)then

isolate (pO=p1,alk,0]);
alk,k-1] :=expand (rhs (%)) ;

variaveis:=variaveis,sprintf("al[%d,%dl" ,k,k-1);

else

isolate (pO=p1l,wlk-2]);

wlk-2] :=expand (rhs (%)) ;
variaveis:=variaveis,sprintf("w[/%d]" ,k-2);
end if;

end if;

#potencia beta™]

for j from 1 to pb do

auxl:=subs(subs({seq(beta~i=0,i=j+1..pb) ,beta~j=AAA},

eqlk]))-p0:

>

aux2:=subs (subs ({seq(beta~i=0,i=j+1..pb) ,beta~j=AAA},

eqlplk]))-pil:

vV V.V V V V V

if (subs ({AAA=1,beta=0},expand(auxl-aux2))<>0)then

subs ({AAA=1,beta=0},auxl=aux2) ;

if (j+1<k)then

isolate(%,wl[jl);

wljl:=expand (rhs (%)) ;
variaveis:=variaveis,sprintf ("w[%d]l",j);
else

232
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> isolate(%,alk,jl);
> alk,j]:=expand(rhs (%)) ;
> variaveis:=variaveis,sprintf("a[%d,%d]".k,j);
> end if;
> end if;
>  od;
>  od;
> "found",variaveis;
> od;
printlevel := 1
“EQUACAO 17
“found”, 1, “a[1,1]”
“EQUACAOQO 27
“found”, 1, “a[2,1]”
“EQUACAOQO 3”7
“found”, 1, “w[1]”
> xXx2;
3u0?
(u0<_.ﬂgifi)cos«umy+:3“025)t)+.iﬁ u0?* 3 cos(3 (w0 + S0 )1)
32 w(? 8wl 32 w02
> omega;
3u0? 3
0
Ot 500

solucao de primeira ordem obtida com LP tradicional
> omega0+3/8*beta/omegal*x0~2-21/256*beta~2/omegald~3*x0~4

+81/2048+*beta~3/omegal0~5%x076;

0+3ﬁx02 21 32 z0* 8133 x0°
w J—
8 w0 256 w03 2048 w0
> xXX2;
3u0?p
3
e 3 u0? 1 u0” Bcos(3 (w0 + )t)
(u0 — : ﬁ)(@s«ui%+ - ﬁ)t)+——— 8wl
32w0? 8wl 32 w0?
> U

1 1 1 1
u0%—@—§a@2u0——5/3u0ﬂt2+-0——w04u0%-—

24

6

1
w02 B u0? + 3 B2u0’) 4

> sprintf("%d termos = %d harmonicos",nops(U),pb+1);

“3 termos = 2 harmonicos”

233
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> restart;

> with(linalg):

Ci1
Solucao

> eqd:=diff (u(t),t$2)+2*zeta*omegalO*diff (u(t) ,t)+omegald~2*u(t)
+alpha*u(t) ~2+beta*xu(t) ~3=F(t);

eqd := (% u(t)) +2¢w0 (L u(t)) + w0?u(t) + au(t)? + Su(t)® = F(t)
> eqd:=subs ({alpha=0,F(t)=F*cos(Omega*t)},eqd);
eqd = (jt—gz u(t)) +2¢w0 (4 u(t)) +wo?u(t) + Bu(t)® = Fcos(Qt)
> nt:=7;
nt:=7

> eqd;

(Lou(t) +2¢ w0 (L u(t)) +w0?u(t) + fu(t)® = F cos(t)
> isolate(%,diff(u(t), ‘$(t,2)));

L u(t) = Feos(Qt) — 2¢w0 (L u(t)) — w0 u(t) — fu(t)?
> u2:=rhs(%);

u2 = Fcos(Qt) — 2¢w0 (£ u(t)) — w0?u(t) — Bu(t)®

> diff(u2,t$2);

—Feos(Qt) 02 — 2¢w0 (L u(t)) — w0? (L u(t)) — 6 Bu(t) (L u(t))?

—38u(t)? (= u(t))
c[0] :=u0;
c[1] :=vO0;
c[2] :=u2;

for i from 3 to nt do
clil :=diff(c[i-1]1,t);
od:

vV V.V \V V V

cop = ul
c1 = vl
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¢y = Fcos(Qt) — 2¢ w0 (L u(t)) — w0?u(t) — Bu(t)?

> ¢0[0] :=u0;
> ¢c0[1]:=v0;
> ¢c0[2] :=subs({u(t)=u0,diff (u(t),t)=vO0,
> cos(Omegaxt+phi)=cos(phi),sin(Omega*t+phi)=sin(phi),
> cos(Omega*t)=1,sin(Omegaxt)=0},u2);

clOqy := ul

c0y =00

c0y = F — 2¢ w000 — w0?u0 — Bu0?

> for i from 3 to nt do
> cO0[i] :=expand (subs ({u(t)=u0,diff (u(t),t)=v0,
> cos(Omega*xt+phi)=cos(phi),sin(Omega*t+phi)=sin(phi),
> cos(Omegaxt)=1,sin(Omegaxt)=0,seq(diff (u(t),“$(t,j))=

dulj] (u0,v0,0mega),j=2..i-1)},cl[il));
> od:

série de taylor
> i:=’17:
> U:=sum(cO[il*t~i/i!,i=0..nt-1):

C1l1
Transforma a solucdo em série de Taylor em uma série de Fourier

printlevel:=1:

unassign(’a’); unassign(’w’);

unassign(’A’); unassign(’B’); unassign(’_omega’);
unassign(’omega’); unassign(’Omega’);

omegal:=’omegal’: beta:=’beta’: delta:= ’delta’: F:="F’:
zeta:=’zeta’:

> FO:="F0’:

> b:=’b’: u0:=’u0’: phi:=’phi’: v0:="v0’:

> nops(U)-2: (%-1)/2: round(%-.01):

ntimero de harmonicos

> nh:=%;

> i:=’i’: omega:=’omega’:

> xx:=sum(A[il*cos((2%i-1)*0mega*t)+B[i]*sin((2*i-1)*0Omegaxt)
,i=1..nh);

vV V.V V V

nh =2
zz = Ay cos(Qt) + Bysin(Qt) + Ag cos(3Qt) + Bysin(3Qt)

> axcos(xxt);
> taylor(%,t,nt):
> serie:=convert(%,polynom) :
acos(zrt)
> serie2:=subs({seq((x~2)~i=x2"1i,i=1..nt)},serie):
>  bxsin(x*t);
> taylor(%,t,nt):
> serie_s:=convert(%,polynom) :
bsin(x t)
> serie2_s:=subs ({seq((x~3)~i=x3"i,i=1..nt)},serie_s):
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VVVVVVVVVVVVVVVYVVVYVYVVYVVYVYV

EXPANDE:=proc (equacao)

local k,i,soma:

k:=nops (equacao) ;

soma:=0:

for i from 1 to k do

soma: =somatexpand (op(i,equacao));
od;

soma;

end proc:

for i from 1 to nh do

for j from 1 to 1 do

expand (subs (x=(2%i-1) *Omega,serie)) ;
subs (a=A[1i],%);

partel[i] :=%:

expand (subs (x=(2*i-1) *Omega,serie_s)) ;
subs (b=B[i],%);

partel[i] :=partel[i]+%:

od;

cat("harmonico ",i),"ok";
od;

UHBM:=0:

for i from 1 to nh do
UHBM:=UHBM+collect (partel[i],t);
od:

UHBM:=collect (UHBM,t):

“harmonico 17, “ok”
“harmonico 27, “ok”
XX;

Aj cos(2t) + By sin(Q2t) + Az cos(3Qt) + By sin(30Q2¢)

primeiras equagoes

>

>
>
>

p0:=subs(t=0,U):
pl:=subs(t=0,UHBM) :

eql1] :=p0;
eghbm[1] :=p1;

eq, == ul
eqghbm, = Ay + Ay

demais equacoes

VVVVVYVVVVYVYVYV

cont:=1:

for j from 1 by 1 to nt do

if (cont>2*nh+1)then break; end if;

for k from 1 by 1 to 1 do

cont:=cont+1:

subs ({seq(t~i=0,i=j+1..nt),t~j=1},U)-pO:
eqlcont] :=subs (t=0,%) ;
subs({seq(t~i=0,i=j+1..nt),t~j=1},UHBM) -p1:
eghbm[cont] :=subs (t=0,%) ;

od:

t~j,cat("equacao ",cont),"ok";

od;

t, “equacao 27, “ok”
2, “equacao 3”, “ok”

3, “equacao 47, “ok”
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t*, “equacao 57, “ok”
5, “equacao 6”, “ok”

> mneq:.=cont;

neq := 6
> for i from 1 to 5 do
> eqlil=eqhbm[il;
> od;
ul = Al +A2
v0) = B1 Q)+ 3B,
F w02 u0  Buo? 1 9
= — — - = —— A2 - A0
5 —owoul 2 2 g g 2
1 w000  Bu0? vl 1 9
—=Cwl0d 0, v0, Q) — — =—— BB -B,03
FQ?2 1 1 B u0 v0?

o4 - ECWO du3<u07 UO? Q) - QWOQ du2(UO7 'UO, Q> B
27

1 1
— gﬁu(]Q dug(u0, v0, Q) = ﬂAl O + §A2 %

> xx2:=subs({seq(A[il=cc[i] (u0,v0,0Omega),i=0..nh),
> seq(B[i]=dd[i] (u0,v0,0Omega),i=1..nh)},xx);

4

222 = ccy(ul, v0, Q) cos(Q2t) + ddi(u0, v0, Q) sin(2t)
+ cco(u0, v0, Q) cos(3Qt) + dda(u0, v0, Q) sin(3Q2t)

Determinacio das amplitudes

> nh;

2
> nops(xx);

4
> neq;

6

> M:=Matrix(2#nh): V:=Matrix(1..2%nh,1):

> for i from 1 to neq-2 do

> cont:=1:

> for j from 1 by 1 to nh do

> M[i,cont] :=diff (expand(eq[i]-eqhbm[i]) ,B[j1);
> cont:=cont+1:

> M[i,cont]:=diff (expand(eq[i]-eqhbm[i]) ,A[j]1);
> cont:=cont+1:

> od:

> V[i,1]:=-subs({seq(A[jj1=0,3jj=0..nh),

> seq(B[jjl=0,jj=1..nh)},expand(eq[i]-eqhbm[i]));
> od:

> cont;

> M,
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0 -1 0 —1
- 0 -3 0
0 0? 0 90)?
2 2
03 903
5 0 2 U
R:=evalm(inverse (M) &*V) :

cont:=1:

for 1 from 1 by 2 to 2*nh do
Blcont]:=R[i,1];

Alcont] :=R[i+1,1];

cont:=cont+1:

od:

_eql[1] :=eq[2*nh+1] -eqhbm[2*nh+1] :
_eq[2] :=eq[2*nh+2] -eghbm [2*nh+2] :

VVVVVYVVVYV

Equacdes que determinam os pontos fixos

_eq[3]:=(u0-u0_0) ~2+(v0-v0_0) ~2+(Omega-Omega_0) ~2-r"2;
HH2:=Matrix([[diff(_eq[1],u0) ,diff(_eql[1],v0)],

[diff (_eq[2],u0) ,diff(_eq[2],v0)]1]):
VV2:=Matrix([[-_eq[1]], [-_eq[2]]1]):

HH3:=Matrix(

[[diff (_eq[1],u0),diff(_eq[1],v0),diff(_eq[1],0mega)]l,
[diff (_eq[2],u0) ,diff(_eq[2],v0),diff(_eq[2],0mega)],

VV VYV VYVVYVYV

VV3:=Matrix([[-_eq[1]1]1,[-_eql[2]1],[-_eql[3111):
gy = (u0 —u0_0)*+ (v0 —v0_0)*+ (22— Omega_0)* —r?
EXCUTE_NR:=proc (naprox)

global HH2,VV2,u0,v0,DELTA;

local i;

for i from 1 to naprox do

DELTA :=evalm(inverse (evalf (HH2) ) &*VV2) ;
u0:=ul0+evalf (DELTA[1,1]);

v0:=vO+evalf (DELTA[2,1]);

od:

"residuo",evalf (DELTA[1,1]),evalf(DELTA[2,1]);
end proc:

EXCUTE_NR3:=proc (naprox)

global HH3,VV3,u0,phi,Omega,DELTA,u00,phi0,0Omegal,r;
local 1i;

for i from 1 to naprox do
DELTA:=evalm(inverse (evalf (HH3) ) &*VV3) ;
u0:=ul0+evalf (DELTA[1,1]);

phi:=phi+evalf (DELTA[2,1]);

Omega:=0Omega+evalf (DELTA[3,1]);

od:

"residuo",evalf (DELTA[1,1]),evalf(DELTA[2,1]),
evalf (DELTA[3,1]);

end proc:

VVVVVVVVVVVV VVYVYVVYVVYVYVYV

[diff (_eq[3],u0),diff(_eq[3],v0),diff(_eq[3],0mega)l]):
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for i from 1 to 2 do

aux:=HH2[i,1]:

for j from 1 to nt do
aux:=subs(diff (dulj] (u0,v0,0mega) ,u0)=duull[j],aux);
od:

HH2[i,1] :=subs({seq(dulii] (u0,v0,0Omega)=dulii],
ii=1..nt)},aux):

aux:=HH2[i,2]:

for j from 1 to nt do
aux:=subs(diff (dulj] (u0,v0,0mega) ,v0)=duv0[j],aux);
od:

HH2[1i,2] :=subs({seq(dulii] (u0,v0,0Omega)=dulii],
ii=1..nt)},aux):

VV2[i,1] :=subs({seq(dulii] (u0,v0,0Omega)=dulii],ii=1..nt)
},vv2li,11):

od:

for i from 1 to 3 do

aux:=HH3[i,1]:

for j from 1 to nt do
aux:=subs(diff (dulj] (u0,v0,0mega) ,u0)=duu0l[j],aux);
od:

HH3[i,1] :=subs ({seq(dulii] (u0,v0,0mega)=duliil,
ii=1..nt)},aux):

aux:=HH3[i,2]:

for j from 1 to nt do
aux:=subs(diff (dulj] (u0,v0,0mega) ,v0)=duv0[j],aux);
od:

HH3[1i,2] :=subs ({seq(dulii] (u0,v0,0mega)=duliil,
ii=1..nt)},aux):

aux:=HH3[i,3]:

for j from 1 to nt do

aux:=subs(diff (dulj] (u0,v0,0Omega) ,Omega)=duomegaljl,aux);
od:

HH3[i,3]:=subs({seq(dulii] (u0,v0,0mega)=dulii],
ii=1..nt)},aux):

VV3[i,1]:=subs({seq(dulii] (u0,v0,Omega)=dulii],ii=1..nt)
},Vv3[i,1]):

od:

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYVYV

Remontagem do problema

unassign(’cc’); unassign(’dd’);

unassign(’du’); unassign(’duu0’); unassign(’duv0’);
unassign(’ccu0’); unassign(’ccv0’);
unassign(’ddu0’); unassign(’ddv0’);
unassign(’cculu0’); unassign(’cculv0’);
unassign(’ccvOu0’); unassign(’ccvOv0’);
unassign(’ddulOu0’); unassign(’ddulv0’);
unassign(’ddvOu0’); unassign(’ddvOv0’);
omegal:=’omegal’: beta:=’beta’: delta:= ’delta’: F:=’F’:
zeta:=’zeta’: F0:="F0’: Omega:=’0Omega’:

b:=’b’: u0:=’ul0’: phi:=’phi’: v0:=’v0’:

XX2;

vV VVV VVVYVYVYVVYV
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>
>
>

cer(u0, v0, Q) cos(Q2t) 4+ ddy(u0, v0, Q) sin(§21)
+ cco(u0, v0, ) cos(3Qt) + dda(u0, v0, Q) sin(3Q2t)
xx2:=subs (

{seq(ccl[jj] (u0,v0,0Omega)=cc[jjl,jj=0..nt),
seq(dd[jj] (u0,v0,0mega)=dd[jjl,jj=1..nt)},xx2);

222 = ccy cos(§2t) + ddy sin(Qt) + cegcos(3Q2t) + ddosin(3§2¢)

solucao
> CC[0] :=subs({seq(duljj] (u0,v0,0mega)=duljjl,
> jj=1..nt)},A[01):
> for i from 1 to nh do;
> CC[i] :=subs({seq(duljj] (u0,v0,0Omega)=duljjl,
> jj=1..nt)},A[i]);
> DD[i]:=subs({seq(duljj] (u0,v0,0mega)=duljjl,
> jj=1..nt)},B[il);
> od:
> ¢c0[0];
u0

> c0[2];

F—2¢w0v0 — w0?ul — Bul?
> ¢0[5];

—2¢ w0 duy(u0, v0, Q) — w0? duz(u0, v0, Q) — 6 3003
— 18 B u0 v0 duy(u0, v0, Q) — 3 Bu0? dus(u0, v0, Q)

derivadas fundamentais

>
>
>
>

>

vV V.V V

DU[0] :=u0;
DU[1] :=vO0;
for 1 from 2 to nt do;

DU[i] :=expand (subs ({seq(duljjl (u0,v0,0mega)=duljjl,

jj=2..i-1)},c0[i]1));

od:
DUy := u0
DU =00
DU[2];
DU[3];
DU[4];
DU[5];

F—2¢w0v0 — w0?ul — Bul?
—2¢ w0 dus — w0%v0 — 3 B u0? v0
—F Q2% —2¢w0 dug — w0? dus — 6 S u0 v0? — 3 B u0? du,
—2¢ w0 dug — w0? dug — 6 B0 — 18 Bul v0 dus — 3 B u0? dus

derivadas das derivadas fundamentais

>

>
>
>
>
>
>
J

for i from 0 to 2 do;
DUuO[i] :=diff (DU[i],u0);
DUVO[i] :=diff (DU[i],vO0);
DUomegali] :=diff (DU[i],Omega) ;
od:

for i from 3 to nt do;

240

DUuO[i] :=subs ({seq(diff (duljjl (u0,v0,0mega),u0)=duulljjl,

j=2..1),
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>
>
Ji=
>
>

3]
>

seq(duljjl (u0,v0,0mega)=duljjl,jj=2..1)}, diff(c0[i],u0));

DUVO[1] —subs({seq(dlff(du[JJ](uO v0,0Omega) ,v0)= dqu[JJ]
1),

seq(du[JJ](uO v0,0mega)=duljjl,jj=2..i)}, diff(cO[i],v0));

DUomegali]: —subs({seq(dlff(du[JJ](uO v0,0Omega) , Omega)

duomega[JJ] jj=2..1),seq(duljj] (u0,vO Omega) =duljjl,

L1073, d1ff(c0[1],0mega));
od:
Rotinas
> COMPUTE_TRUE_DU:=proc()
> global zeta,omega0,beta,F0,F,Omega,u0,v0,nt,du,DU,true_du;
> local 1i,j;
> true_dul[0] :=DU[0];
> true_dul[l]:=DU[1];
> true_dul[2]:=DU[2];
> for i from 3 to nt do
> true_duli] :=expand(subs ({seq(duljl=true_duljl,j=2..i-1)},

DU[il));

VVVVVVYV VVVVYVVVVVVVVVVVVVVVYVYV VYVYV

od;

llokll ;

end proc:

COMPUTE_TRUE_DDU : =proc ()

global zeta,omegaO,beta,F0,F,Omega,u0,v0,nt,

duu0,duv0,du,DUu0,DUvO,

DUomega,DU, true_du,true_duul,true_duv0,true_duomega;

local 1i,j;

true_duu0[0] :=DUu0[0]; true_duv0[0]:=DUvO[0];

true_duomega[0] :=DUomega [0] ;

true_duuO[1] :=DUuO[1]; true_duvO[1]:=DUv0O[1];

true_duomegal1] :=DUomegal1];

true_duuO[2] :=DUu0[2] ; true_duvO0[2]:=DUv0[2];

true_duomegal[2] :=DUomega[2] ;

for i from 3 to nt do

true_duuO[i] :=expand (subs({seq(duljl=true_duljl, j=2..i-1),

seq(duu0[jl=true_duuO[jl, j=2..i-1)}, DUuO[il));

true_duvO0[i] :=expand(subs ({seq(duljl=true_dulj], j=2..i-1),

seq(duvO[jl=true_duvO[jl, j=2..i-1)}, DUvO[il));

true _duomegali] :=expand(subs({seq(duljl=true_dulj],
.i-1),

seq(duomega[j]=true_duomega[j], j=2..i-1)}, DUomegal[il));

od;

”Ok";

end proc:

COMPUTE_TRUE_VV:=proc ()

global zeta,omegaO,beta,F0,F,Omega,u0,v0,nt,duul,duv0,du,
true_du,true_duul,true_duvO,true_vv,VV2;

local 1i;

true_vv:=Matrix(2,1):

for 1 from 1 to 2 do

true_vv[i,1] :=subs({seq(duljl=true_duljl,j=2..nt)},

VVv2[i,11);
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VVVVVYVVYV VVYV

od:

"Ok”;

end proc:

COMPUTE_TRUE_VV3:=proc()

global zeta,omegaO,beta,FO0,F,Omega,u0,v0,nt,
duu0,duv0,du,true_du,
true_duul,true_duv0O,true_vv3,VV3;

local i;

true_vv3:=Matrix(3,1):

for i from 1 to 2 do

true_vv3[i, 1] :=subs({seq(duljl=true_dulj]l,j=2..nt)},

Vv3li,11);

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV VVVVVVVVVVVVYVYVVYV VYVYVYV

od:

true_vv3[3,1]:=VV3[3,1]:

llokll;

end proc:

COMPUTE_TRUE_HH: =proc ()

global zeta,omegal,beta,F0,F,Omega,u0,v0,
Omega_0,u0_0,v0_0,r,nt,

duu0,duv0,du,true_du,true_duul,true_duv0O,true_hh,HH2;

local 1i;

true_hh:=Matrix(2):

for 1 from 1 to 2 do

true_hh[i,1] :=subs({seq(duljl=true_duljl,j=2..nt),
seq(duu0O[jl=true_duuO[jl,j=2..nt)},HH2[i,1]);

od:

for 1 from 1 to 2 do
true_hh[i,2]:=subs({seq(duljl=true_duljl,j=2..nt),
seq(duvO[jl=true_duv0[j],j=2..nt)},HH2[i,2]);

od:

”Ok";

end proc:

COMPUTE_TRUE_HH3:=proc ()

global zeta,omegal,beta,F0,F,Omega,u0,v0,
Omega_0,u0_0,v0_0,r,nt,

duu0,duv0,du,true_du,true_duul,true_duv0O,true_hh3,HH3;

local 1i;

true_hh3:=Matrix(3):

for 1 from 1 to 2 do

true_hh3[i, 1] :=subs({seq(duljl=true_dulj]l, j=2..nt),
seq(duuO[jl=true_duuO[jl,j=2..nt)},HH3[i,1]);

od:

for i from 1 to 2 do
true_hh3[i,2]:=subs({seq(duljl=true_dulj],j=2..nt),
seq(duvO[jl=true_duv0[j],j=2..nt)},HH3[i,2]);

od:

for i from 1 to 2 do
true_hh3[i,3]:=subs({seq(duljl=true_duljl,j=2..nt),
seq(duomegaljl=true_duomegaljl,j=2..nt)},HH3[i,3]);
od:

true_hh3[3,1]:=HH3[3,1]: true_hh3[3,2]:=HH3[3,2]:
true_hh3[3,3] :=HH3[3,3]:

”Ok";

end proc:
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VVVVVVVVVVVVVVVVVV VVVVVVVVVVVVVVYV VVYVVVVYVYVVYVVYV

C1.2

COMPUTE_ONE_STEP:=proc ()

global true_hh,true_vv,u0,v0,COMPUTE_TRUE_DU,
COMPUTE_TRUE_VV,COMPUTE_TRUE_DDU, COMPUTE_TRUE_HH ;
COMPUTE_TRUE_DU() ;

COMPUTE_TRUE_VV() ;

COMPUTE_TRUE_DDU() ;

COMPUTE_TRUE_HH() ;
evalm(inverse(true_hh)&*true_vv) ;

u0:=u0+%[1,1]1;

v0:=vO+%%[2,1];

evalf (%%4AL1,1]1) ,evalf (%%4[2,11) ;

end proc:

COMPUTE_ONE_AUTOMATIC_STEP:=proc()

global

true_hh3,true_vv3,u0,v0,Omega, COMPUTE_TRUE_DU,
COMPUTE_TRUE_VV3,COMPUTE_TRUE_DDU, COMPUTE_TRUE_HHS3;
local aux;

COMPUTE_TRUE_DU() ;

COMPUTE_TRUE_VV3() ;

COMPUTE_TRUE_DDUQ) ;

COMPUTE_TRUE_HH3() ;

aux:=evalm(inverse (true_hh3)&*true_vv3);
u0:=u0+%[1,1]1;

v0:=v0+%%[2,1];

Omega:=0mega+%%%[3,1];

evalf(aux[1,1]) ,evalf(aux[2,1]) ,evalf(aux[3,1]);
end proc:

COMPUTE_TRUE_SOLUTION:=proc ()

global zeta,omegal,beta,F0,F,Omega,u0,v0,nt,nh,du,cc,dd,
true_du,true_cc,true_dd,true_xx;

local 1i,];

true_dul[0] :=DU[0] ;

true_dul1] :=DU[1];

true_dul[2] :=DU[2] ;

true_cc[0] :=0:

for i from 1 to nh do

true_cc[i] :=expand (subs ({seq(duljl=true_dulj],
j=2..nt)},CC[i]));

true_dd[i] :=expand (subs ({seq(duljl=true_dulj],
j=2..nt)},DD[i]));

od;

i:=217;

true_xx:=true_cc[0]+sum(true_cc[i]*cos ((2*i-1)*Omega*t)+
true_dd[i]*sin((2*i-1)*0mega*t),i=1..nh);

end proc:

Exemplo

>

t:=¢:
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eqd;

(% u(t)) +2¢wo (% u(t)) +w0?u(t) + Bu(t)® = F cos(t)
zeta:=0.05; omegal:=1; alpha:=0; beta:=1;
F:=1; Omega:=2;

¢ :=0.05
wl:=1
a:=0
6:=1
F:=1
Q:=2

eqd;
(Lou(t) +0.10 (L u(t)) +u(t) +u(t)® = cos(2¢)

Chute inicial para as coordenadas do ponto fixo da solucao periodica

>
>

vV V.V V V

u0:=1.2;
v0:=0.2;

for i from 1 to 15 do
COMPUTE_ONE_STEP() ;

SSMPUTE_ONE_STEP();
u0,vo0;
0.1673185730 10!, 0.1835355378 10~°
—1.933790430, 0.09771591379
u0,vo0;

—1.933790430, 0.09771591379
XX :=COMPUTE_TRUE_SOLUTION() ;

XX = —1.858154359 cos(2t) + 0.02044165762 sin(2t)
— 0.0756360712 cos(6 ¢) + 0.009472099763 sin (6 t)

Verificacdo da solucdo: integracdo numérica

>

>

>

ti="t":
eqd;

(4 u(t)) +0.10 (4 u(t)) +u(t) + u(t)? = cos(21)
eqd2:=y(t)=diff (x(t),t),diff(y(t),t)=F*cos(Omegaxt)

-2xomegalxzetaxdif

>
>
>

£(x(t),t)
+alpha*x (t) ~2-omega0~2*x(t)-beta*xx(t)~3;
init:=x(0)=u0,y(0)=v0;

eqd2 :=y(t) = L x(t), L y(t) = cos(2¢t) — 0.10 (& x(t)) — x(t) — x(¢)?

>
>

dt ) dt
init == x(0) = —1.933790430, y(0) = 0.09771591379

f:=dsolve({eqd2,init
},type=numeric,method=classical [rk4] ,maxfun=999999,

output=procedurelist):
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> T:=evalf (2+Pi/Omega) ;
T := 3.141592654

> vi:=0; vf:=evalf (2*T);
> f#escrevendo na lista
> delta:=evalf(T/200): cont:=0:
> for k from vi by delta to vf do
> cont:=cont+1;
> od: cont;
> ddl:=array(l..cont,1..2): dd2:=array(l..cont,1..2):
> cont:=0:
> for k from vi by delta to vf do
> cont:=cont+1;
> ddil[cont,1]:=k;
> ddil[cont,2] :=eval(x(t),f(k));
> dd2[cont,1]:=k;
> dd2[cont,2] :=eval(y(t),f(k));
> od:
> dlg:=convert(ddl,listlist):
> d2g:=convert(dd2,listlist):

v, =0

vf 1= 6.283185308
401

> plot([dig,XX],t=0..vf,y=-2%u0..2%u0,color=[red,blue],
thickness=[2,4],legend=["Runge Kutta",'"Fourier Taylor
method"]) ;

N\

Runge Kutta
Fourier Taylor method
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Cc.2

Exportacdo de arquivo para programa em C++

VVVVVVVVTYVVVVVVVVVVV VYVVYV

with(CodeGeneration) :

omegal:=’omegal’: beta:=’beta’: delta:= ’delta’: F:=’F’:
zeta:=’zeta’: FO0:="F0’: Omega:=’Omega’:

b:="b’: u0:=’u0’: phi:=’phi’: v0:=’v0’: x0:="x0":
declarations:=[c::numeric, d::numeric, omegal::numeric,
beta::numeric, Omega::numeric, F::numeric, t::numeric,
u0: :numeric, phi::numeric, u0O::numeric, phiO::numeric,
Omega0: :numeric,

du: :numeric, duuO::numeric, duvO::numeric,

duomega: :numeric,

cc::numeric, dd::numeric]:

for i from 2 to nt do

for k from 1 to 1 do

nomes :=sprintf ("dulldJJ",i-1);

du_toC[i] :=C(DU[1i] ,resultname=nomes,declare=declarations,

recision=double,output=string,optimize=false):

od:

evalf (100*i/nt) ;

od:

for i from 2 to nt do

for k from 1 to 1 do

nomes :=sprintf ("duu0Il’%dJJ",i-1);

duuO_toC[i] :=C(DUuO[i],resultname=nomes,
declare=declarations,precision=double,output=string,

optimize=false):

>
>
>

nomes :=sprintf ("duv0II}dJJ",i-1);
duv0_toC[i] :=C(DUvO[i] ,resultname=nomes,
declare=declarations, precision=double,output=string,

optimize=false):

>
>
>

nomes :=sprintf ("duomegalldJJ",i-1);
duomega_toC[i] :=C(DUomegal[i] ,resultname=nomes,
declare=declarations, precision=double,output=string,

optimize=false):

VV VYV VYV VYV

od:

evalf (100*i/nt) ;

od:

for 1 from 1 to 3 do

for k from 1 to 1 do

nomes :=sprintf ("vII/dJJ",i-1);

v_toC[i] :=C(VV3[i,1] ,resultname=nomes,
declare=declarations,precision=double,output=string,

optimize=true):

>
>
>
>

for j from 1 to 3 do

nomes :=sprintf ("hII%dJJII}%dJJI",i-1,j-1);
m_toC[i,j]:=C(HH3[i, j],resultname=nomes,
declare=declarations,precision=double,output=string,

optimize=true):

>

>
>
>

od:
od:
evalf (100%i/3);
od:
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for i from 1 to nh do

for k from 1 to 1 do

nomes :=sprintf ("cII¥dJJ",i-1);

ci_toC[i] :=C(CC[i],resultname=nomes,
declare=declarations,precision=double,output=string,
optimize=false):

> nomes:=sprintf ("dII%dJJ",i-1);

> di_toC[i] :=C(DD[i],resultname=nomes,

> declare=declarations,precision=double,output=string,
optimize=false):

vV V.V V V

> od:

> evalf(100*i/nh);
> od:

> XX2;

ccy cos(Qt) + ddy sin(Q2t) + ceacos(382t) + ddasin(3§2t)

> subs(t=0,xx2):
> dx0[0] :=%;
> x0:=%:
> for i from 1 to nt do
> subs(t=0,evalf(diff (xx2/(2*nh-1)"1i,t$i))):
> dx0[i]:=collect (%,0mega);
>  od:
dz0y = ccy + cco
> x0;

cc1 + cco
> nomes:=sprintf("x0",i-1):
> x0_toC:=C(x0,resultname=nomes,
> declare=declarations,precision=double,output=string,
optimize=false):

> for i from 0 to nt do
> for k from 1 to 1 do
> nomes:=sprintf ("dx0II%dJJ",i);
> dx0_toC[i] :=C(dx0[i],resultname=nomes,
> declare=declarations,precision=double,output=string,
optimize=false):
> od:
> evalf(100*xi/nt);
> od:
C21

Escreve o arquivo

> classname:="FTMapleForced_nt";

classname = “F'TMapleForced nt”
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VVVVVVVVVYV VVVVVVVVVHFY VVVVVVVHY VVVVVVVVVVVVVVYV VVYVVYVYVYV

PRINT_HEADING := proc(fd)
fprintf(fd,"//equagdes from Maple\n"):
fprintf (fd,"\n"):

fprintf (fd,"#include <math.h>\n"):
fprintf (fd, "#include \"ftmaple.h\"\n"):
fprintf(fd,"\n"):

end proc:

PRINT_LOCAL_VARS := proc(fd)

local cont,i,j;

fprintf(fd,"//local vars\n"):

cont:=0:

for i from 1 to 10*nh do

cont:=cont+1:

fprintf (fd,"static double t%d",cont):
for j from 1 to nt do

cont:=cont+1:

fprintf(fd,",t%d",cont):

od:
fprintf(fd,";\n"):
od:

fprintf (fd,"\n\n"):
end proc:

248

PRINT_COMPUTE_DU := proc(fd) global ci_toC,di_toC; local

fprintf (fd,"void ¥%s%d: :ComputeDU()\n",classname,nh):
fprintf (fd,"{\n"):

for 1 from 2 to nt do

fprintf(fd,"%s",du_toC[i]):

od:

fprintf (fd,"}\n"):

end proc:

PRINT_COMPUTE_DDU := proc(fd) global ci_toC,di_toC; local

fprintf (fd,"void %s%d: :ComputeDDU()\n",classname,nh):
fprintf (£d,"{\n"):

for 1 from 2 to nt do

fprintf (fd,"%s",duu0_toC[i]):
fprintf(fd,"%s",duv0_toC[i]):

fprintf (£d,"%s",duomega_toC[i]):

od:

fprintf (fd,"}\n"):

end proc:

PRINT_CONSTRUCTOR := proc (fd)

fprintf (fd,"%s%d: :%s%d(O\n",classname,nh,classname,nh):
fprintf (£d,"{\n"):

fprintf (fd,"}\n"):

fprintf (fd,"\n"):

fprintf (fd,"%s%d: :~%s%d (O \n",classname,nh,classname,nh) :

fprintf (£fd,"{\n"):
fprintf (fd,"}\n"):
fprintf (fd,"\n"):
end proc:
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V VVVVVVVVVVHEFYVY VVVVVVVVVVVVVVVYV VVVVYVVYVYVYV

249

PRINT_SOLUTION := proc(fd) global ci_toC,di_toC; local i;

fprintf(fd,"void %s%d::Solution()\n",classname,nh):
fprintf (£fd,"{\n"):

for i from 1 to nh do

fprintf (fd,"%s",ci_toC[i]):
fprintf(fd,"%s",di_toC[i]):

od:

fprintf (fd,"}\n"):

end proc:

PRINT_EQ := proc(fd) global m_toC,v_toC; local 1i,j,k;

fprintf(fd,"void %s%d::Eq(\n",classname,nh):
fprintf (£fd,"{\n"):

fprintf (fd, "ComputeDU() ;\n"):
fprintf (fd, "ComputeDDU() ;\n") :
for i from 1 to 3 do

fprintf (fd,"%s",v_toC[i]):

od:

for 1 from 1 to 3 do

for j from 1 to 3 do

fprintf (£fd,"%s",m_toC[i,j1):
od:

od:

fprintf (fd,"}\n"):

fprintf (fd,"\n"):

end proc:

PRINT_COMPUTE_DXO := proc(fd) global x0_toC,dx0_toC; local

fprintf(fd,"void %s%d::ComputeDX0()\n",classname,nh):

fprintf (£fd,"{\n"):

fprintf (fd,"%s",x0_toC):

for i from 0 to nt do
fprintf(fd,"%s",dx0_toC[i]):

od:

fprintf(fd,"for(int i=0;i<nh;++i)\n"):
fprintf(fd," dx0[i]l*=pow(2*nh-1,i);\n"):
fprintf (£fd,"}\n"):

end proc:

fname:=sprintf ("c:\\ftmaple_nl3_nt=%d.cpp",nh);
fname = “c:\ftmaple nl3 nt=2.cpp”

writing...

VVVVVYVVYVV YV

fname;
fd:=fopen(fname,WRITE,BINARY);
PRINT_HEADING (fd) ;
PRINT_LOCAL_VARS (fd) ;
PRINT_SOLUTION (fd);
PRINT_COMPUTE_DXO (fd) ;
PRINT_COMPUTE_DU(fd) ;
PRINT_COMPUTE_DDU(fd) ;
PRINT_EQ(fd);

fclose(fd);

“c:\ftmaple nl3 nt=2.cpp”
fd =0
1
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NN NN N

C.2.2
Arquivo exportado

//equagoes from Maple
#include <math.h>
#include "ftmaple.h"
//local vars
static double t1,t2,t3,t4,t5,t6,t7,t8;
static double t9,610,t11,t12,t13,t14,t15,t16;
static double t17,t18,t19,t20,t21,t22,t23,t24;
static double t25,t26,t27,t28,t29,t30,t31,t32;
static double t33,t34,t35,t36,t37,t38,t39,t40;
static double t41,t42,t43,t44,t45,t46,t47,t48;

void FTMapleForced _nt2::Solution()

¢[0]=0.9¢1/0.8el * u0 - pow(Omega, - 0.2e1) * (- F/0.2el + zeta * omega0 *
v0 + omega0 * omega0 * u0/0.2el + beta * pow(u0,0.3e1)/0.2e1)/0.4el;
d[0]=0.9¢1/0.8¢1/Omega * v0 - 0.3el/0.4el * pow(Omega, - 0.3el) * (zeta
* omegal * du|l1]/0.3el + omega0 * omega0 * v0/0.6el + beta * u0 * u0 *
v0/0.2el);

c[l]= - u0/0.8el + pow(Omega, - 0.2el) * ( - F/0.2el + zeta * omega0 * v0
+ omegal * omega0 * u0/0.2el + beta * pow(u0,0.3e1)/0.2¢e1)/0.4el;

d[1]= - 0.1e1/Omega * v0/0.24e2 + pow(Omega, - 0.3el) * (zeta * omegal *
du[1]/0.3el 4 omega0 * omegal * v0/0.6el + beta * u0 * u0 * v0/0.2el)/0.4el;

void FTMapleForced nt2::ComputeDX0()

x0=cc|0] + cc[1];

dx0[0]=cc|0] + cc[1];

dx0[1]=(0.3333333333¢0 * dd[0] + 0.1el * dd[1]) * Omega;
dx0[2]=( - 0.1111111111e0 * cc[0] - 0.1el * cc[1]) * Omega * Omega;
dx0[3]=( - 0.3703703704e - 1 * dd[0] - 0.1el * dd[1]) * pow(Omega,0.3el);
dx0[4]=(0.1234567901e - 1 * cc|0] + 0.1el * cc[1]) * pow(Omega,0.4el);
dx0[5]= (0.4115226337e - 2 * dd[0] + 0.Lel * dd[1]) * pow(Omega,0.5el);
dx0[6]=( - 0.1371742112¢ - 2 * cc[0] - 0.1el * cc[1]) * pow(Omega,0.6el);
dx0[7]=( - 0.4572473708e - 3 * dd[0] - 0.1el * dd[1]) * pow(Omega,0.7el);
for(int i=0; i<nh; ++i)
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dx0[i] * =pow(2 * nh - 1,i);

}

void FTMapleForced _nt2::ComputeDUY()

{

du[l]=F - 0.2el * zeta * omega0 * v0 - omega0 * omega0 * u0 - beta
pow(u0,0.3el);

du[2|= - 0.2el * zeta * omegal * du|1| - omegal * omega0 * v0 - 0.3el * beta
*u0 * u0 * vO;

dul3]= - F * Omega * Omega - 0.2el * zeta * omega0 * dul2] - omegal *
omega( * du[l] - 0.6el * beta * u0 * v0 * v0 - 0.3el * beta * u0 * u0 * du[1];
dul4]= - 0.2e1 * zeta * omega0 * du|3| - omega0 * omega0 * du[2] - 0.6el *
beta * pow(v0,0.3el) - 0.18¢2 * beta * u0 * v0 * du[l] - 0.3el * beta * u0 *
u0 * du[2];

dul5]=F * pow(Omega,0.4el) - 0.2el * zeta * omega0 * dul4] - omega0 *
omegal * dul[3]| - 0.36e2 * beta * vO * vO * du[l] - 0.18¢2 * beta * u0 *
pow(du[1],0.2e1) - 0.24e2 * beta * u0 * v0 * du[2] - 0.3el * beta * u0 * u0 *
duf3];

du[6]= - 0.2el * zeta * omega0 * dul5] - omega0 * omega0 * dul4] - 0.90e2 *
beta * vO * pow(du[1],0.2el) - 0.60e2 * beta * v0 * v0 * du|2] - 0.60e2 * beta,
*u0 * dull] * du[2] - 0.30e2 * beta * u0 * vO * du[3] - 0.3el * beta * u0 * u0
* dul4];

}

void FTMapleForced _nt2::ComputeDDU()

{

duu0[1]= - omega0 * omegal - 0.3el * beta * u0 * u0;

duv0[1]= - 0.2e1 * zeta * omega0;

duomegal1|=0;

duu0[2]= - 0.2el * zeta * omega0 * duu0[1] - 0.6el * beta * u0 * v0;
duv0[2]= - 0.2el * zeta * omegal * duv0[1] - omega0 * omegal - 0.3el * beta
*u0 * u0;

duomegal2]= - 0.2el * zeta * omegal * duomegall];

duu0[3]= - 0.2e1 * zeta * omega0 * duu0[2] - omegal * omegal * duu0[1] -
0.6el * beta * vO * vO - 0.6el * beta * u0 * du[l] - 0.3el * beta * u0 * u0 *
duuOl[1];

duv0[3]= - 0.2el * zeta * omegal * duv0[2]| - omega0 * omega0 * duvO[1] -
0.12e2 * beta * u0 * v0 - 0.3el * beta * u0 * u0 * duvO[1];

duomegal3]= - 0.2el * F * Omega - 0.2el * zeta * omegal * duomegal2| -
omegal * omegal * duomegall] - 0.3el * beta * u0 * u0 * duomegall|;
duuO[4]= - 0.2el * zeta * omega0 * duu0[3] - omegal * omegal * duu0[2] -
0.18e2 * beta * v0 * du[l] - 0.18e2 * beta * u0 * v0 * duuO[1] - 0.6el * beta *
u0 * duf2] - 0.3el * beta * u0 * u0 * duu0|2];

duv0[4]= - 0.2el * zeta * omegaO * duv0[3] - omegal * omegal * duv0[2] -
0.18e2 * beta * v0 * v0 - 0.18e2 * beta * u0 * dul1] - 0.18e2 * beta * u0 * v0
* duv0[1] - 0.3el * beta * u0 * u0 * duv0|2];

duomegal4]= - 0.2el * zeta * omega0 * duomegal3| - omega0 * omega0 *
duomegal2] - 0.18¢2 * beta * u0 * vO * duomega|l] - 0.3el * beta * u0 * u0 *

*
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duomegal?2];

duu0[5]= - 0.2el * zeta * omega0 * duuO[4] - omegal * omegal * duu0[3] -
0.36e2 * beta * v0 * vO * duuO[1] - 0.18e2 * beta * pow(du|1],0.2e1) - 0.36e2
*beta * u0 * du[l] * duul[1] - 0.24e2 * beta * vO * du|2] - 0.24e2 * beta * u0
*v0 * duul[2] - 0.6el * beta * u0 * du[3] - 0.3el * beta * u0 * u0 * duu0|3];
duv0[5]= - 0.2el * zeta * omega0 * duv0[4] - omegal * omegal * duv0[3] -
0.72e2 * beta * v0 * du[l] - 0.36e2 * beta * v0O * v0O * duv0[1] - 0.36e2 * beta
*u0 * dull] * duv0[1] - 0.24e2 * beta * u0 * du|2| - 0.24e2 * beta * u0 * v0 *
duv0[2] - 0.3el * beta * u0 * u0 * duv0|3];

duomegal5]=0.4el * F * pow(Omega,0.3el) - 0.2el * zeta * omegal *
duomegal4] - omega0 * omega0 * duomega|3] - 0.36e2 * beta * v0 * v0 *
duomegal[l] - 0.36e2 * beta * u0 * du[l] * duomega|l] - 0.24e2 * beta * u0 *
v0 * duomega|2] - 0.3el * beta * u0 * u0 * duomegal3|;

duu0[6]= - 0.2el * zeta * omega0 * duu0[5] - omegal * omegal * duu0[4] -
0.180e3 * beta * vO * du[l] * duuO[1] - 0.60e2 * beta * vO * v0 * duu0|2] -
0.60e2 * beta * du[1] * du[2] - 0.60e2 * beta * u0 * duu0[1] * du[2] - 0.60e2 *
beta * u0 * du[l] * duu0|2] - 0.30e2 * beta * v0O * du[3] - 0.30e2 * beta * u0 *
v0 * duu0[3] - 0.6el * beta * u0 * du[4] - 0.3e1 * beta * u0 * u0 * duuO[4];
duv0[6]= - 0.2el * zeta * omegal * duv0[5] - omegal * omegal * duv0[4] -
0.90e2 * beta * pow(du[l1],0.2e1) - 0.180e3 * beta * v0 * du[l] * duv0[1] -
0.120e3 * beta * vO * du|2] - 0.60e2 * beta * vO * v0 * duv0[2] - 0.60e2 * beta
*u0 * duv0[1] * du]2] - 0.60e2 * beta * u0 * du[l] * duv0[2] - 0.30e2 * beta
*u0 * dul3] - 0.30e2 * beta * u0 * vO * duv0[3] - 0.3el * beta * u0 * u0 *
duv0l4];

duomegal6]= - 0.2e1 * zeta * omegal * duomegal5| - omega0 * omegaQ *
duomegal4] - 0.180e3 * beta * v0 * du[l] * duomega|l] - 0.60e2 * beta * v0 *
v0 * duomegal2] - 0.60e2 * beta * u0 * duomega|l] * du[2]| - 0.60e2 * beta *
u0 * du[1] * duomegal2] - 0.30e2 * beta * u0 * v0 * duomegal3| - 0.3el * beta
*u0 * u0 * duomegal4|;

}

void FTMapleForced nt2::Eq()

{

ComputeDU();

ComputeDDU();

t1=Omega * Omega;

td=zeta * omegal;

t8=omegal * omegal;

t9=dul1];

t13=v0 * v0;

t16—=u0 * u0;

t31=0.1el/t1 * ( - F/0.2el + t4 * vO + t8 * u0/0.2el + beta * t16 *
u0/0.2e1)/0.4el;

£33=t1 * t1;

V[0]=F * t1/0.242 + t4 * du[2]/0.12e2 + t8 * £9/0.24¢2 + beta * u0 *
£13/0.4e1 + beta * t16 * t9/0.8el + (0.9e1/0.8el * u0 - t31) * £33/0.24e2 +
0.27€2/0.8el * (- u0/0.8el + t31) * £33;

tl1=zeta * omegal0;
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t5=omegal * omegal;

t6=dul2];

t9=v0 * v0;

t14=du[1];

t18=ul * u0;

t19=beta * t18;

t23=0.1el/Omega * v0;

t25=0mega * Omega;

t35=0.1e1/t25/Omega * (t1 * t14/0.3el + t5 * v0/0.6el + t19 * v0/0.2el);
t38=t25 * t25;

t39=t38 * Omega;

v[1]=t1 * du[3]/0.60e2 + t5 * t6/0.120e3 + beta * t9 * v0/0.20e2
0.3e1/0.20e2 * beta * u0 * vO * t14 + t19 * t6/0.40e2 + (0.9¢1/0.8e1 *
t23 - 0.3e1/0.4el * t35) * t39/0.120e3 + 0.81€2/0.40e2 * ( - t23/0.24e2 +
t35/0.4el) * £39;

t2=pow(ul - u0_0,0.2el);

td=pow(v0 - vO_0,0.2¢1);

t6=pow(Omega - Omega_0,0.2e1);

t7=r *r;

v[2]= - t2 - t4 - t6 + t7;

tb=omegal * omegal);

t6=duuO[1];

t9—=v0 * v0;

t16=u0 * u0;

t17=beta * t16;

t20=0Omega * Omega;

£26=0.1e1 /t20 * (£5/0.2¢1 + 0.3e1/0.2e1 * t17)/0.4eL;

£28=120 * t20;

h[0]|0]= - zeta * omegaO * duu0|2]/0.12e2 - t5 * t6,/0.24e2 - beta * t9/0.4el -
beta * u0 * du[1]/0.4el - t17 * t6/0.8¢1 - (0.9e1/0.8el - t26) * t28/0.24e2 -
0.27¢2/0.8el * ( - 0.1el/0.8el + £26) * t28;

t5=omegal * omegal;

t6=duv0[1];

t12=u0 * u0;

t16—=0Omega * Omega;

h[0][1]= - zeta * omegaO * duv0[2]/0.12¢2 - t5 * t6/0.24¢2 - beta * u0 *
v0/0.2el - beta * t12 * t6/0.8el - 0.5e1/0.6el * t16 * zeta * omega0;
t3=zeta * omegal;

t7=omegal * omegal;

t8=duomegal1];

t11=u0 * u0;

t22= - F'/0.2el + t3 * vO + t7 * u0/0.2el + beta * t11 * u0,/0.2el;
t26=0Omega * Omega;

£20=0.1e1 /t26 * £22/0.4el;

t31=t26 * Omega;

h[0][2]= - F * Omega/0.12¢2 - t3 * duomega|2]/0.12e2 - t7 * t8/0.24¢2 - beta
*£11 * t8/0.8el + 0.5e1/0.3el * Omega * t22 - (0.9e1/0.8el * u0 - t29) *
£31/0.6e1 - 0.27¢2/0.2e1 * (- u0/0.8el + t29) * t31;
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tl1=zeta * omegal0;

t5=omegal * omegal;

t6=duu0|2];

t13=beta * u0;

t14=duul[1];

t21=u0 * u0;

t25=0mega * Omega;

h[1][0]= - t1 * duu0[3]/0.60e2 - t5 * t6/0.120e3 - 0.3¢1/0.20¢2 * beta * v0
* dufl] - 0.3e1/0.20e2 * t13 * v0 * t14 - t13 * du[2]/0.20e2 - beta * t21 *
£6,/0.4002 - £25 * (t1 * t14/0.3el + t13 * v0)/0.2e1;

tl=zeta * omegal;

t5=omegal * omegal;

t6=duv0[2];

t9=v0 * v0;

t12=beta * u0;

t16=duvO[1];

t20=u0 * u0;

t21=beta * £20;

t24=0.1e1/Omega;

t26=0Omega * Omega;

£34—0.1e1 /£26/Omega * (t1 * £16/0.3e1 + t5/0.6el + t21,/0.2¢1):

£37=126 * £26:

t38=t37 * Omega;

h[1][1]= - t1 * duv0|3]/0.60e2 - t5 * £6/0.120e3 - 0.3e1/0.20e2 * beta * 9 -
0.3e1/0.20e2 * t12 * du|l] - 0.3e1/0.20e2 * t12 * v0 * t16 - t21 * t6/0.40e2
~ (0.9e1/0.8el * £24 - 0.3e1/0.4el * t34) * 38,/0.120e3 - 0.81e2/0.40e2 * ( -
£24/0.24€2 + t34/0.4el) * 38,

t1=zeta * omegal0;

th=omegal * omega0;

t6=duomegal2];

t10=duomegall];

t14=u0 * u0;

t15=beta * t14;

t18=0Omega * Omega;

t20=0.1e1/t18 * v0;

£22—t18 * t18:

£31—t1 * duf1]/0.3el + t5 * v0/0.6el + t15 * v0/0.2¢1;

£32=0.1e1 /t22 * t31;

t35=0.1e1/t18 /Omega;

t38=135 * zeta * omegal * t10;

t41=0Omega * t22;

t45=0.1el/Omega * v0;

t47—t35 * t31;

h[1][2]= - t1 * duomegal3]/0.60e2 - t5 * t6/0.120e3 - 0.3e1/0.20e2 * beta
*ud * v0 * t10 - t15 * t6/0.40e2 - ( - 0.9e1/0.8e1 * t20 + 0.9e1/0.4el *
£32 - t38/0.4el) * t41/0.120e3 - (0.9e1/0.8e1 * t45 - 0.3e1/0.4el * t47) *
£22/0.24€2 - 0.81e2/0.40e2 * (£20/0.24e2 - 0.3e1/0.4el * £32 + t38/0.12e2) *
t41 - 0.81e2/0.8el * ( - £45/0.24e2 + t47/0.4el) * 22;
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h[2][0]=0.2¢e1 * u0 - (double)(2 * u0_0);
h[2][1]=2 * v0 - 2 * vO_0;

h|[2]|2]=0.2e1 * Omega - (double)(2 * Omega_0);
}
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