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Resumo

A teoria do risco tradicional assume os riscos individuais de uma carteira de seguro
como sendo independentes. Ela também determina a funcao distribuicao dos sinistros
agregados através de recursoes de Panjer e de De Pril, convolug¢ao ou aproximagao por
momentos. Porém, uma tendéncia moderna em atuaria é modelar conjuntamente os
riscos atuarial e financeiro, gerando assim, somas de variaveis aleatorias dependentes.

Neste trabalho, apresenta-se dois métodos para se fazer inferéncia com somas de
variaveis aleatérias dependentes. O primeiro consiste em determinar limites inferior e
superior para a distribuicao desta soma e o segundo baseia-se na estatistica Bayesiana.
Utiliza-se a provisao total de IBNR, para ilustrar os métodos.

Palavras-chave: Limites inferior e superior, IBNR, comonotonicidade, prémio de

stop-loss.
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Abstract

The theory of the traditional risk assumes: The individual risks of an insurance port-
folio are independent and determines the distribution function of the aggregate claims
through Panjer recursion, De Pril recursion, convolution or moment based approxima-
tions. A modern tendency in actuarial science is modeling the actuarial jointly and
financial risks, generating like this, sums of dependent random variables.

This paper, presents two methods of inference with sums of dependent random vari-
ables. The first consists on determining lower bound and upper bound for the distribution
of this sum and the second is based on the Bayesiana statistics. The total provision of
IBNR is used, to illustrate the methods.

Keywords: Lower bound and upper bound, IBNR, comonotonicity, stop-loss pre-

mium.
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Capitulo 1

Introducao

Na teoria do risco tradicional, os riscos individuais de uma carteira de seguro sao
geralmente supostos independentes. A determinagao da fungao distribuigao dos sinistros
agregados ocorre através das técnicas: Recursao de Panjer e de De Pril, convolucao ou
aproximagcao por momentos. Os seguros sao baseados no fato de que com o aumento
do numero de risco segurado, os quais sao assumidos independentes e identicamente
distribuidos, o risco médio torna-se cada vez mais previsivel por causa da Lei dos Grandes
Numeros. Isto pode ser explicado pelo fato de que o valor pago em uma apodlice pode
ser compensado por outras apdlices. Outra lei da estatistica em que se baseia esta teoria
¢ o teorema central do limite, que assumindo independéncia, os sinistros agregados da
carteira sao, aproximadamente, normais distribuidos, contanto, que os niimeros de riscos
segurados sejam bem grandes. Para um estudo mais ambrangente consultar (Bowers,
Gerber, Hickman, Jones, & Nesbitt, 1997) e (Ferreira, 2002).

Segundo (Dhaene, Denuit, Goovaerst, Kaas, & Vyncke, 2002) uma tendéncia em
atuaria é de analisar conjuntamente os riscos atuariais e financeiros. Ao combina-los
nao se pode assumir independéncia entre os riscos individuais de uma carteira de seguro.
A seguir serao ilustradas algumas situacoes onde os riscos individuais nao podem ser
considerados independentes.

(a) Uma anuidade de vida (a,) de um individuo de idade(x) paga uma quantia de 1
u.m.(unidade monetaria), no fim de cada ano, caso o segurado esteja vivo naquele ano.

Considere T uma variavel aleatéria nao-negativa, continua, representando o tempo de



vida remanescente do individuo de idade (x). A fungao distribuicdo de 7' é denotada
por Fr(t) = ¢, (t > 0). A tultima idade da tdbua biométrica ¢ denotada por w, isto
significa que w — x é o tempo de vida remanescente do individuo, para o qual ,,_,q, = 1,
ou equivalente, Fir'(1) = w — 2. Assuma que o fator de desconto deterministico tem
taxa de juros r. O valor presente dos futuros pagamentos de uma apdlice, denotado
por S, é igual a soma dos valores presentes dos pagamentos nos respectivos anos: S =

t[il_ﬂ_l Vi, onde [.] significa o menor valor inteiro. E as varidveis aleatérias V; sao
dadas por V; = v'I(T > t) com v = (1 4+ )" e I(.) denotando a fungao indicadora, i.e.,
I(c) =1 se a condigao ¢ é verdadeira ¢ I(c) = 0, caso contrario. Os V; sdo fungdes nao
decrescentes do tempo remanescente de vida 7', significando que o vetor V possui uma
forte dependéncia positiva. Neste exemplo, temos o seguinte produto {v*I(T > t)}, onde
v* representa o fator de desconto e I(T > t) representa a quantia paga.

No caso do fator de desconto ser estocastico, isto é, substituindo o fator de desconto
deterministico v' pela varidvel aleatéria Y;, a soma S = t[il_x]_l Vi é uma soma de
variaveis aleatérias com dependéncia positiva, onde a dependéncia é também causada
pela dependéncia entre os Y;. Considere os instantes Y; e Y, ;, com j pequeno. O desconto
no perfodo [0, 4 j] é igual ao desconto no periodo [0,¢] U[t, t+ j|. Conseqiientemente, em
qualquer modelo real, estes fatores de descontos Y; e Y;; possuem dependéncia positiva.
Intuitivamente, na presenca de dependéncia positiva, valores grandes de um termo em
uma soma de varidveis aleatérias tendem a obter valores grandes nos outros termos, ou
seja, se a quantia no periodo [0, ¢] for grande, a quantia no periodo [0,¢ + j] serd grande
também.

(b) Considere agora o caso onde X; representa a perda ou ganho de diferentes ap6lices
em uma carteira de seguro e que todos t; sejam idénticos e iguais a t. A varidvel aleatéria
S =31, X,Y, pode ser interpretada como as perdas ou ganhos da carteira em um certo
periodo de tempo, por exemplo um ano.

Se o fator de desconto Y; é estocastico entao S é uma soma de variaveis aleatérias
com dependeéncia positiva, onde cada variavel aleatoria individual X;Y; contém o mesmo
fator desconto Y;.

Agora, se o fator de desconto Y; é assumido deterministico entao, freqlientemente, a



suposta independéncia nao estara longe da realidade e pode ser usada para determinacao
da distribuicao de S. Em certas situagoes, porém, os riscos individuais X; nao serao
mutuamente independentes, i.e., quando eles estao sujeitos ao mesmo mecanismo gerador
ou sao influénciados pelos ambientes fisico ou economico.

Veja algumas situagoes onde os riscos individuais nao podem ser considerados inde-
pendentes: Um terremoto, no qual os riscos estao localizados na mesma area geografica,
observa-se que os riscos individuais sao altamente correlacionados. Em um dia de tempo-
ral, todos os carros de uma mesma regiao tém alta probabilidade de se envolver em um
acidente. Durante o verao quente e seco, todas as casas de madeira estao mais expostas
ao fogo.

(c) Para uma abordagem teérica admita uma carteira de seguro constituida de n
riscos. Os pagamentos feitos pela seguradora é descrito pelo vetor aleatério (X, Xo, ..., X,),
onde X sao as perdas ou ganhos da apdlice i durante o periodo segurado. Assuma que to-
dos os pagamentos sao realizados no final do perfodo segurado [0,1]. Em um cenério finan-
ceiro deterministico, o valor presente no tempo 0 das quantias agregadas X+ Xo+...+.X,,
que serd pago pela seguradora no tempo 1 é determinado por S = (X7 + Xy + ... + X,,)v,
onde v = (1+7)"! é o fator de desconto deterministico e r ¢ a taxa de juro. Esta deverd
ser escolhida de forma conservadora (i.e., suficientemente pequena), se a seguradora nao
quiser subestimar as futuras obrigacoes. Para demonstrar o efeito de introduzir um juro
aleatorio nos negdcios de seguro, veja o seguinte caso especial.

Assuma que todas as quantias X; s@o nao-negativas, independentes e identicamente
distribuidas, (X 2 X;, onde o simbolo 2 ¢ usado para igualdade de distribui¢ao). O
pagamento médio (%) tem esperanca e variancia dadas por:

E [S} =vE[X]; Var [5} = UjVar[X].

n n n

A estabilidade necessaria para ambos, segurados e segurador, ¢ mantida pela Lei dos
Grandes Numeros, contanto que n seja realmente “grande’e que os riscos sejam bem
comportados. Esta estabilidade nao é mantida, por exemplo, para riscos de catastrofes,
para o qual a variancia pode ser muito grande ou até mesmo infinita.

Verifique agora, a conseqiiéncia de introduzir um fator de desconto estocéstico. Tro-



cando o fator de desconto fixo v por uma varidavel aleatoria Y, o valor presente das
quantias agregadas se torna S = (X7 + Xo + ... + X,)Y.
Se considerar que o fator de desconto ¢ independente dos pagamentos, conclui-se que

(1 (S ) variAnci :
o pagamento médio i ossul esperanca e variancia dadas por

E m ~ E[X]E[Y]; Var m — Va;mE[YQ] + (E[X])*Var[Y]

Com E[X] e Var[Y] sendo positiva, a Lei dos Grandes Nimeros nao elimina to-
dos os riscos envolvidos. Isto porque, para n — 00, Var[%} converge para o segundo
termo. Entao, para avaliar o risco total, sao necessarias as distribuicoes do risco segu-
rado e do risco financeiro. Logo, riscos agregados e carteiras grandes nao sao ferramentas
suficientes para eliminar ou reduzir o risco médio. Esta observacao implica que ao intro-
duzir o aspecto financeiro estocastico em modelos atuariais, imediatamente, verifica-se
a necessidade da determinagao da funcao distribuicao da soma das variaveis aleatérias
dependentes “S”.

O grande problema estd em determinar a fungao distribui¢ao destas somas, onde se
conhece as distribui¢oes marginais, mas a distribuicao conjunta nao é especificada ou é
muito trabalhosa. O desconhecimento ou a natureza complexa da dependéncia entre as
variaveis aleatérias é a razao do porque é impossivel determinar a funcao distribuicao
exata de S.

A literatura atuarial recente tem se preocupado em determinar limites superiores e
inferiores para somas desse tipo. Esses limites sao baseados em sequiéncias de ordem con-
vexa, as quais estao relacionadas a nocao de ordem de stop-loss, conceito familiar no meio
atuarial. Estas ordens estocasticas, dadas pelos limites inferior e superior, expressam o
quanto uma variavel aleatéria é menos atraente que a outra.

Com o objetivo de demonstrar como sao determinados esses limites para a soma
de variaveis aleatorias dependentes e como a estatistica Bayesiana resolve este tipo
de problema organizou-se esta dissertacao da seguinte forma. No segundo capitulo
serdo tratadas as varidveis aleatérias com dependéncia positiva perfeita (comonotonici-
dade), desde de sua construgao baseada em cépulas e limites de Fréchet, passando pelas

definicoes e caracterizacoes de conjuntos e vetores comonotonicos até chegar na soma



de varidveis aleatérias comonotonicas (ou soma de varidveis aleatérias com dependéncia
positiva perfeita). No terceiro capitulo, sdo discutidos os limites para soma de varidveis
aleatdrias com dependéncia positiva, iniciando pelas ordens estocdsticas (convexa e de
stop-loss) e evoluindo até os limites utilizados na atudria (inferior, superior e superior
melhorado). Os capitulos quatro e cinco serao ilustrados com aplicagoes de taxa de juro
e de sinistros ocorridos, mas ainda nao avisados (IBNR). Na aplica¢do do IBNR ¢ verifi-
cado que utilizando a estatistica Bayesiana pode-se resolver facilmente esse problema. E

no ultimo capitulo, é feita a conclusao do trabalho e as consideracoes finais pertinentes.



Capitulo 2

Comonotonicidade

Em varios problemas de atudria e financas, existe grande dificuldade em determi-
nar a funcao distribuicao de S, onde S é a soma de variaveis aleatérias dependentes
com distribuicoes marginais dadas. Utilizando os conceitos de copulas pode-se determi-
nar a funcao distribuicdo conjunta baseando-se nas marginais. A cépula denominada
por limite superior de Fréchet tem um destaque especial neste capitulo, uma vez que,
através desta, pode-se determinar variaveis aleatorias com dependéncia positiva perfeita
(comonotonicas).

Neste capitulo serao abordadas as principais defini¢oes e os resultados mais impor-
tantes a respeito de comonotonicidade. Na primeira se¢ao, defini-se cépulas e limites de
Fréchet. Na secao seguinte, apresenta-se os conceitos de conjunto e vetor comonotonico,
bem como suas principais caracteristicas. Na tultima secao, serd abordada as somas de

varidveis aleatdrias comonotonicas.

2.1 Copulas e Limites de Fréchet

Nesta secao relacionar-se-a os conceitos de copulas e limites de Fréchets com comono-

tonicidade, exemplificando-os.



2.1.1 Copulas

A dependéncia entre varidveis aleatorias de valores reais Xi, Xo, ..., X,, é completa-

mente descrita por sua funcao de distribuicao conjunta,

F(Il,l’g, ,xn) = P[Xl S LEl,XQ S Ta, ,Xn S .an]

Em muitos casos ocorre que nao se consegue facilmente determinar esta funcao de
distribuicao conjunta. O conceito de cépulas nos permite obter a funcao distribuicao
conjunta baseada nas fungoes de distribui¢oes marginais.

Suponha que se transforme o vetor aleatério (X, Xo, ..., X,,) componente a compo-
nente de tal forma, que se passe a ter componentes com distribui¢oes marginais uniformes-
padrdo, isto é, “Unif(0,1)”. Se Xi, Xy,..., X, tém distribui¢bes marginais continuas
Fi(z1), Fa(xg), ..., Fy(z,), entdo essa transformagao pode ser obtida usando-se a trans-

formada integral de probabilidade.

Proposigao 2.1.1 Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicao F' e denote por F~(a) =
inf{z|F(z) > a}, a € (0,1) a sua inversa.
Se ' é continua entdo a varidvel aleatoria F(X) € distribuida uniformemente, ou

seja, F(X) ~ Unif(0,1).

A funcédo de distribui¢do conjunta C' de (Fi(X3), Fo(X2), ..., Fi.(X,)) é chamada de

copula do vetor aleatério (X1, Xo, ..., X,,), ou a distribuigdo multivariada F'. Isto porque:
F(zy, 22, 20) = PIF1(Xq) < Fi(z), F2(X2) < Fo(xa), .., Fiu(Xy) < Fy(x,)] =

= C(Fl(l’l), Fg(l‘g), ceey Fn(l’n))

Logo, as copulas podem ser vistas de duas maneiras. Sob um ponto de vista, copulas
sao fungoes que conectam funcgoes distribuicoes conjuntas a suas funcoes de distribuicoes
marginais. Alternativamente, cépulas sao fungoes distribuicoes multivariadas, cujas
marginais unidimensionais sao distribui¢oes uniformes no intervalo (0,1).

Formalmente, a definicao de cépulas é dada por:



Definicao 2.1.1 Uma copula de dimensdo n € uma funcao distribuicao de um wvetor
aleatdrio em R™ com marginais uniformes (0,1). Ou seja, uma fun¢ao copula C' € qual-

quer fungao C : [0,1]" — [0, 1] que satisfaca as sequintes propriedades:
1. C(zy,...,x,) € crescente em cada componente;
2. C(1,.., Lz, 1, 1) =x;, Vi=1,...n e x; € (0,1);

3. Para todo (ay, ...,a,), (b1, ...,b,) em [0,1]" com a; < b; tem-se que:
2 2 ‘ A
S () C (@ e T, ) >0, (2.1)
i1=1 in=1

onde xj; = a; e xjo =b; para todo j € {1,...,n}.

Note que definir uma cépula como funcao de distribuicao cujas marginais sao uni-
formes no intervalo [0,1] é equivalente a definir cépula a partir das trés propriedades
acima. Veja que a propriedade 1 é conseqiiéncia do fato de estar lidando com uma
funcao de distribuicao que é estritamente crescente; a propriedade 2 decorre do fato que
as marginais sao uniformes-padrao; a propriedade 3 pelo fato da cépula ser uma funcao
de distribuicao, é verdadeira, uma vez que a soma (2.1) pode ser interpretada como
Play < X1 <by,..,a, < X, < byl

Para uma melhor interpretacdo, veja a defini¢do para o caso bivariado. Seja I = [0, 1]
e IZ = I xI. Uma cépula bidimensional ¢ uma funcio C' definida em I2? e assumindo

valores em I com as seguintes propriedades:

1. Para todo z1,29 €1
C([L’l, O) =0= 0(0,1‘2)

C(J)l,l) = T, C(]_,IQ) = X9
2. Para cada x1,x9,y1,y2 em I tais que 1 < y1 e x5 < yo,

C(x2,12) — C(x2,51) — C(21,92) + Cw1,91) > 0

Segundo (Anjos, Ferreira, Kolev, & Mendes, 2004) o teorema de Sklar é o resultado

mais importante na teoria de copulas, abrangendo a existéncia e unicidade da funcao C.
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Teorema 1 Seja F' uma funcao de distribuicao conjunta com marginais Fi, ..., F,. Entao

existe uma copula n-dimensional C' tal que
F(zy,...,x,) = C(Fi(x1), ..., Fy(zy)) (2.2)

Se Fi, ..., F,, sdao todas continuas entao C € unica, caso contrario C é unicamente deter-

minada no conjunto Im(Fx,) X ... x Im(FYx, ), onde I'm representa a imagem.
Reciprocamente, se C' € uma copula n-dimensional e FY, ..., F, sao funcoes de dis-

tribui¢ao, entdo a func¢ao F definida por (2.2) € uma funcao de distribui¢ao conjunta

n-dimensional.

Uma prova deste resultado pode ser vista em (Sklar, 1959). Da expressao (2.2) tem-se
que a copula C' é uma funcao que conecta a fungao distribuigao conjunta a suas marginais.
A parte reciproca do teorema 1 é importante para a modelagem de densidades multi-
variadas e implica que se pode acoplar distribui¢oes univariadas, de qualquer tipo, com
qualquer copula, definindo-se uma distribuicao multivariada valida. Para uma leitura
mais extensiva, veja (Sklar, 1959).
O seguinte corolario mostra que pode-se extrair uma cépula de qualquer distribuicao

multivariada e usé-la independentemente das distribui¢coes marginais originais.

Corolario 2.1.1 Sejam F, I, ..., F, como no teorema 1 e sejam Fy', ..., F ' inversas
de Fy,..., F, respectivamente. Entdo para qualquer u; € [0,1] existe uma copula n-

dimensional C' tal que

C(uy,...,un) = F(FT Y wy), ..., F, M (ug)). (2.3)

n

Exemplo 2.1 Se a distribuigao conjunta de (Xi, X3) é dada por
F(a1,22) = [L+ exp(—a1) + exp(—w2)] 7", r1, %2 € IR,

entdo as marginais sao dadas por Fi(z1) = (1 +e ) ! e Fy(zy) = (1 + e *2)"!. Suas
inversas sao dadas por F; '(u) = —In(u™" — 1) para u € (0,1) e F, '(v) = —In(v™" = 1)
para v € (0,1). De acordo com (2.3), a cépula C(u,v) associada com F(xq,xs) é

Olu,v) = F(F (), Fy () = o



Utilizando o teorema de Sklar, verifica-se que a cépula C' conecta as marginais Fi(xq)

e Fy(x3) a conjunta F(xq,z5).
F(x1,20) = C(Fi(21), Fa(22))

ou seja,

Q+e ™) H(1+e™)!
(I4+e ) T+ (14e @)t —(1+e ) (14e2)!

F(xy,20) =[1 +e " 4 e ]!

F(ifl,xz) =

Com isso, constata-se que dada a fungao distribuicao conjunta pode-se encontrar as
funcoes marginais e a cépula associada a ela. Reciprocamente, caso tenha-se a copula e
as funcoes marginais pode-se encontrar a funcao distribuicao conjunta associada a esta

copula.

A copula de qualquer F' captura diversos tipos de dependéncia entre as variaveis,
mesmo quando elas tenham sido objeto de transformacoes mondtonas. Esta propriedade
de invariancia garante, por exemplo, que retornos financeiros e seus logaritimos tenham a
mesma copula. Esta caracteristica de invariancia a transformagoes crescentes e continuas
nas marginais pode ser expressa da seguinte forma: Se (X7, ..., X,,) possui cépula C e
Ty, ..., T, sao fungdes continuas crescentes entao (71(X1), ..., T,,(X,,)) também tem cépula
C.

Este resultado pode ser muito ttil em algumas situagoes nas quais seja mais con-
veniente trabalhar com transformagoes crescentes das varidveis observadas e quando se
deseja investigar a estrutura de dependéncia de (Xj, ..., X,,).

Algumas cépulas sao de grande importancia tedrica e pratica, destaca-se na préxima

subsecao as de Fréchet (dependéncia perfeita).

2.1.2 Limites de Fréchet

Utiliza-se os limites de Fréchet para determinar o limite inferior e superior da dis-

tribuicao conjunta F'(x) do vetor aleatério (X7, ..., X,,).
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Defini¢ao 2.1.2 Dada uma distribuicdo conjunta F(x), onde suas marginais sio dadas
por Fx,, ..., Fx,, obtem-se os limites inferior e superior de Fréchet por:
W(x) = maz{0,>"  Fx,(z;) —n+1} e M(x) = min{Fx,(z1),..., Fx, ()}, respec-

tivamente.

O préximo teorema é denominado desigualdade de Fréchet-Hoeffding, ele associa os li-

mites de Fréchet vistos acima, com coépulas.

Teorema 2 Se C(u) € uma copula qualquer, entdo para todo u € [0, 1],
C™ (u) < C(u) < C*(u). (2.4)

onde C~(u) = max{>} ;u; —n+ 1,0} € o limite inferior da cdpula C(w) e CT(u) =

min{uy, ..., un} € o limite superior da cépula C(u).

Alguns autores como (Nelsen, 1998) e (Anjos et al., 2004) sugerem para uma leitura
mais abrangente sobre limites de Fréchet associados a cépulas, inclusive a prova do teo-
rema de Fréchet-Hoeffding, consultar (Mikusinsky, Sherwood, & Taylor, 1992).

As cépulas O~ (uy,uz) = maz{u; +us — 1,0} e CT(uy,uz) = min{uy,us} sdo co-
nhecidas como cépulas de Fréchet, e correspondem ao caso bivariado dos limites de
Fréchet-Hoeftding, sendo portanto relacionadas com algum tipo de dependéncia perfeita,
conforme explicado a seguir.

Seja U ~ Unif(0,1). A cépula C~(u1,u2) = P[U < uy, 1 — U < uy] é a distribuicao
do vetor aleatério (U, (1 — U)) que pde toda a massa de probabilidade na diagonal li-
gando (0,1) e (1,0) e corresponde a uma dependéncia negativa perfeita. Por outro lado,
Ct(uy,uz) = P[U < up,U < ug] é a distribuigao do vetor aleatério (U, U) que poe toda
a massa na diagonal ligando (0,0) e (1,1), e corresponde a uma dependéncia positiva
perfeita.

Os graficos 2.1 e 2.2 possibilitam duas maneiras diferentes de ter uma melhor intuicao
sobre as cépulas CT e C~. Pode-se perceber que toda a densidade de probabilidade esta
concentrada sobre um segmento de reta. Este fato é coerente com a idéia de dependéncia
perfeita entre as varidveis marginais da distribuicao bivariada, ou seja, neste caso ha uma

relacao deterministicas entre as marginais.
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(a) Cépula C~ (u,us) (b) Cépula CF(uq,us)

Figura 2.1: Grafico de dispersao de dados simulados das cépulas de Fréchet.

- 3

Figura 2.2: Linha dos quantis das cépulas de Fréchet C* (esquerda) e C'~ (direita).

Assim, se duas varidveis aleatérias possuem cépulas Ct(ou C7), entao cada uma é
quase certamente uma funcao crescente (ou decrescente) da outra. Este é o conceito de

varidveis comonotonicas e contramonotonicas.

Definigao 2.1.3 Se (X, ..., X,,) € um vetor aleatorio com distribui¢io continua e tem
copula CF, entao Xy, ..., X,, sao denominadas comonotonicas; se (Xi, ..., X,,) € um vetor
aleatorio com distribuicao continua e tem copula C~, entdo X1, ..., X, sao denominadas

contramonotonicas.

Na proxima subsecao exemplifica-se os conceitos e definigoes vistos acima.
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2.1.3 Exemplo de Cépulas Bidimensionais

Considere o vetor aleatdrio bidimensional continuo (X7, Xs) com distribuigao conjunta
F(z1,29). Suas fungbes marginais sao dadas por F(zi,00) = Fi(z1) e F(oo,23) =
F5(x5). Como definido na subsegao 2.1.1, cépula é uma funcao “C” que conecta a fungao
distribui¢ao conjunta a suas marginais, aqui F'(z1,x9) = C(Fi(z1), Fa(x2)). Este conceito

esta ilustrado por trés casos especiais.
o C(uy,uz) = min{uy, us};
o C(uy,us) = uyvy; O<u; <1, O<uy <1
o C (uy,us) = max{0,u; + us — 1}.

Como foi visto C*(uy,uy) é o limite superior de Fréchet-Hoeffding e C~ (u1,us) é
o limite inferior de Fréchet-Hoeffding. A outra fungao cépula C*(uy,us) simplesmente
representa o caso que X; e X, sao independentes. Considerando o caso especial onde
as marginais Fi(x1) = x1 e Fy(z2) = x2 tém distribui¢oes uniformes (0, 1), determina-se
que a coépula C(uq,us) deve ser uma fungao de distribuigdo conjunta bidimensional, e
portanto, C(uy, 1) = u e C(1,u2) = us.

Assuma que (Uy,U;) é um vetor aleatério com distribui¢do conjunta gerada por al-
guma fungao coépula C(u,uy) e que suas marginais sdo ambas uniformes (0,1). Como
verificado na subsegao anterior, se C' = C, obtém-se o vetor (Uy, Uy), logo Us = Uy; se
C = C~, obtém-se o vetor (Uy, (1 —Uy)), logo Uy =1 — Uy; e se C = C*, simplesmente,
U, e U, sao independentes.

Mistura de cépulas sao também uma cépula, abaixo serd demonstrado como escolher
uma combinagao convexa das trés cpulas usadas acima, que gere um vetor aleatorio com
distribui¢oes marginais uniformes e uma correlacao entre -1 e +1.

Para py, p2, ps > 0 com p; + py + p3 = 1, tem-se que
C(uy, ug) = pr1COT (uy, up) + poC(ug, ug) + p3sC~ (uy, us),

Com isso, o vetor aleatério (U, Us), pode ser representado por (Uy, LUy + LUL +

I3(1 —Uy)) onde I;,i = 1,2,3 sao varidveis aleatérias com distribui¢ao de Bernoulli (p;)
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el + 1+ I3 =1; Ui ~Unif(0,1), independentes de U;. Para determinar a correlagao
r(Uy, Us), note que

1 1 1
E[U\Us] = p1 E[UT] + po E[ULUT) + ps E[Ui (1 — Uy)] = gpl + e + 6p37

logo,
E[U\Us] — E[UL]E[Us]

VVar(UyVar|Us)]

’I“(Ul,UQ) = =P1—DP3

Se r(Uy,Us) = 1 = p; = 1, logo quando se tem a correlagao igual a 1, existe uma
dependéncia positiva perfeita (U; e Us sdo comonotonicas), e se (U, Uy) = —1 = p3 = 1,
logo quando se tem a correlacao igual a -1, existe uma dependéncia negativa perfeita (U; e
U, s@o contramonotonicas), e (U, Uy) = 0 = p; = p3. A independéncia ocorre somente
se p1 = p3 = 0.

Os conceitos vistos nesta secao foram tteis para demonstrar como construir a fungao
distribuicao conjunta baseada nas marginais, além disso, para verificar que variaveis
aleatorias com dependéncia positiva perfeita tem sua distribuicao conjunta coincidindo

com o limite superior de Fréchet. Estas sao chamadas de variaveis aleatérias comonotonicas.

2.2 Conjuntos e vetores comonotonicos

Nesta secao serao discutidos os conjuntos e vetores comonotonicos, bem como as suas

principais caracteristicas.

2.2.1 Conjuntos Comonotonicos

Pela definicao 2.1.3, um vetor aleatério com distribuicao continua e com cépula CT,
tém variaveis aleatérias comonotonicas.

Verifica-se que a funcao de distribui¢ao conjunta F' para um par (z1,z5) de varidveis
aleatérias coincide com o limite superior de Fréchet-Hoeffding (i.e. coincide com a cépula
C™) se e somente se o suporte de F' (possiveis valores de F') for nao decrescente. Para

provar essa afirmacao, necessita-se de dois lemas.
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Lema 2.1 A ¢ um subconjunto de IR®. Entdo A € ndo decrescente se e somente se para

cada (x1,72) em R?, ocorrer:

Para todo (ui,us) em A, up <x1 = uy < x9; ou (2.5)
Para todo (uj,us) em A, us < 9= uy < 7. (2.6)
Lema 2.2 Se X; e X, sao varidveis aleatorias com distribuicao conjunta F. Entdo F

coincide com limite de Fréchet-Hoeffding se e somente se para todos (xy,z5) em IR?,

ocorrer:

P[Xl >$1,X2 SIQ] =0 ou P[Xl §x17X2 >LU2] =0

Prova. Sendo F) e F; as marginais de F', entao

Fi(r1) = P[X; < 24

PIX: <21, Xy < a) + P[Xy < a1, Xo > 19
F(x1,29) + P[X) < 21, Xo > Xo]
P[X; <21, Xy < x9) + P[Xy > 21, Xo < 19
F(x1,22) + P[X1 > 21, X5 < 9]

FQ(Z’Q) = P[XQ S 272]

Aqui F(zq,29) = CT(x1,22) se e somente se min(P[X; < z1,Xy > x], P[X; >
21, Xy < 29]) =0

Se A denota o suporte de F, e se (x1,73) é um par em IR?, entdo (2.5) ocorrerd se
e somente se {(u,ug)lu; < 1 € ug > x2S =0, onde S é um subconjunto contido
m (0, 1); ou equivalente, se e somente se P[X; < 1, Xy > 5] = 0. Similarmente, (2.6)
ocorrera se e somente se {(ui,us)lu; > 1 e uy < w3} NS = 0, ou equivalente, se e
somente se P[X] > 21, Xs <x5] =0. =

Estendendo o caso particular (bidimensional) para n > 2, tem-se que: Um n-vetor
(x1, g, ..., T,,) serd denotado por x, para dois n-vetores x e y, a nota¢ao x < y serd usada
para ordenar as componentes, x; < y; parat = 1,2,...,n

O conjunto A C IR" é comonotonico se para todos x e y em A, ocorra que x <y
ouy < x. Logo, um conjunto A C IR" é comonotonico se para todos x e y em A, a
inequacao z; < y; para todo i, implique que x < y. Note que qualquer subconjunto de

um conjunto comonotonico é também comonotonico.
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2.2.2 Vetor Aleatorio Comonotonico

Um vetor aleatério X = (Xj, Xy, ..., X,,) é comonotonico se ele tem um suporte
comonotonico. Assim, pode-se concluir que a comonotonicidade é uma estrutura de
dependéncia muito forte, pois se x e y sao elementos do suporte comonotonico de X, isto
é, X e y sao possiveis resultados de X, entao ele tem suas componentes ordenadas.

A comonotonicidade do vetor aleatério X = (X, X, ..., X,,) implica que quanto maior
o valor de um componente X;, maior o valor de qualquer outro componente X;, i # j, e
pode ser interpretado como extensao do conceito de correlagao perfeita.

Nos teoremas seguintes, apresenta-se algumas caracterizagoes de um vetor aleatério

comonotonico.

Teorema 3 Um vetor aleatorio X = (X1, Xo, ..., X,,) € comonoténico se e somente se

uma das sequintes condicoes equivalentes ocorrer:

1. X tem um suporte comonotonico;
2. Para todo x = (x1, %3, ..., x,) temos Fx(x) = min{Fx, (x1), Fx,(z2), ..., Fx, (x,)};
3. Para alguma varidvel aleatdria U ~Unif[0,1], temos:
X £ (Fl(U), F)(U), . Fx (1))
onde Fx'(p) = inf{r € R|Fx(z) > p},p € [0,1];

4. Existe uma varidvel aleatoria z e uma fun¢do nao decrescente f;, (i =1,2,...,n) tal

que:

XL (f1(2), fa(2), s ful2)).

Prova. (1) = (2): Assuma que B seja suporte comonotonico de X, onde x € R" e

A; seja definida por
A;j={yeBly; <z}, j=12,..,n.
Por causa da comonotonicidade de B, existe um ¢ tal que A; = (}_; A;. Portanto,

Fx(x)=Pr(X e ﬁ A))=Pr(X e A;) = Fx,(x;)

j=1
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= min{Fx, (1), Fx,(x2), ..., Fx, (z,)}.
A 1iltima igualdade segue por A; C A; tal que Fi,(z;) < Fx,(z;) ocorre para todo valor
de 7.
(2) = (3): Agora assuma que Fx(x) = min{Fx, (z1), Fx,(z2), ..., Fx, (x,)} para todo

x = (1,9, ...,x,). Entdo
PT[F)EI(U) S Ty, 7F§5(U) S xn} = PT[U S FX1(x1)> XD U S FXn(xn)]

= Pr{U < minj_, o{Fx; ()} = minj_,_ o{Fx;(z;)}

(3) = (4): Direto.
(4) = (1): Assuma que exista uma variavel aleatéria z com suporte B, e fungdo nao

decrescente f;,(i = 1,2,...,n), tal que

X L (fi(2), fo(2)s o ful2)).

O conjunto de possiveis resultados de X é {(f1(z), f2(2), ..., fu(2))|z € B} o qual é obvi-
amente comonotonico, o que implica que X é de fato comonotonico. m
Portanto, o vetor aleatério X é comonotonico se e somente se sua distribuicao conjunta

coincide com limite superior de Fréchet.

Teorema 4 Um vetor aleatorio X € comonotinico se e somente se os pares (X;, X;) sao

comonotonicos para todo i e j em (1,2,...,n).

Exemplo 2.2 Assuma X ~ Unif(discreta) {0,1,2,3} ¢ Y ~ Binomial (3, 3). E facil

verificar que

(0,0) para0<wu<g,

(0,1) pam% <u < %,

1,1) para 2 <u <42,

(Fx'(u), Fy ' (u) = (1) poras <=
(2,2) para% <u< g,

6 7

(3,2) para g <u < g,

(3,3) para i <u<1.
O suporte de (X¢ Y¢) é formado somente por estes seis pontos. A linha da figura que

liga (1,1) e (2,2) ndo ¢ paralela aos eixos. Isto acontece porque em u = %, ambos Fx (y)
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e Fy(y) tem segmentos horizontais. Estes dois pontos tem probabilidades 2 e os outros

1
pontos g.

4 -
34 "
2 N 3
-
1 " ............. -
0 +
-1 T
= 0 1 X 2 3 4

Figura 2.3: Suporte comonotonico de (X,Y). Os pontos representam probabilidades po-
sitivas. Pode-se verficar pela linha em pontilhado, que todos elementos do suporte, sao

nao decrescentes.

Teorema 5 Para todo vetor aleatorio (X1, X3) a sequinte inequagao ocorrerd, r(Xq, Xs) <

r(Fx!(U), Fx}(U)), com a desigualdade estrita caracterizando que (X1, X2) ndo é comonoténico.

As demonstragoes dos teoremas acima, podem ser obtidas em (Dhaene et al., 2002).
Nesta secao definiu-se e exemplificou-se conjuntos e vetores comonotonicos, a se¢ao

seguinte tratara das somas das varidveis aleatérias comonotonicas.

2.3 Soma de Variaveis Aleatorias Comonotonicas

Nesta se¢ao defini-se a soma de variaveis aleatérias comonotonicas e determina-se sua
funcao distribuicao. Ilustra-se no final com um exemplo.
Primeiramente, denota-se a inversa de uma func¢ao distribuicao nao decrescente e

continua por:

o Fx'(p) = inf{r € R|Fx(x) >p}, pel0,1];
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M) PR R = P

Fx't)d F

=

Figura 2.4: Grafico da definicio de Fiy', Fx'" e F)}l(a).

o Fx'*(p) = sup{z € R|Fx(z) <p}, pel0,1];

o Ep) = aF'(p) + (1- )F (), pe(0.1] acol)
A figura 2.4 ajuda a esclarecer melhor a notacao utilizada para funcao distribuicao
inversa.

No teorema seguinte veja a relagao entre as fungoes distribuicoes inversas das variaveis

aleatérias X e g(X), onde g é uma fungao monétona.

Teorema 6 Seja X e g(X) varidveis aleatorias e 0 < p < 1.
e Se g € nao decrescente e continua a esquerda, entao Fg_(}()(p) = g(F'(p));
o Se g € nao decrescente e continua a direita, entao F’(%(p) = g(Fx'" (p));

g

e Se g € nao crescente e continua a esquerda, entao Fg’(%(p) = g(Fx'(1—p));

e Se g € nao crescente e continua a direita, entdo Fg_(;() (p) = g(F'™ (1 —p)).

Uma prova deste resultado pode ser vista em (Dhaene et al., 2002).

A notacao S¢ sera usada para a soma de variaveis aleatérias comonotonicas, logo,

S¢ = X¢+ X5+ ..+ XC.
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Uma estratégia muito utilizada em atuaria é aproximar a funcao distribuicao da soma
de variaveis aleatorias dependentes S = X+ Xo+...+ X, pela funcao distribuicao da soma
de varidveis aleatérias comonotonicas S¢ = X7+ XS5+ ...+ X;. Ao utilizar esta estratégia
diminui-se a complexibilidade do problema, uma vez que a funcao de distribuicao de S°¢
é facilmente determinada, o que pode nao ocorrer com a funcao de distribuicao de S.

Para determinar a funcao distribuicao de S¢, tem-se o seguinte teorema.
3 Y b

Teorema 7 A funcao distribuicdo inversa da soma de varidveis aleatorias comonotonicas,
com fungoes de distribuicoes marginais estritamente crescentes Fx,, Fx,, ..., Fx, € dada
por:
n
—1 -1
Fg'(p) =D Fx (p), 0<p<l
i=1
Prova. Considere o vetor aleatério (X1, Xo, ..., X,,) e as componentes comonotonicas
dele (X¢, XS, ..., X¢). Foi visto no teorema 3 que se X é comonotonico, entdo para alguma

varigvel aleatéria U ~ Unif(0,1), X £ (F (U), ..., Fx}(U)). Logo, S¢ = X¢ + X§ +
o+ X 2 g(U), com a funcao g definida por

g(u) = Fx'(w), 0<u<l.
i=1
Onde ¢ é nao decrescente e continua a esquerda. Aplicando o teorema 6, tem-se que
Fl(p)=F"} = g(F7 (p) = ., 0<p<l.
se (p) = F7)(p) = 9(F'yy (p) = 9(p) p

Portanto, a funcao distribuicao inversa de S¢ pode ser escrita por

Fgl(p) =Y Fx!(p), 0<p<L.

Note que se as fungoes de distribui¢oes marginais sao estritamente crescentes e continuas

entao a funcao de distribuigao de S¢ sera tinica e determinada por:
n

Fo (Fe(z)) =2 = Y Fy'(Fs(z)) =z, F'H(0)<z<Fg'(1),

=1
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Exemplo 2.3 Considere um vetor X com funcgoes de distribui¢oes marginais exponen-
ciais X; ~ Exp(1/5;). Entao, tem-se que, F,(z) =1 — e_ﬁ%,ﬂi >0, x>0.

Para se obter a fungao distribuigao inversa da soma comonotonica 5S¢, necessita-se primeiro
determinar a funcao de distribuicao inversa de Xj: F)}il (p) = —Filn(1 —p),0 <p< 1.
Como visto no teorema 7 a funcao distribuicao inversa da soma comonotonica S¢ sera

determinada pela soma das fungoes distribuicoes inversas de X;, portanto,

n
—1
Fol(p) = = 8:)in(1 — p), 0<p<l.
i=1
Isto significa que a soma de variaveis aleatérias comonotonicas com funcgoes de dis-
tribuicoes marginais exponenciais é também distribuida exponencialmente com parametro
B = >, 0. Deacordo com as propriedades acima, pode-se confirmar esta observacao,
uma vez que, as fungoes distribuicoes marginais sao estritamente crescentes e continuas
tem-se que a funcao distribuigao de S¢ é tnica e determinada por:
n
—1
Fo'(Fe(z)) =2 = —(_B)In(l - Fs(z)) ==

i=1

—0In(l — Fge(x)) = x

In(1— Fse(x)) = —

—

1—Fse(z)=¢€7

FSC(.:C) - 1 _6%

A figura 2.5 apresenta no grafico superior a fungao distribuigao acumulada da soma
comonotonica, obtido supondo que X; ~ Emp(%), Vi=1,2,...,10. Logo, S¢ ~ Exp(%).
No grafico inferior tem a distribuicao acumulada de S sob a suposicao de independeéncia,
ie., S~ Ga(10, %)

De modo a facilitar a compreensao, apresenta-se a tabela 2.1 com alguns quantis das

funcgoes distribuigoes inversas acumuladas de S¢ e S.
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Figura 2.5: Fungoes distribui¢oes acumuladas de S¢ e S, respectivamente.

p | Fs'(p) | Fs'(p)
0.90 | 22.739 | 14.372
0.95 | 29.396 | 15.907
0.99 | 44.112 | 19.018

Tabela 2.1: Quantis de S¢ e S.
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Capitulo 3

Limites para Soma de Variaveis

Aleatoérias Dependentes

Como mencionado na introducao, a determinacao da distribui¢ao de S pode ser com-
plexa. Uma alternativa adotada na literatura atual de atuaria é determinar limites para
asoma S =y, X,.

Neste capitulo serao discutidos os limites para soma S = X1+ Xo+...+ X, das variaveis
aleatorias Xy, X, ..., X,, com distribuicoes marginais dadas. Primeiro sao apresentados
dois conceitos de ordenacao, denominados ordem stop-loss e ordem convexa. Em seguida
sera definido o limite superior (S¢), o limite superior melhorado (S*) e o limite inferior

(SY), bem como suas fungoes distribuicoes e os seus prémios de stop-loss.

3.1 Ordenacao de Variaveis Aleatorias

Nesta secao defini-se prémio de stop-loss, ordem de stop-loss e ordem convexa, de
forma a ordenar as variaveis aleatorias.
Considere de agora em diante que as variaveis aleatorias sempre terao médias finitas,

ou seja, a variavel aleatéria X é integravel.

Definicao 3.1.1 Seja X uma varidvel aleatoria qualquer e F' sua funcao de distribuicao.

A esperanca de X € definida por E[X| = [% xdF(z).
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Usando a técnica de integracio por partes determina-se E[X] = — [°_ Fx(z)dz +
J5(1 = Fx(a))da.

Para uma leitura mais detalhada, ver (James, 2002).

Como descrito antes, é comum na pratica trocar uma variavel aleatéria, por outra
“menos atraente”, que apresente uma estrutura simples, com funcao distribuicao de facil
determinacao. E claro que é preciso esclarecer o que significa uma variavel aleatéria
ser “menos atraente”. Para isto, primeiro se define prémio de stop-loss. O prémio de
stop-loss com retencao d de uma varidvel aleatéria X ¢ definido por E[(X — d)4], onde
(X —d); = max(X — d,0). Usando integragao por partes, obtem-se

0

El(X —d),] = /d (1— Fx(2))dz, —oo < d < oo,

logo, o prémio de stop-loss com retengao d pode ser considerado como o peso da cauda
superior da distribuicao de X. Definido o ponto d pode-se comparar duas variaveis
aleatorias pelo prémio de stop-loss. A variavel aleatoria que possui o prémio de stop-loss
maior, serd a menos atraente, pois € mais provavel que ocorra um valor em seu extremo

(a cauda da sua distribui¢ao abrange uma superficie maior).

2 |easd
=

Figura 3.1: Fungao do maz(x — d,0)

Pode-se ainda determinar o prémio de stop-loss para uma soma de variaveis aleatorias,
ao invés de uma tunica variavel aleatdéria. O teorema a seguir mostra o caso da soma de

variaveis aleatorias comonotonicas.

Teorema 8 O prémio de stop-loss da soma S¢ das componentes do wvetor aleatdrio
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comonotonico (X, XS, ..., XS) € dado por:
E[(S° = d)4] =Y El(Xi —di)4],  Fg'"(0) <d < Fg.'(1),
com d; dado por
d; = F " (Fse(d)) e d = idi, (i=1,2,..,n)
i=1
e onde (aq) € [0, 1] € determinado por
Fg ) (Fge(d)) = d

Uma prova desta ilustra¢ao pode ser vista em (Dhaene et al., 2002). Abaixo, apresenta-

se um exemplo com o intuito de facilitar a compreensao do prémio de stop-loss.

Exemplo 3.1 Suponha que o vetor aleatério (X1, X, ..., X,,) seja comonotonico e tenha
cada componente X; com distribuicao lognormal (In(X;) ~ N(u;,0?)), em (DeGroot,

1986) defini-se o prémio de stop-loss de X; por:

2

E[(Xz — dz)_,_] = €M+%(I)(di71) — diq)(di,2>7 dz >0 (31)

onde d;; e d; » sao determinados por

, 2 _ In(d,
di,l = Hi 1 0; n( Z), di,2 = di,l — Oy, (3-2)

g;

usando o teorema 8, pelo fato do vetor X ser comonotonico, obtém-se:

E[(S = d)4] = iE[(Xi —di)+] = i:emfcb(di,l) —d;®(d;ip), d>0.

i=1
3.1.1 Ordem de stop-loss

Nesta subsecao utiliza-se o conceito de prémio de stop-loss, para ordenar variaveis

aleatorias.

Definicao 3.1.2 Considere duas varidveis aleatorias X, e Xo, tem-se que X; € menor
ou igual a Xy em ordem de stop-loss, (X7 <y X3), se e somente se, X; tem prémio de

stop-loss menor que X, isto €, se
E[(Xi —d)4] < E[(X2 —d)4], deR.
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A ordem de stop-loss corresponde a uma funcao utilidade v convexa nao decrescente,
E[v(X;)] < E[v(X3)], com esperanga finita. Assim, a ordem de stop-loss é, frequente-
mente, chamada de “ordem convexa crescente”.

Recordando o problema original de trocar um pagamento aleatério X por um paga-
mento Y “menos atrativo”, para o qual a funcao distribuicao é facilmente obtida. Se
X <4 Y, tem-se entao, que E[X] < E[Y] e intuitivamente a melhor aproximagao surge

no caso onde E[X] = E[Y]. Isto conduz ao que se chama de ordem convexa.

3.1.2 Ordem Convexa

Definicao 3.1.3 Tem-se que X ¢ menor ou igual a'Y em ordem convexa, X <. Y, se

e somente se, suas médias forem iguais e (X <4 YY), ou seja,
EX|=FE]Y] e E[(X—-d)+]<E[Y —d)y], delR.

Isto implica que ordem convexa pode também ser caracterizada da seguinte maneira:

(Y

E d)y], —oo<d< 400
Bl(d - X),] < B[(d

X<aV & -
-Y):], —oo<d< +o0.

A prova de que X <. Y se e somente se F[v(X)] < F[v(Y)], para toda fungao
convexa v, com experanca finita pode ser vista em (Kaas, Goovaerts, Dhaene, & Denuit,
2001). Isto explica o porque do nome “ordem convexa’. Note que quando se caracterizou
a ordem de stop-loss, a fungao convexa v era nao decrescente, logo a ordem convexa
engloba a ordem de stop-loss.

Existe uma relacao entre a variancia de uma variavel aleatéria e o seu prémio de
stop-loss, como demonstrado abaixo:

o0

;Var[X] = / (E[(X —1)+] = (E[X] —1)4)dL. (33)

—00

Para provar esta relagao, basta verificar:
o BlX] o0
[ (BIX = 4] = (BIX] = ))dt = [ Bl = X)ylde+ [ BIX ~1),Jdt.

0 —o00 E[X]
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Desenvolvendo o 1¢ termo do lado direito da igualdade e trocando a ordem de inte-
gragao, determina-se
E[X] EIX] ft 1
/ E[(t—X)+]dt:/ / Fy(2)dadt = 5/ (x — E[X])dFx ().

Similarmente,

Logo,

oo

> @ BIX]PdFx ()4 | @=BIX)2aFx (@) - 7 e EIX)PdFx (@) = VarlX]

—0o0 —00

Supondo X <. Y e usando (3.3) obtem-se:
LY — 0]~ B~ 1]t = L vary] - var(x)) (3.4)

A interpretagao grafica das relagoes (3.3) e (3.4) é apresentada na figura 3.2.

Deste modo, se X <., Y, a integal da diferenca absoluta dos respectivos prémios de
stop-loss, sao iguais a metade da diferenca das variancias destas duas variaveis aleatorias.
A integragao acima é nao negativa, entdo se Var[X]| = Var[Y], necessariamente os
prémios de stop-loss serao iguais, isto implica que eles tem distribuicoes iguais. Logo, se

X <. Y, e X eY nao sao iguais em distribuigao, tem-se que Var[X] < Var[Y].

3.2 Limite Superior (59)

Nesta secao serd conceituado o limite superior (S¢), da soma S = X;+ Xo+...+X,,, de
variaveis aleatérias Xy, X, ..., X,, com distribui¢oes marginais dadas. A seguir prova-se

que S°¢ é limite superior de S.
Teorema 9 Para qualquer vetor aleatorio (X1, Xa, ..., X,,) tem-se que
Xi+Xo+ o+ X, <o X{+ X5+ ...+ X¢.
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EI(X-1)]

Yo Var[X]
E[(Y-0),]

Figura 3.2: Dois prémios de stop-loss E[(X —t)4] e E[(Y —t)4] onde X <. Y. Neste

grafico pode-se verificar a relagdo da equagao (3.3).

Prova. Como foi visto na subsegao 3.1.2, para que uma variavel aleatéria seja menor
que a outra em ordem convexa, elas precisam ter médias iguais e uma ter a ordem de

stop-loss menor que a outra. Logo, é necessario provar que
E[(Xi+.+X,—d): | <E[(X{+ ...+ X5 —d),]

ocorrerd para toda retencio d com d € (Fg't(0), Fgl' (1)).

Sabe-se que para todo (z1,...,2z,) € R" quando d; + ... + d,, = d € IR, ocorreréd que
(r1+ x4+ oo+ —d) 4

=(z1—di)+ (2 —do) + ... + (2, — dy)) ¢
< (21— di)s + (22 — o) + o+ (m0 — dn) 1)+
=(z1—d)y + (wg —do)y + ... + (T — dy) 4.
Trocando as constantes por variaveis aleatérias, tem-se na desigualdade acima que

E(Xi+ ..+ X, —d){] < E[(X;—d)]|+ ...+ E[(X,, —dp)4]

ocorrera para todo d e d; tal que 7', d; = d.
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Pelo teorema 8, verificou-se que E[(S°—d)y] = >, E[(X; — d;)], portanto,
E[(S—d)+] < E[(S° = d)4] = 5 < 5°

Com isso, pode-se definir S¢ como limite superior de S. =
Portanto, a soma de componentes de um vetor aleatorio com fungoes de distribuigoes

marginais dadas, quando obtida na forma
SC=X{+ X5+ ..+ X, =F'(U)+ Fx](U)+ ...+ Fx(U) =Y_F'(U), (35)
i=1
onde U ~ Unif[0,1] é chamada de limite superior de S.
No caso especial onde as fungoes de distribuicoes marginais sao estritamente crescentes

e continuas, a fungao de distribuicao acumulada Fsc(z) é inica e determinada por:

Fe (Fe(z)) =Y Fy!(Fse(z)) =z, Fg'"(0) <z < Fg'(1). (3.6)
i=1
E apresentam o prémio de stop-loss definido como

BI(S = d)u] = Y. BI(X — FM(Fse(d))a], Fsl*(0) <d < FsM(1),  (37)

=1

3.3 Limite Superior Melhorado (5*)

Nesta se¢ao assume-se que se tem uma informacao adicional sobre o vetor (X7, Xo, ..., X,,),
mais precisamente, suponha que exista uma variavel aleatoria A com funcao distribuicao
dada, tal que, se conhece a funcao distribuicao acumulada de X; condicional a A = A,
para todo o valor de \.

Defini-se o limite superior melhorado por:

S = Fx)a(U) + Fxyn(U) + oo 4+ Fx [, (U) = iF)}jA(U), (3.8)
onde U ~ Unifl0,1] e F )}j A(U) é a notacao para varidvel aleatéria f;(U, A) com funcao
f; definida por f,(u, \) = F)}il'A:/\(u).

Teorema 10 Seja U ~ Unif(0,1) e independente da varidvel aleatdoria A, tem-se que

X1+ Xo + o4 Xy <o F[\(U) + Fiy,(U) + .+ F ) (U).
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Prova. Comentou-se na subsecao 3.1.2 que uma variavel aleatéria é menor que outra
em ordem convexa se: E[v(X)] < E[v(Y)] onde v representa uma fungao convexa. Logo,
dado uma fungao convexa v, tem-se:

+oo

Ep(X) + ... + X,)] = / E(X) + .. + X)|A = NdFA(N)

—00

< /m E[(fuU,N) + . + fulU, A))]dFA(N)

—0o0

= E(fi(U,A) + ... + fu(U, )]

Como visto anteriormente, F' );j A(U) é a notagdo da variavel aleatéria f;(U, A), entao
X+ Xo+ o4 Xy Sep FW(U) + Fign(U) + o+ Fip(U) = S <ep S

Portanto, pode-se definir S* como limite superior de S. =
Note que o vetor aleatério (F)}f'A(U) + F)}21|A(U) + .+ F);i'A(U)) tem marginais
FXNFX27 --~7FXn7 pOiS

Fy.(z) = ;Oo Pr{X; < alA = NdEy () = [ :” Pr{Fily \(U) < aldFy())

_ /; T Prfi(U,N) < 2]dFy(\) = Prfi(U,A) < zl.

Pelo teorema 9 tem-se que
FelwU) + Fa(U) + o4 F !\ (U) < F [ (U) + Fx (U) + ..+ Fx L (U).

Esta é a razao do nome limite superior melhorado, pois fica entre S e S¢. Se A for
independente de todos X1, X, ..., X, entao nao se tem nenhuma informacao extra, logo,
o limite superior melhorado se reduz ao limite superior.

Em geral para se julgar a qualidade do limite superior melhorado, compara-se a sua
variancia com a variancia de S. Como Var[E(S"|A)] = Var[E(S|A)], determina-se
que Var[S*] = Var[S] se e somente se E[Var(S"|A)] = E[Var(S|A)]. Esta condigao
ocorrerd se, para qualquer A de A tenha-se Var(S*|A = X\) = Var(S|A = \). Portanto,
ao escolher a variavel aleatéria condicional A, tal que para qualquer A\ de A tem-se que
o vetor (Xj,...,X,) condicionado a A = A, seja comonotdnico; tem-se que a fungao

distribuicao do limite superior melhorado coincide com a funcao distribuicao de S.
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No caso especial onde as fungoes de distribuicoes marginais F'y,a—x sao estritamente
crescentes e continuas, a funcao de distribuicao acumulada Fgujp—y(z) é tnica e determi-

nada por:

n

Y Fxiaea(Fsupoa(®)) = 2, Faii_,(0) <z < Fauy_\(1). (3.9)
=1

Entao a funcao distribuicao acumulada de S* tem a seguinte forma:
+o0o
Fou(z) = /_ Faupnon(2)dF3 (). (3.10)

O prémio de stop-loss do limite superior melhorado com retencao
d € (Fgk_(0), Fgijy—(1)), é dado por:

EI(S* = d)|A = X = 3 B[(X — Fly Ly (Foupoa@) 1A =X, (3.11)

=1

3.4 Limite Inferior (S)

Nesta secao sera exposto o limite inferior da soma S = X7+ Xs+...+ X, das variaveis

aleatérias Xy, Xo, ..., X,,. Tem-se que F[X|A] < X, como se verifica no teorema seguinte.

Teorema 11 Para qualquer vetor aleatorio X e qualquer varidvel aleatoria A, tem-se
E[Xi|Al + E[Xo|Al + ...+ B[ X, |A] <eo Xi + Xo+ ...+ X
Prova. Pela desigualdade de Jensen, determina-se que para toda fungao convexa v, a

seguinte desigualdade ocorrera:

> EAv(E[ Xy + Xo+ ... + X, |A])]
= ExJo(E[X1|A] + ... + E[X,|A])].

Assuma novamente que exista uma variavel aleatoria A com fungao distribuicao dada,
tal que a distribuicao condicional de X; é conhecida, dado A = X, para todos possiveis

valores de . Defini-se o limite inferior por:
St = E[Xi|Al + E[Xo|A] + ... + E[X,,|A] = E[S|A]. (3.12)
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Assumindo que a varidvel aleatéria A seja tal que, toda varidvel aleatéria FE[X;|A]
seja nao-decrescente e funcao continua de A, se tem que S! serd uma soma comonotonica.
Quando a funcao distribuicao acumulada da varidvel aleatéria E[X;|A] sdo estritamente

t tf tao a fungao distribuica lada de S’ ¢ estrit t -
crescente e continuas, entao a funcao distribui¢ao acumulada de S* é estritamente cres

cente e continua, e é determinada por:
ZFTXJA](FS! (2)) ==,  Fgisiy(0) <z < Fgigu(1). (3.13)

O prémio de stop-loss do limite inferior com retencao d € (F&l’L(O), F&l(l)), ¢ dado

por:
n

E((S" = d)4] = > BI(EIXi|A] - E[Xi|A = F{' (1 = Fa(d)])+]. (3.14)

=1

Uma observacao importante a ser feita é que se A e S sao independentes, nao se
tem nenhuma informagao a mais sobre S, com isso E[S] <. S. Por outro lado, se A
for uma transformacao de primeira ordem de S, o limite inferior serd muito préximo do
valor de S. Lembre que E[E[X;|A]] = E[X;], mas Var[E[X;|A]] < Var[X;] a menos que
E[Var[X;|A]] = 0. Isto implica que o vetor aleatério (E[X;|A], E[Xs|Al, ..., E[X,|A]) em
geral nao terd a mesma distribuicao do vetor X, somente ocorrendo, quando o A escolhido
fizer com que S seja uma soma comonotonica.

Para se julgar a qualidade do limite inferior S!, pode-se verificar sua variancia. Para
que Var[S|A = )| seja muito préxima da Var[S], precisa-se que, A e S sejam as mais
similares possiveis. Quando isso ocorre tem-se o melhor limite inferior. O exemplo a

seguir evideéncia este fato.

Exemplo 3.2 Sejam as variaveis aleatérias Y] e Y, independentes e identicamente dis-
tribuidas, com distribuigdo normal padrao. Sendo S =Y + Y3, tem-se que S ~ N(0,2).

Considera-se a variavel aleatéria condicional A = Y] + aY, para algum real a. A dis-

tribuigao condicional de Y7, dado A = X\, é N ( A _a? ) Isto implica que:

1+a2? 1+a2
A B a (I)_l U
EMIA = 17 ¢ Faa(U) = BIAL+ H/T() /
al _ 1)
ENalAl = 100 e Fp(U) = Bl + ——=,
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com U ~ Unif(0,1), independente de A e F}ZTA(U)’ F;QTA(U) tendo distribuicao normal
padrao.

Determina-se agora os limites de acordo com a teoria apresentada.

S =Y, + Y, ~ N(0,2),

1+a (1+a)?
l
=EY 1+ YAl =——A~N TR

1+a 1+lal ., (1+a)®+ (1+ |a|)?
SU = Ad — O HU)~N|O

1+ a? +\/1—|—a2 ) ’ 1+ a? ’
S =2Y; ~ N(0,4)

Para algumas escolhas especiais de a, tem-se as seguintes distribuig¢oes para o limite

inferior e limite superior melhorado:
a=0= N(0,1) <. S <. N(0,2)

a=1= N(0,2) <ex S <ex N(0,4)
a=—1= N(0,0) <o S <o N(0,2)

la| — 00 = N(0,1) <. S <. N(0,2)

Note que S ~ N(0,2), entao o melhor limite inferior ocorre quando @ = 1 e o melhor
limite superior melhorado ocorre quando a < 0 ou a — 0o, ou seja, quando S Z g4
S

A variancia de S' é maxima quando ¢ = 1 e minima quando a = -1, por outro lado
a variancia de S" também ¢é maxima em ¢ = 1 e é minima em a < 0 e a — oco. Logo o
melhor limite inferior neste caso é atingido para A =S e o pior para A independente de
S. O melhor limite superior melhorado ocorre quando A =Y;, A=Y, o0ua <0com A e
S independentes e o pior limite superior melhorado ocorre quando A = S.

Verifica-se, claramente, nas figuras 3.3 e 3.4 que as funcoes distrbui¢oes acumuladas
de S e S" coincidem quando a = 0, e a funcao distribuicdo de S' coincide com a funcao

distribuicao de S quando a = 1, bem como as fungoes de distribuicoes de S¢ e S*™.
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Figura 3.3: Fungao distribui¢ao acumulada de S (linha), de S' (tracejado), de S¢ (pon-
tilhado) e de S* (linha) quando a = 0.

Figura 3.4: Fungao distribui¢io acumulada de S (linha), de S (linha), de S¢ (tracejado)
e de S* (tracejado) quando a = 1.

De um modo geral a escolha étima (a qual o limite superior melhorado se aproxima
de §) para varidvel aleatéria condicional A depende da correlagao de Y e Y. Se esta for
igual a 1 (Y e Y5 comonotonicas), qualquer A resulta em S 4 guld ge Caso contrério
Y] e Y, sendo independentes a escolha do A étimo serd A = Y (corresponde a = 0) ou

A = Y5(corresponde a — o0), isto assegura que S e S* coincidem em distribuigao.
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Capitulo 4

Valor Presente de Fluxo de

Pagamento

Neste capitulo serao aplicados os conceitos vistos nos capitulos anteriores, para de-
terminar o valor presente de fluxo de pagamentos.

Considere uma série de pagamento deterministico oy, ao, ..., o, de sinais arbitrarios,
que sao devidos nos tempos 1,2,....n respectivamente. Deseja-se responder a seguinte
questao:

“Qual a quantia de dinheiro requerida no tempo 0 (inicial) para honrar essas dividas?”

Esta quantia requerida é denominada de provisao, reserva ou capital requerido. E
claro, que estas provisoes dependem fortemente de como estas quantias serao investidas.

Assuma que as provisoes serao investidas tal que elas gerem um retorno estocastico
Y; no ano j,j = 1,2, ...,n, i.e. uma quantia de 1 w.m. no tempo j — 1, renderd €7 no
tempo j. O fator de desconto durante o periodo [0,4] é dado por e~ (V1+¥2+4Yi) ' pois esta
quantia estocastica rendera exatamente a quantia de 1 u.m. no tempo i.

n

Utilizar-se-4 a funcdo de distribuicdo da varidvel aleatéria S = 37 | e~ (V1FYet4Ys)

de forma a determinar a provisao requerida. Portanto, F5'(0.99) significa que se tem
99% de probabilidade de se honrar a divida.
O vetor de retorno (Y7, Ya, ..., Y,,) tem distribui¢ao normal multivariada, logo, a varidvel

aleatoria S é entao uma combinacao linear de variaveis aleatérias lognormais dependentes,
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definida da seguinte maneira:

S=YaXi, onde Xi=e ¥ e V(i)=Y +Ya+..+Y) (4.1)

i=1
Logo, é impossivel determinar a funcao distribuicao de S analiticamente. De forma
que se utiliza a teoria dos limites da soma de variaveis aleatérias dependentes para de-

terminar .S, como sera visto a seguir.

4.1 Limites para Soma (5)

Nesta secao defini-se o limite superior, o limite superior melhorado e o limite inferior,
bem como as funcoes distribuigoes acumuladas e os prémios de stop-loss dos limites de

S (onde S foi definido em (4.1)).

4.1.1 Limite Superior (5°)

Para o caso S = Y. ; 0; X;, tem-se que a definicao do limite superior para S, com

base na secao 3.2 é dada por:
S¢=> F. 5 (U), comU ~Unif(0,1)

Logo, precisa-se determinar F. ﬁ( Sabe-se que se X; tem distribuigao lognormal com

parametros (u;, 0?), sua funcao distribuicao inversa é dada por:
. H—1
Fel(p) =emto®™ P 0<p<i
com isso, a funcao distribuicao inversa de a; X; sera:
1 E[Y (i)~ o1
F . (p) = que” PP OIaiov@®™ ) g < p <1

e, portanto,

n +
ge=3" e~ P Dl=aioy @@~ (V) (4.2)
i=1
Para determinar os quantis de S, utiliza-se
stcl (p) = ZaiefE[Y(l)]*aiUY(i)‘b l(p)’ 0<p<l1 (4.3)
i=1

36



e para determinar a funcgao distribuicao acumulada Flse, basta resolver a seguinte equacao:

n 1 _

ZaiefE[Y(z)]faiay(i)CD YFse(z)) _ z, stcl+(0> <1< Fgc1<1) (44)
i=1

Para Fig.'t(0) < d < Fg.'(1), o prémio de stop-loss com retencio d segue por (3.7):

E[(S° = d)4] = Y El(X; — Fx!(Fse(d)))+] = Y_ El(X; — " Otovo@ Fse(@)) ]

=1 i=1

usando (4.4) e (3.1), determina-se a seguinte expressao para o prémio de stop-loss:

B[(S¢ —d),] = fj e BV O+ T O(Z ayoy @) — O (Fse(d))) — d(1 — Fe(d)) (4.5)

4.1.2 Limite Superior Melhorado (S")

Considere a variavel aleatéria condicional A, definida da seguinte maneira: A =
> BiY;. Utilizando os conceitos da secao 3.3, para o caso S = > ; o; X;, determina-se

o limite superior melhorado por:
Z X|A ), com U ~ Unif(0,1)

basta entao determinar F_ ﬁﬂ - Como foi visto na subsegao anterior, se X; ~ LN (p;,07),

entao
Fil(p)=erto® @ 0<p<i
logo,
v (p) = age BN @I Ty e {V)Zan/ITav 080 e (0,1)
e, portanto,

Z s B Ol -Tioy (0 (V) ST ooy (9@ (), (4.6)
E seus quantis podem ser determinados por:

n . _ + —
Fk;}‘v(p) — Z@ie*E[Y(l)]*Tz‘UY(i)‘I’ V) —ain/1-T20y (@ 1(19)’ p e (()’ 1) (4.7)

i=1

sendo U e V= CID(’\%ELP‘]) variaveis aleatérias independentes e uniformes (0,1), ® é a

funcio de densidade acumulada da distribuicio N(0,1) e r; = (Y (i), A) = XAl

Oy (i)OA
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Para F S_ull‘t:U(O) <z < F S_ullvzv(l), a probabilidade condicional Fgu(z|V = v) segue

por:
zn: Ozie_E[Y(i)]—TiUY(i)‘D_l(U)iai\/1—7”?03’(1')‘1’_1(135“(9”\‘/:”)) =z (4.8)
i—1
e
1
Fgu(z) = / Fgu(z|V = v)dv. (4.9)
0

Para a retencao de (F,§"1|\+/':v(0)7 F§u1|V=v(1>)= determinamos o prémio de stop-loss por

02()
Y (i +
]+T

(I)(— Qi / 1— T?Jy(i)—q)_l(Fgu(iL"V = ’U)))—d(l—FSu(d))
(4.10)

E[(S"~d).] = 3 age 0

=1

4.1.3 Limite Inferior (S)

Como no limite superior melhorado, considere que A = Y% | 3;Y;, foi visto na secao
3.4 a definicao do limite inferior, ao aplicar a definicao para o caso onde .S é definido por

(4.1), encontra-se o seguinte limite inferior:

2

S'=E[S|A] = Zn: aze” P Ol=rioy @@ (V) +3(1-rd)od (4.11)
=1

Se (Y, A)tem distribuigdo normal bivariada, entdao Y condicionado a A = A, tem dis-

tribuicao normal univariada com:

E[Y|A] = E[Y] + (Y, A)(‘Z(A — E[A])

Var[Y|A] = 02 (1 — (Y, A)?)

Logo, dado A = A, a variavel aleatéria —Y (i) é normalmente distribuida com:

pi = —E[Y (i) = r, 2@ () — E[A))

oA
01'2 =(1- 7’12)0-12/(1')

E condicionalmente, dado A = A, a varidvel aleatéria X; tem distribuicao lognormal

A 41,2 .
com parametros j; e o2. Como E[X;|A = \] = e/"2% | determina-se que,

Ela; Xi|A] = e EY10l=riov @ (V)43 (1=rd)og
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cov[Y (2),A]

A—E[)]
A Ty (i) TA

onde varidvel aleatéria V= ®(=—=) é uniforme (0,1), e r; = (Y (i),A) =
Portanto, S' = 31, E[o; X;|A] é dado por (4.11).
Por (3.13) podemos obter a distribui¢ao de Fq(z) para algum z € (0,00), definida

como:
Zaie—E[Y(i)]‘H“iUY(i)‘l’_l(Fsl (1))+%(1—T?)0§(i> — (4'12)
i=1
Com isso, o prémio de stop-loss com retencao d € (FSTZH(O), F&l(l)), ¢ dado por:

52
Y (4)

BI(8' — d)4] = éa@”{y“’” S b(roy — 0 (Fa(d) — d(1 - Fa(d))  (4.13)

4.2 Ilustracao Numérica

Duas aplicacoes sao ilustradas nesta secao. Na primeira supoe-se a taxa de juros
com média e variancia conhecida; e na segunda, a taxa de juros com média e variancia
estimadas.

Suponha que se deseja saber qual o “montante” necessario hoje para receber a quantia
«, durante os proximos 20 anos. Portanto, como foi dito anteriormente, tem-se que
S =3P ae Y®, Assuma que as varidveis aleatérias Y; sdo i.i.d. e N(u,0?). A varidvel
aleatéria condicional A é definida como antes: A = 2, 3.

Neste caso, tem-se que:

BY ()] = i
Var[Y (i)] = io?,
VarlA = * 3 92

Ccov[Y (i), Al Yy Bw

P = =

Ov(; . 20 2
Y(i)oa ] Zkil k

Como proposto em (Dhaene, Denuit, Goovaerst, Kaas, & Vyncke, 2002), a seguinte
escolha para o parametro [3; é feita: 3; = Z?gi ozje*j“, t=1,...,20. Ou seja, a variavel

aleatéria condicional A, é obtida por uma expansao de Taylor em S.
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Fazendo esta escolha para A tem-se uma aproximagao de primeira ordem para S.
Pode-se verificar que,

20 .
S — Z aje—ju—zzzl(Yi ) Z aje ~in[1 i

7=1 =1

20 o 20 20 ‘
Oy Y YO Y VY age
j=1 i=1 i=1 =i
onde C é uma constante apropriada.

Pelo exemplo 3.2, S! tera a mesma distribuiciio de S e serd uma boa aproximacao,
quando a variavel aleatéria condicional A, for uma aproximagao de primeira ordem para
S. Ou seja, se (Y; — ou o forem suficientementes pequenos, tem-se que S' é muito

) T )
préoximo de S. Por outro lado, com esta escolha para A, S* apresenta a mesma dis-
tribuicao de S¢, ou seja, o limite superior melhorado (S*), ndo apresenta grandes melho-
ras em relacao ao limite superior.

Com isso, sera utilizado apenas o limite superior (S¢) e o limite inferior (S'), nesta

ilustracao e o, = 1, k=1,...,20.

4.2.1 Taxa de juros com média e variancia conhecida

Assuma que as taxas de juros Y/s apresentam média (u = 0.07) e desvio-padrao
(0 =0.1) como proposto em (Dhaene et al., 2002).

Logo, pode-se identificar as funcoes de distribuicdes acumuladas de S, S e S¢.

Obteve-se a fungao distribui¢ao empirica de S, gerando uma amostra de 10.000 valores
aleatérios. Na figura 4.1 e na figura 4.2, pode-se verificar que a funcao distribuigao
acumulada de S’ é muito préxima da funcao distribuicdo acumulada de S, como se
esperava. A funcgao distribuicao acumulada de S¢ também é uma boa aproximacao para
a funcao distribuicao acumulada de S, isso deve ao fato que a estrutura de dependéncia
do vetor (X1, X5, ..., X,,) é localmente quase comonotonico. De fato, se i for préximo
de 7, entao r(Y(7),Y(j)) = %ﬁ;” serd muito préximo de 1. (Dhaene et al., 2002)
mostra que para ¢ suficientemente préximo de j, tem-se que 7(X;, X;) é muito préximo

r(FxNU), F);J,I(U)). A tabela 4.1, nos ajuda a confirmar estas observagoes.
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Figura 4.1: Fungoes distribui¢oes acumuladas de S(pontilhado), S!(pontilhado) e S¢

(linha), com p e 0 conhecido.

WYalores

Walores

Figura 4.2: QQ-plot das distribuigoes de S' (bola) e S¢ (quadrado) em relacao a S, com

i e o2 conhecido.

O prémio de stop-loss para S', S¢ e S sao comparados na figura 4.3. Pode-se notar
que o limite superior e o limite inferior sao muito proximos, com isso, conclui-se que
ambos sao boas aproximacoes para S. A tabela 4.2, mostra o prémio de stop-loss para
algumas retencoes d.

Note que algumas simulacoes para o prémio de stop-loss nao estao no intervalo

[E[(S' — d)4], E[(S¢ — d)4]]. Isso nao s6 demonstra a dificuldade de estimar o prémio de
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Probab. | Fg'(p) | Fs'(p) | Fs'(p)
0.95 | 15.46561 | 15.54809 | 16.39153
0.975 | 16.71083 | 16.76456 | 17.94324
0.99 | 18.30796 | 18.38734 | 19.95782
0.995 | 19.49658 | 19.65781 | 21.47385
0.099 | 22.23812 | 22.14394 | 25.02100

Tabela 4.1: Valores dos quantis de S,S! e S¢, com p e 02 conhecido.

PSLs
3
|

Figura 4.3: Os prémios de stop-loss com retencao d, para S(pontilhado), S'(pontilhado)

e S¢(linha),com u e o conhecido.

stop-loss por simulacoes, mas também indica a precisao dos limites.

4.2.2 Taxa de juros com média e variadncia estimadas

Nesta subsegao assuma que as taxas de juros Y;s apresentam média p = fi e variancia

2

o = 0% onde i = L5

noYie g2 = " (Y — 1) sdo os estimadores de méxima

i=1n n
verossimilhanca de p e o2.

Tem-se como amostra, as taxas de juros ocorridas entre os anos de 1996 a 2005,
fornecidas por (Perrin, 2006), que serve como benchmark de varios fundos de pensoes

brasileiros.

Como realizado na taxa de juro com média e variancia conhecida, serd feito agora,
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d | B(S' —d)4] | E[(S—d)] | EI(S°—d)4]
0| 10.8320 10.8320 10.8320
5 58321 5.8320 5.8326
10| 1.4136 1.4779 1.5804
15| 0.1148 0.1186 0.2067
20 | 0.0063 0.0057 0.0215
25| 0.0003 0.0002 0.0022

Tabela 4.2: Valores dos prémios de stop-loss de S, S' e S¢, para diferentes “d”, com pu e

o2 conhecido.

1996 | 1997 | 1998 | 1999 2000 2001 2002 2003 2004 | 2005

0,1599 | 0,137 | 0,055 | 0,1525 | -0,0005 | 0,0202 | -0,0776 | 0,1995 | 0,0487 | 0,1845

Tabela 4.3: Taxas de juros ocorridas no periodo de 1996 a 2005

mas para taxa de juro com média e variancia estimadas.

Inicialmente, calcula-se i, c;?, utilizando o estimador de maxima verossimilhanca para
os dados apresentados na tabela 4.3.

Através das figuras 4.4 e 4.5, pode-se identificar a funcao de distribuigao acumulada
de S, S e S¢, bem como o comportamento destas.

Verifica-se claramente que as funcoes de distribuicoes acumuladas de S' e S¢ conti-
nuam sendo boas aproximacgoes para funcao distribuicao acumulada de S. Novamente
a funcao distribuicao empirica de S, foi gerada por uma amostra de 10.000 valores
aleatérios. Em relagao a (4.2.1), tem-se uma diminuigdo nos valores, devido a média
e variancia estimadas serem de uma amostra real brasileira, portanto, diferente do valor
hipotético utilizado acima. A tabela 4.4 propicia uma visao numérica dos quantis, que
se comparada com a tabela 4.1, fica evidente a diminuicao dos valores.

O prémio de stop-loss permanece com os limites inferior e superior muito préximos,
como pode ser observado na figura 4.6. Persiste também o problema da simulacao, a

tabela 4.5, evidéncia os valores para o prémio de stop-loss de S com retencao d, que se
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Figura 4.4: Fungoes distribuigoes acumuladas de S(linha), S'(linha) e S¢ (pontilhado),

com p e o2 estimado.
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Figura 4.5: QQ-plot das distribuigoes de S' (bola) e S¢ (quadrado) em relacdo a S, com

i e o2 estimado.

encontra dentro e fora do intervalo (E[(S' — d).], E[(S® — d)4]).
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Tabela 4.4:

Probab. | Fg'(p) | Fs'(p) | Fs'(p)
0.95 | 12.75858 | 12.76951 | 13.47704
0.975 | 13.65208 | 13.68030 | 14.59704
0.09 | 14.78487 | 14.95931 | 16.03367
0.995 | 15.61911 | 15.74306 | 17.10303
0.999 | 17.51771 | 17.06862 | 19.57046

Valores dos quantis de S, S' e S¢, com pu e o2 estimado.

PSLs

Figura 4.6: Os prémios de stop-loss com retencao d, para S(pontilhado), S'(pontilhado)

e S¢(linha), com p e 0% estimado.

d | B(S' —d)4] | E[(S—d)4] | E[(S°—d)4]
0| 93067 9.3067 9.3067
5 4.3069 4.3072 4.3082
10| 0.4799 0.5192 0.6196
15| 0.0099 0.0129 0.0300
20 | 0.0001 0.0001 0.0011
25| 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 4.5: Valores dos prémios de stop-loss de S, S' e S¢, para diferentes “d”, com pu e

o2 estimado.
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Capitulo 5

Provisao de Sinistros Ocorridos mas

nao Avisados (IBNR)

Neste capitulo serao ilustrados os conceitos dos limites para soma de variaveis aleatérias
dependentes, bem como os conceitos da estatistica Bayesiana na resolu¢ao do problema
de Provisao de Sinistros Ocoridos mas nao Avisados (IBNR).

Sabe-se que provisoes técnicas sao montantes constituidos pela seguradora, de acordo
com suas estimativas, para quitacao dos seus compromissos financeiros futuros junto a
seus segurados. Logo, provisoes de sinistros ocorridos mas nao avisados sao estimativas
que englobam obrigacoes que tenham sido assumidas pela seguradora durante a vigéencia
passada da apdlice.

Ja de longa data, o mercado segurador mundial valoriza a constituicao e acompa-
nhamento da provisdo de sinistros ocorridos mas nao avisados (IBNR - Incorred But
Not Reported), sendo seu continuo acompanhamento um dos pilares bésicos de avaliagao
da qualidade da carteira de negdcios e da saide financeira das seguradoras. Estas in-
formacoes sao utilizadas, inclusive, como parte integrante nas transacoes de controle
acionario.

Este capitulo foi dividido da seguinte maneira: Na primeira secao aborda-se a or-
ganizacao dos dados, como prepara-los para a utilizacdo (apresenta-se o “Triangulo de
Run-off”). Na segunda segao defini-se o modelo estatistico a se utilizar, bem como na

se¢ao seguinte os métodos estatisticos. A ltima se¢ao apresenta uma aplicagao numérica.
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5.1 Triangulo de Run-off

Para determinar os pagamentos futuros, se examina a taxa de crescimento dos sinistros
no passado. Organizando os dados por data e por periodo do sinistro, produzindo uma
comparagao consistente do crescimento ao longo do tempo. Esse crescimento decorre
entre o ano de origem (ano que foi contratado o seguro) até o ano da comunicac¢ao do
sinistro.

Chama-se a esta organizacao das informacoes de “triangulo de Run-off”, podendo
o mesmo ser obtido a partir da utilizacao de diferentes tipos de informacoes: sinistros
pagos e/ou avisados, nimero de sinistros liquidados e/ou avisados, sinistro médio, etc.

Para a construcao dos triangulos de Run-off, sao necessarios dados individualizados
da histéria do sinistro, como por exemplo: Numero do sinistro (de forma tnica), data
de ocorréncia do sinistro, data de atualizacao da provisao (aviso e alteragoes), valor da
provisao constituida, data de pagamento do sinistro, valor do pagamento do sinistro,
data de pagamento das despesas, valores das despesas, data do recebimento do salvado/

ressarcimento, valor do salvado/ ressarcimento.

Ano de Periodo de Desenvolvimento
Origem | 1 2 .. 7 .. t=1
1| Yin Y oo Vi . Yig Y
2 | Yo Ya . Yay oo Yoo
1 Y;,l Y;j
14 Yi1

Tabela 5.1: Triangulo de Run-off do montante de sinistros.

Denote por ¢t o nimero de anos de origem e de atraso; e por Yj;, ¢ = 1,...,t;j] =
1,...,t — 7+ 1, os montantes de sinistros para o i-ésimo ano de origem e o j-ésimo ano
de atraso. O triangulo superior (i = 1,....,t e j =1,....t —i+ 1) é formado pelos dados

observados e o triangulo inferior (i = 2,...,t e j =t+ 2 —1,...,t) corresponde as parcelas
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a serem previstas.

Algumas quantidades importantes envolvendo os valores do triangulo inferior sao:
e Provisao total de IBNR: S = Y31, >0, ., ; Vij;

e Montante por ano de origem: W; = Z§:t+2—i Yijs

e (Gastos no ano corrente: Hj = Zf:kH Yiith—it1,onde k=1,...,t —1.

As quais devem ter suas distribuigoes preditivas determinadas.

A primeira delas, provisao total de IBNR (), é a soma de todas as responsabilidades
pendentes que a seguradora tem referentes as apolices que ja tiveram seus periodos de
vigéncia terminados, ou seja, é a soma do triangulo inferior. A segunda, montante por ano
de origem (W), é realizada dentro de cada ano de origem, esta soma fornece o valor que
falta ser gasto com sinistros referentes as apélices do ano i. Estes valores sao necessérios
para uma correta tarifagdo dos prémios. A terceira, gastos no ano corrente (H), sao as
somas das diagonais do triangulo inferior, cada diagonal se refere a um ano do calendario.

Estas somas sao necessarias para projetar os gastos da companhia nos proximos anos.

5.2 Modelo Estatistico

Nesta secao defini-se o modelo estatistico para o calculo da provisao total de IBNR.
Este modelo sera interpretado de 3 maneiras diferentes. Primeiramente, sera utilizado
a teoria dos limites, vista no capitulo 3 para determinar os limites inferior e superior
do valor da provisao. Posteriormente, serd utilizado a estatistica bayesiana, assumindo
distribui¢oes nao informativas para as prioris. Por ultimo, as distribuicoes das prioris
deixam de ser nao informativas e o modelo passa a apresentar, uma estrutura dinamica.

Considere o seguinte modelo de regressao loglinear:

onde

t(t+1)
2 Y

e Y, é o i-ézimo elemento do vetor Y, de dimensao
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t(t+1)
2

e X é a matriz de regressao de dimensao | | X p; a i-ézima fileira é denotada por

X, e o seu elemento ¢ denotado por Xj;;
e (3 é o vetor (de dimensao p) de parametros desconhecidos;
e ¢; sao erros independentes normalmente distribuidos com média 0 e variancia o2

Em notacao matricial este modelo linear pode ser representado como:
Z=InY =XB+e, &~ N(0,0%). (5.2)

As respostas Z;; sao verificadas pela decomposigao (aditiva) entre uma componente
deterministica com média (X/3);; e uma componente de erro aleatério distribuido nor-
malmente com média 0.

Para os parametros de regressao, sera utilizado um modelo bem conhecido e ampla-

mente usado, o modelo estocéastico de Chain-Ladder,
Zij = InYi; = a; + 5 + €45, (5.3)

(onde o é o parametro para cada ano de origem i e ; é o parametro para cada ano de
desenvolvimento j).

De modo a facilitar a compreensao, de agora em diante, ao ser mencionado modelo 1
entenda como a primeira interpretacao dada ao modelo (5.1), de forma anédloga o modelo

2 como a segunda interpretacao e o modelo 3 a terceira interpretacao deste modelo.

5.2.1 Modelo 1

Nesta subsegao, tem-se que o modelo (5.1) é interpretado de maneira clédssica, ou seja,

determina-se os estimadores de méaxima verossimilhanca para os parametros desconheci-
dos e para variancia (3 = (X'X)"'X'Z e 02 = 1(Z — XB)(Z — X73)).

. ~ N . . . ~ t(t—1 ,
A matriz regressao correspondendo ao tridngulo inferior, de dimensao [ (2 )] X p, é

definida igual a matriz regressao X e sera denotada por B.

Logo, pode-se determinar a provisao total de IBNR por:

t t X
IBNR=Y Y eBdutes (5.4)

i=2 j=t+2—i
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N

aqui (B/f);; e €;; sdo independentes e apresentam as seguintes distribuigoes:
(BB)i; ~ N((Bp)ij, d*(B(X'X)™'B');;) e eij ~i.i.d.N(0,02).

Ao introduzir um processo de desconto, tem-se que o nivel de provisao requerida
dependera de como serd investida esta provisao. Assuma que as provisoes serao investidas
de forma que elas gerem um retorno estocastico 7; no ano j,j = 1,2,...,n, pois uma
quantia de 1 u.m. no tempo j—1, rendera ¢ no tempo j. O fator de desconto durante o
periodo [0, ] é dado por e~(1F72+F%) pois esta quantia estocéstica renders exatamente
a quantia de 1 u.m. no tempo i.

O vetor de retorno (71,72, ..., 7—1) ¢ assumido ter distribui¢ao normal multivariada,
independente de €. Entao o valor presente dos pagamentos ¢ uma combinacao linear de
variaveis aleatérias lognormais dependentes.

Denota-se a varidvel aleatdria (i) por (i) = 71 + ... +7; podendo ser reescrita por
v(i) = (u — %)2 + 0B(i), onde B(i) é o movimento Browniano padrao e u é uma forga
constante de interesse.

Para obter o valor presente da provisao total de IBNR definida em (5.4), basta deter-

minar o valor de S:
t t )

S:Z Z eBB)ij—y(i+j—t=1)+ei; (5.5)

i=2 j=t+2—i

—i > eap(BR)ij — (u+0°/2)(i+j—t—1) =0B(i+j—t—1)+ey). (56)

5.2.2 Modelo 2

Pode-se encontrar em (Ntzoufras & Dellaportas, 2002), quatro modelos bayesianos
para o problema do cédlculo das provisoes total de IBNR. Nesta subsecao, serd apresen-
tado apenas o primeiro modelo proposto, uma vez que este é igual ao modelo estatistico
mencionado acima. Na secao seguinte serd visto que ao utilizar a estatistica bayesiana,
precisa-se utilizar uma distribuigao a priori para o modelo, os autores assumiram dis-
tribuicoes nao informativas para as prioris.

O primeiro modelo proposto por (Ntzoufras & Dellaportas, 2002), é dado por:
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Zij = log(Yy;) com Zij ~ N(u,0°)
Wi = p+o; + 065 4,5=1,..,t
o~ N(O,ai)

a; ~ N(0,02)

Bj ~ N(0,03)

Sendo:
Y;; os montantes de sinistros ajustados pelo logaritmo;
i o valor esperado dos montantes de sinistros ajustados pelo logaritmo;
«; o efeito do i-ésimo periodo;

B; o efeito do j-ésimo periodo de atraso.

5.2.3 Modelo 3

Nesta subsecao, sera acrescentado uma estrutura dinamica ao modelo 2 e novamente
serd interpretado sobre o ponto de vista da estatistica bayesiana.

Pode-se encontrar em (H. Migon, Fonseca, & Lima, 2007), alguns modelos que uti-
lizam a estrutura dinamica e hierarquica. Estes além de levar em consideracao o montante
de sinistros também controlam o ntimero de sinistros em relagao ao tempo.

Neste trabalho serd utilizado somente as informacoes referentes aos montantes dos

sinistros, com isso, o modelo proposto apresenta-se da seguinte maneira:

log(Yy;) = pij +€ij com g;j ~ N(0,0%)
Wi =p+o; + By 4,5=1,..,t
i~ N(0,07)
Q= Qi1+ Vay, Vo~ N(0,02)
Bij = Bij—1 + v, vp~ N(0,07)
ondet=2,..,1rej=2,..,recoma; =0e 3 ;=0.
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Este modelo trabalha com montante de sinistros em escala logaritmica e sugere que
este montante é afetado tanto pelo periodo de origem (i), quanto pelo tempo de desen-
volvimento (j).

Sendo novamente:

Y;; os montantes de sinistros ajustados pelo logaritmo;

1 o valor esperado dos montantes de sinistros ajustados pelo logaritmo;

«; o efeito do i-ésimo mes;

Bi; o efeito do j-ésimo periodo de atraso referente ao i-ésimo mes.

Na préxima secao serd demonstrado como os métodos dos limites e o bayesiano,

utilizam os modelos vistos acima, para determinar a provisao total de IBNR.

5.3 Meétodos Estatisticos

Nesta secao serao apresentado dois métodos estatisticos para calcular a provisao total
de IBNR, o primeiro baseado nos limites para somas de variaveis aleatorias dependentes

e o segundo utilizando a estatistica bayesiana.

5.3.1 Limites para Provisao Total de IBNR

Esta subsecao utiliza-se dos conceitos dos limites inferiores e superiores, para cal-
cular as provides de sinistros ocorridos mas nao avisados (IBNR), uma vez que estas,
como citado, sao somas de varidaveis aleatorias dependentes e, portanto, nao se consegue
determinar a sua exata fungao distribuicgao.

Na subsecao 5.2.1, definiu-se o valor presente da provisao total de IBNR por:

S = Z Z (Bﬁ i =y (i —t=1)+eij

=2 j=t+2—1

Utilizando as varidveis aleatérias V;; e W;; definidas por:
=By —i+j—t—1)+e; e Vy=e"v.

E uma variavel aleatéria condicional, A, com distribuicao normal definida por:

t t
A= > vivisj—t—1, (5.7)

i=2 j=t+2—i
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onde
2 t 2

=2 2 6xp((B6)kl_(k+l_t_1)</‘+2))+Zewp((Bﬁ)il—(z’+l—t—1)(M+(52)).

k=i+11=t4+2—i 1=j
Esta varidvel aleatéria A, como explicado em (Kaas, Dhaene, & Goovaerts, 2000) é
uma transformagao linear aproximada de primeira ordem de
¢ t
S = >y exp (BB)y; —y(i+j—t—1)).
1=2 j=t+2—

Logo, (W;;,A) tem uma distribuicdo bivariada normal. Condicionando W;;, dado

A = )\, obtem-se uma distribuicao normal univariada com média e variancia dadas por:

B[W|A = A = B, + oy (A~ B[X)

VarlWyla = A = o (1 - ).
Com isso, pode-se definir os limites da seguinte forma:

e S o valor presente da provisao total de IBNR
t t

S = Z Z emp(Wij + 5z'j); (58)

i=2 j=t+2—i

e S limite inferior do valor presente da provisao total de IBNR

t t 1 1
St=2 > ep(EWyl+ pyow, @7 (U) + 5 (1 = pi)oiy, + 502,); (59)
i=2 j=t+2—i

e S* limite superior melhorado do valor presente da provisao total de IBNR

Z Z exp ’LJ —i—pUO'W”CI)_l(U) + \ 1- pZZjUWU(I)_l(V) + o-aij¢_1(W));

=2 j=t+2—1
(5.10)
e 5S¢ limite superior do valor presente da provisao total de IBNR
t t
Se=>" > exp(E[Wy]+ow, @7 (U) + 0., (V)), (5.11)

=2 j=t+2—i
onde U, VeW sao varidveis aleatérias independentes com distribuicao Unif(0,1) e ® é a
funcao distribuicao acumulada da normal padrao.

Para uma abordagem mais ampla ver (Hoedemakers, Beirlant, Goovaerst, & Dhaene,

2003).

53



5.3.2 Meétodo Bayesiano

Antes do desenvolvimento da estatistica bayesiana, existia o paradigma que nao era
admitida nenhuma forma de informacao que nao fosse observavel.

Com o desenvolvimento da estatistica bayesiana, criou-se um novo ponto de vista,
onde toda informacao que se tem sobre o problema é representada pelo parametro 6.
O verdadeiro valor de 8 é desconhecido e a idéia é tentar reduzir este desconhecimento.
Segundo (DeGroot, 1986) a intensidade da incerteza a respeito de 6 pode assumir dife-
rentes graus. Neste contexto, é natural que diferentes pesquisadores possam ter diferentes
graus de incerteza sobre 6, estes graus de incerteza sao representados através de modelos
probabilisticos para #. Sendo assim, nao existe nenhuma distingao entre quantidades
observaveis e os parametros de um modelo estatistico, todos sao considerados quantidades
aleatorias.

Portanto, a estatistica bayesiana surgiu como contraponto ao paradigma, haja vista
postular ser possivel e até recomendavel que o conhecimento prévio a respeito do problema
investigado deveria ser incorporado a andlise. O mecanismo que propiciou o desenvolvi-
mento desse procedimento foi o teorema de Bayes.

Assim como a estatistica cldssica, a estatistica bayesiana trabalha na presenca de
observagoes Y, cujos valores sao descritos através de uma distribuicao de probabilidade
com densidade ou funcao de probabilidade p(Y|6). Para um valor fixo de Y, tem-se que
p(Y10) fornece a plausibilidade ou a verossimilhanga de cada um dos possiveis valores de
0. Logo, p(Y]6) é conhecida como funcao de verossimilhanga.

Como ja foi dito anteriormente, uma diferenca em utilizar a estatistica bayesiana se
deve ao fato de levar em consideragao as informacoes iniciais sobre o parametro 6 de
interesse. Estas informagoes iniciais sobre # sdo chamada de distribuigao a priori, p(6).

Combinando as informagoes iniciais (distribuigao a priori) com as observagoes (fungao
de verossimilhanga), obtém-se um novo conjunto de informagoes, esta denominada como
distribuicao a posteriori de 6.

Consegue-se, portanto, uma regra de atualizacao de probabilidades, comegando com

a priori p(f) e terminando com a posteriori de p(0]Y), que pode ser obtida via teorema
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de Bayes da seguinte forma:

p(Y|0) * p(0)
p(Y)

Note que, p(Y) nao depende de 6 e, portanto, pode ser considerada constante norma-

p(0]Y) =

lizadora de p(A|Y). Desta maneira pode-se escrever o teorema de Bayes, em sua forma

mais usual:
p(OY) o< p(Y10) x p(0),

ou seja, distribuigao posteriori é proporcional a fungao de verossimilhancga vezes a dis-
tribuicao a priori de 6.

Ao omitir o termo p(Y), a igualdade do teorema de Bayes foi substituida por uma pro-
porcionalidade. A constante normalizadora da posteriori pode ser facilmente recuperada
pois,

p(OIY) = kx p(Y|0) * p(0)

onde
E1 = p(Y) = /e p(Y10) % p(6)d6 = Eolp(Y|6)),

¢ chamada de distribuicao preditiva de Y. Esta é a distribuigao de probabilidade esperada
para observacao Y dado 6.

Se, apds observar a amostra Y = y, se esteja interessado na previsao de uma ob-
servacao futura X, também relacionada com 6 e independente de Y, descrita proba-

bilisticamente por p(X|f), entao segundo (H. S. Migon & Gamerman, 1999):

PXIY) = [ p(X.01Y)a0 = [ p(X[0.Y)sp(0]Y)a0 = | p(X|0)sp(6]Y)d0 = B,y [p(XI0)]

Portanto, pode-se construir uma distribuicao preditiva para uma observacao futura X
integrando sobre uma distribuicao posteriori para quantidade desconhecida 6, denotada
por p(AY), em todos os possiveis valores de 6, pois a integral acima tem como dominio
todo o espaco amostral ©.

No caso da provisao total de IBNR, utiliza-se os dados Y;; do triangulo superior
(i=1,..,tej=1,..,t —i+1), para prever os Y;; do triangulo inferior (i =2,....,t e j =

t+2—1,..,t).
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Um dos motivos do desenvolvimento da estatistica bayesiana ter ocorrido apenas re-
centemente, se deve a dificuldade em obter solugoes para as integrais apresentadas acima.
Apenas nos casos em que as distribuicoes fazem parte de uma familia de distribuicoes con-
jugadas verificam-se resultados imediatos. Em grande parte das situacoes, as solugoes sao
derivadas a partir de técnicas de simulacao estocastica baseadas em Cadeias de Markov
(MCMC).

A idéia central por tras do método de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) é construir
uma cadeia de Markov que seja facil de simular e que tenha uma distribuicao de equilibrio
dada pela distribuigao de probabilidade de interesse.

Ha diversas formas de gerar essas cadeias, uma delas é o método do Amostrador de
Gibbs. Ele é um algoritmo iterativo de amostragem de uma cadeia de Markov cujo nicleo
de transicao é formado pelas distribuigoes condicionais completas, ou seja, esse algoritmo
¢ baseado em sucessivas geracoes de distribuicoes cuja posteriori condicional completa
pertencem a mesma familia de distribuicao.

Um problema das aplicacoes de MCMC ¢é asssegurar a convergéncia das cadeias de
Markov. Para verificar a convergéncia serd utilizado o software estatistico Winbugs

(Bayes Using Gibbs Sampler), este possui técnicas para testar a convergéncia.

5.4 Ilustracao Numérica

Nesta secao apresenta-se um ilustracao do calculo da provisao total de IBNR, apli-
cando os dois métodos vistos na secao 5.3. Primeiramente, ilustra-se o método dos limites
no modelo 1, afim de determinar os limites inferior e superior para o total da provisao.
Depois utiliza-se a estatistica bayesiana nos modelos 2 e 3 para determinar o total da
provisao. Por fim, serd realizado uma comparacao entre os modelos 2 e 3.

Utilizar-se-4 o triangulo de Run-off proposto em (Hoedemakers et al., 2003) como

base de dados nesta ilustragao, ver tabela (5.2).

56



1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
1 | 363346 492947 322511 236555 249319 151228 138373 95703 71742 53788 35997
2 | 397798 543864 358855 263325 276817 167045 153095 106272 78515 58790
3 | 806154 1096841 727977 530683 557870 336716 310022 213706 157504
4 | 727102 995988 654059 476665 502405 303132 278280 192436
5 | 659846 900386 591633 433425 457482 276056 253301
6 | 541187 736205 487730 353255 373921 226091
7 | 979636 1342832 882924 651920 682307
8 | 890641 1219406 798007 582415
9 | 486340 666405 442457
10 | 445174 604206
11 | 1084253

Tabela 5.2: Triangulo de Run-off dos montantes de sinistros nao acumulados.

5.4.1 Modelo 1 (Limites para Provisao de IBNR)

Como proposto em (Hoedemakers et al., 2003), assuma que as varidveis aleatérias
(fatores de descontos) v; ~ N(p+ 362,6%) com p= 0,08 e § = 0, 11 sejam independentes
e identicamente distribuidas. A varidvel aleatdria condicional A ¢ definida por (5.7).

Utilizando os dados do triangulo da tabela 5.2 e o estimador de maxima verossimi-
lhanca, estima-se os parametros do modelo, ver a tabela 5.3. Um parametro, por exemplo
(1, deve ser igual a zero, afim de obter uma matriz de regressao nao singular.

Como realizado na segao 4.2, serdo comparados os limites inferior (S!) e superior (S°)
com a distribuicao empirica de () gerada por 100.000 valores aleatérios.

Na figura 5.1 percebe-se que a funcao de distribuicdo acumulada de S! é muito préxima
da funcao de distribuigao acumulada de S, o que ja nao ocorre com a funcao de dis-
tribuicao acumulada de S¢. Isso deve ao fato da correlacao entre as componentes da
matrix X nao serem muito préoximas da correlacao de suas funcoes de distribigoes inver-
sas.

A figura 5.2 considera o qq-plot dos quantis dos limites inferior (S!) e superior (S¢) em
relacao ao quantil de (.9), o que confirma a afirmacao anterior, que S esta muito préximo

de S e que S° nao é uma boa aproximacao. Na tabela 5.4 tem-se valores numéricos de
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Parametro Valor Estimativa FErro padrao

a1 128 12,7976 0,0018
as 12,9 12,8068 0,0018
s 13,6 13,5994 0,0018
auy 13,5 13,4957 0,0019
as 134 13,3996 0,0019
g 132 13,1997 0,0020
ar 138 13,7999 0,0021
as 13,7 13,6983 0,0023
o 13,1 13,0999 0,0025
a1 130 13,0035 0,0029
a1 13,9 13,8064 0,0039
3o 0,31 0,3109 0,0018
Bs 0,11  -0,1060 0,0018
By 042  -0,4198 0,0019
Bs 0,37 -0,3677 0,0020
Be 087  -0,8717 0,0021
By 0,96  -0,9579 0,0022
Bs 1,33 -1,3267 0,0024
Bo 1,63 -1,6249 0,0027
Bro 1,92 -1,9100 0,0032
B 231 -2,3064 0,0043
o 0,004  0,0039

Tabela 5.3: Especificagoes do modelo, estimador de méxima verossimilhanca e erro

padrao, (41 = 0).

alguns quantis.

Portanto, o limite inferior (S'), como esperado (pela escolha de A) é uma boa aproxi-
magao de S, ja para o limite superior (S¢) nao se pode afirmar isso, uma vez que seus
valores s@ao um pouco distantes dos valores de S. Porém, os limites ajudam a determinar

um intervalo para S. Pois, como se sabe:
S <er S <ew 5
Nas subsecoes seguintes, serao previstos os valores da provisao total de IBNR (.5), dos
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Figura 5.1: Funcoes distribuigoes acumuladas de S(linha), S'(linha) e S¢ (pontilhado)
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Figura 5.2: QQ-plot dos quantis de S* (bola) e S¢ (quadrado) em relacao a S.

Probab. | Fg,'(p) | F5'(p) | Fs.'(p)
095 | 13.639 | 13.796 | 14.263
0975 | 14.303 | 14.437 | 15.077
0,99 | 15.122 | 15.171 | 16.182
0,995 | 15.709 | 15.730 | 16.963

0,999 17.003 | 17.009 | 18.585

Tabela 5.4: Valores dos quantis de S, S' e S¢ (deve-se multiplicar por 10%).
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montantes por ano de origem (W) e os gastos no ano corrente (H) utilizando a estatistica

bayesiana para os modelos 2 e 3.

5.4.2 Modelo 2 (Estatistica Bayesiana)

Nesta subsegao serd ilustrado o modelo 2 proposto por (Ntzoufras & Dellaportas,
2002), para determinar a provisao total de IBNR. Para realizar esta ilustracao, utilizou-se
o software estatistico Winbugs, pois como mencionado anteriormente este possui ferra-
mentas (técnicas) para testar a convergéncia das cadeias de Markov. As inferéncias sao
baseadas em um aquecimento de 20.000 iteracoes, seguido de um processo de 100.000
iteracoes.

Primeiramente, pode-se observar na tabela 5.5 que a e 3 tem em média os valores
de [-0,5557; 0,543] e [-1,435; 1,182], respectivamente. E interessante notar que, como se
trata das médias das distribuicoes para cada parametro, tem-se estimadores de bayes por
perda quadratica. Caso deseja-se um estimador por perda absoluta, bastaria utilizar a
mediana. A tabela 5.5 também fornece o desvio-padrao da estimativa (sd) e o erro para
a média estimada via MCMC (MCerror). Os valores 2,5% e 97,5% nada mais sao do
que os limites inferiores e superiores para o intervalo de credibilidade de 95%.

As duas tabelas seguintes 5.6 e 5.7, apresentam estimativas das somas mencionadas
na secao 5.1, W; e Hy, ou seja, os montantes por ano de origem e os gastos nos anos
correntes.

Na tabela 5.8, encontra-se os valores estimados para a provisao total de IBNR. Onde
a convergéncia da cadeia de Markov pode ser verificada na figura 5.3, estes devem ser
aleatorios, isto €, nao devem ficar “preso”em nenhuma &area ao longo das iteracoes. Na
figura 5.4 é apresentado o histograma da provisao.

Na tabela 5.9 encontra-se previsoes dos montantes de sinistros.

5.4.3 Modelo 3 (Estatistica Bayesiana)

Nesta subsecao mais uma vez utilizou-se o software estatistico Winbugs, para auxiliar

no calculo da provisao total de IBNR. Como mencionado antes, a principal diferenca
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varidvel média sd MCerror 2,5% mediana | 97,5%
all] -0,5557 | 0,002755 | 1,48E-5 -0,5612 -0,5557 -0,5503
af2] -0,4565 0,002748 | 1,266E-5 -0,462 -0,4565 -0,4511
a3 02461 | 000281 | 1,121E-5 | 02406 | 02461 | 0,2516
al4] 0,1424 0,002909 | 1,017E-5 0,1366 0,1424 0,1481
al5] 0,04622 | 0,003045 | 9,932E-6 | 0,04022 0,04622 | 0,05218
al6] -0,1537 0,003237 | 1,035E-5 -0,16 -0,1537 -0,1473
a[7] 0,4466 0,003492 | 1,16E-5 0,4398 0,4466 0,4535
«[8] 0,345 0,003869 | 1,281E-5 0,3374 0,345 0,3526
al9] | -0,2535 | 0,004408 | 1545E-5 | -0,2622 | -0,2535 | -0,2448
a[10] | -0,3498 | 0,005364 | 2,287E-5 | -0,3604 | -0,3498 | -0,3392
all1] 0,543 0,007542 | 3,364E-5 0,5281 0,543 0,5578
G1] 0,8709 0,002745 | 1,421E-5 0,8655 0,8709 0,8763
012 1,182 0,002751 | 1,285E-5 1,176 1,182 1,187
03] 0,7649 0,002805 | 1,147E-5 0,7594 0,7649 0,7704
514] 04511 | 0,002922 | 1,042E-5 | 04454 | 04511 | 0,4569
35] 0,5033 | 0,003053 | 1,059E-5 | 04972 | 05033 | 0,5093
5l6] | -7.878E-4 | 0,003244 | 1,04E-5 | -0,007174 | -7,91E-4 | 0,0056
8171 | -0,08697 | 0,003499 | 1,095E-5 | -0,09380 | -0,08697 | -0,08007
G18] -0,4558 0,003865 | 1,227E-5 | -0,4634 -0,4558 -0,4482
309] 20,754 | 0,004418 | 1,537E-5 | -0,7627 | -0,754 | -0,7453

B[10] -1,039 0,00539 | 2,162E-5 -1,05 -1,039 -1,028

Bl1] | -1435 | 0,007554 | 3,363E-5 | -1.45 1436 | -1421
" 19.39 0.001696 | 1.18E-5 19.39 19.39 19.39
o2 | 6,275E-5 | 1,393E-5 | 6,154E-8 | 4,124E-5 | 6,084E-5 | 9,56E-5

Tabela 5.5: Estimativas para os parametros a, 3, i e 02 do modelo 2.

entre os modelos 2 e 3, é que as distribuigoes das prioris deixam de ser nao informativas

e passam a ter uma estrutura dinamica, fazendo com que as mesmas evoluam com o

decorrer do tempo.

Novamente, as inferéncias sao baseadas em um aquecimento de 20.000 iteragoes

seguido de um processo de 100.000 iteragoes.

Nas tabelas 5.10 e 5.11, encontra-se os valores dos montantes em cada ano de origem e

os gastos nos anos correntes, respectivamente. Ja se percebe um aumento destes quando
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varidavel | média sd MCerror | 2,5% | mediana | 97,5%
W12 39,75 | 0,4661 | 0,001832 | 38,85 39,75 40,68
W3] 199,6 | 1,611 | 0,006987 | 1964 199,6 202,8
W14] 323,0 | 2,146 | 0,008935 | 318,7 323,0 327,2
Wi5] 468,4 | 2,788 | 0,01108 | 462,9 468,4 473,9
we] 590,8 | 3,359 | 0,01316 | 584,2 590,8 5974
w7 1489,0 | 8,285 | 0,03315 | 1472,0 | 1489,0 | 1505,0
W8] 1961,0 | 11,21 | 0,04514 | 1939,0 | 1961,0 | 1983,0
w19 1399,0 | 8,45 0,03531 | 1382,0 | 1399,0 | 1416,0
wii0] | 1670,0 | 11,36 | 0,05316 | 1647,0 | 1670,0 | 1692,0

W(11] | 5557,0 | 49,85 0,2262 | 5460,0 | 5557,0 | 5657,0

Tabela 5.6: Estimativas do modelo 2 para cada ano de origem (deve-se multiplicar o

valor estimado por 10?).

variavel | média sd MCerror | 2,5% | mediana | 97,5%
H[1] 3912,0 | 19,7 0,0845 | 3874,0 | 3912,0 | 3951,0
H[2] 2816,0 | 13,71 | 0,06192 | 2789,0 | 2816,0 | 2844.,0
H[3] 2103,0 | 10,51 | 0,05052 | 2083,0 | 2103,0 | 2124,0
H[4] 1700,0 | 10,12 | 0,04816 | 1680,0 | 1700,0 | 1720,0
HI[5] 1128,0 | 6,583 | 0,0342 | 1115,0 | 1128,0 | 1141,0
HI6] 860,0 | 5,761 | 0,02989 | 848,7 859,9 871,3
HI[7] 536,2 | 3,987 | 0,02026 | 5284 536,2 544,1
HI8] 328,0 | 2,889 | 0,0145 322,3 327,9 333,7
H[9] 204,8 | 2,178 | 0,01074 | 200,6 204,8 209,1
HJ[10] 108,0 | 1,534 | 0,00718 | 105,0 108,0 111,1

Tabela 5.7: Estimativas do modelo 2 para os gastos dos anos correntes (deve-se multi-

plicar o valor estimado por 103).

comparado as tabelas 5.6 e 5.7, principalmente, em relacao ao intervalo de credibilidade
de 95%.

A tabela 5.12 apresenta os valores estimados para provisao total de IBNR, sendo a
convergéncia das cadeias de Markov verificada na figura 5.5 e sua densidade (aproximada)

pode ser vista na figura 5.6.
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varidvel | média sd | MCerror | 2,5% | mediana | 97,5%

IBNR | 13700,0 | 57,41 | 0,3207 | 13580,0 | 13700,0 | 13810,0

Tabela 5.8: Estimativas do modelo 2 para o IBNR (deve-se multiplicar o valor estimado

por 10?).
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Figura 5.3: Gréfico entre o valor da provisao total de IBNR e o ntimero de iteragoes

(modelo 2).
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Figura 5.4: Histograma da provisao total de IBNR (modelo 2).

Por fim, tem-se na tabela 5.13 as previsoes dos montantes de sinistros.
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1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
1 | 361400 493100 325000 237500 250200 151100 138700 95890 71160 53510 36000
2 | 399000 544600 358900 262200 276300 166900 153100 105900 78580 59100 39750
3 | 805700 1099000 724600 529500 557800 337000 309100 213800 158700 119300 80260
4 | 726300 991200 653300 477300 502900 303800 278700 192700 143000 107600 72360
5 | 659700 900300 593400 433600 456800 275900 253100 175100 129900 97700 65720
6 | 540200 737200 485900 355000 374000 225900 207300 143300 106400 80000 53810
7 | 984600 1344000 885600 647100 681700 411800 377800 261300 193900 145800 98080
8 | 889500 1214000 800000 584500 615900 372000 341300 236000 175200 131700 88610
9 | 488900 667200 439700 321300 338500 204500 187600 129700 96280 72400 48700
10 | 444000 605900 399300 291800 307400 185700 170400 117800 87430 65750 44230
11 | 1084000 1480000 975200 712600 750700 453500 416000 287700 213500 160600 108000

Tabela 5.10: Estimativas do modelo 3 para cada ano de origem (deve-se multiplicar o

Tabela 5.9: Montantes de sinistros previstos (modelo 2).

varidavel | média sd MCerror | 2,5% | mediana | 97,5%
W12 39.78 | 0.4978 | 0.002144 | 38.81 39.78 40.77
W3] 199.6 | 1.714 | 0.00767 | 196.3 199.6 203.0
W14] 323.0 2.31 0.01099 | 318.5 323.0 327.6
Wi5] 468.5 | 3.028 | 0.01382 | 462.5 468.5 474.5
we] 590.9 | 3.663 | 0.01482 | 583.7 590.9 598.2
w7 1490.0 | 9.121 0.0383 | 1472.0 | 1490.0 | 1508.0
W1g] 1961.0 | 12.63 | 0.04935 | 1936.0 | 1961.0 | 1986.0
w19 1401.0 9.9 0.0327 | 1382.0 | 1401.0 | 1421.0
WJ10] | 1668.0 | 15.08 | 0.04873 | 1638.0 | 1668.0 | 1698.0
W(11] 5542.0 | 141.2 0.5194 5264.0 5541.0 5825.0

valor estimado por 10?).

5.4.4 Comparando os Resultados

Observando a tabela 5.14, verifica-se os quantis obtidos dos trés modelos, em relagao
as fungoes de distribui¢oes dos limites inferior e superior. Na tabela 5.4 ja havia sido
apresentado esses quantis para os limites do modelo 1. Para se determinar os quantis

referentes aos limites do modelo 2 e 3, utilizou-se a teoria vista no capitulo 4, para trazer
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variavel | média sd MCerror | 2,5% | mediana | 97,5%
H[1] 3909.0 | 41.36 | 0.1512 | 3828.0 | 3908.0 | 3991.0
H[2] 2814.0 | 28.01 | 0.09873 | 2759.0 | 2814.0 | 2870.0
HI[3] 2102.0 | 20.93 | 0.07415 | 2061.0 | 2102.0 | 2144.0
H[4] 1698.0 | 21.22 | 0.07799 | 1657.0 | 1698.0 | 1740.0
H[5] 1127.0 | 13.23 | 0.04823 | 1102.0 | 1127.0 | 1154.0
HI[6] 859.1 | 11.86 | 0.04318 | 835.9 859.0 882.8
HI[7] 535.5 | 8.222 | 0.02976 | 519.5 535.4 552.0
H[g] 3275 | 6.05 | 0.02218 | 315.7 3274 339.6
H[9] 204.4 | 4.539 | 0.01669 | 195.5 204.3 2134

HJ[10] 107.8 | 3.02 | 0.01095 | 101.9 107.7 113.8

Tabela 5.11: Estimativas do modelo 3 para os gastos dos anos correntes (deve-se multi-

plicar o valor estimado por 103).

varidvel | média sd | MCerror | 2,5% | mediana | 97,5%

IBNR | 13680.0 | 148.8 | 0.5451 | 13390.0 | 13680.0 | 13980.0

Tabela 5.12: Estimativas do modelo 3 para o IBNR (deve-se multiplicar o valor estimado

por 10?).
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Figura 5.5: Gréfico entre o valor da provisao total de IBNR e o ntimero de iteragoes

(modelo 3).
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Figura 5.6: Histograma da provisao total de IBNR (modelo 3).

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
1 | 362800 492800 324800 237300 250100 151100 138600 95850 71140 53500 36000
2 | 398600 544600 358900 262300 276300 166900 153200 105900 78610 59120 39780
3 | 806000 1099000 724400 529400 557700 337000 309100 213800 158700 119300 80300
4 | 726900 991000 653000 477200 502800 303800 278700 192700 143000 107600 72390
5 | 660200 900100 593200 433500 456700 275900 253200 175100 129900 97710 65750
6 | 540900 737000 485700 355000 374000 225900 207300 143300 106400 80000 53840
7 | 981100 1340000 886200 647600 682400 412200 378200 261500 194100 146000 98230
8 | 889300 1214000 79900 584600 615900 372100 341400 236100 175200 131800 88670
9 | 487400 668200 440400 321800 339000 204900 187900 130000 96450 72540 48810
10 | 444700 605100 398700 291400 307000 185500 170200 117700 87340 65680 44200
11 | 1084000 1475000 972300 710600 748600 452300 414900 287000 213000 160200 107800

Tabela 5.13: Montantes de sinistros previstos (modelo 3).

a valor presente os gastos dos anos correntes. Percebe-se que os trés modelos apresentam
valores préximos, sendo que o modelo 1 dispersa um pouco, a medida que os quantis vao
aumentando. Isso se deve ao erro de estimacao dos parametros.

De maneira a comparar os modelos 2 e 3 verifica-se nas figuras 5.7 e 5.8 os qqg-plots
desses modelos. Como somente foi obtido no modelo 1 os limites da distribuicao do
valor presente da provisao total do IBNR, ele nao serd comparado. Pelos graficos os dois

modelos sao muito parecidos, ambos apresentam-se como boas escolhas para o calculo da
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Probabi- modelo 1 modelo 2 modelo 3

lidades St S¢ St S¢ St S¢
0,95 13.639 | 14.263 | 13.639 | 14.337 | 13.629 | 14.326
0,975 14.303 | 15.077 | 14.220 | 15.098 | 14.209 | 15.086
0,99 15.122 | 16.182 | 14.935 | 16.040 | 14.923 | 16.028
0,995 15.709 | 16.963 | 15.447 | 16.720 | 15.435 | 16.707
0,999 17.003 | 18.585 | 16.574 | 18.224 | 16.561 | 18.210

Tabela 5.14: Quantis dos limites inferior e superior dos modelos 1, 2 e 3 (deve-se multi-

plicar por 10%).

provisao. Na tabela 5.15, apresenta-se os erros quadraticos médios dos dois modelos em
cada ano origem e os seus totais. Logo, o modelo 3 foi o que apresentou melhor previsao.

Portanto, ao calcular a provisao total de IBNR, deve-se optar em utilizar o modelo
3 bem como a estatistica Bayesiana, assim se tem aumento de informagoes (distribuicao
e uma diminuicao de

posteriori, distribuigdo preditiva, intervalo de credibilidade...)

possiveis erros, podendo chegar muito proximo do valor real da provisao.
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Figura 5.7: QQ-plot dos valores observados pelos previstos do modelo 2.
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Previstos

Figura 5.8: QQ-plot dos valores observados pelos previstos do modelo 3.

Tabela 5.15: Os erros quadréticos médios (EQM) dos modelos 2 e 3.

500000 1000000

0 200000

T
200000

5600000

Observados

1000000

Ano de EQM

origem | modelo 2 | modelo 3
1 185.590 109.987
2 57.291 42.321
3 303.726 899.590
4 1.727.952 | 411.773
5 56.235 50.216
6 127.285 120.046
7 860.111 549.193
8 588.576 596.679
9 224.041 129.953
10 64.362 15.514
11 970 970

Total | 4.196.139 | 2.926.242
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesta dissertacao, se propos demonstrar que ao utilizar os riscos financeiro e
atuarial juntos, nao se pode sempre assumir independéncia entre as variaveis aleatorias,
como ainda é muito utilizado.

No Brasil, normalmente, utiliza-se o risco financeiro como sendo fixo, com isso, é
até correto para uma grande parte das vezes, assumir a independéncia. Porém, desta
maneira nao se obtém a cobertura de todos os riscos envolvidos, apenas dos riscos bem
comportados como foi visto.

Ao assumir ambos os riscos como sendo variaveis aleatorias, tem-se dependéncia entre
as variaveis, principalmente as relacionadas aos riscos financeiros. O grande problema em
utilizar esta hipdtese, ocorre na determinacao da distribuicao conjunta dessas variaveis
aleatorias dependentes. Em contrapartida, ao utiliza-la consegue-se cobrir todos os riscos
envolvidos.

Dois métodos foram apresentados para solucionar o problema de determinar a dis-
tribuicao conjunta de varidveis aleatérias dependentes, o primeiro utilizado por (Dhaene
et al., 2002), onde se determina limites para o valor desejado e o segundo utilizando a
estatica bayesiana. Ressalta-se que existem outras abordagens para o método dos limites,
como as propostas em (Frank, Nelsen, & Schweizer, 1987) e (Kreinovich & Ferson, 2007).

As maiores dificuldades para se utilizar o método dos limites proposta por (Dhaene
et al., 2002), devem-se principalmente ao grande trabalho computacional, ao erro de

estimacao e o fato de que os limites podem apresentar um intervalo grande entre eles,
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dificultando sua anélise.

Quando se utiliza a estatistica bayesiana, percebe-se facilmente a riqueza de in-
formacao alcancada. Primeiramente, nao se tem estimativas pontuais e intervalo de
confianca, mas sim a distribuicao preditiva para a incerteza estudada. A facilidade com-
putacional, utilizando winbugs confere-se facilmente a convergéncia da cadeia, dando
assim, seguranga ao resultado obtido.

Por fim, sugere-se que ao trabalhar com riscos financeiro e atuarial, assuma ambos
estocasticos, tendo assim todos os riscos cobertos. E utilize da riqueza de informacoes e
facilidades computacionais que a estatistica bayesiana lhe oferece.

Como trabalhos futuros pode-se utilizar na aplicacao da provisao total de IBNR, um
modelo linear generalizado ou modelos que considerem o ntimero de sinistros, tanto para

o método dos limites quanto para a estatistica Bayesiana.
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