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A minha mae e aos meus filhos.



“Our world, our life, our destiny, are dominated by uncertainty; this is perhaps the only

statement we may assert without uncertainty”.

de Finetti.
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Resumo

O objetivo geral deste trabalho ¢é aplicar modelos capazes de tratar conjuntamente
informagoes de pesquisas com diferentes precisoes, incorporando desvios mensuraveis ao
processo de estimacao e promovendo a troca de informacao entre periodos de tempo e
localizagoes no espaco. Particularmente, o interesse é obter estimativas intercensitarias
atualizadas a partir de informagoes para pequenos dominios.

Apresentamos uma aplicacao a dados de trés pesquisas com diferentes precisoes: o
Censo Demografico Brasileiro, a Contagem Populacional e a Pesquisa Nacional por Amos-
tra de Domicilios (PNAD), todas divulgadas pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Es-
tatistica (IBGE). Os municipios do Estado de Sao Paulo formam a base de dados do
estudo e o objetivo é obter estimativas anuais da densidade populacional combinando os
dados das trés pesquisas. Informagoes obtidas a partir da PNAD caracterizam-se por
apresentar baixa precisao a nivel municipal, por isto, o municipio serd tratado aqui como
pequeno dominio. Adotando uma abordagem Bayesiana, iremos utilizar conjuntamente
estas pesquisas para obter a distribuicao a posteriori das densidades populacionais mu-
nicipais e, consequentemente, produzir estimativas desta densidade apresentando o seu o
erro associado.

Em pesquisas por amostragem, a quantidade efetiva de informagao de um estimador é
traduzida pela estimativa de sua variancia. Propomos neste trabalho a modelagem destas
estimativas para regular a troca de informacao temporal e espacial, conduzida aqui por

Modelos Dinamicos e Campos Aleatérios Gaussianos.

Palavras Chaves: Amostragem, Modelos de Crescimento, Modelagem de Variancia,

Pequenas Areas, Pesquisas Populacionais e Processos Gaussianos.
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Capitulo 1

Introducao

O termo pequenas areas ¢ freqiientemente utilizado para denominar areas geograficas
pequenas, tais como municipios, distritos e bairros. Num sentido mais amplo, é utilizado
também para descrever um pequeno subconjunto da populacao, podendo ser, inclusive,
resultado da classificacao cruzada de duas ou mais variaveis, como por exemplo, uma
subpopulacao obtida a partir da selecao de pessoas do sexo feminino com idades entre
20 e 30 anos (Souza, 2004). Por isso, muitos autores preferem a expressao “pequeno
dominio” ao invés de “pequena area”.

As informacoes para pequenos dominios podem ser obtidas a partir de censos e enu-
meragcoes populacionais, com a populagao sendo inteiramente investigada, ou através de
pesquisas por amostragem. Para conhecer algumas caracteristicas de uma populacao, é
comum observar apenas um subconjunto de seus elementos, denominado de amostra e, a
partir dos resultados dessa amostra, obter estimativas para as caracteristicas de interesse
da populacao. Neste caso, a amostra deve ser representativa da populacao, ou seja, deve
ter caracteristicas similares as da populacao de onde foi retirada. Em geral, as razoes
para realizar uma amostragem se devem a economia de custos para investigar uma po-
pulagao, a reducao do tempo e de mao-de-obra para a realizacao da coleta dos dados, a
confiabilidade e qualidade dos dados e a facilidade na realizacao dos trabalhos. Quando
a populacao é pequena, quando a caracteristica é de facil mensuracao ou quando ha
necessidade de alta precisao, pode nao ser interessante a realizacao de uma amostragem.

No Brasil, um exemplo de pesquisa por amostragem de multiplos propédsitos é a Pes-



quisa Nacional por Amostra de Domicilios (PNAD), realizada pelo Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica (IBGE). Como exemplo da necessidade de estimativas confidveis
para pequenas areas, podemos citar a distribuicao de verbas federais pelo Fundo de Par-
ticipacao dos Municipios, definida a partir de critérios que levam em consideracao os
tamanhos das populagoes municipais (Souza, 2004).

Nas tultimas décadas, as pesquisas por amostragem com multiplos propdsitos, como a
PNAD, tomaram grande impulso por apresentarem menor custo em relagao aos censos e
contagens, e por possibilitarem a obtencao de informacoes de interesse com periodicidade
menor que a dos censos. No entanto, pesquisas por amostragem geralmente apresentam
tamanhos de amostras reduzidos nos pequenos dominios, ou até mesmo a auséncia de
unidades amostrais em algumas areas, nao sendo possivel obter estimativas com boa
precisao a partir de estimadores diretos, baseados unicamente no desenho da amostra.
Com raras excecoes, o desenho e o tamanho da amostra sao escolhidos de modo que
a amostra forneca estimativas com boa precisao para subpopulacoes maiores, formadas
pela agregacao dos pequenos dominios, optando-se por exemplo, por nao apresentar es-
timativas por sexo, municipio ou faixa de idade, mas apenas para o agregado.

Assim, a estimacao em pequenas areas vem recebendo atencao cada vez maior de
pesquisadores, com diversas propostas de modelos que objetivam o aumento da precisao
das estimativas e, consequentemente, permitem decisoes mais corretas e conscientes por
parte de administradores puiblicos e privados. Este trabalho se insere neste contexto,
utilizando modelos e dados obtidos a partir de censos e pesquisas por amostragem para
estimacao em pequenas areas, sendo que a variavel de interesse é a densidade populacional
municipal.

Como uma amostra jamais serd a representacao perfeita da populagao, todos os estu-
dos por amostragem tém desvios em relacao aos valores reais do universo. Esses desvios
podem arrumar-se em dois grandes grupos: erro amostral e erro nao amostral. O pri-
meiro é¢ mensuravel e varia na ordem inversa da dimensao da amostra ou subamostra em
analise. O segundo, nao mensuravel, advém de fatores como perguntas mal desenhadas,
entrevistas mal aplicadas ou erros de introdugao dos dados. Assim, destacam-se duas

questoes importantes ao considerarmos o problema de estimacao em pequenas areas: a



primeira diz respeito a como produzir estimativas confidaveis das caracteristicas de inte-
resse investigadas baseando-se na informacao proveniente de amostras muito pequenas;
a segunda esta relacionada a como tratar o erro de estimagao.

Existindo somente uma amostra pequena para um particular dominio, uma solucao
possivel para o problema de estimacao é pedir emprestada informacao de outros dados re-
lacionados, tais como: dados obtidos para a caracteristica de interesse em outros dominios
considerados similares e em outros periodos de tempo. Neste trabalho, iremos intercalar
periodicamente informacoes censitdrias e amostrais, promovendo a troca de informacao
entre periodos de tempo e pontos no espaco. Com isto, espera-se um significativo ganho
de informacao, uma vez que o censo ¢ extremamente preciso.

Apresentaremos uma aplicacao que usa dados de trés pesquisas populacionais com
diferentes variabilidades: o Censo Demografico Brasileiro, a Contagem Populacional e a
Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios (PNAD). Todas divulgadas pelo Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). Os municipios do Estado de Sao Paulo
formam a base de dados do estudo. Informacoes obtidas a partir da PNAD caracterizam-
-se por apresentar baixa precisao a nivel municipal, por isto, o municipio sera tratado
aqui como pequeno dominio.

Adotando uma abordagem Bayesiana, iremos utilizar conjuntamente estas pesquisas
para obter a distribuicao a posteriori das densidades populacionais municipais e, con-
sequentemente, produzir estimativas desta densidade apresentando o erro associado. A
proposta é semelhante a apresentada em Souza (2004), no sentido de fazer uso de mode-
los que permitam a troca de informacao entre tempo e espaco, e com isso, aumentar a
precisao das estimativas.

Ao utilizar conjuntamente pesquisas com diferentes variabilidades e tipos de erros,
¢é essencial tratar de modo diferenciado as precisoes das informagoes levantadas. Neste
trabalho, propomos a modelagem conjunta de estimativas diretas, baseadas unicamente
no desenho da amostra, e de suas estimativas da variancia. A intencdo é fazer com
que as estimativas da variancia funcionem como um filtro, regulando a troca de in-
formacao temporal e espacial. Para tratar a evolugao temporal, optou-se pelo uso de

Modelos Dinamicos de Crescimento Exponencial e, para captar a depéndencia espacial



desta evolucao, serao usados Processos Gaussianos.

Em sintese, o objetivo principal deste trabalho é aplicar modelos capazes de tratar
conjuntamente informagcoes de pesquisas com diferentes precisoes, incorporando desvios
mensuraveis ao processo de estimacao e promovendo a troca de informagao entre periodos
de tempo e localizacoes no espaco. Particularmente, o interesse é obter estimativas
intercensitarias atualizadas a partir de informacoes para pequenos dominios.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No capitulo [2| revisaremos alguns
conceitos abordados ao longo do trabalho. No capitulo |3| descreveremos o conjunto de
dados utilizado e apresentaremos as principais idéias de Souza (2004), estudo que foi
referéncia para esta dissertagao. No capitulo [] apresentaremos os modelos propostos,
discutindo suas motivacoes e caracteristicas. No capitulo [5| apresentaremos a analise
dos resultados obtidos e, como o procedimento de inferéncia adotado segue o Paradigma
de Bayes, apresentaremos também neste capitulo os métodos de simulagao estocéstica e
algoritmos computacionais utilizados. Finalmente, no capitulo[6apresentaremos algumas

conclusoes e perspectivas futuras deste trabalho.



Capitulo 2

Revisao de Literatura

Neste capitulo, faremos uma breve revisao de alguns conceitos abordados ao longo
deste trabalho. Apresentaremos os principais fundamentos da inferéncia estatistica sob
o enfoque Bayesiano. Definiremos o Modelo de Crescimento Exponencial Generalizado
e discutiremos suas principais caracteristicas. Apresentaremos uma introdugao a mo-
delagem dinamica, assim como alguns Modelos Dinamicos de Crescimento Exponencial
encontrados na literatura. Por fim, dissertaremos sobre algumas técnicas e conceitos de
Geoestatistica, a area da estatistica que modela observacoes feitas ao longo de uma regiao

geografica.

2.1 Nocoes de Inferéncia Bayesiana

A inferéncia Bayesiana, assim como a frequentista, trabalha na presenca de ob-
servacoes Y, que sao descritas através de uma distribuicao de probabilidade com den-
sidade p(Y | #). A quantidade 6 é desconhecida (parametro), podendo ser um escalar,
um vetor ou uma matriz. Podemos dizer que o principal objetivo de um estudo de in-
feréncia é a determinacao do valor de 6. E bastante provavel que o pesquisador saiba
caracteriza-lo de alguma maneira. Neste caso, é possivel e recomendavel que esse conhe-
cimento prévio a respeito da quantidade seja incorporado a analise. E nesse ponto que o
método Bayesiano se diferencia do frequentista. Enquanto o segundo nao admite o uso

dessa informagao, por nao ser observavel, o primeiro a incorpora a analise através de



uma densidade p(6). Esta densidade é conhecida como densidade a priori e representa a
informagao disponivel sobre ¢ antes de observar Y. Para uma leitura extensiva sobre o
assunto veja Gamerman & Migon (1999).

A funcao de verossimilhanga de 6, geralmente denotada por [(f, Y), é a fungao que
associa cada 6 ao valor p(Y | ). Considerando © como o espago paramétrico de 6,

podemos defini-la da seguinte maneira:
10, Y):©® — RT
0 — U6, Y) =p(Y]0)
O processo de inferéncia Bayesiano se baseia na distribuicao de probabilidade de 6
apos observar Y, que passa a fazer parte do conjunto de informacgoes disponiveis. Esta
distribuicao é conhecida como distribuicao a posteriori de 6.

O Teorema de Bayes fornece uma regra de atualizacao de probabilidades, que parte

de p(0) e resulta na posteriori p(f | Y) da seguinte maneira:

_p(Y[0)p(9)
p(0]Y)= oY)

HW:LMKQW:AMYWMWM

onde

Note que p(Y) nao depende de 6 e, portanto, pode ser considerado constante. Assim,

pode-se reescrever o teorema de Bayes como

p(0 | Y) o p(Y|0)p(h).

2.1.1 Estimacgao de Parametros

Depois de obtida a distribuicao a posteriori, é necessaria a estimagao do parametro 6.
Um estimador, é\, pode ser definido como uma regra de decisao étima a respeito de uma
dada func@o perda esperada, L(d,6) (Gamerman & Migon, 1999). A estimagao pode ser

pontual ou intervalar.

¢ Estimacao Pontual: Na metodologia Bayesiana, a estimacao pontual lida sempre
com a minimizagao de uma fungao perda, L(d,0) = h(f — §), para alguma fungao

h e estimador § = 6. Trés funcoes perda sao geralmente utilizadas,
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— a fungao perda quadratica L(d,0) = (0 — 0)?,
— a funcado perda absoluta L(4,0) = |0 — J]| e

— a funcao perda zero-um L(0,6) = lim._ol9—s(|€, o0]).
Os estimadores obtidos minimizando estas funcoes sao, respectivamente,

— a média a posteriori ( E]Y)),
0

~

— a mediana a posteriori 6 ( [ p(6 | Y)df = 0. 5>

— a moda a posteriori ¢ ( 0Y) = supp(6’| Y))

e Estimacao por Intervalo: Sintetizar toda a informagao da distribuicao a pos-
teriori em um tnico valor pode nao ser apropriado. O uso de intervalos de credi-
bilidade a posteriori permite dimensionar a precisao deste valor. Uma regiao em
C' C © é uma regiao com 100(1 — «)% de credibilidade se P(# € C' | Y) > 1 — «.
Neste caso, 1 — « é chamado de nivel de credibilidade. Desta forma, um intervalo
de 95% de credibilidade a posteriori pode ser obtido a partir dos quantis 2.5% (q1)
e 97.5% (q2) da posteriori, ou seja,

q1 q2
/ p(6| Y)do =0.025 e / p(6 | Y)d = 0.975.

—0o0 —0o0

2.2 Modelo de Crescimento Exponencial Generali-
zado

Suponhamos que as variaveis aleatérias y;, observadas ao longo dos periodos t =

1,2,..., T, tem distribuicao de probabilidade tal que

E(y: | 0;) = pu,



onde #; é um conjunto de parametros. Modelos caracterizados pela parametrizacao @ =

[ a B v A ] e por uma funcao de ligacao h tal que

h(p) = o+ Bexp(yt) e
s se A\ #0
log(pe) se A =0

h(pe) =

sao chamados de Modelos de Crescimento Exponencial Generalizados (MCEG) (Migon
& Gamerman, 1993).

Algumas funcoes de ligacao especiais conhecidas na literatura sao:
e Logistica, quando A = —1,

e Gompertz, quando A =0 e

e Exponencial Modificada, quando A = 1.

Em particular, um MCEG com funcao de ligacao Exponencial Modificada em que
(y¢|0;) tem distribuigdo normal é descrito pelas equagoes

Yi = jty + vy, onde v; ~ N(0,07) e 21)

prr = a + Bexp(yt).

Faremos a seguir uma breve analise dos parametros «, [ e v para o caso especifico A =
1. Na figura 2.1, apresentamos algumas curvas de crescimento exponencial com A =1 e
diferentes valores de «, 3 e y. Comparando o gréfico (a) com os demais graficos, podemos
visualizar a influéncia destes parametros no comportamento da curva. O parametro
v estd relacionado com a velocidade de crescimento/decrescimento (ou curvatura), o
parametro 5 com a intensidade do crescimento/decréscimo e o o com a localizacao da
curva. Derivando a expressao a+ Jexp(7yt) em relacao a t, podemos concluir que a curva
serd crescente se « e 3 tiverem o mesmo sinal e decrescente caso contrario. Pela derivada
segunda, podemos concluir que a curva tem concavidade voltada para cima se § > 0 e
para baixo se # < 0. Vale notar ainda que se v < 0 entao a curva tem um comportamento

nao explosivo, convergindo para a quando t — oc.
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Figura 2.1: Curva de crescimento exponencial « + exp(yt) para A = 1 e diferentes

valores de «a, 3 e 7.

A principal vantagem dos modelos abordados nesta secao é a possibilidade de manter
as medigoes y; na escala original, transformando apenas a trajetéria de u;, o que torna
mais simples a interpretacao dos resultados.

Uma critica a estes modelos questiona o fato de pu;, a média do processo, seguir
exatamente uma funcao exponencial ao longo do tempo. Sendo pu; geralmente associado
ao verdadeiro valor de uma determinada caracteristica de interesse, parece mais natural
adicionar uma perturbagao aleatéria na evolucao temporal de p;. Nas secoes e[d.1]
abordaremos modelagens mais flexiveis, que procuram manter a tendéncia exponencial

descrita em ([2.1]) e permitem ainda captar oscilagoes do nivel y; em torno desta tendéncia.

2.3 Modelos Dinamicos

Uma forma flexivel de tratar a variacao temporal é através de Modelos Dinamicos
(MD), introduzidos por (Harrison & Stevens, 1976) e bem documentados em West &

Harrison (1997). O principio fundamental dessa abordagem é o uso de modelos proba-
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bilisticos sequenciais, definidos através de estruturas paramétricas. Estes modelos sao
caracterizados pela distribuicao de uma variavel aleatéria observada condicionalmente
a um vetor de parametros e por distibuicoes que definem a evolucao temporal destes
parametros.

De um modo bem geral, um MD ¢ caracterizado pelas distribuicoes

p(y, | 0¢, \) (observacionais),
p(0; | B,-1,)\) (de evolugdo ou de transicao) e
p(0o | Do) (a priori),

onde, para cada tempo ¢, y, ¢ um vetor de observacoes e #; é um vetor de parametros,
chamado de vetor de estado. Dy representa a informagao a priori disponivel antes de
observar os dados e A é um conjunto de parametros estaticos, geralmente referenciados
como hiperparametros.

O procedimento de inferéncia para estes modelos segue os passos usuais da inferéncia
Bayesiana, combinando duas operagoes principais: evolucao e atualizagdo. A evolucao
consiste no calculo sequencial das distribuigoes a priori p(6; | D;_1) e a atualiza¢ao no
célculo das distribuigoes p(0; | Dy).

Seja D; = Dy_1 U{y,} a informagao disponivel até o tempo ¢t. As distribuigoes a
priori, preditivas e a posteriori para cada periodo de tempo sao dadas, respectivamente,

por

p(et | Dt—l) = p(et | 9t—1)p(9t—1 | Dt—l)dgt—la

p(y, | Di1) = p(y, | 0:)p(0; | Di1)dO; e
p(0; | Dt) = py, | Dt—l)p(et | D;—1).

——

Sendo que a ultima é obtida via Teorema de Bayes. Mais especificamente, um Modelo
Linear Dinamico (MLD), como é comumente conhecido, é caracterizado por um conjunto

de quédruplas {F;, G;, V;, W,} para cada tempo ¢, onde
a) F; é uma matriz p; X pa,
b) G; é uma matriz p; X py,
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c) V; é uma matriz de covariancias ps X po €
d) W, é uma matriz de covariancias p; X p;.

Estas quadruplas definem o modelo através das distribuigoes sequénciais

(y, | 01, Vi) ~ N(F,0;, V) (2.2)
(6, ] 611, Wy) ~ N(Gi6, 1, W,).

Para {F;, G;, V;, W} conhecidos, a inferéncia nesta classe de modelos pode ser feita
utilizando o filtro de Kalman de maneira sequencial (West & Harrison, 1997), o que
fornece de maneira eficiente a distribuicao condicional de 6; dado D;. No entanto, em
aplicacoes a dados reais, as quadruplas {F;, Gy, Vi, W;} sao geralmente desconhecidas,
ou parcialmente desconhecidas. Para estes casos e para modelos mais complexos, os

métodos de simulagao estocastica que serao apresentados na secao permitem obter

amostras de p(6; | D;) e, consequentemente, sumarizar a informacao desta distribuigao.

2.3.1 Fatores de Desconto
Consideremos o MLD

(Y, | ¢, Vi) ~ N(Eeta Vi)
(Ot | 9t—17 Wft) ~ N(Gtgt—17 Wft)

Para evitar a dificil tarefa de especificar ou estimar as variancias W; dos erros de evolucao,
pode-se usar uma estratégia de descontos. A seguir, iremos descrever esta estratégia.
Aplicando o filtro de Kalman ao modelo acima de maneira sequencial (West & Har-

rison, 1997), a variancia a priori Ry = Var(6, | D;_1) é obtida por
Rt = Gt Ct,1 G;/ -+ Wt, (23)

onde C;_; é a variancia de (6;_1 | D;_1).

Usando um Fator de Desconto 9, pode-se reescrever ([2.3) como

_ GGG,

R
t 5 )
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o que mostra claramente uma relacao entre W; e §. Esta relacao é dada por W, =
(671 — 1)G;C;_1 G,. Fazendo isto, a perda de informagao sobre 8; ao passar de um
tempo t — 1 ao tempo t é proporcional a variancia da distribuicao a posteriori no tempo
t — 1. Assim, 0 é um numero entre zero e um que descreve a perda de informacao ao
passar do tempo. Por exemplo, se 6 = 0,90, apenas 90% da informacao passa de um
tempo a outro.

Esta abordagem sera utilizada nos modelos propostos no capitulo

2.3.2 Modelos Dindmicos de Crescimento Exponencial

Migon & Gamerman (1993) sugerem dois Modelos Dinamicos capazes de descrever a
evolugao temporal em ([2.1). Nesta segao, apresentaremos estes modelos.

O primeiro ¢ um MD descrito por

(yt | 0., Vt) ~ N(FOt, Vt) €
(Ot | 025—17 Wft) ~ N(Get—la m)v

onde 8, = [0;1 6;5]), F=][1 0]e

1 1
G:

0 exp(y)

Neste modelo, o parametro 6;; descreve o nivel do processo. J& 7 e 02 descrevem a
evolucao exponencial deste nivel.

O segundo é um MD descrito por
(ye | 01, Vi) ~ N(F'(6:), V) e
(9t ’ 0,1, Wt) ~ N(g(gt—l)a vvt)»
onde 0, = [0;1 62 0:5], F=1[1 0 0] e g(8;) é uma funcao tal que
Or1 4 Oi 2

9(0;) = 02 013
0.3

)
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Agora, 0,5 e 0, 3 descrevem a evolucao exponencial do nivel e 6, ; o nivel. A inferéncia
para este modelo pode ser feita usando a expancao em série de Taylor para a funcao g
(Migon & Gamerman, 1993).

Uma caracteristica destes modelos é a evolucao dinamica dos parametros associados
ao crescimento exponencial (6;2 e ;3 no segundo modelo e 6; 5 no primeiro modelo).

Neste trabalho, iremos propor um Modelo Dinamico de Crescimento Exponencial

semelhante aos apresentados nesta secao. Esse modelo sera descrito detalhadamente na

secao [4.1]

2.4 Geoestatistica

2.4.1 Dados Espacialmente Referenciados

Ultimamente, temos observado um grande desenvolvimento de novas técnicas para o
estudo de dados espacialmente referenciados, ou seja, observados ao longo de uma regiao
geografica. Na anadlise deste tipo de dado, agregamos as observagoes as suas respectivas
localizacoes e a andlise é feita levando em consideracao essas localizagoes.

Em estudos envolvendo observacoes espacialmente referenciadas, a caracterizacao da
estrutura de correlacao espacial é de grande importancia. E intuitivo pensar que ob-
servacoes proximas tendem a ser mais correlacionadas do que observacoes mais distan-
tes entre si. Desta forma, quando modelamos dados deste tipo, desejamos identificar
estas estruturas. Para simplificar o processo de inferéncia, é comum na literatura de
geoestatistica, assumir estacionariedade e isotropia do processo sob estudo. A seguir,
descreveremos estas duas propriedades.

Cressie (1993) divide a estatistica espacial de acordo com os tipos de observagoes as-
sociadas ao espaco em que elas sao observadas. De uma forma geral, a estatistica espacial
contém trés grandes dreas: geoestatistica, dados de drea e processos pontuais. Neste tra-
balho abordaremos apenas o primeiro tipo. Seja s € IR” um ponto no espacgo euclidiano
p-dimensional e seja Y'(s) o valor da varidvel aleatéria Y no ponto s. Consideremos que

{y(s),s € G} é uma realizagao parcial do campo aleatério {Y (s),s € G}, onde G é um
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subconjunto fixo de IR” com volume p-dimensional positivo (Cressie, 1993). Em geral,

vamos nos referir aos elementos de G como estacoes ou localizacoes monitoradoras.

2.4.2 Estacionariedade e Isotropia

Um campo aleatério {Y(s),s € G} é estritamente estaciondrio se para qualquer
colecao finita de estagoes si, So, ...,s, € G e qualquer u € G, a distribuicao conjunta
de (Y(s1),Y(s2),...,Y(s,)) é idéntica a distribuicao conjunta de (Y (s1 + u),Y (sy +
), ..., Y (s, +u)).

Uma definicao menos restritiva de estacionaridade exige que as fungoes de média e

covariancia sejam invariantes sob translagoes, ou seja,
m(s) =EY(s))=m e Cov(Y(s),Y(s+u)) =c(u), Vs,s+uea.

Este tipo de estacionaridade é chamada de estacionaridade fraca. A funcao ¢(.) é chamada
de covariograma.

Note que estacionaridade no sentido estrito implica em estacionaridade fraca, mas em
geral a reciproca nao ¢ verdadeira. Note ainda que qualquer campo aleatério estacionario
precisa ter variancia constante. Assim, podemos considerar entao Var(s) =&? Vs e G.

Um campo aleatério é intrinsicamente estaciondario se
E(Y(s4+u)—Y(s))=0 e Var(Y(s+u) —Y(s)) =2v(u), Vs,s+ueaq.

A funcdo 27(.) é chamada de variograma e (.) de semi-variograma. Note que se um
processo é fracamente estacionario, entao é intrinsicamente estacionario.

Um campo aleatério estacionario é isotrépico se a fungao de covariancia depende
apenas da distancia, ou seja, Cov(Y (s),Y (s")) = ¢(||s — §'||), onde ||s — §|| denota a
distancia entre s e §'.

Usualmente na literatura de geoestatistica, processos espaciais estacionarios e isotropicos
sao chamados de homogeéneos. Caso contrério, sao conhecidos como heterogéneos.

Quando um processo é homogéneo, podemos escrever a funcao de covariancia como
Cov(Y(s),Y(s") = &*p(||s — §||;¢%), onde p(.;¢*) denota uma fungao de correlagao
vélida (positiva definida) em IR? (Schmidt et al., 2002), que depende possivelmente de um
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vetor paramétrico ¢*. A se¢ao a seguir descreve duas fungoes de correlagao encontradas
frequentemente na literatura de geoestatistica.
Dessa forma, a conveniéncia dos processos homogéneos fica clara, ja que a estrutura

de covariancia do processo pode ser modelada apenas através dos parametros €2 e ¢*.

2.4.3 Processos Gaussianos

Um campo aleatério {Y(s), s € G} segue um Processo Gaussiano (PG) com fungao de
média m(.) e func¢do de covariancia Cou(.,.), denotando por Y (.) ~ PG(m(.), Couv(.,.)),
se para quaisquer sy, Sa, -+, S, € G e qualquer z € {1,2, -- -}, a distribui¢do conjunta de
(Y(s1),Y(s1), -+ ,Y(s.)) é normal multivariada com parametros dados por E(Y (s;)) =

m(s;) e Cov(Y(s;),Y(s;)), parai,j € {1,2, ---, z}.

2.4.4 Familias de Funcoes de Correlacao

Existem na literatura algumas familias de funcoes de correlagao. Geralmente a fungao
de correlacao p(.) deve traduzir algumas de nossas intui¢oes. Por exemplo, espera-se que
a correlagao entre duas medidas decresga ao aumentarmos a distancia entre suas loca-
lizacoes, e também que dlirgo p(d) =0, isto é, a correlagao entre duas localizagoes muito
distantes tende a 0. Diggle & Ribeiro Jr (2000) apresentam alguns dos principais modelos
paramétricos de funcoes de correlacao, assim como simulacoes de processos Gaussianos
univariados mostrando o efeito do uso das diferentes familias. Dois dos principais exem-

plos de funcao de correlagao sao:
a) Familia Exponencial Poténcia:
p(d; ¢, k) = exp(—(¢d)"),
onde ¢ > 0e k € (0,2]. O parametro ¢ é de escala e d é a distancia euclidiana entre

dois pontos quaisquer em G. Quando k = 1 temos o caso particular da fungao de

correlacao exponencial. Quando k = 2, temos a funcao de correlacao Gaussiana.

b) Familia Matérn:

p(d: 6, \) = %m) (2v/3ds) x (2v3d0)
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onde ¢ > 0 é o parametro de escala, A > 0 é o parametro de forma. A funcao I'(.)
¢ a funcao Gama usual e k) ¢ a funcao modificada de Bessel do terceiro tipo de

ordem .

Um aspecto importante de superficies espaciais é o seu grau de suavidade. Matemati-
camente, essa propriedade é descrita através do grau de diferenciabilidade do processo. A
especificacao da familia de funcao de correlacao é de grande importancia, pois em Proces-
sos Gaussianos, a suavidade do processo esta diretamente relacionada a diferenciabilidade
da sua estrutura de covariancia. Por exemplo, a funcao de correlagao Gaussiana resulta
em processos infinitamente diferenciaveis, ou seja, em processos extremamente suaves,
o que na prética é dificil de se observar. Recentemente, a fungao de correlagao em (b)
tem sido a mais usada na literatura, pois além das fungoes exponencial (quando A = 0.5)
e Gaussiana (quando A — 00) serem seus casos particulares, o parametro A controla a
diferenciabilidade do processo (Schmidt et al., 2002).

Neste trabalho, usaremos a fungao de correlacao exponencial p(d; ) = exp(—od).
Nela, o parametro ¢ nos diz quao rapidamente a correlacao decai pra zero.

Os tépicos aqui revisados serao base dos modelos propostos (no capitulo ) para

ajustar os dados apresentados no préximo capitulo).
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Capitulo 3

Conjunto de Dados e Estudo de

Referéencia

Neste trabalho, apresentaremos uma aplicacao a dados de trés pesquisas com di-
ferentes variabilidades: o Censo Demografico Brasileiro, a Contagem Populacional e a
Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios (PNAD), todas divulgadas pelo Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). Por simplicidade, a Contagem Populacional
serd tratada aqui como pesquisa censitaria.

Os municipios do estado de Sao Paulo formam a base de dados do estudo. O objetivo
é fazer inferéncia sobre a densidade populacional dos municipios paulistas, combinando
os dados das trés pesquisas. Para isto, iremos usar modelos probabilisticos que permitem
a troca de informacao entre pontos no espaco e periodos de tempo.

Dentre os dados disponiveis, temos as populacoes dos municipios do estado de Sao
Paulo apuradas pela contagem populacional de 1996 e pelos censos demograficos de 1991
e de 2000. Nos periodos entre censos, dispoe-se de estimativas do total populacional dos
municipios selecionados para a amostra da PNAD. Como o nivel municipio nao faz parte
do dominio de divulgacao da PNAD, esta estimacao foi baseada no estimador apresentado
em Klein & Moura (1998) e ¢ descrita na equagao (AJL.2). As estimativas calculadas dessa
forma caracterizam-se por levar em conta somente o desenho amostral e por apresentar
baixa precisao. Para dimensionar a precisao destas estimativas, foram calculadas também

as estimativas da variancia descritas pela equacao (All.3]). Foram utilizados os dados da
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PNAD de 1992 a 1999, exceto o ano de 1994, para o qual a pesquisa nao foi realizada. A
tabela apresenta os anos utilizados, o tipo de pesquisa realizada e a numeracao que
usaremos para identifica-los. Esta numeragao sera utilizada para simplificar a notacao

ao longo do texto.

Anos utilizados | Tipo de pesquisa realizada | Numeracao
1991 Censo 1
1992 PNAD 2
1993 PNAD 3
1995 PNAD 4
1996 Contagem Populacional 5
1997 PNAD 6
1998 PNAD 7
1999 PNAD 8
2000 Censo 9

Tabela 3.1: Anos em que foram realizadas as pesquisas, tipo de pesquisa e numeracao

utilizada para identificar cada ano.

Ao longo do periodo houve modificagoes na malha municipal do estado, ocorrendo
criacao de novos municipios a partir de alguns existentes. Este fato levou a decisao
de seguir a base territorial vigente em 1991, descartando os municipios com diferengas
significativas entre a area geografica apurada no censo de 1991 e no censo de 2000.
Assim, dentre os 111 municipios selecionados pela PNAD na década de 90, apenas 91
foram usados. A figura [3.1] apresenta os municipios usados. A opgao de descartar alguns
municipios foi influenciada também pelo tempo computacional exigido pelos métodos de
simulagao estocdstica que serdo usados para implementar o processo de inferéncia (veja a
se¢ao[5.1] para maiores detalhes). Assim, seja ¥ = {1,2,...,91} o conjunto que representa
os municipios da PNAD utilizados e Q = {1,2,...,572} o conjunto que representa todos

0s 572 municipios paulistas.
e Para i € VU (figura e t ano de PNAD, Y}, representard a estimativa do total
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populacional obtida usando o estimador ((1.3)), apresentado no apéndice .

o Jd para i € et ano de censo ou contagem populacional, Y;; representard a

populacao total informada no respectivo censo ou contagem.

Além disso, S;; representard a estimativa da variancia de Y;,.

Legenda:
|:| Municipios néo selecionados
- Municipios selecionados

Figura 3.1: Municipios da PNAD selecionados para analise.

Nos censos demograficos brasileiros, apesar do objetivo ser investigar inteiramente
a populacao, ocorrem omissoes ou inclusoes indevidas, que se constituem num erro de
cobertura, considerado como sendo de 5% para todos os municipios (Souza, 2004). Es-
tas falhas de cobertura sao comuns em pesquisas como o censo demografico, sobretudo
quando realizadas em paises como o Brasil, que apresenta, em seu vasto territério, si-
tuacoes bastante dificeis para a coleta de informagdes. Algumas fontes que levam a
ocorréncia de falhas de cobertura sao: a interpretacao incorreta de definigoes ou procedi-
mentos estabelecidos nos manuais técnicos, problemas na definicao de limites geograficos,
omissao de unidades residenciais ou nao-residenciais e omissao de pessoas residentes em
domicilios particulares ocupados (Souza, 2004). Portanto, para ¢ ano de censo, iremos

atribuir incerteza a Y;; assumindo para esta medida uma distribui¢ao de probabilidade
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Normal e fixaremos a variancia desta distribuicao em

(0.05 X y;t)Q
Si,t — T7 .

Com isto, a intengao é manter o intervalo de 95% de credibilidade do erro de cobertura
em aproximadamente (95% X Y, 105% X Y ;).

A partir dos dados descritos acima, optamos por modelar a densidade populacional
dos municipios ao invés do total populacional. O uso da densidade foi uma forma de
tornar mais similares os parametros dos modelos ajustados (Souza, 2004).

Estimativas y;; das densidades populacionais foram calculadas dividindo os totais
populacionais estimados por suas respectivas areas geograficas em quilometros quadrados,

ou seja,

Yit = A, )

onde A; é a area geografica do municipio ¢ informada no censo de 1991.

Estimativas s;; da variancia de y;; foram entao obtidas dividindo as variancias do
total populacional pelo quadrado da area geografica do municipio, ou seja,

Sit = %7
i

Afim de comparar os resultados obtidos neste trabalho com resultados obtidos por

outros pesquisadores, iremos utilizar: as estimativas populacionais oficiais, publicadas

pelo IBGE, e os resultados publicados em Souza (2004).

3.1 Descricao das Pesquisas

Apresentaremos nesta secao uma breve descricao das pesquisas populacionais uti-
lizadas. As estimativas populacionais municipais, os registros da Contagem Popula-
cional de 1996 e dos censos de 1991 e de 2000 estao disponiveis no site do IBGE
(http://www.ibge.gov.br), onde é possivel visualizar algumas tabelas, ou mesmo cons-
trui-las utilizando a base de dados SIDRA (http://www.sidra.ibge.gov.br). Ja dados
da PNAD podem ser obtidos a partir do CD de Microdados da pesquisa. Através da
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“Série Relatorios Metodologicos”, também disponivel no site, o IBGE documenta e di-
vulga as metodologias empregadas nas diversas fases do planejamento e execugao de suas

pesquisas.

3.1.1 Censos no Brasil

O primeiro censo no Brasil foi realizado em 1872. Depois desse, vieram os de 1890,
1900 e 1920. Com a criagao do IBGE, em 1936, inaugurou-se uma moderna fase censitaria
no pais. Sendo assim, a experiéncia do IBGE em censos demogréficos remonta a 1940,
ano em que foi realizado o primeiro levantamento desse tipo pelo Instituto. A partir de
entao, o IBGE realiza a cada 10 anos o Censo Demografico, que é a operacgao estatistica
mais importante para retratar a realidade sécio-demogréfica do pais. O censo de 1990
atrasou um ano, rompendo assim a sequéncia histérica.

Censos demograficos sao operacoes de levantamento de dados fundamentais para a
formulagao de politicas publicas e para tomada de decisoes de investimentos privados e
governamentais. Dos resultados do Censo Demografico e das Contagens Populacionais sao
obtidas as tendéncias e parametros indispensaveis a elaboragao de projecoes e estimativas

populacionais.

3.1.2 Contagem Populacional

Em 1996, o IBGE realizou uma contagem da populacao para todo o territéorio nacio-
nal. Desde a década de 1980, havia um plano generalizado entre instituicoes brasileiras
no sentido do IBGE realizar, ao meio da década, uma contagem da populacao, ou um
minicenso. Tais solicitagbes nao foram atendidas naquela década. Contudo, com a Cons-
tituicao de 1988, criaram-se os mecanismos legais e os instrumentos que reforcavam a
posicao tributéaria e administrativa dos municipios na vida nacional, fazendo com que as
administragoes municipais necessitassem de informagoes demograficas e socio-economicas
para a implantacao de programas e projetos publicos. O IBGE tem a obrigacao legal
de fornecer anualmente estimativas da populacao municipal para a classificacao dos mu-

nicipios na distribuicdo dos Fundos de Participagdo Municipal (FPM). Apéds a Consti-
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tuicao de 1988, estas estimativas geraram demandas e contestacoes por parte das admi-
nistracoes municipais. Considerando ainda o grande nimero de municipios criados apods
o censo de 1991, o IBGE julgou que a necessidade de uma contagem populacional no

meio da década de 1990 passava a ser uma questao prioritaria.

3.1.3 Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios

A Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios (PNAD) tem como finalidade a
producao de informagoes basicas para o estudo do desenvolvimento sécio-econémico do
pais. A unidade de investigacao da PNAD ¢é o domicilio, onde sao investigadas carac-
teristicas socio-economicas e outros temas que variam de acordo com as necessidades de
informacao do pais (Souza, 2004). A vantagem de realizar pesquisas domiciliares, como
a PNAD, é a obtencao de informacoes mais atualizadas sobre a populacao em periodos
intercensitarios. Uma desvantagem é a possibilidade do surgimento de problemas de
representatividade e erros de estimagao elevados decorrentes do tamanho reduzido das
amostras e da falta de cobertura de algumas dreas (Souza, 2004).

A pesquisa sé nao é realizada em anos de censos e nao foi realizada excepcionalmente
no ano de 1994. A amostra de domicilios da PNAD ¢é obtida em trés estagios de selecao,
considerando os municipios como unidades primarias, os setores censitarios como unida-
des secundérias e os domicilios como unidades tercidrias (Souza, 2004). Nas pesquisas
realizadas em uma mesma década, sao mantidos na amostra os mesmos municipios e
setores, enquanto as unidades domiciliares sao renovadas anualmente.

As regioes metropolitanas formam o nivel mais desagregado para o qual o IBGE
considera que as estimativas fornecidas possuem boa precisao.

Resumindo, a PNAD é uma pesquisa de multiplos propdsitos e sua amostra é cons-
truida de maneira que: baixos custos de obtencao e apuracao de cada variavel estudada

sejam atingidos. Para uma descri¢ao detalhada do plano amostral da PNAD, ver Souza

(2004).
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3.1.4 Estimativas Populacionais Oficiais

Desde 1973 que o IBGE, através de seu Departamento de Populagao e Indicadores
Sociais (DEPIS) da Diretoria de Pesquisas (DPE), elabora as projegoes populacionais
para o total do Pais pelo método das componentes demograficas. A partir de 1989, o
IBGE passou a informar, anualmente, estimativas da populagao residente para todos os
municipios brasileiros instalados. Estas estimativas sao publicadas no Didrio Oficial da
Uniao, até 31 de agosto de cada ano. O método adotado pelo IBGE para estimar os totais
populacionais dos municipios brasileiros emprega metodologia desenvolvida por Madeira
& Simoes (1972). Esta metodologia observa a tendéncia de crescimento populacional
do municipio em rela¢do a mesma tendéncia de uma &rea geografica maior (Unidade da
Federagao, Grande Regiao ou Pais) e leva em consideracao ainda, a evolugao das compo-
nentes demograficas fecundidade, mortalidade e migracao. Uma descricao detalhada de

métodos para projegdes populacionais pode ser encontrada em Souza (2004).

3.2 Estudo de Referéncia

Fay & Herriot (1979) apresentam um modelo bésico em nivel de drea para obter
estimativas da renda per capta dos municipios norte americanos. Souza (2004) estende o
trabalho de Fay & Herriot (1979) para situagoes em que o parametro de interesse evolui
segundo um modelo de crescimento exponencial e faz uma aplicagao ao conjunto de dados
aqui utilizado.

Nesta se¢@o, procuramos sintetizar as principais idéias de Souza (2004), principal-
mente no que diz respeito aos modelos utilizados, permitindo assim um paralelo com a
abordagem aqui apresentada.

Souza (2004) propoe o seguinte modelo hierdrquico de crescimento exponencial para
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as densidades populacionais y; ¢:

Yit = Wit + Vi,
i = o + [ exp(it),
(i | pas 02) ~ N(pta, 02), (3.1)
(Bi | p,05) ~ N(ps,05) e
(% | 414, 02) ~ N(py, 02),
onde i+ representa a densidade populacional real do municipio ¢ no tempo ¢ e v;; ~
N(0,07,) representa o erro de estimagcao.

O objetivo do modelo é descrever relacoes entre os periodos de tempo e entre
as areas, explorando suas similaridades e aumentando a precisao das estimativas. Além
disso, este modelo permite apresentar o erro de estimacgao associado, o que nao é possivel
a partir de técnicas de projecao populacional bastante difundidas, como: o Método das
Componentes Demogréficas, o Método dos Coeficientes e Método de Relacao de Coortes
(Souza, 2004). Estes métodos fornecem estimativas pontuais, sem informagoes sobre o
erro associado, fazendo uso apenas dos dados de censos recentes.

Para tratar as diferentes variabilidades das pesquisas, foram consideradas quatro mo-

delagens para aﬁt, que sao apresentadas na tabela .

Modelagem Lei de Variancia
1.1 ait =02
1.2 log(c},) = no + m1.f; na PNAD e

log(c?,) = log(si4) no censo

1.3 log(o?,) = 12 + 13 f; na PNAD e

log(a7,) = nalog(si;) no censo

1.4 U;tz :775(1/82‘7,5)

Tabela 3.2: Modelagens da variancia em Souza (2004), onde 7o, 71, 72, N3, N4 € 75 SAO

parametros a estimar e f; é a fracao de amostragem do municipio 4.

Para avaliar a dependéncia espacial na regiao selecionada de municipios vizinhos apre-
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sentada na figura [3.2] Souza (2004) sugere também o uso de modelos Condicionalmente
Auto-Regressivos (CAR), ou seja, ao invés das modelagens hierdrquicas 3; ~ N (ug, JE;)
e a; ~ N(fia,02), foram testadas prioris CAR para os parametros 3; e a;. No entanto, o
processo de inferéncia para este modelo apresentou problemas de convergéncia e o modelo
foi usado para estimar a populagao dos municipios desta regiao. Como hé muitas
observagoes faltantes na regiao selecionada e como a priori CAR ¢é impropria, a posteriori

pode nao ser prépria, o que pode ser um motivo para este problema de convergéncia.

Figura 3.2: Regiao onde é sugerida a aplicacao de modelos CAR (Souza 2004).

Como ja mencionamos, uma critica a este tipo de modelo questiona o fato de p; ¢, o
nivel do processo, seguir exatamente uma fungao exponencial ao longo do tempo, como
em . Neste caso, sendo p;; o verdadeiro valor da densidade populacional, parece
mais natural adicionar uma perturbacao aleatéria em sua evolucao temporal. Diante
disto, optamos aqui pelo uso de um Modelo Dinamico de Crescimento Exponencial como
uma forma de permitir oscilagoes do nivel em torno de uma tendéncia de crescimento
exponencial.

Para modelar a variancia ¢?,, propomos o uso das estimativas da variancia s;; ao

2,0
invés das modelagens apresentadas na tabela |3.2] e, para tratar a dependéncia espacial,

optamos pelo uso de Processos Aleatorios Gaussianos. Como este processo contempla
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distribuicoes a priori proprias, sua principal vantagem estd na possibilidade de fazer
também previsoes para localizacoes nao vizinhas, o que sob a hipdtese de uma priori
CAR ¢ feito de forma ad-hoc (para maiores detalhes, veja Banerjee et al. (2004)).

No préximo capitulo, apresentaremos detalhadamente nossa proposta.
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Capitulo 4

Modelagem Conjunta

Neste capitulo, iremos propor modelos para estimar a densidade populacional real
a partir das estimativas diretas y;; e das estimativas da variancia s;;. Ao considerar a
modelagem conjunta destas estimativas, apresentada na secao [4.2] nossa intencao é fazer
com que as estimativas da variancia s;; informem o quao precisas sao as estimativas y; ;.

Para tratar a correlacao temporal das densidades populacionais, propomos na se¢ao
[4.7] um Modelo Dinamico de Crescimento Exponencial semelhante aqueles apresentados
em Migon & Gamerman (1993). E, na se¢ao [£.3] iremos descrever o procedimento uti-
lizado para fazer previsoes da densidade populacional para municipios fora da amostra
da PNAD. Por fim, apresentaremos dois critérios que serao utilizados para usados para

comparar modelos.

4.1 Modelo Dinamico de Crescimento Exponencial

Uma maneira de melhorar a eficiéncia do processo de estimacao consiste em intercalar
periodicamente informagoes censitarias e amostrais, promovendo a troca de informagao
entre os periodos de tempo. Com isto, espera-se que a elevada precisao dos dados cen-
sitarios aumente consideravelmente a quantidade de informacao disponivel, conduzindo
assim a estimativas mais confiaveis e informativas.

Enquanto modelos lineares supoem o aumento ou decréscimo constante da populacao,

modelos exponenciais presumem uma porcentagem de aumento ou de diminui¢ao. Por
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isto, a escolha destes modelos para descrever o comportamento de populacoes é extrema-
mente comum. Nesta secao, apresentaremos o Modelo Dinamico de Cresimento Exponen-
cial que usaremos para tratar a relacao temporal entre as estimativas y; ; das densidades
populacionais municipais. Nosso interesse ¢ estimar a densidade populacional real p;; do
municipio ¢ no tempo t.

Como o objetivo agora é tratar apenas a relacao temporal entre os dados e nao
a relacao espacial, consideremos inicialmente, para simplificar a notagao, um conjunto
qualquer de observagoes unidimensionais y; coletadas ao longo dos tempos t = 1,2, ..., 7.
Migon & Gamerman (1993) sugerem como alternativa para o modelo em (2.1)), o Modelo
Dinamico descrito pelas equagoes

vy =F'0,+v, e

(4.1)
Ot = G@t_l, onde

) 1 11
v~ N(0,0;), F = e G=

0 0 exp(y)
Note que o erro de evolugao em ((4.1)) foi omitido. Nossa intencao é descrever exatamente
a curva i, = o + S exp(vt) usando a equacao de evolugao 8, = GO,_;.

Considerando 6; = [0;1 6;2)', temos que
oy =FO+v=>y=01+v,=>01=w e

= g+ 04
¢ 0,—GO, , — 1 Hi—1 t—1,2

02 = exp(7)bi—1.2

Para que a equacao de evolugao em (4.1)) descreva exatamente a curva pu, = « +

Bexp(vt), devemos ter

pe = pp—1 + 012 =
a+ fexp(yt) = a+ Bexp(y(t — 1)) + Oi_12 =

Bexp(yt) — fexp(y(t — 1)) = bp-12 =
Bexp(y(t — 1)) (exp(y) — 1) = Op12 =
1) =

Bexp(yt)(exp(y) — 1) = by .
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Portanto, ao reparametrizar o modelo (4.1)) fazendo 6; = [p; [ exp(yt)(exp(y) — 1)),

temos as equacoes

Y, = pi + vy, onde v, ~ N(0,02) e
p = p—1 + Bexp(y(t = 1))(exp(y) — 1).

Podemos ainda acrescentar ao modelo acima um erro de evolucao wy, fazendo

Y, = piy + vy, onde v, ~ N(0,07) e (42)
pr = pe—1 + Bexp(y(t — 1))(exp(y) — 1) + w;¢, onde wy ~ N (0, Wy).

Enquanto os modelos apresentados na secao[2.3.2[evoluem os parametros relacionados
a tendeéncia de crescimento exponencial, o modelo mantém estes parametros (5 e
) fixos ao longo do tempo. Como em nosso conjunto de dados h& poucas observagoes
no tempo, espera-se que a tendéncia de crescimento exponencial se mantenha fixa ao
longo do periodo considerado. Por isto, optamos por usar a evolucao temporal em
para modelar as estimativas y;; das densidades populacionais municipais, ou seja, para

estimar a verdadeira densidade populacional i+, nossa proposta ¢ usar as equagoes
® Yit = it T Vi, cOmM

— v;¢ ~ N(0,s;+) para t ano de censo e

— vis ~ N(0,07,) para t ano de PNAD, e

® iy = fpiig—1 + Biexp(vi(t —1))(exp(yi) — 1) + w;y, com
— wiy ~ N(0,W;,) parat =1,2,....9.

Através da distribuicao N(0,s;;), que estabelece variancias conhecidas, estamos fi-
xando em anos censitdrios um erro de cobertura de 5% para todos os municipios.
Serao consideradas duas estratégias para tratar as variancias W; ;. A primeira consiste

em fazer W;; = 72

e estimar o parametro 72. A segunda consiste em usar um fator de
desconto 0 para especificar as variancias W, ,;, promovendo o decaimento da informacao
sobre yi;; ao longo do tempo. Serao testados os fatores 0,40, 0,50, 0,80, 0,85, 0,90, 0,95

e 0,99.
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Como o plano amostral da PNAD nao sofre modificagoes significativas ao longo dos
anos, é razoavel assumir que a cobertura destas pesquisas nao se altera de um ano para
outro. Assim, para os anos t associados & PNAD, usaremos uma tnica variancia para
todos os tempos, ou seja, faremos agt =05\ p.i- A baixa precisao das estimativas s;; foi
também um fator importante para descartarmos a opgao de modelar a evolucao temporal
de o7,.

Vale notar ainda, que a partir das densidades p;;, o total populacional ;, pode ser
calculado por m;; = ;. X A;.

Este modelo ¢é bastante flexivel, pois além de ter uma estrutura de evolugao temporal
que possibilita explorar possiveis movimentos dinamicos, também nos permite incorporar
estrutura espacial em qualquer nivel da hierarquia. A partir desta modelagem, podemos
desenvolver modelos bem estruturados no espago e no tempo, contemplando interacoes
entre estas duas dimensoes.

Para simplificar a notagao, iremos supor ainda que

Y1 Yiz2 0 Y19

Y21 Y22 - Y29
y=1. . .

Yo1,1 Yo1,1 --- Y919

é a matriz de observagoes para os 91 municipios da PNAD utilizados (ver figura ,

S11 S12 819

S21 S22 ot S29
S =

S91,1 S91,1 --- Yo19

¢ a matriz com as estimativas da variancia para estes municipios, C' = {1,5,9} é o
conjunto que representa os anos de censo, P = {2,3,4,6,7,8} é o conjunto que representa

os anos de PNAD e

!
2 — 2 2 2
OPNAD = | OpNAD,1 OPNAD2 -+ OPNADOL | °
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4.2 Modelagem Conjunta

Todos os estudos por amostragem tém desvios em relagao aos valores reais do universo.
Ao utilizar dados de pesquisas com diferentes variabilidades e tipos de erros, é preciso
considerar de modo diferenciado as precisoes das informacgoes levantadas. Nesta secao,
propomos uma modelagem que filtra a quantidade de informacao de um estimador a
partir da estimativa de sua variancia.

Afim de incorporarmos as estimativas s;; ao processo de estimacao de fi;¢, nossa

proposta é considerar, para t ano de PNAD, a modelagem conjunta

p(yi,t> Sit | it 0123NAD,z‘) = P(yz‘,t | it UJQDNAD,i) P(Sz‘,t | 0-12:’NAD,1')'

. 2 . . ~ .
Com isto, espera-se que p(s;; | 0pyap,) funcione como um filtro de informagao, permi-
tindo que as estimativas s;; informem o quao precisas sao as estimativas y; ;.

. 2 . . . o~
Assumiremos que (s;; | 0y 4p ;) segue uma distribuicdo Gamma de modo que

E(siy | UJQDNAD,i) = OIQDNAD,i €
Var(s | O-?DNAD,Z‘) = f*(O-I%’NAD,i)a

onde f*(0%y4p,) ¢ uma funcao que relaciona 0%y 4p; & Var(s;;). Sugerimos que a fungao
f* deve ser investigada através de uma andlise exploratéria dos dados. Esta andlise sera

feita na préxima subsecao.

4.2.1 Anadlise Exploratoria das Estimativas da Variancia

Nesta secao, apresentaremos uma analise exploratéria das estimativas s;; obtidas em
anos de PNAD. A intengao é investigar padrdes que permitam definir a funcao f*.
Para investigar a relagao entre Var(s;;) € 0%y 4p.;, comparamos as médias e variancias

amostrais

> Sit > (Si,t - 52—)2
5/ - teP * teP

! 6 ‘ 6—1 ’

calculadas usando os 6 anos, P = {2,3,4,6,7,8}, de PNAD.
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A figura 4.1l mostra o gréfico de dispersao de log(s}) versus log(s}), assim como a reta
regressora log(s) = 2,046log(s;) — 1,228, estimada pelo método de minimos quadréticos

ordinarios. Desta regressao, obtemos a relacao

12,046

S 2
"t =~( 3
exp(1,228) O

*
7

S.

1%

30
I

log(s*)
15 20

10
I

0 5 10 15

log(s')

Figura 4.1: Grafico de dispersao de log(s}) versus log(s})

Como a normalidade do estimador y;; é geralmente assumida devido ao Teorema
Central do Limite (Rao, 2003) e, como a variancia da estimativa da variancia de uma
distribui¢ao normal depende de sua variancia ao quadrado (Gamerman & Migon, 1999),

~ . % 12 ., . . ~ .
a relacao proporcional entre s} e s.” ja era esperada. Assim, a partir da relagao acima,

definimos
Var(siy | UJZDNAD,N?) = W(U?DNAD,i)Za

onde n é um parametro a ser estimado.

4.3 Previsoes

Para os municipios nao selecionados pela PNAD, temos a disposicao apenas as in-

formacoes censitarias. Assim, para t’ ano intercensitario, a previsao da densidade popula-
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cional p, » de um municipio p nao selecionado pela PNAD sera feita usando as densidades

populacionais ¥, obtidas em anos censitérios e as equagoes de evolugao

tpt = pi—1+0p exp(7p(t—1))(exp(yp) —1)+wpy, com wy, ~ N (0, W,,), parat=1,....9.

A observacao y,; obtida em anos censitarios sera incorporada ao modelo assumindo

(yp,t | Hp,ts Sp,t) ~ N(ﬂp,ta Sp,t)- (4-3)

Ao utilizar modelos que permitem a troca de informacao entre municipios, a in-
formagao censitaria de municipios nao selecionados pela PNAD, incorporada por ,
também é compartilhada.

Sendo assim, a abordagem aqui proposta permite, de forma natural, a estimacao da
densidade populacional para os municipios nao selecionados pela PNAD. Para exempli-
ficar, foram escolhidos aleatoriamente seis municipios nao selecionados pela PNAD para
previsao: Guard, Quintana, Valinhos, Vargem Grande Paulista, Varzea Paulista e Voto-
rantim. Estes municipios serao identificados aqui pela numeracao: 92, 93, 94, 95, 96 e

97. A figura mostra a localizagao destes municipios.
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Legenda:

|:| Municipios néo utilizados
- Municipios selecionados para previsdo

- Municipios selecionados

Figura 4.2: Localizacao dos municipios selecionados para andlise e para previsao.

Dada a definicao dos municipios para previsao, sejam

y, o vetor de observagoes disponiveis para o tempo ¢, dado por

[ Yig Y2t Yoi ] , para t ano de PNAD
Y = 7
[ Yig Yo 0 Yoru ] , para t ano de censo
H11 M12 o H19
H21  M22 o H29
cH=1. . o :
| Hor1 Moz ... Horo |

5:[ﬂ1 Ba ... 597],6

/
’7:[71 Yoo 797]-
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4.4 Modelagens de 3 e ~

4.4.1 Modelagem Hierarquica

Dados com estrutura hierarquica aparecem em diversas situagoes, tais como em
ciéncias sociais, onde as medi¢oes de uma dada variavel de interesse sao realizadas em di-
ferentes niveis de agregacao, definidos por exemplo, pelo local de residéncia, pelo grupo
social ou pela raca do individuo. Modelos hierarquicos proporcionam uma forma de
compartilhar a informacao entre diferentes grupos, explorando suas similaridades e au-
mentando a precisao das estimativas. Exemplos de dados com estrutura hierarquica
podem ser vistos em Goldstein (1995).

Para os dados aqui utilizados, iremos considerar o municipio como nivel de agregacao.
A estrutura hierarquica abordada nesta secao assume que os fatores sécio-economicos que
influenciam o crescimento populacional afetam a sociedade como um todo. A partir desta
premissa, iremos assumir que a evolucao temporal das densidades populacionais é similar
entre os municipios, fazendo com que os parametros (; e y; compartilhem uma mesma
média e variancia (Souza, 2004), ou seja, Vi € €,

(Bi | wg,03) ~ N(ug, 03) e (.4

(Vi | 1y, 03) ~ N1y, 02).

Chamaremos o modelo com esta estrutura de Modelo Hierarquico.

4.4.2 Modelagem Hierarquica Espacialmente Estruturada

A figura mostra a diferenca entre as densidades populacionais obtidas no censo
de 2000 e de 1991. Pela figura, pode-se observar que municipios préximos geografica-
mente tendem a ter uma evolucao populacional similar. Isto sugere que um modelo de

componentes espaciais pode ser usado para explicar esta evolucao.
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Legenda:
°o -609-33
O 34-138
O 139-383

© 384-1014

O 1015 - 1834

Figura 4.3: Diferenca entre a densidade populacional em 2000 e em 1991 (em habitantes

por quilometro quadrado).

Para tratar a dependéncia espacial da evolugao populacional, optamos pelo uso de
Processos Aleatdrios Gaussianos. Como ja dissemos, a vantagem destes processos esta
na possibilidade de fazer também previsoes para localizagoes nao vizinhas.

Propomos entao a seguinte modelagem hierarquica espacialmente estruturada:

(%’W'yaa?y) ~ N(N'yaa'zy) e

(4.5)

onde £(7) segue um Processo Gaussiano que assume valores no conjunto 2 de todos os

municipios do estado de Sao Paulo, tem média zero, fungao de correlacao

p(dr,r’7 ¢) = eXp(_¢dr,r’)

e funcao de covariancia
N 2
c(r,r’)y = ep(dysr, 0),
onde d,, é a distancia entre os centréides dos municipios 7 e /. Chamaremos o modelo

com esta estrutura de Modelo Espacial.
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Deste modo, estamos assumindo que a intensidade de crescimento/decrescimento (3;)
da densidade populacional de um determinado municipio sofre influéncia maior de mu-
nicipios mais préximos e que a velocidade deste crescimento/decrescimento (7;) é similar
entre os municipios.

Como em nosso conjunto de dados as observagoes para o primeiro ano (1991) sao
extremamente precisas, julgamos previamente que o uso de modelagens hierarquicas ou
espaciais para o vetor de densidades populacionais iniciais pg nao traria contribuigoes
significativas. Porém, para dados em que o primeiro ano nao é censitario, a troca de
informagao entre as componentes de py constitui uma fonte de informagao valiosa.

Para simplificar a notagao, iremos supor ainda que

din dig -0 dig

da1 doo -+ dayg
d— , , ,

dgry dgro ... dorg

¢ a matriz de distancias entre os centrdides dos municipios, Y. 4 ¢ uma matriz de co-

variancias 97 x 97 tal que
Y. glr, r'] = exp(—od, ), para r,r’ € {1,2,---,97},
e Xy é uma matriz 97 x 97 com as correlacoes p(d,.,/, ¢), ou seja,

Yylr, 7] = exp(—¢d, ), parar,r’ € {1,2,--- ,97}.

4.5 Prioris

Discutiremos nesta secao a especificacao de prioris para os modelos descritos nas
secoes anteriores.
Como os parametros [; e v; podem assumir tanto valores positivos quanto negativos,

assumiremos Distribuicao Normal para as médias ug e p., ou seja,
ps ~ N(mg, vg) e
[y ~ N (M, vy)
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2 . 2 2 ~ . ..
Como Var(sit | 0pnaps1) = 1(0pyap,)°, entdo n deve ser necessariamente positivo,
pois caso contrario teriamos variancia negativa. Assim, assumimos para este parametro

uma distribuigao Gamma Invertida com parametros a, e b,, n ~ GI(ay, by).

2

Para os parametros de variancia o,

O’% e €2 e para o parametro ¢, que é necessaria-

mente positivo, também assumimos distribuicaio Gamma Invertida, ou seja,

’ A 2 . . . . ~ A
Jé para os parametros o5y 4p ;, assumimos uma distribuigao Gamma com parametros
ay € by, ou seja,

UIQDNAD,i ~ Ga(as, by)

Fixamos mg = 0, vz = 100000, m, = 0 e v, = 1000. Dada a natureza populacional
dos dados ajustados, estamos sendo bem abrangentes, pois os valores de pg e j1, nao con-
templados (com baixa probabilidade a priori) representariam acréscimos (ou decréscimos)
populacionais absurdos, impossiveis na pratica.

Para as variancias ag, 03 e 2, optamos por prioris nao informativas fixando ag = 0.1,
bg=0.1,a,=01eb,=0.1.

Para i = 1,2,...,91, as prioris de 0%, Ap,; foram localizadas em s, porém admitindo
uma incerteza bem grande, contemplando diversos cenarios. Ou seja, a, e b, foram
escolhidos de modo que E(0py4p ;) = s; € Var(opyap,;) = 100000.

A priori para n também foi localizada a partir da andlise exploratoria da segao [4.2.1]
Os parametros a, e b, foram escolhidos de modo que E(n) = 0.3 e Var(n) = 1000000.

Berger et al. (2001) citam que deve-se tomar cuidado ao usar prioris préprias muito
vagas para o parametro ¢. Uma sugestao encontrada na literatura (Schmidt et al., 2002)
¢ atribuir uma média tal que a correlagao ¢ 0.05 quando a distancia é igual a metade da
distancia maxima entre as localizagoes. Em outras palavras, essa priori reflete o fato de

esperarmos que para distancias maiores que dmaz /2, a correlacao espacial é préxima de

39



0. Assim, ay e by foram escolhidos de modo que E(¢) = 6/dmax e Var(¢) = 1000, onde
dmax é a distancia maxima entre os 97 municipios selecionados.

A auséncia de informagao a priori sobre ;o foi traduzida pela priori ;o ~ N (0, 10%).

4.6 Distribuicoes a posteriori

Sob a perspectiva bayesiana, sabemos que o procedimento de inferéncia é baseado
na distribuicao a posteriori dos parametros. Nesta secao, combinaremos as funcoes de
verossimilhanca dos modelos propostos com as distribuigoes a priori descritas na secao

anterior para gerar a distribuicao a posteriori conjunta dos parametros.

4.6.1 Distribuicao a posteriori para o Modelo Hierarquico

A Distribuicao a Posteriori para o Modelo Hierarquico é dada por

97
p (l’l’H@v"Ya”ﬂaggaU’Wa?nnao-%NAD | Y, S) = (H Hp(yz,t | ﬂi,t,si,t))

teCi=1

91

X (H [I» (e | i 0123NAD,1'))
teP 29211

(I Hp sl oann))
tEgP 29:71

X (tl:ll 1_[1p (:ui,t | Hit—1, Bia ’YZ:))
o

< (T G 13 (o ol
91

X ( ﬂp (U%NAD;L')> P (1)

x p(a3)p(uy)p (a2) p(n),

onde
L4 (yi,t | Ni,t;si,t) ~ N (,uz‘,t, Si,t)a

o (it | i 0bnapi) ~ N (Hig: Obnapi)

2 1 L
o (si¢| UPNAD,i’n) ~ Ga <5’ nU%NAD,)’

o (i | tig—1,Bivi) ~ N (i1 + Biexp (3 (t — 1)) (s — 1), Wiy),
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o (il py03) ~ N (py,07) e

o (Bi| ng.03) ~ N (ug,03).

4.6.2 Distribuicao a posteriori para o Modelo Espacial

A Distribuicao a Posteriori para o Modelo Espacial é dada por

97
p (u7/377auﬁa527¢a /'67703/777’0-%3NAD | Y, s, d) = (H Hp<yz,t | :ui,hsi,t))

teCi=1

91
X (H [Tp (yie | e, U%DNAD,i))

teP i=1

91
x (H o (s | U%NAD,Z-,m)

teP i1=1
9 97
X <t1;[1 gp(ui,t ‘ Mz‘,t—hﬁi,%’))
97
IR Y (H p (| woﬁ)zo(ui,o))
91
‘ ( I (a%NAD,Z-)) p (45 p () p (9)

x p(py) p (02) p (n),

onde

(yi,t ‘ ﬂi,hsi,t) ~ N (Mz‘,u S’i,t)a

(e | i 0bnaps) ~ N (Hig: 0bnaD.):

(Si,t | U%NAD,ian) ~ Ga <1 ! >7

o 2
N MOPNAD,:

(e | pi—1,Bisvi) ~ N (pig—1 + Biexp (v (t — 1)) (i — 1), Wie),

(i | 95 02) ~ N (py,02) e

(B | pp, d,€%) ~ N (1, Xc ).

4.7 Comparacao de Modelos

Na andlise de dados que serd apresentada no proximo capitulo, utilizaremos dois
critérios para comparar os modelos propostos. Nesta secao, apresentaremos a descricao

destes critérios.
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Uma das dificuldades ao propor modelos diferentes para analisar um certo fendmeno é
como escolher o melhor modelo. Ha na literatura muitos critérios diferentes para apontar
o “melhor” modelo ajustado. No entanto, nao ha um concenso quanto a qual critério
funciona melhor. Por esta razao, é comum usar diferentes critérios de comparacao de
modelos (Schmidt et al., 2006). Neste contexto, insere-se a aplicagao de critérios para
selecao de modelos baseados em medidas que tentam quantificar sua qualidade de ajuste
e aplicam alguma punicao a modelos complexos, com muitos parametros.

Apresentaremos nesta secao os dois critérios utilizados para comparar os modelos
propostos: o Critério de Informagao Baseado na Deviance e o Desvio Preditivo Esperado.

Mais detalhes sobre estes critérios podem ser encontrados em Banerjee et al. (2004).

4.7.1 Critério de Informacao Baseado na Dewviance

Spiegelhalter et al. (2002) propoem um método de comparagao de modelos com o ob-
jetivo de superar as dificuldades encontradas na utilizagao de certos critérios, como o AIC
(Akaike Information Criterion), em modelos complexos e com estrutura hierarquica. Este
critério, chamado de Deviance Information Criterion (DIC), baseia-se na distribuicao a

posteriori da estatistica deviance, isto é:
D(0) = =2log(p(Y | 0)) + 2log f(Y),

onde f(Y | ) é a verossimilhanga condicionada ao conjunto de parametros 6 e f(Y) é a
distribuicao marginal da variavel Y. Este método combina uma parte que mede o ajuste
do modelo com outra que avalia sua complexidade.

O DIC pode ser calculado por
DIC =D +pD,

onde D ¢ a esperanca a posteriori da estatistica deviance, Egy[D(6))], que é justamente
a parte que avalia o ajuste do modelo. A componente pD, pode ser interpretada como
sendo o nimero efetivo de parametros no modelo, que mede a complexidade do mesmo.
Podemos calcula-la a partir de

pD:E—lA),
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onde D = —2log(p(Y | )), ou seja, uma estimativa pontual da deviance utilizando a

média a posteriori 0 de 0. Portanto, o DIC também pode ser reescrito como

DIC =2D — D.

4.7.2 Desvio Preditivo Esperado

Uma alternativa para esta escolha de modelos é a utilizacao de métodos que fazem
esta comparagao via distribuicoes preditivas. Ou seja, considera-se como o melhor modelo
aquele que faz as melhores previsoes para os valores observados. Gelfand & Ghosh (1998)
propoem um método em que a posteriori de uma funcao perda é minimizada. Na pratica,
calcula-se uma medida que ¢ baseada em replicacoes ¥y, dos dados observados Yops.,
[ = 1,2,..., L, e considera-se duas quantidades, uma de bondade de ajuste e uma de
capacidade preditiva dos modelos. Este critério é chamado Expected Prediction Deviation

(EPD) e é obtido através da estatistica D., obtida por

D.=P+

¢ G, com
c+1

G = Z (/ll - yobs)2 €
=1

P = ia?,
=1

onde p; = E(Yreps) € 07 = Var(yrepy) sdo a média e a variancia da distribuicao de yyep,
condicionada aos dados observados. Banerjee et al. (2004) mencionam que a classificagao

dos modelos nao é sensivel a escolha do valor de ¢, assim, aqui fixamos ¢ = 1.

43



Capitulo 5

Analise de Dados

Neste capitulo, faremos uma anélise dos resultados obtidos e das técnicas de inferéncia
utilizadas. Como o procedimento de inferéncia é realizado sob uma perspectiva bayesiana,
apresentaremos também neste capitulo todos os aspectos computacionais ligados a esse
procedimento. Apresentaremos ainda, na segao [5.6, uma comparagao dos resultados
obtidos em nossa analise com resultados oficiais do IBGE e com os resultados de Souza

(2004).

5.1 Aspectos Computacionais

Seguindo o paradigma de Bayes, sabemos que a distribuicao a posteriori é proporcional
ao produto da funcao de verossimilhanca pela priori. Porém, como podemos ver na secao
[4.6] tanto para o Modelo Hierdrquico quanto para o Modelo Espacial, quaisquer que
sejam as distribuicoes a priori associadas aos parametros, nao é possivel fazer nenhuma
sumarizagao da posteriori de forma analitica. Portanto, é preciso fazer uso de métodos
de simulacao estocastica para obter amostras da distribuicao a posteriori de interesse.
Nos ultimos quinze anos, a inferéncia Bayesiana vem experimentando um grande avango
devido a introdugao de métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) e
também devido a disponibilidade de computadores velozes (Schmidt et al., 2002). O
MCMC é uma técnica poderosa que permite a andlise de modelos altamente estruturados.

A idéia basica do MCMC é gerar amostras da distribui¢ao de interesse a partir de dis-
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tribuicoes que constituam uma cadeia de Markov, chamadas de distribuicoes de transicao.
Tais distribui¢oes devem ser adequadamente escolhidas de forma que a cadeia convirja
para uma distribuicao estaciondaria que corresponda a prépria distribuicao de interesse,
neste caso, a distribuicao a posteriori conjunta. Dessa forma, apds atingir a convergéncia,
as amostras estarao sendo geradas dessa distribuigao estacionaria. O objetivo, entao, é
gerar uma amostra grande o suficiente desta distribuicao estacionaria que aproxime bem
a distribuicao a posteriori conjunta exata. Em geral, para considerar apenas amostras
obtidas apds a cadeia ter atingido sua distribuicao estacionaria, descarta-se as primeiras
iteracoes. A quantidade de iteragoes descartadas é chamada de burn-in e é peculiar a
cada estudo. Também, para evitar a autocorrelacao destas amostras, guarda-se apenas
os valores entre um intervalo especifico de iteragoes, chamado thinning. Para maiores
detalhes, veja Gamerman & Lopes (2006).

Neste trabalho, o Amostrador de Gibbs com passos de Metropolis-Hastings foi o
método de simulacao estocéstica utilizado para gerar amostras das distribuicoes a poste-
riori. No entanto, deve-se tomar cuidado ao amostrar parametros que variam no tempo,
devido a alta autocorrelacao que eles apresentam. Assim, um algoritmo eficiente foi usado
para gerar amostras de ;¢ a cada passo do Amostrador de Gibbs. Este algoritimo sera
descrito na secao [5.1.5]

A linguagem Ox versao 3.40 (Doornik, 2002) foi utilizada para implementar o processo

de estimacao.

5.1.1 Amostrador de Gibbs

O Amostrador de Gibbs é um algoritmo iterativo com origem no contexto de processa-
mento de imagens e introduzido no contexto estatistico por Geman & Geman (1984) com
grande contribui¢ao de Gelfand & Smith (1990). Este algoritmo permite gerar amostras
de uma distribui¢ao conjunta p(6y, s, ..., 0,) a partir das distribuigdes de cada parametro
(ou de bloco de parametros) condicionadas aos demais parametros do modelo, chamadas
de distribuigoes condicionais completas, p(6; | -). O método consiste em tomar as dis-
tribuicoes condicionais completas como as distribuicoes de transicao de uma cadeia de

Markov.
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Supondo que ng) representa a amostra de 6; na iteragdo k (para i € {1,2,...,q}), os

passos a seguir descrevem resumidamente o algoritmo:
1. Inicializar o contador de iteracoes da cadeia k = 0.
2. Especificar valores iniciais para 6’%0), 950),..., 6((1(1)1 e Ggo).

3. Obter um novo valor de 91@ a partir de ngfl) através da geracao sucessiva dos

valores

9%’“) ~p <91|9§’“—1)79§’€—1)7 . ’g(k—1)> ,

95’“) ~p (02|0§k_1)7 ei(ik_l)7 to "9((1.%—1)> )

0 ~ p (quyc—l)’eék—l), . e(k—1)> ‘

9 qfl

4. Incrementar o contador de k para k+1 e retornar ao passo 2 até obter convergéncia.

Como as distribuigdes a posteriori apresentadas na se¢ao nao tém forma analitica
fechada, usaremos o Amostrador de Gibbs com passos de Metropolis-Hastings para gerar
amostras da posteriori. Para isto, precisamos calcular as condicionais completas dos
modelos propostos. Na proxima subsecao, apresentaremos esses calculos.

A partir das condicionais completas do Modelo Espacial (veja a subsegdo a seguir),
nota-se que o procedimento de inferéncia para este modelo envolve sucessivas inversoes
da matriz ¥, 4. Assim, o aumento do numero de municipios considerados implica no
aumento da dimensao de X, 4 e, consequentemente, o tempo computacional exido para
gerar as cadeias deste modelo aumenta consideravelmente. J& para o Modelo Hierarquico,
o tempo computacional nao sofre tanto a influéncia da quantidade de municipios, pois

este envolve apenas inversoes de matrizes diagonais.

5.1.2 Condicionais Completas

Nesta subsecao, serao apresentadas as distribuicoes condicionais completas dos mo-

delos propostos. O calculo detalhado destas distribuicoes pode ser visto no apéndice

[
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Condicionais Completas do Modelo Hierarquico:

Supondo que [ é a matriz identidade 97 x 97 e T é o vetor unitario 97 x 1, temos que
o (py|7,02) ~N(M,V), com
(T2 A _ ) -2 .
V= (To2 1T +02) e M=V (T'0y+v,m,);

b (O-?y ’ 77”‘{) ~ GI(A7 B)7 com

97
A= —+a,,

° (Mg | ,3,0%) ~ N (M,V), com
-1
V= (T,Uﬂ_sz + vﬁ_2> e M=V (T/O'B_QI,B + vﬁ_2mg> :

o (03] B.pup) ~ GI(A,B), com

97
A:?—i—alg,

B = bg + (%K) e
K = <B—TM5>II<5—TMB>;

° (ﬁi\%,ug,oé) ~ N (M,V), com

(Gomin) )

V=
M=V ((Z BtWi,‘tlAt> +(08)” m) :

t=1
A = Hit — Hit—1 €

By =exp (7 (t—1)) (exp (i) — 1).
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o . . 2 ~
As condicionais completas de 1, o5y 4p; € 7 nao tem forma fechada.

Condicionais Completas do Modelo Espacial:
Supondo que T g5 6 0 vetor unitario 96 x 1 e B_i=16 - Bic1 Big1 -+ Por |,

temos que

hd (ﬁz | 6—i77i7ﬂ57€27¢7 d) ~ N<M7 V)) onde

9 -1
V= ((z BtWijtlBt) + Dl) ,
t=1

9
M=V ((Z BtW;tlAt) + D10>,

t=1

- A= Mit — Hit—1,
— By =-exp (7 (t — 1)) (exp (1) — 1),
-1 -
— C' =g+ Xy, Yo (:371 —ppl 96)7
_ D — 82 — 21#22_71‘12/1’,5‘,
— X1, ¢ o vetor de covariancias entre 3; e B_; e

- EZ,Z' = Var(/g—i | ,uﬁvgza qbv d)a

o (us| B, 0, e2,d) ~ N (M,V), com
— — -1 —
V= (TT4?) o M=V (T840

hd (52 | 67Mﬁ7¢)7 d) ~ G](A7 B), com

97
A=7 Fa.
B=b +1C
= 0¢ 2 e

C = (6— Tuﬁ>/2¢?1 (6— Tug)-

As condicionais completas de v;, ., 03/, opnap, € 1 para o Modelo Espacial sao

idénticas as do Modelo Hierarquico e a condicional completa de ¢ nao tem forma fechada.
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5.1.3 Metropolis-Hastings

Inicialmente proposto por Metropolis et al. (1953) e extendido por Hastings (1970),
o algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) é um esquema MCMC que utiliza uma distri-
buicao proposta para obter um estado proposto para a cadeia. Este estado entao é aceito
com uma probabilidade «.

Supondo que p(#) é a distribuigdo para a qual se deseja gerar amostras sucessivas
e admitindo que 0% representa a amostra na iteracio k, os passos a seguir descrevem

resumidamente o algoritmo:
1. Inicializar o contador de iteracoes k = 0 e especificar um valor inicial §().
2. Gerar um valor proposto #’ da distribuicao proposta g(#'|6®)).

3. Calcular a probabilidade de aceitaciao a(0%), ¢') = min {1, %}.

4. Gerar u ~ U(0,1).

5. Se u < a(0™ 0') entdo aceitar o novo valor e fazer §*+1) = ¢’ caso contrario

rejeitar e fazer 0+ = (k)
6. Incrementar o contador de k para k + 1 e voltar ao passo 2.

Como dissemos na subsecao [5.1.2] as distribui¢des condicionais completas a posteriori
dos parametros ¢, 1, o5y Ap; € Vi nao seguem uma distribui¢ao de probabilidade co-
nhecida. Assim, utilizamos o algoritimo Metropolis-Hastings para obter amostras destas
distribuicoes.

Porém, métodos MCMC tornam-se mais complicados no caso de alta correlacao entre
parametros do modelo. Quando isto acontece, as cadeias tendem a ser muito autocor-
relacionadas e a covergir lentamente para a distribuicao de equilibrio. Neste caso, uma
alternativa é amostrar os parametros correlacionados em bloco. Os gréaficos da figura
foram gerados a partir de dados simulados para o Modelo Espacial (a simulagao de
dados artificiais seré descrita na secao e apresentam a funcao de verossimilhanca
conjunta, a menos de uma constante de proporcionalidade, de dois pares de parametros

extremamente correlacionados: (B14,714) € (817, 717)-
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Figura 5.1: Verossimilhangas de (f14,714) (linha a) e (f17,717) (linha b) calculadas a
menos de uma constante de proporcionalidade e fixando os demais parametros nos valores

usados para simular dados.

Como indica a figura [5.1] os parametros §; e ; sdo extremamente correlacionados a
posteriori e, portanto, optamos por amostrar estes parametros conjuntamente. Como a
eficiencia de um algoritmo MH melhora quando a densidade proposta se aproxima da

distribuicao alvo, utilizamos como densidade proposta

k k k
a8, | B2 AE Y = p(B) | A V| ),
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onde q(7} | 'yi(k)) ¢ um passeio aleatério, N(%(k), 7.:%), e p(Bl ] 7}, -) é a condicional com-
pleta de (; condicionada em ~; e nos valores correntes da cadeia. Note que a escolha
desta fatoragao foi conveniente, uma vez que ; possui condicional completa conhecida e
~; nao. Assim, a probabilidade de aceitacao utilizada para gerar amostras da condicional

completa conjunta (3;,; | -) é dada por

k k k
p (Bl p (ﬁf i, ) q <%( I )

k k k
p (8291 ) p @15 a (4, )

o ((B9.40) (31,70 ) = min { 1,

Para ¢, n e 0%y 4 p.i» usamos passeios aleatorios na escala logaritmica como proposta,
ouseja, proposta Lognormal(log(¢™), 73) para ¢, Lognormal(log((0pyap.)™): Thxap.)
para opy ap; € Lognormal(log(n®)), 77) para 7).

O método utilizado para sintonizar as variancias 72, 75, Ty ap,; © T, serd apresentado

na préxima sec¢ao.

5.1.4 Sintonizando a variancia das distribuicoes propostas

O algoritmo Metropolis-Hastings ¢ uma importante ferramenta ao implementar métodos
de Monte Carlo via Cadeias de Markov. No entanto, sua eficiéncia depende crucialmente
da escala da distribuicao proposta. Se a variancia da proposta é muito pequena, a Cadeia
de Markov ird convergir lentamente, uma vez que seus incrementos serao pequenos. Ao
contrario, se a variancia é muito grande, a taxa de rejeicao dos valores propostos sera
alta e a cadeia tendera a nao se mover. A adaptacao, ou sintonia, desta variancia foi feita
utilizando o método apresentado em Roberts & Rosenthal (2006), que procura manter a
taxa de aceitagao em torno de 0,44, valor 6timo para propostas unidimensionais (Roberts
et al. (1997) e Roberts & Rosenthal (2001)).

Supondo que 72 ¢ a variancia de uma distribuicao proposta para um parametro qual-

quer #, os passos a seguir resumem o método.

1. Inicializar o contador de iteracdes k = 0 e fixar a variancia proposta inicial (72)©.

2. Rodar 50 iteragoes, ou seja, 50 ciclos do Amostrador de Gibbs.

o1



3. Se a taxa de aceitacdo de @ for maior que 0,44, fazer log((72)*+1)) = log((7?)®)) +
§(k+1), se for menor, fazer log((72)**+Y) = log((7?)*)) —§(k+1), onde §(k+1)
min(0.01, (k +1)"2).

4. Incrementar o contador de k para k + 1 e voltar ao passo 2.

A figura[5.2] apresenta as taxas de aceitagao dos parametros ¢ e ), obtidas pelo método
de sintonia descrito acima aplicado ao Modelo Espacial com fator de desconto 0,90. A

linha azul marca o valor 0,44.
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Figura 5.2: Taxas de aceitacao obtidas a cada 50 ciclos do Amostrador de Gibbs durante

o processo de sintonia do Modelo Espacial com fator 0,90.

Para todos os parametros amostrados por Metropolis-Hastings, as taxas de aceitagao
ficaram em torno de 0,44 a partir de £ = 500. Assim, as variancias propostas foram
fixadas nas médias amostrais, tomadas a partir de k& = 500, das variancias geradas pelo
algoritmo acima.

A sintonia de variancias propostas se mostrou eficiente e foi extremamente vélida
devido ao grande nuimero de parametros gerados por Metropolis-Hastings: 287 para o
Modelo Espacial e 286 para o Modelo Hierarquico. A evolucao das taxas de aceitacao de

outros parametros podem ser vistas no apéndice [B]
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5.1.5 Forward Filtering Backward Sampling

Proposto independentemente por Frithwirth-Schnatter (1994) e Carter & Kohn (1994),
o algoritmo Forward Filtering Backward Sampling (FFBS) foi um dos primeiros métodos
MCMC desenvolvidos para Modelos Dinamicos.

Dado o Modelo Linear Dinamico {F;, Gy, Vi, W} descrito pelas equagoes

y, = F,0;, + vy, onde v; ~ N(0, V;) e

0, = G0, 1 + w;, onde w, ~ N(0, W), parat =1,2,--- T,

a idéia basica consiste em gerar amostras da distribuigao conjunta a posteriori de [@; 05 ... O7]
dado todo o conjunto de informagoes disponiveis (distribuicao suavisada).

O FFBS é mais simples de implementar que o amostrador estado por estado. A
principal diferenga é que os estados sao gerados conjuntamente, tomando vantagem da
estrutura de correlagao temporal do modelo.

A extensao do algoritmo FFBS a modelos de espaco de estados nao lineares e nao
normais nao é direta. Para esses modelos, o amostrador de Gibbs geralmente é uma
melhor opcao. Mas, para modelos de espaco de estados lineares e normais o FFBS é
superior, pois explora a estrutura condicionalmente linear do modelo.

Para modelos gaussianos em que nao ha conjugacao, o FFBS pode ser usado como
parte de um algoritmo MCMC para amostrar o vetor espaco de estados condicionalmente
aos valores correntes de Fy, Gy, V;, W, (Stroud et al., 2001).

Neste trabalho, a cada passo do Amostrador de Gibbs, o algoritmo FFBS foi usado
para gerar amostras de p;,. Segue abaixo uma descricao detalhada deste processo.

Seja Dy a informagao inicial e Dy = {y;, Yy, ..., Y} U Do, para t = 1,2,...,9, a in-
formacao disponivel até o ano t. Explorando a estrutura Markoviana da equacao de

sistema, podemos escrever
P(Mz‘,o,#z‘,l, ---,Mi,9|D9,‘I’) 0<p(Mz‘,9|D9,<D)

8
x HP (Hit| Dy, pti g1, @),

t=0

onde ® representa os demais parametros, fixados a cada passo do amostrador de Gibbs.
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A seguir, apresentaremos as distribuicoes de (u;9 | Do, ®) € (wir | Do, frit+1, P).
Comegaremos pela distribuicao de (9 | Do, ®), que pode ser calculada a partir da

aplicacao sequencial do Filtro de Kalman.

Posteriori no instante ¢ — 1:

Seja (i t—1|Di—1,®) ~ N (m;+—1,Ci4—1) a posteriori no instante ¢ — 1.

Priori no instante t:
Como fu;y = pig—1 + Biexp (3 (t — 1)) (exp (7;) — 1) + w;; e a combinagao linear de

normais é normal, entdo (u; | D1, ®) terad distribuigao normal com média
aip = B (pig|Di—1,®) = E (ptig—1 + Biexp (i (t — 1)) (exp (1) — 1) + wiy| D1, ®)
=F (,Ui,tfl‘thla (I)) + Biexp (’Yi (t - 1)) (eXP (%) - 1)
=m;—1 + Biexp (v (¢ — 1)) (exp (i) — 1)

e variancia

Ri,t = Var (,ui,t|Dt—1a (I)) = Var (,Ui,t—llDt—h (I)) + Var (wi,t|Dt—17 q>) = Ci,t—l + VVi,t-

Previsao um passo a frente:

Como ;s = it + Vit, (Yir | Di—1, ®) também tera distribuico normal, com média
fitr=EWit | Di=1,®) = E(pip | Di—1, @) + E(viy | D1, @) = a;y

e variancia
Qi = Var(yis | Di—1,®) = Var(pis | Di—1,®) + Var(vig | Di—1, ®)
=R, + U%NADJ-, para t ano de PNAD e
Qir =Var(yis | Di-1,®) = Var(pis | Di—1,®) +Var(vig | Di-1, ®)

= R;; + s;+, parat ano de censo.

Posteriori no instante ¢:
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e Para os municipios da PNAD utilizados:

(,ui,t | Dt7 ®) | N<mi,t) Ci,t)a Onde

My = Qi + Aigeit,
Cip = Riy — A?,tQi,ta
Ay = Rz‘,tQi_,tl e

€it = Yit — fzt

O célculo da posteriori no tempo ¢ pode ser encontrado em West & Harrison (1997).

e Para os municipios selecionados para previsao: Como nos municipios selecionados
para previsao s6 ha observacoes censitarias, se t for ano censitario, o calculo da
distribuigao de (p;+ | Dy, @) é idéntico ao apresentado no item anterior e, se ¢ for
ano de PNAD, a distribuicao de (p;¢ | Dy, ®) serd idéntica a priori no tempo ¢, pois

nao ha observacoes para a atualizacao.

Ja a distribuicdo de (p;4 | Do, i 41, P) ¢ dada por
(,uz',t | Do, pit 41, (I)) ~ N(Mi,ta %,t)a onde
Vie= (Wi +C) 7

-1 —1
My =Vii(Wi 1 Uii + Cipmay) e

Uit = W1 — Bi exp(yit)(exp(v;) — 1).
O calculo da distribuicao de (p;+ | Do, ftit+1, ) pode ser encontrado no apéndice @

Como podemos notar, a distribuigao p(u;s | Do, i 41, ) ndo depende diretamente

das observagoes y; ¢, uma vez que estas observagoes ja foram incorporadas por m;; e C; ;.

Portanto, para os municipios p selecionados para previsao, a geragao de p,;, para qualquer

ano t =1,2,---,9, pode ser feita diretamente da distribuigao de (u;+ | Do, tti 41, P).

5.2 Verificacao de Convergéncia

A verificagao de convergeéncia dos métodos MCMC utilizados sera baseada na idéia

de que as trajetorias de cadeias com diferentes valores iniciais deve ser a mesma apds a
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convergencia.

Convergéncia do Modelo Espacial: Para verificar a convergéncia do Modelo
Espacial, a figura [5.3| apresenta algumas cadeias de amostras a posteriori obtidas com
fator de desconto 0,90, burn-in 0 e thinning 150. Para este modelo, os resultados obtidos
para os demais parametros, assim como os resultados obtidos com outros fatores de
desconto (0,40, 0,50, 0,80, 0,85, 0,95 e 0,99) apresentaram comportamento similar e, por
isto, foram omitidos. Os resultados obtidos com a estratégia W;, = 72 para tratar os
erros de evolugao também foram similares e omitidos.

Como mostra a figura ha indicios de convergéncia do Modelo Espacial, que foi
assumida com burn-in 2000 e thinning 150. O apéndice [E] apresenta as fungoes de au-
tocorrelagao e os histogramas das amostras a posteriori. O tempo computacional para

rodar os algoritimos MCMC sob o Modelo Espacial foi em média de 24 horas.
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Figura 5.3: Cadeias a posteriori para o Modelo Espacial com fator de desconto de 0,90,

burn-in 0 e thinning 150.

Convergéncia do Modelo Hierarquico: A figura apresenta algumas cadeias
a posteriori obtidas no processo de inferéncia para o Modelo Hierarquico com fator de
desconto igual a 0,80, burn-in 0 e thinning 100. Também para este modelo, os resultados
obtidos para os demais parametros, assim como os resultados obtidos com outros fatores
de desconto apresentaram comportamento similar e foram omitidos. Os resultados obti-
dos com a estratégia W;, = 72 para tratar os erros de evolugdao também foram similares
e omitidos.

Como mostra a figura[5.4] hd indicios de convergéncia para o Modelo Hierdrquico, que

foi assumida com burn-in 1000 e thinning 100. Também para este modelo, o apéndice

o7



[E] apresenta as fungoes de autocorrelagao e os histogramas das amostras a posteriori. O
tempo computacional para rodar os algoritimos MCMC sob o Modelo Hierarquico foi em

média de 10 horas.
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Figura 5.4: Cadeias a posteriori para o Modelo Hierarquico com fator de desconto de

0,80, burn-in 0 e thinning 100.

5.3 Estudo Simulado

Analisaremos nesta se¢ao um conjunto artificial de dados simulados a partir dos mo-
delos citados. O objetivo é verificar a eficiéncia da metodologia adotada para fazer
inferéncia sobre os parametros.

Foram simulados dados artificiais a partir do Modelo Hierarquico com fator de des-
conto de 0,80 e do Modelo Espacial com fator de desconto de 0,95. Nesta simulacao,
foram considerados 91 pontos no espago com localizagao idéntica a dos dados reais. Para
especificar as variancias W; ; do primeiro erro de evolucao, tomamos W, = s;; e, para
ser fiel aos dados reais, 0s parametros 1o, 0pxap s Hs: 05 Hys 02, ¢, €2 € 1 foram fixados

nas estimativas obtidas através do ajuste dos dados reais. Na simulagao, foram usadas
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as prioris descritas na segao [4.5] pois sdo prioris pouco informativas.
Para avaliar a inferéncia sobre os parametros 3; e 7; (i = 1,2,...,91), as figuras
e apresentam as médias a posteriori destes parametros, os intervalos de 95% de

credibilidade associados e os valores utilizados para gerar os dados.
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Figura 5.5: Estimagao dos parametros v; (a) e 5; (b) para o Modelo Hierarquico ajustado
com conjunto de dados artificiais, onde “e” representa a média a posteriori, “X” o valor
usado para simular os dados e a linha informa o intervalo de 95% de credibilidade da

média a posteriori.
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Figura 5.6: Estimacao dos parametros ~; (a) e 3; (b) para o Modelo Espacial ajus-
tado com conjunto de dados artificiais, onde “e” representa a média a posteriori destes
parametros, “X” o valor usado para simular os dados e a linha informa o intervalo de

95% de credibilidade da média a posteriori.

A figura exibe, através de histogramas das amostras a posteriori, como o processo
de estimacao sob o Modelo Espacial foi capaz de localizar os valores usados para gerar os

dados, representados pela reta azul. Para o Modelo Hierarquico, o resultado foi similar.
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Figura 5.7: Histogramas de amostras a posteriori sob o Modelo Espacial com fator 0,95

e valores usados para gerar os dados (linha azul).

Na ﬁgura apresentamos um gréfico de dispersao com os 819 (91 x9) parametros p; ¢
usados para simular os dados do Modelo Hierarquico versos suas estimativas a posteriori.

Na figura, a reta azul é a funcao identidade.
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Figura 5.8: p;; usado para simular os dados do modelo Hierdrquico versos suas estima-

tivas a posteriori.

Como mostram os resultados desta secao, podemos concluir que a metodologia baye-

siana se mostrou eficiente para fazer inferéncia sobre os modelos considerados.

5.4 Ajuste dos Dados Reais

Analisaremos agora as densidades populacionais estimadas pelos modelos citados,
assim como a precisao destas estimativas. Como a analise dos critérios de selecao feita
na secao anterior destacou o Modelo Espacial, optamos por apresentar apenas os ajustes
deste modelo. As figuras desta segao apresentam em vermelho a média a posteriori ji; ;
(linha continua) e o intervalo de 95% de credibilidade a posteriori (linhas tracejadas)
de p;+. Os pontos e os triangulos em azul correspondem as observagoes y;; para anos
de PNAD e de censos, respectivamente. Vale lembrar que os intervalos de credibilidade

expostos sao para p;; €, portanto, nao precisam conter, necessariamente, as observagoes

Yit-
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5.4.1 Ajuste com W;; =12

Analisaremos primeiro os resultados obtidos fixando a variancia dos erros de evolucao
(W;, = 72). Os resultados apresentaram o seguinte padrao: para os municipios menos
populosos, o nivel y; ; estimado oscila muito, tentando se ajustar as estimativas da PNAD;
ja para os municipios mais populosos, as estimativas da PNAD praticamente nao exercem

influéncia sobre o nivel.
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Figura 5.9: Ajustes do Modelo Espacial com a estratégia W;, = 72 para tratar a variancia

dos erros de evolucao.

A figura 5.9 exemplifica esta situacao. Nela sao apresentados ajustes do Modelo
Espacial para 8 municipios, quatro deles com total populacional pequeno (Municipios 24,
28, 54 e 59) e os outros quatro com total populacional elevado (Municipios 1, 12, 41 e 60).
A justificativa para este padrao foi atribuida justamente a estratégia utilizada para tratar
os erros de evolucao. Ao fixar a variancia destes erros, estamos assumindo que a perda de
informacao sobre o nivel ao passar do tempo é a mesma para todos os municipios. Assim,
¢é natural que esta perda, “Unica”, signifique um decaimento de informacao relativamente
elevado para municipios com erro de cobertura censitario pequeno e um decaimento

relativamente pequeno para municipios com erro de cobertura censitario alto. Portanto,
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chegamos & conclusiao de que usar W;; = 72 ndo é uma boa estratégia para tratar
o conjunto de dados utilizado. O ideal entao, seria fazer W;, = 72 e tentar estimar os
parametros 72. Porém, julgamos previamente que com esta estratégia terfamos problemas
de identificabilidade destes parametros. A solucao para este problema foi usar fatores
de desconto para especificar as variancias W;; dos erros de evolu¢ao. Na proxima secao

apresentaremos os resultados obtidos com a estratégia de descontos.

5.4.2 Ajuste com Fatores de Desconto

Passemos agora a analise dos resultados obtidos usando os fatores de desconto. Com
a estratégia de descontos, a perda de informacgao sobre o nivel ao passar para um instante
t é proporcional a informacao no instante ¢t — 1. Deste modo, ao passar de um ano de
censo para um ano de PNAD, o decaimento de informacao sobre p;, fica vinculado a
precisao censitaria, evitando o comportamento exibido na figura [5.9, ou seja, evitando
que o ajuste seja influenciado indevidamente pelo total populacional do municipio. Afim

2 com os resultados obtidos

de permitir a comparagao dos resultados obtidos com W;; = 7
com fatores de desconto, apresentamos na figura [5.10] os mesmos municipios exibidos na

figura 5.9 porém com ajuste feito usando o Modelo Espacial com fator 0,90.
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Figura 5.10: Ajuste do Modelo Espacial com fator de desconto 0,90.
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Para analisar a influéncia dos dados na estimacao do nivel, faremos uso da estatistica

();, dada por
> sit

teP
Qi = ZLS’ onde 7 indica o municipio.
it

teC
3

Através desta estatistica, podemos ter uma nocgao grosseira da precisao relativa entre a
PNAD e o censo no municipio 7. Quanto menor o valor de ();, maior é a indicacao de
que no municipio ¢ a PNAD é mais precisa que o censo e, reciprocamente, quanto maior
(i, maior é a indicacao de que o censo é mais preciso.
A figura [5.11] apresenta a estatistica (); para todos os 91 municipios selecionados.
[1PR

Os pontos “e” marcam alguns municipios com alta precisao relativa e os pontos “X”

marcam precisao relativa baixa.

4000

Qi
2000

0

Figura 5.11: Grafico de dispersao do 7 (municipio) versos estatistica ; (precisao relativa

entre PNAD e censo).

Para analisar os resultados obtidos com a estratégia de descontos, optamos por exibir
apenas resultados com fatores 0,50 e 0,90, pois os ajustes dos demais fatores utilizados

(0,40, 0,80, 0,85, 0,95 e 0,99) foram similares aos ajustes com 0,50 e 0,90.
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por “x” mna figura [5.11]
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Para os municipios marcados por “X”, a baixa precisao relativa das estimativas da
PNAD faz com que o nivel y;; sofra pouca influéncia dos dados nao censitarios. Para
estes municipios, o ajuste é feito basicamente a partir dos censos. A figura[5.12| apresenta
o ajuste destes municipios com fator de desconto 0,90.

Jé na figura|5.13| apresentamos o ajuste para os municipios marcados por “e”. Nestes
municipios, a alta precisao das estimativas faz com que a PNAD exerca mais influéncia,
distorcendo a trajetéria do nivel y;; de modo significativo.

Portanto, podemos concluir que a modelagem das estimativas das variancias cumpre
a funcao esperada: informar sobre a precisao das estimativas ; ;.

Devido as dificuldades de investigar toda a populacao, é comum ocorrerem problemas
de subcobertura em censos demograficos, ou seja, estimativas menores que o valor verda-
deiro da caracteristica de interesse. Os modelos ajustados permitiram identificar indicios
de subcobertura do censo em alguns municipios. Na figura [5.14] apresentamos alguns
municipios em que a densidade populacional informada nos censos foi sistematicamente
menor do que as estimativas obtidas no ajuste dos modelos. Os indicios de subcobertura

foram identificados para todos os fatores de desconto testados.
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Figura 5.14: Ajustes do Modelo Espacial com fator 0,90 para alguns municipios que

apresentaram indicios de subcobertura censitaria.

Para comparar o comportamento do ajuste com fatores de desconto distintos, apre-
sentamos na figura [5.15 alguns resultados para o Modelo Espacial com fator de desconto
de 0,90 e 0,50. A primeira linha de graficos exibe os resultados para o fator 0,50 e a se-
gunda para 0,90. A figura exemplifica uma situagao ja esperada: para fatores de desconto
mais baixos, o nivel tende a seguir mais as observacoes da PNAD e, consequentemente, o
ajuste aos dados é melhor; ja para fatores de desconto maiores, a precisao das observacoes
censitarias se propaga ao longo do tempo, diminuindo a influéncia das observagoes inter-
censitarias. Esta analise serd confirmada na analise dos critérios DIC e EPD apresentada
na préxima secdo, onde as medidas D e G sdo menores (melhor ajuste) para fatores de

desconto menores.
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Figura 5.15: Ajustes do Modelo Espacial com fatores de fesconto 0,50 (linha a) e 0,90
(linha b).

Os resultados apresentados nesta secao, principalmente os gréaficos da figura [5.15]
sugerem a seguinte pergunta: “Quanto da informacgao sobre o nivel sera perdido com o
passar dos anos?”. Como vimos, a resposta para esta questao segundo a nossa proposta
estd intimamente ligada a especificacao do fator de desconto. Porém, tanto a especi-
ficacao quanto a estimacgao deste fator sao tarefas complicadas. Consideramos, entao, a

especificacao do fator como uma dificuldade inerente ao problema estudado.

5.4.3 Resultados do DIC e do EPD para os Dados Reais

As tabelas e apresentam os resultados do DIC e do EPD para os modelos
propostos.

Comparando o Modelo Hierdrquico com o Modelo Espacial para cada fator de des-
conto utilizado, podemos notar que o nimero efetivo de parametros pD é sistematica-
mente menor para o Modelo Espacial e que, em compensacio, a medida de ajuste D é
maior neste modelo. No geral, os valores do DIC nao apresentaram diferengas signifi-
cativas entre os modelos, exceto para o fator 0,50, onde o DIC aponta para o Modelo

Hierarquico. Assim, como esta diferenca foi significativa apenas para o fator 0,50, nao
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consideramos o DIC como um bom critério para diferenciar os modelos. Ainda pelo
critério DIC, podemos notar que a diminuicao do fator de desconto de 0,99 a 0,50 ¢é

acompanhada pelo aumento do pD e pela diminuicdo de D e do DIC.

Estatisticas

Modelo Fator de Desconto D D pD DIC
0,40 18015,60 | 17700,73 | 314,87 | 18330,46
0,50 18019,38 | 17711,51 | 307,87 | 18327,24
0,80 18127,06 | 17883,61 | 243,44 | 18370,51
Espacial 0,85 18144,96 | 17909,69 | 235,26 | 18380,22
0,90 18163,38 | 17935,28 | 228,09 | 18391,47
0,95 18178,79 | 17956,61 | 222,18 | 18400,98
0,99 18188,56 | 17973,12 | 215,44 | 18404,00
0,40 17991,43 | 17656,30 | 335,13 | 18326,57
0,50 17995,21 | 17686,08 | 309,13 | 18304,35
0,80 18119,76 | 17872,81 | 246,96 | 18366,72
Hierarquico 0,85 18138,96 | 17899,50 | 239,45 | 18378,41
0,90 18156,20 | 17922,88 | 233,31 | 18389,51
0,95 18174,22 | 17948,12 | 226,10 | 18400,32
0,99 18183,27 | 17962,13 | 223,20 | 18406,47

Tabela 5.1: Resultados do DIC para o Modelo Hierarquico e para o Modelo Espacial com

diferentes fatores de desconto.

Ja o EPD aponta significativamente para o Modelo Espacial, com destaque para o
fator 0,50, onde a medida G assume o menor valor e o EPD é um dos menores. Para o
modelo espacial, podemos notar que a diminui¢ao do fator de desconto é acompanhada
por uma tendéncia de aumento da medida P (maior penaliza¢ao) e por uma diminui¢ao
sistematica da medida G (melhor ajuste). Para o Modelo Espacial, podemos notar que os
menores valores do EPD foram obtidos com os fatores 0,50, 0,80 e 0,85. Dentre estes, o
fator 0,50 se destaca por apresentar, segundo o EPD, um dos melhores resultados e ainda
o melhor ajuste. Logo, consideramos que o EPD permitiu diferenciar bem o Modelo
Hierarquico do Espacial, além de ter apontado, assim como o DIC, melhor ajuste e maior

medida penalizacao para fatores menores.
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Estatisticas

Modelo Fator de Desconto G P EPD
0,40 7,8043E+07 | 2,5473E4-08 | 2,9375E408
0,50 7,8981E+07 | 2,5207TE408 | 2,9156E408
0,80 8,6014E+07 | 2,4834E+408 | 2,9135E+408
Espacial 0,85 8,6879E+07 | 2,4825E+08 | 2,9169E+08
0,90 8,7630E+07 | 2,4922E4-08 | 2,9303E+408
0,95 8,8394E+07 | 2,4796E+08 | 2,9216E4-08
0,99 8,8961E+07 | 2,4843E408 | 2,9291E+408
0,40 7,9274E+07 | 2,5580E+08 | 2,9544E4-08
0,50 7,9289E+07 | 2,5570E4-08 | 2,9535E4-08
0,80 8,5694E+07 | 2,5238E+08 | 2,9523E4-08
Hierdrquico 0,85 8,6605E+07 | 2,5212E408 | 2,9543E+4-08
0,90 8,7938E+07 | 2,4915E+08 | 2,9312E+08
0,95 8,8206E+07 | 2,5178E+08 | 2,9588E4-08
0,99 8,8906E+07 | 2,5078E+08 | 2,9523E4-08

Tabela 5.2: Resultados do EPD para o Modelo Hierarquico e para o Modelo Espacial

com diferentes fatores de desconto.

5.5 Previsao para municipios nao selecionados pela

PNAD

A figura exibe as previsoes do nivel j;; para os 6 municipios nao selecionados
pela PNAD, obtidas sob o Modelo Espacial com fator 0,50 (em vermelho). Os pontos
verdes representam as densidades oficiais publicadas pelo IBGE. Como nao ha dados da
PNAD para estes municipios, nao iremos omitir o nome dos mesmos. Como podemos ver,
praticamente todas as densidades oficiais ficaram dentro do intervalo de credibilidade.
Dentre as previsoes, pode-se destacar as do municipio 92, por aproximarem bem as

estimativas oficiais em todos os anos.
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Figura 5.16: Estimativas da densidade populacional publicadas pelo IBGE (pontos ver-
des), previsoes para o nivel (linha vermelha) e intervalo de 95% de credibilidade associado

(linha tracejada) obtidos sob o Modelo Espacial com fator 0.50.

5.6 Comparacao com Dados Externos

Nesta secao, faremos a comparacao dos resultados obtidos em nossa andlise com
resultados obtidos em outras abordagens.

Nas figuras e [5.18 apresentamos, respectivamente, o ajuste do Modelo Espacial
com fatores 0,50 e 0,80 (em vermelho) e as densidades populacionais oficiais publicadas
pelo IBGE (pontos verdes). Como mostram as figuras, a metodologia apresentada aqui
gerou estimativas populacionais préximas das publicadas pelo IBGE, com a vantagem de
informar o erro associado. Nos apéndices [[] e [G apresentamos as mesmas informagoes

exibidas nestas figuras, porém para outros municipios.
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Pela analise grafica apresentada nesta secao, o ajuste com fator de desconto 0,50 foi
0 que gerou estimativas mais préximas das estimativas oficiais do IBGE (figura e
apéndice . Ja para fatores de desconto maiores, a trajetéria do nivel se manteve fiel
a0s Censos.

A figura apresenta os resultados obtidos em Souza (2004) para os municipios
usados nas figuras e [5.18 Comparando as figuras e .19 podemos notar que
em Souza (2004), o ajuste é extremamente influenciado pelos censos e que, por outro

lado, nossa abordagem permitiu que o nivel se adaptasse melhor aos dados da PNAD.
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Figura 5.19: Resultados apresentados em Souza (2004), com médias a posteriori para o

nivel e intervalo de credibilidade em vermelho e em azul as observacoes y; ;.

Portanto, podemos concluir que a abordagem aqui apresentada aproximou bem as
estimas oficiais do IBGE em alguns municipios e foi mais flexivel que o ajuste em Souza

(2004).
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, realizamos uma analise espago-temporal da densidade populacional
de alguns municipios do estado de Sao Paulo durante o periodo de 1991 a 2000. Adotando
uma abordagem Bayesiana, utilizamos conjuntamente o Censo Demografico Brasileiro, a
Contagem Populacional e a Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios para obter a
distribuicao a posteriori das densidades populacionais municipais e, consequentemente,
produzir estimativas destas densidades apresentando o erro associado. Para tratar a
evolucao temporal, optamos pelo uso de Modelos Dinamicos de Crescimento Exponencial
e, para considerar de modo diferenciado as precisoes das informagoes, propomos uma
modelagem que filtra a quantidade de informacao de um estimador a partir da estimativa
de sua variancia.

Para promover o decaimento de informacao ao longo do tempo, foram testadas duas
estratégias: W;, = 72 e fatores de desconto. A estratégia Wi = 72 foi invalidada
por apresentar um decaimento de informacao diferenciado, que depende do tamanho
populacional do municipio. Ja a estratégia de descontos se mostrou valida. Com esta
estratégia, a perda de informacao sobre o nivel ficou vinculada a informacao no instante
anterior e, com isto, o decaimento de informagcao ao longo do tempo passou a depender
adequadamente da precisao dos dados de cada municipio.

Com o objetivo de verificar se a evolucao da densidade populacional de um deter-
minado municipio sofre influéncia dos demais, foram testadas duas abordagens: uma

hierarquica, que assume uma evolucao média comum para todos os municipios, e outra
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hierarquica espacial, que assume evolugao similar para municipios mais préximos.

Na analise dos ajustes dos modelos foi possivel verificar que para fatores de desconto
mais baixos, o nivel tende a seguir mais as observacoes da PNAD e, consequentemente,
o ajuste dos dados foi melhor. J& para fatores de desconto maiores, a precisao das
observagoes censitarias se propaga ao longo do tempo, diminuindo a influéncia das ob-
servacoes intercensitarias. No geral, os modelos ajustados permitiram concluir que a
modelagem das estimativas das variancias cumpriu a fungao esperada: informar sobre
a precisao das estimativas diretas. Concluimos também que a metodologia apresentada
aproximou bem as estimativas oficiais do IBGE e foi mais flexivel que o ajuste em Souza
(2004).

Na anélise de resultados dos critérios DIC e EPD, o Modelo Espacial com fator 0,50
se destacou por apresentar, segundo o EPD, um dos melhores resultados e ainda o melhor
ajuste.

Diante de informacoes muito imprecisas ou de pesquisas com diferentes precisoes,
¢é extremamente comum inutilizarmos parte da informacao disponivel. Porém, com este
trabalho, chegamos a conclusao de que o uso conjunto de diferentes fontes de informacao é
possivel e valido. Mostramos que é possivel obter estimativas intercensitarias atualizadas
a partir de informagoes para pequenos dominios e ainda identificar erros sistematicos,
como subcobertura ou sobrecobertura.

Vale citar ainda que na pesquisa realizada durante a elaboracao deste trabalho, nao
encontramos nenhuma referéncia cuja proposta seja modelar conjuntamente estimativas
diretas e estimativas da variancia. Neste sentido, consideramos este trabalho inovador
e esperamos que ele incentive outras pesquisas nesta area. Passemos agora as nossas
limitagoes e perspectivas futuras.

Para pesquisas censitarias onde ha forte indicios de subcobertura, pode-se considerar
o uso de uma distribui¢ao assimétrica para y;; ao invés da distribui¢ao simétrica utili-
zada. Sugerimos ainda que extensoes deste trabalho podem ser realizadas pela inclusao
de covariaveis, ou variaveis chamadas sintomaticas, que ajudem a explicar a densidade
populacional. Essas varidveis podem ser obtidas, por exemplo, a partir de censos, tais

como o demografico e o escolar, registros administrativos, como o Registro Civil, e pes-
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quisas por amostragem, como a propria PNAD.

Outras questoes a serem investigadas futuramente sao: a possibilidade e vantagens
de se acrescentar uma estrutura espacial no parametro 7;; como obter estimativas para
os municipios criados dentro do periodo em estudo; como utilizar informacoes sobre
migracgao, disponiveis nos questionarios das pesquisas, e como compatibilizar as diferentes

datas de referéncia das pesquisas.
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Apeéendice A
Estimadores da Média e Variancia

Para obter estimativas da populacao dos municipios selecionados pela PNAD nos
periodos intercensitarios, foi realizada a expansao da amostra da PNAD utilizando um
estimador derivado diretamente do plano amostral da pesquisa. O estimador utilizado é
apresentado em Klein & Moura (1998), usado em Souza (2004) e serd descrito a seguir.
Sejam

° }7(d) o estimador do total da populagao do dominio geogréfico d,

e H,; nuimero de estratos no dominio geografico d,

e [, numero de municipios selecionados no h-ésimo estrato,

e P, probabilidade de selecao do i-ésimo municipio do h-ésimo estrato,

e my,; nimero de setores selecionados no i-ésimo municipio do h-ésimo estrato,

e [P;; probabilidade de selecao do j-ésimo setor do i-ésimo municipio do h-ésimo

estrato,

e Nj;; numero de domicilios particulares no j-ésimo setor do i-ésimo municipio do

h-ésimo estrato,

® ny;; nimero de domicilios entrevistados no j-ésimo setor do ¢-ésimo municipio do

h-ésimo estrato,
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® Yniji total de moradores no k-ésimo domicilio entrevistado do j-ésimo setor do

1-ésimo municipio do h-ésimo estrato.

O total populacional do dominio d é estimado por
Hay

Ih Mhp; th“ Thij
Z Z mthhz Z nhmpjhij Z Yhijk- (1.1)

A estimativa S(gy da variancia de Y(d) pode ser obtida por

S(d) =51+ 55, onde

1 b (Y, ’
S . hi _Y
! hz;lh(lh_l)z; P " ¢
€Aq =
. . 2
D D S
y = — Y
B mpi(Mmp; — 1) = Prij

com Ay municipios auto-representativos pertencentes ao dominio de interesse d, Ag es-
tratos formados por municipios nao auto-representativos pertencentes ao dominio de

interesse d,

Mhpj Thij
Yh'L A Yh'L] Y o th’j
E P € hij = E Yhijk-
hi Mhij 13

Como as estimativas foram obtidas para municipios, foram desconsideradas as par-
celas e as quantidades do estimador de Klein & Moura (1998), dado em , relativas
a estrato, pois s6 poderiam ser consideradas se a expansao tivesse sido realizada para
um nivel geografico superior ao de municipio. O mesmo foi feito em relagao a variancia.
Entao foram utilizados os seguintes estimadores para obter o tamanho da populacao e a

variancia municipais:

N 1 hi Nh M hij
Y = Y Yhijk € (1 2)
M jzl Nij Prij +— !
1 (Y, ’
I Thij g 1.3
Mpi(Mpi — 1) =\ Dhij " (13)

onde os indices h e ¢ identificam um municipio.
Quando o municipio é auto-representativo ou metropolitano, o estimador do tamanho

populacional dado em ([1.2]) é o mesmo que aquele em (|1.1]), considerando como dominio

geografico o proprio municipio.
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Apeéendice B

Taxas de Aceitacao
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Figura 2.1: Taxas de aceitacao obtidas a cada 50 ciclos do Amostrador de Gibbs sob o

Modelo Espacial com fator de desconto de 0,90.
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Apéndice C
Calculo das Condicionais Completas

Neste anexo, sao apresentados os calculos das distribui¢oes condicionais completas
ﬁ
dos modelos ajustados. Nos célculos a seguir, I é a matriz identidade 97 x 97 e 1 é o

vetor unitario 97 x 1.

Condicionais Completas do Modelo Hierarquico:

o D (py]7,02) o< p (Vlpy, 02) p (1) o
1 'l " i
X eXpq —3 ('y— 1,u7) o, ]<’y— 1,%)

-1
X exp <—% (v2) " (g — mv)2>
1
2

—exp{—L (Yo 2Ty — 4o 2T Ty — iy 100721 To 21T
= exp Yo, LY =70, My — pny Lo 2y + iy 1o Hoy

1 —2 —2 —2 —2
X €XP Q T5 | HyUy "y = Uy "My — My Uy Ty My, "y
————

val para a constante
de proporcionalidade

- 7

X exp —% Hoy (T/U»;Q[T + U;2> foy — i, VIV (T/J;2[7 + U;Qm“f)
\ v M
X _1 _y (1o 2 ) V! MV=M
exp 5 o, 1y +v,“m, Py + HV,_/

~~ vem da constante

\ M de proporcionalidade
o< exp {—3V ! (py — M)Q}
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Logo (g | v,02) ~ N (M,V), com

V= (T2 +072) M=V (102 + 0]
= o, v, e = o Iy +umy ).

Logo (2 | v, ) ~ GI(A, B), com

~

o p(pplB,03) < p(Blug,o3) p (1s) x
1 — 4 —
o exp —5(B— 1#3) 0g I(B— 1#5)
-1
x exp (—3 (v3) (,uﬁ—mg)Q)
_ 1 /_—2 o =27 T =2 -, o,
=expy—3(Bo;7IB—Boz [ 1pusg—psllog"IB+pusliog™I 1 ug
(

—2 -2 -2 —2
X exp § =3 | Havsths = pavs ms — maug s+ mgvg myg
——
vai para a constante
\ de proporcionalidade
(
— — —
xexpl —= | ps < Vo211 + vﬂ_2> pg — pgVrtv ( 1'o,%18 + UEng>
x Vol M
,
ﬁ
Xexpq —3 | =V ( 1’052_fﬁ+v§2mﬁ> Vilps+  MV'M
~~ o vem da constante

M de proporcionalidade

X exp {—%V‘l (g — M)Q}
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Logo (pg | B,0%) ~ N (M,V), com

-1
V= (T2 1T +02) e M=V (10218 +v;°my).

o p (03| B 1s) < p (Blus, o) p <(aé)_1> o

o2t Fexp { 4 (B Tus) 1 (8- ) (2)” ((63)7)" exp {55 (03) '}

Logo (03 | B, ug) ~ GI(A, B), com

AZ%-F&@,

1

K = <5—Tﬂﬁ),[(/@—TMﬁ>-

91
e p(nls, O-QPNADu n) LI—L Hy (Si,t|012>NAD,i77l)1 p(n)
cP 1=

or . .
oc [TT TT #ioysi 16Xp{—bssi,t}} n*~texp{~bym}, com
tePi=1

as = 77_1 e b, = n_l(U]QDNAD,i)_l

A condicional completa de 1 nao tem forma fechada.

e D (O_-IQDNAD,i|y7 57”’777) X

o< [[[p (yz-,t!ui,t, U%NAD,Z’):| {H p (Siﬂfyal%‘NAD,i’ 77)] p (UJQDNAD,z')

:tEP teP
1 . )
X I_L (0Bnaps) *exp {—% (0bnaps)  (Wix — Hig) }}
e

as s— 0'71
- tgv F%&s)sﬁt foxp {_bssi’t}} (oBnapi)” exp {~be0hrap,}
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- [eans)™

6as 0——1
[ Tt ep {busad]| - (hran ) exp {—tusbaan ). com

[T exp {_% (0Fwapa) (Wie — ’ui’t)Q}}

teP

1

as=rmn e by= 7771(0'123NAD,1')71

A condicional completa de 0% 4 p,; nao tem forma fechada.

9

p (Vi | 1 Biy piy, 02) x (Hp(ui,t | m,t_l,@-,%)) p (Vi | py, 02) ox

9
o Hlexp — 3 Wi (i — pig—1 — Brexp (v (¢t — 1)) (exp () — 1))°
t—

[ J/

-~

X exp (—%a,?? (i — ,uw)z) = exp {—% <Z1 K + U;Q (vi — uw)z) } , com
t—

K; = VVftl (Hig — i1 — Biexp (i (t — 1)) (exp (3) — 1))°

A condicional completa de 7; ndo tem forma fechada.

o p (ﬂ¢|%, 11g,05) o< p (pielpiz—1, Bisvi) p (Bil s, 03)
x H exp { —3Wi" (ttig — prig—1 — Byexp (v (t — 1)) (exp (v;) — 1))*}
X exp (—5 (05) ' (B — Mﬂ)Q)
= (fazendo Ay = pip — plip—1 € By =exp (v (t — 1)) (exp (v;) — 1)) =
= (f[l €xp {_%I/Vi,_tl (At - Btﬁi)Q}) €xp (—% (0;23)71 (51‘ - M5)2>
= f[l exp {—3 (AW A, — AW B.S; — BiBW, ' Ay + B BW, ' B3;) }

;

-1 - -1 -1
xexpq =5 | Bi(03) Bi—Bi(05) ms—np(95) B+ np(o3)  mp
~—_—————
vai para a constante
\ de proporcionalidade
(
9
_ -1
X exp —% 61 <(Z BtVVi,tlBt> + (O’%) ) ﬁz
t=1
\ th
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9
X exp —% —BVtV ((Z BtmilAt> + (02)_1 ,ug>
=1

J/

~
M

N[ =

9
xexpq =3 | =V ((Z AtWJtlBt> + g (Ué)_1> Vg MVTM -
=1 vem da constante
i 4 de progorcion:;lidgde

-~

M
X exp (—% (BZV_IBZ — 6¢V_1M — MV_lﬂi + MV_IM))
= oxp { =3V (6 - M)’}

Logo (ﬁim,ug,aé) ~ N (M,V), com
9 —1
V= ((Z BtWijtlBt> + (og)1> ,
t=1
9
M=V ((Z BtI/[/iTtlAt> + (a2 %) ,
t=1

A = Mit — Hit—1 €
By =exp (7 (t — 1)) (exp (vi) —1).
Condicionais Completas do Modelo Espacial:

e Sejam T 96 0 vetor unitério 96 x 1 B_i=10/ - Bic1 Bis1 -+ Por |- Como

(/6 | Mg, 527 QS? d) ~ N(Mﬁ? ZE,¢)7 temos que
(ﬂz ‘ /B—inuﬁ>€27 ¢> d) ~ N(Ca D)a onde
—)
— €= g+ %555} (B — 15 Tos ).
- D= 52 — 21712277%2,172-,
— X1, é o vetor de covariancias entre (3; e B3_; e

— 39 = Var(B_; | N,6’7527 ¢, d).

Segue abaixo o calculo da condicional completa de ;.
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9

p(ﬁi‘ﬁ—z’vﬁﬁauﬂ7€27¢a ) (H (ﬂi,t’ﬂi,t17/6i77i))p</8’,u[37€27¢7 d)

t=1

9
= (tl:llp(ui,“,ui,tlvﬁiafyl) ( |/8—z7/vbﬂ7€ (b? )\( —i|ﬂﬂ7€27¢7 d)J

vai para a constante

de proporcionalidade
(:U‘Z t|Mz t—1, ﬁlu 71)) p (5Z|ﬂ—za K, 627 ¢7 d)

( T exp (=3 (e~ piacs — G (16— ) exp ) = 17} )

X exp( % Y —O) )

= (fazendo A; = ;¢ — pir—1 € By = exp (7 (t —1))(exp(vy;) — 1)) =
<H exp{ VVzt At Btﬂz‘)Q}) exp ( (5@ ) )

E@ || :w

= (H exp {—3 (AtWiTtlAt - AtVVZ‘;lBtﬁi - @BtVVi,_tlAt + ﬁiBtVVi,_tlBtﬁi) })
=1

(

X exp —% ﬁiD_lﬁi - ﬁiD_lC - CD_lﬁi + CD_lC
vai para a constante
. de proporcionalidade
(
9
xexpy —3 | B ((Z BtVleBt> + Dl) Bi
t=1
\ vtl
(
9
xexpd —1 | —gVV ((Z BtWZ.;At> + Dlg)
t=1
\ M
.
9
xexpg —3 [ — [V ((Z BtW{tlAt> + D—IC> Vg 4+ MVTIM
t=1 vem da constante de
~~ proporcionalidade
M

:exp{‘_l BV — BV _IM_MV_I@+MV—1M)}
= oxp {—3V (B - M)’}
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LOgO (ﬁl | ﬁ—i?fyiaﬂﬂ7€27¢7 d) ~ N<M7 V)? com

9 -1
V= ((Z BtW;tlBt> + D-1> ,
t=1

9
M=V ((Z Btm;At> + D10>,

t=1
A= Mit — Mit—1 €

By =exp (7 (t = 1)) (exp () = 1)

o (s | B,d,e% d) < p(Blus, ¢, €, d)p(ug) ox
1 B — ’2_1 B —
xexpd =5\ B— Tug) X2,(B— 1ps
-1
X exp (—% (v%) (up — mB)Q)
_ 1 /2—1 o /E_IT _ TIE—I T/E—IT
= exXp 2 /8 E,d)/g '8 €, Hp Hp 5,(;5/6 + Hp e,0 2]
(

-2 -2 -2 -2
X exp § —3 | Havs°Hs — Havs Mg — mavg g+ mgug mg
————
vai para a constante
\ de proporcionalidade
(
_1 T/Z—IT -2 VY TIE—l -2
ocexp § =3 | #s co L T U7 ) s — hp o3+ vg mg
\ e M
p
xexpd =1 | —v (T’z—lﬁ +o3im ) Vlps+  MV'M
2 &, B B B —_—
~ ~~ -~ vem da constante

M de proporcionalidade

X exp {—%Vfl (g — M)Q}

o p(¢|B,1s, €% d) x p(Blug. €*, ¢, d) p (¢)
x |Zeol F exp {—% (8- Ths) 224 (8- Tis) } (67)" " exp by (7]

A condicional completa de ¢ nao tem forma fechada.
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L4 p(82 | /67/1’[37(;57 d) ocp(,@ | /1’57827¢7 d)p(82) X

_1 - ! — - — —2\Ae— —
o [Seg Pexpd =3 (B Tug) B (B Tug) e 2§ (62" exp[—be (=72)

J/

-~

c

Logo (g% | B, us, ¢, d) ~ GI(A, B), com

97
A:?—i_aeu

1
B:bg—l-éc e

C = (6— TM@>/E;1 (6— Tug)-

As condicionais completas de 7;, ., 03, opnap, € 1 para o Modelo Espacial sao

idénticas as do Modelo Hierarquico.
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Apeéendice D

FFBS - Distribuicao de

it | D9y i 111,
(it | Do, pip41, P)

P (it Do, i e, Bi, i) = (pelo Teorema de Bayes) =

D (yi,t-i—la ey ?/i,9|Dt, Hits i t+1, Bi, %‘) p (,ui,t|Dt7 i t+1, CI))
p (yi,t—i—lv ) yi,9|Dt7 Hi 41, ®)

= (pois dado p; 11, temos que Y; 141, ..., ¥i9 ¢ independente de ;1) =

_ p (yz',t+17 e yi,9|Dtu M t+1, cp) b (Mz’,t\Dt, M t+1, cI>)
p (Z/z’,tJrl; ey yi,g\Dta i t41,5 (I))

= p (tit|De,s prig41, ®) o (pelo Teorema de Bayes) o
xXp (Mz‘,t+1 |Dt7 Hit, CD) p (,Ui,t|Dta ‘1))

=P (,uz‘,t+1 |,ui,t7 (I)) p (Ni,t|Dt7 q’) X

1

 exp {—§Wi,f+1 (Higs1 — pie — Biexp (yit) (exp () — 1))2}

1 .
X exp {_§Ci,t1 (tig — mz‘,t)Z}

= (fazendo U;; = pi 441 — B exp (vit) (exp (7;) — 1) para melhorar a notaca o) =
1. 1 .
= eXp {_EVVi,tirl (Uz‘,t - Hi,t)Q} exXp {—50@,51 (Mi,t - mi,t)z}

1 _ _ _ .
= exp {—5 (Ui Wi Ue = Ui Wiy — 11, Wiy Uie + M@t”@,timz‘,t)}
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1
—1 —1 —1 ~1
X exp {_— (Mz}toi,t i — HiCrymie — mi Oy i +mi Oy mi,t)

2
y
1
—1 -1 —1 —1 -1
o expq =5 | Hi (Wi7t+1 + Ciy ) By — pitViy Vi (VVi,t—i-lUi,t + Ciy o)
Vi Mt

2 N .

Vv
M; ¢ vem da constante
de proporcionalidade

xexpd —o | = Vg (Wi Uiy + Crims )] Vid e+ MifVis M,
——

1
= exp {—QV;,tl (piy — Mi,t>2} :
Logo,

(Mz’,t | D97,uz‘,t+17 ‘1)) ~ N(Mz',t, Vz’,t), onde
Vie = (Wi + G0
M;, = Vi,t(”@}LUi,t + Cijtlmi,t) e
Uip = pigr1 — Biexp(vit) (exp(7:) — 1).
Como podemos notar, a distribuigdo p(i;s | Do, pti 41, ®) ndo depende diretamente
das observagoes y;;, uma vez que estas observacoes ja foram incorporadas por p(;+ |
Dy, ®). Portanto, para os municipios p selecionados para previsao, a geracao de p,,;, para

quaisquer tempos, pode ser feita diretamente da distribuicao que acabamos de calcular

acima.
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Apeéendice E

Autocorrelacoes e Histogramas
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Figura 5.1: Histogramas e funcoes de autocorrelacao de algumas cadeias a posteriori para

o Modelo Espacial com fator de desconto 0,90, burn-in 2000 e thin 150.
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Figura 5.2: Histogramas e func¢oes de autocorrelagao de algumas cadeias a posteriori para

o Modelo Espacial com fator de desconto 0,90, burn-in 2000 e thin 150.
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Apeéendice F

Ajustes com fator 0,50

Ajustes do Modelo Espacial com fator 0,50 em vermelho e estimativas oficiais publi-

cadas pelo IBGE em verde.
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Figura 6.1: Ajustes sob o Modelo Espacial com
oficiais do IBGE em verde.
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Apéndice G

Ajustes com fator 0,80

Ajustes do Modelo Espacial com fator 0,80 em vermelho e estimativas oficiais publi-

cadas pelo IBGE em verde.
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