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Resumo

Nesse trabalho analisamos observagoes feitas no espaco e/ou tempo que apresentam es-
trutura de correlagao nessas dimensoes, usando para isso modelos que levam em consi-
deracao essa dependéncia, e tendo como objetivo fazer previsoes para tempos futuros e

interpolacao espacial.

Para tratar a variagao espaco-temporal, propomos modelos hierarquicos que incor-
poram uma estrutura de correlagdo temporal e ou espacial na média (condicional aos
processos explicativos) da varidvel resposta, e nos casos onde existe consideravel hetero-
geneidade espacial no efeito de processos explicativos, incorporam também uma estrutura
de correlagao no tempo/espago nos coeficientes relativos a esses processos. Tendo como
base os modelos dindmicos (para tratar variacao temporal) e os campos aleatdrios gaus-
sianos (para tratar variagao espacial), e trabalhando sob o ponto de vista Bayesiano,

propomos trés diferentes modelagens para dados temporais ou espago-temporais.

A primeira proposta é uma extensao dos modelos usados em Paez e Gamerman (2003),
onde permitimos que os coeficientes das covariaveis variem no espaco, e estudamos os
efeitos da incorporagao de incertezas no modelo. A segunda proposta é uma general-
izacao da primeira, onde os parametros associados as variaveis resposta variam no tempo
e no espaco. Essa modelagem é um caso particular dos modelos dinamicos hierarquicos
matriz-variados propostos por Landim e Gamerman (2000) para respostas gaussianas
multivariadas, onde impomos uma forma estruturada para as matrizes de variancia es-
pacial. A terceira e tltima proposta é um estudo da variacao temporal da incidéncia de
eventos através de processos de Cox log-gaussianos, baseado no artigo de Brix e Diggle

(2001).
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Abstract

In this work we analyze data sets observed in time and/or space which present correlation
structure in these dimensions, and propose models that take into account this dependence,

aiming to make predictions for future times and do spatial interpolation.

To explain the spatio-temporal variation we propose hierarchical models which in-
corporate a temporal and/or spatial correlation structure in the mean (conditionally
on explanatory processes) of the response variable, and in cases where there is spatial
heterogeneity in the effects of the explanatory processes, also incorporate a time/space
correlation structure in the regression coefficients. Based on dynamic models (to ex-
plain temporal variation) and gaussian random fields (to explain spatial variation), and
working under a Bayesian point of view, we propose three different approaches to model

temporal or space-time data.

The first approach is an extension of the models used in Paez and Gamerman (2003),
where the regression coefficients are allowed to vary in space, and we study the effects
of adding uncertainties to the model. The second approach is a generalization of the
first one, where the regression parameters vary in time and space. This model is a
particular case of the matrix-variate dynamic hierarchical models proposed by Landim
and Gamerman (2000) for multivariate gaussian responses, where we impose a structured
form to the covariance matrixes which define the spatial dependence. The third and last
approach is a study of the temporal variation of the incidence of events using log-gaussian

Cox processes, based on the models proposed in Brix and Diggle (2001).
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Capitulo 1

Introducao

A aleatoriedade é um conceito criado pelo homem para justificar aquilo que nao pode
entender. Perguntas como ”sera que vai chover amanha?” ou ”sera que esta chovendo em
Sao Paulo?” (para quem nao estd em Sao Paulo) estao presentes no cotidiano de cada um
de nds, e a resposta para essas perguntas é demasiadamente complicada para se dar uma
resposta exata. Depende de uma combinacao de fatores ambientais tao complexos que
nem o mais competente meteorologista é capaz de responder com 100% de certeza. Para
isso sao desenvolvidos modelos que levam em consideragao diversos processos associados,
como a velocidade dos ventos e a umidade relativa do ar, entre outros. A velocidade
dos ventos, por sua vez, é determinada por outros fatores complexos, e assim por diante.
Os processos ambientais, que sao objeto de estudo nessa tese, sao causados por uma
infinidade de outros processos desconhecidos e interdependentes, tornando a modelagem
dos mesmos uma tarefa dificil. A nosso favor esta o fato de que a natureza nao d4 saltos,
como afirma o principio da continuidade. Processos ambientais sao em geral continuos
no tempo e no espacgo, variando portanto de forma suave em ambas as dimensoes. A
distribuicao espacial desses processos pode ser atribuida a uma combinacao de outros
processos humanos e naturais (também continuos), que operam em diferentes escalas

espaciais e temporais.



A suavidade presente no processo de interesse em uma determinada dimensao é re-
lativa, assim como a nocao de tempo e espaco. Um processo que varia bruscamente
a cada hora pode estar variando suavemente a cada segundo, e um processo que varia
bruscamente entre dois locais a 20km de distancia pode estar variando suavemente a

I

cada metro. Dessa forma, quando um processo é dito ”independente” no espago (ou
tempo), isso simplesmente significa que ele nao apresenta dependéncia significativa para
uma dada unidade de espago (ou tempo). Muitas vezes varidveis explicativas em modelos
de regressao ajudam a "remover” parte da correlacao existente nesses processos, dando

origem, em alguns casos, a residuos independentes. Novamente, a independéncia desses

residuos é relativa as unidades de tempo e espaco em questao.

Considere, por exemplo, o estudo da temperatura ambiental ao longo do ano. Suponha
que a temperatura em um determinado local seja registrada a cada 15 dias. Sem que haja
a incorporacao de um componente sazonal que explique a variacao de temperatura ao
longo do ano, os erros obtidos na modelagem nao podem ser considerados independentes.
Se, ao contario, a sazonalidade estd presente no modelo, a suposicao de independéncia
dos erros é bastante razoavel. Suponha agora que os dados sao observados a cada dia.
A suposicao de independéncia nesse caso parece pouco realista. Provavelmente se a
temperatura registrada no dia t estda abaixo do esperado pelo modelo, a temperatura
no dia t+1 também estard. Essa dependéncia é ainda mais evidente se os dados sao

observados a cada hora, minuto ou segundo.

A percepcao da correlacao é portanto dependente da frequéncia de observacao dos
dados no tempo e espaco. Em problemas reais, entretanto, nao é possivel observar
processos continuos nessas dimensoes, e a andlise fica limitada as observagoes feitas desses
processos em determinados periodos de tempo e locais no espaco. O mesmo problema se

da na observacao de processos explicativos.

A dependéncia espaco-temporal nao esta restrita apenas a processos continuos. Proces-

sos pontuais (onde o tempo e/ou local de observacao de eventos sao registrados) também



apresentam correlacao nessas dimensoes. Isso porque sao fenomenos geralmente ligados
a processos continuos nao observaveis. Como um exemplo, suponha que estamos inter-
essados em estudar o padrao de variagao espaco-temporal da incidéncia da Dengue no
Rio de Janeiro. A suposicao de que a probabilidade de um individuo contrair a doenca
é continua no tempo/espaco é bastante razodvel. Entretanto, tudo que se pode observar

sao os locais e tempos de registro de cada caso de Dengue.

Em muitos casos, no entanto, resgistros nao sao feitos com tamanha precisao, e tudo
que se observa é o nimero de casos ocorridos a cada dia, semana, meés, etc.. A dependéncia
espacial remanescente nos dados observados, nesse caso, € um compromisso entre o padrao
de correlacao espaco-temporal e o nivel de agregacao das observacoes. Um dos pontos de
interesse nessa pesquisa é estudar os efeitos de diferentes niveis de informagao proveniente
do conjunto de dados analisado. Isso é feito através da comparacao da modelagem feita
usando diferentes niveis de informagao a respeito de processos explicativos (capitulo 2),
e através da comparacao da modelagem considerando diferentes niveis de agragacao da

varidvel resposta (capitulo 4).

Nosso objetivo principal é analisar observagoes feitas no espago e/ou tempo que apre-
sentam estrutura de correlacao nessas dimensoes mesmo apés a remocao dos efeitos dos
processos explicativos disponiveis, usando para isso modelos que levem em consideracao

essa dependéncia para fazer previsoes para tempos futuros e interpolacao espacial.

Diferentes tipos de modelagem tém sido propostos recentemente na literatura para a
andlise de dados desse tipo (uma revisao pode ser vista em Kyriakidis e Journel (1999)),
sendo que a abordagem Bayesiana vem obtendo um aumento substancial em populari-
dade para a analise desses modelos. Esse fenomeno se d4 principalpente devido a avangos
computacionais recentes, tais como o algoritmo de Monte Carlo em Cadeias de Markov
(MCCM), mas também pelo fato da abordagem Bayesiana ser particularmente adequa-
da para fazer inferéncia preditiva. Ela tem a vantagem de contemplar plenamente a

incerteza dos parametros, o que nao ocorre na abordagem cldssica. Além disso, inter-



polacao e previsao sao técnicas "naturais” sob o ponto de vista Bayesiano, onde qual-
quer quantidade desconhecida pode ser caracterizada pela sua distribui¢ao a posteriori,
que pode ser obtida analiticamente ou estimada através de métodos numéricos quando
apresentam estruturas muito complicadas. Exemplos de trabalhos recentes da anaélise
Bayesiana de modelos espago-temporais incluem Le e Zidek (1992), Guttorp, Meiring e
Sampson (1994), Handcock e Wallis (1994), Wikle e Cressie (1999), Wikle, Berliner e
Cressie (1998), Brown et al. (2001), Tonellato (2001), e Shaddick e Wakefield (2001).

Para tratar a variagao espaco-temporal, propomos modelos hierarquicos que incor-
poram uma estrutura de correlagdo temporal e ou espacial na média (condicional aos
processos explicativos) da varidvel resposta, e nos casos onde existe considerdvel hetero-
geneidade espacial no efeito de processos explicativos, incorporam também uma estrutura
de correlagdo no tempo/espago nos coeficientes relativos a esses processos. Uma forma
flexivel de tratar a variagao temporal é através de modelos dinamicos lineares, que foram
introduzidos por Harrison e Stevens (1976) e estao bem documentados em West e Harrison
(1997). O principio fundamental dessa abordagem é a definigdo de modelos sequenciais
definidos através de estruturas paramétricas. Esses modelos sao caracterizados por uma

equacao de observacao e uma ou mais equagoes de transicao, dadas abaixo:

vy = F©,+wv, v ~N(OV)
®t = Gt(at_l + Wy, Wt ~ N(O, Wt)

com condicao inicial (©g|Dy) ~ N(mg,Cy), onde t é o indice de tempo, v; e w; sao
erros mutuamente independentes, F; e G; sdo matrizes de evolucao, e N(u, c?) denota a
distribuicao normal com média u e variancia 0. A primeira equacao define a distribuicao
da variavel aleatoria y,; condicionalmente ao vetor de parametros de estado Oy, e a segunda
equacao define a evolugao temporal dos parametros ©. Como exemplo podemos citar os
modelos autoregressivos de ordem 1 (AR1), obtidos ao especificar G; como sendo uma

matriz identidade vezes um escalar, utilizados no capitulo 4.
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Nesse trabalho adotamos a teoria de campos aleatdrios gaussianos (Cressie, 1993) para
tratar a variagao espacial dos parametros que variam nessa dimensao. Esses sao modelos
probabilisticos tteis que levam em consideracao a correlacao existente no espaco através
de uma estrutura paramétrica. Sob a suposi¢ao de normalidade, o modelo é especificado
através de funcoes de média e covariancia. Hipdteses simplificadoras geralmente utilizadas
sao as de estacionariedade e isotropia. Um processo w(.) na regiao S € R? ¢ dito
estaciondrio se a esperanga e a variancia de w(s;) sdo as mesmas para todo i=1,...,N,
e a correlacdo entre w(s;) e w(s;) depende somente de s; — s; para qualquer par de
inteiros 0 < 7,7 < n. Se, adicionalmente, essa correlacao depender somente de u;; =
||si—s;]|, a distancia euclideana entre s; e s;, dizemos que o processo além de estacionario
é isotrépico. Nesse tltimo caso, temos que plw(s;), w(s;)] = pg(u;;) para alguma funcao

definida positiva p, possivelmente dependendo de parametros 6 e u;;, (4, j).

Assumindo isotropia, a funcao de covariancia do modelo tipicamente depende da
distancia entre locais no espaco, sendo em geral especificada de acordo com uma familia de
distribuicoes com propriedades desejaveis, como a exponencial, exponencial de poténcia,
esférica e Matern. Nesse caso, fazer interpolacao espacial, que é um dos nossos objetivos,

torna-se uma tarefa simples, levando em consideracao propriedades da teoria normal.

Nesse trabalho, tendo como base os modelos dinamicos (para tratar variacao tempo-
ral) e os campos aleatdrios gaussianos (para tratar variagao espacial), e trabalhando sob
o ponto de vista Bayesiano, propomos trés diferentes modelagens para dados temporais

ou espago-temporais.

A primeira proposta é uma extensao dos modelos usados em Paez e Gamerman (2003)
para processos gaussianos, onde as observacoes sao condicionalmente independentes, com
a média especificada pela soma de componentes espaciais e temporais, e uma fungao linear
das variaveis explicativas. Aqui é feita um extencao desse modelo, onde permitimos que os
coeficientes das covariaveis variem no espaco. Trabalhamos com dados simulados avalian-

do o efeito do padrao espacial da amostra, o efeito das especificacoes das distribuicoes



a priori, e a incorporacao de interteza no modelo quando uma os mais covariaveis nao
sao observadas em toda a regiao de interesse, tendo como objetivo fazer interpolacao.
Também analisamos o mesmo conjunto de dados utilizado em Paez e Gamerman (2003)
para efeito de comparacgao. Esse conjunto de dados consiste em niveis de P M, coletados
em 16 estagoes de monitoramento para 59 periodos de tempo na Regiao Metropolitana
do Rio de Janeiro, tendo como variaveis explicativas a temperatura maxima observada

em um ponto fixo do espaco, e os dias da semana.

A segunda proposta pode ser vista como uma generalizacao da primeira proposta
considerada, onde os parametros associados as variaveis resposta podem variar no tempo
e no espaco. Essa modelagem é um caso particular dos modelos dinamicos hierarquicos
matriz-variados propostos por Landim e Gamerman (2000) para respostas gaussianas
multivariadas. Esses modelos sao bastante flexiveis pois além de terem uma estrutura
de evolucao temporal que possibilita explorar possiveis movimentos dinamicos, também
nos permitem incorporar estrutura espacial em qualquer nivel da hierarquia. A partir
dessa modelagem podemos desenvolver modelos bem estruturados no espaco e no tempo,
contemplando inclusive interacoes entre essas duas dimensoes. Nesse trabalho propuse-
mos uma forma estruturada para as matrizes de variancia espacial, alternativamente a
estimagao da matriz cheia de Landim e Gamerman (2000). Com essa restri¢do, nosso
modelo, além da previsao de dados para tempos futuros, tem a vantagem de permitir a
interpolacao das variaveis de interesse para qualquer ponto no espaco, levando em consi-
deracao a estrutura de correlacao espacial presente nas variaveis resposta. Como exemplo
consideramos o modelo com dois niveis hierarquicos, trabalhando sob a suposi¢ao de inde-
pendéncia espacial a nivel das variaveis resposta. Uma andlise utilizando dados simulados
foi feita para a validacao do algoritmo de estimacao dos parametros do modelo, assim
como o estudo da sua capacidade preditiva no tempo e no espago. Por fim a modelagem
proposta foi aplicada a dados de polui¢ao (SOy e NOs) observados mensalmente em
7 estagoes de monitoramento na Alemanha, em um periodo de 84 meses, tendo como

variavel explicativa o indice pluviométrico.



A terceira e ultima proposta é um estudo da variacao temporal da incidéncia de
eventos através de processos de Cox log-gaussianos, baseado no artigo de Brix e Diggle
(2001). Nesse artigo, os autores propoem métodos de momento para fazer inferéncia
sobre esses processos, que sao propostos para modelar a variagdo espago-temporal em
dados de contagem. Nessa pesquisa propomos processos similares para tratar a variacao
temporal dos dados sob o ponto de vista Bayesiano, considerando nao somente dados
de contagem, mas também os registros de tempo de ocorréncia de eventos como variavel
resposta. O modelo proposto supoe que o processo em questao é um processo de poisson
nao homogeéneo com funcgao de intensidade continua A, que é o produto da intensidade
populacional p e uma funcao de risco II, que por sua vez segue um modelo log linear
incorporando um processo dinamico no tempo e efeitos de variaveis explicativas. Tra-
balhamos com dados simulados para validar o algoritmo, tendo também como objetivo
comparar a performance da estimagao do modelo e predicao para tempos futuros em
diferentes niveis de agregacao da varidvel resposta. Uma aplicagao foi feita a dados de
infec¢Oes gastro-intestinais observados sob forma de contagens diarias na Inglaterra nos
anos de 2002 e 2003. Essa ultima pesquisa foi realizada de setembro de 2003 a setembro

de 2004, na Universidade de Lancaster, sob a supervisao do professor Peter Diggle.

Inferéncia para os parametros dos modelos propostos foram feitas por simulacao
através do uso de Métodos de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCCM). Nas trés
propostas temos como objetivo nao apenas estimar os parametros do modelo para en-
tender o processo em questao, mas também fazer previsao no tempo e interpolacao no

espaco, feitos também através de MCCM.

Essa tese esta dividida em 5 capitulos, sendo o primeiro a introdugao. Nos capitulos
2, 3 e 4 sao feitos as descrigoes dos modelos para cada proposta, respectivemente, com a
apresentacao de resultados de inferéncia, analise de dados simulados e aplicacao a dados
reais. Por fim temos no capitulo 5 possiveis extensoes para as modelagens propostas

nesse trabalho e as conclusoes obtidas.



Capitulo 2

Modelos Espaco-temporais com
Coeficientes Variando no Espaco:
Uma aplicacao a dados de PMj no

Rio de Janeiro

2.1 Introducao

Nos dias de hoje, dados ambientais tais como niveis de poluicao, sao coletados tanto no
tempo quanto no espago. Geralmente as dinamicas que governam esses processos dao
origem a dados que quando observados préximos, em qualquer das duas dimensoes, sao
mais similares que aqueles observados com maior distancia. Os Campos Aleatorios sao
modelos probabilisticos tteis para a andlise desse tipo de dado, especialmente quando o
objetivo principal é de fazer predigao. Cressie (1993) é uma referéncia bésica para esse

tipo de analise.



Muitos modelos espaco-temporais tem como hipdtese que as observagoes podem ser
decompostas em uma funcao de regressao e um processo de erros correlacionados, onde
os parametros de regressao sao supostamente desconhecidos. Essa hipdtese, entretanto,
pode nao ser realista para descrever conjuntos de dados que possuam uma consideravel
heterogeneidade espacial no efeito de alguns processos explicativos da varidvel resposta.
Nesse caso, permitir que um ou mais parametros de regressao variem no espaco, resulta
numa representacao mais realista da variabilidade espacial. Exemplos de dados com esse
tipo de comportamento podem ser encontrados em Assuncao, Gamerman e Assuncao
(1999), onde os autores usam um modelo com pardametros variando no espago para des-
crever a variacao da produtividade agricola brasileira por micro regiao. Gamerman,
Moreira e Rue (2003) propoem diferentes algoritmos de MCCM para fazer inferéncia
sobre esses modelos e suas extensoes multivariadas, e Huerta, Sans6 e Stroud (2004)
e Gelfand, Kim, Sirmans e Banerjee (2003) usam modelos com parametros variando no
espaco para descrever a variacao continua de, respectivamente, niveis de ozonio na cidade

do México e precos de mercado de residéncias familiares.

Neste capitulo analisamos niveis de poluigao do ar medidos em PM;q (particulas i-
naldveis com diametro menor que 10ug/m?) na Regiao Metropolitana do Rio de Janeiro,
usando um modelo similar ao proposto por Gelfand et al. (2003), e extendendo o modelo
proposto por Paez e Gamerman (2003) para andlise do mesmo conjunto de dados. A
andlise exploratéria de dados feita em Paez e Gamerman (2003) mostra que o efeito da
temperatura maxima diaria nos niveis de PM;q apresenta uma variagao espacial significa-
tiva. O modelo aqui proposto assume que as observacoes se decompoem em uma fungao
de regressao e um processo de erros nao correlacionados, onde os parametros de regressao
variam no espaco como campos aleatérios gaussianos independentes. O processo resul-
tante é nao estacionario tanto na média quanto na fungao de covariancia, onde espago e

tempo interagem.

O objetivo desse capitulo engloba trés pontos principais. Primeiramente descrevemos



como fazer interpolacao dos parametros de regressao e variavel resposta para o modelo
proposto, levando em consideragao dois possiveis cenarios para o processos explicativos:
quando eles sao conhecidos para toda a regiao de interesse e quando eles sao conhecidos
apenas nos locais de amostragem. Em segundo lugar, investigamos como a inferéncia
sobre os parametros e a performance da interpolacao sao afetados pela configuracao
dos locais de amostragem, tamanho da amostra, e diferentes especificagoes de priori.
Finalmente, aplicamos o modelo proposto para descrever a variacao espacial dos niveis

de PM;y na Regiao Metropolitana do Rio de Janeiro.

Esse capitulo é organizado da seguinte forma: na secao 2.2 definimos o modelo e as
distribuigoes a priori para os parametros desconhecidos, e descrevemos a metodologia para
fazer interpolacao dos parametros de regressao e da variavel resposta sob dois diferentes
cendrios de observagao dos procesos explicativos. Na secao 2.3 analisamos um conjunto de
dados simulados e investigamos como a inferéncia sobre os parametros e a performance da
interpolacao sao afetados pela configuracao dos locais de amostragem, tamanho amostral
e diferentes especificagoes a priori. Na secao 2.4 aplicamos o modelo proposto para a

andlise dos niveis de PMjy. Finalmente apresentamos as conclusoes na segao 2.5.

2.2 0O modelo

2.2.1 Definicao do modelo

Seja Y'(s,t) a varidvel resposta no local s € D C R? e tempo t € E C Z, e suponha
que os dados observados consistem em medigoes feitas em N regides de amostragem
{s1,82,...,8n}, e T tempos de registro {t1,ts,...,t7}. Propomos aqui que a resposta
seja modelada como um processo espago-temporal {Y(s,t);s € D,t € E} definido pelas

equagcoes

Y(s,t) | B(s),6(t) ~ N(u(st),07), oc>0,
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u(s,t) = Bols)+ Bu(s)Xi(s,8) + ...+ Bo(s)Xp(s,1) + 6() . (2.1)

onde N(u,0?) denota a distribugao normal com média p e Variancia o2, X(s,t) =
(Xi(s,t),...,X,(s,t)) s@o processos explicativos no espago e no tempo, sendo a principio
supostamente conhecidos na regido D x E, e ((s) = (Bo($),...,,(s)) sdo processos
de regressao espacial que descrevem os efeitos dos processos explicativos na variavel re-
sposta. Assume-se que os processos de regressao sao independentes, onde para cada
Jj=0,1,....p, {B;(s),s € D} é um processo Gaussiano com média v; € R e funcao de
covariancia o3p;(s,u; A;), 07 > 0,A; € Aj C R e pj(s,u; \;) é uma funcao de correlagao

em R?; denotada por

Bi() ™ GP(v;,05p;( A;), j=0,1,....p. (2.2)

O componente ¢(t) descreve uma possivel dependéncia temporal nas observagdes que os
efeitos dos processos explicativos ndao foram capazes de explicar. Assumimos que ¢(t) é

um processo Gaussiano AR(1), inpedendente do processo de regressao, e que satisfaca
6(t) = 00t — 1) +w(t), w(t) | o} ™ N(0,03) , (233)

onde § € [0,1), ag > 0 et € Z. Nesse modelo os efeitos das variaveis explicativas
na variavel resposta variam no espaco, mas para cada local do espaco esses efeitos sao
constantes no tempo. Finalmente, consideramos aqui fungoes de correlagao isotrépicas
em R? p;(d; \;), tais como a esférica, a exponencial ou a exponencial ao quadrado, que
dependem apenas de d = ||s — ul|, a distancia Euclideana entre os locais s e u, e um
unico parametro que controla a razdo de decaimento da correlagao; veja Cressie (1993)

para outros exemplos.

A estrutura de segunda ordem do processo Y'(+) é dada por

cov(Y(s,1), Y (s*,t%) = agpolds; No) + o1 X1 (s, ) X1 (s, t*)pr(ds; M) + ... +
2

o
¢

1—62

+ U;%Xp(sa £)Xp (55, 17) pp(ds; Ap) + 5 )
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onde dy = ||s — s*|| e dy = |t — t*|. Ambas as fungbes de média e covariancia sao nao

estacionarias.

O modelo proposto (2.1) é uma extensao do modelo proposto por Paez e Gamerman
(2003), onde se permite que ambos o intercepto e os efeitos dos processos explicativos
variem no espago. O modelo (2.1) também inclui o caso onde os efeitos de alguns dos
processos explicativos variam espacialmente enquanto outros permanecem constantes.

Nesse ultimo caso, assume-se que os parametros do modelo de regressao satisfacam 3; ~

N(fij 0]2)

Os processos explicativos podem apresentar uma variacao substancial na regiao de
interesse para um dado periodo de tempo. Em alguns casos esses processos sao observados
apenas nos locais de amostragem e nos tempos de registro. Assim sendo, assumimos que
o modelo (2.1) seja vélido condicionalmente aos processos explicativos, e, além disso,
assumimos que para qualquer periodo de tempo ¢t € E, os processos espaciais X;(-, 1),
7 =0,1,...,p, sejam processos Gaussianos independentes, e também independentes do

processo de regressao e de ¢(.), isso é

ind .
Xj('>t) ~ GP(fyxj?US%jpxj(';)\xj))7 J = 1a Y 2 (24)

onde v,, € R, Uﬁj >0, Ay, €Ay, C R e py,(+; Ay;) € uma funcao de correlagao em R2.

2.2.2 A priori

Vamos denotar os parametros do modelo (2.1) por ¥’ = (v/,6%,02, X, 03,0), onde v =
(Yo, V15 - -5 ), 0% = (03,03, ..., o7) e X = (Mo, A1, .., Ap). Escolhemos trabalhar aqui
com distribuigoes a priori proprias, evitando assim o risco de obter posterioris improprias

(Berger, De Oliveira and Sansé, 2001). Especificamos as seguintes prioris independentes:

U(:z ~ G(Oze,l/e), 0422 ~ G(Ozd),l/d)), 0-]‘_2 ~ G(ajvyj)v Vi~ N(:ujvaz)v
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§ ~ U(0,1), X ~G(an;,v), 7=0,1,...,p. (2.5)

onde G(a, b) denota a distribuicao gama com média a/b e variancia a/b?, e U(a, b) denota
a distribui¢ao uniforme no intervalo (a, b). Para os parametros de correlagao A’, também
consideramos a priori A; ~ U(0,¢),j = 1, ..., p, como uma especificagdo nao-informativa.

Nesse trabalho consideramos ¢ = 1.

Os hiperparametros de algumas dessas prioris podem ser obtidos como se segue. Ten-
do fixado cada um dos locais de amostragem s;, e supondo que nao exista um componente
autoregressivo, o modelo proposto determina que os dados variam como um modelo de
regressao linear. Nesse caso, estimativas preliminares para Gy(s;), 51(si), - - ., Bp(si), deno-
tadas por ﬁo(si), Bl(si), . ,ﬁp(si), 1 =1,...,N, podem ser obtidas por minimos quadra-
dos ordinarios. Seja ﬁj = (@j(sl),ﬁj(@), o ,ﬁj(sN))’, para j = 1,...,p. Estimativas
preliminares para os parametros v;, 0]2- e )j, j=1,...,p, podem ser obtidas tratando Bj
como se fossem dados observados com distribuicao N(v;1,07%;), onde 1 = (1,1,...,1) e
3; 6 NXN, ()i = pj(sr, 815 A;). Além disso, uma estimativa preliminar para o pode ser
obtida como a variancia amostral do conjunto de todos os residuos {Y'(s;,t;) — fi(s:, ;) },
onde fi(s;,t;) = Bo(si)+B1(s:) X1 (5i,t5) +- . .+ Bp(5:) Xp(s5,t5), i =1,...,N, j=1,...,T.
Essas estimativas preliminares servem como locagao para suas respectivas prioris em
(2.5), enquanto o parametro de escala é determinado subjetivamente. Métodos simi-
lares foram aplicados, num contexto nao-Bayesiano, por Eynon e Switzer (1983), Oehlert
(1993) e Holland et al (2000), para obter estimativas de parametros em alguns modelos

espago-temporais. Para o parametro de precisao a(f usamos a priori nao informativa

o, ~ G(107%,107).

Vamos denotar os parametros do modelo (2.4) por ' = (0,,,...,0, ), onde €, =
(Va; a:%j, Az;), 7 =1,...,p. No caso em que os processos explicativos sao observados ape-
nas nos locais de amostragem e tempos de registro, especificamos prioris independentes

para esses parametros, dadas por
Va; NN(ijaTg?j)u O-:B_2NG(a-'Ej7VZEj)7 )\mNU(O,l), J=1....p,
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onde os hiperparametros sao escolhidos de forma a definir prioris vagas.

2.2.3 Interpolagao

Estamos interessados em interpolar o processo resposta Y(-,-) para locais e periodos de
tempo nao observados, e tambem interpolar, para toda a regiao, os processos de regressao

B1(-)s .-, Bp(+), que representam os efeitos dos processos explicativos.

Primeiramente introduzimos a notacdo necessdria. Seja ST°** = {(s,t)} o conjun-
to de pontos no espago-tempo onde observagoes estao disponiveis, ST = {(s,t)} os
pontos no espago-tempo onde desejamos fazer interpolacao, Y = (Y (s,t) : (s,t) €
ST), Y"ev = (Y(s,t) : (s,t) € ST"™¥), X = (X(s,t) : (s,t) € ST), Xrew —
(X(s,t) : (s,t) € ST™™), By = (B(s) : s 6 um local de amostragem) e 37 = (B (s) :

s é um local de predicao), k = 1,...,p, B2 = (8%, ... ,6;1’5) e " = (87", ..., B8,"").

Agora descrevemos como interpolar os processos de regressao e de resposta sob dois
cenarios distintos: (A) quando os processos explicativos sdao conhecidos em ST UST",
e (B) quando os processos explicativos sao conhecidos apenas em ST°*. Para ambos os
cenarios usamos a abordagem Bayesiana para fazer predicoes, que é baseada em amostrar

das funcoes de densidade preditivas apropriadas.

Cendrio A. A distribuicao requerida para se fazer interpolacao é 7 (Y "ew|X0s Xnew yobs),
Todas as distribuicoes que se seguem estio (implicitamente) condicionadas a (X%, X"ev),

new

que sao ambos conhecidos. Inferéncia a respeito de 3" é feita com base na amostra

obtida da sua distribuicao a posteriori.

Com essa finalidade, amostramos da distribuicio a posteriori conjunta de 8", B°*

€ lI’, que pode ser escrita como
ﬂ_(/ﬁnew”@obs’ I | Yobs) — ﬂ_(/ﬁnew | /BObS,\I’,YObS)’]T(ﬁObS,\I’ | Yobs)
— ﬂ_(ﬁnew | /Bobs’\:[l)ﬂ_(ﬁobs’\:[l | Yobs>’ (26)
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e o Y 530 condicionalmente independentes dados (3, ). Para amostrar

visto que 3
de (2.6), primeiramente amostramos de 7(3°*, ¥ | Y°**) baseado no fato do modelo (2.1)
ser um modelo linear Gaussiano hierdrquico, e entdo podemos simular de (8" | B, ¥)
que é multivariado Gaussiano. Os valores de 3"” sdao amostras de (8" | Y°%), e

podem ser usados para fazer inferéncia sobre os efeitos dos processos explicativos, através

de, por exemplo, sua média e variancia amostrais.

A interpolacao do processo resposta, isso é, inferéncia sobre Y%, é feita de forma si-
milar, baseada em amostras da sua distribui¢ao preditiva. Com esse objetivo, amostramos

obs

da distribuicdo conjunta a posteriori de Y% 3" 3% e W, que pode ser escrita como

7_(.(Yneu;’/Bnew’ﬁobs’ I | Yobs) — W(Ynew | /Bnew’ﬁobs’ ‘I’,YObs)ﬂ'(ﬁnew,/BObs, U | Yobs)

— 71_('Y"I’LB’LU | /677/811]’ ‘I,)ﬂ_(ﬁnew’ﬁobs’\:[, | 'Y'Obs) (27)

pois Y™ e (8", Y) sao condicionalmente independentes dados 3" e W. Para
amostrar de (2.7), para cada (8", B°, ¥) que foram amostrados anteriormente de
(2.6), amostramos de w(Y"" | 8" W) que é Normal multivariada. Os valores de Y"*
sao uma amostra de m(Y"™¥ | Y*) e podem ser usados para fazer interpolacio dos

processos resposta, por exemplo, através de suas médias e variancias amostrais.

Scenario B. Aqui a distribuicao requerida para fazer interpolagao é (Y| X Y°bs),
Assim sendo, primeiramente geramos uma amostra da distribui¢do a posteriori de X"
e ©, o0 que é necessario para se fazer inferéncia sobre os processos de regressao e resposta.

Usando o modelo (2.4), a distribui¢ao a posteriori conjunta de X"* and © é dada por
7X@ | X, Y) = (X" | @, X, YU )r(@ | X, Y)

= (X" | ©,X")1(® | X", (2.8)

pois X" e Y sio condicionalmente independentes dado ©, e ® e Y°* sdo condi-

cionalmente independentes dado X°. Para amostrar dessa distribuicdo primeiramente

simulamos de 7(® | X°*) usando um algoritmo de MCCM, e entdo simulamos de

(X" | ©,X) que é Normal multivariada.
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Tendo uma amostra da distribuigao a posteriori de (X"*, @), essencialmente seguimos
o mesmo procedimento descrito no cenario A. A distribuicdo a posteriori conjunta de

Yrew, grev 3o Xnew o @ pode ser escrita como

r(Y"ew, gren, gobs g Xnew @ | Yobs, Xobs) —

r(Y"E | grer, gots B Xnew @, Y X )r(Brer, BV W | Xer @, YO, X o)
X m(X"w @ | Yo, Xobe) _

F(Y" | BTV B, X0 (BT, B W | X YN (X, @ | X Y (2.9)

usando relagoes de independéncia condicional similares as usadas no cendario A.

Para amostrar de (2.9), para cada (X", ®) que foi previamente amostrado de (2.8),
amostramos de (8", 3%, W | X°*5 Y*) usando o mesmo algoritmo que foi usado
para amostrar de (2.6), e depois simulamos de w(Y™" | 8" ¥ X"") que é uma
Normal multivariada. Os valores de B"“ e Y™ sao amostras, respectivamente, de
(B | X Y e (YW | X, Y%), que sdo usadas para fazer inferéncia sobre os

processos de regressao e resposta.

2.3 Trabalhando com dados simulados

Nessa secao utilizamos dados simulados para estudar a influéncia da quantidade de in-
formagao disponivel nos dados, e de diferentes especificagoes de prioris, na performance

da inferéncia sobre os parametros do modelo e interpolacao espacial.

Simulamos uma realizacao dos processos definidos pelas equagoes (2.1) e (2.2) com
p = 1 (apenas um processo explicativo) sob uma grade regular 51 x51 na regiao D = [0, 1]?

(N = 2601) e para T = 30 pontos igualmente espacados no tempo. Assumimos o2 =1, e

Bo(-) ~ GP(100,10p"(:; 0.4)) e Bi(-) ~ GP(5,0.1p(:; 0.8)),
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com p¥(d; ) sendo a funcao de correlagao exponencial isotrépica

pP(d; \) = exp(—\d). (2.10)

Os valores do processo explicativo foram simulados independentemente no tempo, sendo

que para cadat=1,...,T,

X(-,t) ~ GP(10,0.15p%(-; 1.5)).

A Figura 2.1 mostra os valores simulados dos processos Go(-), 1(-) X (-, 1), e(-, ) ud

N(0,0%), e Y(-,t) ao longo da regiao D = [0, 1]* para o perfodo de tempo fixo t = 30.

80
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Figura 2.1: Superficies Simuladas dos componentes do modelo (1) para t=30

A inferéncia sera feita baseada em quatro conjuntos de dados, onde cada um deles
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consiste em observacoes da realizacao acima em todos os periodos de tempo, e uma grade
de regides amostrais (ver figura 2.2), obtidas como se segue:

dados 1: observagoes selecionadas em 25 locais de uma grade regular em [0, 1]?;

dados 2: observagoes selecionadas aleatoriamente em 25 locais em [0, 1]?;

dados 3: observagoes selecionadas em 81 locais de uma grade regular em [0, 1]?;

dados 4: observagoes selecionadas aleatoriamente em 81 locais em [0, 1]2.

dados 1 dados 2
- - - - - - -
- - -
o.8 0.9 4 - - *
- - - - - - .
o o - - . .
=4 - . - . - g -
So.4 S0.4 * e
- - - - - - -
-
- - - - - - -
0.0
0.0 0.3 0.6 0.9 0.3 0.6 0.9
coord1 coord
dados 3 dados 3
e & & & & = = = = . - . - .- .
0.8 e & 2+ e e+ e + e = . - IR
e * + e ® e o e = 0.8 7 .=~ o~ E
o~ - - - - - - - - - o~ PR - - - -
] < - .
5 e & 2+ e e+ e + e = g Sotee. :
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Figura 2.2: Locais de amostragem no espaco para os quatro conjuntos de dados

Consideramos também 3 especificacoes de distribuicao a priori para os parametros,

levando em conta diferentes graus de informacao:

Priori 1. Nessa especificacao utilizamos a priori em (2.5), escolhendo os hiper-

parametros de forma a obter prioris difusas
02 052 072 " G(0.001,0.001), 50,71 "~ N(0.0,0.00001), Mo, Ay X U(0,1). (2.11)
Vamos nos referir a essa especificagdo como priris nao informativas (PNI).

Priori 2. Aqui utilizamos a mesma especificacio da priori 1 para 0,2, 7y e 71, mas
adotamos distribuicdes a priori gamma para oy 2, 07 2, Ag € A1, com parametro de forma 1

e (inverso do) parametro de escala igual as estimativas preliminares obtidas como descrito

18



na secao 2.2.2. Assim sendo, essas prioris estao centradas nas estimativas preliminares

652 =0.07, 672 = 6.25, Mo = 0.35 e A\; = 0.70. Especificamente temos que,
052 ~ G(1,14.50), o7~ G(1,0.16), Ao~ G(1,2.86) and N\, ~ G(1,1.43). (2.12)
Vamos nos referir a essa especificagdo como prioris pouco informativas (PPI).

Priori 8. As prioris para 072, 052, A\ e A\ sdo especificadas de forma similar &
da Priori 2, mas aqui essas distribuigoes estao mais concentradas em torno das suas
estimativas preliminares. O parametro de forma para essas prioris é igual a 10 e o
(inverso do) parametro de escala é o mesmo da Priori 2 multiplicado por 10, de forma a

manter a mesma média. Especificamente, temos
o7 ? ~ G(10,145), 032 ~ G(10,1.6), A\ ~ G(10,28.57) e Xy ~ G(10,14.28) (2.13)

Vamos nos referir a essa especificagdo como prioris muito informativas (PMI).

2.3.1 Resultados
Inferéncia sobre os Parametros do Modelo

As tabelas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 mostram um resumo da inferéncia para os parametros do
modelo, baseada, respectivamente, nos conjuntos de dados 1, 2, 3 e 4, e considerando

cada uma das especificacoes a priori. Essa inferéncia é baseada em amostras obtidas

através do BUGS.!

'BUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sampling) é um software computacional para a anélise
Bayesiana de modelos estatisticos complexos usando métodos de Monte Carlo em Cadeias de Markov

(MCCM). Ele pode ser obtido na homepage http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs
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Tabela 2.1: Resumo da inferéncia a posteriori dos parametros baseada no conjunto de

dados 1
parametro | valor real PNI PPI PMI

média mediana  d.p. média mediana d.p. | média mediana d.p.
Yo 100 97.40 97.39 0.79 97.90 98.34 2.35 | 98.24 97.94 1.74
Y 5 5.56 5.60 0.17 5.50 5.52 0.19 | 541 5.41 0.20
o2 1 0.94 0.94 0.05 0.94 0.94 094 | 0.05 0.94 0.05
oy 0.1 173.70 23.33 372.90 | 0.10 0.08 0.07 | 0.07 0.07 0.02
o2 10 4.08 3.90 2.10 8.34 7.12 5.57 | 6.57 6.39 1.77
Ao 0.4 0.49 0.49 0.29 0.33 0.23 0.33 | 0.36 0.34 0.11
A1 0.8 0.63 0.66 0.26 0.95 0.79 0.71 | 0.71 0.69 0.20

Tabela 2.2: Resumo da inferéncia a posteriori dos parametros baseada no conjunto de

dados 2
parametro | valor real PNI PPI PMI

média mediana  d.p média mediana d.p. | média mediana d.p.
Yo 100 99.30 99.25 1.10 97.86 97.97 2.50 | 99.16 99.13 1.26
" 5 5.83 5.84 0.13 5.48 5.45 0.17 | 5.42 5.44 0.17
o2 1 1.09 1.09 0.06 1.09 1.09 0.06 | 1.09 1.09 0.06
0y 0.1 47.35 0.34 199.40 | 0.08 0.06 0.06 | 0.07 0.06 0.02
o2 10 3.23 2.80 2.39 6.67 5.43 5.04 | 6.07 5.91 1.67
Ao 0.4 0.52 0.53 0.28 0.39 0.29 0.34 | 0.38 0.36 0.12
A1 0.8 0.51 0.50 0.27 0.88 0.70 0.71 | 0.76 0.73 0.21
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Tabela 2.3: Resumo da inferéncia a posteriori dos parametros baseada no conjunto de

dados 3
parametro | valor real PNI PPI PMI

média mediana  d.p. média mediana d.p. | média mediana d.p.
Yo 100 124.20  124.40 0.94 | 12290 122.60 2.31 | 129.70 129.10 3.18
o 5 2.79 2.75 0.30 2.55 2.59 0.25 | 2.49 2.54 0.22
o2 1 0.24 0.24 0.01 0.24 0.24 0.01 | 0.24 0.24 0.01
0y 0.1 39.45 3.34 153.30 | 0.11 0.10 0.07 | 0.07 0.07 0.02
o2 10 6.56 5.48 6.62 7.81 6.71 5.06 | 7.26 7.10 1.79
Ao 0.4 0.55 0.56 0.27 0.25 0.15 0.28 | 0.31 0.30 0.09
Al 0.8 0.57 0.59 0.26 0.77 0.64 0.54 | 0.62 0.60 0.17

Tabela 2.4: Resumo da inferéncia a posteriori dos parametros baseada no conjunto de

dados 4
parametro | valor real PNI PPI PMI

média mediana  d.p. média mediana d.p. | média mediana d.p.
Yo 100 95.96 95.86 0.96 96.08 95.87 1.66 | 96.33 96.39 1.17
" 5 5.65 5.64 0.09 5.57 5.56 0.14 | 5.73 5.73 0.06
o2 1 1.01 1.01 0.03 1.01 1.01 0.03 | 1.01 1.01 0.03
oy 0.1 26.10 0.72 152.20 | 0.12 0.10 0.08 | 0.08 0.08 0.02
o2 10 7.91 7.32 5.08 8.97 .77 5.68 | 7.60 7.44 1.81
Ao 0.4 0.53 0.54 0.28 0.24 0.16 0.26 | 0.30 0.30 0.09
Al 0.8 0.58 0.61 0.26 0.64 0.54 0.45 | 0.54 0.52 0.14

Analisando as labelas acima chegamos as seguintes conclusoes:

e Os parametros o, 71, € 0,

2

sao razoavelmente bem estimados em todos os casos,

com excessao do conjunto de dados 3. Para nenhum conjunto de dados a estimativa

desses parametros foi sensivel a priori.
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e A inferéncia sobre o % considerando a especificacio PNI é extremamente pobre (ao
ponto de ser inutil), de forma que essa especificagdo a priori se mostra inconve-
niente. Apesar de o2 ser subestimado nas especificaces PPI e PMI, ambas levam
a melhores inferéncias a respeito de oy 2 que PNI, sendo que PPI apresenta resulta-
dos ligeiramente superiores. Conclusoes similares podem ser tiradas na inferéncia
sobre o7 2. A figura 2.3 apresenta histogramas da posteriori de oy sob as trés es-
pecificagoes usando o conjunto de dados 1, e também os histogramas da posteriori
de 03. Através dessa figura podemos enxergar com mais clareza o quiao pobre é a
estimagao de o2 sob a especificagdo PNI, pois mostra que o valor real 10 estd longe

de ser incluido no intervalo de credibilidade de 95%.

e Os parametros de correlacao Ay e A; sdao os mais dificeis de se estimar, e para
todos os conjuntos de dados e prioris ha uma grande incerteza a respeito deles.
As estimativas obtidas considerando as especificacbes PPI e PMI sao um pouco
superioris aquelas obtidas sob a especificacao PNI. Os histogramas das amostras das
distribuicoes a posteriori marginais de Ay e A1, que podem ser vistos na Figura 2.4,
revelam que quando a especificacao PNI é usada ha uma substancial concentragao
da densidade da funcao de probabilidade perto do limite de A = 1, sugerindo que
restringir o espago paramétrico ao intervalo [0, 1] ndo é uma escolha apropriada

nesse caso.

Inferéncia sobre os parametros foram obtidas utilizando outras duas realizagoes do
mesmo processo. Obtivemos resultados similares aos apresentados aqui para uma de-
las. Para a outra realizacdo obtivemos melhores resultados na estimacdo de oy 2 sob a
especificacdo PNI. Em contrapartida, os resultados da estimacao de o;? foram bastante

pobres.
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Figura 2.4: Histograma da posteriori de Ay e A\; baseada nas trés especificagoes a priori.

Resultados da Interpolacao Espacial

Com base no modelo proposto e na metodologia descrita na secao 2.2.3, investigamos nes-
sa subsecao a performance da interpolacao espacial para ambos os processos de regressao
e resposta, analisando a dependéncia dos resultados nos diferentes conjuntos de dados e
especificagoes a priori. Essa andlise é feita para o periodo de tempo fixo em t = 30 e
todos os pontos localizados na grade original de 51 x 51, sob ambos os cenarios A e B.
Por razoes computacionais restringimos a maior parte da andlise aos conjuntos de dados
1 e 2 (ambos de tamanho 25) e especificagoes a priori PNI e PPI. Os parametros foram
estimados pela média de suas respectivas densidades a posteriori, e essas estimativas

serao utilizadas nessa secao e na se¢ao 2.4 para construir superficies de interpolagao.

Primeiramente consideramos o cenario A, onde X (+,-) é conhecido em todos os pontos
da grade e periodos de tempo. A Figura 2.5 mostra o resultado obtido pela interpolacao

dos processos de regressao (Gy(+) e (1(+), baseado no conjunto de dados 1 e prioris PNI e

PPIL
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Figura 2.5: Superficies interpoladas de (y(-) e B1(+) sob as especificagoes PPI e PNI.

Quando utilizamos a especificacao PNI, a superficie interpolada de (y(-) é préxima de

uma constante, visto que o2 é severamente superestimado. Esse problema nio ocorre

quando utilizamos PPI, que d& origem a uma superficie interpolada proxima a verdadeira,
como pode ser visto pela comparacao das Figuras 2.1 e 2.5. As superficies interpoladas
de /31 (+) considerando as duas especificagoes de priori estao proximas uma da outra, sendo

a que corresponde & priori PNI mais varidvel, visto que oy ? foi subestimado nesse caso.

Baseado no conjunto de dados 2, o5 foi menos superestimado e o7 foi mais subes-
timado (comparado ao conjunto de dados 1) considerando as prioris PNI, fazendo com
que ambas as superficies estimadas (y(-) e () mostrem mais variabilidade. Quando a
priori PPI ¢é utilizada, as superficies estimadas sao similares as obtidas anteriormente,

porém com menos variabilidade, ficando mais proximas as superficies verdadeiras.

A Figura 2.6 mostra as superficies interpoladas de Y(-, 30) para ambas as prioris sob o
conjunto de dados 1. Podemos verificar que elas estao proximas uma da outra, mostrando

que o resultado da interpolagao nao é muito sensivel a especificacao a priori. O mesmo

ocorre com o conjunto de dados 2.
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Figura 2.6: Superficie interpolada de Y'(+, 30).

Para quantificar a ”distancia” entre a superficie verdadeira e a interpolada de um
parametro M em uma grade G com m pontos, definimos a estatistica DS (distancia em
superficie), que nos dd a soma de quadrados média da diferenga entre as medidas de

ambas as superficies.

m . \2
DS(M) = Zi:l(r[:l 1)

Y

onde p} e p; sdo respectivamente os valores verdadeiros e interpolados em i, ¢ € G.

Na tabela 2.5 temos os valores obtidos pela estatistica DS aplicada a [y(+), £i(-) e
Y'(+,30). Quando aplicada a 3y(-) e §1(+), a estatistica apresenta menores valores quando o
conjunto de dados 2 é utilizado, o que pode ser um simples efeito da amostra selecionada.
Quando aplicada a Y'(-,30), melhores resultados foram obtidos usando o conjunto de
dados 1, e considerando as especificagbes PNI e PMI. Comparando as especificagoes a
priori PNI, PPI e PMI vimos que na maioria das vezes a especificacao PPI levou a

melhores valores da estatistica D.S.
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Tabela 2.5: Estatistica DS para (y(-), B1(-), e Y (-,30) (desvio padrao estimado entre

paréntesis)

parametro  dados 1-PNI dados 1-PPI  dados 1-PMI  dados 2-PNI ~ dados 2-PPI  dados 2-PMI

Bo(") 1.248 (0.063)  1.121 (0.060)  2.668 (0.071)  0.866 (0.052)  0.548 (0.043)  1.620 (0.053)
Bi() 0.024 (0.013)  0.023 (0.011)  0.040 (0.014)  0.014 (0.012)  0.012 (0.013)  0.024 (0.010)
Y(-,30)  2.478 (0.067) 2.258 (0.050) 2.144 (0.067) 2.385 (0.068)  2.342 (0.087)  2.864 (0.047)

A critério de comparacao, a estatistica DS(Y(-,30)) também foi computada para
a interpolagao feita sob um modelo com parametros fixos Gy e (1, usando o conjunto
de dados 1. Como resultado obtivemos DS(Y) = 6.49 (0.2), que ¢é consideravelmente
maior que o valor obtido usando o modelo aqui proposto, o que mostra a importancia de

permitir que os coeficientes variem no espaco.

Considere agora o cendrio B onde X (-,-) é observado apenas nos locais amostrais e
tempos de registro. Suponha que esse processo siga o modelo (2.4), e seus parametros

tenham prioris independentes e nao-informativas dadas por

e ~ N(0,0.00001), 0,2~ G(0.001,0.001), A, ~ U(0,1) .

T

A Tabela 2.6 sumariza a inferéncia feita para os parametros 0, = (v, 0,2, \,;) baseada
nos quatro conjuntos de dados. Os resultados mostram uma melhora significativa na
precisao quando comparados com a inferéncia sobre parametros similares no modelo
(2.1): 02, 0%, Ao e A\;. Isso se explica pelo fato de X (-, ) ter sido replicado T vezes, ao

contrario do processo Y'(+, ).

Tabela 2.6: Sumario da inferéncia a posteriori dos parémetros do processo X (-, -) baseado

nos quatro conjuntos de dados
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dados 1 dados 2 dados 3 dados 4

pardmetro | valor verdadeiro | média (d.p.) | média (d.p.) | média (d.p.) | mean (s.d.)

Yo 10 9.988 (0.003) | 9.995 (0.002) | 9.985 (0.002) | 9.980 (0.003)
o2 6.67 6.499 (0.828) | 7.021 (0.903) | 6.630 (0.779) | 6.398 (0.790)
Ae 15 1.476 (0.211) | 1.596 (0.231) | 1.507 (0.186) | 1.408 (0.182)

O padrao amostral (regular ou aleatério) aparentemente tem pouca influéncia na
precisao das estimativas dos parametros, e apenas uma melhora moderada nas estimativas
da precisao de 0,2 e A, é obtida com o aumento do tamanho amostral de 25 para 81.
Entretanto, nao ha nenhuma melhora aparente na estimagao de =, com o aumento do
tamanho amostral, o que pode ser causado pelo fato de 7, estar bem estimado com 30

replicacoes em 25 locais.

A Figura 2.7 mostra a superficie verdadeira de X(-,30), enquanto na Figura 2.8
temos a superficie interpolada de X (-,30) baseada nos conjuntos de dados 1 e 2. Uma
comparagcao visual entre essas superficies mostra que a interpolagao baseada na amostra
com padrao espacial regular ¢ bem melhor que a baseada na amostra com padrao espacial
aleatério. Essa superioridade é confirmada pela estatistica DS obtida com base nesses
dois conjuntos de dados, sendo DS(X(+,30)) = 0.028 considerando o conjunto de dados
1, e DS(X(+,30)) = 0.035, o conjunto de dados 2, sendo o desvio padrao da estatistica

SD aproximadamente igual a 0.002 nos dois casos.
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Figura 2.8: Superficie interpolada de X (+,30) baseada nos conjuntos de dados 1 e 2

A Figura 2.9 apresenta o resultado obtido na interpolagao do processo Y (-, 30) baseada
nos conjuntos de dados 1 e 2, e priori PPI. A superficie estimada com base no conjunto de
dados 1 é préxima aquelas apresentadas na Figura 2.6, que correspondem a interpolacao
feita quando X (-,-) é conhecido. As superficies de Figura 2.6 sdo, entretanto, menos
suaves que a da Figura 2.9. Como ja era esperado, a estatistica DS obtida para Y (-, 30)
¢ maior no caso de X desconhecido, sendo DS(Y'(-, 30))=3.133 considerando o conjunto de
dados 1, e DS(Y(-,30))=3.226 considerando o conjunto de dados 2. Os desvios padroes

estimados da estatistica DS foram respectivamente 0.07 e 0.11. A superficie estimada
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Figura 2.9: Superficie interpolada de Y'(.,30) quando X (-, -) é desconhecido, baseada nos

conjuntos de dados 1 e 2.

baseada no conjunto de dados 2 é mais distante da superficie apresentada na Figura 2.6

e da superficie verdadeira de Y, dada na Figura 2.1.

2.4 Analise de dados PM;; no Rio de Janeiro

O conjunto de dados aqui analisado consiste em medi¢oes de PMjy em 16 estagoes de
mo-nitoramento na Regiao Metropolitana do Rio de Janeiro, coletados a cada 6 dias
no ano de 1999, totalizando 59 observagoes de tempo. Uma descricao da campanha de
monitoramento que deu origem a esse conjunto de dados pode ser encontrada em Paez
(2000). A Figura 2.10 mostra o mapa da Regidao Metropolitana do Rio de Janeiro com
o local dos postos de monitoramento, e na tabela 2.7 é dada a listagem de nomes desses
postos. A regiao inclui a Bafa de Guanabara, que desdgua no Oceano Atlantico e separa
os postos 13 e 15 dos outros. Para referéncias posteriores, a Figura 2.10 também mostra
a area que sera utilizada para interpolacao. Mais detalhes sobre a regiao estudada, o

conjunto de dados, e os fatores que influenciam os niveis de PM;y sao descritos em Paez
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Figura 2.10: Mapa da Regiao Metropolitana do Rio de Janeiro, mostrando a localizacao

das estacoes de monitoramento e a area de interpolacao.
e Gamerman (2003), e Paez (2000).

Tabela 2.7: Estacoes de monitoramento de PM;y na Regiao Metropolitana do Rio de

Janeiro

indice estacao indice estagao
1 Bonsucesso 9 Jacarepagua
2 Botafogo 10 Maracana
3 Caxias 11 Nova Iguagu
4 Centro 12 Nil6polis
5 Sumaré 13 Niterdi
6 Copacabana 14 Sao Cristévao
7 Inhatima 15 Sao Gongalo
8 Ttaguai 16 Sao Joao de Meriti

As investigagoes feitas em Paez and Gamerman (2003) mostram que a temperatu-

ra maxima didria observada na regiao estudada, e indicadores do dia da semana, sao
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Figura 2.11: Efeito da temperatura por estagao.

variaveis uteis para ajudar a explicar a variagdo de PMjy. A analise exploratoria descrita
nesse mesmo artigo sugere que os efeitos da temperatura maxima diaria variam de forma
significativa no espago, ao contrario dos efeitos do dia da semana, que podem ser consid-
erados fixos. A figura 2.11 mostra a variacao dos efeitos da temperatura maxima diaria

estimados independentemente, estagao por estacao, através de regressao simples.

Baseado nessas anélises, o modelo usado por Paez and Gamerman (2003) é extendido

aqui de modo a acomodar efeitos de temperatura que variam no espago. Especificamente

Y(Svt) ~ N(IU(S?t)ng)

(s, t) = Bo(s) + Bi(s)TEMP(t) + B'X(t) + ¢(t) (2.14)
onde Y (s,t) é a raiz quadrada dos niveis de concentracao de PM;y na estagao de moni-
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toramento s e periodo de tempo ¢, TEMP(¢) é a temperatura maxima didria no periodo
de tempo t e X(t) = (SEG(t), TER(t), QUA(t), QUI(¢), SEX(¢), SAB(¢)) sao indicadores
do dia da semana (por exemplo, SEG(t) = 1 quando a observagao é coletada em uma
segunda-feira, e 0 caso contrario). Assim como em Paez and Gamerman (2003), esco-
lhemos trabalhar com a raiz quadrada dos niveis de PM;y como variavel resposta, visto
que andlises exploratérias mostram que essa transformacao ajuda a "normalizar” essa
variavel (uma forma mais estruturada de levar em conta a incerteza na transformacao
normalizadora pode ser vista em De Oliveira, Kedem e Short, 1997). Os parametros de
regressao que variam no espago, 3o(s) e 41(s), sao definidos em (2.2), ambos com fun¢ao
de correlagao dada em (2.10), enquanto os parametros de regressao fixos 8 = (fs, . . ., b7)
tem distribuicao (s, ..., 07 nd N (0,10'). Finalmente, ¢(t) é um componente temporal

definido em (2.3).
As prioris para os parametros do modelo sao especificadas em (2.5), e dadas por:

0% ~G(1,2.74), 05% ~ G(1,8.0), 07% ~ G(1,0.005), 0,% ~ G(107°,107°),

Yo, Y1~ N(Oa 1010)> Ao ~ G(1a4)7 Ay~ G(17217)7 and 0 ~ U(Ov ]-)7

onde a locagio para cada uma das prioris de o, 2, o 2 072, M\ e \g foi obtida por anélises
preliminares, utilizando o método descrito na secao 2.2.2, apds remover os efeitos dos
dias da semana. Escolhemos trabalhar com prioris com 1 grau de liberdade em todos
os casos, visto que essa especificagdo (PPI) forneceu melhores resultados na andlise de
dados simulados. As prioris para o, 2 40 e 7, e 6 foram especificadas como sendo nao

informativas.

2.4.1 Inferéncia sobre os parametros do modelo

A inferéncia sobre os parametros do modelo é feita via MCCM (Gamerman, 1997a) como

descrito em Paez (2000), e esses resultados sdo sumarizados na tabela 2.8.
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Tabela 2.8: Estatisticas Descritivas baseadas na amostra das distribuicoes a posteriori

estimadas por MCCM

parametro 2.5% 97.5% média d.p.

By -0.008  2.024 1.012 0.4996
B -0.8887  1.237  0.228 0.5415
By -0.4206 2267  1.025 0.6801
Bs 0.2025 2854  1.63  0.673
Bs 0.6004 3.309 1.933 0.6587
Br -0.5784  1.346 0.3786 0.4847
Y  5.385 9286 7.509  1.055
v -0.040  0.069 0.012  0.033
Ao 0.041 0950 0.315  0.272
A 0017 1.620  0.388  0.449
op?  0.094 1.221 0.380  0.367
op? 1290 1141.0 4851  263.5
5§ 0221 0822 0530 0.153
o, 0445 1279 0788  0.215
o;? 0451 0.587 0.517  0.035

As estimativas dos parametros [ confirmam os resultados obtidos por Paez and
Gamerman (2003), que mostram que as concentragoes de particulas inaldveis tendem
a ser mais altas nas quintas e sexta-feiras, visto que as estimativas para (3, e (5 sao

maiores que as estimativas para os outros [3.

A precisao estimada ;2 do processo correspondente ao intercepto é maior que as
estimativas das precisoes do erro e componentes temporais, 6,2 e &;2, assim como en-
contrado em Paez and Gamerman (2003), mostrando a importancia dos coeficientes do
intercepto para explicar a variabilidade de Y (-,-). A precisdo estimada ;2 é muito mais

alta que ;2.

Em Paez e Gamerman (2003), o pardmetro de decaimento ) foi estimado por E(Ae|y) =
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Figura 2.12: Histogramas da amostra a posteriori dos parametros o2, 052, 012, Ao € 1.

0.177, enquanto aqui obtivemos E (Moly) = 0.315. Apesar dessas esperangas terem sido
obtidas por dois modelos diferentes e nao comparaveis, isso sugere que com a incorpo-
ragdo do parametro (31(-) variando no espago, a correlagdo entre o intercepto de duas
diferentes estacoes de monitoramento diminui. Parte dessa correlacao foi absorvida pela

correlagao entre os 3;(+)’s dessas duas estagoes.

A Figura 2.12 mostra os histogramas das posterioris dos parametros 02,042 e 0y 2,

Ao e A1, estando todos concentrados em pequenos intervalos com excecio de o 2.

2.4.2 Interpolacao espacial

Com objetivo de fazer interpolagao espacial, trabalhamos com a mesma grade regular

50 x 50 usada em Paez e Gamerman (2003), cobrindo a Regiao Metropolitana do Rio
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de Janeiro, que pode ser vista na Figura 2.10; Essa Figura contém todas as regioes
de monitoramento exceto uma. Uma vez obtida uma amostra da posteriori de Y'(-, ),
uma amostra da posteriori na escala original de PM;y, pode ser obtida aplicando o a
transformacao quadrética a cada valor amostrado. As Figuras 2.13, 2.14 e 2.15 mostram
as superficies estimadas para, respectivamente, os processos de regressao (y() e 51(+),
e o processo resposta (Y(+,t))? para o perfodo de tempo ¢ = 59. Note que ambas as
superficies de regressao estimadas tém uma variacao espacial substancial, o que apoia o

uso de modelos com coeficientes variando no espaco.

Quando analisamos a interpolacao de (Y(+, t))? em t=59, chegamos & mesma conclusao
que Paez e Gamerman (2003), ou seja, os niveis de PM;q preditos para o sul e leste da
regiao sao baixos, visto que essas sao em sua maioria areas residenciais. A medida que
nos movemos para o norte e oeste, essas concentracoes aumentam por causa da maior
quantidade de atividades industriais, e ventos mais fracos que provocam menos circulagao

de ar.

As superficies estimadas de 3y(+), £1(-) e (Y (-,t))* mostram um padrao similar de
variacao espacial. Isso significa que os efeitos de temperatura tendem a ser baixos e altos
nos mesmo locais que a concentracao de PM;y, o que esta de certa forma relacionado
com o fato da dispersao de emissoes industriais na regiao variarem com a temperatura.
Entretanto, a razao cientifica por tras desse resultado estd além dos propdsitos desse

estudo, e deveria ser analisada com a ajuda de outras variaveis explicativas.
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Figura 2.13: Superficie interpolada de (y(-).
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Figura 2.14: Superficie interpolada de ().
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Figura 2.15: Superficie interpolada das concentragoes de PM;y em t=59.

2.5 Conclusoes

Nosso objetivo nesse capitulo foi de estudar os efeitos obtidos ao adicionar incerteza
em modelos espago-temporais, com base nos modelos propostos em Paez and Gamerman
(2003). Trabalhamos com um conjunto de dados simulados com propdsitos investigativos.
Uma forma de incorporar incerteza foi permitir a variacao espacial dos coeficientes de
regressao. Também comparamos o caso onde as covariaveis eram conhecidas para todo o
espago de interesse, com o caso onde eram conhecidas em apenas um conjunto de pontos.
Os dois casos deram origem a superficies de interpolagao similares, sendo que o primeiro
levou a melhores resultados no ajuste dos valores interpolados a variavel resposta. O
segundo caso, baseado em valores interpolados de X(.,.), deu origem a uma superficie

mais suave.

Trabalhando sob o ponto de vista Bayesiano, analisamos diferentes especificagoes a
priori para os parametros dos campos aleatérios Gaussianos. Isso é necessario para aco-

modar variacoes espaciais, devido a dificuldades muitas vezes presentes na estimagao
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desses parametros. Chegamos a conclusao que usar prioris centradas em valores previ-
amente estimados pode ser benéfico para a estimacao de certos parametros num campo
aleatorio Gaussiano, quando esse campo nao é replicado. Entretanto, o uso de prioris
com graus de liberdade maiores que 10 nao deu origem a nenhuma melhoria nas esti-
mativas dos parametros. Nao chegamos a nenhuma conclusao quanto a vantagem de
se trabalhar com amostras ordenadas, mas pelo menos em alguns casos esse beneficio é

evidente. Aumentar o tamanho amostral também é beneficial na maioria das vezes.

Como uma aplicagao, trabalhamos com o conjunto de dados de poluigao analisado em
Paez and Gamerman (2003), generalizando os modelos propostos nesse artigo de forma
a permitir a variacao dos coeficientes de temperatura no espaco. As superficies inter-
poladas obtidas apresentaram um padrao similar as obtidas anteriormente, mostrando
que os niveis de PMjy s@o mais baixos no sudeste da regiao estudada. Agora também

podemos dizer que os efeitos da temperatura sao menores nessa area.
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Capitulo 3

Modelos Dinamicos Hierarquicos
Espaco-Temporais para Respostas

Multivariadas

3.1 Introducao

Nesse capitulo trabalhamos com modelos dinamicos hierdrquicos para modelar séries

temporais multivariadas medidas em diferentes locais no espaco.

Modelos dinamicos para dados espaco-temporais foram propostos em varios artigos
como Huang e Cressie (1996), Wikle e Cressie (1999) e Mardia et al (1998) sob uma
abordagem nao Beyesiana, e Sansé e Guenni (1999), Stroud et al (2001) e Huerta et al
(2003) sob abordagem Bayesiana.

Quintana (1987) propoe uma extensao aos modelos dindmicos lineares para o caso de
observagoes matriz-variadas, onde as matrizes de covariancia observacional e evolucional

sao definidas por fatores de escala comuns. Gamerman e Migon (1993) propéem um mo-
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delo dinamico hierdrquico para respostas univariadas, também restringindo as variancias
do modelo a um fator de escala comum. Combinando as duas abordagens, Landim e
Gamerman (2000) apresentam uma classe de modelos dinamicos hierdrquicos mais geral,

onde as observagoes sao matriz-variadas.

Seja Y; uma matriz de dimensao N x ¢ formada por q varidveis resposta obtidas em
N estacoes de monitoramento, para um periodo de tempo t, t € T C Z*. Suponha que
os dados sao medidos em T periodos de tempo t = 1,2,...,T. Landim e Gemerman
(2000) modelam essa resposta multivariada como um processo hierdarquico com k niveis,
explorando as similaridades entre as estagdes de monitoramento, e especificando uma
estrutura de evolugao dinamica para explicar a variacao temporal dos dados. O modelo

para Y; é definido por

Y, = FiuO1 + v1y, v |2, Vi ~ N(0,V7,%)

O = FOgp + vy, V9|2, Vo ~ N (0, V5, %)

Okt1.t = F1uOpt + Vi, Ut 2, Vie ~ N(0, Vi, X)
@kﬂg = Gt@k,t—l + Wy, wt\E, W~ N(O, VV, 2)

para t = 1,....,T, onde N(M,C,W) denota a distribuicio Normal matriz-variada, com
média M, variancia a esquerda C' e variancia a direita X (veja Landim (1998) para mais
detalhes). As matrizes Oy, i = 1,...,k sao N; x q, os F,s sao N;_1 x N, comi = 1,....k, e
G é N x Ni. Assume-se que as matrizes F}; e (G; sao conhecidas, com Fj; possivelmente
acomodando valores de variaveis explicativas. ©; e v; sao independentes por hipdtese

para i = 1,...,k, assim como O;_1) € wy, e as matrizes de variancia vig, Va, ..., Up € Wy.

Vi, Va, ..., Vi e W sdo matrizes positivas definidas. Landim e Gamerman (2000) abordam
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o caso onde elas sao supostamente conhecidas, e o caso em que sao desconhecidas, sob o
ponto de vista Bayesiano. Nesse tltimo caso, assume-se que as matrizes de variancia tém
distribuicao Wishart Invertida a priori, e sao estimadas usando o amostrador de Gibbs
em MCCM. Note que nesse capitulo a referéncia a um periodo de tempo t é denotada
pelo indice ¢ (por exemplo, Y;), enquanto nos capitulos 2 e 4 o tempo aparece como

argumento de funcdo (por exemplo, Y ()).

Nessa pesquisa exploramos a mesma idéia de Landim e Gamerman (2000), mas im-
pondo aqui uma estrutura paramétrica para a matriz de correlagoes entre parametros
de regioes distintas. Com essa restricao, a correlacao espacial pode ser capturada sem
haver a necessidade de estimar a matriz completa. Nosso modelo tem a vantagem de
permitir a interpolacao de Y; para qualquer conjunto de pontos nao observados, levando
em consideragao a variacao espacial presente no processo. Nossa proposta é a de fazer

previsao e interpolacao para esses modelos.

Adotamos aqui uma abordagem completamente Bayesiana para fazer inferéncia, e

usamos métodos de MCCM para amostrar da distribuicao a posteriori dos parametros.

Para tratar esse mesmo tipo de problema, Gelfand, Banerjee e Gamerman (2003)
usam uma abordagem similar que descreve a variancia temporal através de componentes
dinamicos, capturando associacoes entre medidas feitas em um dado local no espago e
periodo de tempo, assim como a dependéncia envolvendo espaco e tempo. Os processos
espaciais multivariados descritos nesse artigo foram desenvolvidos através de técnicas
de corregionalizacao. Outras pesquisas nessa area levando em conta apenas a variacao
temporal foram desenvolvidas por Cargnoni, Muller e West (1997) e Aguilar e West
(1998).

Nesse capitulo apresentamos a descricao do modelo na secao 3.2. Na secao 3.3 apre-
sentamos alguns resultados de inferéncia para os parametros desconhecidos do modelo, e

o algoritmo utilizado para gerar amostras das suas respectivas posterioris . As segoes 3.4
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e 3.5 mostram como fazer previsao e interpolacao, respectivamente, para esses modelos.
Na secao 3.6 apresentamos um exemplo simulado, e finalmente na secao 3.7 temos uma

aplicacao a dados de poluicao.

3.2 Descricao do modelo

Uma forma de incorporar estrutura espacial no modelo definido em (3.1) ¢é através da
especificacao de estruturas paramétricas para as matrizes de variancia Vi, Vs,..., V.. Aqui
vamos considerar o caso onde a correlacao espacial presente nas variaveis resposta se da
exclusivamente através dos parametros de regressao ©1;. Dessa forma, definimos V; como
sendo uma matriz identidade, e V5 como sendo o produto de kronecker entre duas matrizes
C'e V. A matriz V define a correlagao existente entre coeficientes que correspondem, por
exemplo, a diferentes variaveis explicativas, enquanto C' define a estrutura de correlacao

espacial que é igual para todos esses coeficientes.

Por simplicidade vamos considerar k = 2 niveis hierdrquicos. O Modelo aqui proposto

é um caso particular do modelo (3.1) e é definido pelas equages abaixo:

Y, = F1uO1 + v1y, v1|X ~ N(0, Iy, %)
@1t = th@gt + Vat, ’Ugt|0, ‘/, Y~ N(O, C & ‘/, Z) (32)
Oy = GO2 1 + Wy, we| X, W ~ N(0, W, X)

onde In denota uma matriz identidade de ordem N.

As matrizes Fi4(Nop x Ny), Fo (N7 x Ny) e Gi(No x No) sdo supostamente conhecidas.
A matriz C(N x N), que define a estrutura de correlacao espacial presente no modelo,

pode ser definida por qualquer funcao capaz de capturar essa estrutura. Se trabalhar-
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mos sob a hipdtese de isotropia, ela tipicamente depende de d;; = |7 — j||, a distancia

Euclideana entre locais ¢ e j, e parametros .

A matriz de parametros de regressao ©1; (/N x q) pode ser escrita como uma colegao de
blocos O = [O1,14, ..., On1¢]’, onde ©; 1, é Ny x ¢ tal que Ny = N x No. O modelo é com-
pletado com prioris Wishart Invertidas independentes para as matrizes de covariancia, e
distribuigdo Normal matriz-variada para (O50|X), além de prioris para os parametros A

que definem a matriz de correlagao espacial C.

A nivel de ilustracao, vamos apresentar a seguir dois exemplos. No primeiro exemplo

definimos um modelo univariado, e no segundo, um modelo com duas variaveis resposta.

3.2.1 Exemplo 1

Nesse exemplo consideramos apenas uma variavel resposta Y (q=1), observada em N = 3
locais no espaco e T' = 10 periodos de tempo. Suponha que para cada local i =1,...,3
e tempo t = 1, ..., 10, também observamos uma varidvel explicativa X;;. A equacao de

regressao que define a relagao entre Y e X é dada por

Yii=0cii+ B Xip +v150, 1=1,...,3,

onde a;; e 3;; sao parametros de regressao que variam tanto no tempo quanto no espago.
Supondo que 0s €1Tos V14, V12t € V1,3 sejam independentes para t fixo, temos que

Vi = Is.

De acordo com o modelo (3.2), a matriz Fy; (Ng = 3 x N; = 6) é definida por

44



1 X430 0 0 O
Fo=10 0 1 Xy, 0 0 [,
0 0 0 0 1 X
e Oy, que é a colecao de parametros de regressao no primeiro nivel da hierarquia, tem

dimensao N; = 6 x ¢ = 1, e pode ser escrito como

O =

Suponha que para um periodo de tempo fixo ¢ os parametros oy 4, as¢ € as; tenham
uma média comum J;, e do mesmo modo, os parametros 3, B2, € 3, tenham a mesma
média ;. Podemos definir entdo as matrizes Oy (No = 2x ¢ = 1) e Fy (N7 = 6 x

Ny = 2) como

10
01
014 10
@2t — 9 F2t - )
(aw 01
10
(- O 1 .
e as equacoes
Qg = Op + Vo i423i—1)t

Bix = Wp+vage 1=1,23.

45



Vamos supor além disso que (a1, oy asy) sejam espacialmente correlacionados,
assim como (014, Bat, B5+), € ambos os conjuntos de parametros a e [ compartilham
da mesma matriz de correlacao espacial C'. Suponha também que a correlacao entre os
parametros « e (3 seja dada por V, e nao dependa dos locais de observagao dos dados.
Dessa forma, a matriz de correlagao de (01|09 ) é separdvel e pode ser escrita como

Vo=C®V.

Para definir o dltimo nivel da hierarquia, supomos que O, seja um passeio aleatotio,
tal que Oy = Og;_1 +w;, sendo W a matriz de variancias de w;. Sendo assim, temo que

Gt - INQ.

3.2.2 Exemplo 2

Considere agora um modelo com ¢ = 2 varidveis resposta Y, e uma variavel explicativa
X, observadas em N = 3 estacoes de monitoramento e T" = 10 periodos de tempo.
Suponha também que uma segunda varidvel Z;, foi observada para cada i = 1,...,3 e
t=1,...,10, ajudando a explicar a variabilidade dos parametros de regressao ©1; do nivel

1 da hierarquia.

Para uma dado periodo de tempo, denifimos cada elemento da matriz Y;;; pela
equagao de regressao Yij; = ayjs + By Xi + Vit = 1,..,3;7 = 1,2, onde a4, e
Bi;. sao os coeficientes de regressao que variam no tempo e no espaco, para cada variavel

resposta. Dessa forma, para cada resposta temos dois parametros de regressao (No = 2).

Vamos supor, como no exemplo 1, que para um periodo de tempo fixo t, e varidvel
resposta j, 0s erros vy i+, ¢ = 1, ..., 3 sao independentes. Temos entao V; = Iy. Parat e
fixos, a covariancia entre vy ;1 € v1 42+ ¢ dada por X. Dessa forma, definimos o primeiro

nivel hierarquico do modelo como em (3.2), onde as matrizes Fy; e ©1; sdo dadas por:
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Q11 (194

/511,t ﬁl2,t
1 Xl,t 0O 0 0 O

Qo1 (¢

Fu=10 0 1 Xop 0 O ) O =

621,15 522,t
0 0 0 0 1 Xs

31t Q3¢

_/631,t ﬁszt i

Para o segundo nivel da hierarquia, supomos que para um dado ¢, ambas as colecoes
de parametros a e (3, que formam a matriz ©q;, podem ser explicadas pela variavel

Zis,t=1,...,3, de forma que:

*
Qije = 01+ 05, Zit + V2 1123-1)1

Bijie = Vju+ Vi Zip + 201,10 =1,..,3;7=1,2

Sendo assim, define-se as matrizes Fy; e ©9 por:

(10 Z, 0 |

01 0 Zy _ O1p  O24 _
= 1 0 Zyy O ’ Oy — Vi oy

01 0 Zy o0,

10 Zsy O VT Y3y |

01 0 Zy |

Assim como no exemplo 1, vamos supor que a matriz de variancias da distribuicao de
(0©1:|©4;) é separavel e pode ser escrita como Vo = C® V. A matriz C' define a estrutura

de correlagao espacial do modelo, e a matriz V' define a estrutura de correlagao entre as
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colecoes de parametros a e 3. Para t e 7 fixos, a matriz de correlagoes entre os parametros

«, assim como entre os parametros 3, é dada por X (¢ =2 x ¢ = 2).

Para a evolucao de ©y; especificamos G; = I, assim como no exemplo 1, definindo a
equagao Oy = Og; 1 + wy. Temos que para um dado t, w3, W ~ N(0,W, ¥). Fixando
J, W corresponde a matriz de correlagoes entre os parametros d;, ;s 07, ¥7,. X
corresponde a matriz de correlagoes entre elementos de um mesmo parametro, ou seja,
entre 01, € 0y, entre ¢y, e 1yy; entre 07, e 05 ,; e entre ¢7, e ¢3,. Note que a matriz 3

permanece constante, ou seja, a correlagao entre os elementos dos parametros é sempre

a mesia.

E importante notar também que ¥ define a correlacao entre as duas variaveis res-
posta no primeiro nivel hierdrquico do modelo (3.2), assim como a correlagao entre os
elementos dos parametros que sao relacionados as diferentes variaveis resposta nos niveis

hierarquicos que se seguem.

3.3 Inferéncia e métodos computacionais

No modelo proposto as quantidades desconhecidas que devem ser estimadas sao 2, V', W,
O, Oy, parat =1,...,T, além do conjunto de parametros A da funcao de correlagao es-
pacial que define a matriz C. Consideramos aqui as mesmas prioris utilizadas em Landim
e Gamerman (2000) para os parametros, exceto para A, cuja priori vai depender de cada
definicao particular de C, nao sendo portanto especificada nessa secao. As prioris sao

dadas por

@2,0|E ~ N(MQ’CQ,E), E ~ WI(T(],S()), (33)
W ~ WI(TW()aSWO)a V ~ WI(T‘/O)SVO))
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onde WI(Tp,Sy) denota a distribuicio Wishart Invertida (Dawid, 1981) com média
S()/(To — 2), Ty > 2.

Vamos definir Y = {Yi, ~-~>YT}> {@1} = {@11, ceny @1T}> {@2} = {@21, ceny @gT}, eda
colecao de todos os parametros, tal que ® = {{O1},{O2}, O, \, V, W, X}. A distribuigao

a posteriori conjunta dos parametros desconhecidos do modelo (3.2) é dada por:

P(®]Y) o P(Oy|S)P(S)P(V)P(W)P(N) x

T
[I P(Yi|©u, X) P(©11]Oas, B, V, \) P(O2] O 41, 5, W)

t=1

Como essa distribuicao a posteriori nao é analiticamente tratavel, os parametros ®
sao amostrados por um algoritmos eficiente usando o amostrador de Gibbs, propos-
to por Landim e Gamerman (2000). Amostramos de {©,},2, V e W através de suas
condicionais completas, e amostramos de (Oq, {©5}) por FFBS (Forward Filtering Back-
ward Sampling - Frithwirth-Schnatter, 1995). Passos adicionais de Metropolis-Hastings
(Metropolis, 1953; Hastings, 1970) foram incluidos para gerar amostras de A.

Vamos denotar por ®_yx a colegao de todos os parametros exceto ¥. ®_e,1, P_fe,},
d_g,,, D_n, P_y e P_y sao definidos analogamente. Vamos também definir Y =
— F1,01, O], = Oy — F30Oq, 05, = Oy — GO0y, 1,t = 1,....,T e O3 = Oy —
M,. A seguir temos alguns resultados probabilisticos necessarios para a implementacao
do algoritmo proposto para a geracao de amostras das distribuicoes a posteriori dos

parametros desconhecidos do modelo.

e Distribuicao condicional completa de 3
T
P(3[®_5,Y) xx P(O|E)P(Z) [[ P(YilO1, B)P (014|041, Oop, B, V. A) PO O3 41, 5, W)
t=1
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1 / 1
x [ Fexp (—itr (OmCs 085 ) ) [ ¥ Hexp (—Str(sox 7))
x H =)
1 / U L
eXp <_§t7’ (Z Y Y;t*Z_l + Z @Ttv2_1@>1kt + Z @StW_l@ZtZ_l>>
t=1 t=1 t=1

To+No+T(N+N1+No)
()

N+N1+N2

= |3
1 ! T ! i !
exp <—§tr (So + 030503 + 30 (YY) epvy ey, + @;tw—legt)> 2—1>
t=1
= P(Z|CI)_2) NW[(T0+N2+T(N1+N2—|—N),SQ), onde

S =S+ (@ ;05 + Z ('yr +O5 Ve, + @;;W—l@;t))

X

e tr(A) denota o traco da matriz A.
e Distribuicao condicional completa de W

T
P(W|®_w,Y) o< P(W) ] P(Ox|W,%,04,1)

t=1

—(—TVZVO+N2) 1 1 _Tq S
x [ exp (—§tr(SWOW )) W Fexp (—5tr Y- €55 105,W
t=1

T
= (W|e_w) ~WI <TWO +T'q; Swo + 29522‘1@3) -

t=1

e Distribuicao condicional completa de V'

T
P(V|(I>_V,Y) X P(V) H P(@lt|@2t707 Vv? Z)

t=1
— % No ]. _ 1 * —
4 (P )exp (—itr(SVOV 1)) Vs| 5 exp (—5157“2@ 1oty )

TVO+TNq

_ Na | N, 1 ,
4 (e +N)exp (—§tr(SVOV‘1+@’{t(C®V)‘1@’{t2‘1)>.

Usando a propriedade (C'®@ V)™! = C~' @ V!, e definindo K;; = (C™1);;, temos

o seguinte resultado:
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P(V|®_y,Y) |V|‘( :

1 T N N
exp ——tr (Svo + Z Z Z K;i(©i1r — ©)'3"

t=1i=1j5=1

= (V|®_y)~WI (Tvo +TNgq; Syo +

1(@j,1t - @2t)V_1)

D WA

t=1i=1j5=1

it — @2t),2_1(@j,1t - @2t)) .

e Distribuigao condicional completa de {O}

P({@1}|q)—{@1}>

T

X exp (—%trz (Y* Y+ 075,

t=1
1 T
— explatr (7Y -
t=1

+ OV, 0y —
T

x exp (—%trz (O

t=1

onde B; = F|,Fyy + Vi ' e M, =

= (Oul®-e,) ~

O L1,Y:
@éthltVz_l@lt -

— B;'M,) B,(©y —

T
V) oc [T P(Yi[©1s, 2) P(O1Oas, A, V, X)
t=1

vies) s )

- Yt,Flt@lt + @lltFlltFlt@U

O, Vs ' F Oy + O1,V5101,)E 7]

B;'M,)) E‘1> :

Fllty;f + ‘/2_1F2t@2t~

N(Bt_lMt; Bt_l; Y).

e Distribuigao condicional completa de {Os}

P<{@2}‘®—®27 Y) =

P(Oor|01, W, Z, N, V) [

T-1
P(@Qt‘@&t-}-l; @2T7 @17 VI/? 27 )\7 V)

t=0

Propomos aqui o uso do algoritmo FFBS para amostrar de {O5}. Esse algoritmo é

baseado nos seguintes resultados:
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P(@2t|@2,t+la sy @2T> @1a VV> 27 )\a V) = P(@2t|@2,t+17 9117 cey @1t7 W Za )\7 V)

P(©2%]0244+1,011, ..., 015, W, 3, A\, V) & P(Og,411|Oa, W, E)P(O|O11, ..., O1,, W, 35, A, V),
parat=1,...,T — 1. Pode ser mostrado que

(0902411, W, ) ~ N(hy, Hy, %)
onde H; = (C™' + GYW LGy e by = Hy(C;7 My + GIW™104,41) e

M, = G/M;_1+ RF},Q; (01, — G/M,_,)
MO = M20 = M2

Cy = Ry— RF5Q;'FyR,

Qr = Va+ FyRiF,,

R, = W+ GGG,

Cy = Cy =0y,

onde as quantidades acima sao obtidas pela atualizagdo dos parametros (West e
Harrison, 1997), tomando ©; como sendo os dados. Apds sucessivas atualizacoes

obtemos Oar|P_g,, ~ N(Mrp,Cr, X).

Com base nesses resultados, propomos o seguinte algoritmo para gerar amostras das

distribuicoes a posteriori dos parametros ®:

1. Dé valores iniciais para todos os parametros e faca j=1.
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2. Gere {01}, 3, V e W das suas distribuigdes condicionais completas.

3. Amostre (O, {O2}) por FFBS (Forward Filtering Backward Sampling - Frithwirth-
Schnatter, 1995). Para t variando de 1 a T calcule M;, Cy, Q; e R;. Depois gere
Oy de N(Myp,Cr, %), e para t variando de (T'— 1) a zero gere Oy, de N (hy, Hy, X2).

4. Gere A por Metropolis-Hastings (Metropolis et al, 1953 e Hasting, 1970).
5. Faca j=j+1 e volte para o passo 1 até atingir convergeéncia.

Depois que a convergéncia ¢ atingida, usamos o algoritmo descrito acima para obter

amostras das distribuicoes a posteriori das quantidades desconhecidas.

3.4 Predicao

Suponha que estamos interessados na distribuicao da variavel resposta h passos a frente,
dadas as observagoes passadas. Dessa forma, estamos interessados em obter amostras da

distribuicao (Yryn|Y).

A distribuigao conjunta a posteriori de Yyip, ©1 1744, ©2 7+, € ® pode ser escrita como

P (Yrin, ©174h, O214h, P|Y)
= P(Yr1h, ©1140, O2714]Y, @) P(P]Y)
= P(Yr14|O1,148, O274h, .Y ) P(O1,744|O2, 110, ©,Y) P(O2 114 |P,Y) P(P]Y)
— P(Yrsnl®11m E)P(O1 144|001 B Vi ) PO Oar, =, W) P(D]Y)

P(®|Y) pode ser amostrado através do algoritmo descrito na se¢ao anterior. As dis-

tribuigoes P(Y7r4n|O1 1740, 2) € P(O1.741|O211h, &, V, A) sdo conhecidas, e P(Og 144|027, &, W)
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pode ser facilmente encontrada através de repetidos usos da equagao Osp = GO 11 +
wr, wr|W, X ~ N(0,W, ). Usando propriedades da distribuicdo Normal matriz-variada

temos que

T+h T+h [T+h T+h
P(©2,741|Or, W, X) ~ N ( I GOor. W+ > (H GQ) W (H Gt) 72) :
t=1

t=T+1 i=T+1 \t=i

Dessa forma, para gerar uma amostra de Y, basta adicionar um passo no algoritmo
apresentado na secao anterior onde geramos Oy 11, de P(Og 141|021, X, W), depois ger-

amos O 74y de P(O1744|O2,144, 2, V, ), e finalmente geramos Y74, de P(Yr44|O1 1744, 2).

3.5 Interpolacao

Suponha que os dados sao observados em um conjunto de locais S = {sy, ..., sy} C R?, e
estamos interessados em interpolar a variavel resposta para outras N, localidades S,, =

{SN+1y--s SN2N, }, Para um dado periodo de tempo .

Vamos denotar por Y,” a matriz de valores observados N x ¢, e por Y,” a matriz

de valores a serem interpolados N, x ¢, para um periodo de tempo fixo t. Da mesma
3 o n o n o n o n o n A 1 J—

forma definimos Fy, Fj},F5%, F{5,0%,, ©F, vf, vi,, v, e vy,. Vamos tamém definir ¢ =

{%,V, W, A}. O modelo extendido é dado por:

Yo Fe 2 vy vy,

I AT R A Iy

Y Fn n (i Gt
o F? V9 v coo o
1t = 2t Oy + . ) * AV, E~ N |0, V%
1t E5 Vg Uy cre e

Oy = GOy +wy, WX, W ~ N0, W, %)
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sendo C°, C™° C" e C"™ as particoes de C obtidas de acordo com a fungao que descreve

a correlacao espacial.

Sob a hipdtese de que Fy,, FJ}, Fy,, Fi; e G; sao conhecidos, a distribui¢ao conjunta

a posteriori de Y;", OF,, ©%,,04; € 1 é dada por

P(Y}", 07,07, O, Y[Y))
= P(Y;tnv(a?t|@?t7®2tvwvy;o)P( (1Jt7@2t77vb|y;o)
= P(Y;tn|@711t>way;to)P(®?t|@(l)t>@Sa@D)P(@(l)ta@%a@bD/;o)a (34)

visto que dados OF,,¢ e Y,°, Y;" nao depende de OF, e Oy, e dados OF,, Oy € 1, OF, nao
depende de Y,°.

Para amostrar dessa distribui¢ao basta amostrar de cada parcela de (3.4). Primeira-
mente, (0%, O, 1|Y,?) pode ser amostrado pelo algoritmo descrito na segao anterior,
notando que OF,, O, sao um subconjunto de ®. Depois podemos amostrar da dis-
tribuigao (©7,|0%,,©%,1), usando o seguinte resultado obtido usando propriedades da

distribuicao Normal:

(01,161, 05,) ~ N(M, H, ¥) onde M = F5i0y +(C™ @V )(C°@V) (O], — F5,O)
e H=(C"—C™(C)~'C™) @V,

Finalmente, podemos amostrar de (Y;*|07,,%,Y,?), usando um resultado andlogo ao

anterior: (Y;*|©7,,1,Y°) ~ N(M*, H*,¥), onde M* = F[,07, e H* = Iy,
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3.6 Aplicacao com dados simulados

3.6.1 Descricao do modelo

Nessa secao apresentamos um exemplo com um conjunto de dados simulado, segundo o
modelo descrito pela equacao (3.2). Observagoes foram geradas para T' = 70 periodos
de tempo e N = 100 locais igualmente espacados, com as coordenadas ”latitude” e
"longitude” variando de 1 a 10. Consideramos aqui duas varidveis resposta (¢ = 2), tal
que a matriz Y; tem dimensao 100 x 2. Uma varidvel explicativa X, ; foi gerada de uma
distribui¢ao U(0, 1), parai = 1, ..., 100 locais no espaco, e t = 1, ..., 70 periodos de tempo,
independentemente. Essa variavel foi incluida na especificacao de Fi;, que é uma matriz

100 x 200, definida como

I Xy,

)

0 O 1 Xop O 0 0

[a)
(@)
[a)
(@)
[a)

para todo t =1, ..., 70.

Fy tem dimensao N; = 200 x Ny = 2, e é definida por Fy, = [1,1, ..., 1] ® I5. Dessa
forma, para cada particular elemento da matriz Y;, temos a seguinte equagao:

Yiig)t = Qg + Big) e Xit + V1,65t (3.5)

para i =1,...,100 e j = 1,2, onde Y(; ), é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna
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de Y;. A matriz de parametros ©,; pode entao ser escrita como:

Q(1,1),t Q(1,2)t
Bane  Baz
Q(2,1),t Q(2,2)t

O = ﬁ(z,l),t 5(2,2),1&

Q(100,1),t  X(100,2),t

| Baooe Baoo)e |

Para os elementos em O, temos as seguintes equagcoes:

Ayt = O+ V2 (142(i—1),5),t

Baje = Vit + v, t=1,..,100; j=1,2 (3.6)

tal que a matriz de hiperparametros ©,; é dada por

) o
Oy — 1t Ot (3.7)

Ve Yoy
G é especificado por G; = I, tal que Oy segue um passeio aleatério, definido por

Oy = O 1 + wy (3.8)

A funcao de correlagao espacial que define a matriz C, foi especificada como sendo uma

fungao exponencial de poténcia (De Oliveira et al., 1997), dada por

C(i,7) = exp{—(bd;;)*}, com b>0 e 0<k<2. (3.9)
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tal que A = (b, k), comb=0,1e k=1,2.

Finalmente, as demais matrizes de covariancia sao especificadas por

1 02 0.7 0 05 0
V w
02 1 0 0.7 0 0.5

3.6.2 Estimacao do modelo

Nesse exercicio temos como objetivo comparar os valores verdadeiros dos parametros com
os estimados através do algoritmo proposto, e também investigar a predicao no tempo
e interpolagao no espago para Y;. Para isso escolhemos um conjunto de 16 estagoes de
monitoramento, e supomos observados os 60 primeiros periodos de tempo nessas estagoes.
Esse conjunto de dados foi usado para prever os ultimos 10 periods de tempo e interpolar

nas 84 estacoes restantes.

As distribuigoes a priori, especificadas em (3.3), foram escolhidas de forma a nao

serem muito informativas, com

M2 == 0, C2 == IQ, T(] == TWO == TVO == 1 (310)

SO = [2 SW0:I2a SV0:[2

As distribuicoes a priori para b e k£ também nao sdo informativas, sendo especifi-
cadas por b ~ UJ0,2] e k ~ G(0.01,0.01). As distribui¢bes propostas para gerar desses
parametros no algoritmo de Metropolis-Hastings foram Normais truncadas com variancia
escolhida de forma a controlar a razao de aceitacao. A cada passo do algoritmo, os valores

gerados para b e k foram testados conjuntamente.

Apos a convergéncia das cadeias, obtemos os resultados abaixo. As Figuras 3.1, 3.2,
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3.3 e 3.4 mostram o histograma dos parametros b e k, e os elementos das matrizes ¥, V
e W, respectivamente. Podemos observar que todas as quantidades estao dentro do seu
intervalo de credibilidade de 95%, com excegao de V' (1,2) e W (1,2), e talvez ¥(1,1). Os

elementos nulos das matrizes V e W foram superestimados.

3090
]
6000
]

200
|
40

a1 1z 1 14 1 16
13

W0

Figura 3.1: histograma da amostra da distribuicao a posteriori dos parametros b e k
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Figura 3.2: histograma da amostra da distribuicao a posteriori dos elementos da matriz
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A Figura 3.5 mostra a trajetéria dos elementos verdadeiros e estimados de Oy, para
t=1,..,70. Parat =1, ...,60, os periodos de tempo ”observados”, os valores reais estao
em sua maioria contidos nos intervalos de credibilidade de 95%. O modelo, entretanto,
nao faz boas predigoes para t = 61, ..., 70, visto que este é um modelo nao estacionario

de primeira ordem.

10 1

-19 -
10 30 50 70 12 34 56
Oy oy
16 7
-8
8 - 14 |
12 34 56 12 34 56

Figura 3.5: Quantis de 2.5%, 50% e 97.5% da amostra da distribuigdo a posteriori dos

componentes de Oy, t =1, ..., 70, com a trajetéria verdadeira em negrito.

As figuras 3.6 e 3.7 mostram as superficies reais e interpoladas dos parametros « e
B para t=61, e a Figura 3.8 mostra as superficies reais e interpoladas para Y; ¢ € Y5¢;.
Apesar do padrao dos parametros interpolados nao ser o mesmo dos parametros reais, o
padrao das superficies interpoladas de Y; 61 e Y561 € muito préximo ao verdadeiro. Isso
mostra que o modelo tem dificuldade de diferenciar a variabilidade espacial trazida por

a e (3, mas consegue capturar a variacao espacial de Y.
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long long

B.1,61(verdadeiro) B 1,6 (interpolado)

B 8
=° =5
4 4
= 2
2 4 [5] 8 2 4 6 a8
long long

Figura 3.6: Superficies reais e interpoladas para a(i1y,61 € 5(1,1),61

X5 1y 61(Verdadeiro) A5 1.6, (Interpolado)

8 8
=% =5
4 4
2 2
2 4 (5] 8 2 4 6 8
long long

B 1,6 (verdadeiro) B 161 (interpolado)

8 8
=° =6
>
4 i 4
2 2
2 4 & 8 2 4 6 8
long long

Figura 3.7: Superficies reais e interpoladas para a2 1y,61 € 82,161
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Y, s1(verdadeiro)

2 4 & 8
long

Y5 g1(verdadeiro)

long

Y, g1 (interpolado)

2 4 & 8
long

Y5 gq(interpolado)

Figura 3.8: Superficies reais e interpoladas para Y7 61 € Y561

3.7 Aplicacao com dados de poluicao

Nosso segundo exercicio foi a aplica¢ao do modelo (3.2) a dados de poluigao na Alemanha,

que foram medidos pela EMEP, um programa

de transmissoes de poluentes do ar na Europa. O conjunto de dados foi obtido através

do site "www.emep.int”, e consiste em duas

mensalmente em 7 estagoes de monitoramento do ano de 1993 a 1999, totalizando 84

periodos de tempo, com distancias medidas em unidade de 10kms. Também foi medido

um indice de pluviosidade (em mm) parai=1

explicativa para os niveis de SOy e NO,. A figura 3.9 mostra o mapa da Alemanha com

a localizacao das estagoes, que se apresentam razoavelmente bem espalhadas na regiao

de estudo.
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Figura 3.9: Mapa da Alemanha com a localizacdo das estagoes de monitoramento

Trabalhamos com a transformagao logaritmica das trés variaveis observadas, pois
analises preliminares mostraram que os dados transformados estao mais préximos de sa-
tisfazer a hipétese de normalidade. Sendo assim, a varidvel resposta Y é o logaritmo
das medigoes de SOy e NOy (Yy = LN(SO3) e Yo = LN(NO»)), e a varidvel explicativa
X é o logaritmo do indice pluviométrico. Na figura 3.10 temos o gréfico de LN(SO;) e
LN(NO3) ao longo do tempo, por estacao de monitoramento, mostrando clara existéncia
de um componente sazonal nos dados. O modelo proposto, entretanto, nao trata essa
sazonalidade de forma explicita, de forma que esta serd explicada unicamente pelo com-
ponente diamico no tempo. A figure 3.11 mostra o gréfico de Y7 contra Y5, considerando
todos os periodos de tempo e estacoes de monitoramento juntos. A correlacao entre as

variaveis resposta é alta, como pode ser visto na figura 3.10, sendo estimado em 0.7.
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0o

-1.0

LN(NO2)

Figura 3.10: Varidveis resposta Y;(LN(SOs)) e Yo(LN(NOz)) ao longo do tempo, por

estacao de monitoramento.

Figura 3.11: Plot de Y; contra Y,
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Figura 3.12: Plot de X contra Y7; plot de X contra Y5

Na Figura 3.11 temos os graficos de X contra Y; e X contra Y,, mostrando correlagoes
nao muito altas entre as variaveis resposta e a variavel explicativa. A estimativa dessas
correlagoes é de -0.37 (para Y7) e -0.31 (para Y3). Anédlises preliminares mostram que
a correlagao entre os residuos obtidos pela regressao linear de Y; contra X, e Y5 contra
X, é de 0.69. Esse resultado faz sentido apenas para o caso em que as medigoes sao

independentes no tempo e no espaco.

O modelo proposto para Y é o modelo (3.2) com as mesmas especificagoes utilizadas no
exemplo com dados simulados. Sendo assim, a estrutura espacial do modelo é incorporada
na correlacao entre os coeficientes de regressao, que nessa aplicacao incluem o intercepto
e o coeficiente angular relativo a X, como explicitado em (3.5). Como uma anélise
preliminar, foram feitas 14 regressoes lineares (para cada variavel resposta, e para cada
estagdo monitoradora), supondo independéncia dos dados no tempo. A Figura 3.13
mostra os coeficientes estimados por essas regressoes ao longo do espaco para Y; e Ys,
mostrando uma provavel estrutura espacial do intercepto e coeficiente angular da equacao
de regressao de Y;. O intercepto da equacao de Y, parece se comportar de forma mais

independente no espaco, enquanto o coeficiente angular permanece praticamente fixo.
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Figura 3.13: Coeficientes de regressao linear ao longo do espaco
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Como no exemplo com dados simulados, as equacoes de regressao no primeiro e se-
gundo niveis da hierarquia sao especificadas pelas equacoes (3.5) e (3.6), e G se move no
tempo de acordo com um passeio aleatério definido em (3.8). Sendo assim, Fj; e Oy,

t=1,...,84, sao dados por

Qe Q2)t

i 7 ﬁ(l,l),t 5(1,2),t
1 X5: O 0 0 0 .- 0

000 1 X0 0 0 o 0
P = L o Ou=1 Bens Beau

Qe Q22)t

Q6,1),t  Q6,2),t

5(6,1),t 5(6,2),t

Oy é dado em (3.7), e Fy tem dimensao 16 x 2, e é dados por Fy, = [1,1,...,1] ® 5. As
matrizes 2, V' e W sdo desconhecidas, e C' é especificada pela equagao (3.9), dependendo
de parametros A = (b,k). Finalmente, o modelo é completado com a especificacao
das prioris, sendo b ~ UJ0,2] e k ~ (G(0.01,0.01), e as restantes dadas em (3.3) com

parametros especificados em (3.10).

Amostras das distribuigdes a posteriori dos parametros foram obtidas utilizando o
algoritmo descrito na secao 3.3. As figuras 3.14, 3.15 e 3.16 mostram respectivamente os

histogramas obtidos para os elementos das matrizes 3, V e W.
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Figura 3.14: Histograma da amotra da distribuicao a posteriori
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Supondo que nenhuma correlacao espacial e temporal esteja presente nos dados, seria
esperado obtermos uma estimativa para ;o proxima ao valor da correlacao estimada
entre os residuos obtidos pela regressao linear simples de Y; e Y5 contra X, que foi de
0.69. O histograma da amostra da posteriori de > 5, no entando, estd concentrada em
torno do valor 0.22, estando bem longe de incluir o valor 0.69, como pode ser visto na
Figura 3.17. Dessa forma podemos concluir que uma boa parte da correlacao entre as
variaveis resposta, tirando o efeito da variavel explicativa, foi explicada pela estrutura
espaco temporal do modelo. A Figura 3.15 mostra o histograma dos parametros b e k
da fungao de covariancia que define a matriz C'. Visto que a distancia entre as estagoes
de monitoramento varia de 70 a 870 km, as amostras geradas das posterioris de b e k
definem uma matriz de correlagoes C' com valores muito altos, variando em média de

0.89 a 0.99.

A Figura 3.18 mostra a média da distribuicao a posteriori dos elementos da matriz
O, ao longo do tempo. Como era de se esperar, a sazonalidade presente nas variaveis

resposta esta sendo absorvida por esses elementos, que se mostram claramente sazonais.
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Figura 3.18: Quantis de 2.5%, 50% e 97.5% da amostra da distribuigdo a posteriori dos
elementos de Oq, t =1, ..., 84.

Nao foram obtidos resultados satisfatorios na interpolacao e previsao dos processos
Y] e Y5, e por esse motivo esses resultados nao serao reportados nessa analise. Fica clara
a necessidade de modelar a sazonalidade dos dados de forma paramétrica, de forma a
produzir previsoes realistas no tempo. Além disso, seria provavelmente mais realistas
(como sugerido pela Figura 3.11), relaxar a restricao de que a correlacdo espacial nos
elementos de ©; é a mesma (C'). Também ¢é importante ressaltar a dificuldade do modelo

de perceber uma estrutura espacial baseado em apenas 7 estagoes de monitoramento.

3.8 Conclusao

Nesse capitulo foi proposto um modelo dinamico hierarquico para respostas multivari-
adas, sendo nosso objetivo principal ter um modelo capaz de perceber a estrutura espaco-
temporal presente nos dados, permitindo fazer interpolacao espacial e previsao temporal.
O modelo aqui proposto é uma restricao do modelo proposto em Landim e Gamerman

(2000), onde adotamos uma especificagdo paramétrica para a estrutura de covariancia
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espacial para os coeficientes de regressao no primeiro nivel da hierarquia. Com essa re-
stricao, temos um modelo de regressao multivariado cujos parametros além de variarem
de forma dinamica no tempo, variam de forma suave no espaco. Esse modelo tem a
vantagem de permitir a interpolacao das variaveis resposta e coeficientes de regressao
para qualquer conjunto de pontos nao observados, levando em consideragao a variagao

espacial.

Trabalhamos sob o ponto de vista Bayesiana, propondo um algoritmo de MCCM
para a geragao de amostras das posteriores dos parametros desconhecidos do modelo.
Foram feitas aplicacoes a dois conjuntos de dados. Primeiramente trabalhamos com
dados simulados, gerando duas varidveis resposta e uma variavel explicativa em 100
locais igualmente espacados e 70 periodos de tempo. Consideramos apenas 16 locais no
espaco e 60 periodos de tempo para fazer inferéncia sobre os parametros do modelo, e
interpolar e prever para os locais e tempos restantes. Obtivemos resultados em geral
satisfatérios para a inferéncia dos parametros. Os parametros A, que definem a matriz
de covariancia espacial dos coeficientes de regressao ©4, foram bem estimados, apesar se
serem parametros geralmente de dificil estimacao. Os elementos fora da diagonal principal
das matrizes de covariancia V' e W, entretanto, foram superestimados. Considerando
o periodo de tempo fixo em ¢ = 61, as superficies interpoladas das varidveis Y; e Y5
apresentaram um padrao espacial bem préximo ao padrao ”verdadeiro”, apesar do mesmo
nao ter ocorrido com as superficies dos parametros « e 3. Isso mostra a dificuldade que

modelo tem de diferenciar a variabilidade espacial proveniente desses parametros.

O segundo conjunto de dados analisado é um conjunto de dados reais de poluigao
na Alemanha. As varidveis resposta, LN(SO3) e LN(NO;), e a varidvel explicativa,
logaritmo do indice pluviométrico (mm), foram medidos em 7 estagdes de monitoramento
em 83 periodos de tempo. As varidveis resposta apresentam uma forte sazonalidade que
nao foi tratada de forma paramétrica pelo modelo, de forma que esta foi absorvida pelo

componente dinamico temporal. O modelo nao se mostrou adequado para fazer previsao
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temporal e interpolacao no espaco para esse conjunto de dados, provavelmente devido a
sazonalidade dos dados e pouca quantidade de informagao na variacao espacial (apenas
7 estagoes monitoradoras). Anadlises preliminares também mostraram que supor que a
estrutura de correlacao espacial seja a mesma em todos os parametros de regressao nao
seja talvez adequada. Uma possivel solugao para esse problema é trabalhar com uma
extensao desse modelo, levando em conta diferentes estruturas de correlagao espacial
para os coeficientes de regressao, e incluindo um componente sazonal que explique parte

da variagao temporal presente nos dados de forma paramétrica.
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Capitulo 4

Analise de Processos Temporais de

Cox e a Influéncia da Agregacao dos

Dados Observados

4.1 Introducao

Nesse capitulo estudamos modelos que tratam a variacao temporal da incidéncia de even-
tos. Um exemplo tipico é o estudo da incidéncia de doengas. Para problemas desse tipo,
pode-se analisar os proprios tempos de observacao de eventos, ou contagens do niimero
de eventos em intervalos de tempo disjuntos. Nessa pesquisa exploramos diferentes niveis
de agregacao da variavel resposta e consequentemente diferentes quantidades de infor-
magcao trazidas pelo conjunto de dados, analisando os efeitos obtidos no ajuste do modelo

proposto.

Para modelar respostas nao normais, Breslow e Clayton (1993) propdem os Modelos

Lineares Generalizados Mistos (MLGMs), extendendo os Modelos Lineares Generaliza-
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dos de McCullagh and Nelder (1989). Uma abordagem Bayesiana para os MLGM’s pode
servista em Gamerman (1997b). Os MLGM’s s@o tteis para acomodar sobredispersao,
que é muitas vezes observada em respostas binomiais (Williams, 1982) ou poisson (Bres-
low, 1984), e também para fazer estimativas em problemas de miltiplos parametros,
como a construgao de mapas da incidéncia de doengas em pequenas édreas (Clayton e
Kaldor, 1987; Manton et al, 1989). Christensen e Waagepetersen (2001) consideram os
MLGM’s para modelar a intensidade do ntimero de sementes presentes no solo em uma
determinada regiao. Condicionalmente a um campo aleatério gaussiano S, o niimero de
sementes é por hipétese independente no espago e tem distribuigao de poisson. O modelo
log-poisson resultante pode ser visto como uma aproximacao para a distribuicao associa-
da a um processo pontual de Cox log gaussiano (Moller, Syversveen and Weegepetersen,

1998; Brix and Moller, 2001).

Os processos de Cox sao largamente utilizados para modelar padroes pontuais, visto
eles muitas vezes refletem a heterogeneidade presente em dados ambientais. Brix e Dig-
gle (2001) propoem um processo de Cox num estudo simulado, desenvolvendo métodos
baseados em momentos para a estimagao dos parametros desconhecidos do modelo. Esse
artigo ¢ motivado pelo problema de monitorar possiveis mudangas no padrao de incidéncia
espaco-temporal de infecgoes gastro-intestinais, dado os registros feitos diariamente de
casos ocorridos por local no espago. Esse é o objeto de interesse do projeto AEGISS
(Ascertainment Enhancement of Gastrointestinal Infection Surveillance and Statistics),
que tem como objetivo o uso de métodos estatisticos para identificar anomalias na dis-

tribuigao espago-temporal das doengas gastro-intestinais na Gra-Bretanha.

Nesse capitulo propomos um processo de Cox continuo no tempo para modelar in-
fecgoes gastro-intestinais sob uma abordagem Bayesiana. Utilizamos para isso um con-
junto de dados do projeto AEGISS, onde o niimero de casos de infecgoes é registrado
com base didria. Como os dados nao sao observados de forma continua no tempo (nao

hé informagcao sobre o horario em que cada caso foi reportado), é necessério fazer apro-
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ximagoes para o ajuste do modelo. Um dos nosso objetivos é entender como essa falta
de informacao afeta a modelagem e a predicao da incidéncia de doencas para tempos

futuros.

Trabalhamos também com um conjunto de dados simulado, analisamos a performance
da estimacao do processo de Cox considerando variaveis resposta em diferentes niveis de
agregacao: casos observados em tempo continuo, e contagens observadas a cada dia e a
cada semana. Predigoes para tempos futuros também foram feitas com base em cada um

dos casos, a critério de comparagao.

Na secao 4.2 é definido o processo de Cox, e apresentamos as abordagens 1 e 2, que
consideram respectivamente respostas continuas e discretas (agregadas em intervalos de
tempo), com resultados de inferéncia. A se¢@o 4.3 descreve os métodos de MCCM (Monte
Carlo em Cadeias de Markov) utilizados para a estimagao dos parametros do modelo sob
as duas diferentes abordagens. Na secao 4.4 apresentamos um exercicio com processos
simulados, comparando a performance de modelagem e previsao sob diferentes niveis
de agregacao da variavel resposta. Na se¢ao 4.5 temos uma breve descricao do projeto
AEGISS e dos dados sobre doencas gastro-intestinais, e a aplicacao do modelo a esse

conjunto de dados. Finalmente as conclusoes e extensoes sao apresentadas na secao 4.6.

4.2 Processo de Cox

O Processo de poisson homogéneo desempenha um papel importante na teoria de proces-
sos pontuais. Entretanto, por ser muito simplista, nao é geralmente uma representacao
realista de processos reais. Uma extensao natural pode ser obtida considerando a funcao
de intensidade do processo de poisson como uma realizacao de um campo aleatério. Essa
generalizacao é conhecida como processo de Cox, e é definida por Diggle (2003) como se

segue:
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Definigao 1. Seja S € RY. Suponha que {Z = Z(§) : £ € S} é um campo aleatdrio
nao negativo tal que com probabilidade um, & — Z(¢) é uma fungao localmente inte-
gravel. Se a distribuicao condicional de X dado Z é um processo de poisson em S com

fungao de intensidade Z, entao X segue um processo de Cox guiado por Z.

Aqui assumimos um processo temporal, com S € RT. Em nosso caso particular,
definimos a funcao de intensidade A como o produto da intensidade populacional p, que
sera considerada conhecida, e uma funcao de risco II. Propomos um modelo log linear
para a funcao de risco II, incorporando um processo gaussiano e covariaveis que tratam a
variacao temporal nao explicada por p. Esse processo é chamado processo log-gaussiano,

e discutido em Moller et al. (1998). Temos que

A(t) = p®II(t), te Rt (4.1)

onde p(t) é conhecido, I1(t) =exp|vy(t)+5X (t)], X (t) é um vetor de tamanho p de varidveis
explicativas no tempo t, 3 sao coeficientes desconhecidos associados a X, e 7 é um processo
temporal que varia suavemente no tempo. Fixamos Elexp(y(t) + 6X(¢))] = 1, de forma

que exp(7y(t)) e BX(t) tém o papel de modelar desvios da média do processo de p(t).

A dependeéncia de v no tempo é especificada por uma estrutura autoregressiva, dada

por:

[y(t5) + 0.50%] = @, 1, [v(t:) + 0.50%]) + e(ti, t5),  e(ts,t;) ~ N(0,7; 4)- (4.2)

(2]
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onde @y, ;; é a correlacao entre y(t;) e y(t;), e 77, = 0* (1=} , ), ti < t; € R*. Note que

E[y(t)] = 0.50? é uma restrigao imposta para assegurar que Elexp(y(t) + X (¢))] = 1,
para todo t.

Aqui ¢ é definido como uma funcao exponencial com parametro de decaimento ¢, que

¢é proporcional a distancia temporal entre dois eventos:

ti —t;

Dt,8; = XD [— ] , ti<t;€RY ¢>0. (4.3)

Sendo assim, Tt%’tj = o?[1—exp(—2(t; — t;)/9)].

A seguir, nas subsegoes 4.2.1 e 4.2.2, apresentamos duas abordagens para o processo
de Cox, baseadas em variaveis resposta continuas e agregadas em intervalos de tempo.
Em muitos casos, dados sao reportados de hora em hora, diariamente, por semana, etc.
Um dos nossos objetivos nesse projeto é comparar a modelagem baseada no conjunto
completo de tempos de observacao, com a modelagem baseada em conjuntos de dados
agregados. A perda de precisao devido a agregacao depende fortemente dos valores dos

parametros do modelo combinados com o grau de agregacao dos dados.

4.2.1 Abordagem 1: respostas no tempo continuo

Seja z o conjunto de tempos z = (z(1),---,2(T)) de ocorréncia de casos de uma cer-
ta doenca. Assume-se que z é uma realizagao de um processo de Cox Z, cuja inten-
sidade é dada pelo mesmo produto dado em (4.1): A(z(t)) = p(z(t)(z(t)), t =
1,...,T, =z(t) € RT, onde p(z(t)) é conhecido, e I1(z(t)) =exp[y(z(t)) + BX (2(t))].

E fcil mostrar que dado A e z(t—1), a fungao de distribuigao acumulada do tempo de

ocorréncia do préximo evento z(t) é a exponencial da integral da funcao de intensidade
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A entre os periodos de tempo z(t — 1) e z(¢):
A(s)ds) : (4.4)

A dependéncia de vy no tempo é definida em (4.2). Dados ¢ e o2, z(t) somente

dependerd das observagoes passadas através de z(t — 1), como mostra a equagao abaixo:

[1(2(t) +0.50°] = @212 [V (2(t = 1)) +0.50°] + e(z(t — 1), 2(1),  (4.5)

e(z(t = 1), 2(t)) ~ N(O, 7241y 20)s t=2,-,T

onde 2 1)y =exp[—(2(t) — 2(t = 1))/0], T2 100 = (L — @2 _1yn) € V(2(1)) ~
N(—0.502,02).

Inferéncia: Distribuicoes a Priori e Posteriori

A inferéncia feita sob o ponto de vista Bayesiano comega com a especificacao de dis-
tribuigbes a priori para as quantidades desconhecidas. No modelo descrito em (4.4) e
(4.5), essas quantidades sdo os parametros 3, o processo 7, e os hiperparametros ¢ e 2.
A priori para 3;, i = 1,...,p é especificada por 3; ~ N(up,02). Para ¢ especificamos
uma priori uniforme no intervalo (ag, by). Especificamos uma distribuicao a priori para

2 ao invés de especificar uma para o2. Essa é uma pratica comum pois

a precisao o~
geralmente leva a propriedade de conjugacao quando assume-se uma priori gamma para
i d isao. A deste na del is 02 també
o inverso da precisao. Apesar deste nao ser o caso em nosso modelo, pois o“ também

afeta a média do processo 7, seguiremos a especificacao usual de que 072 ~ G(a,, b, ).
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Dados 3, ¢, 02 e 7, a funcao de distribuicao de z pode ser escrita como:

T

f(218,7,0,0%) = T[T f(2(t)](t = 1), 8.7, ¢,0%) f(2(1)[B, 7, ¢, ) (4.6)

t=2

onde F(z(t)|z(t — 1), 8,7, ¢,0°%) é dado em (4.4).

Agora seja v* o conjunto da valores de 7 associados aos tempos de observagao de
eventos, ou seja, v = [y(2(1)),7(2(2)), ..., v(2(T7))], com ~*(t) = ~v(2(t)), t = 1,....T,
e seja v~ * todos os 7 restantes, definidos por v* = {v — 4*}, tal que v = (v*,77%).
f (28,7, ¢, %) somente depende de ~ através de v*, como visto pela equacao (4.6).

posteriori de (3,7, ¢, 0%) pode ser escrita explorando essa propriedade:

f(B,7,¢,0%2) < f(B,7",0,0°|2) (v |7, ¢, 0%) (4.7)

f(B,7*,¢,0%z) é encontrado combinando as prioris descritas previamente e a verossi-

milhanga em (4.6):

FB.A" d.0%2) o f(2|B8,7",¢,0°) f(v'] 6. o) f(6) f(0?) f(B) (4.8)

Dados ¢ e o2, a distribuicao de v* é completamente especificada, e pode ser escrita

por

F(16,0%) o< f(Y(T)N(T = 1), 6,0°) f(Y(T = DIy (T = 2), 6, 0%)...f (4" (1)|o?) (4.9)
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com (v*(t)|y*(t — 1), ¢, 0?) dado em (4.5).

f(y*v*, ¢, 0?) pode ser encontrado extendendo a idéia usada para se obter f(v(k)|v*, ¢,02),k €
(2(t — 1), 2(t)),t = 2,...,T. E facil mostrar que a distribuicao de v(k) dados v*, ¢ e o2
somente depende de v* através de v*(¢) e v*(t — 1). Essa distribuigao pode ser escrita

como

F(R)*, ¢,0%) = fF(y () (8),7"(t = 1),0,07) < fF(v* )7 (k), p,0°) f(y (k)Y (t — 1), $,07)

Usando propriedades da distribuicao normal, temos que

o V(= Drgne + 7 O 1
V()Y (8), 7" (t = 1), 6,0 ~ N ok o © _ — |4.10)
Tot=1)k T Thz(t) Tot=1)k T Th2(t)

Nao hé forma fechada para a posteriori em (4.8), portanto é necessario usar métodos
numeéricos para amostrar dessa distribuicao. Usamos métodos de MCCM que sao de-
scritos na secao 4.3. Uma vez obtidas amostras das distribuicoes a posteriori dos parametros,

pode-se fazer inferéncia a respeito dos mesmos.

Predicao

Em geral, outro grande interesse nas aplicacoes é o de predizer respostas futuras dadas as
respostas observadas no presente. Sob o ponto de vista Bayesiano, os valores a serem pre-
vistos sao incorporados de forma natural no modelo, sendo tratados como qualquer outro
parametro desconhecido. Toda a informacao necessaria para a predigao é a distribuigao

a posteriori dadas as observagoes passadas.
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Suponha que estamos interessados em prever o tempo de ocorréncia do proximo caso
a ser reportado, isto é, queremos obter a distribuigao preditiva de z(T +1). 2(T 4+ 1) 86
depende dos valores z através de z(T'), e a densidade acumulada de z(T + 1)|z(7") pode

ser escrita como:

z(T+1)

F((T +1)|2(T)) = / exp l— / o A(s)d(s)] dBdedo?, (4.11)

onde A(T'+ 1) é dado por A(T + 1) = p(T' + 1)II(T' + 1), sendo II(T" + 1) =exp[y* (T +
1)+ BX(2(T+1))], com v* (T + 1) =~v(2(T +1)). A distribuigao de v*(T + 1) dados os
valores passados v*(1),...,7*(T") s6 depende de v*(T) e é dada por

(T +1) 40507 = @y zrin V(1) +0.50°] + e(2(T), 2(T + 1))

e(z(T),2(T+1)) ~ N(O>722(T),Z(T+1))a (4.12)

onde 1) »(r+1) ¢ definido em (4.3) e Tzz(T),z(T—i-l) =o%(1 - 90§(T),Z(T+1))-

A distribui¢ao preditiva em (4.11) nao tem uma forma fechada, e sendo assim é

necessario utilizar métodos numéricos para obter uma amostra dessa distribuicao.

4.2.2 Abordagem 2: dados de contagem

Suponha que temos uma realizacao do processo de Cox Z definido na secao 4.2.1, mas nao
temos acesso a informacao do momento exato quando cada caso foi reportado. Ao invés
disso os dados sao observados agregados em intervalos de tempo, e nosso processo resposta

é o numero de casos reportados durante esses intervalos. Sem perda de generalidade,
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vamos chamar cada um desses intervalos de ”dia”. Seja y(i) o ntimero de casos da doenga
em questao observados no dia i, i = 1,--+,T. A série temporal y = y(1),---,y(T) é uma
realizacdo do processo de poisson Z com funcdo de intensidade dada por [, A(s)ds =

[ p(s)(s)ds, t=1,..,T

Pode ser mostrado que

y(t) ~ Pois (/tilA(s)ds),tzl,...,T (4.13)

onde Pois(\) denota a distribui¢ao de poisson com intensidade A, p(t) é conhecido, e

[(t) =exp[y(t) + BX(t)].

Como as observagoes sao feitas diariamente, o modelo nao faz distingao entre A(t;)
e A(t;) se t; e t; sao periodos de tempo pertencentes a um mesmo dia. Essa perda
de precisao se da pela falta de informacao do conjunto de dados agregados, que nao
mais informa o tempo de ocorréncia de cada evento. Dessa forma, nao ha nenhuma
perda adicional em aproximar [ | A(s)ds por Agy.(t —1). A equagdo (4.13) pode ser

aproximada por:
y(t) ~ Pois(Ag(t)),t=1,....T (4.14)

Note que a interpretagao para Agp,(t) ndo é a intensidade A no inicio do dia ¢, mas

sim a intensidade média durante o dia ¢.

O processo temporal v também é aproximado por uma constante para cada dia:
JE17(8)ds = Yape(t — 1). A dependéncia de v no tempo é especificada pela mesma

estrutura autoregressiva dada em (4.2), mas agora definida no tempo discreto:
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Yape(t) + 0.50%] = ©[Yapa(t — 1) +0.50%] +e(t), e(t) ~ N(0,7%), t=2,..,T (4.15)

onde ¢ =exp(—1/¢) ¢é a correlagdo entre Yup:(t) € Yope(t — 1), que é constante para

todot=2,..,T, e 72 = c%(1 — ¢?).

Inferéncia: Distribuigoes a Priori e Posteriori

As quantidades desconhecidas no modelo descrito por (4.14) e (4.15) sdo 3, Yape, ¢ € 0.

2

Mais uma vez especificamos prioris para 3;, i = 1,...,p, ¢ e 0=2 como 3; ~ N(uy,0?),

¢ ~ Ulag,by) e 072 ~ G(ay, by).

Vamos definir Yopr = (Yape (1), Yape(2); s Yape (T)). A distribuicao de v,p.|0?, ¢ é uma

versao regularmente espacada de (4.9), e é dada por

f (YVapz| &, 02) o f (Yape (1) [Fape (T — 1), &, Uz)f(Vapm(T = D [Yape(T = 2), 0, U2)---f(7apm(1)“72)
(4.16)

onde (Yape () [Yape(t — 1), ¢, 0?) é especificado em (4.15).

Dados 3, ¢, 6% € Yaps, y tem distribuicdo de poisson, definindo a seguinte fungao de

verossimilhancga:

LB, Yapas &, 073 y) o l:[l (p(i)exp[Yape (i) + BX])" exp [=p(i)exp[ap (1) + BX]]

A distribuigao a posteriori para o conjunto de parametros (3, Yaps, @, 02) pode ser

encontrada pelo produto dessa verossimilhanca e das prioris especificadas previamente:
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f (Yapzs @ 02‘y) o< 1(3, Yapa» D, o?; Y) f (Vape|®, U2)f(‘72)f(¢>f(6> (4.17)

Essa distribuicao a posteriori, assim como a definida em (4.8), ndo possui forma
fechada, e métodos de MCCM (descritos na se¢ao 4.3) sdo usados para obter amostras

da mesma.

Predicao

Suponha que estamos interessados em predizer o nimero de casos que serao reportados
no tempo 7'+ 1. Supondo X (7T + 1) conhecido, e dados os parametros v(T' + 1) e 3,
y(T + 1) tem distribui¢do de poisson, como em (4.14), com parametro A,,,(T + 1) =
p(T'+ DII(T 4+ 1), onde I[(T"+ 1) =exp[y(T'+ 1) + X (T + 1)]. A distribuicao preditiva
f(y(T +1)|y(T)) ndo tem forma fechada.

A distribuigao de v(T' + 1) dadas as observagdes passadas v(1),...,7(T") s6 depende

de v(T') e pode ser escrita como

V(T +1) +0.50% = ¢[y(T)+0.50% +e(T+1), e(T+1)~ N(0,7%).

Mais uma vez é necessario utilizar métodos numéricos para obter amostras de y(7'+1)

e fazer inferéncia sobre esse parametro.
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4.3 Estimacao por métodos de MCCM

Devido a complexidade das densidades a posteriori em (4.8) e (4.17), métodos numéricos
devem ser usados para estimar os parametros desconhecidos do modelo. Aqui usamos
métodos de MCCM para resolver esse problema, tendo como objetivo propor um algo-

ritmo simples, mas capaz de fornecer resultados em um periodo razoavel de tempo.

4.3.1 Estimando parametros sob a abordagem 1

A primeira abordagem, descrita na secao 4.2.1, possui trés parametros desconhecidos
(o, ¢ e (), além de um processo dindmico desconhecido . A densidade a posteriori
f(B,7,¢,0%z) pode ser escrita pelo produto de f(3,~*, ¢,0%2) e f(v*|7*, ¢,0?), como
visto em (4.7). Combinando esse resultado com (4.8), essa posteriori pode ser escrita

CcOomao:

f(B,7,0,0%2) o< f(218,7", 6,0 ) f (717", 6, 0°) f(v'|9, 0%) f(9) f (o) F(B)

Assim sendo, podemos obter uma amostra de f(3,7, ¢, 0%|z) gerando de cada parcela
do produto acima. Propomos passos de Metropolis-Hastings para gerar de 072, ¢ e f3.
072 e ¢ sao testados conjuntamente para evitar problemas de correlacdo, e os parametros
B sao testados conjuntamente. ~* = (y*(1),...,7*(T)) também sado amostrados por
Metropolis-Hastings, mas devido a grande dimensao de T (T é tipicamente grande),
esses parametros nao sao testados conjuntamente. Depois que amostramos valores para

v, ¢ e a? f(v* |, ¢, 0?) pode ser obtido usando propriedades da distribui¢io normal,
e f(z]8,7*, ¢,0?) pode ser amostrado usando as equagoes (4.4) e (4.5).

Os passos do algoritmo de MCCM sao descritos abaixo:
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e Dé valores iniciais para os parametros

Seja i o indice que indica a posi¢ao atual da cadeia. O primeiro passo é fazer i = 0,

e dar valores iniciais para os parametros 30, =20 $(0) ¢ ~*(©),

e Amostre 3
Faca1 =1+ 1.

[ é amostrado por Metropolis-Hastings. A proposta é um passeio aleatério, centra-
do no valor anterior de 3 na cadeia, ou seja, o valor proposto para 5% é amostrado

de uma N(B0~Y hs), onde hs é a variancia que controla a razio de aceitagao.

e Amostre 072 e ¢

Se a média do processo 7y fosse conhecida, e nao dependesse de o2, seria fAcil
mostrar que uma priori gamma para o2 seria conjugada, ou seja, a posteriori de
o~? também teria distribuicdo gamma. Dessa forma, o2 poderia ser gerada pelo
amostrador de Gibbs. A proposta escolhida para o2 ¢ baseada na sua condicional
completa dado que E[y*(t)],t =1,---,T é conhecido.

Vamos supor que E[y*(t)] = —0.50*%,t = 1,...,T, onde ¢*? é conhecida. Note que
esse ¢ 0 mesmo modelo que tinhamos anteriormente, apenas substituindo o por o*2

na equacao que define a esperanca de 7. Sob esse modelo, a condicional completa

de n = 02 pode ser escrita como

1/2
F0.0,0%) = £, 0,0°%) oc T—exp (—50°(1) + 0.50)2)

771/2 il * * *2\2 | ao—1
I1 meXp (—W(V (t) =v*(t —1) — (¢ — 1)0.50™) ) 1% exp(—byn)
o nT/Q—i—aU—leXp <_77 [(7 (1) +205O' ) n (fy (t) — (t ;(f)__qé(? . 1>050_ ) . b0~|> |

Sendo assim, (n]|v*, ¢,0*?) tem distribuigao G(a*,b*) onde a* = T/2 + a, e b* =

87



* 0_*2 2 * CANF (1) (A . 0_*2 2
(4050 | (MO (N80

A proposta para n nos passos de Metropolis-Hastings é G(a*,b*), com ¢*? dado
pelo valor anterior de o2 na cadeia. Em outras palavras, o valor proposto para n®
é gerado de f(n|y*=Y, ¢l=Y o20=D) A proposta para ¢ é um passeio aleatério
centrado no seu valor anterior : ¢ ~ N(p(=1), hy), com hg sendo especificado de
forma a controlar a razao de aceitacdo. O movimento proposto para os parametros

(n, ¢) a cada passo da cadeia é testado conjuntamente.

Amostre y*(t),t =1,...,T

A proposta para cada v*(t),t = 1,...,7 é um passeio aleatério centrado em seu
valor anterior na cadeia. Cada elemento de v* é testado separadamente, pois se
torna extremamente dificil aceitar um passo de um bloco de parametros de alta
dimensionalidade, que é o caso aqui, ja que T é um nimero tipicamente alto. O
custo de propor geragoes separadas para cada v*(t) é o de possivelmente acarretar
em alta correlagao entre os valores amostrados de cada elemento de v* na cadeia,
causando uma razao de convergéncia baixa. Uma possibilidade de se lidar com esse
problema ¢ dividir v* em blocos menores e testar cada bloco conjuntamente. Como
nao houve problemas de convergéncia em nossos modelos simulados e na aplicacao

com dados reais, nao exploramos essa possibilidade.

O algoritmo proposto para gerar de v* é dado a seguir:

1. fagat =0

2. facat =t+1set < T, caso contrario fim do algoritmo.

3. gere v (t) de uma N(y*~Y (), h,), onde h, é a varidncia que ajusta a razao

de aceitacao.

4. a proposta gerada para fy*(i_l)(t) ¢é aceita com probabilidade
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- (1 G O@lelt) At = 1), 2t + 1,30t 0Dl + 1), 60,0) )
W ED@)](0), 2(t — 1), 2(t + 1), 7O — 1), 70D (E + 1), 60, 0%0) )
onde
Ry (0)]2(t), 2(t = 1), 2(t+ 1), 7"t = 1),7°(t + 1), ¢,07) =
M) TACE -1, [—[Mz(t)) S CES IR 1))] |
—[A(2(t + 1;) + A(z(t))]exp [—[A(z(t - 1;) + A(2(t))] (ot 1) — z(t»]

Detalhes de como essas equacoes foram obtidas podem ser vitos no apéndice.

5. Volte para o passo 2.

¢ Execute o algoritmo até obter convergéncia

O algoritmo deve ser executado até a convergéncia da cadeia para distribuicoes
estaveis. Depois disso obtemos amostras das distribuicoes a posteriori de cada

parametro, e inferéncia pode ser feita a respeito deles.

Para fazer previsao para valores futuros, basta adicionar um passo ao algoritmo des-
crito acima. Supondo X conhecido, e tendo gerado 5%, *@(1),...,v*O(T), 20 ¢
¢, geramos YW (2(T) + 6), YD (2(T) + 26),...,7D(2(T) + krd), para kr € Z* sufi-
cientemente grande, de acordo com a equacio (4.2). Dai, pode-se obter II¥(z(T) +
k6) =exp[y? (2(T) +k6) + BDX (2(T) +k6)], e AD (2(T) +k6) = p(2(T) + k5D (2(T) +
ko), para k =1,..., kp.

Geramos 20 k= 1,..., kr, de f(|[z(T) + (k —1)6], [AD(2(T) + (k —1)5)]), que pode
ser aproximada por uma densidade exponencial, usando a seguinte aproximacao para a

equagao (4.4):

Fa®|[2(T) + (k = 1)0), [AD(T) + (k= 1)8)]) = exp [~0AD(2(T) + (k —1)5)] .
(4.18)
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As geracoes sdo feitas sucessivamente, até obter 2*") < 2(T) + kd. O valor gerado

para z(T + 1) é dado por z(T + 1) = z*"),

Previsoes h passos a frente podem ser feitas de forma similar, gerando amostras

sucessivas de z(T'+ 1),..., 2(T + h).

4.3.2 Estimando parametros sob a abordagem 2

O algoritmo utilizado para obter amostras dos parametros do modelo para a segunda
abordagem é muito similar & usada na abordagem 1. As quantidades desconhecidas sao
as mesmas que tinhamos anteriormente: o, ¢, § e . O algoritmo de MCCM ¢é dado

abaixo:

e Dé valores iniciais para os parametros

Dé valores iniciais para os parametros 3, 0720 $©) e v*O) Faca i = 0.

e Amostre 3, 072 e ¢
Facai=1i+ 1. Os parametros 8%, 072 ¢ ¢(*) sao amostrados como no algoritmo
descrito na secao 4.3.1.

e Amostre v(t),t =1,....,T

A amostragem de v (¢),t = 1,..,T é feita de forma similar & da secio 4.3.1,
nao havendo aqui, entretanto, a necessidade de usar aproximacoes. Utilizamos o

seguinte algoritmo:
1. fagat =0
2. fagat =t+ 1set < T, caso contrario fim do algoritmo.

3. gere v (t) de uma N (7Y (t), h,), onde h, é a variancia que ajusta a razdo de

aceitacao.
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4. aceitamos a proposta para 7~ (¢) com probabilidade dada abaixo :

i (1, D00, A .00, )
R (70Dt + 1)y D (1), 1), 2D h(y =D ()0 (t — 1)7¢ 20))
onde h*(y(t)|) é a densidade da distribuicao f(y®(t)|-), definida em (4.14), avali-
ada em @ (¢).

5. Volte para o passo 2.

Fazer previsao para o nimero de casos em tempos futuros é trivial nesse caso. Para
gerar uma amostra de y(T' + 1), basta adicionar um passo no algoritmo. Supondo X
conhecido, e tendo gerado 3@, v (1), ..., yO(T), 02 e ¢, geramos v (T + 1) segundo
a equacdo 4.15, e obtemos ITI(T + 1) =exp[y® (T + 1) + BOX(T + 1)) e AT + 1) =
p(T+1DIID(T+1). Finalmente podemos gerar y® (74 1) de uma distribuicao de poisson,
definida na equagao (4.14), com Ay, = AD(T +1).

Previsoes h passos a frente podem ser feitas de forma similar, gerando amostras

sucessivas de y (T + 1), ...,y (T + h).

4.4 Analise de dados simulados

Nessa secao estudamos o efeito de agregar o processo resposta, através de um experi-
mento simulado, e validamos o algoritmo proposto comparando o valor verdadeiro dos

parametros com os estimados.

Considere o modelo descrito em (4.3). Para simular desse modelo ¢ necessario dis-
cretizar o tempo onde o processo é definido, em intervalos pequenos, tal que A(t) possa
ser considerado constante dentro de cada um deles. O conceito de ”intervalo pequeno”

nao é claro nesse contexto, e vai depender do processo que esta sendo descrito. Quanto
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mais alta a intensidade do processo, menor deve ser o tamanho de cada intervalo de forma

a assegurar uma aproximagao razoavel.

Simulamos uma realizagdo do processo durante 77 = 800 dias, supondo A(t) =
p(t)exp(y(t)) constante para cada intervalo de hora t = 1, ..., 19200, que é uma aproxi-
macao razoavel para o processo aqui gerado. Varidveis explicativas nao foram incluidas
nesse modelo. A intensidade populacional p é definida pela combinagao linear de senos e
cossenos, com periodicidade de sete dias, e considerada conhecida nessa analise. Os ou-
tros parametros sao especificados por 02 = 2, ¢ = 200, e o processo (t),t = 1,- - -, 19200
é simulado recursivamente segundo as distribuicoes 7 e (v*(¢t)|y*(t — 1), 0, ¢) dadas em
(4.5). A Figura 4.1 mostra exp(y(t)) e p ao longo do tempo, assim como intensidade

resultante do produto dessas séries, A, mostrando alta correlacao entre exp(7y) e A.

O processo simulado originou T=6855 casos. Nosso objetivo nessa analise é com-
parar a inferéncia feita sob as Abordagens 1 e 2 descritas na secao 4.2. Para isso
vamos definir z(i) como sendo o tempo de observacdo do caso i, i=1,...,T, tal que
z=(2(1),2(2),--+,2(T)); y1(j) é definido como o ntimero de casos no dia j, j = 1, ..., T,
tal que y1 = (y1(1),1(2), - -, y1(T1)); e finalmente definimos y, como o ntimero de casos

na semana k, k = 1, ..., Ty, tal que yo = (y2(1),y2(2),- -, y2(132)) e Tp, = 114.

A modelagem é feita para trés casos, primeiramente considerando z conhecido (abor-
dagem 1), depois considerando z desconhecido e y; conhecido (abordagem 2.1), e por fim
considerando apenas ¥, conhecido (abordagem 2.2). A seguir temos os resultados obtidos

em cada caso.
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4.4.1 Modelando z - abordagem 1

Suponha que z, os tempos de ocorréncia dos casos de interesse, sao observados, de modo
que ¢ possivel trabalhar com respostas continuas. O modelo proposto para z é especificado
pelas equagoes (4.4) e (4.5), e os parametros sao estimados usando os métodos de MCCM
descritos na se¢ao 4.3, considerando as prioris definidas na secao 4.2.1, com parametros

escolhidos de forma que elas nao sejam muito informativas:

0 ?~G(0.1,0.1) ¢~ U(0,1000)

As estimativas para os parametros o2 e p, obtidas pela média das suas respectivas
amostras da posteriori, sdo dadas por 62 = 2.22 e p = 199.07. A figura 4.2 apresenta os
histogramas das amostras da posteriori obtidos para esses parametros, mostrando que ha

uma grande massa de probabilidade ao redor dos valores verdadeiros, 0% = 2 e p = 200.

A Figura 4.3 mostra a trajetéria do processo v (verdadeiro) no tempo, com os in-
tervalos de credibilidade de 95% da amostra a posteriori desses parametros. O intervalo
contém a maioria dos valores verdadeiros, com excessao de alguns pontos, que estao em
sua maioria abaixo de -4. A justificativa para isso estd no fato de que hé menos infor-
macao nos dados que correspondem a trajetoria da intensidade do processo quando esta

apresenta valores baixos, visto que intensidades baixas tipicamente geram poucos casos.
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Por fim apresentamos resultados de predi¢ao para o nimero de ocorréncias nas 2184
ultimas horas (13 tltimas semanas), supondo na analise que esses valores sdo desconheci-
dos. A Figura 4.4 mostra os valores verdadeiros e o Intervalo de credibilidade de 95%
obtido sob dois diferentes cenarios. Primeiramente sem atualizar a informacao recebida,
ou seja, os valores observados permanecem constantes (cendrio A). No segundo caso o
algoritmo é atualizado a cada novo caso registrado (cenério B). Podemos ver pela figu-
ra que sob o cendrio A a maioria do nimero de casos obtidos nas primeiras 500 horas
nao esta contida nos intervalos de credibilidade, mostrando a inadequacao do modelo
para prever mudancas no processo muitos passos a frente. A previsao sob o cenario B
se mostra bem mais eficiente, dando origem a intervalos de credibilidade que contém a

grande maioria dos valores reais.

cenario A

15

ncasos
10

0 500 1000 1500 2000

tempo em horas

cenario B

15

ncasos
10

J‘w:um [

1500 2000

tempo em horas

Figura 4.4: Previsao para o numero de casos nas 1008 tltimas horas geradas sob as

abordagens A e B
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4.4.2 Modelando y; - abordagem 2.1

Vamos supor agora que os tempos de observacao z sao desconhecidos, mas observa-se o
ntmero de casos ocorridos a cada dia yi(j), j=1,...,800. O modelo proposto para y; é
especificado pelas equacoes (4.14) e (4.15). Note que o parametro ¢ nao mais corresponde
ao ¢ especificado na geracao dos dados e na abordagem 1. Portanto vamos chamar esses
parametro de ¢1, com indice 1 indicando que os dados foram agregados em um periodo
de 1 dia. ¢; é dado por ¢/24, visto que os dados agora sao agregados a cada 24 horas.

O parametro o? permanece o mesmo.

As prioris sao especificadas como na abordagem anterior, com excessao da priori para
¢1, que agora é uma uniforme no intervalo (0, 1000/24). As estimativas para os parametros
o% e ¢, dadas pela média das suas amostras a posteriori, sao 62 = 2.45 e (ﬁl = 14.83, que
corresponde a qg = 355.92. Essas estimativas estao mais longe dos valores reais que as
estimativas obtidas pela abordagem 1, o que é uma consequéncia da perda de informacao
pela agregacao dos dados. Comparando os histogramas das amostras da posteriori obtidos
anteriormente com os obtidos nessa analise (para 02 e ¢ = 24¢),), apresentados na figura
4.5, podemos ver ainda mais claramente a consequéncia da agragacao. Os histogramas
agora estao mais espalhados, e as estimativas, consequentemente, menos precisas. Sendo

assim, o processo de Cox é melhor estimado sob a abordagem 1.

A figura 4.6 mostra a trajetéria do processo 7y agregada por dia (77), e os intervalos
de credibilidade de 95% obtidos nessa anélise. Como no caso anterior, a grande maioria

dos valores reais esta contida nos intervalos.
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A predigao para os tltimos 91 dias (que correspondem as 2184 tltimas horas e 13
ultimas semanas) foram feitas e comparadas com as previsoes feitas sob a abordagem 1
agregadas por dia. As Figuras 4.7 e 4.8 mostram essa comparacao para os dois cenérios
considerados anteriormente: (A) quando a predicao é feita baseada em dados observados
no passado, e que nao sao atualizados no tempo, e (B) quando ela é feita baseada em
dados atualizados (a cada evento na abordagem 1, e a cada dia na abordagem 2.1). Os
graficos novamente mostram que previsoes sem atualizacao dos dados observados sao
muito pobres. O intervalo de confianga obtido com atualizagoes em tempo continuo
(abordagem 1) se mostra mais apertado em torno dos valores reais quando comparado
ao intervalo obtido com atualizacoes didrias, retratando a maior precisao obtida com a

maior quantidade de informacao vinda dos dados desagregados.
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4.4.3 Modelando iy, - abordagem 2.2

Nesse caso, as variaveis resposta observadas sao o nimero de casos ocorridos a cada se-
mana y(7), j=1,...,114. O modelo proposto para ys é o mesmo especificado na abordagem
2.1, dado pelas equagoes (4.14) e (4.15). Agora o parametro ¢ serd chamado de ¢, com
indice 7 indicando que os dados foram agregados em um periodo de 7 dias. ¢; é dado

por ¢/168, ja que nesse cado os dados sao agregados a cada 168 horas.

As prioris sao especificadas como nas abordages 1 e 2.1, exceto a priori para ¢r,
que ¢é especificada como sendo uma uniforme no intervalo (0,1000/168). Amostras das
distribuicoes a posteriori dos parametros sao obtidas pelo algoritmo descrito na secao 4.3.
As médias a posteriori obtidas para os parametros o2 e ¢; foram 62 = 2.34 e ng57 =242,
correspondendo a qg = 406.56. A estimativa de ¢ ficou mais distante do valor real que a
obtida pela abordagem 2.1, mas o mesmo nao ocorreu com o parametro o2. Comparando
os histogramas das amostras da posteriori desses parametros, dados na figura 4.9, com
os histogramas obtidos pela abordagem 2.1, podemos ver que o histograma de o2 ¢é
bastante similar ao da figura 4.5, apresentando uma cauda direita ligeiramente maior.
O histograma de ¢ esta ainda mais espalhado, e centrado em valores mais distantes do
valor real. Esse fato retrata a menor quantidade de informacao contida em 5 em relacao
a y;. Vale lembrar que a agregacao de z para y; é de ordem 24, enquanto a agregacao de

11 para ys € de ordem 7. Sendo assim, é esperado uma maior diferenca na qualidade dos

resultados obtidos segundo a abordagem 1 em relacao as demais abordagens.

Na figura 4.10 temos a trajetéria do processo v agregada por semana (77), com 0s
intervalos de credibilidade de 95% obtidos pela amostra a posteriori desses parametros.

Também nesse caso a maioria dos valores reais estd contida nos intervalos.

A intensidade do processo A estimado é comparada na Figura 4.11 (no log) com a
intensidade A estimadas pelas abordagens 1 e 2.1, apds serem feitas as devidas agregacoes.

Os pontos no grafico representam os valores reais. As linhas verde, vermelha e azul sao os
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resultados obtidos respectivamente pelas abordagem 1, 2.1 e 2.2. O resultado reportado
na figura mostra existir muito pouca diferenca entre as abordagens quanto a estimagao
de A, sendo as trés "linhas” quase indistintas na maior parte da trajetoria do processo.
Resultados similares foram obtidos comparando o processo estimado para A agregado
por dia, sob as abordagens 1 e 1.2. Podemos concluir que se a finalidade é a de estimar
a média do processo em uma determinada agregacao, nao é vantagem estima-lo a nivels

mais desagragados.

Finalmente fazemos a comparacao da predicao do ntimero de casos a cada semana
utilizando as abordagens 1, 2.1 e 2.2, e para os cenarios A e B. A figura 4.12 mostra
essa comparacao, e por ela podemos concluir o mesmo que ja havia sido observado na
comparagao entre as abordagens 1 e 2.1 para as previsoes a nivel didrio: as previsoes sob
o cenario A sao extremamente pobres, e as previsoes sob o cendrio B sao melhores sob a
abordagem 1. Nao hd muita diferenca, entretanto, nas previsoes feitas sob as abordagens

2.1e2.2.
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4.5 Analise de casos de doencas gastro-intestinais

4.5.1 Motivacao e analises preliminares

O projeto AEGISS (Ascertainment Enhancement of Gastrointestinal Infection Surveil-
lance and Statistics) vem sendo desenvolvido através de uma colaboragao entre cinco
autoridades de saude na Gra-Bretanha: o ”Wessex Primary Care Research Network” as-
sociado a comités médicos locais; o Departamento de Saide Ambiental; as Universidade
de Lancaster e Southampton; e o servigo de satde publica. Esse projeto é patrocinado

pela Ageéncia de Padroes de Alimentares e pelo Departamento de Satde.

O objetivo do AEGISS é reduzir a ocorréncia de infeccoes gastro-intestinais na co-
munidade, através de melhorias na qualidade de informagao sobre a ocorréncia de casos,
assim como proporcionar o fornecimento mais rapido dessas informagoes para analise. Os
médicos do servigo de saude ptublico sao informados sobre casos suspeitos de intoxicacao
alimentar, de forma que eles podem investigar a fonte e evitar que outras pessoas sejam
infectadas. Os agentes de saide sao instruidos para reportar o nimero de incidéncia
diariamente. A pesquisa de rotina requer um compromisso entre a sensibilidade e a es-
pecificidade de deteccao, e a qualidade dos dados derivados da rotina diaria de atividades
clinicas. Infelizmente os métodos atuais dao origem a informacao variavel e podem levar
muito tempo para atingir as autoridades de saude publica. Dessa forma a investigacao é
atrasada deixando a fonte de infeccao se espalhar. Outra limitagao dos dados é o tempo
decorrido entre a intoxicacao do individuo e o momento em que o caso foi efetivamente

reportado.

Uma fonte de dados nesse projeto é o NHS Direto, que é um servico de coleta de dados
através de ligagoes 24 horas. Nesse trabalho analisamos parte dos dados do NHS Direto
que cobre o condado de Hampshire e inclui um total de T" = 6754 casos reportados de

janeiro de 1992 a dezembro de 1993. Anadlises de casos no tempo e espago podem ajudar
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a identificar mudancas no padrao de ocorréncia de infecgoes gastro-intestinais e a causa
potencial de problemas emergentes, melhorando atividades de intervencao e prevencao,
e limitando o alastramento de doencas gastro-intestinais a um periodo mais curto do que
¢ atualmente possivel. Nessa pesquisa nos limitamos a modelar a variacao temporal dos
casos reportados, sendo possivel considerar o caso espago-temporal usando uma extensao

do modelo proposto.

A Figura 4.13 mostra o nimero de casos na regiao de interesse ao longo do tempo. O
maior nimero de casos foi reportado no dia 29 de de dezembro de 1992, com 29 casos.
A Figura 4.14 mostra o histograma da contagem diaria, mostrando que na maioria das

vezes foram reportados de 5 a 10 casos.
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MLG) para os indicadores no dia da semana de segunda a domingo.

Analises exploratorias mostram que a incidéncia de casos aumenta nos fins de semana.
H4 um aumento no ntimero de casos de sexta-feira para sabado, e 0 mesmo ocorre de
sabada para domingo. A incidéncia decresce de domingo para segunda-feira, e novamente
de segunda para terca-feira, se mantendo estavel até sexta-feira. A Figura 4.15 mostra os
coeficientes obtidos no ajuste de um MLG de poisson aos dados de contagem (y) usando
como variaveis explicativas indicadores do dia da semana. FKEsses indicadores recebem

valor 1 se a contagem foi feita no dia da semana em questao, e zero caso contrario.

4.5.2 Modelagem e resultados

Seja y(t) o ntmero de casos observados no dia ¢, t = 1,...,730. Assumimos que y =
(y(1),y(2),...,y(730)) segue um processo de Cox, e o modelo para y é definido pelas
equagoes (4.14) e (4.15). A intensidade populacional p nao é conhecida nesse caso, e
supomos razoavel considera-la constante no tempo ao considerarmos os indicadores de dia
da semana como variaveis explicativas. Assim, definimos a intensidade do processo como
sendo A(s) =exp[y(s) + X (s)],s € (1,730), sendo a versao discretizada A,,, dada por
Aape(t) =exp[y(t) + BX(t)],t = 1,...,730. X (t) é definido pela colegao de indicadores do
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dia da semana X (t) = (SEG(t),TER(t), QUA(t),QUI(t), SEX(t),SAB(t), DOM(t)),

sendo (3, portanto, um vetor de tamanho 7.

Num segundo exercicio, trabalhamos com uma versao desagregada de y, com a geragao
de tempos de observacao z = (2(1), 2(2), ..., 2(T")) a partir da suposigao de que dados sdo
reportados uniformemente ao longo de cada dia. Essa suposicao foi usada para uma
simples ilustracao do processo continuo, sendo necessario um estudo mais aprofundado

para se obter uma suposicao realista.

Com base nos dois conjuntos de variaveis resposta, z e y, o modelo proposto foi
estimado sob as abordagens 1 e 2, respectivamente, considerando as mesmas distribuicoes

a priori definidas no exercicio com dados simulados com frequencia diaria, ou seja,

0?2~ G(0.1,0.1) ¢~ U(0,1000/24),

sendo que nesse caso ¢ é o parametro que controla o decaimento da correlacao temporal
em ambas as abordagens, visto que as varidveis resposta estao na mesma unidade de

tempo.

A Figura 4.16 mostra os histogramas das amostras das distribui¢oes a posteriori dos
parametros o e ¢. Podemos ver que, ao contrario do que ocorreu para os dados simulados,
nao houve grande diferenca aqui entre os resultados obtidos pelas diferentes abordagens.
Isso retrata o fato de que nao ha perda de informacao quando agregacoes sao feitas em

intervalos cuja taxa de incidéncia de eventos é constante.

A Figura 4.17 apresenta os intervalos de 95% de credibilidade obtidos sob as duas
abordagens para os parametros (3, mostrando que o modelo (nos dois casos) capturou
o efeito dos dias da semana observado pela analise exploratoria de dados feita na segao
4.5.1. Podemos ver que ha um aumento significativo do parametro § a medida que nos

afastamos do meio da semana.
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Figura 4.18: Intervalos de 95% de credibilidade da trajetdria do processo A e nimero de

casos observados por dia: (A) do dia 1 a 365; (B) do dia 366 a 730.

Na Figura 4.18 temos o intervalo de 95% de credibilidade da trajetéria do processo
A (agregado por dia), estimado sob a abordagem 2, sendo comparado com o numero de
casos observados por dia. Podemos ver que na maioria das vezes a contagem observada
entd dentro do intervalo, mostrando uma ajuste adequado. O intervalo obtido sob a
abordagem 1 é bastante similar ao apresentado na Figura 4.18, e por isso nao foi incluido

aqui.

Por fim, a previsao para o ntiimero de casos para os 10 ultimos dias (no modelo estima-
do excluindo esses valores) é mostrada na Figura 4.19, baseada em dados atualizados (a
cada evento na abordagem 1 e a cada dia na abordagem 2). Como a previsao baseada em
dados nao atualizados se mostrou muito ineficaz na analise de dados simulados, ela nao
foi considerada nessa aplicagao. Podemos ver pelo grafico que também aqui a previsao
feita sob a abordagem 1 é superior a feita sob a abordagem 2, visto que as atualizagoes

sao feitas com mais frequencia.
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4.6 Conclusao

O processo de Cox é bastante utilizado para tratar a variagdo temporal (e/ou espacial)
na incidéncia de eventos, como por exemplo a incidéncia de doencas. Para fazer a es-
timacgao do processo idealmente teriamos os préprios tempos de observacao de eventos
como variaveis resposta, de forma a nao haver perda de informacgao por parte das obser-
vacoes. Em dados reais, entretanto, observa-se em geral o nimero de casos agregados
em intervalos de tempo, como o nimero de ocorréncias por dia, semana, més, ano, e
etc. Nesse capitulo analisamos a estimacao e previsao do processo de Cox no tempo, sob
o ponto de vista Bayesiano, considerando duas abordagens distintas: (1) varidveis re-
sposta continuas (tempos de observagao); e (2) variaveis resposta discretas (observagoes
agregadas em intervalos de tempo). Um dos nossos objetivos com essa andlise é de com-
parar os resultados obtidos sob as duas abordagens, estudando os efeitos da agregacao

na estimacao do modelo e previsao de valores futuros.

Para essa andlise foi feito um estudo simulado, onde um processo de Cox continuo no

tempo foi gerado durante um periodo de 800 dias, dando origem a 6855 casos. A mo-
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delagem ¢ feita para trés casos, primeiramente considerando os tempos de observacao z
conhecidos (abordagem 1), e depois considerando apenas as contagens de eventos por dia

(y1), e por semana (y2) conhecidas (abordagens 2.1 e 2.2 respectivamente). Obtivemos

2

melhores estimativas (mais préximas dos valores reais) para os parametros o° e ¢, que

definem o processo temporal 7, sob a abordagem 1. Os histogramas obtidos das amostras
a posteriori desses parametros também estao mais concentrados ao redor dos seus respec-
tivos valores reais sob essa abordagem. Podemos concluir que os parametros do processo
de Cox sao melhor estimados quando hd mais informagao nos dados observados (abor-
dagem 1). As estimativas e histogramas de o2 e ¢ obtidos sob as abordagens 2.1 e 2.2
estao menos distantes entre si, visto que a agregacao feita de y; para yo € bem menor que
a feita de z para y;. Entretanto, comparando estimativas feitas para o processo A sob
as trés abordagens, concluimos que se o interesse ¢ de estimar pontualmente a média do
processo para uma determinada agregacao temporal, nao é vantagem estima-lo a niveis

mais desagragados.

Também com base nas trés abordagens consideradas para os dados simulados, foram
feitas previsoes futuras sob dois cendrios distintos: (A) quando a predigao é feita baseada
em dados observados no passado, e que nao sao atualizados no tempo, e (B) quando ela é
feita baseada em dados atualizados (a cada evento na abordagem 1, a cada dia na abor-
dagem 2.1, e a cada semana na abordagem 2.2). As previsoes feitas sem atualizagdo dos
dados observados é muito ruim independente da abordagem utilizada, mostrando mais
uma vez que a modelagem autoregressiva de primeira ordem para descrever a variacao
do processo nao é adequada para fazer previsoes para um futuro pouco préximo. As pre-
visoes obtidas com a atualizagoes dos dados observados foram melhores sob a abordagem

1, devido ao maior nimero de informacao utilizada nas previsoes para esse caso.

Finalmente o modelo foi aplicado a dados de infecgoes gastro-intestinais na Inglaterra,
sendo o numero de casos da doenca registrados diariamente, durante um periodo de 730

dias. Como uma ilustracao, trabalhamos também com uma versao desagregada desse
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conjunto de dados, com a geracao de tempos de observacao a partir da suposicao de que
dados sao reportados uniformemente ao longo de cada dia. Varidveis indicadoras do dia
da semana foram utilizadas como variaveis explicativas, visto que analises exploratérias

mostraram haver maior incidéncia de eventos no final de semana.

Os resultados obtidos na aplicagao mostram pouca diferenga na estimagao dos parametros
do processo, provalvelmente devido a desagregacao dos dados nao ter sido feita de forma
realista. Seria necessario um estudo mais aprofundado sobre o processo de coleta dos
dados para fazer uma suposicao mais adequada sobre a distribuicao dos casos ao longo

do dia.
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4.7 Apéndice - aproximacao usada na geracao de v

no algoritmo de MCCM sob a abordagem 1

Seja [t — 1,t+ 1] o intervalo fechado dos valores de v entre os pontos z(t —1) e z(t + 1),
ou seja, Y[t —1,t+1] = [y*(t—1),v*(t+1)]. Vamos definir v~ [t — 1, ¢+ 1] pelo intervalo
igual a Y[t — 1,t + 1], excluindo o ponto v*(¢), tal que {9t — 1,t + 1),7*(t)} =
[v*(t —1),7*(t + 1)]. Vamos definir também ~*(—¢) como sendo o conjunto [y(0),~(T)]

menos o ponto y*(t).

7*(t) s6 depende de v*(—t) e z através de 4Ot — 1,¢ 4+ 1], 2(t — 1), z(¢) e z(t + 1).
Dessa forma, a aceitacdo do passo de v*(=1(¢) para v*((t) sé depende da densidade
FOy®))z(t — 1), 2(¢), 2(t + 1), 7" (=t)[t — 1, t + 1], 6@, 62@)). Usando o teorema de Bayes
e notando que dado v*(=9[t — 1, ¢+ 1], v*(t) nao depende de z(t — 1) e z(t + 1), temos o

seguinte resultado:

FO @)=t = 1), 2(t), 2(t + 1), 7" (=)t = 1,t + 1], 6,07)
Fl@)(t —1),2(t+ 1)t = 1Lt + 1], 6,05 f (" (1) (1)t — Lt + 1], 6,0%) (4.19)

Como v é uma funcao continua, temos que

Sendo assim, podemos escrever (4.18) como:

FOr@la(t = 1), 2(), 2(t + 1), 7" (=0)[t = 1,t +1],6,0%) o
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fz)|z(t — 1), 2(t + 1), 9]t — 1,t + 1], ¢, 0?),

onde

fz)|z(t — 1), 2(t + 1), 9]t — 1,t + 1], 6, 0%)

Il
VR
———
=R
=
=
-
—
V2]
S~—
QL
w
~
N
——
= A
~ T+
+
=
V2]
w
~

z(t)

oxp | —[2(t) — 2(t — 1)] ( / . A(s)dsﬂ exp [—[z(t 1) — 2(8)] < / ::“) A(s)dsﬂ

Avaliar essa densidade nao é trivial, e por isso é necessario usar uma aproximacao
para tal. Uma solugdo seria particionar y[t — 1,¢ + 1] em intervalos menores, e supor
que vy é constante dentro de cada um deles. Aqui propomos uma alternativa simplificada
porém eficaz, que é considerar uma transicao linear entre A(z(t—1)) e A(z(t)). Propomos

a seguinte aproximacao:

—AGEE) FACEE=D)] [ Z[AGE) + AGE - 1)]

Fa®)z(t —1),7,¢,0%) ~ 5 exp 5 (2(t) = 2(t = 1))] -

A distribuigao f(y*(t)|z(t — 1), 2(¢), 2(t + 1), v*(—t)[t — 1,¢ + 1], ¢, 0?) é proporcional
a f(z(t)|z(t—1),2(t+1),y[t —1,t+1],¢,0?), e portanto sua densidade avaliada em ~*(t)
pode ser aproximada pela funcio h'(v*(t)|2(t), 2(t = 1), z(t+ 1), v*(t —1),y*(t +1), ¢, 02),
dada por:

v o
“AG(0) + Al = D) [—AG() + Al = 1)
[ 2 (0 - st~ 1)].

. l—[A(z(t + 1;) HAGON L z(t))]

Essa equacao é usada para testar o movimento de um passo para o outro na cadeia.

Aceitamos o valor gerado para 7*)(¢) com probabilidade:
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(1 PO OWIED, 2= 1), 20+ 1.7 O = ), 5D 4+1), 60, 02)
P ED@]2(0), 2(E = 1), 2(E + 1), 7O — 1), 76D (E + 1), 60, 070)
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Capitulo 5

Extensoes e conclusoes

Esse capitulo estd dividido em duas segoes. Na secao 5.1 apresentamos possiveis ex-
tensoes para as modelagens propostas nos capitulos 2, 3 e 4, extensoes estas que podem
ser usadas como base para o desenvolvimento de pesquisas futuras na area de modelos es-
paco-temporais. Na se¢ao 5.2 apresentamos as conclusoes gerais, resumindo os princpais

resultados obtido nesse trabalho.

5.1 Extensoes

Uma série de hipdteses simplificadoras foram consideradas nas andlises aqui realizadas.
Uma delas é considerar que os processos espago-temporais continuos (objetos de estudo
nos capitulos 2 e 3), ou uma determinada transformacao dos mesmos, sao gaussianos. A
hipotese de campos aleatorios gaussianos prevalece na geoestatistica classica, e também
nas abordagems Bayesianas de predicao espacial, como pode ser visto em Brown, Le, e
Zidek (1994), Gaudard, Karson, Linder e Sinha (1995), Handcock e Stein (1993), Hand-
cock e Wallis (1994) e Kitanidis (1986). Entretanto, muitos conjuntos de dados ambi-

entais possuem caracteristicas fortemente nao gaussianas, como serem nao negativos, e
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terem distribuicao assimétrica, geralmente com caudas pesadas.

Muitas vezes aplicar transformacoes como "raiz quadrada” ou "log” nao é um método
eficaz para aproximar os dados observados a um conjunto de dados com distribui¢ao nor-
mal. Uma forma natural de tratar a nao-normalidade dos dados é assumir que o campo
aleatério de interesse é resultado de uma transformacao nao linear desconhecida de um
campo aleatério gaussiano, como proposto por De Oliveira, Kedem e Short (1997). A
familia de transformacgoes mais utilizada é a de Box-Cox (Box and Cox, 1964), frequente-

mente usada para "normalizar” dados positivos:

-1
, se A#0
ga(x) = ’
log(x), se A=0

Outros exemplos de familias de transformacao podem ser vistos em Aranda-Ordaz

(1981), Manly (1976) e Sweeting (1985).

A predicao é entao feita para um campo aleatorio gaussiano transformado, com a
transformacao utilizada pertencendo a uma determinada familia paramétrica de trans-
formacoes. A proposta é de estimar os parametros da transformagao conjuntamente com
os parametros do modelo. Em alguns casos, entretando, nao é possivel levar dados nao-
normais a normalidade através de transformacao. Nesse caso a nao normalidade pode ser
tratada através da definicao de distribuicoes dentro da familia exponencial, assim como
foi feito no capitulo 4 dessa tese. Um caso tipico para a uso dessa abordagem é o de
dados de contagem, que geralmente sao especificados como realizacoes da distribuicao de

Poisson.

Hipéteses simplificadoras também foram utilizadas na especificacao de estruturas
de correlacao espacial nos capitulos 2 e 3. Sao elas hipdteses de homoscedasticidade
(0; = 0,Vi), estacionariedade e isotropia. Trabalhamos aqui com a familia exponencial
de poténcia (De Oliveira et al., 1997), pressupondo uma estrutura de correlagao esta-

ciondria e isotrépica. Muitas outras possibilidades podem ser exploradas para abordar
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a variagao espacial dos dados. Outras familias de fungoes de correlagao que satisfazem
essas propriedades sao a familia esférica (Wackernagel, 1995) e a familia Matérn (Matérn,

1986), entre outras.

Provavelmente o método mais estudado para processos espaciais nao estaciondarios e
anisotrépicos é a abordagem de deformagao de Sampson e Guttorp (1992). Eles intro-
duzem uma abordagem nao paramétrica para a estimacao de estruturas de covariancia
espaciais para um processo Z(s,t) observado repetidamente nos tempos t (t=1,...,T) para
um numero finito de estagoes de monitoramento s (s=1,...,N) no plano. Primeiramente
define-se a fungao de correlacao do processo espacial referente a um espaco latente, de-
notado por D, onde se aplicam estacionariedade e isotropia. O espago das estagoes de

monitoramento originais é chamado de G.

Seguindo essa idéia, Schmidt e O’'Hagan (2003) propoem uma abordagem Bayesiana
na qual o mapeamento entre os espagos G e D é representado por uma fungao d(.). Eles
definem um processo gaussiano como priori para d(.), e usam o método MCCM para

obter amostras das distribuigoes a posteriori dos parametros do modelo.

O modelo proposto no capitulo 3 é uma extensao do modelo proposto no capitulo
2 onde os coeficientes de regressao variam tanto no espago quanto no tempo. Entre-
tanto, a estrutura de correlacao espacial proposta no capitulo 3 para tratar a variacao
dos parametros de regressao nessa dimensao ¢ por hipétese constante, ou seja, todos os
parametros do modelo tém, supostamente, a mesma estrutura de correlagao espacial.
Essa suposicao em geral nao é realista, visto que a natureza da variacao espacial do
efeito de cada covaridvel e do intercepto nao é a mesma. Da mesma forma, muitas vezes
pode nao ser razoavel supor que a estrutura de correlagao seja a mesma para diferentes
variaveis resposta. Uma generalizagao para os modelos propostos no capitulo 3 é a de
considerar diferentes estruturas de correlacao espacial para cada coeficiente que varia
nessa dimensao. Uma limitagao dessa extensao é a dificuldade de estimar parametros de

uma matriz de correlacoes espacialmente estruturada quando temos pouca quantidade de
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informacao sobre a variagao espacial. No caso da aplicacao feita no capitulo 3, dados sao
observados em apenas 7 estagoes de monitoramento, sendo portanto dificil, nesse caso,
estimar uma estrutura espacial distinta para cada coeficiente do modelo. Uma alterna-
tiva para isso é a de explorar similaridades entre as estruturas, supondo, por exemplo, o
mesmo decaimento mas variancias distintas para cada caso. Outra extensao que pode ser
feita para a modelagem proposta no capitulo 3 é através da especificagao de estruturas de

dinamicas temporais mais elaboradas para explicar a variacao dos coeficientes no tempo.

Uma extensao para a modelagem proposta no capitulo 4 pode ser feita para acomodar
observacoes feitas nao apenas no tempo, mas também no espaco, levando em consideragao
a correlacao existente nessas duas dimensoes. Para tal, a funcao de intensidade A do
processo, definida em 4.1, passa a ser varidvel também no espaco, podendo ser escrita

Ccomao:

At,s) = p(t,s)l(t,s), t€ Rt seR%. (5.1)

onde p(t, s) é conhecido, e TI(t, s) =exp[y(t, s) + BX(t, s)].

O processo y(t, s) é uma generalizagdo do processo (t), cuja estrutura de correlagao
é definida na equagao 4.2. Uma possivel forma de modelar (¢, s) é através da hip6tese de
separabilidade nas dimensoes espaco/tempo, levando a y(t,s) = 71(t)7y2(s). O processo
71 (t) pode ser definido por uma estrutura similar a definida para ~(t) na equagao (4.2).
Uma possivel especificagao para v»(s) é assumir que esse parametro é um campo aleatorio
gaussiano, com func¢ao de correlagao paramétrica. Dessa forma é facil fazer interpolagao
espacial e previsao no tempo para o processo y(t, s), e previsao e interpolagao para I1(¢, s)
podem também ser feitos de forma analoga a previsao feita para os modelos propostos

no capitulo 4.

Brix e Diggle (2001) propéem um processo espacial de Ornstein-Uhlenbeck, que sao
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uma classe flexivel de processos gaussianos continuos espaco-temporais, para descrever
a variacao de (t,s) no tempo e espago. Por essa abordagem a fungao de covariancia

incondicional de v pode ser escrita como

cov{y(t1, s1),V(t2, 82)} = o?eap{—B(ta — t1)}r(s1,82;0), t1 <ta, s1,80€J (52)

onde B é uma matriz nao singular, e r denota a funcao de correlacao espacial indexada
por um ou mais parametros ¢. Quando é feita a suposicao de que a fungao de covariancia

é separdvel no espago/tempo, B = 3 é um escalar.

Inspirado nas modelagens feitas nos capitulos 2 e 3, também podemos supor que
nesse modelo os coeficientes ligados aos processos explicativos variam no tempo/espago.
A proposta é definir I1(¢, s) =exp[y(t, s) + 5(t, s) X (¢, s)]. B(t,s) pode ser modelado como
os coeficientes de regressao da modelagem proposta no capitulo 3, por exemplo, tendo
estrutura de evolugao dinamica no tempo e correlagao espacial definida por uma estrutura

paramétrica.

As extensoes aqui descritas sao apenas uma amostra da infinita gama de possibilidades

para extender os modelos propostos e analisados nesse trabalho.

5.2 Conclusoes

Nesse trabalho foram feitas trés diferentes andlises de modelos para tratar processos
humanos e ambientais, observados ao longo do tempo e ou espago. O objetivo foi de
propor abordagens que levassem em consideracao a estrutura de dependéncia dos dados

nessas duas dimensoes.

Os modelos propostos sao estruturados da forma hierarquica e apresentam parametros

variando no tempo/espago. A variacao temporal é definida através da especificagao de
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estruturas dinamicas no tempo, enquanto a variagao espacial é definida através de funcoes
de correlacao paramétricas sob a suposi¢ao de que os parametros sao um campo aleatorio

gaussiano.

Na primeira proposta foi feito um estudo da incorporacao de incertezas em um mo-
delo de regressao que permitia que tanto o intercepto quanto o coeficiente angular vari-
assem no espago, extendendo os modelos propostos em Paez e Gamerman (2003). Nessa
pesquisa analisamos dados simulados, onde além da incorporacgao da variagao espacial nos
parametros de regressao, a incorporagao de incertezas no modelo foi analisada através
da comparacao da interpolagao espacial nos casos onde as covaridveis eram (1) conheci-
das para todo o espaco de interesse, e (2) conhecidas em apenas um conjunto de pontos.
As superficies interpoladas sob esses dois cendrios apresentaram padroes similares, porém
com maior precisao por parte da andlise feita baseada no conjunto de dados mais informa-
tivo (varidvel explicativa conhecida em todo o espago). Além disso andlises foram feitas
com base em diferentes padroes amostrais de observacao no espaco, onde comparamos
resultados obtidos por amostras ordenadas e aleatérias de tamanho 25 e 81. A vantagem
de se trabalhar com amostras de tamanho 81 foi evidente para a maior parte dos casos
analisados, mas a vantagem de se trabalhar com dados ordenados foi apenas percebida
na interpolacao do processo X, que é, ao contrario dos coeficientes de regressao, replicado

no tempo.

Nessa andlise também foram comparadas diferentes especificacoes das distribuigoes a
priori para os parametros dos campos aleatorios gaussianos, visto que estes sao em geral
parametros de dificil estimagao. Nesse estudo pudemos concluir que ha uma melhora
substancial na estimacao das variancias do processo quando prioris centradas em va-
lores estimados por analises preliminares sao utilizados, quando comparada a estimacao
cosiderando prioris nao informativas. Nao existe vantagem, entretanto, em considerar

prioris altamente informativas centradas nessas estimativas preliminares.
A aplicagao feita para a primeira modelagem proposta foi a analise de um conjunto de
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dados de poluicao na Regiao Metropolitana do Rio de Janeiro. Nessa andlise tinhamos
como variavel resposta a raiz quadrada de niveis de concentracao de P M, observado em
diferentes locais no espaco e periodos de tempo, e como variaveis explicativas indicadores
do dia da semana e a temperatura maxima diaria. O modelo proposto extende o modelo
de Paez e Gamerman (2003), permitindo que nao sé o intercepto varie no espaco, mas
também o coeficiente da temperatura. Como resultado obtivemos superficies interpoladas
com um padrao parecido para o intercepto e coeficiente de temperatura, concluindo,
como em Paez e Gamerman (2003), que os niveis de PMj, sdo geralmente mais baixos

no sudeste da area de estudo.

A segunda proposta pode ser vista como uma extensao dos modelos da primeira
proposta, onde os parametros de regressao variam nao somente no espago mas também
no tempo. Além disso ela abrange o caso de respostas multivariadas. O modelo proposto
aqui é uma restrigao do modelo proposto por Landim e Gamerman (2000), onde impomos
uma estrutura paramétrica para as matrizes de covariancia que expressam a variacao

espacial presente nos coeficientes.

Um algoritmo de MCCM foi proposto para estimar os parametros do modelo e fazer
previsoes para tempos futuros e interpolacao espacial. Para validagao desse algoritmo
trabalhamos com um conjunto de dados simulados com duas varidveis resposta e uma
variavel explicativa em 100 locais igualmente espacados e 70 periodos de tempos. A
inferéncia sobre os parametros foi feita com base em 25 locais no espaco e os 60 primeiros
periodos de tempo, com objetivo de interpolar o processo nos locais restantes e 10 tltimos
periodos de tempo, e comparar com os valores reais. Os resultados obtidos na estimagao
dos parametros do modelo foram em geral satisfatérios. Para um periodo de tempo fixo,
as superficies interpoladas dos coeficientes de regressao nao apresentaram um padrao
similar ao verdadeiro. Apesar disso o padrao das varidveis resposta interpoladas ficou
bem préoximo ao padrao real, mostrando que o modelo tem dificuldade em diferenciar a

variabilidade espacial proveniente de diferentes parametros.
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Para a segunda proposta também foi feita uma aplicacao a um conjunto de dados de
poluicao, dessa vez considerando o logaritmo dos niveis de NOy e SOy como variaveis
resposta, e o indice pluviométrico como variavel explicativa. FEsses dados foram obser-
vados na Alemanha em apenas 7 estacoes de monitoramento e 83 periodos de tempo. O
modelo nao se mostrou adequado para fazer previsao e interpolacao para esse conjunto
de dados, provavelmente devido a sazonalidade presente nas variaveis resposta que nao
foi incorporada na média do modelo, sendo portanto absorvida no componente dinamico

temporal.

A ultima proposta difere das outras duas por nao tratar de respostas normais. Nesse
caso é proposto um processo de Cox no tempo para duas diferentes abordagens, a primeira
supondo varidveis resposta continuas formadas por tempos de observagao de um deter-
minado evento, e a segunda supondo varidveis resposta discretas formadas por contagens
em intervalos de tempo igualmente espacados. Um dos objetivos dessa proposta é de
comparar os resultados obtidos através dessas duas abordagens, analisando os efeitos da

perda de informacao pela agregacao da variavel resposta.

Num estudo simulado geramos um processo de Cox continuo no tempo durante um
periodo de 800 dias, dando origem a 6855 casos. A modelagem é feita considerando
trés agregacoes da variavel resposta. Primeiramente a variavel resposta é dada pelos
tempos de observagao de eventos; depois consideramos a contagem de casos diarios como
variavel resposta; e por fim a resposta é dada pela contagem de casos a cada semana.
A conclusao obtida é de que os parametros do processo de Cox sdao melhor estimados
quando a resposta é dada pelos tempos de observacao, ou seja, quando informagcao sobre
o processo nao foi perdida pela agregacao dos dados. Entretanto as estimativas feitas
para a média do processo agregado por semana foram praticamente as mesmas sob as
trés abordagens, mostrando que se o objetivo da aplicacao é a de estimar a média do
processo para uma dada agregacao nao hé vantagem de trabalhar com observagoes mais

desagregadas. Também com base nessas trés abordagens foram feitas previsoes para
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tempos futuros sob dois cendrios distintos baseados em dados passados que (A) nao sao
atualizados no tempo, e (B) s@ao atualizados no tempo. Os resultados baseados no cendrio
A foram muito pobres mostrando que o modelo nao é adequado para fazer previsoes para
periodos de tempo em um futuro distante. Os resultados obtidos com base no cenério
B foram superiores usando a variavel resposta mais desagregada, cujas atualizagoes no

tempo sao feitas mais frequentemente.

Uma aplicacao foi feitas a um conjunto de dados de infeccoes gastro-intestinais ob-
servados ao longo de dois anos na Inglaterra. Esses dados sao coletados em forma de
contagens diarias, nao havendo informacao sobre o tempo de ocorréncia de cada caso.
Para um exercicio de comparacao consideramos também a andlise de variaveis resposta
dadas por tempos de observacao que foram gerados a partir da suposicao de os casos
sao reportados uniformemente a cada dia. Dessa vez os resultados obtidos mostram
pouca diferenca para a estimacgao do processo, refletindo o fato de que nao ha perda
de informacao na agregacao de eventos em periodos de tempo com taxa de incidéncia

constante.

De um modo geral, os modelos propostos foram estimados de maneira satisfatoria
nos exemplos com dados simulados, e foram razoavelmente bem ajustados aos conjuntos
de dados reais, se mostrando bastente tteis para explicar variagoes espaco-temporais.
Entretanto, previsoes feita para periodos de tempo em um futuro distante, foram pobres,
mostrando a necessidade de atualizar a informacao proveniente dos dados para prever
tempos futuros. Além disso pudemos comprovar através de andlises feitas nos capitulos
2 e 4 a superioridade da estimacao e previsao de modelos quando ha maior informagcao

no conjunto de dados.
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