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RESUMO

DINAMICA DISSIPATIVA DA TRANSICAO DE DESCONFINAMENTO

Ana Julia Silveira Mizher

Orientador: Eduardo Souza Fraga

Resumo da Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Poés-Graduagao em
Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte

dos requisitos necessdrios a obtencao do titulo de Mestre em Ciéncias (Fisica).

Resultados recentes de QCD na rede, apoiados por dados experimentais obtidos em ex-
perimentos no BNL-RHIC, indicam que a matéria fortemente interagente sob condigoes ex-
tremas de temperatura e pressao sofre uma transicao de fase para um plasma desconfinado.
Acredita-se que tais condigoes extremas possam ter ocorrido no universo primordial e possam
estar presentes no interior de estrelas de néutrons.

Modelos efetivos tém sido desenvolvidos com o intuito de estudar a natureza dessa
transicao de fase. Uma possibilidade explorada na construcao destes modelos é escrever
uma Lagrangeana efetiva como funcao do parametro de ordem da transicao de desconfina-
mento, o loop de Polyakov. Para teorias de puro gauge, este parametro de ordem é exato,
enquanto que quando adicionamos férmions ele se torna um parametro de ordem aproximado.

Nosso objetivo, neste trabalho, é acompanhar a evolucao temporal deste parametro de
ordem levando em consideragao o papel da dissipacao e do ruido. Estes originam-se de
flutuacoes térmicas e quanticas do campo, auto-interacoes do loop de Polyakov ou interacao
com outros campos.

Para descrever a evolucao temporal, utilizamos uma equacao do tipo Langevin extraida da
teoria de campos microscopica fora do equilibrio. Utilizamos dois diferentes modelos efetivos
para escrever a Lagrangeana como funcao do parametro de ordem. Realizamos simulacoes

numéricas em tempo real e mostramos que tais efeitos de dissipacao e ruido tém um papel



bastante expressivo nas escalas de tempo da transicao e devem ser levados em consideracao .
Focamos nosso interesse na variagao da escala de tempo por ser um parametro possivel de se

comparar com dados experimentais obtidos em colisoes de ions pesados ultra-relativisticos.

Palavras-chave: Loops de Polyakov, Dinamica de Transicao de Fase, Transicao de Des-

confinamento

Rio de Janeiro

agosto de 2006



iv

ABSTRACT

DISSIPATIVE DYNAMICS OF THE DECONFINEMENT TRANSITION

Ana Julia Silveira Mizher

Orientador: Eduardo Souza Fraga

Abstract da Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Programa de Pds-Graduagao em
Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte

dos requisitos necessdrios a obtencao do titulo de Mestre em Ciéncias (Fisica).

Recent results from lattice QCD , corroborated by experimental data from BNL-RHIC,
indicate that strongly interacting matter under extreme conditions of temperature and pres-
sure undergoes a phase transition to a deconfined plasma. Such extreme conditions are
believed to have happened in the early universe, and might also be found in the core of
neutron stars.

Effective models have been developed with the objective of studying the nature of this
phase transition. One possibility explored by constructing this models is to write an effective
Lagrangean as a function of the order parameter of the deconfinement transition, the Polya-
kov loop. For pure gauge theories this order parameter is exact while for theories including
dynamical quarks it becomes an approximate order parameter.

Our goal in this work is to follow the temporal evolution of this order parameter conside-
ring effects of dissipation and noise. Such effects are originated from thermal and quantum
fluctuations of the field, self-interaction of the Polyakov loop or interaction with other fields.

To describe the temporal evolution we use a Langevin equation extracted from microsco-
pic nonequilibrium field theory. We use two different pure gauge effective models to obtain
a potential as a function of the order parameter. We perform numerical simulations in real
time and show that such effects of dissipation and noise play an important role in the de-

termination of the relevant time scales of thermalization. We conclude that these effects are



essential in the analysis of the deconfinement transition and must be taken into account.

Key-words: Polyakov Loops, Phase Transition Dynamics, Deconfinement Transition
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Capitulo 1

Introducao

A fisica de particulas elementares tem aumentado consideravelmente suas possibilidades
devido ao grande desenvolvimento experimental acontecido nos tltimos anos. Aceleradores
de particulas com alcance de energias cada vez maiores vém sendo construidos e muito tem
sido investido em experimentos visando a uma melhor caracterizacao da teoria que descreve a
interacao forte, a Cromodinamica Quantica, ou QCD, especialmente em condicoes extremas
de temperatura e pressao. Essa teoria tem sido bem sucedida e contém ingredientes peculiares
da interagao forte, como o confinamento de quarks e glions em hadrons.

Os héadrons, estados ligados dos quarks, sao observados na natureza somente em alguma
das seguintes formas: bdrions, que sao formados por trés quarks, e mésons, formados por
um quark e um antiquark. Sao observados na rede estados ligados de gliions, que recebem o
nome de glueballs, sem entretanto terem sido observados diretamente na natureza. Existem
ainda algumas propostas sobre a existéncia de hadrons formados por um nimero maior de
quarks. Estes recebem o nome de tetraquarks, pentaquarks, etc. [1], mas até hoje nenhum
dado experimental comprovou inequivocamente sua existéncia. Um forte indicio de que o
confinamento deve ser realmente uma caracteristica da teoria foi obtido ao demonstrar-se
que o conceito de liberdade assintética deve estar presente na QCD [2, 3, 4]. Segundo este
conceito o acoplamento das interagoes fortes, oy, teria um comportamento inverso ao do aco-
plamento da QED: a altas energias sua intensidade diminui, enquanto que a baixas energias
toma valores cada vez maiores. Esta caracteristica, que foi verificada experimentalmente [5],

tem como consequéncia imediata que a altas energias torna-se possivel o uso de teoria de
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perturbagao. Diminuindo-se a energia, entretanto, o acoplamento cresce muito rapidamente
e o tratamento perturbativo se torna inviavel. A caracterizacao do vacuo da QCD é, por-
tanto, uma das maiores dificuldades desta teoria atualmente. Desta maneira, quando estao
confinados em hadrons, o baixo valor de a, faz com que os quarks se comportem como se
estivessem quase livres. Quando se afastam, a, assume valores altissimos, sendo energeti-
camente favoravel a criagao de um novo par, tornando-se impossivel os quarks escaparem e
serem observados livres.

Recentemente, porém, surgiram evidéncias de que estas particulas elementares possam se
apresentar na natureza em um estado diferente. Acredita-se que em condigoes extremas de
temperatura ou pressao os quarks e glions possam ser encontrados desconfinados, formando o
chamado plasma de quarks e glions, ou QGP [6]. Este plasma seria como um gés interagente
com fortes efeitos coletivos da matéria que o compoe. Esse estado, dito desconfinado, nao esta
em desacordo com o conceito de confinamento. Ao contrario disto, os efeitos coletivos fazem
com que as particulas interajam fortemente umas com as outras, formando o equivalente a
um grande hadron contendo todas elas. Evidéncias deste novo estado da matéria advém de
experimentos em aceleradores de particulas [7] e simulagoes na rede [8] , além de observagoes
astrofisicas e teorias cosmolégicas do universo primordial apontando na mesma diregao [9].

Surge, entao, o interesse em investigar a transicao da fase hadronica para esta fase de
plasma. Nesta tese, nosso objetivo é estudar os efeitos da dissipagao e ruido nas escalas de
tempo relevantes para a dinamica em tempo real desta transicao. Trabalharemos aqui, com
um sistema simplificado, onde incluiremos apenas glions. Este sistema possui uma simetria
Z(N) que é quebrada espontaneamente quando ele passa para a fase desconfinada. Assim,
podemos acompanhar a evolucao temporal do nosso sistema através de um parametro de
ordem que assume diferentes valores a depender da simetria estar quebrada ou restaurada,
ou seja, assume diferentes valores para cada uma das duas fases de interesse. Através de
argumentos relacionados a sua classe de universalidade, mostra-se que o parametro de ordem
neste caso é o mesmo que para sistemas de spin Z(N), o loop de Polyakov. A partir deste
parametro de ordem, varios modelos efetivos podem ser desenvolvidos, chegando-se a um
potencial efetivo e a uma Lagrangeana efetiva em funcao deste parametro. Aqui utilizaremos
dois modelos para a teoria de puro gauge SU(N). O primeiro modelo, desenvolvido por

Ogilvie et al [10, 11], faz uso de célculos perturbativos para o potencial efetivo e acrescenta
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de forma ad hoc uma escala através de um termo de massa. O segundo, desenvolvido por
Pisarski e colaboradores [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18], através de argumentos relacionados a
simetria Z (V) do sistema chega a uma forma para o potencial, ajustando os coeficientes com
dados obtidos de QCD na rede.

Para acompanhar a evolugao temporal, incluindo efeitos de dissipacao e ruido, utilizamos
uma descricao de Langevin baseada em resultados microscépicos obtidos no formalismo de
teoria de campos fora do equilibrio [19, 20, 21]. A situagao representada é a de um potencial
com simetria Z(N) restaurada sofrendo uma mudanca brusca de temperatura e evoluindo
para uma forma com simetria quebrada. Como consequéncia, o vacuo da teoria se move e o
sistema procura ir para este novo vacuo. Realizamos simulagoes em tempo real [22, 23| de
um sistema de puro gauge em uma rede de 643 sitios, partindo de seu antigo minimo, agora
um ponto metaestavel, que, obedecendo a equacao de Langevin, evolui para o novo minimo.
Comparamos simulagoes realizadas sem ruido e sem dissipacao, sem ruido e com dissipacao,
e com ambos. Os resultados mostram efeitos consideraveis, tanto da dissipagao quanto do
ruido, nas escalas de tempos relevantes.

Esta tese esta dividida da seguinte maneira. No Capitulo 2, apresentamos o parametro
de ordem que serd usado na construcao dos modelos efetivos. Para isto, fazemos uma breve
discussao de alguns aspectos das teorias de gauge, que fornecem as bases para a definicao
deste parametro de ordem. Através do estudo de algumas simetrias do sistema, mostramos
quando este parametro de ordem é valido e que valores ele deve assumir em cada uma das
fases. No terceiro Capitulo descrevemos os dois modelos mencionados acima com algum
detalhe. No Capitulo 4, obtemos a equacao de Langevin primeiramente em uma andlise
classica. Em seguida, em mecanica quantica obtemos uma equacao de Langevin generalizada
através de um tratamento fora do equilibrio. Finalmente, comentamos as diferencas para
o caso da equacao de Langevin obtida através de uma analise fora do equilibrio em teoria
quantica de campos e introduzimos os contratermos necessarios para obtermos uma teoria
sem divergéncias. O Capitulo 5 apresenta detalhes das simulacoes da evolugao temporal
do parametro de ordem e uma discussao de nossos resultados e suas implicacoes para a
fenomenologia. Finalmente, no Capitulo 6, apresentamos observagoes finais e conclusoes que
pudemos extrair deste trabalho. O Apéndice A descreve os métodos numéricos empregados

nas simulagoes.



Capitulo 2

A transicao de desconfinamento

2.1 Discussao sobre a fenomenologia

A teoria aceita atualmente para a descricao das interagoes fortes é conhecida como Cromo-
dinamica Quantica, ou QCD. Segundo esta, as interagoes fortes sao descritas por uma teoria
de gauge nao-Abeliana de quarks e gltions, contendo carga de cor, confinados em estados liga-
dos que sao singletos de cor. Uma das caracteristicas da QCD que a tornam uma teoria bem
sucedida ¢é a capacidade de reproduzir o comportamento quase nao-interagente dos quarks a
pequenas distancias, comportamento este conhecido como liberdade assintética. Resultados
de QCD perturbativa a altas energias também apresentam boa concordancia com resultados
experimentais, o que tem aumentado a confianca na teoria. Além disso, a QCD também
é consistente com resultados fenomenoldgicos das interagoes fortes até entao observados,
como confinamento de cor, simetria quiral aproximada, e o espectro de hadrons. Ferramen-
tas comumente usadas para este estudo, além da teoria de perturbacao, sao aproximacoes
semicléssicas e teorias de gauge na rede.

Tendo entao uma teoria que tem-se mostrado satisfatoria para as interacoes fortes, surge
o interesse em estuda-la em condigoes nao usuais. Em especial, temos interesse em estudé-la
em condicoes extremas de temperatura e pressao, por acreditar-se que tais condigoes ocorram
em determinadas situagoes na natureza, e tornem possivel a existéncia de um novo estado da

matéria, onde encontrariamos quarks e glions desconfinados. Este estado é conhecido como
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plasma de quarks e glions. Um dos lugares onde seria possivel a existéncia de tais condicoes
é o interior das estrelas de néutrons, onde acredita-se que possamos encontrar densidades
significativamente maiores que a densidade nuclear [24]. Normalmente estas estrelas possuem
densidade central da ordem de 4—5 vezes a densidade de saturacao, chegando a ter 10—15 ve-
zes no caso de quarks desconfinados estarem presentes. Outra possibilidade ocorre na colisao
de fons pesados a altas energias, onde estados de altas temperaturas e densidades de energia
podem ser produzidos. Tais colisdes tém sido realizadas em experimentos do RHIC-BNL [7]
e em breve serao realizadas também no LHC-CERN a energias ainda mais altas. Por tltimo,
temos ainda que modelos cosmolégicos atuais indicam que fragoes de segundo depois do Big
Bang o universo teria temperaturas comparaveis a energia de repouso de um nucleon [9]. Em
todos esses casos, nosso interesse esta focado na natureza da fase da matéria hadronica. Se,
conforme acredita-se, essas situacoes levam a matéria a um estado desconfinado de quarks
e glions, um ponto que merece atencao especial é a transicao da fase hadronica para a
fase de plasma. Para tal tem-se dedicado esforcos tanto tedricos quanto experimentais e
numéricos, os ultimos através de simulagoes de QCD na rede [8]. A simulacao na rede tem
sido uma ferramenta essencial no estudo da QCD como um todo, e em especial na transicao
de desconfinamento. Devido ao comportamento da constante de acoplamento da QCD, que
assume valores altos a energias baixas, nao é possivel usar a teoria de perturbacao nesta
escala de energia, e a rede aparece como alternativa para calculos exatos, fornecendo valores
quantitativos para, por exemplo, temperaturas de transicao, constantes de acoplamento, etc.
Para calculos em sistemas de puro gauge, os resultados sao muito bons e consideravelmente
confiaveis. Quando inclui-se férmions, os resultados ja apresentam alguns problemas, mas
ainda é possivel extrair informacoes relevantes da rede. Quando trabalha-se com férmions
com massas proximas aos valores fisicos, entretanto, sérios problemas técnicos aparecem e
varios esforcos tém sido feitos com o objetivo de melhorar esta situacao. Os resultados para
puro gauge, porém, tém muito mais utilidade do que um simples exercicio académico devido
a um curioso resultado, conhecido como independéncia de sabor. Quando fazemos um gréfico
da pressao p normalizada pela pressao de gés ideal pgp em funcao da temperatura T nor-
malizada pela temperatura critica T,, encontramos uma curva praticamente universal para
qualquer nimero de sabores de quarks presentes, Ny = 0,2, 3,4.... Desta forma, o estudo de

sistemas de puro gauge tem mostrado grande utilidade na compreensao de situagoes mais
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complexas.

No estudo fenomenolégico, um caminho possivel para se investigar a dinamica da transicao
de fase é através de parametros de ordem adequados. Este é o caminho que adotaremos neste
trabalho. Neste capitulo, vamos primeiramente definir uma grandeza, conhecida como linha
de Wilson, que surge naturalmente quando requeremos que uma teoria seja invariante sob
transformacoes de gauge locais. Feito isto, partiremos para a andlise das simetrias do nosso
sistema e obteremos o parametro de ordem desejado para a transicao de desconfinamento
em funcao da linha de Wilson. De posse deste parametro de ordem, torna-se entao possivel

a construcao de teorias efetivas para o nosso sistema.

2.2 A geometria da invariancia de gauge e o loop de

Wilson

As simetrias e leis de conservacao sao pontos fundamentais na construcao de uma teoria
e nos fornecem importantes informacoes sobre a natureza do nosso sistema. Ao represen-
tarmos um sistema através de uma Lagrangeana, estas simetrias devem se manisfestar na
forma de uma invariancia da agao sob determinadas transformacoes. Podemos dividir tais
transformacoes em dois tipos: globais ou locais. Se a transformacao é a mesma para qual-
quer ponto do sistema, ela recebe o nome de global. Se cada ponto do sistema obedece a
uma diferente lei de transformacao, ou seja, se a transformagao é uma funcao do ponto onde
a estamos aplicando, ela recebe o nome de local. Ao construir uma Lagrangeana invari-
ante sob transformacoes locais torna-se necessario, para garantir a consisténcia das nossas
expressoes, introduzir novos campos. Estes campos sao conhecidos como campos de gauge
[25, 26, 27]. Historicamente a invariancia de gauge, como é conhecida esta invariancia sob
transformacoes locais, era usada somente como uma maneira de garantir a consisténcia das
teorias propostas. Entretanto, atualmente ela é a base para a construcao das teorias das
interacao fundamentais. A propriedade de invariancia de gauge é postulada inicialmente e
toda a teoria é entao construida condicionada a esta restricao.

Nesta se¢ao, vamos mostrar como os campos de gauge emergem naturalmente quando

construimos uma Lagrangeana invariante de gauge. Para a introducao desses campos de
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gauge, ¢ necessaria a definicao de uma grandeza que recebe o nome de comparador, que
estard relacionada a linha de Wilson ja mencionada anteriormente.
Comecemos, entao, com um exemplo simples. Consideremos a Lagrangeana de um campo

de Dirac livre:

£ = 979, — m)y. (2.1)

Esta Lagrangeana ¢ invariante sob transformacoes do tipo:

U(z) — e Y(x). (2.2)
Esta transformacao representa uma rotagao de um angulo « fixo, ou seja, uma fase. Como
todos os pontos do sistema obedecem a mesma lei de transformacao, temos aqui uma trans-
formagao global. Generalizando agora: se, ao invés de ser um angulo fixo, a for uma funcao

de x, ficamos com a seguinte transformacao:

Y(z) — @i (), (2.3)
e a Lagrangeana nao é mais invariante. O termo de massa continua sendo invariante, en-
tretanto passamos a ter problemas em como definir a maneira com que o termo contendo a
derivada se transforma. Partindo da defini¢ao de derivada de v (z) na dire¢ao do vetor n*,

temos:

O, = Tim ~ [z + en) — ()] . (2.4)

e—0 €
Em uma teoria invariante local, ¢ (z + en) e ¥(z) transformam-se de maneira diferente e

torna-se impossivel definir uma lei de transformacao. Para podermos realizar a subtracao
presente na definicao acima, precisamos introduzir um fator que compense esta diferenca de
comportamento entre um ponto e seu vizinho. A maneira mais simples é definir uma quan-

tidade escalar U(y, z) que dependa dos dois pontos e tenha a seguinte lei de transformagao:

Uly,x) — ¢ WU(y, z)e . (2:5)

Requeremos, ainda, que quando a separagao entre os pontos for zero tenhamos U(y,y) = 1.

Em geral, podemos considerar o fator U(y, z) como uma fase pura, U(y, z) = explio(y, z)].
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Assim, as grandezas ¥ (y) e U(y, x)y(x) passam a obedecer & mesma lei de transformagao e
a nossa derivada passa a ser bem definida e possuir interpretacao geométrica.

Utilizando o fator que acabamos de definir em uma nova definicao da derivada, obtemos:

n' D, = lli%l [V(z + en) — U(x + en, x)(z)] . (2.6)

€

Esta derivada é conhecida como derivada covariante. Precisamos, agora, escrever uma ex-
pressao para o operador U(y, x), que passaremos a chamar de comparador, em pontos sepa-

rados por distancias infinitesimais. Expandindo U(y, ) em torno da unidade:

Uz +en,z) =1 —ieen” A, () + O(€%). (2.7)

O coeficiente do deslocamento en* é um novo campo vetorial A,(x). Este campo, repre-
sentando o limite infinitesimal de um comparador de simetria local, é chamado de conexao.

Assim, a derivada covariante toma a seguinte forma:

D, (x) = 0, (x) + ieAp(x). (2.8)

Levando (2.7) em (2.5), vemos que A, transforma-se como:

A (x) — Ay (x) — é@ua(x). (2.9)

Podemos verificar a consisténcia das expressoes obtidas acima transformando a derivada

covariante D, (x) de acordo com as expressoes (2.2) e (2.9):

D, (z) — {au + ie (Au - é@ua)} @y (z)
= @) (9, +ieA,) Y(x) = WD,y (x), (2.10)

o que mostra que a derivada covariante transforma-se da mesma maneira que o campo
de Dirac 1. De posse desses resultados, podemos incluir na Lagrangeana termos contendo
derivadas de qualquer ordem, sendo necessario apenas substitui-las por derivadas covariantes.

Todo o desenvolvimento acima foi possivel porque postulamos invariancia sob rotagoes

com fase local. Em 1954, Yang e Mills propuseram que este procedimento poderia ser



CAPITULO 2. A TRANSICAO DE DESCONFINAMENTO 12

generalizado para invariancia sob qualquer grupo de simetria continuo [28]. Com esse intuito,
vamos considerar em seguida como nossa simetria local o grupo de cobertura de rotacao
tridimensional, SU(2), e depois generalizar para o caso de uma simetria SU(N) arbitréria.

Consideremos, entao, um dubleto de campos de Dirac:

x
Yo ()
onde os campos transformam-se um no outro sob rotagoes tridimensionais do tipo:
Ve
W — exp (ioﬂ?) . (2.12)

Aqui o? sdo as matrizes de Pauli, geradores de SU(2).
Generalizamos agora a nossa simetria e fazemos com que o angulo « seja uma funcao de
x. Escrevemos esta transformagao como:
ol

Y(z) = V(z)(z), onde V(x)=-exp <iaj(x)§) : (2.13)

A diferenca do nosso caso atual para o caso anterior é que a simetria com a qual estamos
trabalhando agora tem trés direcoes perpendiculares possiveis de rotacao que nao comutam
entre si. Tais teorias, onde temos matrizes nao-comutantes, sao conhecidas como teorias de
gauge nao-Abelianas.

Assim como no caso Abeliano, estamos interessados em construir uma derivada covariante
que se transforme de uma maneira simples. Vamos, assim como antes, definir um compara-
dor. Como agora nosso campo ¢ (x) é um objeto de duas componentes, nosso comparador

U(y,x) deve ser uma matriz 2 x 2. Ficamos, entao, com a seguinte lei de tranformagao:

Uly,z) = V(y)U(y, =)V (z) (2.14)
onde V(z) tem a forma de (2.13), e onde fazemos novamente U(y,y) = 1. Perto de U =1
qualquer matriz pode ser expandida em termos dos geradores de SU(2), obtendo-se para
uma separacgao infinitesimal:

7

Ulx+en,z) =1+ igen“AZ% + O(€é?), (2.15)
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onde colocamos em evidéncia uma constante g por conveniéncia. Levando esta expressao
na definicao anterior da derivada covariante, (2.6), chegamos & seguinte expressao para a

derivada covariante associada a simetria local SU(2):

o)
D, =0,— ZgAfL?. (2.16)

Esta derivada covariante exige trés campos vetoriais, um para cada gerador do grupo de
transformacoes.
Novamente, neste caso é possivel verificar que a derivada covariante se transforma da

mesma maneira que o campo (x):

Db — (1 + za%) D, (2.17)

a menos de termos de ordens superiores.
O desenvolvimento acima pode ser generalizado do grupo SU(2) para qualquer outro
grupo de simetria continuo SU(N). Considerando um grupo representado por uma série de

matrizes unitarias N x N, teremos os campos 1(z) transformando-se como:

(x) — V(z)y(x). (2.18)

Considerando distancias infinitesimais podemos expandir V' (z) em torno da unidade, em
funcao dos geradores do grupo de simetria, que serao representados por matrizes Hermitianas

te:

V(z) =1+ ia®(z)t" + O(a?). (2.19)

Repetimos, entao, todo o tratamento realizado para SU(2) substituindo as matrizes de Pauli
pelos geradores do grupo em questao:

o

5 t* (2.20)

que satisfazem relacoes de comutacao da seguinte forma:

[, %] = if*re, (2.21)
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onde %€ ¢ o fator de estrutura. Seguindo o desenvolvimento chegamos & derivada covariante

generalizada:

D, = 8, —igA%t". (2.22)

Dessa forma, temos condicoes de incluir termos contendo derivadas de qualquer ordem
na nossa Lagrangeana.

Concentrando agora nossa atencao no comparador U(y,z), veremos que ele apresenta
propriedades interessantes aplicaveis a teorias de gauge na rede. Para estudar essas pro-
priedades, vamos entao discutir alguns pontos de teorias na rede, com énfase no papel do
comparador.

Como dito anteriormente, a rede surge como uma alternativa viavel em calculos de QCD
[29], jA que nao é possivel realizar célculos perturbativos a temperaturas razoavelmente
proximas da temperatura critica [30, 31]. Nosso préximo passo serd mostrar como transferir
uma teoria do continuo para a rede, discretizando os pontos no espago-tempo. Como temos
em mente a QCD, o grupo de transformagoes em questao serd o SU(3).

A representacao em integral de caminho do valor esperado de um operador quantico a

temperatura finita é:

0y = IO _ [ DAREOO(Aeap |~ [} dt [, L (A)]
= Tre—BH f’DA“(f, t)el’p [_ foﬁ dt fv d3x£(A)]

(2.23)

onde L é a densidade da Lagrangeana, O(A) é o operador O como um funcional dos campos
de gauge A, § é o inverso da temperatura e V' é o volume espacial. Os campos bosonicos
sao periédicos em 3 em tempo Euclideano com periodo j3.

Para transferir essa teoria para a rede, colocamos os campos em sitios de uma rede espaco-
temporal, com espagamento a. O numero de links na direcao temporal é N; e na direcao
espacial N,. O inverso da temperatura ¢ dado por 3 = N;a e o volume por V = (N,a)3.

Precisamos, agora, do comparador U(y, ) para que os sitios da nossa rede se transformem

da mesma maneira sob uma transformagao de gauge SU(N). Este comparador serd chamado

variavel de link por estabelecer a conexao entre os sitios, e sera definido por:

UH(F) = ™A @), (2.24)
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Aqui U*(Z) representa um link saindo do sitio Z na direcao fi, e 7 sdo os geradores do
grupo SU(N) na representagao fundamental. Podemos escrever a Lagrangeana do sistema

em funcao dessas variaveis de link, tal que ela seja invariante sob transformacoes do tipo:
UH(Z) — V(T + ap)UH(2)VH(Z). (2.25)
Esta transformacao é um elemento do grupo de gauge:
V(%) = ™A@, (2.26)

Substituimos entao DA por DU na expressao (2.23) e temos a integral de caminho definida

na rede onde é possivel calcula-la.

‘ A~
x T+ [

Figura 2.1: Caminho fechado formado por uma sequéncia de comparadores U(x,y).

Para um caminho fechado C', conforme mostrado na Figura 1, teremos um produto de

variaveis de link da seguinte forma:
W[C] = UM (2)U (Z + i) U™ (F + fiy + fio) U2 (Z + fi), (2.27)

ou escrevendo como um produtorio:

W[C] = UM(Z). (2.28)
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Aqui o produtério é realizado ordenadamente em torno do caminho fechado C'. Consi-
derando agora caminhos que sejam paralelos ao eixo temporal, definimos a linha de Wilson

Ccomao:

N

L(w) = | [ (Ussnio)- (2.29)

n=1

Tomando o limite continuo temos o loop de Polyakov [32]:

L(z) = Texp [z /0 ’ di7 - A°(z, t)} . (2.30)

onde T denota ordenamento de caminho. Este operador entretanto nao é invariante de

gauge. Para torné-lo invariante tomamos o trago, ficando com:
[(Z) = trL(Z) (2.31)

Este operador continuo fornecera, como veremos adiante, o parametro de ordem da
transicao de desconfinamento no caso de puro gauge. Para chegar a este resultado vamos,

em seguida, estudar algumas simetrias presentes na QCD.

2.3 Simetrias Z(N) em SU(N) e o loop de Polyakov

A agao da QCD incluindo quarks sem massa tem a forma:

1
L= itrwa + qiv"D,q, (2.32)
onde:

1
D, =0, —1igA,, e G = ——ig[D’“ D, (2.33)

e A, = Ait*, com t* sendo os geradores de SU(N) normalizados como tr(t*t") = 6°/2.

Esta Lagrangeana é invariante sob transformagoes de gauge locais SU(N):
D, — Q'D,Q, qg— Qq, (2.34)
Sendo € um elemento de SU(N) que deve satisfazer as condigoes:

QI =1, det Q=1. (2.35)



CAPITULO 2. A TRANSICAO DE DESCONFINAMENTO 17

A transformacao de gauge mais simples possivel obedecendo tais condigoes é uma fase

constante vezes a matriz identidade:

Q. = €1, (2.36)

Como €2 é elemento de SU(N) deve ter o determinante unitario, o que exige

-
¢:%‘7 j=0,1,2..(N —1). (2.37)

Como j é inteiro, temos aqui um subgrupo de rotagoes discretas em SU(N), com matrizes
que comutam entre si. Os subgrupos com elementos comutantes pertencentes a grupos nao-
Abelianos sao chamados centro do grupo e, no caso de SU(N) o centro coincide com o grupo
Z(N).

A Lagrangeana da QCD ¢ invariante sob rotac¢oes Z(N), incluindo quarks ou nao. En-
tretanto, quando incluimos quarks, Z(N) deixa de ser uma simetria da teoria pois viola as
condicoes de contorno exigidas, conforme mostraremos a seguir.

Trabalhando em um espaco-tempo Euclideano a temperatura 7', a coordenada do tempo
imagindrio serd periédica em 7:0 — = 1/T. Em tempo imaginério, os campos devem sa-
tisfazer determinadas condicoes de contorno derivadas da estatistica quantica. Como bdsons,

os glions devem ser peridédicos em 7, e os quarks, sendo férmions, devem ser anti-peridédicos:

Au(T,B) = +AL(T,0) -, q(T,8) = —q(7,0). (2.38)

Qualquer transformacao de gauge que seja periédica em 7 obedecera a essas condigoes de
contorno. Entretanto, como foi mostrado por 't Hooft [33], as transformacoes que satisfazem

tais condigoes sao mais gerais, podendo ser periddicas a menos de um elemento do centro do
grupo:

Q7 0)=Q. , Q0 =1 (2.39)
onde . é um elemento de Z(N) representado por:

Q, = >IN (2.40)
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com n inteiro e 1 a matriz unitaria. Os campos de gauge, estando na representacao adjunta,
sao invariantes sob estas transformacoes, enquanto que os quarks, estando na representacao

fundamental, nao sao:
ANE, B) = QLAL(Z, B)Qe = +A,(F,0), (2.41)

(7, 8) = Qla(Z,8) = e q(Z, B) # —q(Z,0), (2.42)

onde usamos o fato de que ()., como uma constante de fase vezes a matriz unitaria, comuta
com qualquer matriz de SU(N). A partir desse resultado, podemos ver que teorias de puro
gauge SU(N) possuem simetria Z(N) que é quebrada com a adi¢ao de quarks.

Analisemos, agora, o comportamento do loop de Polyakov quanto as simetrias de uma
teoria de puro gauge. Sabemos que ele é invariante sob transformacoes peridédicas no tempo
do tipo:

V(Z,B) =V (£,0). (2.43)

Porém, como ja foi ressaltado acima, basta que as transformagoes sejam peridédicas sob

elementos do centro do grupo de gauge:

V(@,pB) =V(Z,0)%, (2.44)

onde €. tem a forma da Equagao (2.40)
Apesar de a Lagrangeana ser invariante sob estas transformacoes, o loop de Polyakov nao

¢, transformando-se da seguinte forma:

(Z) — e2™/N (7). (2.45)

Seu valor esperado Iy = (I(x)), portanto, pode ser usado como um parametro de ordem
para a simetria Z(INV), pois deve ser zero no caso da simetria estar restaurada, e ser diferente
de zero se ela for quebrada.

A temperaturas muito altas a teoria é quase a de um gas ideal, com a constante de
acoplamento g =~ 0. Ao invés de termos para o vdcuo () ~ 1 apenas, temos um vacuo

N-degenerado:

<l>:6:1:p( i )lo , n=0,1..(N-1), (2.46)
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onde l[p — 1 quando T — oo. Assim, para altas temperaturas ficamos com um vacuo N-
degenerado, com qualquer valor para n igualmente valido. Esta situacao indica a quebra
espontanea da simetria inicial, quando tinhamos apenas um minimo. A Figura 2.2, indica os
trés minimos no plano complexo, equidistantes do minimo inicial localizado na origem para

o caso N = 3.

YA

Figura 2.2: Representacao dos vacuos degenerados no plano complexo a temperaturas altas

para N =3

Como j& citado, ficamos com:
lo=0, T<T. ; ly>0, T>T.,. (2.47)

Como usual, se Ly muda continuamente em 7, a transi¢ao de fase é de segunda ordem; se Ly
da um salto descontinuo em 7, a transicao sera de primeira ordem. Se Lj, além de mudar
continuamente em 7, tiver também derivada continua a transicao sera um cross-over. Este
caso é bem similar ao caso de spins Z(INV), com a peculiaridade que aqui a simetria é quebrada
em altas temperaturas.

Podemos agora entender a quebra da simetria Z(N) com a presenga de quarks dinamicos.
No caso de uma teoria de puro gauge, temos N vacuos degenerados com pressoes iguais. Adi-
cionando quarks, o tinico vacuo estével passa a ser o que tem (L) real, ou seja, j = 0. Os
outros vacuos, com j # 0, tém pressao menor que a do vacuo estavel, sendo termodinami-
camente instdveis. Para uma descrigdo mais elucidativa vide Ref.[13].

Usualmente o loop de Polyakov é associado a energia livre de um quark teste [34]. Esta
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interpretacao surge da relagao
<L> = exp(_Fteste/T>‘ (248)

Assim, quando a energia livre é infinita, o valor esperado de L é zero, ou seja, uma energia
infinita necessaria para separar um par quark anti-quark implica em confinamento. Podemos
também ver este objeto como um propagador. Se partimos da representacao de Feynman

para o propagador como uma soma sobre caminhos:

dz\? , dzt
/ds ((%) +m> —i—zg/dsAuE (2.49)

ao fazer a massa tender a infinito obtemos uma linha reta, e:

dat
exrp (ig/AN%ds) (2.50)

passa a ser a linha de Wilson, onde sé consideramos z# = 2°.

Uma interpretagao alternativa é dada em [13]. Argumenta-se que a relagdo (2.48) nao
pode ser completamente verdadeira, uma vez que para N = 2 é possivel termos o lado
esquerdo da equagao positivo ou negativo e em N = 3 ele deve ser complexo, e a energia livre
deve ser sempre real, e consequentemente o lado direito deve ser positivo. O autor propoe
entao que o loop de Polyakov seja associado ao trago do propagador para um quark de teste.
Discussoes interessantes sobre a energia livre de um quark de teste estdo em [34, 35]. Na
Ref. [35] s@o apresentados resultados recentes de simulagoes na rede para o comportamento
da energia livre de um quark teste e valor esperado do loop de Polyakov como funcao da

temperatura.



Capitulo 3

Modelos efetivos para a transicao de

desconfinamento

3.1 Introducao

Como citado no capitulo anterior, a equacao de estado do plasma de quarks e glions é
de grande interesse em varias areas da fisica, tais como astrofisica, cosmologia e fisica de
colisoes de ion pesados ultra-relativisticos, onde alguns experimentos encontram-se em curso
no RHIC-BNL e em breve no LHC-CERN. Um caso simplificado da QCD completa seria
considerar um plasma somente de glions, sem quarks dinamicos, ou seja, uma teoria de
puro gauge SU(N). Esta simplificacdo nos leva a um modelo onde os parametros de ordem e
varios outros observaveis da teoria podem ser caracterizados precisamente [32, 33, 34, 36, 37].
Apesar de a principio incompleta, pois obviamente uma caracterizagao de situagoes reais deve
incluir o efeito de quarks, este nao é somente um exercicio académico. Resultados recentes de
QCD na rede indicam uma curiosa propriedade que vem sendo chamada de independéncia de
sabor: se fizermos o grafico de p/psp por T/T., as curvas resultantes sdo quase insensiveis a
presenca de quarks, ou ao nimero de sabores presentes. Esta caracteristica ainda nao possui
uma explicacao satisfatoria. Contudo, da um significado mais profundo e pratico ao estudo
da teoria de puro gauge [38].

Para a obtencao da equacao de estado para um plasma de glions, no ambito de uma

21
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teoria efetiva, temos duas ferramentas disponiveis: calculos perturbativos e simulagoes na
rede. Apresentaremos a seguir o desenvolvimento dos dois métodos mais utilizados atual-
mente para a obtencao de um potencial efetivo em funcao do parametro de ordem para
uma teoria de puro gauge com simetria SU(N). O primeiro usa cdculos perturbativos e
introduz de forma ad hoc uma escala de massa. O segundo utiliza argumentos de simetria e
invariancia de gauge para obter uma forma geral para o potencial, extraindo os coeficientes
de resultados para a pressao do tipo Landau-Ginzburg obtidos na rede. Ambos os modelos
visam a caracterizar melhor o sistema na regiao proxima a temperatura critica, pois outros
tratamentos comumente utilizados, como o bag model ou o modelo de Potts nao apresentam
resultados muito compativeis com o que é observado na rede nesta regiao.

Os dois modelos que consideraremos a seguir obtém as propriedades termodinamicas do

sistema em funcao do loop de Polyakov, ja descrito no capitulo anterior.

3.2 Autovalores do loop de Polyakov e o potencial efe-
tivo

Neste modelo, desenvolvido por Ogilvie et al [10, 11], os graus de liberdade relevantes serao
os autovalores do loop de Polyakov. Apds uma diagonalizagao do loop, podemos denotar os

autovalores na representacao fundamental por:

Py, = exp(if;) ;. (3.1)

Considera-se, em uma aproximacao de campo médio, que os autovalores do loop de Polyakov
sejam constantes no espago. Considera-se, também, que a energia livre seja uma funcgao
destes autovalores.

Em seguida, descreveremos, resumidamente, o calculo convencional para a obtengao da
energia livre de glions a um loop, em um background onde o loop de Polyakov é constante.
Depois introduziremos as mudangas propostas pelos autores.

Comecaremos, entao, com um calculo perturbativo. Devido a propriedade de liberdade

assintotica da teoria a expressao perturbativa para a energia livre deve ser valida para altas
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temperaturas. Um célculo perturbativo nos darda uma energia livre da forma:

fpert - T4F(Pvg(T))7 (32)

onde podemos notar que a funcao F depende somente de quantidades adimensionais: o loop
de Polyakov P e o acoplamento g(T"), que varia com a temperatura. Calculando em ordem
zero, obtemos uma expressao independente de ¢g(7') e recuperamos o comportamento de
corpo negro a altas temperaturas. A um loop , a energia livre dos gliions, com A constante,
sera:

Frert(0) = In[det(—Dqgy)], (3-3)

onde D,q4 ¢ a derivada covariante agindo nos campos na representacao adjunta. Esta ex-

pressao pode ser escrita de uma maneira nao-regularizada como:

3 2 2 .
fpert Z/ il tTA In (Lﬂ AO) + k2

5 (3.4)
onde o traco estd na representacao adjunta e 5 = 1/T. Podemos reescrever a expressao acima

como a soma de uma contribuicao a temperatura zero, que ¢é divergente, e uma contribuigao

a temperatura finita [30]:
d*k 1
fpert(0) =2 Z / 5 tra Wk T In[l — exp(—pwi — i5A)] (3.5)

onde wy = \E\ e o fator 2 vem da soma sobre estados de polarizacao. Subtraindo a contri-

buicao relativa ao termo de temperatura zero, a energia livre pode ser escrita como:

1 & 1 &k }
fpert(e) = B Z 2 (1 — N(Sjk) X /(2—7T)3 ln[l — 6—5wk+zA0]’k]’ (3.6)

J, k=1
onde o fator envolvendo o delta de Kronecker projeta o estado de singleto. Definimos,
também, a diferenca dos autovalores na representacao fundamental como Ab,, = 6; — 0.
Expandindo o logaritmo, ficamos com:

[e.o]

A3k :
fpert Z ( ) « /W Z% e nBwrFinAbjy (37)
n=1

],k’l

Aqui, cada fator de n é associado a diferentes caminhos que percorrem o espago-tempo na

direcao temporal Euclideana.
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A integral em k pode ser calculada, dando:

2 & 1 =1
) = =z 32 (1= ) 3 g o 3)

j, k=1 n=1
Podemos notar que f é real pois Af;, = —A6fkj. A soma em n pode ser feita fornecendo:
2T & 1 7r4
b0 =5 32 (10 ) | T80k f27) 39

onde |Af|a, = |AO| mod 2m e By(x) = 2* —22° + 22 — 5 é 0 Quarto Polinémio de Bernoulli

30
[39]. Isto nos leva ao resultado final [40, 41, 42]:

L= 1 21 , )

Foerd(0) = =2T* 3 (1 - Najk) [% — 15 < 1Akl (| A0j]or — 27) } . (3.10)
7, k=1

Esta expressao reduz-se a expressao de corpo negro no caso em que Ay = 0.

Assim, a expressao a um loop para a energia livre dos glions se propagando em um
background com o loop de Polyakov constante descreve um géas de glions sempre em uma
fase desconfinada, nao existindo indicagoes de que calculos em ordens mais altas mudariam
estes resultados.

Para levar em conta a transicao de desconfinamento, temos que adicionar termos a fpe,
que sejam dominados pelo comportamento proporcional a T a altas temperaturas e intro-
duzam uma escala de massa na energia livre. Essa escala ird determinar a temperatura
de desconfinamento T;. Faremos isso acrescentando um termo de massa a expressao per-
turbativa. A nova escala livre introduzida pode ser fixada pelo conhecimento do valor da
temperatura critica, Ty, obtida em simulacoes na rede. Trabalharemos, também, com a
expansao a alta temperatura da energia livre resultante. Tinhamos, anteriormente, para a
energia livre a Eq. (3.7):

N

1 1 R N
f(0) = 3 2 (1— Najk) X /W Zﬁ e~ AWk nAl i (3.11)
j 1 n=1

J, k=

Adicionando o termo de massa, teremos a nova relacao de dispersao w, = v k? + M?2. Os

primeiros dois termos da expansao nao apresentam muita dificuldade para serem calculados.
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Termos de ordem mais alta, como TM3 e M*in(T /M), podem ser obtidos através de métodos

mais sofisticados [43]. Ficamos com o resultado:

= LA\ M2 (A,
FO)==>" % (1—%53-,4;) {—22434( 2;’“) - 257; Bg( 2;’@)] (3.12)
1

Js k=

2

onde o Segundo Polinémio de Bernoulli [39] é dado por By(xz) = 2° — x 4+ 1/6 no intervalo

(0,1). Em uma forma mais explicita, f(6) é dado por:

N
1 w2 1
f0) = -1} (1 - Najk) [E — 51 A0 X (1803]2x - 2@2} +
j, k=1
N 1 1 1
Iy (1 - 0 ) x [E 5|80 ]ar (1A —27r)} . (3.13)

7, k=1

Como a energia livre, por construcao, ¢ uma funcao dos autovalores do loop de Polyakov,
f ¢ invariante sob transformagoes de gauge.

E conveniente fazer uma parametrizacao para os angulos de SU(N). Para N par repre-
sentamos as matrizes diagonais como diaglexp(idpny2, ..., i1, —id1, ..., —ipn/2)] com os auto-
valores ordenados de tal modo que ™ > ¢n/2 > ... > ¢1 > 0. Para N impar representamos as
matrizes diagonais como diaglexp(idn-_1)/2; ..., 11,0, —=i¢1, ..., —in_1/2)], com autovalores
novamente ordenados na forma m > ¢n_1)/2 > ... > ¢1 > 0.

No caso de SU(2), temos somente ¢ = ¢ e ¢_; = —¢. A baixas temperaturas, para

termos L = 0, ¢ = m/2. A expressao para a energia livre sera:

w2T AT ,  M2T?  MPT?
== 5 +ﬁ¢(¢—ﬂ) + 1 + 2 (¢ — ). (3.14)

Esta equacao tem uma simetria sob a transformacao ¢ < m — ¢ associada a invariancia sob
transformagoes Z(2). Torna-se entdo conveniente definir uma nova variavel, ¢ = 7/2 — ¢,
para deixar mais evidente a simetria Z(2). Fazendo esta transformagao, a energia livre toma
a forma:

71.2{214 T4 M2T2 M2T2

_ T 2 a?)? _
/ 5 T e™ W) Ar?

onde 1 = 0 representa a fase confinada. A transicao de fase é de segunda ordem, em

(1% — 49p?), (3.15)

concordancia com o argumento de universalidade do modelo de Ising [44]. Este potencial
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esta representado na Figura 3.1 para varias temperaturas. Neste grafico, usamos o valor

para a temperatura critica obtido da rede de T,; = 302M eV [45].

o ! Do

v - T=250MeV| ]
v\ — T=302MeV| - /

\ - - — T=350MeV| . .

15F 3 — T=500MeV| - | H

f/1

Figura 3.1: Potencial efetivo para SU(2) para diferentes valores da temperatura.

O termo quadratico tem seu sinal invertido quando ocorre a transicao de fase. Assim,
seu coeficiente deve ser igual a zero na temperatura critica e podemos relacionar a constante
M com Ty, encontrando:

M = 7(2/3)Y*T; ~ 2.5651T}. (3.16)

O minimo (7" encontra-se em:

T2 2 _ M2
Yo(T) = 4/ % (3.17)

Entretanto, quando calculamos a pressao a partir deste modelo, encontramos uma falha.

A pressao, dada como p = —f, seré:
Loy 100 3 4
=—7T"—-M*T M=, 3.18
P=15" 1 T Tom2 (3.18)

Podemos notar que a baixas temperaturas a pressao pode ser negativa e apresenta um com-

portamento nao-monotonico. Para ser satisfatério, o modelo deveria ter pressao nula na fase
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confinada, ou positiva e bem pequena se levarmos em conta efeitos de glueballs [40]. Este
problema pode ser resolvido se acrescentarmos uma constante a energia livre que faga com
que p=0em T = T,. Isto custaria uma pequena mudanca no grafico da pressao para tem-
peraturas pouco acima de Ty,. Esta constante teria um papel similar ao da constante usada
no bag model, mas com uma diferenca importante: aqui, qualquer constante independente
da temperatura serd também independente dos autovalores do loop de Polyakov, dando a
mesma contribui¢ao tanto na fase confinada quanto na desconfinada.

Passando agora para o caso SU(3), existem trés autovalores do loop de Polyakov: ¢ =
¢, 0 e p_1 = —¢. A baixas temperaturas temos ¢ = 27/3 nos dando P = 0. Seguindo os

mesmos passos que no caso SU(2), chegamos a uma energia livre da forma:

fo= ¥ Diseito - m? + 620 - 2 +
T+ 00— 1) + 60— 2n). (3.19)

Assim como em SU(2), uma substituigao de varidveis mostra-se util. Aqui faremos 1) =

27 /3 — ¢, eliminando assim os termos lineares. Ficamos, entao, com:

82 3 2 3
f= ET4 + (2—7T2T2M2 — §T4) P2 — o T4¢3 53 — T (3.20)

O grafico para este potencial esta representado na Figura 3.2. Usamos o valor para a
temperatura critica de T; = 263M eV [46].
Notamos a presenca de termos em %, logo sabemos que a transicao serd de primeira

ordem, conforme esperado. O minimo global encontra-se em:

7T + 3/ T?72 — 202

= 3.21
77Z)O 6T ) ( )
e podemos escrever o parametro M como uma funcao de T:
20m 1
M= 7 o007 T (3.22)

9 V10
Observando a Eq. (3.21), notamos que o ponto onde ¢ passa a ter uma parte imaginaria é
o ponto espinodal, dado por T, = /2M /7. Abaixo desta temperatura a fase desconfinada

deixa de ser metaestavel, pois a barreira desaparece.
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3
Lo : : : — ;
v : !
R o+ T=200MeV | |
-\ . — - T=270MeV e
A - — T=320MeV
L T — T=380MeV !

Figura 3.2: Potencial efetivo para SU(3) segundo o modelo de autovalores do loop de Polya-

kov como parametro de ordem.

3.3 Plasma de glions como um condensado de loops de
Polyakov

Neste modelo efetivo, proposto por Pisarski e ampliado por Pisarski et al [12, 13, 14, 15, 16,
17, 18], o potencial efetivo é obtido a partir de argumentos baseados na simetria Z(3) do
sistema. O parametro de ordem sera o traco do loop e os coeficientes do potencial sao obtidos
fazendo comparacoes com resultados da rede para a pressao e a energia livre. O autor estuda
diferentes representacoes para o loop de Polyakov e argumenta que termos contendo estas
representacoes alternativas seriam correcoes em uma teoria mais completa.

Como ja foi dito anteriormente, o loop de Polyakov usual sob transformagoes locais Z (V)
transforma-se como um campo com carga Z(N) igual a 1, ou seja, o que resulta de uma
transformacgao local Z(N) aplicada ao campo serd o campo multiplicado por um elemento
do grupo Z(N). Um campo com carga Z(N) igual a 2 teria como resultado, apés tal

transformagao, o proprio campo multiplicado por um elemento de Z(N) ao quadrado. Com
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carga 3 terfamos o campo multiplicado por um elemento do grupo ao cubo, e assim por diante.
Estas cargas diferentes de um estao relacionadas com representacoes de ordem superior do
loop de Polyakov. Construiremos, agora, esses loops de Polyakov com carga Z(N) superior.
Primeiramente, renomeamos 1/N trL, onde L é o loop com carga 1, como [;. Introduzimos

a parte de L com trago nulo:
L=L-/1, (3.23)

e definimos entao o loop de Polyakov com carga 2 como:

_ 15 1 2 1 2
onde
Iy — e*?l, (3.25)

sendo que ¢ foi definido na eq (2.37). Existem dois operadores com carga 2, I, e [3. Podemos
ainda definir operadores com cargas Z(/N) maiores, por exemplo carga 3:

1 ~
Iy = NtrL?’, (3.26)

mas neste modelo efetivo somente consideramos loops com carga até 2.

O procedimento para a obtencao de uma teoria efetiva neste caso é analoga ao procedi-
mento adotado no modelo de Ising, pois ambos pertencem a mesma classe de universalidade.
O loop de Wilson possui um valor em cada sitio, e um valor efetivo é obtido tomando-se a
média em um dominio de tamanho pré-definido, resultando em uma variavel continua.

Consideremos a parte contendo termos de massa em uma Lagrangeana efetiva:
Eeff :m%]l1]2+m§]l2]2+ (327)

A possibilidade mais simples seria considerar que para T > T,, onde a simetria é quebrada,

o sistema é controlado por um termo de massa negativo envolvendo o loop de carga 1:
mi<0, T>T, , my>0, T<T, (3.28)

conforme é feito habitualmente em uma descricao do tipo Landau-Ginzburg. As massas para

os loops de ordens mais altas serao sempre positivas:

m5; >0, m3>0.. (3.29)



CAPITULO 3. MODELOS EFETIVOS PARA A TRANSICAO DE DESCONFINAMENTO30

Assim, o comportamento da transi¢cao seria controlado pelo loop de carga 1.
Alguns argumentos qualitativos podem ser dados para motivar esta consideragao [12, 13].
Se, assim como consideramos, a massa do loop de carga um é negativa na fase desconfinada,
entao o véacuo serd dado maximizando |trL|?. Depois de uma rotagao de gauge global,
podemos escolher o valor esperado de L como sendo uma matriz diagonal. Para maximizar
[trL|?, L deve ser uma constante de fase vezes a matriz identidade. Como L pertence a
SU(N), para seu valor esperado ser a matriz identidade ele deve ser um elemento do centro
do grupo,
(L) =y exp (ig) 1. (3.30)

onde ¢ é uma fase Z(N).

Para este valor esperado em particular nao acontece quebra espontanea da simetria
SU(N) pelo vacuo acima de T.. Isto estd de acordo com a expectativa de o vacuo a alta
temperatura nao ser uma fase de Higgs. A possibilidade de ter um valor esperado que nao
quebre a simetria SU(N) é prépria de um campo na representagao adjunta.

Consideremos agora, por exemplo, o caso em que a massa do loop de carga dois fosse
menor do que zero na fase desconfinada, ao invés da massa do loop de carga um. Neste caso,
o vécuo seria dado maximizando-se |[trL?|? [13]. Isto significaria que o valor esperado de L?
¢ um elemento do centro. Mas, se isso fosse verdade, além do vacuo invariante sob SU(N),
terfamos também vécuo invariante somente sob SU(N — 1). Entretanto, até o momento nao
existem evidéncias de que o vécuo a altas temperaturas quebre a simetria SU(N) em favor
de uma simetria SU(N — 1).

Fazendo estas consideragoes sobre as massas, partimos agora para a construcao de um
potencial efetivo. Para trés cores, consideraremos loops de cargas um e dois. Neste caso, ou
no caso de mais cores, os loops de Polyakov assumem valores complexos. O potencial para

loops de carga um serd determinado pela simetria global Z(3) [36]:
Vi=mi|L]? 4+ s (I + (5)°) + M (L)) (3.31)

Podemos notar que aqui introduzimos um termo cubico, necessario para uma transi¢ao de
primeira ordem.
O loop de carga dois tem carga menos um sob transformagoes Z(3), logo seu potencial

serd o mesmo que o de carga um, com valores diferentes para as massas e constantes de
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acoplamento:
Vo = malla|* + k(I3 + (13)%) + Xa(|12]*)*. (3.32)

A mistura entre [, e [, pode estar presente em termos de diversas formas. O mais

importante deles é aquele no qual a dimensao de massa é menor:

Em termos da linha de Wilson este termo serd proporcional a (trL)(trL?).
Se o campo de carga dois for pesado proximo a T,, podemos integré-lo. O potencial re-
sultante tera forma idéntica ao potencial para o loop de carga um, mas com valores diferentes

para a massa e a constante de acoplamento, a serem extraidos de dados da rede:

V= (SR S B )+ 0P ) e (3.34)

Como buscamos uma transicao fracamente de primeira ordem, conforme observado na
rede [8], o coeficiente do termo cibico deve ser bem pequeno, aproximadamente zero, na
teoria efetiva resultante.

Uma caracteristica importante aqui é que, como o loop de Polyakov é o traco de um
fator de fase, ele é um campo sem dimensoes. A temperatura, entao, sera a unica escala
utilizada para termos as dimensoes corretas. Os coeficientes by, b3 e by, dos termos quadratico,
cubico e quartico, respectivamente, sao entao ajustados para chegar-se a mesma pressao e
densidade de energia obtidas em simulagoes na rede para teoria de puro gauge a 7' > T..
Apesar de a pressao em uma teoria de puro gauge ser diferente da pressao em QCD, devido
a “insensibilidade ao sabor” a pressao dividida pela pressao de géas ideal como funcao da
temperatura 7T, é aproximadamente universal para qualquer nimero de sabores. Usa-se este
fato na determinacao do coeficiente do termo de massa by, encontrando-o como funcao de
x = T/T,.. Por outro lado, by é obtido da teoria de puro gauge e by é reescalonado pela
razao dos termos de gas ideal da QCD, com trés sabores de quark, e os termos de gas ideal
de teoria de puro gauge. A pressao na teoria de puro gauge, para T > T, é descrita pelos

valores constantes by = 2 e by ~ 0.6061 [15]. Para by temos a expressao:

bo(T) = (1 — 1.11/2)(1 + 0.265/2)*(1 + 0.300/z)* — 0.487. (3.35)
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O gréfico do potencial com os coeficientes citados estd representado na Figura 3.3.

\ i T T T ‘ T l
A\ /
\ . -\ .= T=216MevV| .
. -+ T=270MeV
2,\\ Yy = T=3BMev / i
.. — T=500MeV |/

Figura 3.3: Potencial efetivo para SU(3) obtido a partir do modelo do traco do loop de

Polyakov como parametro de ordem.



Capitulo 4

Evolucao do parametro de ordem

Agora que temos um parametro de ordem bem definido e um potencial obtido de uma teoria
efetiva, precisamos de um tratamento que nos permita levar em consideracao a dissipacao e
o ruido na evolucao do nosso sistema. Usaremos, entao, uma equacao de Langevin para a
descricao da dinamica do sistema, contendo um termo de dissipacao proporcional a derivada
do campo e um termo de ruido branco. Neste capitulo, vamos primeiramente introduzir
esta equacao de um ponto de vista classico e estuda-la obtendo informacoes sobre esses ter-
mos. Em seguida, vamos mostrar como um tratamento em tempo real de um sistema em
mecanica quantica fora do equilibrio pode nos gerar a equacao de Langevin. Posteriormente,
usando uma generalizacao deste procedimento aplicado a teoria de campos, chegaremos a
uma equacao de Langevin generalizada incluindo algumas correcoes. Este tltimo procedi-
mento seréd realizado para uma teoria A¢* com um objetivo didético, uma vez que a maioria
dos trabalhos nesta linha foi feita para este modelo. Além disso, como o potencial no nosso
modelo também é um potencial quartico, o procedimento e os resultados serao bastante
similares. Os detalhes para o nosso caso serao discutidos no capitulo seguinte, onde apre-
sentamos e discutimos nossos resultados originais. Finalmente, serao apresentados, também
para o modelo \¢*, os contratermos apropriados para evitar as divergéncias ultravioletas
tipicas de calculos em rede quando fazemos o espacamento entre os sitios tender a zero.
Detalhes para a obtencao destes contratermos para o potencial efetivo que adotamos para a

transicao de desconfinamento serao apresentados no préximo capitulo.

33
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4.1 A equacao de Langevin em mecanica estatistica

Consideremos, inicialmente, o movimento descrito por uma unica particula. Partindo da

segunda lei de Newton:
du

"

onde u é a velocidade e F' a forca total que age sobre a particula. A forca F' pode ser

- F (4.1)

dividida em duas partes. Uma parte estd relacionada a friccao da particula no meio, ou seja,
a dissipacao. Esta parte geralmente é proporcional a velocidade da particula. Definindo o

coeficiente de dissipacao mA, a forca dissipativa sera:
Fy = —mAu. (4.2)

A segunda parte da forca é tomada como uma forga aleatéria independente do movimento
da particula. Podemos interpreta-la como vindo de flutuacoes oriundas de diferentes fontes,
por exemplo flutuagdes térmicas. Chamando esta forga aleatéria de £(t), nossa equagao se
torna:

du

mo = —mAu + £(1). (4.3)

Esta é uma equacao estocastica devido a presenca do termo aleatorio da forca. Se temos,
além disso, um campo externo, teremos mais um termo na equacao, relacionado ao potencial

deste campo:

dp oV
- _ 4.4
onde
de p
— = = . 4.5
dt m u(t) (4.5)

Equacoes deste tipo, contendo uma forca aleatéria e dissipacao, sao chamadas de equagoes
de Langevin [47].

A forga &£(t) é representada por um processo estocastico que evolui no tempo de maneira
aleatéria. A velocidade u(t) e a posicao z(t), consequentemente, também evoluem aleato-
riamente no tempo, ja que sao resultado da forga estocdstica £(¢). Resolver uma equagao
diferencial do tipo da equagao (4.3) ou (4.4) significa determinar os processos estocésticos

u(t) e z(t) conhecendo a forga geradora £(t).
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Uma técnica frequentemente adotada na solucao de equacoes diferenciais estocasticas é a
analise harmonica, que faz uso da transformada de Fourier para expressar o movimento como
uma superposicao de fungoes oscilatorias. Este procedimento é eficiente somente no caso de
sistemas lineares. Considerando o meio em uma condicao estacionaria, com condicoes cons-
tantes de temperatura e pressao, o movimento deve também ser estaciondrio se a particula
¢é deixada tempo suficiente no meio, ou seja, a probabilidade desta, estando em uma deter-
minada posicao xr1; em um determinado tempo ¢, ir para a posicao xr, em um tempo ¢y deve

permanecer a mesma se fizermos um deslocamento no tempo:
Wi (21, ty; 20, to; o Ty, b)) = Wiy, 6 + T 20, ts + T3 ooy Ty by + 7). (4.6)

Podemos dizer, neste sentido, que os processos £(t), u(t) e z(t) sdo estacionarios.

Podemos desenvolver, agora, uma andlise harmonica genérica para um processo estocastico
qualquer evoluindo aleatoriamente no tempo. Consideremos z(t) uma amostra de tal pro-
cesso observada no intervalo de tempo 0 <t < T'. Esta funcao pode ser expandida em uma

série de Fourier como:

2(t) = Z ane™rt (4.7)

n=—oo

onde as frequéncias sao:

2
Wy = % (n=0,+1,£2,..). (4.8)

A fungao z(t) é considerada real tal que os coeficientes a,, devem ser niimeros complexos:

ap = Cp +idy, a_p, =a, = c, — id,. (4.9)

O processo completo z(t) também pode ser expandido da mesma forma:
o
z2(t) = Y a,ert. (4.10)
n=—oo

Os coeficientes a,, sao uma amostra da variavel aleatoria a,, definida por:

1 ’ —iwnt
a, = — z(t)e “midt. (4.11)
T Jo

Através desta equagao expressamos a variavel z(f) como uma soma de infinitas varidveis

aleatdrias {a,}.
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A média quadratica de um coeficiente a,, é dada como:
(lanl?) = (lcl*) + (|a*). (4.12)

Se estivermos interessados na intensidade de uma faixa especifica de frequéncias Aw, os
comprimentos destas componentes de Fourier sao observaveis e a intensidade média é dada

por:

I(w)Aw= " {a.*), (4.13)

wn €AW

onde o lado direito desta expressao é uma soma sobre todas as frequéncias que estao no
intervalo de frequéncias desejado. O nimero de modos contidos aqui serd TAw/27. Se
supusermos que (a2) é continuo na frequéncia w,,, podemos escrever a expressao acima como:

I(w) = lim - (|, [?) (4.14)

T— oo 2T

representando o espectro de intensidade do processo z(t) para uma frequéncia especifica w.
Esta intensidade I(w) também é conhecida como espectro de poténcias do processo z(t).
Este espectro de poténcia é obtido utilizando-se o teorema de Wiener-Khintchine [48].

Seja ¢(t) a fungao de correlagdo do processo z(t) :
o(t) = (a(to)=(to + 1)) (4.15)

Esta funcao representa a correlagao entre valores de z(t) observados em dois instantes ¢ e
to + t, e é independente de ty, ja que z(t) é estacionéario. O teorema de Wiener-Khintchine

nos diz que:
1 [ ,
[ = — t 72&0tdt. 416
@ =5 [ ot (1.16)
Podemos, também, escrever o inverso:
6(t) = / (W) du. (4.17)

Podemos fazer esta analise de Fourier em um tempo infinito ao invés de em um intervalo

de tempo finito. A funcdo z(t) e os coeficientes a(w) podem entao ser escritos como:

z(t) = /_OO a(w)e™dt (4.18)

e}
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a(w) ! /OO z(t)e ™'dL. (4.19)

Se z(t) é real, entdo a(—w) = a*(w) serd o complexo conjugado de a(w). Além disso se z(t)
¢ estaciondrio teremos

(a(w)a(w")) = I(w)d(w + W) (4.20)

ou

(a(w)a* (W) = [(w)d(w — '), (4.21)

onde I(w) é o espectro de poténcia dado por (4.14). Podemos calcular esta correlagao via:

<CL(CU1)CL(U)2)> = (2—711_)2 /OO dtl /OO dtg d)(tg — tl) exp(—iwltl — iWQtQ)
= % /Z o(t) exp(—iwqt)dt - % /0; exp [—i(wy + wo)T]dT. (4.22)

Aplicando a anélise desenvolvida acima para equagcoes estocédsticas lineares como a equagao

(4.3), podemos expandir a forga estocdstica () como um processo estaciondrio:
() =) &t (4.23)
—00
Expadimos também a velocidade u(t):
u(t) = Z u,e“nt, (4.24)
—o0

A equacao (4.3) se converterd, entao, na seguinte relagao entre os coeficientes da transfor-

mada de Fourier:
1 g,
Ciw, FAm’

(4.25)

u,

Se denotarmos os espectros de poténcia de £(t) e de u(t) como I¢ e I,, respectivamente,

obtemos, usando (4.14) e (4.25):

1 I(w)
W24+ X2 m2

L(w) = (4.26)

Segundo o teorema de Wiener-Khintchine, se conhecemos o espectro de poténcias conhe-

cemos também a funcao de correlagao. Consideremos, entao, a possibilidade mais simples,
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a de Ig ser constante: [¢(w) = I¢ Neste caso, dizemos que o espectro é branco. Segue da

equagao (4.17) que a fungao de correlagao de um processo que possui espectro branco seré:

Pe(ts — t2) = (§(t1)E(t2)) = 2mLd(t) — ta). (4.27)

Podemos relacionar o espectro de poténcia I, com I através da relacao (4.26), e ficamos

com: - it
0ut) = | s (1.28)
ou seja:
(u(t u(ty)) = ﬂz—ge—m—wl. (4.29)

Em particular para t; =ty , a expressao acima reduz-se a:

7T]§

(u?) = —\ (4.30)

Se a particula for mantida tempo suficiente em um banho térmico a temperatura 7', a lei de

equiparticao deve ser vélida, ou seja,
m(u®) = kT. (4.31)

Para esta expressao ser consistente com a Eq. (4.30), devemos ter:

T
[ = AT (4.32)
T
e a fungao de correlagao (4.27) torna-se:

4.2 Mecanica quantica fora do equilibrio e a equacao
Langevin

Nesta secao, mostraremos como ¢é possivel obter a equacao de Langevin discutida na segao
anterior através de um formalismo de tempo real para um sistema em mecanica quantica.

Posteriormente, o método utilizado aqui sera generalizado para o caso de teoria de campos.
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Consideremos, entao, um sistema de uma particula quantica em um banho térmico.
A particula é descrita pela coordenada ¢(t) enquanto o banho, representado por infinitos
osciladores harmonicos, é representado por coordenada Ry (t). O Hamiltoniano do sistema
sera:

H = Hy+ Hp + H;y(t), (4.34)

sendo

2
Hy= 2 +V(q)

2M
2
P 1
HR = ﬁ + émszi,
Hin(t) = 0(t)a Y _ cx Ry, (4.35)

k

onde a funcdo degrau 0(t) garante que a interacdo entre a particula e o banho se dard a
partir do tempo ¢ = 0. Isto pode representar, por exemplo, um quench no potencial, ou seja,
uma mudanga brusca motivada, por exemplo, por um banho térmico. Esta é a descrigao
tradicional dada originalmente por Caldeira e Leggett [49]. Admitindo que, inicialmente, a
particula estd a uma temperatura T = 0, e o reservatério a T = 1/[3, teremos para a matriz
densidade:

p(t < 0) = (|0)4 ((0]) @ e™Hn. (4.36)

Utilizaremos aqui um tratamento em tempo real empregando para isso o contorno de Schwinger-
Keldish [50, 51], uma vez que este contorno pode ser utilizado no estudo de casos mais com-
plexos de sistemas de campos fora do equilibrio, como serd feito na proxima secao. Neste
tratamento, as funcoes de Green sao transportadas para o plano complexo com o objetivo de
que possamos distinguir entre a evolucao em tempos crescentes e em tempos decrescentes.
Isto pode ser feito deslocando-se infinitesimalmente os ramos crescente e decrescente, acima
e abaixo do eixo real, respectivamente, como mostra a Figura 4.1. Colocaremos um indice +
para todas as grandezas relativas ao ramo crescente, um indice — para as grandezas relativas

ao ramo decresecente e um indice (3 para as relativas ao trecho que vai de T a T' — i(3h.
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+ ¢ W
7 o

ﬂtT—iﬁTr

Figura 4.1: Contorno de Schwinger-Keldish.

O operador evolucao sera dado por:

Uuit,ty=T {exp— (% /; dt’H(t’))] . (4.37)

/

Definindo correntes associadas aos observaveis ¢+, ¢~ e ¢°:

(

Jt, teC*
jt)y=9 J-, tecC-

J8, teCh

\

podemos construir um funcional gerador da forma:

Z[j] = THTU(C, )]}, (4.38)

onde 7. é o ordenamento temporal no contorno C. Reescrevendo Z[j] em termos das correntes

auxiliares {J;,7 = +, —, 3}, obtemos:

Zlj] = TrlU(T —iBh,T; Jo)U(T,T'; J)U(T', T; J,)] =
- ]4 Dg) / (D[ Das)alU(T — iBh,; Js)lar)
(|U(T, T J_)|g2) (g2l U (T, T'; T4 )| q), (4.39)

ou, escrevendo os elementos de matriz dos operadores evolucao como integrais funcionais,

teremos:

7)) = / Dq / Dar)[Das) / D¢ [Dg_][Das) x

exp [ﬁ /C dt(L[q]—FjQ)}. (4.40)
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Levando a Lagrangeana correspondente ao Hamiltoniano (4.34) na equacao acima obtemos:

217..0) = T1 [ 1D iDa DRDR; ] %
con{ [t s B - L L BD L ()
onde
Llg, J; R] = M;f —Vi(g) + Jg+

R 1

k k

Aqui levamos o contorno em T — T — ihf referente a Rj para o infinito. Nao temos,
portanto, uma integral extra referente ao ramo f.

Como estamos interessados somente na evolugao da particula podemos integrar sobre as

varigveis do banho Rj, definindo o funcional de influéncia de Feynman [52, 53, 54]:

Fla+,q H/DR+ [DR;; exp{h/ dt x [Lglgs, Rf] +
Lila+, Bf] — Lrla-, By ] — Lila-, By ]] }- (4.43)

Integrando obtemos:

Flas.q.] = exp {% / e ST TG - t')J;;(t')} | (4.44)

k;a,b

onde a e b representam os indices + e — para fungoes de Green G¢°, definidas por:

Git = Gpt—=t)0t—t)+ Gyt =10t —t);

G~ = Grlt=1);

Gt o= GRt—1);

G,” = Gpt—=1t)0{t —t)+ Gyt =10t —1). (4.45)

As fungoes G~ e G< representam as fungoes de Green retardada e avangada, [31]:
1 1
Gp(t—t) =
al ) 2mwy, 1 — ePwk
Gt —t)=—[Gy(t -t (4.46)

[e—iwk(t—t’) . e—ﬂwke—iwk(t—t/)]



CAPITULO 4. EVOLUCAO DO PARAMETRO DE ORDEM 42
Decompondo G (t —t') em uma parte real e uma imaginaria:
Gyt —t) = ilg’ —igi] = igi'(t = 1)) + gi(t =)
(4.47)
onde
1 Bhwy,
R Yy — Y
gt —1) 2WMkcos [wi(t —t")] coth ( 5 ) :
1
I Y — Y
gt —1") S sen [w(t —t')], (4.48)
e definindo:
Y chgnlt —t') = an(t - 1),
k
> gt —t)=ar(t —t), (4.49)
k
obtemos, ap6s alguma manipulacao algébrica [49]:
+oo
Flgt,q-] = exp / dt/ dt’
[(g+(t) = a-()ar(t = ') (a4 (t') + q-(t) +
(Q+(t)—-q_(t»iaa(t—-tU(Q+(f)——q_(tﬁ)]}' (4.50)

Como estamos interessados na evolucao de Langevin da particula de posigao ¢ na presenga

de flutuagoes quanticas e térmicas, é mais conveniente reescrevermos ¢, e g_ em termos de

variaveis que representem separadamente uma solucao classica e as flutuacoes quanticas. Isto

é possivel aplicando uma transformada de Wigner [52]:

Expandindo em r a diferenca de potenciais [V (qy)

Q=;%+QL
r=(¢+ —q-)

o funcional gerador se torna:

~ [pa) [1Dr) e

(4.51)

— V(q-)] e usando os resultados obtidos,

(4.52)
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onde a acao efetiva é dada por:

Sers = / T [MTQ Z 2(3)" —Vész—i?

oo

+/0 dt/o dt'r(t)ar(t —¢)2Q(t)

+% /OOO dt /OOO dt'r(t)ag(t — t")r(t). (4.53)

E possivel reescrever o termo do funcional gerador relativo ao tultimo termo da acao

efetiva como [52]:

o b 5T dt [ dt'r(Han(t—) / D¢ e~ JoT 5 e K (=) o= [ de 70 (4.54)

onde K~ ! = ap, de tal maneira que:

(E@ER)) = hag(t —1t) (4.55)
e
(1) =o0. (4.56)
Obtemos a equacao de movimento através da expressao [54]:
08eslr, Q€]
o) 0 (4.57)

Como consideramos as flutuacoes quanticas pequenas, podemos desprezar termos de ordens

mais altas em 7, o que, junto com a equagao (4.57), nos fornece a equagdo de movimento:

MO +V'(Q) 2 /O Cdtar(t — £)O() = (1), (4.58)

Obtemos, assim, uma equacao similar a de Langevin, mas com um termo de memoria nao-
Markoviano e um ruido colorido com funcao de correlacao ag. A equagao de Langevin usual
pode ser obtida através de uma aproximagcao que leva a um caso particular de (4.58). Consi-
derando que o banho térmico tem um nimero infinito de graus de liberdade, podendo transfe-
rir quantidades infinitesimais de energia, ele deve possuir um espectro continuo de osciladores

com densidade de frequéncias p(w). Tomando o limite de alta temperatura kg1 > wy, a
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correlacao do ruido sera aproximadamente

ap(t —t") ~ Z Qni,]zukCOS[wk(t — )] {QZiT + O(%)}
kBT —kcos —t .
2 w(t = )] + O(kBT) (4.59)

k
Agora estamos trabalhando com um espectro continuo de frequéncias, logo o somatério

torna-se uma integral em w. Assim, a correlacdo toma a forma

har(t —t') / dwp(w )cos[ (t—t")], (4.60)
m
ear. )
ar(t—t) = /0 dwp(w)%sen[w(t —)]. (4.61)
Colocando um corte em determinada frequéncia 2 e definindo [49, 54]:
) 2map” w <
W)Wy =4~ (462)
0, w >
ficamos com:
/ kgT “ / /
hag(t—1t)~—n dwecos|w(t —t')] =~ 2kTno(t —t'), (4.63)
T -Q
Ind [~ d
ar(t —t') ~ —§%£ . dwcos|w(t —t')] ~ i (o(t—1t")). (4.64)

Fisicamente, este corte significa um limite para as frequéncias nas quais a particula interage

com o banho. Assim o termo nao-Markoviano presente na equagao de movimento torna-se:

/ dtar(t— Q) ~ + / ar L (5( - 1)Q() =

' Q) _ n,
— ar'o(t —t' = —=Q(1). 4.65
o [ s -5 = o (465)
e a equacao de movimento simplifica-se para
MQ +V'(Q) +nQ = &(t), (4.66)

onde o ruido possui agora uma funcao de correlagao da forma

(E@BER)) = 2kTno(t — 1), (4.67)

de modo que obtemos a equagao de Langevin usual, com um termo de dissipagao Markoviano

e ruido branco.
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4.3 Teoria de campos fora do equilibrio e a equacao de
Langevin para o parametro de ordem

E possivel generalizar a andlise feita na secao anterior para sistemas mais complexos, ou seja,
deduzir a equacao Langevin através do estudo de uma teoria de campos fora do equilibrio,
tal como em sistemas em mecanica quantica como discutido anteriormente. Analises nesta
linha foram feitas para sistemas com potencial do tipo A¢* nas referéncias [19, 20, 21]. Nesta
segao, seguiremos os passos da Ref. [19] e obteremos uma equagao do tipo Langevin usando
um tratamento de tempo real, de teoria de campos a temperatura finita, indo até 2-loops
e O(\?). O resultado obtido é uma equacao também similar & equagao de Langevin usual,
porém com termos extras relativos ao ruido e a dissipacao. As principais modificagoes com
relacao ao ruido é que ele passa a ser colorido, ou seja, sua funcao de correlacao depende do
tempo de modo nao-local e multiplicativo, acoplando-se linearmente ao campo. No limite
de altas temperaturas recupera-se, o ruido branco. Com relacao a dissipacao, além do
termo usual proporcional a derivada temporal do campo, chega-se a um termo que depende
quadraticamente do campo.

Consideremos, por simplicidade, um modelo de campo escalar com densidade Lagrange-

ana: ) A
1 _mt e Ay
L[o] = 5(0u0)* = 50" — 6" (4.68)

Esta densidade Lagrangeana é bem coveniente para que possamos considerar mais tarde
o caso particular dos potenciais que foram obtidos no capitulo 3, uma vez que ambos sao
quarticos.

O funcional gerador Z, em termos da fonte externa .J, usando A = 1, é dado por:
210 = /C Déeap{iS[o, I} (4.69)
onde a acao classica é definida como:
Siond) = [ Pa{Llol + T@o()} (1.70)

Como anteriormente, deve-se usar um contorno conveniente para calculos em tempo real e

escolhe-se o contorno fechado de Schwinger-Keldish [50, 51], onde o caminho C' vai de —oo



CAPITULO 4. EVOLUQAO DO PARAMETRO DE ORDEM 46

até +oo e entdo volta a —oo, de acordo com a Figura 4.1. A integral funcional na Eq. (4.70)
é sobre campos ao longo deste contorno temporal. Assim como na formulacao de tempo
Euclideano o campo é periédico no tempo, agora da forma: ¢(t, Z) = ¢(t — i3, Z).

Define-se a agao efetiva I'[¢] em termos do funcional gerador de fungdes de Green conexas

W1J] como:

e = W = | d'eT@)ela), (4.71)

com ¢(z) definido por: S
o(x) = 6J([x)] (4.72)
W] = —i In / Do expliS|e, J). (4.73)

A expansao perturbativa de I'[¢] é obtida escrevendo-se o campo escalar como ¢ = ¢g+1),
onde ¢g é a configuragdo de campo que extremiza a agao cldssica S[¢, J] e n é uma pequena
perturbacao sobre esta configuragao. Usando-se as Eqs. (4.72) e (4.73), pode-se relacionar

¢o a @ (¢o = ¢ —n) e escrever a agao efetiva, para J — 0, a 1-loop como:
Lly] = Slel + 57r WD+ V' (p)], (4.74)

onde . .
%T’f‘ IO+ V"(p)] = —i ln/Dn exp {—%U[D + V"(go)]n} (4.75)
Desprezando contribuigoes em (4.74) que sejam independentes de ¢, pode-se expandir o
logaritmo da seguinte forma:
+oo (_1)m+1

i i A\
§TT In[O0 + V”(‘p)]ziTTCZT o (—90) =

m=1

i~ (D™ N T
— §;T (5) Tr/d x1...d*x,, X
Ggl’ll(xl — x3) [¢*(22)]
[@Q(xm)]lm

I na GZQ’ZQ (ZEQ - Ig)

Gg’”’l’” (T — 21) [@*(71)] (4.76)

—1,m lm sMm+1

A representacao matricial na Eq. (4.76) é uma consequéncia do contorno temporal esco-

lhido. Agora devemos identificar varidaveis com argumentos nos ramos positivo e negativo
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do caminho, os quais denotamos por 4+ e —, respectivamente. Como consequéncia desta
. . 1 )
duplicacao de campos, o propagador livre em tempo real Gg (x — ') neste contorno é dado

por (I,n=+,—):

Gyt (x —a') = i(Tp(x)9(a")).

G, (x —a') = {{T_¢(x)d(")),

Gy (x —a') = i{(')p(x)),

Gyt (@ —a) = i(d(a)o()), (4.77)

onde Ty e T_ indicam ordenamento cronoldgico e anticronolégico, respectivamente. G;fJ’
é o propagador fisico causal usual. Os outros trés propagadores aparecem como uma con-
sequéncia do contorno temporal e sao considerados como auxiliares, nao-fisicos. As ex-
pressoes para cada um destes propagadores podem ser encontrada em [50, 55].

Vamos considerar agora as contribuigoes até 2-loops e ordem \? a Eq. (4.74). Diagrama-

ticamente:

T[] = S[y] +>O + >O< + >OO + _@_ + 0N, (4.78)

. . < l

onde @ estd nas pernas externas e os propagadores internos sao dados por GZ’ . Podemos

escrever cada um dos diagramas em termos das varidveis de campo ¢, e ¢_ e dos propa-
n,d 15 . L, .

gadores G;". E conveniente reescrever as varidveis de campo ¢4 e ¢_ em termos de novas

variaveis de campo, ¢. e pa, definidas por:

1
P+ = §SOA + Pes
1
- = pe = A (4.79)

Uma sugestao do significado fisico destas varidveis é dado na Ref. [56], sendo andlogo as
grandezas () e 7 no caso de mecanica quantica. Associa-se pa com um campo de resposta
enquanto . ¢é interpretado como o campo fisico, que sente as flutuacoes do sistema. A

mudanca de varidveis (4.79) permite identificar na acao efetiva os termos responsaveis pelas
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flutuacoes no sistema, que serao os termos imaginarios. A associacao de ¢. com os campos
fisicos nos impoe que tomemos pa = 0 (¢4 = p_) no fim do célculo [57, 58]. Em termos das

novas variaveis, encontra-se a seguinte expressao para a acao efetiva:

r [QOA,SDC]Z/OZ%{@A(@ _D_m2_é/(d3k [1+ 2n(w)]

2) (@2 2w(k)

+%2 / dt’/ (;ljrq)glm (Gt —t)] o —1) / (;ljr]; - _gjzl%()w)]]%(x)

—% (4pa(x)@i(x) + @A (z)pe(x)) }

w

0t —t)o(k — G — G — )

—ggpA(w)gpc(w/)Im [H/ (273;3G$+(Jjat_ t')

-)‘2 / / d’ = / - 7 /
+i—oa(2)pe(x)pale)pe(z )Re/ 1 [Gf(q,t — GG~k t—t )} +
4 (2m)3
_|_'/\_2 ( ) ( /)R ﬁ/ dgqj G++(it_t/) 5(E_H_H_H) (480)
21290A T)pa\T )ne H (271')3 6 \4j; 1 =492 —4G3) ¢- .

Os dois tltimos termos em I'[pn, ¢ ] dao as contribuigoes imagindrias para a acgao efetiva,

que podem ser associadas a integracoes funcionais sobre campos de flutuacoes Gaussianas &;
e & [B7):

[parie) [ D@P[@]exp{i [ deles@idos@ +90A(I)§2(:r)]}
- exp{z' [ dtats [z%%umwe (G2 pal@)eela) +

+ii\—290A(x)Re [G;ﬁ]iﬂ @A(x’)] }, (4.81)

onde P[] e P[&] sao as distribuigdes de probabilidade para & e &. As formas explicitas
destas probabilidades sdo dadas em [19]. Levando a Eq. (4.81) em (4.80), a tltima pode ser
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escrita como:

Tloa pd = +n / Dé,Pléy] / D&Pleeap(iSuy lon. eo i &)}, (482)

onde

Serflon, pe; &1, 2] = Rel'[pa, o] + / d*zloa(r) ()1 (2) + palz)éa(z)], (4.83)

e Rel'[pa, ] é a parte real da Eq. (4.80). Na Eq. (4.83) os campos & e & agem como
fontes de flutuacao para as configuracoes de campo escalar ¢. &; se acopla tanto com o campo
resposta A quanto com o campo fisico ¢., permitindo um termo de ruido multiplicativo,
p£1, na equacao de movimento para ., enquanto que & dé origem a um termo de ruido
aditivo tradicional [19].

Para chegar a uma equagao de movimento, usamos entao a relacao:

(SSeff [@A; Pe, 617 62]

=0. 4.84
dpa ( )

»a=0

Usando (4.83) e (4.80) obtém-se:

S QURIL R

)\
() + 3,% + gDc /d3 // dt' (& ') Im [G;ﬁ]iz,x

/d3 // dt' o (7, 1) Im [G*ﬂ = (x)&1(x) + &(x), (4.85)

onde
2 d3k oL
6T = [ Bhenfies]
3
/ (j LGt -G - K1) (4.86)
e
d?)k .7 — —
[G;;’L]i@, = /W exp [zk(x—x)} X
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Com o objetivo de obter uma equacao do tipo Langevin, uma série de aproximacoes devem
ser feitas na equagao de movimento (4.85). A equagao de Langevin obtida podera ser usada
para descrever a dinamica fora do equilibrio de modos variando lentamente em situacoes
préximas ao equilibrio.

Calculando-se os termos relativos a dissipagdo na Eq. (4.85) usando os propagadores
livres nus chega-se a um resultado nulo, devendo-se portanto usar propagadores vestidos
no célculo, considerando as contribuigoes da auto-energia até dois-loops e ordem O()\?).
Reescreve-se, entao, o propagador como:

1 1
H
g% —m? + ie g% —m? —X(q) + i€’

(4.88)

onde Y(q) é a contribuigao da auto-energia:

S(q) = (i) + g;% + <:> + O . (4.89)

Pode-se mostrar [19] que o propagador vestido pode ser escrito como:

Gyt~ )~ S0+ 2n) cosfolt — ] ~ i senfolt —
gt—t) ~ ————(1+2n) cos|w|t —t'|] — 1 sen|w|t — || +
¢ 2w(q)
F2
+ 208T(qQ)n(1 + n)senfw|t — || + O <ﬁ) (4.90)
onde I'(¢) é a “largura de decaimento” da particula:
D(q) = —m2(0) (4.91)
q) =— : :
2w(q)

Em (4.90) foi usada a aproximacao fI' < 1. Além disso w = w(q) e n = n(w) é dado em

termos da massa efetiva a temperatura finita mr:

mr> =m?+ ReX(mr) =~ m®+ A\ T2 (4.92)

T>mr T? B A28 n \2T? n m_2T n
24 384mmp 19272

Agora que temos o propagador vestido consideraremos o termo na equagao de movimento

(4.85) dependente de [G;ﬁ*] i o Supondo que ¢, varia de modo suficientemente lento com o
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tempo, expande-se este termo até primeira ordem em torno de ¢ e integra-se em t’, obtendo-se:

2 t
A_% ) [ & / dt' (7, ') Im [G;+]2 ~

dq n(l+n)
Pw(Or(@)

2 d3 1
— el ”/ 2P

S se(t) n

O primeiro termo no lado direito da Eq. (4.93) fornece o termo dissipativo multiplicativo

%gpc(xtgocxtﬁ/

—— +n(l+n)

me>oe, com coeficiente de dissipagao dado por:

ﬂ/ d3q3n ) 1(};;7(1@() w)] +O(A2£). (4.94)

Analogamente, pode-se trabalhar com o termo da equacao de movimento (4.85) propor-

cional a [G;’J’]igc,. Realizando um desenvolvimento similar, chega-se a uma expressao onde
o primeiro termo é o termo de dissipacao associado ao campo de flutuacoes &s. E possivel
mostrar [19] que este coeficiente de dissipagao é, pelo menos, de ordem A*I'(q;) ~ O(\*) neste
caso. Assim, em um modelo fracamente interagente, a contribuicdo dominante da dissipagao
na equacao de movimento de ¢, vem do termo dissipativo associado com o campo de ruido
multiplicativo &;.

Portanto, até 2-loops e O(A\?) em uma aproximacao adiabdtica, a equagao de movimento

¢é dada por:

[0+ m3] 1) + Sr (i) + mh(E 0@ 1) = @@ DG . (495

Fazendo o tratamento fora do equilibrio descrito acima para teoria de campos nos depa-
ramos com trés diferencas principais entre a equacao de Langevin obtida e a fenomenoldgica,
usualmente usada em simulagoes numéricas de teoria de campos se aproximando do equilibrio
[19]. A primeira é que a contribuigdo dominante no ruido é multiplicativa, se acoplando ao
campo, agindo como uma fonte de ruido no termo de massa da equacao de movimento. A se-
gunda diferenca é que mesmo que o ruido ainda obedega a uma distribuicao Gaussiana, agora
ele passa a ser colorido, uma vez que os tempos de correlacao dependem da largura do decai-

mento das flutuacoes que geram o ruido.Somente no limite de altas temperaturas o ruido se
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torna branco. A terceira esta na forma como a dissipacao aparece na equacao de movimento.
Ao invés do termo usual, F(T)gﬁ encontra-se que a dissipacao depende quadraticamente da
amplitude do campo, em uma forma I'(T)$2p.

A equagao descrita acima foi obtida para um sistema com auto-interagao. Um trata-
mento ainda mais completo levando em conta interagoes com outros campos [19], leva a uma
equacao contendo, além dos termos aqui obtidos, também um termo dissipativo proporcio-
nal unicamente a derivada temporal do campo e ruido aditivo. A equacao de Langevin com

todas essas correcoes tem a seguinte forma:

O¢ + [I'1 + Ty ¢7] g—f +V'(¢) = E1(T, 1) + &(Z, 1) . (4.96)

4.4 Contratermos de rede

Quando implementa-se teorias de campos na rede é necessario discretizar-se tanto o espaco
quanto o tempo. Fazendo isso, o sistema passa a ser representado por redes finitas com
passos espaciais discretos. Isto automaticamente gera cortes na teoria tanto no infraverme-
lho, através do tamanho da rede, quanto no ultravioleta, através do espacamento da rede
[59, 60, 61]. Apesar de o corte no ultravioleta resolver o problema da catéstrofe ultravioleta,
também traz o efeito de os resultados de simulacoes dependerem do espacamento da rede.
Isso ocorre por usar-se pesos estatisticos classicos para os modos pesados [59, 61], e pode-se
resolver este problema acrescentando-se contratermos apropriados. Em célculos perturba-
tivos, os termos divergentes podem ser identificados diagramaticamente. Subtrai-se, entao,
estes termos substituindo-os pelos termos corretos, calculados através dos mesmos diagra-
mas levando em consideracao a estatistica quantica. A Figura 4.2 mostra como, quando

acrescenta-se contratermos, os resultados deixam de depender do espacamento da rede.

Para uma teoria de campos escalares com potencial do tipo A¢*, com Lagrangeana:

L= LF0,Fy + (D) (D) — 5m610 + A1) (4.97)

4wt

podemos tornar a teoria finita acrescentando contratermos de massa a agao [60]:

1
58 = — / d*x(5m* ¢! + S0m AGAG), (4.98)
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Figura 4.2: Resultados da evolucao temporal de um campo ¢ para diferentes valores do

espacgamento a depois de adicionar contratermos adequados. Os resultados deixam de variar

com a.

onde
0m® = fin S + fomZiog, Smp = [ipX + fapSiog (4.99)
e fim € fip s@o polindbmios em primeira ordem na constante de acoplamento. Aqui s6 levamos

em conta a primeira expressao para dm? pois sé estamos trabalhando com campos escalares.

As grandezas ¥ e ¥, sao proporcionais aos diagramas tadpole e sunset, respectivamente,

que estao representados na Figura 4.3.
a) b)

s

Figura 4.3: Os diagramas a) tadpole e b) sunset, divergentes ultravioleta na teoria cléssica a

temperatura finita.
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Célculos na rede [60] mostram que

o / (d3k 1 _ (0.252731) (4.100)

27)% k2 + m? a

1 6
Yiog ~ — | log— + 0.09 4.101
0 1672 ( Og@/i:'» " ) ( )
onde as constantes finitas nesta expressao sao definidas fazendo com que depois da renorma-

lizacao o grafico sunset tenha o mesmo valor para trés diferentes esquemas de renormalizacao:

na rede, regularizacao de momento e MS. Os polinémios fi,, € fa,, sdo dados por [60]:

9
fim = 193, + 63
81 4 2 2
fom = 1593 + 9hags — 12} (4.102)

onde g2 = ¢°T e A\3 = \T. Assim, para os campos escalares temos:

fim = 6AT
fom = —12X*T2 (4.103)

O contratermo de massa pode entao ser escrito como:

22
Sm2 — 6AT (0.252731) _ 120\°T (log 6
a

o it 0.09) . (4.104)
3

a



Capitulo 5

Resultados para puro gauge

Neste capitulo descreveremos o procedimento para a realizacao da evolugao temporal do
parametro de ordem da transicao de desconfinamento para o caso puro gauge detalhada-
mente. Utilizaremos a equacgao de Langevin com ruido aditivo descrita no capitulo 4, com
o termo de dissipagao proporcional a derivada primeira do campo no tempo e ruido branco,
para o caso de SU(2). Neste caso, adotaremos o potencial efetivo obtido a partir do pri-
meiro modelo descrito no capitulo 3, onde usamos os autovalores do loop de Polyakov como
parametro de ordem [10, 11]. Para SU(3), levaremos em consideragao somente a dissipacao,
também proporcional a derivada temporal do campo, sem o termo de ruido, e faremos a
evolucao no tempo usando tanto o potencial do primeiro modelo como o do segundo, que

usa como parametro de ordem o valor esperado do trago do loop [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18|.

5.1 Sistema fisico

O sistema fisico em questao é um sistema de campos de gauge sofrendo uma transicao de
desconfinamento. No capitulo 3, mostramos como é possivel obter um potencial efetivo em
funcao do parametro de ordem desta transicao. Para os potenciais que obtivemos, temos ini-
cialmente um tinico minimo e nossa teoria obedece a uma simetria Z(N), conforme mostrado
nas Figuras 3.1, 3.2 e 3.3. A medida que a temperatura aumenta, surgem N novos minimos
no potencial, quebrando a simetria Z (V) inicial. Na temperatura critica, todos os minimos

se tornam degenerados e, finalmente, acima desta temperatura os novos minimos passam a

95
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ser os vacuos verdadeiros da teoria. Com o surgimento de novos vacuos, o sistema comeca a
decair e o processo através do qual este decaimento se da dependera da velocidade com que
a temperatura é elevada. O caso de SU(2) é simples, uma vez que o potencial nao apresenta
barreiras em nenhuma temperatura: logo que o vacuo da teoria muda, o antigo minimo passa
a ser um ponto metaestavel, sendo suficiente qualquer pequena perturbagao para o sistema
decair. Em SU(3), entretanto, logo acima da temperatura critica surge uma barreira a qual
o sistema s6 atravessard se isso for energeticamente favoravel. Devido a flutuagoes térmicas
e quanticas, surgirao pequenas bolhas candidatas a transicao de fase em todo o sistema. O
ganho energético ao decair para o novo minimo é proporcional ao volume da bolha enquanto
que a perda devido a tensao superficial sera proporcional a sua superficie. Existe, assim,
um raio critico acima do qual o decaimento é favoravel. A temperaturas suficientemente
altas, esta barreira desaparece e caimos no caso simples em que o antigo minimo se torna um
ponto metaestavel, sendo suficiente qualquer pequena flutuagao para provocar o decaimento.
O processo no qual é necessario um raio minimo das bolhas geradas pelas flutuacao para
ocorrer a transi¢ao é chamado nucleagao [62, 63, 64, 65], e o processo no qual o minimo ini-
cial se torna um ponto metaestavel recebe o nome de decomposicao espinodal, ou explosao
espinodal, devido ao fato do decaimento ocorrer muito rapidamente [62, 63, 64, 65]. Em
geral, acontece uma competicao entre os dois processos. Entretanto, se a temperatura se
eleva muito rapidamente, o sistema cai quase instantaneamente em um ponto metaestavel,
nao tendo tempo de “perceber” o periodo em que a barreira esteve presente. A nucleacao,
neste caso, da lugar completamente a decomposicao espinodal.

O que acontece apds uma colisao de ions pesados ultrarelativisticos a altas energias
é similar a situagao descrita acima. Experimentos realizados no CERN-SPS e no BNL-
RHIC indicam que apds a colisao os quarks e glions se desconfinam formando o plasma e
rapidamente este plasma se resfria voltando ao estado hadronico. A primeira parte deste
processo pode ser aproximada por um quench no potencial, e o decaimento se da através do
processo de decomposicao espinodal. Neste caso, o ponto onde se localiza o minimo inicial
nos fornece a condicao inicial do problema. Tratamos, entao, da evolucao temporal de um

sistema em um potencial fixo com posigao inicial bem definida.
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5.2 Evolucao em SU(2) e SU(3)

Consideremos um sistema caracterizado pela energia livre coarse-grained obtida seguindo a
Ref. [66]:
F(,T) = /d% E(v¢)2+1/;ff(¢,T)] : (5.1)

O fator B, que desempenha o papel um papel de tensao superficial, aparece no desenvol-
vimento do calculo perturbativo e varia dependendo da simetria do sistema. Analisemos
primeiramente o caso SU(2). Neste caso B assume o valor B = 72T/ g* [66]. g é a constante
de acoplamento obtida através de calculos na rede [46] e aqui assume o valor g = 4/3.

Como dito anteriormente, usamos para a evolucao temporal uma equacao de Langevin
levando em conta apenas um termo dissipativo, proporcional a primeira derivada temporal,
e ruido branco, com a seguinte forma:

5%y o
B (W - v?w) v =g (5.2)

Aqui I' é um coeficiente de dissipacao e o ruido branco & obedece as relagoes (£(Z,t)) =0 e
(@, )E(@ ) =200(2, —=2,)o(t — ).

De acordo com a discussao do capitulo 4, um tratamento mais completo levaria em consi-
deracao um termo dissipativo extra que dependeria quadraticamente da amplitude do campo
na forma I'y(T)y(Z,t)¢(Z,t), onde T'; deve ser determinado pelos termos imagindrios da
acao efetiva e, consequentemente, também um termo a mais do ruido proporcional a ampli-
tude do campo. Em uma descricao ainda mais geral, temos contribui¢oes nao-Markovianas.
Entretanto aqui trabalharemos somente com os termos mais simples, que podem ser reobtidos
tomando o limite de altas temperaturas.

O valor de T foi extraido da Ref. [67], que adota o seguinte procedimento: primeiramente
realiza-se simulagoes de MonteCarlo na rede para puro gauge na linha seguida em [10, 11]. Fa-
zendo atualizagoes das configuracoes dos campos de gauge em um banho térmico observa-se a
decomposicao espinodal. Determina-se, entao, o valor de I' comparando-se o crescimento ex-
ponencial a tempos curtos da funcao de correlagao (L(k,t)L(—k,t)) prevista pelas simulagoes

na rede e pela evolucao Langevin. Fazendo isto, encontra-se que I' = 7.6 x 10% T%/u para

uma temperatura de 6.67,, onde p é uma escala de tempo relacionando o tempo de Monte
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Carlo e o tempo real. Admitindo que tempos tipicos de termalizacao sao da ordem de alguns
fm/c, obtém-se T' ~ 103 fm 2.

Em nossas simulagoes, resolvemos a Eq.(5.2) para uma rede ctibica de 643 sitios sob
condigoes de contorno periédicas. Foram testados alguns métodos, tanto para a discretizagao
temporal quanto para a espacial, e os que se mostraram mais eficientes e com menor custo
computacional foram o método leap-frog para discretizacao temporal e o da colocacao de
Fourier para a parte temporal. Os métodos testados estao descritos detalhadamente no
apéndice B.

Para a realizacao dos calculos numeéricos, é necessario que todos os termos da equagao de
Langevin sejam adimensionais. Como 1 é uma grandeza sem dimensao, a derivada segunda
com relagao ao tempo e o Laplaciano téem dimensao de 1 sobre comprimento ao quadrado,
que é equivalente a energia ao quadrado. O valor de I' = 102 fm~2 determinado acima pode
ser convertido para unidades de energia através da relagdo 1MeV - fm ~ 1/197 e passa a
ser I' = 3.8 x 108MeV?2. Assim garantimos a adimensionalidade necesséria da equacao.

Para encontrarmos os contratermos necessarios quando incluimos o ruido, usamos o re-
sultado obtido no Cap. 4 para dm? em um modelo \¢*, adaptado ao potencial efetivo aqui
utilizado. O potencial para SU(2) também é quértico com a mesma forma que o potencial
considerado no desenvolvimento. Assim, basta identificarmos no potencial efetivo quem sao
os coeficientes dos termos quadratico e quartico, %m2 e A respectivamente, e substituir no
resultado. Fazemos a mudanca de varidveis ¢» — $1 e chegamos nos seguintes valores para

0s contratermos:

g T\?
=T =) —1 5.3
m 374 |\ T, (5.3)
© 2
g
A= T-b 5.4
O contratermo de massa tem a forma:
AT 6M2T? 6
om? = —0.75"— + ——log [ — + 0.09 (5.5)
a 1672 am

A temperatura critica para um sistema SU(2) assume o valor T, = 302 MeV [45]. Para

este valor de T, a grandeza M no potencial assume o valor M = 775 MeV. Como dito
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anteriormente, o valor de I' foi calculado para uma temperatura de 6.67,, e foi esta tempe-
ratura que usamos nas simulacoes. Acima de 27T,, o potencial praticamente nao é sensivel a
mudancas na temperatura e tem o mesmo comportamento de 7" — oo. O loop de Polyakov
deve, portanto, asumir o valor 1 ao completar a transicao de fase, sem ser necessario fazer
uma normalizagao. Para cada passo de tempo, fazemos uma média do valor do loop em cada

sitio, na forma:

(¥) = % Zwijk(t), (5.6)

ijk
onde N ¢é o numero de sitios na rede em cada direcao e 7,7,k = 1,2, ..., N sao os sitios da
rede. Na Figura 5.1 mostramos o grafico de () em trés situagdes: sem dissipacao e sem
ruido (linha pontilhada), com dissipacao e sem ruido (linha tracejada) e com ambos (linha

cheia).
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Figura 5.1: Evolucao temporal do valor médio do parametro de ordem para o caso SU(2).

Pode-se ver claramente na figura o grande efeito da dissipacao, atrasando o rapido cresci-

mento exponencial do parametro de ordem devido a decomposicao espinodal. Comparando
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os dois casos com dissipacao, um com ruido e o outro sem, vemos que a termalizagao, que
ocorre quando o parametro de ordem passa a ter valor constante um, é muito atrasada pelo
efeito do ruido. Para o caso sem ruido encontramos um tempo de termalizacao de aproxi-
madamente 2fm/c, enquanto que quando incluimos o ruido este tempo dobra, indo para
aproximadamente 4 fm/c.

Em SU(3) o parametro B tem o valor B = 4T /g? [66], com constante de acoplamento
g% = 1.459 [46]. A temperatura critica neste caso serd T. = 263 MeV [46] e obtemos M
através da Eq. (3.22) com valor M = 580 MeV. O fator I' utilizado foi o mesmo que para
SU(2) por nao dispormos ainda de um valor para SU(3). Os resultados, entretanto, dao uma
boa indicacao do que podemos esperar para um valor adequado de I', ja que este deve estar
na mesma ordem de grandeza que o valor obtido para SU(2), e mudangas desta natureza
nao afetam drasticamente a forma da curva obtida e os valores para as escalas de tempo

relevantes.
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Figura 5.2: Evolugao temporal do valor médio do parametro de ordem para o caso SU(3),

com potencial da Eq. 3.20
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As simulagoes em SU(3) foram feitas para a evolu¢ao temporal do parametro de ordem
para os dois potenciais obtidos no capitulo 3. O sistema esta representado por uma rede com
mesmo ntimero de sitios que anteriormente, 643, com condicoes de contorno periédicas. Aqui
comparamos apenas os casos sem dissipacao e com dissipagao, ambos sem ruido, por nao
possuirmos os contratermos adequados. O grafico obtido para o primeiro modelo, usando
os autovalores do loop de Polyakov como parametro de ordem, esta representado na Figura
(5.2).

Neste caso, vemos que o atraso devido a dissipacao é ainda maior do que no caso de
SU(2). A termalizagado ocorre em ¢t = 3.5fm/c sem levar em consideracao o ruido que,
conforme indica o caso SU(2), deve ter também o efeito de retardar a termaliza¢ao. Como
comentado acima as mudangas ndo devem ser drasticas para o valor correto de I' para SU(3)

e uma nova simulagao deve ser feita assim que este valor estiver disponivel [67].
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Figura 5.3: Evolugao temporal do valor médio do parametro de ordem para o caso SU(3)

com potencial obtido seguindo o segundo modelo do Cap.3

Para o segundo modelo descrito no capitulo 3, onde o parametro de ordem é o valor

esperado do trago do loop, obtivemos o grafico da fig.(5.3), com o mesmo valor para o
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parametro I' que nos outros casos.

Para este modelo, o equilibrio em uma situacao onde s6 a dissipagao é levada em conta,
é atingido somente em torno de t = 4fm/c, ainda mais tarde do que no modelo anterior. E
mais uma vez os resultados obtidos para SU(2) indicam que o papel do ruido deve ser o de

atrasar ainda mais a termalizagao.

5.3 Discussao dos resultados

A formacao do plasma de quarks e gliions apds uma colisao de ions pesados a altas energias,
assim como sua hadronizacao, tem sido explicada de uma maneira bem-sucedida através
de modelos hidrodinamicos. A principio, uma condi¢ao para que estes modelos possam ser
aplicados a um problema fisico, é que o sistema em questao esteja em equilibrio, caso contrario
as grandezas termodinamicas nao sao bem definidas. Os dados experimentais disponiveis
para tal processo nos fornecem uma idéia sobre o tempo total gasto, desde imediatamente
apds a colisao, até a hadronizacao. Entretanto, nao nos fornecem informacgoes sobre o que
ocorre durante este periodo. O tempo total de vida do plasma é estimado entre 5 —10fm/c,
mas nao se sabe qual fracao deste tempo é empregada exclusivamente na formacao do plasma.
Aparentemente os modelos hidrodinamicos se mostram eficientes na descricao da evolugao
temporal destes sistemas desde pouquissimo tempo apods a colisao, o que indicaria que o
equilibrio é atingido de forma extremamente rapida, em menos de t = 1fm/c [7]. Uma
possibilidade que vem sendo discutida é de que nao seja necessario o equilibrio para que
a hidrodinamica possa ser aplicada, sendo suficiente que certas condigoes termodinamicas
sejam satisfeitas [74].

Nas simulagoes em puro gauge realizadas, vimos que a dissipagao e o ruido téem um efeito
consideravel, atrasando a escala de tempo em que ocorre a termalizagdo. Apesar de nao
dispormos ainda de um modelo efetivo definitivo para a transicao de desconfinamento, para
ambos os modelos estudados o efeito foi similar tanto qualitativamente quanto quantitativa-
mente. Simulagdes andlogas feitas para o caso da transicao quiral foram realizadas [68], mos-
trando também um efeito consideravel da dissipacao e do ruido, conforme estéa representado
na Figura 5.4. Em todos os casos estudados, os efeitos apontam sempre na mesma direcao,

no caso da transi¢ao de desconfinamento ainda mais intensamente do que na transigao quiral.
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Figura 5.4: Evolucao temporal para o parametro de ordem no caso da transicao quiral

(E.S.Fraga e G.Krein - 2005)

E natural, portanto, esperar que para um caso completo, incluindo tanto termos relativos ao
condensado quiral, que faz o papel de parametro de ordem nesta transi¢ao, quanto termos
relativos ao loop de Polyakov, e termos acoplando as duas grandezas, o efeito seja igualmente
de retardar o equilibrio [75].

Tais resultados em tempo real podem nos dar uma idéia do que esta acontecendo dentro
deste intervalo de tempo, entre a formacao do plasma e a hadronizagao. Se, como tudo
indica, um modelo mais realista, que inclua ambas as transicoes acopladas, e uma equagao
de Langevin mais completa, indicar também um atraso consideravel na termalizacao, sera
um forte indicio de que o equilibrio nao é atingido tao cedo como se acredita, em escalas
de tempo inferiores a 1fm/c. Os préximos passos portanto devem ser dados na direcao de
tornar o modelo mais realista, e uma continuacao direta ¢ incluir termos nao-Markovianos
na equacao de Langevin. Outro ponto a ser considerado é que modelos efetivos mais solidos

para determinacao do potencial na transicao de desconfinamento vem sendo desenvolvidos,
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como o modelo de matrizes [16, 18], que considera corre¢oes de ordens superiores advindas

de representacoes superiores do loop de Polyakov.



Capitulo 6

Conclusao

Resultados experimentais recentes, assim como resultados de QCD na rede, fornecem fortes
indicacoes de que sob condicoes extremas de temperatura e pressao a matéria hadronica
sofre uma transicao de fase para um estado de plasma onde os quarks e glions encontram-se
desconfinados. Tais condicoes extremas podem ser atingidas em aceleradores de particulas
de altissimas energias, reproduzindo temperaturas e densidades ocorridas na natureza em
situacoes como o Big Bang ou o interior de estrelas de neutrons.

Até o momento nao foi possivel uma observacao direta deste plasma, o que torna dificil
a caracterizacao da sua dinamica. Uma das ferramentas que tem se mostrado muito bem
sucedida neste estudo é a hidrodinamica, mas ainda existe muita discussao acerca do seu
limite de validade [70, 71, 72, 73, 74]. Além disso teorias efetivas tém sido desenvolvidas
com o objetivo de estudar esta transicao, utilizando Lagrangeanas efetivas em funcao do
parametro de ordem, o loop de Polyakov.

Nesta tese investigamos o efeito da dissipacao e do ruido na evolucao temporal do
parametro de ordem que representa o sistema durante a transicao de desconfinamento. Es-
tes sao oriundos de flutuacoes térmicas e quanticas vindas de auto-interacao dos campos
em questao ou de interagao com outros campos, por exemplo campos quirais. Usamos um
sistema simplificado, de puro gauge sem quarks dinamicos, para o qual este parametro de
ordem é exato. Conforme mostramos, a inclusao de tais quarks quebra a simetria do sis-
tema, e o loop de Polyakov se torna um parametro de ordem aproximado. Tais sistemas

puro gauge, apesar de serem simplificagoes, nao sao apenas exercicios académicos, uma vez
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que foi observada uma propriedade que vem sido conhecido como “insensibilidade ao sabor”:
fazendo o grafico de p/psp por T/T., encontra-se curvas aproximadamente insensiveis ao
nimero de sabores presentes, e até mesmo a prépria presenca de quarks.

Para representar a dinamica deste sistema de puro gauge, usamos dois diferentes modelos
efetivos. O primeiro deles [10, 11], usado tanto na obtencao de potenciais efetivos para o
caso SU(2) quanto SU(3), parte de um potencial calculado perturbativamente e acrescenta
uma escala de massa para tornar possivel a transicdo. O segundo modelo [12, 13] parte
de argumentos apoiados na simetria Z(N) do sistema, combinados com parametros feno-
menolégicos extraidos de QCD na rede, para a construcao de um potencial efetivo. Este
ultimo foi usado apenas no estudo de SU(3), uma vez que sé se encontram disponiveis tais
parametros extraidos da rede para este grupo de simetria.

Incorporamos os efeitos de dissipacao e ruido a dinamica do sistema fazendo uso de
uma equacao de Langevin. Mostramos como é possivel obter uma equacao de Langevin
generalizada através de uma andlise de teoria de campos fora do equilibrio. Tal equacao
generalizada pode ser reduzida a equagao fenomenoldgica usualmente adotada, se tomarmos
o limite de altas temperaturas.

Realizamos, entao, simulacoes numéricas evoluindo o parametro de ordem no tempo
seguindo uma dinamica de Langevin [22, 23]. Comparamos efeitos da dissipacao isolada e
associada ao ruido. Encontramos que o efeito de ambos foi o de retardar consideravelmente
a escala de tempo que o sistema atinge o equilibrio, sendo que no caso de SU(3) o efeito
foi ainda mais acentuado que em SU(2). Comparando ainda com resultados obtidos para
a transicao quiral em um procedimento andlogo ao realizado nesta tese, verificamos que os
efeitos sao ainda mais fortes no caso da transicao de desconfinamento, o que pode levar
a uma separacao de escalas com possiveis consequéencias observacionais que exploraremos
futuramente.

Varias melhorias podem ser feitas no modelo para torna-lo mais realista. Uma extensao
direta é realizar esta analise para um sistema com o loop de Polyakov acoplado a campos
quirais, incluindo assim férmions [75]. Outro ponto importante é o uso de uma equacao de
Langevin mais completa incluindo termos nao-Markovianos, levando em conta a meméria
do sistema [76]. Como foi mostrado, isso implica no uso de ruido colorido e cdlculo de um

kernel de dissipacao. Além disso, modelos efetivos mais sélidos vém sendo desenvolvidos
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para o caso da transicao de desconfinamento, levando em consideracao correcoes de ordens
mais altas para o loop de Polyakov [16, 18]. Outros efeitos podem ainda ser incluidos como
efeitos de expansao, tamanho finito e outros [77, 78, 79, 80].

De posse de um modelo mais completo, o tratamento em tempo real nos permite comparar
a escala de tempo obtida nas simulagoes com dados obtidos em colisoes de ions pesados. Tais
resultados podem dar importantes indicagoes sobre o que ocorre no tempo entre a colisao
e a hadronizacao, podendo inclusive nos dar informacgoes sobre o uso da hidrodinamica no

estudo da dinamica do plasma.



Apeéendice A

Métodos numeéricos

Existem varios métodos que podem ser usados na discretizacao de equacoes diferenciais,

tanto para a discretizacao temporal como para a espacial. A seguir descreveremos alguns

destes métodos através do exemplo da discretizacao da equacao de Langevin utilizada nesta

tese. Primeiramente, utilizaremos o Fourier spectral method para a discretizagao espacial e

o “método explicito” para a discretizacao temporal. Em seguida, introduziremos o “método

semi-implicito” de discretizacao através de uma pequena modificacao no resultado obtido

no primeiro desenvolvimento. Finalmente, faremos a discretizacao da equacao utilizando o

método leap-frog para a parte temporal e a dita “colocacao de Fourier” para a parte espacial,

métodos estes que mostraram uma maior estabilidade nas nossas simulagoes a tempos longos.

A equacao Langevin utilizada neste trabalho tem a forma:

sendo

Cco1m

Pl Al
5 = VA D+ V() = €,
I = I(F,1)
ng(f’t)

(€)=0

(@, )¢ty =206(2, =) (t — t')
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(A1)

(A.2)

(A.3)
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e V(1) é a derivada do potencial efetivo.
Uma maneira possivel de se fazer a discretizagao temporal é o chamado método explicito,
onde a derivada com relagao ao tempo € definida como:
O _ s — 1o
o At

onde n representa um determinado instante de tempo e n+ 1 representa o instante seguinte.

(A.4)

Seguindo esta defini¢ao, a derivada segunda serd discretizada como:

FL_o (o _ 1 [y (o
oz ot \ot) At[\ot),,, \ot/,
_i ln—l—l_ln _ ln_ln—l

At At At

o ln-l—l - 2ln + ln—l

At?
Analisando agora a parte espacial temos a nossa rede periédica de tamanho L, nas diregoes

(A.5)

ortogonais z, y e z. Sejam N,, N, e N, o nimero de sitios em cada dire¢cao. Temos, entao,
Az = L/N, o espagamento da rede na direcdo . Da mesma forma, teremos Ay = L/N, e

Az = L/N,. A posi¢do Z de cada sitio serd entao dada por:

(

r =1Ax 1=20,...,N,
7= (r,y,2) = y=jAy j=0,..,N,
2 =kAz z2=0,..,N,

\

Fazendo a transformada de Fourier para o campo em um tempo especifico n, ficamos

co1m

@) =Y R, (A.6)
E

onde [ (lg) é o campo [(Z) no espago de momentos.

Se usarmos condigoes de contorno periédicas, devemos ter na direcao x
"(z,y,2) =1"(x+ L,y, 2). (A.7)

No espago dos momentos, temos:

ln(x, v, Z) _ Z piketikyy+iksz i(E) (AS)

-

k
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Mz 4 Ly, z) =y elelotbitikutibz g (A.9)

k

Para que as duas expressoes acima sejam iguais devemos ter:
ethel = 1, (A.10)

Deste modo podemos escrever k,, k, e k. como:

2T N. N.
ky = —r, =2 . += A1l
L eyt (A-11)
da mesma forma:
2T N, N,
k, = 7S 5= —7y,...,+7y (A.12)
2T N N
k= —p, =2 EE A13
7P p 5 Ty (A.13)
Assim, ficamos com:
(x,y,2 Z Tt Tyt P (A.14)
r,8,p

Em uma rede onde os espacamentos Ax = Ay = Az = h, teremos para a derivada com

relacao a x:

ol _ l([L’ + hvyaz) — l(.fC,y,Z)

o ) (A.15)
€

PL_ o (o _ L[y (o) _

or2  Ox \ox) h Ox - Ox z—h B

_ Wzt hy,2) — 2,y 2) + Uz —hy,z) (A.16)

B2
Realizando o mesmo procedimento para as derivadas com relacao a y e z o Laplaciano

toma a forma:

I"(z+ h,y,z) —20"(z,y,2) + I"(x — h,y, 2)
B2

I"(z,y+ h,z) = 20"(z,y,2) + " (x,y — h, 2)
12

"(z,y,z 4+ h) = 20"(z,y,2) + "(x,y,z — h)
h? '

v?zn —

(A.17)
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Fazendo a transformada de Fourier do Laplaciano:

v2r = Zth [6 B (r(Hh)Hsy+pz) _ 9 i (ratsy+pz) | i%E (r(a—h)+sy+p2)

rsp

+ 6i2f“(r(x+s(y+h)+pz) . 2€i2%(rx+sy+pz) +6i2%(rx+s(y7h)+pz) +

+ 6i2f“(rx+sy+p(z+h)) . 26i2f7r(rx+sy+pz) + ei%"(rm+sy+p(th))} irsp- (A18)

- Ca J2m
Colocando entao em evidéncia o termo €' "#+s¥+P2) ghtemos:

1 2 2
V2" = Z h2{ —6 + 2| cos (%Th) + cos (%sh) -+

rSp
2m 12 (ro+sy+pz)7
+cos T ph e'r Lysp- (A.19)
Definindo

Arsp = {—6 + 2 {cos (%rh) + cos (%rsh) + cos (%ph)} } /h?, (A.20)

podemos escrever:

VA=Y N el BT (A.21)
TrSp

chegando a uma forma final para a transformada do Laplaciano. As transformadas da
derivada do potencial e do ruido serao escritas como:

(1) = 3 e E v, (A.22)

rSp

5 _ Z ei%’r('ra:+sy+pz)grsp (AQ?))

rSp

e devem ser realizadas por meio de rotinas numéricas. O termo de derivada segunda trans-

formado toma a forma:
ln+1 — 9" + ln—l

(At

1 . o
=2 Ah)QeZ%WHyﬂ”) [t =2 1) (A.24)
rSp

Nossa equacao diferencial toma a forma:

1
Z e’ L X (re+sy+pz) { (At) |:lfs—;l - 2l;lsp Z;Zspli| T /\mpl:sp

rsp

+£t <l?;zr91 - l?sp) + b?“sp} = Z ei%(mﬂyﬂod {grsp} ’ (A.25)

rSp
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ou seja:
Pt _opn ] pa oy A (g Y g g A.26
(At)g rsp ~ “'rsp + rsp + rSpUrsp + E rsp  ‘rsp + rSp 57’517 ( : )
Isolando os termos que estao no tempo n + 1 a esquerda e definindo:
1 r
X=|—cn+— A.27
<(At>2 + At) (A.27)
ficamos com:
~ 1 2 - 1 - ~ r - - -
mo=— =" —— "\ "= no A.28
rSp X { (At)g rSp (At)g rSp + At rSp + grsp} ( )

Esta é a expressao final discretizada que utilizamos para determinar o campo a cada passo
de tempo da simulagao . As derivadas do potencial e do ruido sao realizadas utilizando as
rotinas “Fast Fourier Transform” descritas em [81].

O método de discretizagao temporal semi-implicito é bastante similar ao método desenvol-
vido acima. A tnica diferenca esta na expressao final, onde o termo oriundo da transformada

do Laplaciano é colocado no tempo (n + 1) da seguinte forma:

'y - 2 - 1 r- -
)\rs o ln—i—l — JE— ln—l —
+ 14 + At) rSp (At)g rSp (At)g rSp + At rsp

+ &y (A.29)

(e

E temos para o tempo (n + 1):

X = (@ + Apsp + A%) (A.30)

77 1 2 5 1 m—1 I n_In &
l;lsp - y {Wl:}sp - Mlmp + El - brsp + g;lsp} : (A31>
A grande vantagem deste método é que no caso passado tinhamos um vinculo entre o

passo de tempo e o espacamento da rede da seguinte forma [82]:
5t =~ (Ax)?. (A.32)

Utilizando o método semi-implicito, é possivel utilizar um passo de tempo consideravelmente
maior, em alguns casos até dez vezes maior, reduzindo muito o custo computacional das

simulagoes [82].
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Em seguida vamos realizar a discretizacao da mesma equacao utilizando os métodos
leap-frog para a parte temporal, e colocacao de Fourier para a espacial.
No método leap-frog, definimos a derivada temporal como a derivada de uma média do

campo nos tempos (n+ 1) e (n — 1):

oL o [imtt 4t
A derivada segunda é definida da seguinte forma:
an a ln+1 _ lnfl

Neste método escrevemos a equacao em funcao da derivada do campo, o que reduz conside-

ravelmente o custo computacional. A equacgao diferencial torna-se entao:

Agrupando os termos que estao no mesmo instante de tempo, a equagao de Langevin toma
a forma:
(1 + gAt) %l”“ - (1 - gAt) %l”‘l +[U' = €At — At VA" =0 (A.36)
A transformada de Fourier do Laplaciano, no método da colocacao de Fourier é escrita
como:
Vi =2y D = 3 el [—EQ Z;Sp} , (A.37)
rsp rsp

onde k; = %li e l; = {r,s,p}. Podemos notar que x é uma aproximacao em segunda ordem

de A, usado no Fourier spectral method (vide Eq. (A.20))

27\ ? h2 ors\ > h? 27p\ % h2
Mg~ — =642 1 (Z0) 41— (Z2) S +1-(Z2£5) = || =
P h2 - (L)2!+ (L)2!+ (L)Q!
ZAW 2 2 2 72
=-7 (r*+4 s +p°) = k= (A.38)
Fazendo a transformada de Fourier de toda a Eq. A.36 ficamos com

r 9 7 n+1 I 9 7 n—1 T 72 7n _
(1+ 2At) P Ly (1 2At) g Ly + U —=&JALt — k1,0 At =0 (A.39)
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Definindo:
r
X = (1 + §At) , (A.40)
podemos encontrar a derivada de I no tempo (n + 1) via:
0 n+1 1 r 0 Tn—1 727n m N
Sl = < {(1 - §At) Sl — A (R, + b, — € (A41)

e o campo [ no instante n pode ser determinado através da relacao :

- - O -~
n+1 n—1 n+1
lrs;— - lrsp + At . alrs;— (A42>

Este ultimo método mostrou maior estabilidade em simulacoes a tempos longos.
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