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Resumo

Litterman e Scheinkman (1991) mostram que mesmo uma carteira de renda �xa duration
imunizada (neutra) pode sofrer grandes perdas e, portanto, propõem fazer hedge de carteiras
utilizando a análise de componentes principais. O problema é que tal abordagem só é possível
quando as taxas de juros são observáveis. Assim, quando as taxas de juros não são observáveis,
como é o caso da maior parte dos mercados de dívida externa e interna de diversos países
emergentes, o método não é diretamente aplicável. O presente trabalho propõe uma abordagem
alternativa: hedge baseado nos fatores de um modelo paramétrico de estrutura a termo. A
imunização feita utilizando esta abordagem não só se mostra simples e e�ciente, mas também,
equivalente ao procedimento de imunização proposto por Litterman e Scheinkman quando as
taxas são observáveis. Exemplos do método para operações de hedge e alavancagem no mercado
de títulos da dívida pública brasileira indexada a in�ação são apresentados. O trabalho ainda
discute como montar e apreçar carteiras que replicam fatores de risco, o que permite extrair
alguma informação sobre a expectativa dos agentes acerca do comportamento futuro da curva
de juros. Por �m, faz uma comparação da expectativa de in�ação futura implícita nos preços
dos títulos públicos da dívida interna brasileira (LTN/NTN-F e NTN-B) com a obtida a partir
do mercado de derivativos (DI-futuro e Cupom de IPCA [SDL]).
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1 Introdução

A estrutura a termo das taxas de juros provê uma relação entre taxas de juros e maturidades.
Seus usos são os mais variados: apreçamento de instrumentos de renda �xa e derivativos de juros,
gestão de carteiras, gerenciamento de risco, previsão de taxas, previsão de crescimento econômico,
estimação do prêmio de risco e condução da política monetária, entre outros. Devido aos seus
numerosos usos a sua estimação e o entendimento de como se movimenta ao longo do tempo é de
considerável importância para pro�ssionais do mercado �nanceiro, para acadêmicos e para ban-
queiros centrais. Nas palavras de Alan Greenspan, ex-presidente do Federal Reserve:"the broadly
unanticipated behavior of world bond markets remains a conundrum"1 .
O fato de movimentos da curva afetarem o preço dos ativos de renda �xa aliado a incerteza

acerca da curva de juros futura faz com que gestores tenham a necessidade de se proteger con-
tra movimentos inesperados da curva. Com este intuito, diversas técnicas de imunização foram
propostas. Fisher e Weil (1971) mostram que, sob a hipótese de mudanças paralelas na curva
de juros, a imunização é alcançada ao igualar o horizonte de investimento à duração da carteira.
Bierwag (1977) mostra que o hedge baseado em duração pode não produzir uma imunização e�-
ciente quando diferentes hipóteses acerca do processo estocástico das taxas de juros são observados
(choques multiplicativos e composições discretas das taxas) e propõe a imunização baseada numa
duração ajustada. Já Khang (1979) propõe uma medida de duração sob a hipótese de que as taxas
de curto prazo variam mais do que as de longo prazo. O problema destas abordagens encontra-se no
fato de que a e�cácia de suas estratégias dependem de um comportamento especí�co da estrutura
a termo, ou seja, de um determinado movimento.
Uma abordagem alternativa que generaliza as anteriores foi proposta por Litterman e Scheinkman

(1991) e consiste em utilizar análise dos componentes principais2 . Eles mostram que três compo-
nentes princiais são su�cientes para descrever quase a totalidade dos movimentos históricos da
curva de juros americana3 . Esses três fatores foram denominados por eles de: nível, inclinação
e curvatura (ou convexidade). Além disso, mostram que carteiras imunizadas utilizando apenas
a duração (técnica ainda amplamente utilizada no mercado brasileiro), eliminam o risco do fa-
tor nível, embora ainda continuem expostas aos fatores inclinação e curvatura. Para exempli�car
construíram uma carteira composta por três títulos, que apesar de neutra em duração gerou uma
perda considerável no período de um mês. Tal posição era especialmente sensível ao fator cur-
vatura. Para �nalizar, utilizam a técnica proposta de hedge via componentes principais para a
mesma carteira, melhorando o resultado da operação consideravelmente. Ou seja, eles mostram
que é importante considerar vários movimentos para obter uma imunização e�ciente. O problema
de sua abordagem é que esta necessita que as taxas de juros sejam diretamente observáveis, o que
não acontece em todos os mercados de renda �xa. Quando as taxas de juros não são diretamente
observáveis, existe a necessidade de um passo intermediário de construção da curva de juros4 .
Para contornar este problema, o presente trabalho propõe um modelo paramétrico exponencial

para curvas de juros que simultaneamente constrói os movimentos da curva (uma rotação dos
componentes principais) e permite realizar a imunização de uma carteira de renda �xa baseada
nos múltiplos movimentos construídos. Derivamos teoricamente as condições necessárias para a
realização de um hedge ou para que se possa operar movimentos da curva (nível, inclinação e
curvatura) por meio do modelo paramétrico proposto. Mostramos, através de análises de cenários,
a aplicabilidade empírica das condições de hedge derivadas utilizando títulos da dívida pública
brasileira indexados a in�ação ao consumidor. O modelo paramétrico é uma extensão do modelo

1Discurso proferido diante do Congresso Americano em Fevereiro de 2005. Na época, Alan Greenspan ainda
estava na presidência do Federal Reserve.

2A partir de combinação lineares das séries de taxas de juros de diferentes maturidades constrói-se fatores latentes
ortogonais que explicam a totalidade da variabilidade das séries. Cada fator responde por uma quantidade desta
variabilidade. No caso particular onde as séries são taxas de juros, três ou quatro fatores explicam a maior parte
desta variabilidade.

3Alguns exemplos de estudos que mostram este resultado para outros países são: Barber e Cooper (1996) para
a curva spot americana, Bühler e Zimmermann (1996) para as curvas spot da Suíça e da Alemanha, D ´Ecclesia e
Zenios (1994) para Itália, Golub e Tilman (1997) para a curva americana, Kärki e Reyes (1994) para Alemanha,
Suíça e EUA e Lekkos (2000) para as curvas forward da Alemanha, da Inglaterra e do Japão.

4Alguns modelos estatísticos utilizados para construção de curvas de juros são encontrados em: McCullock (1971),
Langetieg e Smoot (1981), Vasicek e Fong (1982), Nelson e Siegel (1987,1988), Svensson (1995), Almeida, Duarte e
Fernandes (1998).
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de Diebold e Li (2006) proposta por Almeida, Gomes e Vicente (2007), que apresenta características
desejáveis de previsão e que permite capturar a alta volatilidade das taxas de juros de um país
emergente como o Brasil.
Diebold e Li (2006) usam variações dos componentes exponenciais do arcabouço de Nelson e

Siegel (1987) para modelar taxas à vista, ao invés de taxas forwards, além disso, utilizam ummodelo
autoregressivo (AR(1)) para cada um dos fatores para fazer previsão da estrutura à termo ameri-
cana. O modelo é interessante pois os fatores possuem interpretações, assim como em Litterman
e Scheinkman, de: nível, inclinação e convexidade. Além disso, se conforma com fatos estilizados
da curva de juros que foram catalogados ao longo dos anos e produz previsões para um ano a
frente que são notavelmente melhores, em todas as maturidades, em termos absolutos ou relativos,
do que as dos modelos de referência padrões5 . Almeida, Gomes e Vicente (2007), comparam o
modelo de Diebold e Li com uma extensão (em que um quarto fator, representando uma segunda
curvatura, é adicionado) para analisar a importância do movimento curvatura na previsão das
taxas de juros. Reportam que o novo fator aumenta a habilidade de gerar curvas de juros mais
voláteis e não-lineares e, por isso, num experimento utilizando dados brasileiros do contrato de
DI futuro, conseguem melhores previsões de taxas do que o modelo de Diebold-Li, especialmente
para maturidades mais curtas (1 dia, 1 mês e 3 meses). Além disso, mostram que ao adicionar um
segunda curvatura ao modelo de Diebold e Li a estrutura de prêmio de risco modi�ca levando a
melhores previsões dos retornos em excesso dos títulos.
Alguns trabalhos relacionados com o presente estudo são os modelos de imunização via duração

paramétrica e o modelo de imunização via M-vector. Os primeiros assumem que a estrutura a
termo pode ser representada por uma função de poucos fatores de risco multiplicados por seus
loadings - geralmente polinômios ou funções exponenciais - e baseiam a estratégia de hedge numa
expansão em Taylor multivariada de 1a ordem do valor da carteira de renda �xa. Alguns exemplos
desta abordagem utilizando polinômios são: Cooper (1977), Garbade (1985), Chambers, Carleton
e McEnally (1988) e Prisman e Shores (1988). Willner (1996) empreende a imunização utilizando
o modelo de Nelson e Siegel (1987). Já Bravo e Silva (2005) utilizam o modelo de Svensson (1994)
e derivam teoricamente condições de segunda ordem sob as quais a convexidade da carteira in�ui
positivamente na construção do hedge6 . A diferença fundamental entre os modelos de duração
paramétrica e o proposto no presente trabalho é que nenhum deles implementa uma imunização
onde a curva de juros é não-observável, nosso proposta é imunizar, precisamente, quando a curva
é não-observável.
O outro procedimento relacionado ao nosso é o modelo de imunização via M-vector proposto

por Nawalka e Chambers (1997), uma generalização do conceito de M-square proposto por Fong e
Vasicek (1984). O modelo é baseado numa expansão em Taylor da função retorno de uma carteira
avaliada num dado horizonte de investimento, gerando uma medida de dispersão de taxa de juros,
que quando minimizada deixa a carteira de renda �xa imunizada contra mudanças paralelas e não-
paralelas das taxas de juros. Bravo e Silva (2006), em um recente trabalho empírico, constróem
sua curva utilizando o modelo paramétrico de Nelson e Siegel e investigam a e�cácia de diversas
estratégias de imunização para o mercado de títulos da dívida pública do governo português, sendo
elas: M-vector de várias dimensões, duração, maturidade7 , maturity-bullet e maturity-barbell8 .
Concluem que estratégias de imunização multifatores ou com um único fator eliminam a maior
parte do risco de taxa de juros subjacente a uma estratégia mais ingênua, a saber, a estratégia
maturidade e, que o desenho de carteira com relação a estratégia de imunização é importante para
a sua maior e�cácia.
A diferença entre o modelo de imunização via M-vector e o proposto no presente estudo é que no

primeiro a imunização é baseada numa expansão em Taylor que equivale a um modelo paramétrico

5Alguns exemplos são: random walk, slope regression, Fama-Bliss forward-rate regression, Cochrane-Piazzesi
forward curve regression, AR(1) nas taxas, VAR(1) nas taxas, VAR(1) nas variações das taxas, modelo de correção
de erros (ECM) com uma tendência comum, ECM com duas tendências comuns e, por último, AR(1) dos três
componentes principais estatísticos

6A limitação de sua abordagem é que para sua implementação é necessária uma enorme quantidade de títulos,
que não é observada em países emergentes.

7A imunização é feita com o título de maturidade mais próxima do horizonte de invetimento.
8Maturity-bullet é a estratégia de combinar o título da estratégia de maturidade com o título mais próximo, mas

de maior maturidade do que o horizonte de investimento. Maturity-barbell é a estratégia de combinar o título da
estratégia de maturidade com o título de maior duração disponível na amostra. Ambas devem atender a restrição
de duração da carteira igual ao horizonte de investimento.
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polinomial (quando ordens superiores na expansão em Taylor forem usadas) e sua implementação
exige o conhecimento prévio das taxas à termo (forward) instantâneas. Além disso, os movimentos
que a curva de juros pode sofrer não estão explicitamente de�nidos. Já a técnica utilizada no
presente trabalho constrói os movimentos da curva via um modelo paramétrico exponencial e
propõe que a imunização seja realizada neutralizando esses movimentos utilizando uma expansão
em Taylor de primeira ordem. Com isto, os movimentos extraídos são intuitivos e muito bem
de�nidos, facilitando a sua operação por gestores de renda �xa.
O procedimento sugerido no presente estudo generaliza a imunização baseada em componentes

principais proposta por Litterman e Scheinkman (1991), pois não precisa de taxas de juros direta-
mente observáveis para construir fatores latentes ortogonais e utilizá-los para hedge. Ao escolher um
modelo paramétrico os fatores a serem utilizados para hedge passam a ser resultantes do processo
de estimação da curva de juros, sejam as taxas de juros de um determinado mercado observáveis
ou não-observáveis. De fato, a imunização feita utilizando esta abordagem não só se mostra sim-
ples e e�ciente, mas, equivalente ao procedimento proposto por Litterman e Scheinkman. Isto
porque, segundo Almeida, Duarte e Fernandes (2003), se um modelo para estrutura a termo é sep-
arável, seus fatores são construídos por uma rotação dos fatores latentes ortogonais que de�nem
os componentes principais.
Outra contribuição do nosso trabalho está em apresentar a metodologia de construção de curvas

de in�ação. E, posteriormente, comparar a curva de in�ação obtida a partir do mercado de títulos
(LTN/NTN-F e NTN-B) com a obtida a partir do mercado de derivativos (DI-futuro e Cupom
de IPCA [SDL]). Esta informação é importante, pois permite extrair a expectativa de in�ação
futura implícita em instrumentos negociados no mercado. As medidas de in�ação futura extraídas
desta maneira parecem ser mais con�áveis, já que são o resultado de equilíbrio dado pela oferta e
demanda dos agentes de mercado por instrumentos de renda �xa. Para não haver possibilidades
de arbitragem, as duas medidas de in�ação futura devem ser iguais. Caso não sejam restam duas
possibilidades: (1) existem possibilidades de arbitragem e/ou (2) há alguma microestrutura que
explique a sua diferença (por exemplo, liquidez).
O trabalho está organizado da seguinte maneira: a seção 2 apresenta o modelo, faz uma análise

dos fatores de risco do modelo relacionando-os aos componentes principais e mostra como é simples
apreçar carteiras de renda �xa utilizando este arcabouço; a seção 3 discute como estimar os
parâmetros do modelo e, portanto, como construir uma série de tempo para os fatores latentes;
a seção 4 apresenta a teoria para realização de hedge de carteiras de renda �xa, bem como os
procedimentos para operações sobre os movimentos da curva, isto é, sobre os fatores latentes do
modelo; a seção 5 mostra exemplos do método para operações de hedge e alavancagem no mercado
de títulos da dívida pública brasileira indexada a in�ação. A seção 6 apresenta a metodologia para
a construção de uma curva de in�ação e compara curvas extraídas a partir de dois mercados: (1)
o de títulos públicos e (2) o de derivativos Por último, a seção 7 conclui.

2 Modelo

2.1 A estrutura à termo da taxa de juros

Nelson-Siegel (1987, 1988) originalmente derivaram o seguinte modelo que descreve uma
dinâmica para curva forward:

f (�) = a1 + a2 exp (��1�) + a3 (�1�) exp (��1�) (1)

Utilizando a seguinte relação entre taxas forward e taxa à vista:

R (�) =
1

�

Z �

0

f (�) d� (2)

É possível encontrar a curva à vista implicada pelo modelo de Nelson-Siegel:

R (�) = b1 + b2

�

1� exp (��1�)

�1�

�

� b3 exp (��1�) (3)
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A equação a seguir apresenta o modelo utilizado por Diebold-Li (2006).

R (�) = a1 + a2

�

1� exp (��1�)

�1�

�

+ a3

��

1� exp (��1�)

�1�

�

� exp (��1�)

�

(4)

É fácil ver que há uma relação direta entre (4) e (3): b1 = a1; b2 = a2+ a3 e b3 = a3: Diebold e
Li modi�cam o modelo original de Nelson-Siegel (1987), pois os loadings de b2 e b3 têm formas de
decaimento muito similares, o que torna difícil prover uma interpretação intuitiva dos fatores, como
em Litterman e Scheinkman de nível, inclinação e curvatura. Além disso, coloca um problema de
multicolinearidade quando da estimação dos fatores, devido à similaridade entre eles, podendo,
portanto, afetar a precisão da estimação.
O modelo de Diebold-Li também é assintóticamente interessante, pois gera uma função desconto

que começa em um para a maturidade zero e converge para zero no in�nito. Tal característica faz
com que a curva obtida se conforme melhor para as taxas dos títulos de maturidade mais longa.
Adicionando uma nova curvatura (em forma de U) a equação (4) obtem-se a extensão do

modelo de Diebold-Li (2006) proposta por Almeida, Gomes e Vicente (2007). O novo parâmetro é
importante para a modelagem de curvas de juros em mercados muito voláteis, tais como o mercado
brasileiro, pois permite uma maior �exibilidade da curva para capturar movimentos mais complexos
e não-lineares resultantes do excesso de volatilidade nas taxas..O modelo relaciona taxas à vista
continuamente compostas com fatores de risco e loadings através da seguinte função:

R (�) = a1 + a2

�

1� exp (��1�)

�1�

�

+ a3

��

1� exp (��1�)

�1�

�

� exp (��1�)

�

+

+a4

��

1� exp (��2�)

�2�

�

� exp (��2�)

�

(5)

onde,
R (�) é a taxa de juros a vista continuamente composta de um zero coupon bond que vence em

�
a1, a2; a3 e a4 sao os fatores de risco com relaçao ao nível, inclinaçao e curvaturas
�1 e �2 sao parâmetros de escala.

Os parâmetros de escala governam o decaimento exponencial: pequenos valores produzem um
lento decaimento e melhor conformam a curva às maturidades longas. Além disso, os �0s governam
o prazo em que os loadings sobre a3 e a4 alcançam seu máximo. Como ambos loadings possuem
forma de U, escolher a maturidade (�) que maximiza o loading é equivalente a resolver a seguinte
equação não-linear:

exp (���) +
exp (���)

��
�

(1� exp (���))

(��)
2 = 0 (6)

Os loadings sobre os coe�cientes a1, a2; a3 e a4 podem ser interpretados como a sensibilidade
na taxa à vista com relação a variações nos fatores latentes, portanto, podem ser obtidos pela
primeira derivada com relaçao a cada um dos fatores de risco:

@R (�)

@a1
= 1

@R (�)

@a2
=

�

1� exp (��1�)

�1�

�

@R (�)

@a3
=

��

1� exp (��1�)

�1�

�

� exp (��1�)

�

(7)

@R (�)

@a4
=

��

1� exp (��2�)

�2�

�

� exp (��2�)

�

Os loadings como função da maturidade podem ser observados na Figura 1. O loading sobre
a1 é a constante um e pode ser visto como uma taxa de equilíbrio de longo prazo, pois não decai
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Figura 1: Loadings da curva de juros real (NTN-B) com (�1; �2) = (0:3; 0:2)

para zero em maturidades tendendo a in�nito. O loading sobre a2 começa em um e rapidamente
decai para zero, portanto, in�uenciando mais a curva em prazos curtos. Os loadings sobre a3 e a4
começam em zero, aumentam, e depois decaem para zero, logo podem ser vistos como in�uenciando
mais as partes média curta e média longa, respectivamente, da curva. Isto é, in�uenciam a con-
vexidade da curva. Eles são similares aos loadings obtidos pela análise de componentes principais
de Litterman-Scheinkman (1991) e, portanto, podem ser interpretados como: nível, inclinação,
primeira curvatura e segunda curvatura, respectivamente.
Como pode ser visto na matriz de correlação abaixo, os fatores do modelo não são ortogonais,

como em Scheinkman-Litterman, ou seja, são correlacionados entre si.9 .
2

6

6

4

1 0.09 -0.14 -0.35
1 -0.71 0.45

1 -0.83
1

3

7

7

5

Note, em particular, a alta correlação negativa entre a3 e a4 e, também a relação entre a2 e
a3: Estes fatos podem melhor serem observados na �gura (2) que mostra a evolução dos fatores ao
longo do tempo.
É possível obter a estrutura ortogonal de fatores que seria gerada pelas taxas de juros aplicando

análise de componentes principais diretamente na série dos fatores, pois segundo Almeida, Duarte
e Fernandes (2003), os fatores latentes obtidos pela análise de componentes principais das taxas
nada mais são do que uma rotação dos próprios fatores do modelo. Logo, para obter os loadings dos
fatores que seriam obtidos aplicando componentes principais diretamente nas taxas é necessário
dois passos: (1) aplicar análise dos componentes principais diretamente na série de parãmetros do
modelo e (2) ponderar os loadings do modelo pela matriz de coe�cientes resultante do passo 1.
A ponderação é necessária, pois a matriz de coe�cientes descreve apenas a participação de cada
fator/parâmetro do modelo para construção dos componentes principais. O grá�co a seguir mostra
a sensibilidade da taxa com relação a um choque nos componentes principais.

Para melhor interpretar os fatores ortogonais vale a pena observar a matriz de coe�cientes
usada no passo 2 acima:

2

6

6

4

-0.05 0.89 -0.34 0.3
0.52 0.25 0.79 0.21
-0.62 -0.16 0.28 0.71
0.57 -0.33 -0.43 0.61

3

7

7

5

9Para as análises estatísticas desta seção utiliza-se dados diários de títulos públicos brasileiros indexados ao
IPCA conhecidos como NTN-B�s fornecidos pela Andima. A janela de dados extende-se de 19-10-2004 a 15-5-2007,
totalizando 644 observações. Os parâmetros de escala utilizados para a construção das curvas foram os valores
(�1; �2) = (0:3; 0:2) :
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Esta mostra como a estrutura ortogonal é construída. O loading sobre o primeiro fator tem uma
interpretação de nível, pois afeta a curva inteira positivamente, embora as taxas do início da curva
sejam afetadas de maneira mais pronunciada, decrescendo até a maturidade cinco. O loading sobre
o segundo fator também possui uma interpretação de nível, já que afeta a curva como um todo
positivamente, apesar de decair monotonicamente até a maturidade cinco e após isso apresentar
uma suave elevação. O loading sobre o terceiro fator possui claramente uma interpretação de
inclinação, pois decai monotonicamente cruzando o eixo do zero após seis anos (o que representa
um movimento de diminuição da inclinação da curva de juros). Já o loading sobre o último fator
pode ser interpretado claramente como curvatura, pois apesar de afetar positivamente todas as
maturidades da curva, o efeito é muito mais pronunciado em taxas de maturidades medianas.
Utilizar a análise de componentes principais é interessante, pois permite, através dos autoval-

ores, saber quanto cada componente explica dos movimentos totais da curva. O primeiro com-
ponente responde por 58.68% dos movimentos totais da curva; o segundo participa com 29.55%,
enquanto o terceiro e o quarto explicam 11.38% e 0.39%, respectivamente. Parece que o acréscimo
do quarto fator não ajuda a explicar os movimentos da curva, mas como Almeida, Gomes e Vicente
(2007) discutem, a inclusão do quarto fator aumenta a habilidade de gerar curvas de juros mais
voláteis e não-lineares (ao modi�car a estrutura de prêmio de risco), além de melhorar a capacidade
de previsão do modelo para maturidades curtas em relação ao modelo de Diebold e Li (que não
possui este fator).

2.2 Apreçamento de carteiras de renda �xa

O preço de qualquer título pode ser encontrado descontanto os seus pagamentos pela taxa relativa
a maturidade daquele �uxo de caixa.

Pj =

T j
X

ti

cj (ti) exp (�R (ti)� ti) (8)

onde,
Pj é o preço do título j de uma carteira de títulos
cj (ti) é o pagamento i do título j que irá ser pago no tempo ti
i é o número de pagamentos do título j de hoje até a maturidade
T j é a maturidade do título j.

Então, o preço de uma carteira de j = 1; 2; :::; J títulos com pesos !1; !2; :::; !J , tal que
P

j !j =
1; pode ser escrito como:

P =
X

j

!j

T j
X

ti

cj (ti) exp (�R (ti)� ti)

=
MaxT j
X

ti

0

@

X

j

!jc
j (ti)

1

A exp (�R (ti)� ti)

=
MaxT j
X

ti

c (ti) exp (�R (ti)� ti) (9)

=

T
X

ti

c (ti) exp (�R (ti)� ti)

Logo, qualquer carteira de J títulos pode ser vista como um único título com pagamentos
distintos e não uniformes ao longo do tempo.
A próxima seção mostra como os parâmetros do modelo podem ser estimados a partir de uma

cesta de J títulos num dado instante do tempo.
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3 Estimação

O primeiro passo requerido é estimar os coe�cientes at;1; at;2; at;3; at;4; �t;1; �t;2, para cada
instante de tempo t, já que estamos interessados na evolução da estrutura a termo ao longo do
tempo. Tal dinâmica pode ser compreendida como um painel com os seguintes eixos: maturidade
dos títulos e tempo. A equação (5) pode ser reescrita da seguinte maneira para incorporar os
aspectos dinâmicos e estatísticos do modelo:

Rt (�) = at;1 + at;2

�

1� exp (��t;1�)

�t;1�

�

+ at;3

��

1� exp (��t;1�)

�t;1�

�

� exp (��t;1�)

�

+

+at;4

��

1� exp (��t;2�)

�t;2�

�

� exp (��t;2�)

�

+ "t;� (10)

Suponha que existam J bonds disponíveis no instante de tempo t. A estimação dos coe�cientes
é realizada minimizando alguma função perda. Idealmente, a função perda deveria envolver taxas
observadas e do modelo. Mas, nem sempre isto é possível, por exemplo, títulos que pagam cupons
não possuem taxas observáveis. Neste caso, a função perda deve ser construída a partir de preços
observados e do modelo. Exemplos de funções perda deste tipo são: soma dos quadrados dos resí-
duos dos preços, soma dos valores absolutos dos resíduos do preço, soma ponderada dos quadrados
dos resíduos dos preços,entre outras. Esta última abordagem é interessante pois permite dar mais
peso aos títulos mais importantes de um determinado mercado de maneira a evitar distorções nas
taxas de juros estimadas provocadas por motivos, tais como, baixa liquidez ou prazo de vencimento.
Utilizando a soma ponderada dos quadrados dos resíduos dos preços dos títulos como função perda,
os parâmetros do modelo são obtidos ao se resolver o segunte problema de otimização (mínimos
quadrados generalizados não-linear).

Minat;1;at;2;at;3;at;4;�t;1;�t;2

J
X

j=1

wt;j
�

Pt;j � Pt;j
�2

(11)

Pt;j é o preço do título j dado pela equação (8) do modelo no instante de tempo t;
Pt;j é o preço observado no mercado do título j no instante de tempo t
wt;j é o ponderador que atribui o grau de importância do título j no instante de tempo t.

Para utilizar o modelo para operações de renda �xa é necessário reestimá-lo diariamente, de
maneira que é possível construir uma série de tempo para os coe�cientes: at;1; at;2; at;3; at;4; �t;1; �t;2,
para cada t = 1; 2; :::; T .
É importante comentar que os parâmetros de escala (�t;1; �t;2) são bastante instáveis, isto é, a

estimação sequencial encontra parâmetros bastante diferentes ao longo do tempo. Vale mencionar
que dependendo da aplicação é interessante �xá-los no tempo (�t;1; �t;2) = (�1; �2) para todo t.
Alguns exemplos de aplicação onde a �xação é interessante são: previsão de taxas futuras, operação
direcional da curva de juros e para fazer hedge de carteiras de instrumentos de renda �xa.
Quando as taxas são observáveis, como é o caso da maioria dos derivativos de juros com liq-

uidez no Brasil, é interessante utilizar uma função perda envolvendo taxas, ao invés de preços.
Há dois motivos principais para esta troca de abordagem: (1) evita-se distorções provocadas pela
maturidade do instrumento10 e (2) se parâmetros de escala são �xos, estimação do modelo pode
ser feita sequencialmente por regressão linear ou GLS, reduzindo o custo computacional e aumen-
tando a con�abilidade da estimativa (certeza de ótimo global). Desta maneira o problema dado
anteriormente pela equação (11) é modi�cado da seguinte maneira:

Minat;1;at;2;at;3;at;4;�t;1;�t;2

J
X

j=1

wt;j ( yt;j � yt;j)
2 (12)

10Preços de títulos que estão na iminência do vencimento variam muito pouco mesmo quando as taxas apresentam
grandes variações. Por exemplo, um título de maturidade 1 dia que paga 1 no vencimento possui preços de 0.9996
e 0.9993 quando as taxas são de 10%aa e 20%aa, respectivamente (sob a regra de contagem de dias: du/252). Isto
é, um erro de 1000 bps em taxa equivale a um erro de 0.0003 unidades monetárias em preço.
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Se parâmetros de escala são �xos o problema se reduz a:

Minat;1;at;2;at;3;at;4

J
X

j=1

wt;j ( yt;j � yt;j)
2 (13)

yt;j é a taxa anual continuamente composta do título j dado pela equação (8) do modelo no
instante de tempo t;
yt;j é a taxa anual continuamente composta observada no mercado do título j no instante de

tempo t
Para as aplicações de hedge, operação de movimentos da curva e construção dos fatores uti-

lizaremos o procedimento dado pela equação (11), pois estas serão feitas a partir das NTN-B�s. Já
na aplicação de comparação entre expectativas da in�ação implícitas nos títulos da dívida pública
interna (LTN/NTN-F e NTN-B) e implícitas nos derivativos de juros (DI-futuro e Cupom de IPCA)
serão utilizados os dois tipos de função perda (11) e (13).

3.1 Dados

Para as análises que serão realizadas na seção de Simulação utiliza-se dados diários de títu-
los da dívida pública brasileira indexados ao IPCA, conhecidos como NTN-B�s - fornecidos pela
Andima. A janela de dados estende-se de 19-10-2004 a 15-5-2007, totalizando 644 observações.
Cada observação (dia) da amostra possui um conjunto de títulos NTN-B�s com as seguintes carac-
terísticas: data de referência, data de vencimento (ou maturidade), taxa interna de retorno média
(expectativa), PU (preço do título), VNA (valor nominal atualizado), Cotação (preço de um tí-
tulo com valor de face 1 e as mesmas características) e Cupom11 (percentual do valor de face).
As tabelas a seguir mostram respectivamente a primeira e a última observação da amostra na
dimensão do tempo (dias 19-10-2004 e 15-5-2007).

Data_Referencia Data_Vencimento Expectativa PU VNA COTAÇÃO Cupom
10/19/2004 8/15/2006 8.6518 1,411.06971 1,456.57802 0.968757 6% aa

10/19/2004 5/15/2009 8.7596 1,352.09959 1,456.57802 0.928271 6% aa

10/19/2004 11/15/2013 8.7625 1,254.51531 1,456.57802 0.861276 6% aa

10/19/2004 5/15/2015 8.8025 1,226.95212 1,456.57802 0.842352 6% aa

10/19/2004 3/15/2023 8.8499 1,103.35491 1,456.57802 0.757498 6% aa

10/19/2004 8/15/2024 8.8684 1,097.32954 1,456.57802 0.753361 6% aa

10/19/2004 11/15/2033 8.8979 1,069.09695 1,456.57802 0.733979 6% aa

10/19/2004 5/15/2045 9.0997 1,022.68791 1,456.57802 0.702117 6% aa

Data_Referencia Data_Vencimento Expectativa PU VNA COTAÇÃO Cupom
5/15/2007 8/15/2008 7.5457 1,639.23949 1,644.04008 0.997080 6% aa

5/15/2007 5/15/2009 7.0148 1,614.67588 1,644.04008 0.982139 6% aa

5/15/2007 11/15/2009 6.9935 1,608.22138 1,644.04008 0.978213 6% aa

5/15/2007 8/15/2010 6.7352 1,634.65919 1,644.04008 0.994294 6% aa

5/15/2007 5/15/2011 6.5612 1,613.93935 1,644.04008 0.981691 6% aa

5/15/2007 8/15/2012 6.4645 1,635.78371 1,644.04008 0.994978 6% aa

5/15/2007 11/15/2013 6.4075 1,609.94927 1,644.04008 0.979264 6% aa

5/15/2007 5/15/2015 6.2645 1,618.87969 1,644.04008 0.984696 6% aa

5/15/2007 5/15/2017 6.2576 1,615.52914 1,644.04008 0.982658 6% aa

5/15/2007 3/15/2023 6.2425 1,623.93676 1,644.04008 0.987772 6% aa

5/15/2007 8/15/2024 6.2087 1,635.57492 1,644.04008 0.994851 6% aa

5/15/2007 11/15/2033 6.1880 1,608.25591 1,644.04008 0.978234 6% aa

5/15/2007 5/15/2035 6.1729 1,610.94062 1,644.04008 0.979867 6% aa

5/15/2007 5/15/2045 6.1488 1,613.02362 1,644.04008 0.981134 6% aa

É importante ressaltar que para um dado instante de tempo existem também observações na
dimensão seccional (maturidades diferentes), de maneira que a amostra tem características de um
painel não balanceado, pois observações na dimensão seccional mudam ao longo do tempo.
Observe a coluna Expectativa nas duas tabelas e note como a curva de juros real mudou nível.

Tome como exemplo o título que vence no ano de 2045. Sua taxa no início da amostra era de 9.1%,
enquanto no �nal da amostra já havia diminuído para 6.15%.
Para uma melhor compreensão dos dados, vale a pena mencionar que a NTN-B pode ser

decompostas em duas partes: (1) a parte que acumula a taxa de in�ação diariamente (VNA) e (2)
a parte dos �uxos de caixa descontados (Cotação). Multiplicando-se essas duas partes obtém-se

11NTN-B possui cupom de 6% aa com pagamentos semestrais calculados da seguinte maneira:
h

(1 + 6%)1=2 � 1
i

� V NA
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o preço do título (PU). Maiores detalhes da NTN-B podem ser obtidos diretamente no site do
Tesouro Direto (www.tesourodireto.gov.br).
Para as análises que serão realizadas na seção Extração de expectativas implícitas, utiliza-se

dados diários de títulos da dívida pública brasileira pré-�xados, conhecidos como LTN�s e NTN-F�s,
e indexados ao IPCA (NTN-B�s) fornecidos pela Andima. Além disso, utilizam-se dados diários
de contratos futuros do DI de 1 dia (DI-futuro) e dos contratos de swap de IPCA-DI (possui sigla
de registro na BM&F dada por SDL, de agora em diante referido como cupom de IPCA), ambos
registrados na BM&F (Bolsa de Mercadorias e Futuros).
O primeiro contrato de derivativo é padronizado e, portanto, ativamente negociado na BM&F,

seu detentor ganha a diferença, traduzida em �nanceiro, entre uma taxa pré-�xada e o DI de 1 dia
acumulado; já o cupom de IPCA deve ser registrado em balcão antes de ser negociado e, possui
bem menos liquidez do que o DI-futuro, seu detentor ganha a diferença, traduzida em �nanceiro,
entre uma taxa real pré-�xada adicionada da in�ação acumulada e o DI de 1 dia acumulado.
A janela de dados para seção Extração de expectativas implícitas estende-se de 2-1-2006 a

15-5-2007, totalizando 21 observações. O número reduzido de observações se deve por causa do
cupom de IPCA: (1) moderada liquidez do instrumento e (2) exclusão da amostra dos dias em que
foram negociados quatro ou menos contratos. Esta exclusão mostra-se necessária para realizar a
estimação, já que para estimar quatro parâmetros é preciso, pelo menos, 4 observações.

3.2 Parâmetros de escala

Na seção de Simulação, �xou-se os parâmetros de escala (�t;1; �t;2) da seguinte maneira. Primeiro,
estimou-se todos os parâmetros diariamente (com wt;j = 1; para todo t e j) com uma janela
reduzida de 300 observações - de 2-3-2006 a 15-5-2007 - e tomou-se a média no tempo de (�t;1; �t;2);
de maneira que os valores encontrados para a curva de NTN-b foram (0:3; 0:2) 12 . Dados os valores
�xados (�1; �2); reestimou-se o modelo na janela original para encontrar (at;1; at;2; at;3; at;4) : A
idéia de utilizar uma janela reduzida para encontrar os parâmetros de escala reside em tentar
dar mais pesos para as observações mais recentes na dimensão do tempo de maneira a obter uma
melhor caracterização da curva de juros atual.
Procedimentos alternativos podem ser utilizados para �xar os parâmetros de escala. Diebold

e Li (2006) escolheram o parâmetro de escala de maneira que o ponto de máximo da curvatura
fosse a maturidade 30 meses. A escolha desta maturidade é feita tomando-se a média entre duas
maturidades geralmente escolhidas para esta questão (24 meses e 36 meses). Outro procedimento
seria construir uma grade de possíveis parâmetros de escala, estimar o modelo utilizando o(s)
parâmetro(s) de escala de cada uma das entradas da grade e escolher o que tivesse a menor função
perda. O problema desta última abordagem é que os parâmetros de escala possivelmente mudariam
de um dia para o outro (sempre que o modelo fosse reestimado), tornando os fatores do modelo,
exceto o primeiro, incomparáveis. Este último ponto pode ser entendido ao observar a equação (7)
e notar que os loadings do modelo são afetados pelos parâmetros de escala. Apesar da perda na
dimensão de comparação intertemporal dos fatores, o procedimento de grade permite uma maior
aderência do modelo aos dados observáveis, ou seja, função perda menor.
Qualquer um dos procedimentos acima descritos podem ser utilizados para construir a série de

tempo dos fatores de qualquer curva de juros e, em particular, para os quatro tipos de curvas de
juros dos títulos da dívida pública brasileira com maior liquidez: (1) pré-�xada (NTN-F e LTN),
(2) obtida pelos títulos indexados ao IPCA (NTN-B) (3) obtida pelos títulos indexados ao IGP-m
(NTN-C) e (4) a obtida pelos títulos indexados a variação cambial (NTN-D). Bem como para
curvas de juros com origem em contratos de derivativos: DI futuro, cupom de IPCA, cupom de
IGP-m e cupom cambial são alguns exemplos.
Para a seção Extração das expectativas implícitas, escolhemos utilizar o procedimento alterna-

tivo da grade por dois motivos: (1) para ilustrar a abordagem e (2) achamos que a aderência do
modelo aos dados para esta análise é mais importante do que a manutenção da comparabilidade
dos fatores ao longo do tempo.

12O que signi�ca que o ponto de máximo de cada uma das barrigas de acordo com a equação (6) é de, respecti-
vamente, 5.98 e 8.96 anos.
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Figura 4: Evolução dos fatores para a curva de NTN-B.
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Figura 5: Curva de juros real, dia 15-05-2007, implícita pelas NTN-B�s.

3.3 Resultados da estimação

Para ilustrar a dinâmica dos fatores, o grá�co a seguir mostra a série de tempo dos quatro fatores
latentes da curva de NTN-B quando (�t;1; �t;2) são �xados em (0:3; 0:2). Observe na �gura 4 o
comportamento inverso das convexidades (longa e curta), assim como a tendência declinante do
primeiro fator (nível). O fato do nível da curva de juros real estar declinando ao longo do tempo
pode ser compreendido como re�exo das práticas de política macroeconômica adotadas no passado
recente: ajuste �scal (meta para o superávit primário), câmbio �exível, regime de metas para a
in�ação, mudança no per�l da dívida pública do governo, entre outras.

Observe o formato da curva de juros real implícita pelas NTN-B�s do último dia da amostra na
�gura 5. Note que a curva embute claramente a expectativa dos agentes de mercado de continuado
declínio da taxa de juros real brasileira.
É importante frisar, que, dado a característica dos títulos NTN-B de pagamento de cupons

intermediários, não é possível compará-la gra�camente com a curva de mercado, pois como foi
discutido na Introdução, as taxas de juros neste mercado não são observáveis. A maneira de
saber quão bem a curva se conforma com os dados é pelos resíduos advindos de algum tipo de
função perda já descrita no início da seção Estimação. A �gura (6) descreve a evolução dos erros
percentuais dos preços dos j títulos. Estes são de�nidos como:

ept;j =

�

Pt;j � Pt;j
�

Pt;j
=
et;�j
Pt;j

(14)
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Figura 7: Evoluçao da curva de NTN-B

onde � j é a maturidade do título j e et;�j .é o erro de apreçamento do título de maturidade � j .
Note que os erros de apreçamento do modelo atingem um máximo de 2%, embora para a maior

parte da amostra (e, para a maior parte dos títulos) os erros são inferiores a 1%.
Dada a série de tempo dos fatores é possível construir um grá�co tri-dimensional - �gura 7 -

da evolução da curva de juros de NTN-B�s.
Observe que o nível da curva decai ao longo do tempo e a curva que inicia a amostra positiva-

mente inclinada, se inverte após alguns períodos e mantém-se invertida até o �nal da amostra. Este
movimento pode ser interpretado como queda gradativa da taxa de juros real e das expectativas
das taxas de juros real futuras.

4 Análise do modelo: hedge e alavancagem

Seja P uma carteira de J títulos dada por:

P =
T
X

ti

c (ti) exp (�R (ti)� ti) (15)
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4.1 Condições de primeira ordem

Como a taxa dada por um modelo paramétrico qualquer pode ser escrita como uma funçao dos
fatores de risco (coe�cientes), R (�) = R (� ; a1; a2; a3; a4) é fácil ver que a sensibilidade no valor de
um portfólio oriunda de mudanças (in�nitesimais) nos coe�cientes é dada por:

@P

@a1
=

T
X

ti

�tic (ti) exp (�R (ti)� ti)
@R (ti)

@a1

@P

@a2
=

T
X

ti

�tic (ti) exp (�R (ti)� ti)
@R (ti)

@a2
(16)

@P

@a3
=

T
X

ti

�tic (ti) exp (�R (ti)� ti)
@R (ti)

@a3

@P

@a4
=

T
X

ti

�tic (ti) exp (�R (ti)� ti)
@R (ti)

@a4

onde
�

@R(ti)
@a1

; @R(ti)
@a2

; @R(ti)
@a3

; @R(ti)
@a4

�

é dado por (7) :

A estas derivadas é dado o nome de $duração, pois informa quanto a carteira varia �nanceira-
mente para elevações de uma unidade em cada um dos fatores de risco. Deve-se ressaltar que estas
derivadas dependem dos loadings

�

@R (ti)

@a1
;
@R (ti)

@a2
;
@R (ti)

@a3
;
@R (ti)

@a4

�

avaliados em cada maturidade ti e, em última instância da curva de juros obtida pelo modelo
paramétrico R (ti) em cada instante ti.
Uma expansão de Taylor de 1a ordem em torno dos parâmetros iniciais mostra como o valor

de uma carteira se relaciona com a $duração.

�P = P (a)� P (a0) = DaP � (�a) + erro (o) (17)

onde,
P(a) é o preço da carteira quando os fatores são dados pelo vetor a

DaP é o vetor gradiente
�

@P
@a1
; @P
@a2
; @P
@a3
; @P
@a4

�

(�a) é o vetor de variação dos parâmetros (a� a0)
erro (o) é o erro de aproximação de ordens maiores do que 1.

4.2 hedge de um fator de risco

Suponha que um agente tenha uma carteira P e quer eliminar o risco proveniente de variaçoes
nos fatores de risco ai; i = 1; 2; 3; 4:
Para tanto, basta construir uma carteira G composta de 1 unidade de P e � unidades de um

instrumento H (um título ou um derivativo - futuros, swaps). Ou seja,

G = P + �H (18)

A quantidade � deve ser tal que para pequenos movimentos em ai G nao sofra perdas ou ganhos:

@G

@ai
=
@P

@ai
+ �

@H

@ai
= 0 (19)

� = �
@P
@ai
@H
@ai

(20)

Onde �H é a quantidade �nanceira de instrumento necessária para fazer o hedge do coe�ciente
ai:
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4.3 Alavancando um fator de risco

A mesma análise pode ser feita para o caso em que um agente deseja aumentar a exposiçao
ao fator de risco ai; por exemplo, multiplicando-a por x.
Analogamente ao caso anterior, basta construir um portfólio G = P + �H tal que:

� =
@P
@ai
@H
@ai

(x� 1) (21)

4.4 Alavancagem-hedge: múltiplos fatores de risco

Suponha que existam N fatores de risco. É possível fazer hedge de um fator, enquanto a
exposiçao nos outros é aumentada ou aumentar a exposiçao num fator deixando os outros fatores
aproximadamente �xos. Por exemplo, operar nível sem que a carteira sofra com mudanças na
inclinaçao e na convexidade da curva. Tais operaçoes podem ser interessantes para aproveitar
algum movimento especí�co de mercado que o gestor espera que se realize. Por exemplo, no Brasil,
recentemente houve pronunciadas quedas nas taxas internas de retorno das NTN-B�s.
A análise utlilizada anteriormente pode ser feita neste caso mais geral. Para tanto, basta

observar a seguinte regra: são necessários tantos instrumentos quantos fatores se quer operar (seja
hedge, seja alavancagem). Logo, se há N fatores de risco, são necessários N instrumentos.
Sejam H1;H2; :::;HN instrumentos. E suponha que um agente possua uma carteira P e deseja

aumentar a exposiçao do fator 1 x1 vezes, do fator 2 x2 vezes,..., e do fator N xN vezes Para isso,
construa a carteira aumentada G = P + �1H1 + �2H2 + :::+ �NHN tal que:

@G

@ai
=
@P

@ai
+ �1

@H1
@ai

+ �2
@H2
@ai

+ :::+ �N
@HN
@ai

=
@P

@ai
xi (22)

para todo i = 1; 2; :::; N
ou em notaçao matricial:

(DaG)
T
= (DaP )

T
+ (DaH)

T
� = diag

h

(DaP )
T
i

x (23)

Alavancar ou fazer hedge se resume a resolver um sistema de equações lineares, onde a solução
é o vetor de quantidades a serem compradas/vendidas dos instrumentos:

� =
h

(DaH)
T
i

�1

diag
h

(DaP )
T
i

(x� �) (24)

A matriz (DaH)
T precisa ser não-singular para que a inversa

h

(DaH)
T
i

�1

esteja bem de�nida.

Normalmente, em aplicações empíricas, a matriz (DaH)
T é sempre inversível.

Se x = 0, caso da imunização completa, então a soluçao se reduz a:

� = �
h

(DaH)
T
i

�1

(DaP )
T (25)

Outro conceito bastante útil quando se quer operar movimentos da curva de maneira ao de-
sembolso inicial ser nulo é o de carteira auto-�nanciável. Isto é, comprar e vender instrumentos de
maneira que sua carteira (de instrumentos) tenha valor zero.

� �H = 0 (26)

Para incorporar esta restrição em conjunto com as equações acima é preciso incluir mais um
instrumento �nanceiro. Assim, o sistema �nal será unicamente determinado (desde que as equações
não sejam linearmente dependentes).
A próxima seção mostra através de exemplos de análise de cenários como o ferramental desen-

volvido aqui pode ser utilizado na prática.
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5 Simulação

5.1 Exemplo 1: Operação direcional de nível

Suponha que no dia 25-07-2006 é esperado que o nível da curva de NTN-B diminua. Suponha
ainda que haja apenas dois títulos indexados ao IPCA no mercado de títulos públicos brasileiros:

1. NTN-b longa com maturidade 15-05-2045, pagamentos de cupons semestrais de 6%aa (P1)

2. NTN-b curta com maturidade 15-08-2010, pagamentos de cupons semestrais de 6%aa (P2)

Os coe�cientes estimados representando os diferentes movimentos da curva de juros apresentam
os seguintes valores:

(a1; a2; a3; a4) = (0:0733; 0:0014; 0:1896;�0:1252) :

Para calcular as sensibilidades, suponha que o valor de face dos títulos é 113 . Logo, seus preços
e $durações com relação ao fator a1 são dados por:

(P1; P2) = (0:7589; 0:8952)
�

@P1
@a1

;
@P2
@a1

�

= (�3:1412;�10:2448)

Dada a expectativa de queda no fator nível, suponha uma posição direcional auto�nanciada
vendida em nível de maneira que 1 unidade de queda em a1 aumente o valor da carteira em, por
exemplo, 10.2448 (a mesma quantidade que variaria se ele estivesse investido apenas no título
longo). Para realizar a operação é preciso dois instrumentos: um para alavancar o nível da curva
e outro para construir a carteira auto�nanciada.
O problema se resume a comprar o título longo e vender o curto em quantidades (�1; �2) dadas

pelo seguinte sistema:

(�1; �2) �

�

@P1
@a1

;
@P2
@a1

�

= �10:2448

(�1; �2) � (P1; P2) = 0 (27)

cuja solução é:

� =

�

@P1
@a1

@P2
@a1

P1 P2

��1 �
�10:2448

0

�

=

�

1:3512
�1:1454

�

(28)

Logo, para realizar a operação é necessário comprar 1.3512 unidades do título que vence em
2045 para cada venda de 1.1454 unidades do título que vence em 2010.
Suponha uma carteira envolvendo um �nanceiro em valor absoluto de:

(abs (�)� 100000) � (P1; P2) = 205; 090:00

Após 1 semana (5 dias úteis) a operação é desfeita com os novos parâmetros da curva de juros
e preços dos títulos apresentando os seguintes valores:

(a1; a2; a3; a4) = (0:0633;�0:0027; 0:1961;�0:1472) (29)

(P1; P2) = (0:9478; 0:8952) (30)

13Para obter os valores reais dos preços e das sensibilidades basta multiplicar o vetor de preços e das $durações
pelos Valores Nominais Atualizados (VNA) de maneira que a razão entre os títulos não se altere.
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Figura 8: Lucro real � Lucro esperado quando os fatores (a2; a3; a4) não variam
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Figura 9: Lucro real � Lucro esperado quando fatores variam

O resultado previsto pelo modelo é um lucro aproximado de 10; 244:8; enquanto o resultado
efetivo (preços recalculados) é um lucro de 17; 306: A grande diferença entre os dois resultados
se deve a dois motivos: (1) a operação de venda de nível é feita em primeira ordem - não é tão
importante, como será visto na sequência - e (2) não foram considerados na construção da operação
os outros fatores de risco.
Para mostrar isso, suponha que os coe�cientes não mudaram, então o resultado efetivo seria

um lucro de 13; 479; o que é bem mais próximo do lucro aproximado obtido pela $duração.
Para ilustrar o resultado da operação com diferentes variações para a1 são apresentados dois

grá�cos: a �gura 8 mostra a diferença entre o resultado aproximado e o resultado efetivo quando
os outros coe�cientes permanecem inalterados (exceto a1), enquanto a �gura 9 possui a mesma
comparação quando os outros coe�cientes mudam para os novos.
Como pode ser visto na �gura 8, a aproximação do resultado da operação é tão melhor, quanto

menor for o deslocamento em a1: Já a �gura 9 apresenta o mesmo resultado quando os coe�cientes
(a2; a3; a4) são diferentes dos de quando a operação iniciou. Observando as duas �guras em conjunto
percebe-se claramente a in�uência dos fatores de risco (a2; a3; a4) no resultado da operação. Além
disso, note que nas duas �guras as curvas não se tangenciam no ponto zero, isto se deve ao custo
/ benefício de se carregar o título por cinco dias úteis (juros acrescentados).
É possível imunizar a carteira contra as fontes de risco indesejáveis, isto é, contra variações

nos fatores (a2; a3; a4) : O próximo exemplo mostra como operar inclinação sem se expor a outras
fontes de risco.
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5.2 Exemplo 2: Operação direcional de inclinação �xando outras fontes

de risco

Suponha que no dia 25-07-2006 é esperado que a inclinação da curva de NTN-B aumente.
Suponha ainda que haja apenas 5 títulos indexados ao IPCA no mercado de títulos públicos
brasileiros:

1. NTN-b com maturidade 15-08-2008, pagamentos de cupons semestrais de 6%aa (P1)

2. NTN-b com maturidade 15-08-2010, pagamentos de cupons semestrais de 6%aa (P2)

3. NTN-b com maturidade 15-05-2015, pagamentos de cupons semestrais de 6%aa (P3)

4. NTN-b com maturidade 15-08-2024, pagamentos de cupons semestrais de 6%aa (P4)

5. NTN-b com maturidade 15-05-2045, pagamentos de cupons semestrais de 6%aa (P5)

Os coe�cientes estimados usando (�1; �2) = (0:3; 0:2) apresentam os seguintes valores:

(a1; a2; a3; a4) = (0:0733; 0:0014; 0:1896;�0:1252)

Para calcular as sensibilidades, suponha que o valor de face dos títulos é 1. Logo,

(P1; P2; P3; P4; P5) = (0:9603; 0:8952; 0:8130; 0:8048; 0:7589)

�

�

@P1
@a1

;
@P2
@a1

;
@P3
@a1

;
@P4
@a1

;
@P5
@a1

�

= (1:8226; 3:1412; 5:4012; 8:3013; 10:2448)

�

�

@P1
@a2

;
@P2
@a2

;
@P3
@a2

;
@P4
@a2

;
@P5
@a2

�

= (1:3709; 1:8664; 2:1247; 2:1371; 2:0373)

�

�

@P1
@a3

;
@P2
@a3

;
@P3
@a3

;
@P4
@a3

;
@P5
@a3

�

= (0:3693; 0:8638; 1:5053; 1:7323; 1:6483)

�

�

@P1
@a4

;
@P2
@a4

;
@P3
@a4

;
@P4
@a4

;
@P5
@a4

�

= (0:2800; 0:7313; 1:5505; 2:1100; 0:0718)

Para aproveitar o movimento esperado construa uma posição auto�nanciada direcional com-
prada em inclinação de maneira que 1 unidade de variação em a2 aumente o valor da carteira em

duas vezes o maior valor da $duração da inclinação
�

2� @P4
@a2

�

(a mesma quantidade que variaria se

ele estivesse duplamente vendido no título quatro). È importante ressaltar que pode ser escolhido

qualquer valor arbitrário no lugar de
�

2� @P4
@a2

�

. Para realizar a operação são necessários cinco in-

strumentos: um para alavancar a inclinação da curva, um para construir a carteira auto-�nanciável
e os outros para imunizar a carteira contra variações nos coe�cientes (a1; a3; a4) :
O problema se resume a resolver o seguinte sistema:

(DaP )
T
� =

2

6

6

4

0

�2� @P4
@a2

0
0

3

7

7

5

(31)

� � P = 0

A solução é:

� =

�

(DaP )
T

PT

��1

2

6

6

6

6

4

0
2� 2:1371

0
0
0

3

7

7

7

7

5

=

2

6

6

6

6

4

20:6046
�41:1992
36:6839
�25:5717
10:3468

3

7

7

7

7

5

(32)
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Figura 10: Lucro real versus lucro esperado na simulação 2 quando os fatores não variam

Logo, para realizar a operação é necessário comprar o vetor de quantidades

(20:6046;�41:1992; 36:6839;�25:5717; 10:3468)

dos títulos (1; 2; 3; 4; 5).
Dado o vetor de quantidades �, construa uma carteira envolvendo um �nanceiro em valor

absoluto de

(abs (�)� 100000) � P = 11; 470; 000:00

Após uma semana (5 dias úteis) a operação é desfeita e os novos coe�cientes e preços são:

(a1; a2; a3; a4) = (0:0778; 0:0114; 0:1961;�0:1472)

(P1; P2; P3; P4; P5) = (0:9443; 0:8750; 0:7934; 0:7830; 0:7297)

O resultado previsto pelo modelo é um lucro aproximado de 4; 274:20; o que aproxima muito
bem o resultado efetivo de um lucro de 4; 341:30:
Suponha que os coe�cientes não mudaram, então o resultado efetivo é um lucro de 4; 020:30;

também muito próximo do resultado esperado. A diferença entre os resultados efetivos pode pode
ser explicada pelo fato de o coe�ciente a1, representando o movimento de nível, variar 45 bps e a
carteira estar comprada em três títulos. Como o hedge é feito em 1a ordem, um aumento grande
do coe�ciente representando nível afeta o valor �nal da carteira mesmo quando o loading deste
fator é zero. Além disso, quanto maior a maturidade do título constituinte da carteira, mais este
título afeta o valor da carteira Como a carteira está comprada em três títulos e um deles é o título
de maior maturidade, o valor �nal da carteira sofrerá com o aumento do nível da curva de juros
A �gura 10 mostra a diferença entre o resultado aproximado e o resultado efetivo quando

a2 varia e os outros coe�cientes permanecem inalterados, enquanto a �gura 11 possui a mesma
comparação quando os coe�cientes (a1; a3; a4) se modi�cam para os novos.
Como pode ser observado em ambas �guras, o resultado aproximado da operação é praticamente

igual ao resultado real. Isto mostra que, a despeito de custos de transação, �xar os movimentos que
não estão sendo operados é demasiado vantajoso, já que aumenta a precisão do resultado esperado
da operação. Além disso, mostra o poder do hedge de primeira ordem para modelos onde os fatores
têm interpretações de nível, inclinação e curvatura.
A grande desvantagem é que para montar a operação pode ser necessário uma quantidade

absoluta de �nanceiro relativamente grande (apesar da carteira ser auto�nanciável), já que o hedge
é o resultado de um sistema de equações. Além disso, é preciso �car vendido em NTN-B�s de
algumas maturidades. Ná prática �car vendido é possível, mas o custa de transação é muito
grande. O primeiro problema pode ser contornado com a imposição de uma restrição de crédito Já
o segundo poderia ser contornado modi�cando um pouco a abordagem do hedge. Ao invés de forçar
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Figura 11: Lucro real versus lucro esperado na simulação 2 quando fatores variam

os loadings a serem um valor pré-determindado, é possível resolver um problema de otimização.com
a restrição de impossibilidade de venda à descoberto O interessante desta abordagem é que todos
os títulos utilizados para estimar a curva podem ser usados na construção do hedge.

5.3 Exemplo 3: Carteira que replica os fatores

O intuito deste exemplo é mostrar como é possível a partir de instrumentos de renda �xa
disponíveis no mercado, replicar aproximadamente um fator latente. Resolver este problema é
importante, pois permite responder uma pergunta chave: qual o preço do fator latente? Assim,
se for possível construir uma carteira composta de ativos observáveis tal que em qualquer estado
da natureza seu pagamento seja igual ao do fator latente, então, por não arbitragem, estes dois
ativos: carteira de títulos e fator latente devem possuir o mesmo preço.
Suponha uma economia exatamente igual a anterior - mesmos títulos, dias, parâmetros e,

portanto, mesma curva. Então os coe�cientes, preços de títulos e $durações são dados pelos
seguintes valores:

(a1; a2; a3; a4) = (0:0733; 0:0014; 0:1896;�0:1252)

(P1; P2; P3; P4; P5) = (0:9603; 0:8952; 0:8130; 0:8048; 0:7589)

�

�

@P1
@a1

;
@P2
@a1

;
@P3
@a1

;
@P4
@a1

;
@P5
@a1

�

= (1:8226; 3:1412; 5:4012; 8:3013; 10:2448)

�

�

@P1
@a2

;
@P2
@a2

;
@P3
@a2

;
@P4
@a2

;
@P5
@a2

�

= (1:3709; 1:8664; 2:1247; 2:1371; 2:0373)

�

�

@P1
@a3

;
@P2
@a3

;
@P3
@a3

;
@P4
@a3

;
@P5
@a3

�

= (0:3693; 0:8638; 1:5053; 1:7323; 1:6483)

�

�

@P1
@a4

;
@P2
@a4

;
@P3
@a4

;
@P4
@a4

;
@P5
@a4

�

= (0:2800; 0:7313; 1:5505; 2:1100; 0:0718)

O problema se resume a construir carteiras i = 1; 2; 3; 4; tal que 1 unidade de variação em ai
aumente o valor da carteira i em 1 unidade �nanceira. Como para realizar a operação é preciso
apenas quatro instrumentos, sem perda de generalidade, retire o primeiro título - o de maturidade
mais curta (2008). Para construir as i carteiras que replicam os i fatores é preciso resolver o sistema
linear:

(DaP )
T
� = I4 (33)
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Onde,
DaP é a matriz de derivadas dos preços dos quatro títulos escolhidos com relação aos fatores;
I4 é a matriz identidade (4� 4)
A solução é dada por:

� =
h

(DaP )
T
i

�1

I4 =

2

6

6

4

0:0721 �2:1634 5:3773 �2:5073
�0:2077 2:7196 �11:4152 7:4346
0:6736 �2:4079 10:9315 �9:6599
�0:5560 1:1806 �4:4882 4:6765

3

7

7

5

(34)

Cada coluna i representa a quantidade dos 4 títulos que se deve comprar para replicar o i-ésimo
fator.
O preço do fator i é dado pela combinação linear do preço dos títulos ponderadas pelos valores

da i-ésima coluna da matriz �: Ou, de maneira mais geral, por:

Pfactor s = P
T
� � (35)

No problema acima Pfactor s é igual ao vetor:

P 1factor s = (0:0158;�0:7676; 0:9248;�0:4255)

onde cada entrada i do vetor representa o preço do i-ésimo fator.
Vale a pena destacar que se outro conjunto de títulos for usado, o vetor de preço dos fatores

será outro Segue o vetor de preços dos fatores quando construídos por uma outra cesta de títulos.

P 2factor s = (0:9244;�2:9127; 11:4898;�10:9082)

Esta grande diferença pode ser explicada por não utilizar a curva inteira na hora de construir os
fatores replicados. Ou seja, ao invés de utilizar todos os títulos disponíveis no mercado, utilizou-se
apenas quatro títulos da curva.
A princípio, ao comprar o primeiro portfólio que replica o fator 1 e vender o segundo portfólio

que também replica o fator 1 ganha-se (0:9244� 0:0158) e, �ca-se livre do risco de movimentos
in�nitesimais em todos os fatores, inclusive no primeiro. Infelizmente isto não é uma oportunidade
de arbitragem, pois em algum momento mais a frente é preciso se desfazer da carteira e ao realizar
esta operação, todo o lucro ganho no início da operação será, em média, devolvido ao �nal.
Para ilustrar este último ponto, replicou-se cada um dos fatores com duas cestas de quatro

títulos - para cada um dos fatores utilizou-se as mesmas cestas - de maneira a obter dois vetores
de preço (P 1 e P 2) - um para cada fator. A �gura 12 mostra a evolução da diferença do vetor de
preço destas carteiras

�

P 1 � P 2
�

sem rebalanceamento período a período.
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Figura 14: Evolução do preço de a2

Apesar do preço dos fatores latentes obtidos pelos ativos observáveis serem dependentes da
cesta de títulos, o comportamento do preço é bem parecido para as duas cestas. As �guras 13, 14,
15 e 16 mostram a evolução do preço dos fatores i = 1; 2; 3; 4; respectivamente.
Note que os preços dos fatores implícito pela carteira 2 é sempre maior em valor absoluto. Isto

se deve ao fato de sua duração ser maior do que a da carteira 1. Outro aspecto relevante são os
saltos nos preços dos fatores. Lembre que os títulos pagam dividendos em datas diferentes. Logo,
os saltos são resultados dos pagamentos de dividendos de apenas uma parte dos títulos da carteira
que replica os fatores.
O fato dos preços de alguns fatores serem negativos signi�ca que os agentes são avessos a estes

fatores de preço negativo. Posto de outra maneira, eles esperam que os fatores se comportem de
maneira contrária Note que o preço da segunda curvatura é negativo, enquanto o da primeira é
positivo, ou seja, os movimentos de curvatura se compensam. Por outro lado, o fato da inclinação
ter preço negativo ao longo da amostra sugere que agentes esperavam um aumento da inclinação da
curva. Isto é consistente com a evidência empírica de queda de juros real da economia brasileira.
Além disso, observa-se uma queda do preço da inclinação ao longo do tempo (isto é, �ca mais
negativo),.indicando que os agentes estavam reavaliando a probabilidade da inclinação aumentar e,
em última instância, inverter (pois, no início do exercício a curva mostra-se decrescente e convexa).
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6 Extração das expectativas implícitas

Esta seção apresenta a metodologia para construção de curvas de in�ação (IPCA) implícitas
nos mercados de títulos públicos e de derivativos. Após a construção, é feita uma comparação
entre as expectativas produzidas nos dois mercados.
Seja Rnomt (�) a taxa de juros nominal e Rrealt (�) a taxa de juros real. Pela regra de Fisher, a

taxa de in�ação é igual a taxa de juros nominal menos a real:

Rinft (�) = Rnomt (�)�Rrealt (�)

onde, � é o prazo de vencimento e t representa o instante de tempo.
No caso brasileiro, a curva de in�ação pode ser construída de duas maneiras: a partir do

conjunto de títulos formado pelos pré-�xados (LTN´s e NTN-F´s), e pelos indexados a in�ação
(NTN-B�s ou NTN-C�s) e, a partir do conjunto de dois tipos de derivativos, DI-futuro e cupom de
IPCA (SDL) ou IGPM (SDM).
É possível decompor uma curva, seja de juros ou de in�ação, em dois componentes: expectativas

das taxas futuras e prêmio de risco. O primeiro, explica a maior parte de variações na ponta curta
da estrutura a termo, enquanto o segundo, dirige a maior parte das variações da parte longa da
curva. Logo, para prazos curtos, a diferença entre curvas, nominais e reais, parece uma boa medida
de expectativa de in�ação, já que a interferência do prêmio de risco é pequena.
O próximo passo é a escolha do método para estimar as curvas de juros real e nominal. Esta,

depende exclusivamente do conjunto de variáveis observáveis, conforme discutido na seção de es-
timação. Por exemplo, as NTN-B�s não possuem taxas diretamente observáveis, apenas taxas
internas de retorno e preços. Neste caso, o método utilizado deve ser baseado em preços.
Outra preocupação no procedimento de estimação é saber se o modelo proposto para a con-

strução da curva permite boa aderência aos dados. Neste passo, a atenção deve voltar-se para os
extremos: partes curta ou longa. O primeiro extremo, geralmente, é mais problemático.
Para garantir a boa aderência do modelo aos dados, principalmente maturidades curtas, nos

permitirmos aumentar o conjunto de títulos para incluir títulos de um dia de vencimento. Para
curvas nominais utilizamos a Selic over ou a taxa DI over, enquanto para curvas reais utilizamos
a diferença entre as taxas nominais de um dia e a projeção de in�ação divulgada pela Andima.14

6.1 Estimação das curvas pela metodologia de grade

Para estimação das curvas utilizamos uma grade para os parâmetros de escala (como descrito
na seção de estimação). Cada parâmetro de escala pode assumir 31 valores15 e ,para cada par de
valores, o modelo de estrutura a termo foi estimado para as quatro curvas em cada instante de
tempo. Para as duas estruturas a termo do mercado de títulos (real e nominal) utilizou-se a função
perda em preço (11), pelo fato das taxas serem não observáveis, enquanto para as estruturas a
termo do mercado de derivativos utilizou-se a função perda em taxa (13).
Note que a função perda em taxa, para um dado par de parâmetros de escala da grade, é linear

nos parâmetros, o que permite encontrar sua solução por técnicas lineares, já a função perda em
preço é completamente não-linear nos parâmetros e precisa ser resolvida por procedimentos não-
lineares para encontrar os fatores. Ambas otimizações foram resolvidas impondo uma condição de
positividade para o fator que representa o nível das taxas.
Com fatores já otimizados, o critério utilizado na escolha do par de parâmetros de escala e

fatores ótimos foi a média dos resíduos absolutos.
Para o mercado de derivativos, o resultado �cou muito bom, mas para o mercado de títulos

constatou-se um problema: para alguma das datas, a diferença das taxas reais de um dia, estimada
e observada, chegava a 1000 bps. Para contorná-lo, propomos uma transformação na função perda
em termos de preço [equação (11)]. Segue a nova função perda utilizada na estimação da curva de
juros real e nominal a partir do mercado de títulos.

14Esta projeção foi escolhida por ser a utilizada no cálculo de atualização do Valor Nominal Atualizado (VNA)
dos títulos da dívida pública brasileira indexados a in�ação.
15 [(0:1 : 0:1 : 1) ; (1:2 : 0:2 : 2) ; (2:25 : 0:25 : 4) ; (4:5 : 0:5 : 8)], onde o valor do meio em cada parênteses denota o

espaço saltado entre os valores extremos.
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Minat;1;at;2;at;3;at;4

J
X

j=1

wt;j
�

� log
�

Pt;j
�

+ log (Pt;j)
�2

(36)

wt;j = (1=Tt;j)
2

Pt;j é o preço do título j dado pela equação (8) do modelo no instante de tempo t;
Pt;j é o preço observado no mercado do título j no instante de tempo t
wt;j é o ponderador que atribui o grau de importância do título j no instante de tempo t.
Tt;j é a maturidade do título j no instante de tempo t.

A idéia da transformação é mudar o foco do problema de preços para taxas e, com isso, garan-
tir.um erro pequeno para as taxas de todos os títulos em que faltam apenas um pagamento. Lembre
que o preço de um título com apenas um pagamento é dado por Pt;j = exp (�yt;jTt;j).

Outro ponderador possível seria a duration
�

wt;j = (1=Dt;j)
2
�

. Em nosso experimento, a es-

colha da duration ou da maturidade como ponderadores não é tão relevante, pois estamos preocu-
pados em encontrar expectativas de in�ação de prazo máximo, três anos. É importante dizer que
esta transformação só foi feita para construção da curva de NTN-B, pois somente esta apresentava
o problema detectado.
Observe no grá�co (17) a grande diferença no início das curvas de juros real do mercado de

títulos, quando são construídas a partir das metodologias antiga e nova. Como explicitado na
seção de estimação, a função perda baseada em preços pode errar muito em taxa para maturidades
curtas (o erro em taxa para maturidade 1 dia é de aproximadamente 1000 bps). A nova função
proposta resolve este problema. Veja o grá�co superior da �gura (17).
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Figura 17: Curvas quando a função perda é baseada em erro de apreçamento vs. Curvas quando
a função perda é baseada em erro de taxa

Note na �gura (18) que as curvas médias de in�ação são bem diferentes na parte curta: ma-
turidades até um ano, mas praticamente iguais para maturidades superiores a 1 ano.
Este fato pode ser visto de maneira mais clara na tabela 19. Esta, apresenta a média e o

desvio padrão das taxas nominais, reais e de in�ação estimadas para o mercado de títulos (Selic,
Real_Selic e In�ação_Selic) e para o mercado de futuros (DI, Real_DI e In�ação_DI). Observe
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Figura 18: Média das curvas estimadas utilizando derivativos (topo), utilizando títulos públicos
(meio) e diferença das curvas de in�ação obtidas utilizando títulos e derivativos, respectivamente
(baixo)

que a média da in�ação implícita nos contratos de derivativos é maior em nível para todas as
maturidades selecionadas do que a implícita no mercado de títulos. Esta diferença começa em 100
bps para a maturidade 21 dias úteis e diminui paulatinamente até 13 bps na maturidade de 756
dias úteis. Por outro lado, o desvio padrão para medida in�ação baseada em derivativos é bem
maior do que a da obtida pelos títulos públicos, principalmente para maturidades curtas.
Esta diferença das medidas de in�ação pode ser explicada quase que inteiramente por movi-

mentos nas taxas reais em ambos mercados, já que as duas curvas de juros nominal tem médias
praticamente iguais, bem como desvios padrões muito próximos. A alta liquidez de ambos os
mercados evita distorções maiores. Curvas com características quase idênticas devem ter formatos
praticamente iguais, senão haveria oportunidades de arbitragem
A diferença nas in�ações esperadas é contraintuitiva. As explicações para tal fato podem

ser duas: (1) ou há oportunidades de arbitragem não explorada pelos agentes de mercado, ou
(2) há alguma microestrutura que explique esta discrepância. O mercado de cupom de IPCA
[SDL] é pouco líquido perto do volume de operações em títulos indexados a in�ação. É possível,
então, que esta diferença seja explicada pela demanda, por parte dos agentes, de um prêmio maior
para compensar a baixa liquidez daquele instrumento. Perguntas para pesquisas futuras são:
Será que microestrutura explicaria a diferença ou será que há oportunidades de arbitragens não
aproveitadas?

7 Conclusão

O presente trabalho utilizou um modelo paramétrico estatístico para construir curvas de juros
quando as taxas juros são não observáveis. Além disso, discutiu e mostrou, utilizando títulos da
dívida pública brasileira indexados a in�ação, como é possível fazer hedge de carteiras de renda �xa
e operar movimentos da curva (nível, inclinação e curvatura) com base num modelo paramétrico.
Mostrou uma abordagem de hedge alternativa a sugerida por Litterman e Scheinkman (1991)

para construir carteiras imunizadas quando as taxas de juros são não observáveis, como é o caso
na maior parte dos mercados de dívida externa e interna de diversos países emergentes.
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Prazos (du) DI Selic Real_DI Real_Selic Inflação_DI Inflação_Selic

0,1445 0,1461 0,0911 0,1030 0,0534 0,0431

0,0147 0,0155 0,0142 0,0129 0,0224 0,0093

0,1430 0,1436 0,0892 0,1037 0,0538 0,0400

0,0143 0,0143 0,0142 0,0147 0,0217 0,0052

0,1415 0,1420 0,0889 0,1027 0,0526 0,0392

0,0138 0,0138 0,0117 0,0153 0,0181 0,0045

0,1385 0,1393 0,0897 0,0987 0,0488 0,0406

0,0130 0,0132 0,0085 0,0132 0,0099 0,0035

0,1368 0,1379 0,0898 0,0962 0,0470 0,0418

0,0128 0,0132 0,0093 0,0111 0,0076 0,0034

0,1358 0,1371 0,0896 0,0949 0,0462 0,0421

0,0127 0,0132 0,0097 0,0101 0,0069 0,0037

0,1346 0,1358 0,0890 0,0939 0,0455 0,0420

0,0126 0,0131 0,0097 0,0096 0,0062 0,0037

0,1337 0,1351 0,0886 0,0932 0,0451 0,0419

0,0125 0,0130 0,0096 0,0097 0,0059 0,0035

0,1325 0,1344 0,0882 0,0915 0,0442 0,0429

0,0124 0,0130 0,0095 0,0099 0,0056 0,0034
756

189

252

378

504

21

42

63

126

Figura 19: Tabela comparando a média e o desvio padrão das expectativas de in�ação (anualizada)
ao longo do tempo para prazos futuros selecionados.

A abordagem é interessante, pois parte de um modelo paramétrico, onde os fatores de risco
são representados pelos seus parâmetros, cujas interpretações são bem de�nidas: nível, inclinação
e curvatura. E, mostra que a imunização ou mudança da exposição com relação aos parâmetros
é equivalentes a imunização de carteiras via componentes principais proposta por Litterman e
Scheinkman (1991), já que os fatores do modelo geram o mesmo subespaço dos fatores ortogonais
resultantes da análise de componentes principais diretamente nas taxas (ver Almeida, Duarte e
Fernandes [2003]).
Simulações da estratégia de hedge e/ou mudança de exposição com relação aos parãmetros para

o mercado de títulos da dívida pública brasileira indexada a in�ação mostraram que, embora seja
feita em primeira ordem ($duração), a operação é e�ciente. Pois, como os fatores têm interpretações
de nível, inclinação e curvatura, a operação em primeira ordem com relação aos coe�cientes é
aproximadamente equivalente a considerar ordens maiores - tais como a convexidade -, ao invés de
apenas a duração.
O trabalho ainda discutiu como montar e apreçar carteiras que replicam fatores de risco (ativos

não negociáveis) a partir de ativos existentes na economia. A partir de seus preços foi possível
extrair informações dos agentes de mercado acerca de movimentos futuros acerca da curva de
juros:.o preço negativo da inclinação sugere que agentes dão valor ao aumento da inclinação da
curva, o que é consistente com a evidência empírica de queda de juros real da economia brasileira,
por outro lado, a queda do preço da inclinação ao longo do tempo sugere que os agentes estavam
reavaliando a probabilidade da inclinação aumentar e, em última instância, inverter (pois, no início
do exercício a curva mostra-se decrescente e convexa).
Por �m, �zemos uma comparação da expectativa de in�ação futura implícita nos preços dos

títulos públicos da dívida interna brasileira (LTN/NTN-F e NTN-B) com a obtida a partir do
mercado de derivativos (DI-futuro e Cupom de IPCA [SDL]) e chegamos a conclusão de que
possuem níveis bem diferentes. A explicação desta diferença é deixada para pesquisa futura.
Extensões naturais constituem em tentar explicar os fatores latentes por meio de fundamentos

econômicos, seja: (1) por fundamentos macroeconômicos - in�ação, atividade, consumo e inves-
timeto -, e/ou (2) por fundamentos microeconômicos, tais como preferências dos agentes e função
de produção. O que permitiria dar interpretações econômicas profundas aos fatores latentes. Neste
sentido, recentemente alguns autores têm procurado fazer esta relação, embora o façam com o ar-
cabouço de modelos dinâmicos de estrutura à termo. Para citar alguns: Ang e Piazzesi (2003),
Ang, Dong e Piazzesi (2007), Bernanke, Reinhart e Sack (2004), Gallmeyer, Holli�eld, Palomino e
Zin (2007), Bakaert, Cho e Moreno (2005).
Outras extensões seriam: testar empiricamente a robustez das estratégias de imunização dentro
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e fora da amostra, empregar restrições de crédito e utilizar condições ótimas de segunda ordem,
isto é, que aproveitem ao máximo a convexidade da carteira para fazer com que hedge supere o
limite de proteção da carteira. Além disso, testar o modelo de hedge resolvendo otimizações ao
invés de simples sistemas de equações. Este último procedimento também poderia ser utilizado
para obter o preço aproximado dos fatores de um modelo paramétrico utilizando todos os títulos
do mercado, ao invés de apenas quatro.
As extensões propostas poderiam trazer achados sobre a possível diferença entre as expectativas

de in�ação implícitas no mercado de títulos e as expectativas de in�ações implícitas no mercado
de derivativos.
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