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RESUMO

Nesta dissertagao tratamos alguns aspectos da teoria das formas quadraticas sobre um
corpo, das algebras com divisao e das dlgebras centrais simples. Objetos importantes
estudados sao o anel de Witt, o grupo de Brauer, as dlgebras de Clifford e o teorema
de Wedderburn sobre a estrutura das algebras centrais simples. Essas teorias sao
profundamente ligadas entre si e tem conexdes com outras areas como a teoria dos
corpos, a geometria algébrica, a topologia algébrica, a teoria das representagoes e a
fisica teodrica. Matematicos ilustres como Brauer, Clifford, Emmy Noether, Gauss,
Hamilton, Hasse, Hurwitz e Wedderburn trabalharam nos temas detalhados nesta

dissertacao.

Palavras chave: Algebras com divisao, grupo de Brauer, algebras de Clifford, formas

quadraticas.



ABSTRACT

In this dissertation we treat some aspects of the theory of quadratic forms over a field,
algebras with division and simple central algebras. Important objects here studied
are the Witt’s ring, the Brauer’s group, the Clifford’s algebras and the Wedderburn’s
theorem over the structure of simple central algebras. These theories are deeply linked
together and have connections with other areas like the theory of fields, the algebraic
geometry, the algebraic topology and the theory of representations. Illustrious math-
ematicians as Brauer, Clifford, Emmy Noether, Gauss, Hamilton, Hasse, Hurwitz and
Wedderburn worked in subjects that are detailed in this text.

Keywords: Algebras with division, Brauer’s group, Clifford’s algebras, Quadratic

forms.
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Introducao

Os elementos que tratamos nessa dissertagao sao as formas quadraticas sobre
corpos, as algebras com divisao e as algebras centrais simples. Nosso objetivo ao
escrever esse texto é mostrar alguns aspectos e propriedades que mostram como esses
estao relacionadas entre si.

No primeiro capitulo é feita a exposicao de definigoes e resultados minimos que dao
suporte ao acompanhamento do resto do texto, seguindo a referéncia [4]. Também
enunciamos os interessantes teoremas de Hurwitz e Bott-Milnor-Kervaire para as ex-
isténcias, respectivamente, de R-algebras de composicao e de R-algebras com divisao
de dimensao finita. Para o primeiro, incluimos uma demonstracao que utiliza apenas
ferramentas elementares de dlgebra linear.

O capitulo seguinte é dedicado a um exemplo de algebra central simples muito
importante, a saber, a algebra dos quatérnios generalizada. Esse exemplo ja per-
mite visualizar um pouco da ligacao sugerida no primeiro pardgrafo dessa introdugao,
através de um teorema que afirma o seguinte: duas algebras de quatérnios sao iso-
morfas se, e somente se, as formas quadraticas associadas a elas forem equivalentes.

No capitulo 3 apresentamos o anel de Witt e a descricao de algumas das suas
propriedades algébricas mais importantes (por exemplo, noetherinidade) do ponto de
vista aritmético e geométrico. Discutimos incialmente a construcao de Grothendieck,
que trata-se de estender um semi-anel comutativo a um anel comutativo, e em seguida
especializamos essa construgao ao caso do anel de Witt das classes de formas quadraticas
regulares sobre um corpo.

No capitulo 4 voltamos a considerar a nogao de dlgebra central simples (definida
no capitulo 2). Por meio do teorema de estrutura de Wedderburn fazemos a descrigao
desses objetos como anéis de matrizes sobre uma algebra com divisao. Trataremos
algumas propriedades dessas algebras, chegando a definicao do grupo de Brauer,
e demonstraremos que a dimensao delas sobre o corpo base é necessariamente um
quadrado. Em seguida incluimos a demonstracao do importante teorema de Frobe-

nius que é traduzido pelo isomorfismo B(R) ~ Z,, onde B(R) significa o grupo de
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Brauer do corpo R. Finalmente, tratamos o caso de algebras graduadas centrais
simples e definimos o grupo de Brauer-Wall para tais estruturas.

No capitulo 5 estudamos a algebra de Clifford associada a uma forma quadratica.
Depois de alguns resultados preliminares, descrevemos as principais propriedades es-
truturais dessas algebras, definindo os invariantes de Clifford, Witt e Hasse e expli-
cando as ligagoes com as estruturas algébricas dos capitulos anteriores. Em seguida
falamos dos teoremas de ”periodicidade mdédulo 8”7, dos mddulos de Clifford reais
(andlogos algébricos de teoremas de periodicidade em K-teoria). Por fim, aplicamos
os resultados a teoria da composicao de formas quadraticas, desenvolvida por Gauss,
reobtendo como caso particular uma demonstragao mais sofisticada do teorema de
Hurwitz considerado no primeiro capitulo.

No capitulo 6 fazemos uma breve exposicao a respeito das dlgebras ciclicas. Essas
algebras sao uma generalizacao da algebra dos quatérnios e, como demonstraremos,
sao mais exemplos de dlgebras centrais simples. Para algumas classes de corpos se
mostra que elas sdo as unicas dlgebras centrais simples (teorema de Brauer-Hasse-
Noether). O estudo das élgebras ciclicas é estreitamente relacionado com a teoria
de Galois. A prépria terminologia é motivada pelo fato do corpo de decomposi¢ao
dessas algebras centrais simples ser uma extensao de Galois ciclica do corpo base.
Um importante resultado que demonstramos nesse capitulo é o critério da norma de
Wedderburn. Esse bonito resultado fornece condigao suficiente para a obtencao de

algebras com divisao nao comutativas sobre corpos infinitos.



CAP{TULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados basicos a respeito
dos objetos principais de estudo dessa dissertacao, a saber, as formas quadraticas so-
bre corpos e as algebras com divisao. Alguns dos resultados serdo apenas enunciados,
em virtude de serem fatos ja conhecidos em cursos de dlgebra linear ou por serem de
facil deducao. Salvo mencao contraria, em todo o texto, usaremos os simbolos F' para
representar um corpo de caracteristica diferente de dois, F* para o grupo multiplica-
tivo dos elementos invertiveis de ' e F*? para o subgrupo de F* correspondente aos

quadrados de F.

1. Formas Quadraticas e Espagos Quadraticos

DEFINIGAO 1.1. Uma forma quadratica (n-dria) sobre um corpo F' é um
polindmio homogéneo do segundo grau em n variaveis com coeficientes em F'.

Dada uma forma quadratica

F(X1 oy Xa) = Y ay XX € FIX0, ., X,
i.j
podemos apresentd-la matricialmente por
f(X) = XM X,

X1
onde My = (aj;) € Myxn(F) com aj; = %(aij +aj) e X = :
Xn

A correspondéncia f +— M ¢ uma funcao, de fato bijetora, do conjunto das formas
quadraticas sobre F' no conjunto das matrizes simétricas sobre F'.

Dizemos que duas formas quadraticas n-drias f e g sdo equivalentes (f = g) se
existir C' € GL,(F) tal que f(X) = ¢(CX). Claramente, = define uma rela¢ao de
equivaléncia no conjunto das formas quadraticas n-arias sobre F'. Simbolizaremos a

classe de equivaléncia de uma forma quadratica f nessa relagao por (f).

OBSERVAGAO 1.2. f=g& 3C e GL,(F) : My =C'M,C.
Sobre o F-espaco vetorial F™ uma forma quadrética n-aria f induz uma funcao
Qf: F" — F
10
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definida por
Qr(x) = x"Msx
Iy
onde x = : . Essa ()5 ¢ chamada de funcao quadratica associada a f.
T
OBSERVAGAO 1.3. A fungdo quadrdtica )y determina unicamente a forma

quadratica f (e ndo simplismente a classe de f mddulo =). Com efeito, @y = @,

implica
(Mp)ii = Qp(ei) = Qqle;) = (My)ii
e para i # j
Qrlei +e;5) = (My)u + 2(My)i; + (My)y;
Qqlei +e;) = (My)ii + 2(My)ij + (My);;
ou seja,

(Myg)ij = (My);; Vi, je{l...n}.
Portanto, My = M,.
Em virtude dessa observacao, nao faremos distin¢cao entre formas quadraticas e
aplicagoes quadraticas.
A aplicacao @)y apresenta as seguintes propriedades:
(1) By : F™ x F™ — F dada por

Qrx+y) —Qr(x) — Qs(y)
2

By(x,y) =
¢ uma forma bilinear simétrica.
(2) Qslax) =a*Qs(x),Vae FeVxe€F"

Seja V um F-espaco vetorial de dimensao finita, e B : V x V — F uma forma

bilinear simétrica sobre V.

DEFINIGAO 1.4. O par (V, B) é chamado de espago quadrético.
Associado a um espago quadrético (V, B) temos uma fungao ¢ = ¢qg : V. — F

dada por
q(x) = B(x,x).
Essa q é tal que
q(x+y)—q(x) —qly) = Bx+y,x+y)-BXxx)-Blyy)
= B(xy)+ Bly,x)
(1) = 2B(x,y).



1. FORMAS QUADRATICAS E ESPACOS QUADRATICOS 12

g(ax) = a*q(x)
Vae FeVxeV. Estas propriedades da ¢ sao semelhantes as apresentadas por
uma funcao quadratica.

A identidade (1) nos diz que ¢ ou B pode ser obtida uma da outra (desde que se
conhega uma das duas), em virtude disso também escreveremos (V, q) para representar
o espago quadratico (V, B).

Seja {e1,...,e,} uma base de V. Através dessa base, associamos a seguinte forma

quadrética ao espago quadratico (V, B)

f(le--~7Xn) = ZR:B(e,-,ej)Xin

ij=1

= X'M;X

com (My)i; = Blei, €;).
Se identificarmos V' com F™ via as coordenadas da base dada, entao ¢ = ¢qg cor-
responde exatamente a fungao quadratica Q). Se ecolhermos outra base {e],... e} }

para V', dado que

segue-se que a forma quadrética f’ proveniente dessa nova base de V' é tal que

(Mfl)ij = B (chiek,z%el)
k l
= chziB(elmel)Clj
k,l
= (C"M;C);

onde C = (¢y). Assim, o espaco quadratico (V, B) determina unicamente uma classe
de equivaléncia de formas quadraticas a qual denotaremos por (fg).
DEFINIGAO 1.5. Dois espagos quadraticos (V, B) e (V', B') sao ditos isométricos
(V,B) = (V',B')) se existe um isomorfismo linear 7 : V' — V" tal que
B'(1(x),7(y)) = B(x,y) para cada x,y € V.
A relagao de isometria entre espagos quadraticos é obviamente de equivaléncia.

Simbolizaremos a classe de isometria de um espago quadratico (V, B) por [(V, B)].

OBSERVAGAO 1.6. (V.B)= (V',B) < (fB) = (fm).
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Essa observacao nos diz que existe uma correspondéncia biunivoca entre as classes
de equivaléncia das formas quadraticas n-arias e as classes de isometria dos espacos
quadraticos n-dimensionais. Veremos essa correspondéncia como uma identificacao.

Considere (V, B) um espago quadréatico e M uma matriz simétrica associada a

uma das formas na classe de equivaléncia (fg). Temos a

PROPOSICAO 1.7. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) M é uma matriz nao-singular;
(ii) x — B( ,x) define um isomorfismo V' — V* onde V* denota o espago
vetorial dual de V/;
(iii) Para x € V, B(x,y) = 0 para cada y € V implica x = 0.

Se uma dessas afirmagdes (portanto todas) é verdadeira, entao chamamos o espago
quadrético (V, B) de regular (ou nao singular). Equivalentemente, diremos que ¢p
é uma forma quadrética nao singular. Usaremos M (F') para representar o conjunto
de todas as classes de isometria de espacos quadraticos regulares.

Seja (V, B) um espago quadrético e U um subespago de V. Definimos o conjunto

ortogonal de U por
Ut ={xeV|Bkxu=0VYueU}
O conjunto ortogonal de V' é também chamado de o radical de (V| B) e é denotado
por V+ =radV.
OBSERVAGAO 1.8. (V, B) regular < radV = {0}.
PROPOSIGAO 1.9. Seja (V, B) um espaco quadratico regular e U um subespago
de V. Entao:

(i) dim U + dim U+ = dim V;
(i) (UH*t =U.

2. Diagonalizacao de Formas Quadraticas

Os resutados desta se¢ao nos asseguram a existéncia de representantes ideais para

as classes de isometria dos espacos quadraticos sobre um corpo F'.

DEFINIGAO 1.10. Seja f uma forma quadratica n-dria sobre F' e d € F*. Diremos
que f representa d se existirem x1,...,z, € F tais que f(z1,...,z,) = d.

O conjunto dos elementos de F* que sao representados por f serd denotado por

Dp(f) = D(f).
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OBSERVACAO 1.11. Se f, g sao duas formas quadraticas sobre F' tais que f & g,
entdo D(f) = D(g). Por isso em um espago quadratico (V,B) podemos definir
D(V) = Dr(gs).

Introduzimos agora a nogao de soma ortogonal. Se (Vi,B;) e (Va, Bs) sdo
espagos quadraticos, definimos a soma ortogonal desses dois espagos como sendo o
espago quadratico (V, B) tal que V =V, @V, e B: V xV — F é a aplicagao definida

por

B((x1,%2), (y1,¥2))) = Bi(x1,y1) + Ba(X2,y2).

B é de fato uma forma bilinear simétrica. Esse novo espaco (V, B) é denotado por

(V1, B1) L (V3, Bs). Note que

QB<X1;X2> = B((X17X2)7 (X1,X2))
= Bi(x1,X1) + Ba(x2,X2)
4B, (X1) + qB,(X2).
OBSERVAGAO 1.12.

(1) (V, B) é regular < (Vi, By) e (Va, By) sao espagos regulares.
(2) Sejam (Vi, B1) = (V{, By), (Va, B2) = (V3, By), (V, B) = (Vi, B1) L (V2, By)
e (V',B') = (V{, By) L (V3, By). Entao [(V, B)] = [(V', B)].
A partir da Observagao 1.12(2) concluimos que (M (F), L) é um mondide.
Para cada d € F escreveremos (d) para denotar a classe de isometria do espago

unidimensional correspondente a forma dX?2. Claramente (d) é regular se, e somente
se, d € F*.

PROPOSICAO 1.13.  Seja (V, B) um espago quadratico e d € F*. Entao d € D(V)
se, e somente se, existe outro espaco quadrético (V’, B') tal que [V] = (d) L [V’]

COROLARIO 1.14. Se (V,B) é um espago quadritico sobre F, entdo existem
escalares dy,...,d, tais que [V]| = (dy) L ... L (d,). (Em outras palavras, toda
forma quadrética n-dria ¢ equivalente a alguma forma diagonal d; X? + ... + d, X?2.)

Notagao: No que segue, abreviaremos (d;) L ... L (d,) por (di,...,d,), e para
(d,...,d) usaremos n{d).

COROLARIO 1.15.  Se (V, B) é um espago quadrético (ndo necessariamente reg-
ular) e S é um subespago regular, entao:
1H)Vv=818+
(2) Se T' é um subespaco de V tal que V =S L T, entdao T = S+.
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COROLARIO 1.16. Seja (V, B) um espaco quadritico regular. Entdao um sube-
spaco S é regular se, e somente se, existe T’ C V talque V=5 L T.

Definiremos o determinante de uma forma quadratica regular f por

d(f) = det(M;) - F*? ¢ L7

F*2

Notemos que f = g = d(f) = d(g). Sendo assim, diremos doravante que o deter-
minante de um espago quadratico (V, B), que denotaremos por d(V'), é o determinante

da forma fg.

3. Plano Hiperbdlico e Espacgos Hiperbdlicos

No capitulo seguinte faremos a construcao funtorial do anel de Witt, que é de
muita importancia quer seja no estudo da classificacao das formas quadréticas, ou
no das &algebras com divisao ou até mesmo na teoria dos corpos. Uma classe de
isometria que se destacara nessa construcao é a do plano hiperbélico, que passaremos

a considerar nesta segao.

DEFINIGAO 1.17. Seja v um vetor nao nulo em um espago quadrético (V,B).
Dizemos que v é um vetor isotrépico se B(v,v) = 0 e que v é anisotrépico caso
contrario. O espago quadratico (V, B) é dito isotrépico se ele contém um vetor
isotrépico e caso contrario ele é dito anisotrépico. Finalmente, dizemos que (V, B)

¢ totalmente isotrépico se todo vetor em V' é isotrépico (isto é, B = 0).

PROPOSIGAO 1.18. Seja (V, B) um espago quadratico bidimensional. As seguintes
sentencas sao equivalentes:
(1) V é regular e isotrdpico;
(2) V é regular, com d(V) = —1 - F*?;
3) [V] = (1,-1);
(4) V corresponde a classe das formas quadraticas bindrias X Xo.
A classe de isometria dos espacos quadraticos bidimensionais satisfazendo as
condicoes do teorema acima é chamada de plano hiperbdlico e o representare-
mos por H. A soma ortogonal de planos hiperbdlicos sera chamado de espago

hiperbdlico.

DEFINIGAO 1.19. Uma forma quadratica (ou espago quadrético) é chamada
universal se ela representa todos os elementos nao nulos de F'.
TEOREMA 1.20. Seja (V, B) um espago quadratico regular. Entao:

(1) Todo subespago totalmente isotrépico U C V' de dimensao r positiva estd

contido em um subespaco hiperbélico 7' C Vde dimensao 2r;
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(2) V é isotrépico se, e somente se, V' contém um plano hiperbdlico.

(3) V isotrépico = V universal.

COROLARIO 1.21. (Primeiro Teorema de Representagao). Seja ¢ uma forma
quadrética regular e d € F*. Entao d € D(q) se, e somente se, ¢ L (—d) é isotrépico.

COROLARIO 1.22. Sejam ¢y, ¢o duas formas quadréticas regulares de dimensoes

positivas. Entao ¢ := ¢ L g2 é isotrépico se, e somente se, D(q1) N D(g2) # 0.
COROLARIO 1.23. Para um inteiro positivo r, as seguintes sentencas sao equiv-
alentes:

(1) Qualquer forma quadratica regular de dimensao r sobre F' é universal.

(2) Qualquer forma quadratica de dimensao r + 1 sobre F' é isotrépica.

4. Teorema da Decomposicao e Teorema do Cancelamento de Witt

TEOREMA 1.24. (Decomposicao de Witt) Qualquer espago quadrético (V, q)

se decompode como uma soma, ortogonal
(Via) L (Visan) L (Va, qa)

onde V; é totalmente isotropico, Vj, é hiperbdlico, e V, é anisotrépico. Além disso, se
(Via) L (Vi) L (Va, a)

¢ uma outra decomposicao como acima, entao

Vea) =~ (Vig)), (Vian) = (Vi q) € (Var 4a) = (Vi 4a)-

TEOREMA 1.25. (Teorema do Cancelamento de Witt) Se ¢, ¢1, g2 sdo formas
quadraticas arbitrarias, entao ¢ L ¢ = q L ¢ = ¢1 = qo.

Um mondide M é dito de cancelamento se quaisquer que sejam x,y,z € M
rT+z=yt+z=r=y.

O teorema do cancelamento de Witt nos diz que (M (F'), L) é um mondide de cance-

lamento.

DEFINIGAO 1.26. O inteiro m (= $dim V}) unicamente determinado na decom-
posicao de Witt é chamado de indice de Witt do espago quadratico (V,q). A

classe de isometria de V, é chamada a parte anisotrépica de (V,q).

COROLARIO 1.27. Se (V,q) é regular, o indice de Witt de (V,q) ¢ igual a

dimensao de qualquer subespaco maximal totalmente isotrépico de V.
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5. Teorema das Cadeias de Equivaléncia de Witt

A proposicao seguinte nos diz que uma forma quadratica binaria ¢ regular, a
menos de isometria, é completamente determinada pelo seu determinante e por um

elemento em D(q).

PROPOSIGAO 1.28.  Suponhamos (a, b), (a’,b') regulares. Entao (a,b) = (da’, V')
se, e somente se, d(q) = d(¢') e (a,b) N (', V') # 0.

Introduzimos agora a nocao de equivaléncia simples para formas diagonais. Seja
g=aX+..  +a,X2eqd =0 X2 +...+b,X2 Dizemos que q e ¢’ sdo simplesmente
equivalentes, se existem dois indices, ¢ e j, tais que

(1) (as; a;) = (bi, by).

(2) ar = by sempre que k é diferente de i e j.
Mais geralmente, dizemos que duas formas diagonais f e g sao cadeia-equivalentes,
se existe uma sequéncia de formas diagonais fy, fi..., fn tais que fo = f, fmn = 9,
e cada f; é simplesmente equivalente a f;1; (0 < i < m — 1). Cadeia equivaléncia
é claramente uma relagao de equivaléncia sobre todas as formas diagonais (de uma

dimensao fixada); ela serd denotada pelo simbolo =.

TEOREMA 1.29. Sejam f e g formas diagonais arbitrarias de mesma dimensao.

Entao

f=g9efryg
6. Produto de Kronecker de Espacos Quadraticos

Sejam (Vi, By, q1) e (Va, Ba, ¢2) dois espagos quadraticos sobre F'; de dimensoes m
e n respectivamente. Sejam V' o produto tensorial de V; com Vo e B:V xV — F a

Unica forma bilinear satisfazendo
B(vi ® v, V] ® Vi) = By(v1, V])Ba(va, vh) (vi, Vi € V;).

O par (V, B) é um novo espaco quadratico sobre F' de dimensao m - n, chamado o
produto de Kronecker (ou produto tensorial) dos (V;, B;)’s. A func¢ao quadréatica

associada g = ¢p satisfaz

q(vi®vy) = B(vi® Vs, vi ®Vy)
= Bi(v1,v1)Ba(va, vo)
= q1(v1)g2(va).

Denotamos g por ¢; ® g9, ou simplesmente ¢ ¢s.
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Escolhamos bases ordenadas, {ei,...,e,} para Vi e {f},... f,} para V5. Sejam
a;; = Bi(e;,e;), by = Bo(fi,fi)). Entao M = (a;;) e N = (by) sdo as matrizes
simétricas associadas respectivamente a ¢; e ¢o nas bases dadas. Agora considere a

base ordenada de V' dada por

{el®f1,61®f2,...,e1®fn,...,em®f1,...,em®fn}.

Com respeito a essa base, a forma ¢ é representada pela seguinte matriz simétrica

aj1bir aibia - apbin aebie N N N
a a PR a
a11bo1  aiibay -+ ajeba  ajeba B 12 Im
. . . . . anN  anN - ay,N
as1b11  agbio : : : :
. . amlN a'm2N e ammN

a qual é precisamente o produto de Kronecker das duas matrizes M, N. Em particular,

(a) ® (b) = (ab).
O produto de Kronecker entre formas quadraticas satisfaz as leis comutativa,

associativa e distributiva como segue.

1) 1 Q¢ =g aq.
(2) (1 ®0¢0) V¢ =g (g®qgs).
B)q® (L) =@oq) L (¢®q).

OBSERVAGAO 1.30. Definamos ® : M(F) x M(F) — M(F) por
(V. B)]@[(V', B)] = [V, B) ® (V', B)].

Essa operacao esta bem definida.
Pelas observacoes 1.12, 1.30 e pelas propriedades do produto tensorial, segue que
(M(F), L, ®) tem estrutura de semi-anel comutativo.

Usando a lei distributiva, obtemos a seguinte regra para formar o produto.
<CL17 PN ,am> & <b1, ce ,bn> = <a1b1, PN ,aibj, PN ;ambn>-

OBSERVAGAO 1.31. Se ¢ é uma forma regular qualquer, entao [¢|@H = (dim ¢)H.

7. Algebras com Divisao

Seja V' um F-espaco vetorial e x : V x V — V uma aplicacao bilinear. As

propriedades de * como aplicagao bilinear garantem que

vy (avg + Ovs) = a(vy x Vo) + B(vy % v3),
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(avy + Bva) x vz = a(vy * v3) + B(va % v3)

(avy) x vy = vy % (avy) = a(vy % vy),

i.e., uma aplicacao bilinear de V x V em V define uma multiplicagao sobre V.

Observamos que tal multiplicagdo nao é nescessariamente comutativa nem associativa.

OBSERVACGAO 1.32. Se S C V é subconjunto gerador do F-espaco vetorial V entao
a multiplicagao * é completamente determinada pela sua agao sobre os elementos do

conjunto S x S.

DEFINIGAO 1.33. (F-algebra) Um espago vetorial V sobre F' com multiplicagao
x se diz uma F-algebra, que vamos indicar com A = (V, ).

Se a multiplicagao * for associativa, respectivamente comutativa, a algebra A se
diz associativa, respectivamente comutativa. Se v x u = —u * v para qualquer
v,u € V, a dlgebra A se diz anti-comutativa.

Um elemento e € V se diz identidade de A se exv = vxe = v paracada v € V.
Se a identidade existe, entao é claramente unica. Habitualmente identificaremos a
subdlgebra F' * e de uma algebra A com o corpo F' (pelo isomorfismo a — a x e de
F em F xe). Como podemos ver, uma algebra A associativa e com identidade é de
fato um anel (n@o necessariamente comutativo), dai podermos falar nessas situagoes

de A-médulos, ideais a esquerda, ideais a direita, ideais bilaterais, etc.

ExXEMPLO 1.34. Seja A uma F-édlgebra associativa com identidade. Seja M
um A-moédulo. Denotaremos o conjunto das aplicacoes A-lineares de M em M
por End4(M). Restringindo a agdo linear de A sobre End4(M) a F vemos que
(End4(M),+,0) tem estrutura de F-élgebra, onde o é a operagao de composigao

entre os elementos de End4(M).

ExXEMPLO 1.35. Seja A uma F-algebra associativa com identidade. A restricao
da agao linear de A sobre o A-mddulo das matrizes de ordem n com entradas em A4

M,(A) a F também faz de (M, (A),+,) uma F-algebra.

EXEMPLO 1.36. Se A; = (Vi,%1) e Ay = (Vh, %2) sdo duas F-élgebras podemos
formar uma nova F-algebra A chamada o produto tensorial da algebra A; pela algebra
Aj. Essa nova F-dlgebra é dada por A = (V1 ® V5, *) onde * estd expresso no conjunto
de geradores {a® b € V; ® V2} por

(a®@b)*(a’®@b')=a*x a @bx*y b

O produto tensorial de duas algebras A;, As é representado por A; ® As.
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EXEMPLO 1.37. Denotemos o F-espago vetorial V @ ... ® V (r-fatores) por
T (V) e definamos T°(V) = F e T (V) = V. Consideremos agora o F-espaco vetorial
@ T (V) que consiste das sequéncias (ug, uy, ...) com somente um nuimero finito de

termos nao nulos. Diremos que o produto de (up,uy,...) por (vg,vy,...) é o vetor

W, = E u,vy_;.

0<r<p
A algebra assim construida é chamada de algebra tensorial do espaco vetorial V' e

(Wo, W1, ...) tal que

sera simbolizada por T'(V').

ExeEMPLO 1.38. Dada uma F-algebra A com multiplicacdo *, a sua algebra
oposta, que simbolizamos por A°, como conjunto coincide com A e tem multi-
plicacao " definida por

u¥v=v*u Vu,vecA

Um elemento u € V se diz divisor de zero de A se existir v. € V' \ {0y} tal

que vxu =0y ouuxv=0y.

Um elemento v € V se diz nilpotente se existir um inteiro m > 1 tal que

m )mfl

vThi=vx(v = 0y. Se v # Oy for um elemento nilpotente entao ele é um divisor
de zero. Em geral existem divisores de zero que nao sao nilpotentes.

Um subespaco vetorial U de V' se diz subdlgebra de (V,x*) se uj *uy € U para
cada uy,uy € U.

Sejam A = (V%) e A" = (V,*') duas F-élgebras. Um homomorfismo de F-
algebras ¢ : A — A’ é uma aplicagdo F-linear ¢ : V — V’ tal que p(v*u) = p(v) '
¢(u) para cada v, u € V. Se ¢ é invertivel dizemos entao que ¢ é um isomorfismo de
F-algebras. Duas F-algebras A, A’ sao ditas isomorfas se existe um isomorfismo
entre elas. (Notagao: A~ A').

Os exemplos a seguir podem ser conferidos sem dificuldades:

EXEMPLO 1.39. Se V é um F-espago vetorial de dim V' = n entdo Endp(V) ~

EXEMPLO 1.40. M, (F)®p Ms(F) ~ M,s(F).

DEFINIGAO 1.41. A dimensao de uma algebra A = (V, %) é igual a dimensao do
espago vetorial V' (dim A := dim V).

DEFINIGAO 1.42. Uma F-algebra A = (V, *) se diz associativa por poténcias

se, para cada v € V e para cada mq, msy inteiros temos

(2) VT kv = e
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Uma F-édlgebra A = (V,*) se diz alternante se, para cada v,u € V,
(3) vk (viu) = (Vvxv)ku, (viu)su=vsx*(ux*xu).

Se as aplicagoes esquerdas e direitas de * sao isomorfismos (isto é, Vv € Vx — vix e
X — XV sao isomorfismos de V em V'), A = (V, %) se diz uma algebra com divisao.

Isso significa que para cado v € V' \ {0y} as equagdes

VX=1u

X*V =W

tém solucao unica quaisquer que sejam u, w € V. Se dim A < oo, a existéncia de uma
solucao ou a unicidade da solugao automaticamente garante a outra condicao. No
caso de dimensao finita portanto a condicao de ser uma algebra com divisao pode ser
exprimida com a condi¢ao de nao ter divisores de zero, i.e., exigir que as aplicacoes
esquerdas e direitas de * sejam injetivas.

Uma propriedade importante das dlgebras com divisao alternantes (e em particular

das élgebras com divisao associativas) é a presenga da identidade.

PROPOSICAO 1.43. Seja A uma F-dlgebra com divisao alternante. Entao existe
uma identidade em A. Em particular, em toda F-dlgebra com divisao associativa

existe uma identidade.

DEMONSTRAGAO. Seja v € V \ {Oy}. Existe e € V tal que e x v = v. Sendo
v #0y, e#0y. Deex(exv) =exv =v e do fato de A ser alternante, deduzimos
e’xv=exv,ie (e2—e)xv=0y. Sendo v # Oy, temos e*> = e. De e # Oy e de

2

ex(exu—u)=ex(exu)—exu=e"sxsu—exu=_0y

deduzimos e x u = u para cada u € V. Similarmente se deduz que u *x e = u para

cadau e V. O

DEFINIGAO 1.44. (F-algebra quadratica) Seja .4 uma F-algebra com identi-
dade e € A. A algebra A se diz quadratica se cada elemento v € A satisfaz uma

equacao quadratica do tipo
(4) v? = ae + (v
com «, 3 € F.

EXEMPLO 1.45. Pelo teorema de Cayley-Hamilton, My (F') é uma dlgebra quadrética.



7. ALGEBRAS COM DIVISAO 22

Em cada F-algebra A associativa por poténcias e com identidade, temos um

homomorfismo de F-algebras, dito de avaliagao em v,
oy F[x] — A,
definido como
ov(f(x) =age + av+...+a,v" € A,

onde f(x) =)' ,a;x". Com essa defini¢ao podemos provar o seguinte fato interes-

sante

PROPOSICAO 1.46. Uma R-algebra alternante de dimensao finita e sem divisores

de zero é quadratica.

DEMONSTRAGAO. Sejam v € A um elemento qualquer e ¢, : R[x] — A o ho-
momorfismo de avaliacao correspondente. O ideal ker(y,) C R[x] é préprio porque
dim (A) < oo. Logo, é gerado por um polinémio monico irredutivel porque A nao tem
divisores de zero. Esse polinomio tem portanto grau menor ou igual a dois e anula v,

fornecendo uma equacgao do tipo (4). O

7.1. Algebras de Composigao. Quando olhamos para um espaco quadratico
(V, B) tal que V' aparece munido com uma multiplica¢do #*, é natural perguntarmos
sobre a compatibilidade dessa multiplicacao com a forma bilinear B. Uma defini¢ao

proxima desse questionamento é a seguinte.

DEFINIGAO 1.47. Sejam A = (V,x) uma R-dlgebra com divisdo e ( , ) um

produto euclidiano sobre V' com norma associada || || . Se
(5) vsa =l v -[lul

para cada v,u € V| a édlgebra com divisao A se diz R-dlgebra de composi¢ao com
respeitoa (, ) (ou | || )-
Duas R-algebras de composicao A = (V,x,(, ) e A = (V',« (| )) se dizem

isométricas se existir um isomorfismo de R-dlgebras ¢ : V' — V' tal que
(o(v), p(u))" = (v,u)

para cada v,u € V.

Outra pergunta natural é:

QUESTAO 1.48. Para quais valores de n > 1 existem R-dlgebras de composicao
A=(V,x (,)) de dimensao n?
Tentemos refazer essa pergunta de outra maneira. Para isso, suponhamos uma

algebra de composigao A de dimensdao n > 1 fixada e com B = {ey,...,e,} uma
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base ortonormal de V' com respeito ao produto euclidiano ( , ). Ora, para cada

p,q=1,...,n existem ’y;,q € R unicamente determinados tais que
n

(6) e,*e, = Z Vp.q€i-
i=1

Sejam u = Z?:l u;e; e V= E?:l v;e;. Pela bilinearidade da multiplicacao temos

u*xv = (; upep> * (; vqeq>
= Z Z Upvg(ep * €g)

p=1 ¢q=1
n n n
S99 S
i=1 p=1 g=1
n
(7) = Zziei
i=1
onde
n n
® 2= 3w, e R
p=1 g=1

sao as cordenadas de u* v € V com respeito a base ortonormal B.

Sendo assim, a questao 1.48 tornar-se equivalente a

QUESTAO 1.49. Para quais valores de n existe uma identidade

2 2\(, 2 2\ _ (.2 2
(9) (Ui +...+u )i +...4v)=({+...+2;)
onde uy, ..., U, € vU1,...,V, SA0 nUmeros reais arbitrarios e
n n
o i ?
“i= Z Zupv‘ﬂp,q € R?
p=1 ¢=1

A identidade (9) é chamada de identidade sobre soma de quadrados

OBSERVACAO 1.50. Para cada i =1,...,n podemos construir as matrizes de
multiplicagao:
O = [%4]
As matrizes C* determinam completamente a multiplicacao * e temos
U1
zi:(ul un)C’Z
UTL

Antes de respondermos a 1.49; vejamos alguns exemplos de R-algebras de com-

posicao:
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EXEMPLO 1.51. Por razoes triviais, R com a multiplicacao usual é uma R-algebra

de composicao unidimensional.

EXEMPLO 1.52. Seja {e;,e2} a base canonica de R?. Definamos uma multi-
plicacao * sobre R? tal que e; corresponda a identidade e e, * €3 = —e;. Essa é uma

R-algebra de composicao isomorfa a algebra C dos complexos.

EXEMPLO 1.53. Seja {ej, es, e3,e,} a base canonica de R*. Definamos e; = e a
identidade e

ES €9 €3 €y

€y | —€ €4 —es3

€3 | —€4 | —€1 | €

€4 €3 | —€2 | —€

Nesse caso temos:

21 = U1V1 — U2V2 — U3V3 — UqV4,
Z9 = U1Vy -+ U9V + U3Vg — UyVs3,
23 = U1V3 — UgVUq + U3V + UgVsa,
24 = ULV4 + UoV3 — U3V + Uy1.

que satisfazem a férmula 9. Logo, essa é uma R-algebra de composicao de dimensao
4. Essa R-algebra é chamada de algebra dos quatérnios e a indicamos por H em
homenagem Sir Rowan Hamilton. Podemos verificar, via a tabela de multiplicagao

acima, que H é associativa, com identidade e nao comutativa.

EXEMPLO 1.54. Seja agora {ej, e, e3, ey, €5, €, €7, eg} a base canonica de RS.

Definamos e; = e a identidade e

* €9 (S €y (S7:1 €g er ey
€| —€1| € | —€3| € | —€;| —€g | €7
€3] =€ | —€1 | € €7 €3 | —€5| €
€4| €3 | —€| —€1 | € | —€7| €5 | —€;5
€| =€ | —€7 | —€3| —€1 | €9 €3 €4
€| €5 | —€3| €7 | =€ | €1 | —€4 | €3
€7 | €s € | €| —€3| €4 | —€1 | —€
€s | —€7| € € | —€4| —€3| € | —€
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Dai temos
21 = U1V — U2V — U3V3 — UgVy — UsVU5 — UgUs — U7VU7 — UGUS,
Zyg = U1V2 + UgV1 + U3Vy — UgV3 + UsVs — UgU5 — UrVUs + Ug7,
Z3 = U1VU3 — UV4 + U3V1 + UgV2 + UsV7 + UgUg — U7VU5 — UgUs,
Z4 = UIV4 + U2V3 — U3V + U4V] + UsUg — UgU7 + U7Vg — U5,
Zs = U1VUs — UgUg — U3V7 — U4Vg + UsV1 + UgU2 + UTVU3 + UgVy4,
Zg = UiVs + UgUs — U3Vg + UgV7 — U5V + UgU1 — UV + UgV3,
27 = UIVU7 + UVs + U3V5 — UgVs — UsV7 + UgV4 + U7V — UgV2,
28 = UIVg — UgV7 + U3zVg + UgVUs — UsV4 — UgU3 + UV + UgV1 .

Essa R-algebra é chamada de dlgebra dos octonios e foi descoberta em 1845 por Arthur
Cayley. Como vemos pela tabela ela possui identidade, nao é comutativa (e, * e3 =
€4 # €3 x ey = —ey) e nao é associativa ((es x eg) x €7 = —eg # e; * (eg * €7) = eg).
Simbolizaremos-na por Q.

Finalmente, respondemos a 1.49 com o seguinte

TEOREMA 1.55. (Hurwitz) Existem édlgebras de composigao reais se, e somente
se, n = 1,2,4 ou 8. Equivalentemente, temos identidade sobre soma de quadrados se,
e somente se, n = 1,2,4ou 8§

Antes de fazermos sua demonstracao, verifiquemos o seguinte

LEMA 1.56. Se {Bi,...,B,_1} é um conjunto de matrizes anti-simétricas n x n
tal que
Bf=-1 1<i<n-1

para cada i # j, entao n = 2,4 ou 8

DEMONSTRACAO. Por hipdtese, as matrizes B; sao anti-simétricas e invertiveis
logo, n deve ser par. Consideremos o conjunto
B={BiBi,---B;, :1<iy,....i, <n—1ler>1}
Pelas propriedades das B;’s os elementos desse conjunto sao da forma

+B*---Bi"', e;=0o0ul

n—1"
que correspondem a 2"~! produtos. Vejamos quais dessas matrizes sao simétricas e

quais sao anti-simétricas. Para isso, consideremos

(10) M:BilBiz"'BiM TSTL—L 1 <ig <...<l1,.
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Entao, usando novamente as propriedades das B;’s, temos
Mt — (—1)T(T+1)/2M.

Desse modo, M é simétrica se, e somente se, 7 ou (r+1) é divisivel por 4. Suponhamos
que [ nao seja um conjunto linearmente independente. Entao podemos escolher uma

relacao de dependéncia linear
(11) OélMl—i-...—f—OékMk:O

tal que qualquer «; # 0 e qualquer subconjunto préprio de {Mj, ..., My} é linear-
mente independente. Ora, dessa forma, ou todas estas M;’s sao simétricas ou to-
das elas sdo anti-simétricas. Multiplicando (11) por a;'M; ! podemos assumir essa

relacao da forma

(12) I'=pM+ ...+ Br-1Mp_1.

Suponhamos que M; envolva o menor numero r de fatores e que r < n — 1. Se r nao
é divisivel por 4, podemos escolher j # iy, ..., 4, e multiplicar (12) por B; obtendo
(13) Bj = M\Bj + ...+ Bp_1My_1B;

com B; anti-simétrica e M;B; simétrica o que ¢ um absurdo. Por outro lado, se r
¢ divisivel por 4, multiplicando ambos os lados por B;, temos B;, M; simétrica e B;,
anti-simétrica, que também é um absurdo. Isso nos diz, a tnica relagao do tipo (12)

possivel é
(14) [:a'Bl"'Bn—l

(se em particular esta relacao acontece, n deve ser divisivel por 4). Deduzimos as-
sim que o conjunto dos produtos com no maximo %(n — 2) fatores é linearmente

independente. O ntimero de tais matrizes é
1+ (”Il> + (”51> +ot (’;%) =2"2,
Sendo assim, em todo caso temos
22 < p?

e dai que n =2, 4, 6 ou 8. Contudo, n = 6 nao é possivel pois nesse caso teriamos as

2% = 32 matrizes de 3 linearmente independentes sendo que

() +(3)+1=16

dessas matrizes antissimétricas. Mas isso é um absurdo, pois a dimensao do espago

das matrizes anti-simétricas de ordem 6 ¢ igual a 15. Portanto, n = 2,4 ou 8. U

Passemos agora a prova do Teorema 1.55
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DEMONSTRAGAO. Podemos assumirn > 1. Paraum v = (vy,...,v,) € R" fixado

vamos definir
(15) Q;j = ZV;,J‘UP'
p=1

A identidade (9) pode ser escrita na forma
2

n 2 n
(16) (4. +u2)(WP + ... +0?) = (Zal,juj> +...+(Zan,juj) :
j=1 j=1

Fixado v, (16) vale para cada u = (uq, ..., u,) € R". Tomando u = e;, temos

Vit .t =0f +o3 4. 4al,
(17) :
U%+"'+IU721:a%,n+a§,n+"'+ai,n'

Cancelando em (16) os termos com v? por meio de (17), deduzimos que para cada

u € R" vale

(18) 0=2 Z Z(OZLZ'O{LJ' + ...+ OényiOényj)Uin.

i=1 j=1

Para u = e; + e;, deduzimos
(19) 0=2(a1,01+ ...+ Qn;i0y;)
para cada i,j = 1,...,n. Definindo
A = [ )

podemos escrever as equagoes acima na forma compacta:

(20) A A= (i v§> 1.

=1

Pela definicao de A, temos
A:U1A1+...+UnAn

com A; € M, (R) independentes dos u; e v;.

A equagao (20) pode ser reescrita como

i=1

(21) (UlAli oot vnAfl) ) (UlAl +..+ UnAn) - (Z UZQ) ' ]7

que implica
(22) AL A =1, A - Al=1

paracadat=1,...,n.
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Agora definamos B; = Al A;; i =1,...,n — 1. Entao reescrevemos (21) por

(23) (1B + ... 4 v, B, 40, ])(1Br+ ... 4 vy Buy +v,1) = (Z uf) I

Dai obtemos
B!B;=1, 1<i<n-1.
Cancelando esses termos, e considerando v = e; + e, para i # j temos

B!+ B;=0, 1<i<n-1

BfBj+B§Bi:0, 1<i,j<n-—1, i#].
Portanto, pelo Lema 1.56, n = 2,4 ou 8. U

Retornaremos a essa questao das R-algebras de composicao no capitulo 5 onde
faremos a demonstracao desse iltimo teorema por meio de resultados menos ele-
mentares.

Ao contrario do Teorema de Hurwitz, o seguinte resultado, que claramente implica
no primeiro, tem até agora somente demonstragoes que utilizam técnicas sofisticadas

de topologia algébrica.

TEOREMA 1.57. (Bott-Milnor-Kervaire, 1958) Existem R-algebras com di-

visao de dimensao n > 1 se, e somente se, n = 1,2,4 ou 8.



CAP{TULO 2

Algebras dos Quatérnios e a Forma Norma

A algebra que construiremos nesse capitulo é uma generalizacao imediata da R-
algebra H vista no capitulo 1. Veremos que essa algebra pode ser tornada natural-
mente um espaco quadratico e, a partir dai, chegaremos a resultados que relacionam a
questao da classificacao de tais dlgebras modulo isomorfismo com a teoria das classes

de isometria dos espacos quadraticos sobre o corpo F.

1. Construcao da Algebra dos Quatérnios

Sejam a,b € F*. Definimos a algebra de quatérnio A = (%b) como sendo a [-

algebra gerada pelos elementos i, j com as seguintes relagoes definidoras

Para k :=ij € A, temos

K2 = (ij)(ij) = —i%2 = —ab € F*

e
ik = —ki = aj, kj= —jk = bi.
Com estas relagoes vé-se a associatividade dos produtos envolvendo i,j. Logo, ( %b)
é associativa, com identidadee nao comutativa. Notemos que no caso onde F' =R e
a=b=—1, (_11’;1) é o anel de divisao H.

Pelas regras de multiplicacdo acima, é claro que {1,1,j,k} é um conjunto gerador

do F-espaco vetorial A = (a—b) :

F
Proprosi¢gAo 2.1.  {1,i,j,k} forma uma F-base para A = (%b) :
DEMONSTRACAO. Fixemos «, 3 no fecho algébrico E de F' tais que o? = —a,

(3% = b e consideremos as matrizes iy = ( _Oa g ) e jo = < 2 g > em Ms(FE).

Calculos diretos mostram que

i(2) = CL], j(2) =0bl e inO = ( aoﬂ _gﬁ ) - _jOiO'

29
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Assim, existe um homomorfismo de F-algebras
0 (Fb) — My(B)

com ¢(i) =ig e ¢(j) = jo. Como {1, i, jo,0jo} ¢ linearmente independente sobre E,

{1,1,],k} é linearmente independente sobre F'. O

OBSERVAGAO 2.2. Se K|F é uma extensao de corpos, entao K ®p (“—b) ~ (a—b)

(como K-algebras).

De agora por diante, todas as F-algebras consideradas nesta dissertacao serao de
dimensao finita, associativas e com identidade.

Os objetos que definiremos na sequéncia serao tratados com mais detalhes no

capitulo 4.

DEFINICAO 2.3. Seja A uma F-algebra e S um subconjunto de A. O central-

izador de S ¢é o conjunto
Ca(S)={a€ A:as=sa Vs €S}

Podemos verificar facilmente que C'4(S) é uma subdalgebra de A. Quando S = A

denotamos C'4(A) por Z(A) e damos a esse conjunto o nome de centro da F-algebra

A.

DEFINIGAO 2.4. Uma F-algebra A é chamada F-central (ou central sobre F')
se Z(A) = F. A é chamada simples se A nao tem ideais bilaterais além de (0) e A.
Se A é uma F-édlgebra central e simples dizemos entao que A é central simples.

Denotaremos o conjunto de todas as F-dlgebras centrais simples por ACS(F).

PROPOSICAO 2.5. Temos as seguintes propriedades:

(1) (%) ~ <&Fby2> quaisquer que sejam a,b, x,y € F*.
(2) (=) ~ My(F).

(3) (%) € ACS(F).

DEMONSTRAGAO. (1) Consideremos A = (%b), com base {1,1,j,k} como na con-
strucao geral e A’ = <%>, com base {1,1,j,k'} tal que i? = az?, j* = by?, etc.
Consideremos os elementos xi e yj em A para os quais temos

(2i)? = 21 = a2, (yj)* =95 e (xi)(vi) = xy(ij) = —xy(ji) = (—yJ)(xi).

Assim, ¢ : A — A induzida por i’ — zi, j’ — yj fornece um isomorfismo de
F-algebras entre A’ e A.
(2) Com a = —1 e b =1 podemos escolher « = =1 € F na prova de 2.1.
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(3) Considere E ser o fecho algébrico de F. Pela observacao 2.2 temos

a,b a,b
E SOV [(B2)
®F(F) <E)

(1) e (2) implicam que (%b) ~ My(E). Como o centro de My(FE) é E, segue que o
centro de (“Tb) é F. Como M,(FE) é E-algebra simples, segue que (%’) é F-algebra
simples. Il

DEFINICAO 2.6. Um quatérnio v = a+ i+ ~vj+ ok € A é chamado quatérnio

puro se a = 0. O F-espaco dos quatérnios puro serda denotado por Ag.

PROPOSIGAO 2.7. Seja 0 # v € A. Entao v € Ag se, e somente se, v ¢ F e
vieF.

DEMONSTRAGAO. Em geral, se v =a + i+ vj + 0k € A, entao
(*)  v? = (a®+af® +by* — abs?) + 2a(Bi + 7j + 0k)
Assim, se v é quatérnio puro temos
v? = (aB* + by? — abs?) € F.

Reciprocamente, se v & F e v? € F, entao a equagao (*) implica que a = 0, isto é, v
é quatérnio puro.
O

Essa proposicao mostra que a nocao de ”puridade”é independente da escolha da
base {1,1,j,k}.

COROLARIO 2.8. Se A = (%b), A = <“}b/> ep:A— A éum isomorfismo de
F-algebras, entdo p(Ag) = A

Estudaremos agora com mais detalhes o anel de divisao dos quatérnios H =
(%) A R-subdlgebra R + Ri é claramente isomorfa ao corpo dos complexos,
e desse modo podemos escrever C = R + Ri C H. Note que H nao é uma C-algebra,
mas ela é um C-espaco vetorial, com C-base {1, j}. De fato, qualquer quatérnio real

v =z + yi + zj + wk pode ser escrito como
(z +yi) + (2) —wji) = a +jf

onde a =xz+yi € Cef=2—wie C. Temos uma "representacao regular a es-
querda”de H, construida como segue. Para v € H, denotemos por L, a multiplicacao
a esquerda por v ( que é Ly(q) = vq ). Gragas a lei associativa, L, é um endomor-

fismo do C-espacgo vetorial H, operando pela esquerda. Como Ly = Ly o Ly, entao
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L define um homomorfismo de R-algebras
L:H — Endc(H) ~ My(C).

Consideremos calculados L, L, Ly em forma matricial (com respeito a C-base

{1,j} em H). Por exemplo, i.1 =1 e ij = —ji = j(—1), e assim temos

Li—((i) O.)GMZ(C)

0 —1 0 —i
e () e ()

Mais geralmente, se x,y € R, temos

(0 y 0 i 0\ [ x+u 0
L“y‘(oﬂc)*(o y)<0—i)< 0 x—l—yi)'

Assim, para um quatérnio geral v = a + j5 (onde a, 8 € C) temos

(1) (1) (1) (5 7)

Ora, L é uma representacao fiel da R-algebra H, uma vez que

e semelhantemente

L,=0=L,(1)=0=v=v.1=0.

Consequentemente, H é isomorfo & subalgebra real de M;(C) consistindo de todas as

matrizes da forma ( g _aﬁ ), onde «, 3 € C.

COROLARIO 2.9. O grupo dos quatérnios unitdrios
Up={z+vyi+zj+uwk|z>+9y°+ 22 +uw?=1}
¢ isomorfo ao grupo especial unitério SU(2).

DEMONSTRACAO. Pela representacao fiel L acima, o grupo U, corresponde iso-

morficamente a

{a:(g _EB> ca, B€C,;deto =aa+ 38 =1}

o qual é precisamente o SU(2).
U

DEFINICAO 2.10. Para cada v = z + yi + zj + wk € H o conjugado de v é
definido como sendo o quatérnio v =z — yi — zj — wk.
Se expressarmos v em termos da C-base {1,j} temos v = a+jf onde « = z+yi €

C e =z — wi. Desse modo, podemos reescrever v por

a+jf=r—yi—zj+twji=a—jp,
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onde @ significa o conjugado complexo de a.
No modelo matricial L(H),

(5 7))

a—jﬁ<—>(_aﬁ g)

Assim, conjugacao em H corresponde precisamente a ” transposta conjugada”em M (C).

Em particular,
v € H puro & v = —v < L, anti — hermitiana.

Assim, o espaco tridimensional dos quatérnios puro é representado por matrizes anti-
hermitianas no modelo L(H). Por outro lado, as matrizes hermitianas em L(H) s&o

justamente as matrizes escalares sobre R, e estas correspondem aos escalares em

R C H.

2. Algebra dos Quatérnios como Espacgos Quadraticos

Considere a dlgebra de quatérnio A = (%b) com base usual {1,1,j,k} (a,b € F*).
Desejamos tornar A um espaco quadratico.
Para qualquer quatérnio x = o+ i+ j + dk defina o conjugado de x como sendo

X = a — (fi+~j + dk). Célculos diretos mostram que

X+y=X+y, Xy=yX, X=X

X=1rX (rekF).

DEFINICAO 2.11. A funcao x — X é chamada a involugao barra sobre A. Para
x € A como acima, definamos Nx = xX a norma de x e Tx = X + x o trago de x.
Notemos que

Tx=X+x=Tx=Tx€eF

Nx=Xx=Nx= Nxe F.

Definamos

B(x.y) = (XY—gyf) _ T(;c?) cr

B é claramente uma forma bilinear simétrica sobre F. Assim, (A, B) é um espaco

quadratico sobre F. A forma quadratica associada com essa forma bilinear envia

T s -
XHB(X,X):¥:2-X—2X:NX
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logo, N é uma forma quadratica sobre F.
Sejam x,y € Ay. Notemos que

Blx,y) = (X?;yi) _ _(Xy;yX)'

Consequentemente, X,y sao ortogonais no espago (Ag, B) se, e somente se, X,y sao
anticomutativos em Ag. Em particular, {i,j,k} formam uma base ortogonal para o
subespaco quadratico Ag C A. Além disso, se x é quatérnio puro, entao

B(x,1) = @ =0,

assim F' é ortogonal ao subespaco Ajg.

COROLARIO 2.12. O espago quadrético (A, B) tem base ortogonal {1,1i,j,k}.

Ele é regular e isométrico a
(1, —a,—b,ab) = (1,—a) ® (1, —b).

Notemos que (1,—a, —b, ab) sdo precisamente formas quadréiticas quadridimen-

sionais ¢ sobre F' tais que d(q) =1 e 1 € Dg(q).
COROLARIO 2.13. Sex = a+fi+vj+dk € A, entao Nx = o® — Fa—~*b+62ab.

PROPOSICAO 2.14. Para cada x,y € A temos:

(1) N(xy) = Nx- Ny
(2) x € A é invertivel & Nx # 0 (& x é anisotrépico em (A, B) ).

DEMONSTRAGAO. (1) é consequéncia da conta
N(xy) = xyXy = x(yy)X = (xX)(yy) = Nx - Ny
Para (2), se ™! existe, entdo
Nx-Nx')=NxxH=N(1)=1
e dai temos N (x) # 0. Reciprocamente, se Nx # 0, a equagao
x-X=N(x)-1

implica que x~! existe e é dado por X/Nx € A. O

Chegamos finalmente ao resultado que mostra a equivaléncia entre a questao da

ab
F

dos espacos quadraticos binarios sobre F'.

classificacao das algebras ( ) modulo isomorfismo com a das classes de isometria

v . ~ ~
TEOREMA 2.15. Para A = (‘%’) e A = (“}’,b> as seguintes safirmacgoes sao

equivalentes:

(1) A e A’ sao isomorfos como F-algebras.
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(2) A e A’ sao isométricos como espagos quadraticos.

(3) Ag e A} sao isométricos como espagos quadraticos.

DEMONSTRAGAO. A equivaléncia (2) < (3) é clara pelo teorema do Cancela-
mento de Witt. Provaremos agora (1) = (2). Para isso, suponha ¢ : A — A’
um isomorfismo de dlgebras. Entao o Coroldrio 2.8 implica que ¢(Ag) = ¢(A4p). Se
X = o+ Xg, onde a € F e xg € A, entdao X = a — xg e desse modo ¢(x) = a — p(xo)

e p(X) = a — p(xg). Como p(xg) € Al temos ¢(x) = p(X). Logo,
N(p(x)) = (%) - p(x) = (x) - 9(X) = p(xX) = ¢(Nx) = Nx,

e assim ¢ é uma isometria de A em A’
Finalmente, demonstraremos que (3) = (1). Seja o : Ay — A, uma isometria.

Entao
N(o(i)) = N(i) = —a e N(o(i)) = o(i)o(i) = —o(i)*
Logo, o(i)? = a, e analogamente, o(j)? = b. Enfim,
i ortogonal a j = (i) ortogonal a o(j) = o(i)o(j) = —o(j)o(i) € A

Tudo isso implica que A" ~ (a?b) = A, provando (1). O

TEOREMA 2.16. Para A = (%) as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) A~ (35) (= My(F)

(2) A nao é uma algebra com divisao.

(3) A é isotrépico como espaco quadratico.
(4) A é hiperbdlico como espago quadratico.
(5)
(6)
(7)

6) A forma bindria (a,b) representa 1.

Ag € isotrépico como espaco quadratico.

7) a € Ngjp(E), onde E = F(v/b) e Ngjr é a norma do corpo.

DEMONSTRAGAO. Como a forma norma de (%) é hiperbdlica, as equivaléncias
entre (1), (4) e (6) seguem do Teorema 2.15. Essas afirmagdes também sao equiv-
alemtes a (3) pois A tem determinante 1. Também temos claramente (4) = (5) = (3)
bem como (1) = (2) = (3), vide Proposicao 2.14(2). Isso mostra a equivaléncia entre
(1) e (6).

Finalmente, provaremos (6) < (7). Podemos assumir que b ¢ F*? (por outro
lado a equivaléncia é ébvia). Considere E a extensdo quadratica F(v/b). Como
Ngip(z + yvb) = 2 — by? (para 2,y € F), a forma norma de E|F é (1,—b). Dal,

temos a equivaléncia. U



2. ALGEBRA DOS QUATERNIOS COMO ESPACOS QUADRATICOS 36

DEFINIGAO 2.17. Uma extensao de corpos K|F tal que A @ K é isomorfa
a M,(K), para alguma n conveniente, é chamado de corpo de decomposigao.
Também usamos a terminologia A se decompoe sobre K. No caso em que A ~

M, (F) para algum n dizemos simplismente que A se decompoe.

COROLARIO 2.18. Seja a € F*. Entao:

(1) (%) e (=) ambas se decompde.

(2) Se a # 1, entao (&F_”‘) se decompoe.

(3) (%’) se decompoe se, e somente se, a ¢ uma soma de dois quadrados em F.

DEMONSTRAGAO. As formas bindrias (1,a), (a,—a) (~ H), e (a, 1 —a) (nos casos
a # 0,1) representam 1. Assim, (1) e (2) seguem do critério (7) do Teorema 2.16. (3)

também se deduz similarmente, bastando para isso observar as equivaléncias
1€ D((—1,a)) & a € D({(1,1)) & a e uma soma de quadrados em F.

U

COROLARIO 2.19. Se F é um corpo finito ou F' = k(t) onde k é um corpo
algebricamente fechado, entao (%b) ~ My(F) quaisquer que sejam a,b € F*.

DEMONSTRAGAO. Por 3.16 (respectivamente 3.19) toda forma bindria é universal.
A conlusao segue entao de 2.16(7). d

COROLARIO 2.20. (Classificagdo das formas bindrias) As formas binérias

q={a,b) eq = (d,V) sdo isométricos se, e somente se, d(q) = d(¢') e (%b) ~ <%) )

DEMONSTRAGAO. (=) ¢ & ¢ = d(q) = d(¢/) = ab = d'V € F*/F*? =
(1,—a,—b,ab) ~ (1, —d, =V, a'b') = (%) (

(a,b) (a b/>

F
) () = (%) = (1,—a,~b,ab) = (1,~a',~V, V). Como também (ab) =

) tém formas norma isométricas

F
<a b’ ) 0 Teorema do Cancelamento de Witt produz (—a, —b) ~ (—a’, —b'). Portanto,

q=dq. U
TEOREMA 2.21. (Linearidade) Quaisquer que sejam a,b,c € F* temos:
a,b a,c a,bc c, —a’c a,bc
40 L W ’ ~ (&Y o ML),
(F) 2 (5) = () o (5) = () oo

DEMONSTRAGAO. Sejam {1,i,j,k} e {1,i,j/,k’} as bases canonicas de B = (%)

e C = (%‘3) respectivamente. Considere o seguinte subespaco
X = F-(1@)+F-(io)+F-(joj)+F - (ko))
= F-1+F-I+F-J+F-(1J),
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onde I =i®1, J=j®j (com [J =k®j). X é uma subdlgebra quadridimensional
de B® C. De fato temos

P=@l=a JIP=Pej*=b, —IJ=-ijoj=jioj =JI

Assim, a subdlgebra X é uma copia da dlgebra de quatérnios (“Tbc) De maneira

semelhante, considere a outra subalgebra
Y = F-(I9)+F-(1®))+F-i0kK)+F - (—doi)
= F-1+F-I'+F-J+F-(I'J)

Desse modo, Y é uma copia da dlgebra de quatérnio (CfT“QC> . Por 3.11 (1) e
2.18 (1), essa dlgebra ¢é isomorfa a My(F'). Agora completamos a prova do teorema
mostrando que B ® C' ~ X ® Y. Primeiro, por inspecdo direta, o conjunto {I,J}
comuta elemento com elemento do conjunto {I’, J'}. Assim, elementos de X comutam
com elementos de Y. Segundo, podemos verificar facilmente que as subdlgebras X e
Y geram a algebra B ® C. Dsses dois fatos segue que

a, bc



CAPITULO 3

Introducao aos Anéis de Witt

1. Definicao de W(F) e W(F)

O fato de um mondide M ser de cancelamento implica que a relagao ~, sobre
M x M, definida por:

(z,y) ~ (@ y) e a+y =2"+y.
¢ de equivaléncia. Denotaremos

(M x M)

~J

Groth(M) =
e definiremos
+ : Groth(M) x Groth(M) — Groth(M)
dada por
(z,y) + (2",y) = (& + 2"y +3/).

Essa operagao + esta bem definida e vale o seguinte resultado.

Proprosi¢AO 3.1.  (Groth(M),+) é um grupo abeliano e:
(1) A aplicagao ¢ : M — Groth(M) definida por
i(z) = (,0)

¢ um homomorfismo injetor de mondides tal que para quaisquer grupo abeliano
G e f: M — G homomorfismo de mondides existe um tinico homomorfismo

de grupos f : Groth(M) — G com a propriedade de que o diagrama

|

Groth(M)

¢ comutativo.
(2) O par (Groth(M),) é tinico com a propriedade acima.

38
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DEMONSTRAGAO. Calculos diretos nos mostram que as classes (z,y) e (y,z) sao
uma inversa da outra. Logo, (Groth(M),+) é de fato um grupo abeliano. Que
¢ ¢ um homomorfismo injetor ¢é trivial. Veremos essa aplicacao como uma inclusao
M C Groth(M). Dessa maneira, em particular, Groth(A/) é um grupo aditivo gerado

por M. Com isso, obtemos f pela regra

flx,y) = f(z) = fy).

Dai segue a afirmagao (1). A assergao (2) segue de argumentos tradicionais de pro-

priedade universal . Il

E comum o abuso de notacao segundo o qual o homomorfismo f é representado

por f. Se M tem uma multiplicacao que lhe da a estrutura de semi anel entao
(z,y) - (=" y) = (22’ + yy', y2’ + /)

induz uma multiplicacao sobre Groth(M) que faz dele um anel comutativo.

A construcao acima que estende um mondide de cancelamanto com multiplicacao
a um anel comutativo é chamado de construcao de Grothendieck.

Consideremos agora o conjunto M (F') de todas as classes de isometrias de formas
quadréticas regulares sobre F. As operagoes bindrias 1 e ® dao a M(F') apenas
estrutura de semi-anel comutativo, uma vez que os elementos nao nulos de M (F)

nao possuem inverso aditivo. Aplicando entao a construgao de Grothendieck a M (F)

temos

DEFINIGAO 3.2. O anel de Witt-Grothendieck das formas quadraticas sobre
o corpo F' é o anel /W(F) = Groth(M(F)) .

Todo elemento de /W(F ) tem a expressao formal ¢; — ¢o, onde ¢, ¢o sao formas
quadraticas regulares, ou classes de isometrias de tais formas. Depois que observamos
que M(F) C W(F), as duas sentencgas ¢ = q2 € W(F) e q1 = ¢z sao sindnimas.

Agora consideremos a fungao dimensao
dim : M(F) — Z

a qual é um homomorfismo de semianéis. Esse homomorfismo se estende unicamente

(via propriedade universal) a um homomorfismo de anéis dim : /W?(F ) — Z, por
dim (¢; — ¢2) = dim (g2) — dim (g2).

O nucleo desse homomorfismo de anéis, denotado por IF , ¢ chamado o ideal fun-
damental de /I/I?(F) Temos claramente /W(F)/./T\F =Z.

PROPOSIGAO 3.3. IF é aditivamente gerado pelas expressoes (a) — (1), a € F™.
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DEMONSTRACAO. Seja 2z € fF, entao z = q; — @9, onde dim ¢; = dim ¢g; = n.

Escrevamos entao ¢; = (ay,...,a,), go = (b1,...,b,). Assim,

g

Denotemos por Z - 'H o conjunto de todos os espacos hiperbdlicos e seus ”inversos

aditivos”. Esse subconjunto constitui um ideal de /W(F ).

DEFINIGAO 3.4. O anel

¢ chamado o anel de Witt de F.
Em W(F) cada elemento é representado por uma forma quadratica, uma vez que
—(a) = (—a) qualquer que seja a € F*. A proposi¢ao a seguir contém um refinamento

desse resultado.

PROPOSICAO 3.5. Temos as seguintes propriedades:

(1) Os elementos de W(F') estdo em correspondéncia biunivoca com as classes
de isometrias de todas as formas anisotrépicas.

(2) Duas formas ¢, ¢’ representam o mesmo elemento em W (F') se, e somente se,
da = ¢, (Nesse caso g e ¢’ sdo ditas "Witt semelhantes”).

(3) Se dim (¢) = dim (¢’), entao ¢ e ¢’ representam o mesmo elemento em W (F)

se, e somente se, ¢ = ¢.

DEMONSTRAGAO. (1) Como cada elemento em W (F') é representado por uma
forma ¢, escrevamos a decomposicao de Witt de ¢, digamos ¢ = ¢, L ¢,. Entao
q e q, representam o mesmo elemento em W (F). Desse modo, todo elemento de
W (F') é representado por uma forma anisotrépica. Agora, suponhamos ¢, ¢ formas
anisotrépicas que representam um mesmo elemento em W (F'). Entao, ¢ = ¢ +mH €
/VI?(F) para algum inteiro m. Assim, ¢ = ¢ L. mH, o que implica m = 0. Portanto

q = ¢. As propriedades (2) e (3) s@o consequéncia imediata de (1). O

A imagem do ideal TF sobre a projecio natural /W(F) — W(F) sera denotada
por I F. Esse ideal é chamado de ideal fundamental de W (F').

OBSERVACAO 3.6. Como dim H = 2 temos, Z-HNIF = {0}. Assim, a projegao

natural induz um isomorfismo IF ~ IF
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PROPOSICAO 3.7. Uma forma ¢ representa um elemento em I'F C W(F) se, e

somente se, dim (¢q) é par.

DEMONSTRAGAO. se) E suficiente provarmos para uma forma binaria ¢, digamos,
q = (a,b). Entao ¢ é a imagem de (a) — (—b) € TF através da projecio natural. Por
definigao, isto nos diz que g € IF C W(F).
somente se) Se ¢ representa um elemento em [F, entdo existe uma equacao ¢ =
G — @ +mH € /W(F), onde m € Z e dim ¢; = dim ¢». Aplicando a funcao "dim”,

temos que dim g = 2m. O

O epimorfismo de anéis
dim : W(F) - Z
induz um outro epimorfismo

7
F -
W(F) = o

o qual denotamos por dim (. Pela proposi¢ao acima, ker(dim o) = I'F', assim obtemos:

COROLARIO 3.8. dim ¢ define um isomorfismo
W(F) L
IF 27
2. Grupo das Classes de Quadrados

Considere a aplicagao determinante d : M (F) — F*/F** definida no capitulo 1.

Verifica-se que d é um homomorfismo de mondides pois, como vimos

d(q1 L q2) = d(q1)d(q2),V q1,q2 € M(F).

Também vimos que essa aplicacao é um invariante no conjunto das classes de uma
forma q.

Via propriedade universal, podemos estender esse homomorfismo a um homomor-
fismo d do grupo aditivo W\(F ) no grupo F*/F*2. Entretanto, d nao pode ser fatorado
através de W (F) uma vez que d(H) = —1 - F*2. Para remediar isso podemos definir

o sinal determinante de ¢ por

*

_ F
de() = (1" D2d(g) € o

mas como vemos facilmente, dy nao satisfaz di(¢ L ¢') = d+(q).d+(¢).
A saida entao para obtermos um homomorfismo apartir de d que se fatore através
de W(F') e que continue sendo um invariante na classe de uma forma ¢ é a seguinte:

Definamos

Q(F) = Zy x (F*/F*2>



2. GRUPO DAS CLASSES DE QUADRADOS 42
e introduzamos a operacao bindria
!
(e,d).(e",d) = (e+¢€,(=1)“dd).

Essa operagao satisfaz as propriedades comutativa e associativa, e (0,1) atua como

elemento identidade. O inverso de (e,d) é (e, (—1)d), pois

(e,d)(e, (—1)°d) = (e + e, (—1)*(—=1)%dd) = (0, 1).

Portanto, Q(F') é de fato um grupo.

OBSERVAGAO 3.9. A inclusdo d — (0, d) identifica F*/F** com um subgrupo de
indice dois em Q(F).

Temos a seguinte

PROPOSIGAO 3.10. (dim g, d+) define um epimorfismo de mondides de M (F') em
Q(F). Isso se estende para um epimorfismo de grupos /I/I7(F ) — Q(F) o qual induz
um isomorfismo de grupos
W(F)

I pF

DEMONSTRAGAO. A funcao em questao leva uma forma ¢ em

(dim oq,d+(q)) € Q(F)

observemos que dim gq é dim (¢) tomado mdédulo 2). Sejam entao ¢ e ¢ formas
J

quadréticas de dimensoes n e n’, respectivamente, temos
(dim o, d=)(q)-(dim o, ds)(¢') = (n, (=1)"""V2d(q) (', (=1)" " "Vd(q))
(n -+, (1) (=)D 2 g ()
= (n+a/, (=1)rENRA(g L))
(dim o, d+)(q L ¢)
Isso prova que (dim g, d+) é um homomorfismo.

Pela propriedade universal de W(F ), a fungao (dim o, d+) se estende unicamente

a um epimorfismo de grupos de W(F ) em Q(F) e é tal que
(dim g, d+)(H) = (0, (=1) - d(H)) = (0,1)

e dai que de fato ele induz um epimorfismo W (F') — Q(F'). Notemos pela Proposi¢ao
3.3 que IF' é aditivamente gerado pelas formas bindrias (1, a), de onde segue que I?F
¢ aditivamente gerado pelas formas quadridimesionais (1,a) ® (1,b) = (1,a,b, ab).
Logo,

(dim o, d+)({1,a,b,ab)) = (0,(—1)%.a.b.ab.F*?) = (0, 1)
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assim, obtemos um epimorfismo f : W(F)/I*F — Q(F). Para mostrar que f é
isomorfismo considere g : Q(f) — W(F)/I*F dada por

9(0,a) = (1, —a)(mod I*F),  ¢(1,a) = {a)(mod I*F)
os seguinttes calculos

9[(0,a)(0,b)] = g(0,ab)

= (1,—ab)

= (1,—a,1,-b)

= ¢(0,a) + g(0,b)(mod I*F)
9l(1,a)(L,0)] = g(0,—ab)

= (1,ab)

= (a,b)

= g(1,a) + g(1,b)(mod I*F)
9l(0,a)(1,0)] = g(1,ab)

= (ab)
(1, —a,b)
= ¢(0,a) + g(1,b)(mod I*F)

nos dizem que g é um homomorfismo. Fazendo f o g obtemos a identidade de Q(F).
Por outro lado, g(1,a) = (a)(mod I*F), ou seja, g é sobrejetora. Assim segue-se que

f e g sao isomorfismos um inverso do outro. O

COROLARIO 3.11. (Pfister) I’F consiste das classes de formas ¢ de dimensao
par para as quais d(q) = (—1)"™"1/2 (onde n = dim (¢))

CoOROLARIO 3.12. (Pfister) A restrigao de f induz um isomorfismo de I F/I*F
em F*/F*2.

COROLARIO 3.13. As seguintes afirmacoes sao equivalentes

(1) /W(F) ¢ um anel noetheriano;
(2) W(F') é um anel noetheriano;

(3) F*/F*? é um grupo finito.

DEMONSTRAGAO. (1) = (2) é consequéncia do resultado mais geral segundo o
qual o quociente de um anéis noetherianos ainda é um anel noetheriano.
(2) = (3). Como W (F') é noetheriano entao [ F é W (F)-mddulo finitamente gerado.
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Desse modo, [F/I?F é um W (F)/IF-médulo finitamente gerado. Mas
W(F)

IF
logo IF/I*F é finito. Segue-se entdo do Coroldrio 3.12 que F*/F*? ¢ finito.

~ ZQ,

(3) = (1) Por 2, W\(F) é aditivamente gerado por (a), a € F*/F*?. Assim, (3)
implica que /W(F ) é um gupo abeliano finitamente gerado. Como anel, W(F ) é entao

noetheriano. O

PROPOSICAO 3.14. F é quadraticamente fechado se, e somente se,
dim : /VV(F ) —Z
¢ um isomorfismo de anéis.

DEMONSTRAGAO. Se F' é quadraticamente fechado, entao (a) ~ (1), e ¢ =
dim ¢(1) para toda forma ¢. Desse modo, "dim” é um isomorfismo. Reciproca-
mente, se "dim ” é um isomorfismo, entao (a) = (1) para todo a (# 0), logo a € F' é

um quadrado. O

PROPOSICAO 3.15. Seja F' = R. Entao:

(1) Existem exatamente duas formas anisotrdpicas para cada dimensdo. Para
n > 0, elas sao n(l) e n(—1)

(2) W(F) ~Z.

(2) (Lei da inércia de Silvester) Duas formas sobre F' sao equivalentes se, e
somente se, elas tem a mesma dimensao e a mesma assinatura (esse termo
seré definido na demonstracao).

(4) /W(F) ~ 7Z & Z. Como anel, W(F) ¢ isomorfo ao anel de grupos Z[G| de um

grupo de dois elementos.

DEMONSTRAGAO. Temos aqui F*/F*? = {1, —1}. Se uma forma anisotrépica, em
sua diagonalizagao tem coeficientes com sinais diferentes. Assim, (1) é 6bvio. Como os
elementos de W (F) estdo em correspondéncia biunivoca com as formas anisotropicas,
(2) segue imediatamente de (1).

Antes de provarmos (3) definamos inicialmente o termo assinatura. Obviamente
na diagonalizagdo de uma forma ¢ o nimero de coeficientes positivos (do mesmo modo
o nimero de coeficientes negativos) é unicamente determinado. De fato, suponha
r(1) L (n—7r)(—1) e s(1) L (n—s)(—1) duas diagonalizagoes de ¢ (dim ¢ = n), onde
s > r. Passando ao anel de Witt W (F'), temos a equagao

r(1) = (n=r){=1) = s(1) = (n = s)(=1) € W(F)
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a qual implica que 2r(1) = 2s(1) € W(F). Por (2), segue que r = s. Assim, devemos
ter ny = r (ntmeros de termos positivos), e n_ = n—r (nimero de termos negativos).

A assinatura de ¢ é entao definida como sendo o ntimero
ny —n_ =2-ng—n.

Logo, duas formas sao equivalentes se, e somente se, elas tem a mesma dimensao e
mesma assinatura.

Para provar (4), ¢é suficiente mostrarmos que (1) e (—1) formam uma Z-base
livre de W(F ). Claramente eles geram /W(F ). Para mostrar que sdo linearmente
independentes, considere

a(l) +b(—1) =0,
onde a,b € Z. Passando para W(F'), vemos que a = b. Mas entdao claramente

a = b =0 como desejado. U

PROPOSIGAO 3.16. Seja F'=TF,, e F*/F** = {1,s}. Entao:

(1) s é uma soma de dois quadrados, e

(2) toda forma binaria é universal.

DEMONSTRAGAO. Para provar (1) dividiremos a argumentacao em dois casos
(A) —1 € F*2. Entao (1,1) & (1,—1) = H e em particular, (1,1) é universal por

(B) —1 ¢ F*2. Os conjuntos F*? e 1 + F*? sao subconjuntos de F' com a mesma
cardinalidade. Eles nao sdo iguais pois 1 € F*? mas 1 ¢ 1+ F*2. Assim, existe um
elemento da forma 1 = z? que nao estd em 1+ F*2. Mas 1+ 22 # 0. Assim, podemos
considerar s = 1 + 22, o que prova (1).

Provemos agora que (1) = (2). Como 1 e s sdo as tnicas classes de quadrados

entao existe no maximo trés formas bindrias (regulares) nao equivalentes, digamos

f1:<171>7 f2:<8,5> f3:<175>'
Claramente, D(f3) = F*, e por (1), D(f1) = D(f2) = F*. Isso prova (2) 0

TEOREMA 3.17. Assuma que toda forma binaria sobre o corpo F' é universal.

Entao:

(1) duas formas quadréticas sao isométricas se, e somente se, elas tem a mesma
dimensao e o mesmo determinante.

(2) PF~I?F=0elF ~ [F ~ F*/F*,

(3) W(F) ~ Q(F) como anéis, e /VV(F) = Z®TF com multiplicacdo trivial sobre
IF.
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DEMONSTRAGAO. Como por hipétese qualquer forma binéria (a;, as) representa
1, temos (aj,as) = (l,a; - az). Por inducdo, uma forma regular arbitréria ¢ =
(ay,...,a,) é equivalente a (1,...,1,d(q)) e isso prova (1). Por 3.3, I*F 6 aditiva-

mente gerado por

((a1) = (1)) ({az) — (1)) = {ara2) + (1) = (a1) — (az) = 0.
Logo, I’F = 0, provando assim a primeira parte de (2). Segue-se que
~ IF F*
IF ~]F~——~—
I’F — F*2’
por 2.18. Finalmente, o isomorfismo W (F') ~ Q(F) em (3) segue da Proposicao 3.10

e a descricao de /W(F ) segue da sequéncia exata curta
0—IF -WF -7 —0.
O
LEMA 3.18. Sobre qualquer corpo F', qualquer forma quadratica ¢ = (1, a) é tal
que D(q) é um subgrupo de F™.

DEMONSTRAGAO. Consideremos a dlgebra K = Flz]/(z* + a), a qual tem uma

F-base {1,0} onde #*> = —a. Com respeito a essa base, multiplicagiao por x + 6 sobre
K tem matriz M = < z —;zy ) Assim,

Ngr(x +y0) = 2° + ay® = det M.

Como a norma ¢é multiplicativa, temos o resultado.
O

PROPOSIGAO 3.19. Seja F' = k(t), onde k é um corpo algebricamente fechado.

Entao qualquer forma quadratica binaria g sobre F' é universal.

DEMONSTRAGAO. Podemos assumir que ¢ = (1, f), onde f € F*. E facil ver que
o0 Fo-espago F*/F*? tem uma base {(t—b)F** | b € k}. Dessa maneira, pelo Lema 3.18
é suficiente provar que t — b € D(q) para qualquer b € k. Depois de uma mudanga de
variaveis podemos reduzir a mostrar que t € D(q), ou equivalentemente, que (1, —t, f)
é isotrépico. Mais uma aplicao do mesmo truque permite assumir que f =t —c. Para

um tal f, a isotropia da forma (1, —t, f) segue da equagao (y/c)> —t + f = 0. d



CAP{TULO 4

O Grupo de Brauer-Wall

Faremos nesse capitulo a construcao de dois funtores, ambos da categoria dos
corpos de caracteristica diferente de dois na categoria dos grupos abelianos. Um
resultado que serd central no estudo que segue é o Teorema de Wedderburn. Vejamos

o que esse teorema nos diz.

TEOREMA 4.1. (Teorema de Wedderburn) Seja A € ACS(F'). Entao existem

um inteiro n > 1 e uma &lgebra com divisao D € ACS(F) tais que
A~ M, (D).

Além disso, n é unicamente determinado e D ¢é tinico a menos de isomorfismo.
Uma demonstracao desse importante resultado encontra-se no Apéndice A. Chamare-
mos a algebra D, unicamente determinada pelo Teorema de Wedderburn, de algebra

basica da algebra A.

1. Algebras Centrais Simples

PROPOSIGAO 4.2. A, B € ACS(F) = A® B € ACS(F).
Essa proposicao é um caso particular da Proposi¢ao 4.37. Por esse motivo nao

incluiremos sua demonstracao aqui.

PROPOSIGAO 4.3. Se D € ACS(F') é uma é&lgebra com divisao entao M,(D) €
ACS(F).

DEMONSTRAGAO. Da Proposi¢ao A.5 temos

Desse modo, pela proposigao anterior, é suficiente provarmos que M, (F') € ACS(F).
Para isso, consideremos as matrizes e;; que assumem valor um na entrada (4, j) e zero
nas demais. Como sabemos, o conjunto de todas essas matrizes formam uma base do
F-espago vetorial M, (F). Seja D ., <, @\u€x, um elemento tipico de Z (M, (F)).
Entao,
n
€ij E , Ol | = E :ajueim
1<Au<n p=1

47
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n
< E aA,ue)\y> €ij = E Axi€\j,
A=1

1<, u<n

logo
n n
g €4 = E Qxi€\j-
p=1 A=1

comparando os coeficientes temos «;, = 0 sempre que p1 # j e aj; = ;. Assim, de
fato Z(M,(F)) = F - I,,. Resta-nos demonstrar que M, (F) é simples. Suponhamos
entao a um ideal bilateral de M,(F') ndo nulo. Digamos que >, o, @\.€x, € @
com «oy; # 0. Entao
-1
Qi epi(z @) €jp = €pp
A
estd em a para 1 < p < n. Portanto, a identidade e;; + ... + e,, estd em a. ]

PROPOSIGAO 4.4. Seja A € ACS(F). Entao A°® € ACS(F) e AQpA°® ~ M, (D),
onde n = dim g(A).

Uma consequéncia do Teorema de Wedderburn é a seguinte

PROPOSIGAO 4.5. Sejam A, B € ACS(F'). As seguintes afirmagoes sao equiva-

lentes:

(1) As algebras bésicas de A e B sao isomorfas.

(2) Existe uma &lgebra com divisao D € ACS(F') e inteiros positivos m e n tais
que A ~ M,,(D) e B~ M,(D).

(3) Existem inteiros positivos r e s tais que A ® M, (F) ~ B ® My(F).

Esse resultado nos sugere a seguinte defini¢ao
DEFINIGAO 4.6. Dizemos que A, B € ACS(F) sao semelhantes (e denotamos

A ~ B) se satisfazem as condigbes equivalentes do Corolério 4.5.

Claramente, pela Proposicao 4.5(1), ~ é uma relagao de equivaléncia sobre ACS(F').
Denotaremos a classe de A € &(F) por [A] e ACS(F)/ ~ por B(F'). Definamos

.. B(F) x B(F) — B(F)

por
4]-[B] = [A® B]

Essa operagao estd bem definida e vale o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 4.7.  (B(F),-) é um grupo abeliano com identidade [F] e operagao

inversa [A]~! = [A°P].
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DEMONSTRACAO. Primeiro verificaremos que o produto estd bem definido. Pela
Proposigao 4.2, se A, B € ACS(F') entdao A ® B também pertence a ACS(F). Além
disso, A ~ A’ ¢ B ~ B’ implicam as existéncias de M, (F), M (F), My(F) e M;(F)
tais que A ® M, (F) ~ A'® My(F), B® M(F) ~ B"® M;(F) e dai

AQB® Mu(F) ~ (A®M(F)) @ (B& M(F))
~ (A'®M(F))® (B ® M(F))
~ A'®B @ My(F).
A associatividade e a comutatividade de ® sao transportadas para esse produto;

A® F ~ A implica que [F] = 1. Finalmente, da Proposi¢ao 4.4 temos A @p A% ~
M, (F) ~ F. O

DEFINIGAO 4.8.  B(F) é chamado o grupo de Brauer do corpo F'.

PROPOSIGAO 4.9. Se A € ACS(F') e B é uma subalgebra simples de A entao:
(1) C4(B) é simples;
(2) B=Ca(Ca(B));
(3) dim A = dim B - dim C4(B).

COROLARIO 4.10. Se B C Ae A,B € ACS(F) entao Cx(B) € ACS(F) e
B® Cy(B) ~ A.

PROPOSICAO 4.11. Temos as seguintes propriedades:
(1) Se A,B € ACS(F), entdo A ~ B se, e somente se, [A] = [B] em B(F) e
dimA = dimB.
(2) Toda classe em B(F') é representada por uma algebra com divisao que é unica

a menos de isomorfismos.

DEMONSTRAGAO. (1) Se [A] = [B] entao A ~ M, (D) e B ~ M,,(D); dimA =
dimB implica m = n e dai temos A ~ B. Reciprocamente, A ~ B implica A ~ B ~
M, (D) e dai, [A] = [B] e dimA = dimB.

(2) Consequéncia imediata do Teorema de Wedderburn. U

COROLARIO 4.12. Se F é um corpo algebricamente fechado entao B(F) = {1}

DEMONSTRAGAO. E suficiente provarmos que F é a tinica F-algebra com diviséo.
Consideremos entao D uma F-algebra com divisao de dimensao n e x € D um
elemento nao nulo. O conjunto {1,x,...,x"} é linearmente dependente. Logo, pode-
mos escolher ¢(t) € F[t] polindmio minimal que anula x. Como F' ¢ algebricamente
fechado temos que ¢(t) =t —a € F[t]. Portanto, x € F. O
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OBSERVAGAO 4.13. Uma outra tradugao desse teorema é que F' algebricamente
fechado implica que toda algebra central simples sobre F' é isomorfa a M, (F') para
algum n > 1.

Vale apena mencionar aqui também o Teorema de Tsen, segundo o qual o grupo
de Brauer do corpo de fungoes racionais de uma curva algébrica irredutivel sobre um
corpo algebricamente fechado é trivial. Para a demonstracao desse resultado consultar
[10]. Outra classe de corpos que apresentam grupo de Brauer trivial é a dos corpos

finitos. Vejamos essa afirmacao através do seguinte

TEOREMA 4.14. (Pequeno Teorema de Wedderburn) Seja D uma algebra

com divisao sobre um corpo finito F. Entao D é um corpo.

DEMONSTRAGAO. Uma observacao 6bvia é que o centro de uma algebra com
divisao é um corpo. Sendo assim, definamos n = dim z(pyD. Digamos que |Z(D) = ¢|
(uma poténcia de primo > 2). Temos a seguinte equacao de classes para o grupo D*

D |=q"—1=q—1+ Y  [D":C(a)]
C(a)#D*
onde a varia sobre o conjunto (nao vazio) dos representantes das classes de conjugacao
de D*. Escrevamos r = r(a) = dim z(p)C(a). Entdo 1 <7 < n e r[n. Reescrevendo
a equacao das classes temos

gt —1
24 " 1l=qg-1 E .

Como r|n, temos a seguinte fatoracao em Z|x]
" — 1=, (z)(x" — 1)h(z) (h(x) € Z[zx])

onde @, (x) é o n-ésimo polinomio ciclotomico. Essa equagao implica que cada (¢" —
1)/(¢" — 1) é um inteiro divisivel por ®,(q). De (24) segue que ®,(q)[(¢ — 1). Em
particular,

¢—1>12(q) =[] la—¢l
onde ( varia sobre todas as n-ésimas raizes da unidade. Se n > 1 e ¢ > 2 temos um

absurdo pois nesse caso |¢ — (| > ¢ — 1 > 1 para cada (. Portanto, D = Z(D). O

Finalizaremos essa secao com alguns resultados que indicam a possibilidade de
atacar o problema da classificagao das algebras centrais simples por meio de métodos

da teoria de Galois.

TEOREMA 4.15. Seja A uma F-édlgebra de dimensao finita. Entao A é uma
dlgebra central simples se, e somente se, existe um extensao de corpos K |F finita tal

que A se decompoe sobre K.
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Antes de provar esse teorema discutiremos o seguinte lema:

LEMA 4.16. Sejam A uma F-algebra de dimensao finita e K|F uma extensao de
corpo finita. Entao A € ACS(F)) se, e somente se, A ®p K € ACS(K)

DEMONSTRAGAO. Se a é um ideal bilateral nao trivial de A entao a®p K também
¢ um ideal bilateral de A ®p K. Da mesma maneira, se A nao é central entao A @p K
também nao é central. Portanto, A @ K € ACS(K) implica A € ACS(F).

Para provarmos a reciproca é suficiente verificar o caso onde A = D € ACS(F)
¢ uma algebra com divisao. Sobre essa hipdtese, se wy, ..., w, é uma F-base de K
entao 1®@wy, ..., 1 ®w, é uma D-base de D ®p K como um espaco vetorial esquerdo.
Dado um elemento x = Y, a;(1 ® w;) € Z(D ®p K), para cada d € D nao nulo a
relagio x = (d '@ )x(d®1) = >  (d'a;d)(1 ® w;) implica d~'ayd = ;. Como
D é central sobre F, os «; € F, assim D ®p K é central sobre K. Agora, se b é
um ideal bilateral nao nulo de D @ K gerado por zy, ..., z,, podemos assumir os z;
D-linearmente independentes e estende-los a uma D-base de D ®p K pela adjuncao
de alguns dos elementos 1 ® w;, digamos, 1 @ w,1,...,1 @w,. Assim, para 1l <i <r

podemos escrever
n

j=r+1
onde y; é uma combinacao D-linear dos z;. Aqui yy,...,Yy, sdo linearmente indepen-
dentes (porque assim sao 1 @ wy, ..., w,), e por isso formam uma D-base de b. Como

b ¢ um ideal bilateral, para algum d € D devemos ter d ly;d € bparal <i<re
desse modo existem 3; € D com d'y,d = Y B;yy;. Podemos escrever essa relacao

CcOomo
n

(1®w;) — Z (d'ay;d) (1 @ wy) Z@l (1®w) Zﬁzl Z a; (1 ® wy),

j=r+1 Jj=r+1
pela qual, usando a independéncia dos 1 ® w; tem-se 3; = 1, B; = 0 para |l # i e
d~'a;;d = ay, ie, a;; € F. Isso significa que b pode ser gerada por elementos de K
(vista como uma F-subélgebra de D ®p K via a imersao w — 1 ® w). Como K ¢ um
corpo, devemos ter aN K = K, edaib=D ®p K. Il

Passemos agora a demonstracao de 4.15.

DEMONSTRAGAO. A suficiéncia segue do lema acima e da Proposi¢ao 4.3. Para
a necessidade, notemos primeiro que denotando por F o fecho algébrico de F o lema
acima com a Observacao 4.13 implica que A®y F ~ M, (F) para algum n > 1. Agora
observemos que toda extensao de corpo finita K de F estd contida em F. A inclusao

induz uma funcéo injetiva A®p K — A®pF e A®pF aparece como uniao dos A®p K.
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Desse modo, para uma extensdo finita K|F suficientemente grande contida em F a
algebra A ® p K contém os elementos ey, ..., e,2 correspondente a base canonica de
M, (F), via o isomorfismo A ®p M, (F), e além disso os elementos a;; que ocorrem
nas relagoes e;e; = > a;;€; e definem a multiplicacdo também estao contidos em K.
A aplicacao que envia os e; nos elementos da base canonica de M, (K) induz entao
um K-isomorfismo A ®@p K ~ M, (K). O

COROLARIO 4.17. Se A € ACS(F) entao sua dimensao sobre F' é um quadrado.
O inteiro y/dim A é chamado o grau de A.
A proposicao a seguir informa que a extensao da Proposicao 4.15 pode ser suposta

separavel.

Proprosi¢gAO 4.18. (Noether-Ko6the) Toda F-dlgebra central simples se de-

compoe sobre alguma extensao K|F separavel sobre F.

DEMONSTRAGAO. Consultar [9].
U

COROLARIO 4.19. Uma F-dlgebra de dimensao finita A é central simples se, e
somente se, existe um inteiro n > 0 e uma extensao galoisiana finita K|F' tal que

A ®p K é isomorfo ao anel de matrizes M, (K).

DEMONSTRACAO. Consequéncia do Teorema 4.15, Proposicao 4.18 e do fato da
teoria de Galois segundo o qual toda extensao de corpo finita e separavel é pode ser
imersa em uma extensao Galoisiana.

g

PROPOSIGAO 4.20. Seja A € €(F) contendo uma F-subdlgebra comutativa K a

qual é uma extensao galoisiana finita de F' de grau n. Entao K é um corpo spliting

de A.
DEMONSTRAGAO. Vide [9]. O
2. O Grupo B(R)

DEFINIGAO 4.21. (Tripla Hamiltoniana) Seja A uma R-édlgebra com identidade
e. Trés elementos u, v,w € A formam um tripla Hamiltoniana se verificam as nove

condicoes de Hamilton

gl<ig]|*
|
s
|
o
=
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Isso significa que idenficando e, u, v e w com os elementos e, ey, e3 e e4 de
H, respectivamente, temos um isomorfismo entre a subdalgebra de A gerada por <
e,u,v,w > e H, como vamos provar abaixo em 4.22.
Seja
(25) Im(A)={veAd : vie<e> ev¢<e>\0}.
O conjunto Im(.A) se diz parte imagindria de A. Claramente
<e>NIm(A) = {0}

e se v € Im(A), entdao av € Im(A) para cada o € R. A terminologia é baseada na
observacao que no caso A = C ou H, existe um espaco de vetores imaginarios, no

sentido que se v €< e >, entao v2 €< e >= R. Observamos os seguintes resultados;

PROPOSIGAO 4.22. Seja A uma R-algebra com identidade e.

(1) Se v,u € Im(A) sao linearmente independentes, entdo e,v e u sao linear-
mente independentes.
(2) se v,u,v+u € Im(A), entao

(26) uxv+viue<e>;

(3) Se A nao tem divisores de zero, para cada elemento v € Im(A) temos vZ =

—we com w > 0. Em particular se Im(A) # 0, existe u € Im(A) tal que
u’ = —e.
(4) se u,v,w € A é uma tripla Hamiltoniana, entdo o homomorfismo de R-
algebras
p:H— A
definido por ¢(e;) = e, p(ex) = u, p(es) = v, p(ey) = w é injetor e o

subespago < u,v,w > estd contido em Im(.A).

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que v = ae + Su. Teremos
200u = v? — o’e — FPu’ €< e >

e portanto aF = 0, pela definicao de elementos puramente imaginarios. Pela hipotese,
a # 0 porque v e u sao linearmente independentes. A condigdo = 0 implicaria

v ¢ Im(A). Portanto (1) estd provada. A segunda parte segue observando-se que
usvi+viu=(u+v)3Z-u-vie<e>.

Seja v € Im(A). Por definicio v? = ae coma € R. Sea >0, a=3* 3€Re
teremos

(v —Be) x (v + fe) =v:—ae=0.
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Disso segue v = fJe ou v = —[fJe e v nao pertenceria a Im(A). Seja o« = —w com
w>0ew=22% O elemento u=~y"1v é tal que u?> = —e.

Pela definicao de tripla Hamiltoniana, ¢ é um homomorfismo de R-algebras. A
injetividade de ¢ é equivalente a mostrar que e,u,v e w sao linearmente indepen-
dentes em A. Os vetores u e v sao linearmente independetes porque se v €< u >,
teremos w = u* v = v*u = —w e portanto w = 0, contradizendo w? = —e # 0. A
primeira parte mostra que e, u e v sao linearmente independentes. Se w €< e, u,v >,

existiriam tnicos «, 3,7 € R tais que
w = au+ v + ve.
Multiplicando essa relacao por u, teremos
—vV = —ae + fw + yu,

que implicaria, pela unicidade das constantes, 3> = —1. Essa contradicao prova a

asser¢ao, enquanto uma conta direta prova que (au + v +yw)? €< e >. ]

A nocao de tripla de Hamilton deve a sua importancia ao seguinte resultado de

existéncia.

PROPOSICAO 4.23. Seja A uma R-élgebra alternante sem divisores de zero e
com identidade e. Seja U C Im(.A) um subespago de dimensao dois de A. Para cada
elemento u € U tal que u? = —e, existe v € U tal que u, v e u v formam uma tripla

Hamiltoniana em A.

DEMONSTRACAO. A Proposicao 4.22 garante a existéncia de v/ € U tal que u *

1

v+vsu=fe Sejav=v +ducomd=—05(2a)"!, onde u> = ae. Se verifica

facilmente que u * v = —v x u. Mostramos que se w = u * v, entdo w? = —e. De
viaw?=(viw)*w=ux*xw = —v, deduzimos v(w? + e) = 0 e portanto w? = —e
porque A nao tem divisores de zero. O

O seguinte resultado de Frobenius mostra a importancia da nocao de elemento

imaginario.

TEOREMA 4.24. (Lema de Frobenius) Seja A uma R-algebra quadrética.
Entao Im(A) é um subespago vetorial de A e
A=<e>dlm(A).

DEMONSTRAGAO. Sejam u,v € Im(A). E suficiente mostrar que u + v € Im(A)

porque au € Im(A) para cada u € Im(.A) e para cada o € R. Se u e v sdo linearmente
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dependentes, teremos v =au e u+v = (1+a)u € Im(A). Sejam u e v linearmente

independentes. Sendo A quadratica,

(u+v)?=ae+pi(ut+v), (u—v)*=ase+ Bu—v).
Isso implica

(BL+ Bo)u+ (B — Bo)v =20 +2v? — (g + e €< e > .

A Proposigao 4.22 garante que 31+, = 31— 2 = 0, i.e. B1 = B =0e (u+v)? = aje.
Pela Proposicao 4.22 u+ v ¢< e > e portanto u + v € Im(A).

Seja v € A\ Im(A). Por hipétese v = ae + (v e portanto (v — 3/2e)? =
(a+ 3 /4)e. O fato que v — Be €< e > implica que v — e € Im(A), i.e. A=<e >
+Im(.A) e portanto A =< e > ®Im(A). O

Podemos finalmente provar o seguinte interessante resultado.

TEOREMA 4.25. (Frobenius, 1877) Seja A # 0 uma R-dlgebra associativa,
quadratica e sem divisores de zero. Entao a menos de isomorfismos A é uma das
seguintes R-algebras: R, C ou H.

Em particular uma R-algebra com divisao associativa de dimensao finita é isomorfa

a uma das R-algebras acima.

DEMONSTRAGAO. Seja n = dim (A) > 1. Se n = 1, é imediato deduzir que o
homomorfismo ¢ : A — R definido por p(e) = 1 é um isomorfismo de R-élgebras.
Seja n = 2. Pelo Lema de Frobenius temos Im(A) # () e portanto existe u € A tal
que u* = —e. Seja p : C — A definido por ¢(1) = e e (i) = u. O homorfismo de
R-espacos vetoriais € um homomorfismo de dlgebras que é injetor porque e e u sao
linearmente independentes. Sendo n = 2, ¢ é um isomorfismo e estamos no caso 2).

Seja n > 3. Sendo que dim (Im(A)) > 2, A contém uma tripla Hamiltoniana
u,v,w € Im(A) e uma subdlgebra isomorfa a H, vide Proposicao 4.22 e . Seja

x € Im(A) qualquer. Pela Proposicao 4.22 existem «, 3,7 € R tais que
(27) X*U+U*xX=0€,X*V+V*xX=/[e, X+W+W*xX="e.

Multiplicando a direita a primeira equacao por v e multiplicando a esquerda a

segunda equagao por u, deduzimos
X*WH (usX)*xv=av, ux*(X*v)+wsxx=[u

e portanto

X*W—W*xX=av—[u
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pela associatividade de A. A dltima equagdo combinada com a terceira em (27)
fornece

2x xw €< e,u,v >

e enfim —2x = x*w? e<u,v,w >, ie. Im(A) =<u,v,w>e A~MH. O
COROLARIO 4.26. B(R) ~ Zo.

DEMONSTRAGAO. Do teorema anterior segue que as tnicas algebras com divisao
centrais simples sdo R e H. Também temos [R] # [H]. Assim, o nimero de elementos

de B(R) é igual a dois. Dai segue o isomorfismo
B(R) ~ Z,.
U

Uma observacao que decorre do Teorema da Linearidade e do Corolério 2.18 do
capitulo 3 é que cada algebra de quatérnio com divisao representa um elemento em

B(F') de ordem 2, como é o caso de H na proposigao acima.

3. Algebras Graduadas

DEFINICAO 4.27. Dizemos que uma &lgebra A de dimensao finita é uma F-
algebra Zo-graduada se existem Ay, A; C A tais que:
(1) A=A ® As;
(2) F=F-1C A,
(3) A;A; C A;1; (onde os subescritos sdo tomados médulo 2).
A decomposicao A = Ay ® A; com as propriedades da definicao acima é dita uma
Zo-graduacao da algebra A.
Nesse texto consideraremos apenas algebras Zo-graduadas. Por esse motivo, ire-
mos nos referir a elas apenas por algebras graduadas.
Os elementos de h(A) = AgU A sdo chamados de elementos homogéneos. Para
cada a € h(A) escrevemos 0(a) =ise a € A; (i =0,1). Em 0, a "funcéo grau”0 nao

estd bem definida porém, esse fato nao trard nenhum transtorno.

EXEMPLO 4.28. Seja A uma &algebra graduada. Definimos a algebra oposta
graduada de A como sendo a algebra graduada A* que como conjunto coincide com

A, possui graduacao dada por
(A*)O = {a rac Ao} (A*)l = {a ac Al}
e multiplicacao induzida por

a-b:=(-1)%%(ba).
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EXEMPLO 4.29. Sejam F" =Vy® 1V} A= M,(F)e
A;={Be€ M,(F)|BxeVy,; ¥x €V, }.

A decomposigao A = Ay & A; é uma graduagao da algebra A. Se Vj =< e; > & <
e3> D...e V] =< e > @D < e >@... denotaremos A com essa graduagao por
M, (F).

EXEMPLO 4.30. Consideremos a extensao quadratica A = F(y/a). Podemos
fazer A uma F-dlgebra graduada declarando Ag = F e A; = F - y/a. Para ilustrar
o uso dessa graduagao usamos a notacao A = F'(y/a). Analogamente, para a dlgebra

B = F & Fe sujeita as relagoes €2 = 1 e d(e) = 1 também utilizaremos a notagao

B = F{/1).

EXEMPLO 4.31. A élgebra dos quatérnios C' = (—) possui uma graduacgao dada
pela decomposicao C' = Cy @ (', onde

Co=FaF-k

C, =Fia Fj.
A &lgebra dos quatérnios com essa graduagao sera denotada por C' = <“Tb>

EXEMPLO 4.32. Sejam A, B duas algebras graduadas. Podemos induzir uma

multiplicacao sobre A ® B através de
(a®@b)(@ ®@b’) = (—1)?*? . aa’ ® bb'.

Mediante esse produto, a decomposi¢ao

A®B= Y  AeB|e > Aj@B

j+k=0(mod2) j+k=1(mod2)
fornece uma graduacgao a algebra A ® B. Denotaremos a algebra graduada assim
obtida por A®B e a chamaremos de produto tensorial graduado.
Diremos que um subespaco S C A é graduado se ele é a soma direta das intersecoes
S; = SN A;. Escreveremos h(S) := SN h(A). As nocoes de subdlgebra graduada,

ideal laterais graduados, etc, tem significados ébvios.

DEFINICAO 4.33. Seja S C A um subespago graduado. O centralizador grad-
uado de S é o subespaco graduado C,(S) tal que

c € h(C) & cs=(—1)"%sc Vs € h(9).

No caso particular S = A denotaremos C'4(S) por A (A) e o chamaremos de centro

graduado.
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OBSERVAGAO 4.34. Para um subespaco graduado de uma F-dlgebra graduada

A temos:

(1) C4(S) ¢ uma subélgebra graduada.
(2) SNA; ={0} = C4(S) = Ca(9).

DEFINIGAO 4.35. Uma F-algebra graduada A é dita graduada central se
Z (A) = F - 1. Quando os tnicos ideais bilaterais graduados de A sdo os triviais
dizemos que A é uma algebra graduada simples. Finalmente, se A é algebra grad-
uada central e algebra graduada simples dizemos nesse caso que ela é uma algebra
graduada central simples.

O conjunto das algebras graduadas centrais simples sobre um corpo F' serd rep-
resentado por AGCS(F).

E imediato observar que 4.29, 4.30 e 4.31 sao exemplos de algebras graduadas
centrais simples. No Exemplo 4.28, A € AGCS(F') implica A* € AGCS(F).

OBSERVAGAO 4.36. A decomposicao dada a A ® B no exemplo 4.32 também
fornece uma graduacao a A ® B munido da multiplicagdo usual. Entretanto, ape-
sar dos calculos serem mais faceis, nessa situacao nao é verdade que o produto de
duas algebras graduadas centrais simples também seja uma éalgebra graduada central
simples.

Dizemos que uma &algebra graduada é concentrada no grau 0 se A; = {0}.
Qualquer algebra B estd associada a uma algebra graduada (B) tal que (B)y = B e
(B); = {0}. Obviamente, se A é uma algebra concentrada no 0 entao Z(A) = E(A)
e as nogoes de algebra graduada central, algebra graduada simples, algebra graduada
central simples coincidem, respectivamente, com as nocoes de algebra central, algebra

simples e algebra central simples.

TEOREMA 4.37. Sejam A, B algebras graduadas e A’ C A, B’ C B subdlgebras
graduadas, entao:
(1) Cagp(ABB) = Ca(4)BCp(B')
(2) Se A € AGCS(F) e B é &lgebra graduada simples entdo A®B élgebra grad-

uada simples.

DEMONSTRAGAO. (1) A inclusao ” O 7 segue de célculos rotineiros. Para esta-
belecer a inclusao contréria, consideremos {bs,...,b,} uma base homogénea de B.

Dado um elemento homogéneo e € C55(A'®B’), escreveremos

ezzn:ai(@bi
=1
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onde a; € h(A). Temos
d(a;) + d(b;) = d(e)(mod2)
para cada .

Para qualquer a’ € h(A’), a definigao de C ap(A'®DB') nos fornece a equacio
(@' ®@1)e = (—1)2@@e(a’ @ 1)

e isso implica que
(—1)2RE) S (1) @ by = 3 (—1)7P@aa, @ b,
i=1 i=1
Consequentemente,
a/ai _ (_1)8(a’)8(ai)aia/
e isso significa que a; € GA(A’) para todo 7. Em particular, e € GA(A’)QA?B. Agora

considere cy, ..., c, uma base homogénea de C'4(A’). Expressando e como

e = Z C; ® dj
j=1
onde d; € h(B). Usando a equagao
(1 ® b/)e _ (_1)8(e)8(b’)e(1 ® b/)
com b’ € B e repetindo os calculos acima, temos d; € GB(B’). Assim, e €
Cu(AY&Cp(B') como querfamos.

(2) Consideremos I # 0 um ideal graduado em A®B. Cada elemento homogéneo

z € I pode ser escrito na forma
r
z = Zai ® b, onde a; € h(A) e b; € h(B).
i=1
De todos os elementos homogeneos de I escolhamos z que tenha escrita como acima

com r minimo. Como z tem grau fixado, temos:
(28) d(a;) +9(b;)) = 09(z)(mod2).

Nossa observagao agora ¢ que os ajs (e analogamente os bls) sdo linearmente inde-
pendentes. Suponhamos o contrario. Entao, renumerando se nescessario, teriamos

a; =y .._,ma;, implicando que ay,...,a, tem o mesmo grau. Reescrevamos z por
T
Z = E a; ® (ab; + by).
=2

O fato dos ajs terem o mesmo grau e as equagoes (28) implicam que os bjs também

tem os mesmo grau logo, a;b; + b; sao todos homogéneos, o que contradiz a escolha



3. ALGEBRAS GRADUADAS 60

do 7. O conjunto

C= {Z cjaldj; Cj,dj S A}
J
¢ um ideal graduado de A, logo C' = A. Assim, deve existir uma equacao

chaldj =1 Cj,dj S h(A)
J

Consideremos
.,

CjZdj = Z(—l)a(bi)a(dj)cj'aidj & bz
i=1

Somando em j e multiplicando o resultado por (—1)?PV2(di) ghtemos

T
VAl :z®b1+2a;®bz
=2
onde a; = ) _; +c;a;d;. Como d(c;) +9(d;) = d(a;)(mod2) independente do j, temos
que cada a} ¢ homogéneo. Além disso, z; ¢ diferente de zero pois os b)s sao linearmente
independentes. Passamos de z para um elemento z; com as mesmas propriedades.

Agora fazendo o mesmo procedimento para b; podemos encontrar z' com as mesmas

propriedades de z tal que
Z=1®1+) aj®b; (a; € h(A)b; € h(B).

Fazendo a consideragao do grau temos d(a}) = b}(mod2). Para qualquer elemento
a € h(A) calculemos az’ — z'a € I N h(A®B). O resultado é

S (aal) - (~1)" 0 ala @ b,

Pela escolha de r, concluimos que aa; = (—1)%@)%@a’a ie, a; € Z(A) Como A

é algebra graduada central, a; € F. Mas {1,a),...,al} é linearmente independente.

» e

Assim devemos ter r =1, i.e., 1 € I. Il

TEOREMA 4.38. Sejam A, B élgebras graduadas. Suponha que exista um ele-
mento z € Z(Ap) tal que z2 = 1 e za; = —a,z para cada a; € A;. Entao existe um

isomorfismo de algebras graduadas
ARB~ A® B.
DEMONSTRAGAO. Consideremos a seguinte subalgebra
B' =18By + 2@B; C ARB.
Ora B' e A = A®1 comutam elemento com elemento, pois

(z@bl)(a1®1) = —za1<§>b1 = (a1<§>1)(z<§>b1),
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para cada a; € A e by € By. Logo, B’ e A geram A®B como uma algebra. Assim,

existe um isomorfismo de dlgebras graduadas
A® B ~ ARB.
Finalmente, a regra
byp+b—1®by+z®2b; (b;€B)
claramente define um isomorfismo da élgebra graduada B em B’. Portanto, obtemos
ABB~ A® B.

g

COROLARIO 4.39. Sejam B, C algebras graduadas onde C; = 0. Entao existe

um isomorfismo de algebras graduadas
M,(C)®B ~ M,(C)® B

COROLARIO 4.40. Para qualquer algebra graduada B, existem isomorfismos de

algebras graduadas

—~

M, (F)®B ~ M,(F)® B ~ M,(B)

COROLARIO 4.41. M, (F)®M,(C) ~ M, (F) ® M,(C) ~ M,,(C) para cada
algebra graduada C'.

TEOREMA 4.42. Sejam A, B algebras graduadas. Suponha que existe um ele-
mento z € A; N Z(A) tal que z> = —1. Entao existe um isomorfismo (de dlgebras nao

graduadas)
DEMONSTRACAO. Definamos
B' = By ® zB, C (A®B),.

B’ e Ay comutam elemento com elemento, e eles geram (A®B), como algebra. Desse

modo, Ay®B’ ~ (A®B),. A regra
by + b; — by + zb;
¢ um isomorfismo de dlgebras de B em B’, pois
(z®by)(z®c)) = —z>®@bic; = 1@ bic;

para by, c; € B;. Consequentemente, Ay ® B ~ (A@B)O. O



4. ESTRUTURA DAS ALGEBRAS GRADUADAS CENTRAIS SIMPLES 62
4. Estrutura das Algebras Graduadas Centrais Simples

PROPOSICAO 4.43. Seja A uma algebra graduada simples, com A; # {0}. Entao
A? = Ay. Se I # {0} é ideal bilateral qualquer de Ay, entdo I + AjTA; = Ag e
AT+ 1A = A,

DEMONSTRAGAO. A? = Ay segue dos fatos que A2 C Ay e A2 @ A; é um ideal
bilateral de A.

Agora considere o subespaco graduado
J=(UI+A1TA) @ (Al +TA,).

Checa-se facilmente que J é um ideal bilateral de A. Como J # {0}, devemos ter

Jo = Ay e J; = Ay como desejavamos. O

PROPOSICAO 4.44. Seja A uma algebra graduada simples, com A; # 0. Seja J um
ideal préprio em A (ndo necessariamente graduado). Entao, as projegoes m; : J — A;

(i =0,1) sao isomorfismos.

DEMONSTRACAO. O conjunto I = JNAg é um ideal em Ay. Pela Proposicao 4.43,
devemos ter I = {0}, e por outro lado J deve conter I+A;IA; 5 1. Também I = 7y(j)
é um ideal de Ay e nao nulo pois J pode nao ser, possivelmente, um subespaco
graduado. Assim, 4.43 implica A;I'A; + I’ = Ay. Mas, claramnete, A;I'A; C I,
e dai obtemos I’ = Ay. Estabelecemos assim a injetividade de m : J — A; e a

sobrejetividade de m : J — Ag. Mas
JNA =Ag- (JNA)=A- A - (JNA) CA-(JNA) = {0}

logo, m : J — A é sobrejetiva. O

PROPOSICAO 4.45. Seja A uma &lgebra graduada simples. Suponha que A
nao é simples como uma algebra nao graduada. Entdao Ay é uma algebra simples e
A =Ap-u,ondeue Z(A)NA eu?=1.

DEMONSTRAGAO. Escolha qualquer ideal préprio J em A (o qual existe por
hipé6teses). Temos automaticamente A; # {0} e assim as duas proposi¢oes prévias
se aplicam. Como 7y : J — Ay é um isomorfismo, J contém um tnico elemento da
forma 1 +u (u € A;). Mas J também contém u(1l + u) = u? + u, dai devemos ter

u? = 1. Claramente, temos que u € Z(A). Para z € Ay, J contém ambos
z(l+u=2z+zu)e(l+u)z=12z+uz

Aplicando o isomorfismo 7y, temos zu = uz. Analogamente, u comuta elemento

com elemento de Aj, assim, realmente u € Z(A). Também, para x € A;, temos
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x = xu? € Apu dai, A, = Agu. Enfim, mostraremos que Ay é simples. Consideremos
I # {0} ser um ideal bilateral de Ay. Entao,

AllAl = Aou]Aou = Aoqu = A[)qu = A()I =1.

Pelo Teorema 4.43, concluimos que I = Aj. U

TEOREMA 4.46. Seja A € AGCS(F) com A; # 0 e Z(A) = F & Z;, onde
Z1 C A;. Entao:

(1) Z; = {0} se, e somente se, A € ACS(F).
(2) Zy # {0} se, e somente se, Ay € ACS(F).

DEMONSTRAGAO. (1) se Z; = {0}, a proposicao prescedente implica que A deve
ser simples, e desse modo A € ACS(F'). A reciproca é trivial.

(2) Supondo Z; # {0}, claramente existe um z; € Z; tal que z? # 0. De fato,
se existir z; € Z; tal que z? = 0, entao Z(A) certamente nao é uma corpo, e desse
modo A nao é uma algebra simples (como algebras nao graduadas). Nesse caso, pela
Proposicao 4.45, existe u € Z; satisfazendo u? = 1. Assim, realmente existe z; tal
que z2 = a € F*. Como A; = A,u = A1z2 C AgZy, temos A; = AgZ;. Isso implica
claramente que

Z(Ao) € Z(A)N A = F,
e dai segue que Ay é central sobre F. Reciprocamente, suponhamos Ay € ACS(F).
Assumamos que Z; = 0. Entao A € ACS(F') por (1). Usando o Coroldrio 4.10
sabemos que Cy(Ag) € ACS(F) e A ~ Ay ® Ca(Ap) como dlgebras nao graduadas.
Isso forga C; # 0 e daf 4.43 fornece C? # 0. assim, existem uv € C} com 0 # uv €
Cy = F. Temos
Ci=C;-1=Ciuv C Cyv C Fv,

ou seja, C' = F @ F'v. Isso implica que C' é comutativa, contradizendo o fato de que
C € ACS(F). O

DEFINIGAO 4.47. Seja A € AGCS(F)e Z(A)=Fa Z, (Z1 C Ay.) Se Z; = {0}
dizemos que A é de tipo par e se Z; # 0 dizemos que A é de tipo impar.
Para cada A € AGCS(F') definimos

0 se A e de tipo par
1 se A e tipo impar

type(A) = {
As demonstragoes dos dois resultados a seguir serao omitidas por serem muito

técnicas. Para tanto, pode-se recorrer a [4].

TEOREMA 4.48. Se A € AGCS(F) é do tipo impar, entao:
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(1) Z(A) = Ca(Ay) = F®Fz,0ondez € Zy e z? = a € F*. A classe de quadrados
de a nao depende da escolha de z € Z;\ {0}, e Z(A) ~ F(y/a) como dlgebras
graduadas.

(2) Existem os isomorfismos de algebras graduadas

A= (A)BF(Va) ® F(va)

(3) Se a ¢ F*?, entao A € ACS(Z(A)). Se a € F*? entao Z(A) ~ F x F e
A~ AQ X A[).

TEOREMA 4.49. Seja A € AGCS(F) de tipo par com A; # {0}. Suponha A
isomorfo, como &lgebra nao graduada, a M, (D), onde D é uma algébra com divisao

central. Entao:

(1) Z(Ag) = Ca(Ay), e existe z € Z(Ap) tal que Z(Ag) = F® Fzez> =a € F*.
O elemento z é determinado a menos de um escalar por essas propriedades
e desse modo a classe de quadrados de a é unicamente determinada.

(2) Suponha a € F*2. Entao Z(Ay) ~ F x F, e existe um F-espago vetorial
graduado V = V, @ V4, tal que A ~ EndV®D como dlgebras graduadas.
Além disso, Ay ~ M,(D) x My(D) onde r = dim V; e s = dim V4.

(3) Se a ¢ F*? e o corpo Z(Ay) =~ F(y/a) pode ser imerso em D entao existe

uma graduacao sobre D tal que
A ~ M, (D).

Nesse caso, Ag ~ M, (D) € ACS(Z(Ay)).
(4) Suponhamos que a ¢ F*? e que o corpo Z(Ay) ~ F(y/a) nao pode ser imerso

em D. Entao n =2m, e

como &lgebras graduadas. Nesse caso, Ag ~ M,,(D)®@F(y/a) € ACS(Z(Ap)).

DEFINIGAO 4.50. Seja A € AGCS(F). Se type(A) = 1 ezy € A é o ele-
mento z determinado em 4.48 escreveremos §(A) = classe de z4 em F*/F*?. Se
type(A) = 0, A; # 0 e z4 denota o elemento determinado por 4.49 escreveremos

§(A) = classe de z%4 em F*/F*?. Se A; = 0, consideramos z4 = 1, e escrevemos
§(A) =1¢€ F*/F*2 A classe §(A) é chamada de o invariante quadratico de A
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5. O Grupo de Brauer-Wall

Sejam A, B € AGCS(F'). Diremos que A e B sao semelhantes se existirem 7, s

inteiros positivos tais que:
A®M,(F) ~ B&M,(F)

onde M,.(F) e M(F) sao graduadas como no exemplo 4.29.
Podemos facilmente constatar que semelhanga em AGCS(F') define uma relagao
de equivaléncia. Denotaremos a classe de equivaléncia de um elemento A € AGCS(F)

por (A) e o conjunto das classes por BW (F'). A operagao
-1 ({4),(B)) = (A4) - (B) = (A®B)
esta bem definida e temos a seguinte

PROPOSIGAO 4.51. (BW(F),-) é um grupo abeliano.
DEMONSTRAGAO. Seja #: A®A* — End(A) a aplicacao F-linear induzida por
f(a®b)(e) = (—1)??aeb,

onde a,b,e € h(A). Claramente, 6 preserva graduagao. Checaremos assim a multi-

plicabilidade de 6. Para tanto, é suficiente verificarmos sobre elementos homogéneos:
O((a®b)(c@d))(e) = 0(-1)"" (~1)™*ac@b-d)(e)
(—1)2@e+0d) | (_1)09e(0d+0b) 5o
= (1)@erderod)b (_1)0doeyced
= fla®b)((—1)%%ced)
= [f(a®@b)f(c®d)|(e).
Como A®A* € AGCS(F), o ideal graduado ker # é nulo. Consequentemente, 6 é um

isomorfismo. As conclusoes seguem imediatamente desse isomorfismo.

g

O grupo dessa proposicao é chamado de grupo de Brauer-Wall do corpo F' e
¢ denotado por BW (F).

PROPOSICAO 4.52. A aplicagao i : B(F) — BW(F) definida por

¢ um homomorfismo injetivo de grupos.
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DEMONSTRAGAO. Que i é um homomorfismo é evidente, assim, resta-nos demon-

strar a injetividade de 2. Para isso, temos que
i([A]) = i([B])
implica a existéncia de r, s inteiros positivos tais que
(A)BM,(F) ~ (B)SM,(F).
Mas (A)@J\Z(F) é idéntico a A ® M,(F) e do mesmo modo (B)@]\Z(F) Dessa

maneira,
A® M,.(F)~ B® M(F),
ie., [A] = [B]. O
PROPOSIGAO 4.53. A regra j: (A) — (type(A),d(A)) € Q(F) estd bem definida

e ¢ um homomorfismo do grupo BW (F') no grupo Q(F).

TEOREMA 4.54. Temos a sequéncia exata

J

0 —> B(F) — BW(F)

Q(F) 0.

DEMONSTRAGAO. Se B € ACS(F) entao type((B)) = 0 e seu invariante quadrético
é 1. isso mostra que joi = 0. Para mostrar a sobrejetividade de j, é suficiente mostrar
que todo elemento da forma (1, a) pertence a Im(j), uma vez que (1, —a)(1,1) = (0, a).
Consideremos entdao A = F(a) € AGCS(F), temos precisamente j({A)) = (1,a).
Logo, j é sobrejetiva. U



CAPITULO 5

Algebras de Clifford

Em toda essa se¢ao (V, q) denotara um espaco quadratico.

DEFINIGAO 5.1.  Uma F-dlgebra A contendo (V,q) como um subespacgo é dita
compativel com ¢ se x> = ¢(x) - 1 € A qualquer que seja x € V.

Se a regra ¢ ¢é clara pelo contexto diremos simplesmente que A é compativel com
V. Também identificaremos F'-1 com F' e dessa maneira a equacao acima se escrevera

como x* = ¢(x). Se B é a forma bilinear associada a ¢ temos
2B(x,y) =xy +yx, Vx,yeV.

Em particular, x e y sao ortogonais se, e somente se, sao anticomutativos.

LEMA 5.2. Para uma F-élgebra como acima e x € V' \ {0}, x é invertivel se, e

somente se, x é um vetor anisotrépico em V.

DEMONSTRAGAO. Se x ¢ anisotrépico, a equacao x? = ¢(x) implica que x/q(x)
é o inverso de x. Reciprocamente, se existe y € A tal que x -y = 1 entao ¢(x) -y =

XX -y = X e claramente; x # 0 = ¢(x) # 0. O

LEMA 5.3. Considere A uma F-algebra como acima, e u € A um vetor anisotrépico.
Entao, o hiperplano de reflexdao 7, sobre V associado a u ¢ igual a -1 vezes a con-

jugacao por u sobre V na algebra A.

DEFINICAO 5.4. Uma F-dlgebra C O V compativel com ¢ é dita ser uma
algebra de Clifford de (V,q) se ela tem a seguinte propriedade universal: dado
qualquer F-algebra A O V compativel com ¢, existe um tnico homomorfismo de

F-algebras ¢ : C — A tal que p(x) = x qualquer que seja x € V.

TEOREMA 5.5.  Seja (V,q) um espago quadrético. Entao existe uma algebra de
Clifford C' de (V, ¢q). Além disso, se C" é uma outra algebra de Clifford de (V, ¢) entao
existe um tnico isomorfismo de algebras 1) : C — C’ o qual é a identidade sobre
V' (ou seja, a dlgebra de Clifford de um espago quadratico é inica a menos de um
isomorfismo).

67
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DEMONSTRAGAO. Denotemos por T'(V') a dlgebra tensorial de V' e por I(g) o ideal
bilateral de T'(V') gerado pelos elementos da forma x®@x—q(x).1. Seja C' = T'(V')/1(q).
Entao a aplicacao

Im:v-a

que envia cada elemento de V' em sua classe ¢ injetiva, assim podemos identificar V'
com II(V'). Claramente, V' é um conjunto gerador da &lgebra C' e desse fato segue a
propriedade universal.

Agora suponhamos C’ uma outra algebra de Clifford de (V,¢q). Entao existem

tnicos homomorfismos de algebras ¢ : C' — C' e ¢’ : ' — C tais que
p(x)=¢'(x)=x ¥x e V.

Ora, ¢’ o p(x) = x, Vx € V. Portanto, da propriedade universal de C' temos
o op=Ig. O

Denotaremos a élgebra C' acima por C(V, ¢) e as imagens pela aplicagao quociente
de @Ti(V) e @ T*(V) denotaremos, respectivamente, por Co(V, q) e C1(V, q).

¢ par ¢ impar
Com essas notagoes temos a seguinte

OBSERVAGAO 5.6. C(V,q) = Cy(V,q) ® C1(V, q) é uma graduagao.

ExeEMPLO 5.7.  Considere o espaco quadratico unidimensional V' =< a >. Seja
{x} uma base de V. Nesse caso podemos identificar a algebra tensorial 7'(V') com o
anel de polinomios F[t] e temos
Ft]

CVia) = 55—

EXEMPLO 5.8. Seja (V,q) um espago quadratico bidimensional com diagonal-
izagdo < a,b > (a,b € F*) relativa a base ortogonal {x,y}. Seja {1,1,j,k} a base

ab

= > . A aplicagao linear

usual da algebra de quatérnio A = <
T:V—-A

tal que x — i ey — j nos dd uma imersao que permite identificarmos V' com um

subespaco de A. Com essa identificacao temos:

(ax + By)? = (ai + 8j)* = a®a+ %0 = q(ax + By)
e do fato que V' é um gerador de A segue que

C(V,q) ~ A
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—1,-1
F

a existéncia de um isomorfismo ¢ : (_11;_1) ~ Ms(F') com

w(i):(_ol (1)) w(j):((l) é) 90(1‘):((1) —01)'

Sobre esse isomorfismo ¢, F' @ F - k corresponde as matrizes da forma ( ; 2 ) e

EXEMPLO 5.9. Pelo exemplo acima, C(H) ~ (

> . Da prova de 3.11 temos

FOF-ja ( 2 g > Assim, ¢ é um isomorfismo de algebras graduadas C(H) ~
My(F)

ProposIi¢AO 5.10.  Se (V,q), (V',¢') sao espagos quadraticos, existe uma so-
brejecao

[:CVLV qgLd)—CV,qg)@CV' )

na categoria das dlgebras graduadas.

DEMONSTRAGAO. A regra {(x,x)=x®1+1®x' (x € V, X' € V') claramente
define uma injecio de V'L V' em C(V)®C(V'). Temos,

x®1+19x)? = X¥*01l+190x?+x0)(1ex)+(1ox)(x®1)

= ¢(x)+¢ ) +x@x'+(-1) x®X

= (¢1d)xx).
Pela propriedade universal das algebras de Clifford, temos um tnico homomorfismo
de algebras

f:C(V LV) = oWV)ROV)

que coincide com &£ sobre V' 1 V'. Resta somente mostrar a sobrejetividade de f.
Como uma F-algebra, C(V)®C(V') é gerada pelos elementos da forma x®1 e 1@x’.

Como todos esses elementos estao na imagem de f, concluimos que f é sobrejetiva. [

PROPOSIGAO 5.11.  Seja (V,¢q) um espago quadrético n-dimensional com base
ortogonal {x1,...,x,}. Entao f = {x{'---x%; e¢; = 0 ou 1} é uma base de C(V, q).
( Em particular, dim C(V, q¢) = 2").

DEMONSTRAGAO. De x;x; = —X;X; e X? = q(x) segue que C'(V,q) é um F-espago
vetorial gerado pelo conjunto 5 logo, dim C(V,q) < 2™.

Mostraremos agora dim C(V,q) > 2". Para isso, utilizaremos indugao sobre n.
Para n = 1 segue do Exemplo 5.7. Paran > 1 considere uma decomposicao ortogonal
V =U L U, onde dim U’ = 1. Da Proposicao 5.10 segue que

dim C(V, q) > dim C(U, q|y) - dim C(U’, q|pr) > 2771 -2 = 2™
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Portanto, de fato § é uma F-base do espaco vetorial C'(V, q). O

Uma consequeéncia imediata dessa proposicao é que o homomorfismo f do teorema

5.10 é um isomorfismo.
COROLARIO 5.12.  C(mH) =~ Mym(F). Em particular, (C(mH)) =0 € BW(F)
DEMONSTRACAO. Consequéncia de 5.10, 5.9 e 4.41. O
TEOREMA 5.13.  Seja (V, q) um espago quadratico. Entao C'(V,q) € AGCS(F).

DEMONSTRACAO. De 4.30 e 5.7 segue que a algebra de Clifford de um F-espaco
quadratico unidimensional pertence a AGCS(F'). A conclusao segue do fato de que o
produto tensorial de elementos de AGCS(F') ainda é um elemento de AGCS(F) e de
5.10. ]

Vejamos as tradugoes de 4.48 e 4.49 no caso das algebras de Clifford.

TEOREMA 5.14. Suponhamos dim V' impar e § = d4.. Entao:
(1) Co(V) € ACS(F) e C(V) =~ (Co(V))o@BF (V3
(2) Se § ¢ F*2? entao Z(C(V)) ~ F(V/6) e C(V)
(3) Se d € F** entao Z(C(V)) ~ F x F e C(V)

)
€ ACS(F(V9)).
~ CO(V) X Co(V)
TEOREMA 5.15. Suponhamos dim V' par e § = d4.. Entao:
(1) C(V) € ACS(F)
(2) Se § ¢ F*2 entao Z(Co(V)) ~ F(\V9) e Co(V) € ACS(F(V5)).
(3) Sed € F** entao Z(Cy(V)) =~ Fx F. Se C(V) ~ M,(D), onde D € ACS(F),
entao C(V) ~ ]/\/[\n(D) como algebras graduadas.

TEOREMA 5.16. Seja (V,q) um espaco quadratico. Entao,

type C(V,q) = dim V(mod 2).

DEMONSTRAGAO. Sejam n = dimV e eq,...,e, uma base ortonormal de V.
Definamos z = e --- e, € C(V) e escrevamos Z(C(V)) = F & Z;.
Caso 1. n ¢ impar. Como e;e; = —eje; para ¢ # j, claramente z comuta com todos

os e; e desse modo z € Z;. Isso implica que Z; # 0, ou seja, C(V') é do tipo impar.
Caso 2. n ¢é par. Claramente, e;z = —ze; para todo ¢, e desse modo e;e;z = ze;e;
para todos 7,j. Em particular, z € Z(Cy(V)) e assim Cy(V') ndo é uma F-dlgebra
graduada central. Por 4.46(2) deduzimos que Z; = 0, i.e., C(V) é do tipo par.

O

TEOREMA 5.17. §(C(V,q)) = ds(V) € L.
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TEOREMA 5.18. Seja A uma algebra graduada que tem um elemento z € A; N
Z(A) tal que z* = § € F*. Entao para qualquer espago quadratico (V,q) existe um

isomorfismo de algebra
(ARC(V))g =~ Ay ® C(=3 - q).
DEMONSTRAGAO. Seja B a subdlgebra graduada
Colq) @z Ci(q) S (A®C(q))o-

Claramente, B comuta elemento com elemento de Ay = Ay ® 1, e desse modo B e Ay
geram (ARC(q))o. Se v €V, o quadrado de zv =z®v € Bé —22@v2 = —§ - ¢(v).

Assim, a regra v +— zv € B induz um isomorfismo de dlgebras C'(—=4 - q) ~ B. g

COROLARIO 5.19. Para qualquer forma ¢ e qualquer d € F'* existe um isomor-
fismo de algebras Cy((—d) L q) ~ C(d - q).

COROLARIO 5.20. Para qualquer forma ¢ e qualquer a € F™* existe um isomor-

fismo de algebras

Cola - q) ~ Cy(q).

1. Os Invariantes de Clifford, Witt e Hasse
A propriedade
C((Vig) L (V',d) = C(V,q)&C(V',¢)
implica que a aplicacao
(V.q) = (C(V,q)) € BW(F)
¢ um homomorfismo do mondide M (F') no grupo BW (F'). Este, por sua vez, pode
ser estendido, via propriedade universal, a um homomorfismo de grupos
T W(F) — BW(F)

Como (C(mH)) ¢é a identidade em BW (F') podemos fatorar I' através de W (F).
Também denotaremos o homomorfismo induzido de W(F') em BW(F') por I', e o
chamaremos de invariante de Clifford.

Na Proposicao 3.10 mostramos que f : W (F)/I*F — Q(F) definido por

f(V,q) = (dim V(mod2), d=(V; ¢))

¢ um homomorfismo. Usando 5.16 e 5.17 e 4.54, vemos que o invariante de Clifford in-

duz um homomorfismo v de I?F no grupo de Brauer B(F). Assim, temos o diagrama
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comutativo:

(%) 0——=I°F W(F) o — 0
ok
0 —= B(F) —'= BW(F) ~—~ Q(F) —=0
LEMA 5.21. Para qualquer a,b,c € F* temos

(bt = (252 € BeF)

DEMONSTRAGAO. E suficiente calcularmos I'({a,b, ¢, abc)). Dessa maneira, tra-

balharemos na categoria das algebras graduadas. Por 5.19,

Colla.0) = C({ab ~ac) = (=)

como &algebras nao graduadas. Assim, por 5.14(1) temos um isomorfismo de élgebras

graduadas
C((a,b,e)) ~ (#) BC((—abe)),

onde o primeiro fator é visto como uma algebra graduada concentrada no grau zero.

Usando 5.10, e a lei associativa obtemos

Cllasbcsabe)) = (2= ) Bo((—abe ).
Por 5.12 concluimos que I'({a, b, ¢, abc)) é precisamente i (—’“bj;“c) , 0

COROLARIO 5.22. ({1, —a) ® (1, —b)) = (%)
Na sequéncia, o simbolo Quat(F) serd utilizado para representar o subgrupo de

B(F) gerado pelas classes de todas as dlgebras de quatérnios.
COROLARIO 5.23. ~(I3(F)) = {1} e y(I*F) = Quat(F).

DEMONSTRAGAO. Recordemos que IF é aditivamente gerado por (1,—a) (a €
F*). Desse modo, I?F ¢ aditivamente gerado por (1,—a) @ (1,-b) (a,b € F*).
A segunda conclusdo segue assim do coroldrio acima. Também temos que I3F é
aditivamente gerado por

v =(1,—a)® (1,-b) ® (1, —c) = (1, —a, —b, ab) — (¢, —ca, —cb, caby € W (F)
Por 5.21

v({c, —ca, —cb, cab)) = (c%;%) - (‘%’) = 7((1, —a, —b, ab)).

Portanto, y(¢) = 1
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COROLARIO 5.24. Seja f = (1,—a) ® (1,=b) e g = (1, —¢) ® (1,—d). Se f
g (mod I3F), entao f = g.

Uma consequéncia do Coroldrio 5.22 é que o diagrama (*) pode ser reescrito como

2 W(F

0 o B ) — 0
A L

0 — = B(F) —= BW(F) -1~ Q(F) —=0

onde 7 e I' sdo homomorfismos induzidos por v e I

Se F' =R, entao I' é um isomorfismo e

7
BW(R) ~ —.
(R) =~ o
Esses resultados seguem dos fatos
W(R) ~Z,
IR Z B(R)
PR 27
e que v envia (1,1,1,1) no gerador (==—) € B(R).

Na demonstracao do Teorema 4.54 obtemos ¢ : Q(F) — BW (F) dada por
t(1,a) = (C((a))), 1(0,a) =(C((=a,1))) Va € F"
com as seguintes propriedades:

Através dessa aplicagao, cada elemento b de BW (F') pode ser escrito unicamente na

forma
b=a-t(ed),

onde a € B(F). A partir da t também podemos considerar A : Q(F) x Q(F) — B(F)
dada por A(x,y) = t(z)t(y)t(xy)~'. Se definirmos em B(F)x Q(F) um produto dado

por
(D,z)-(E,y) = (D - E-Alz,y),z - y)

entao (B(F) x Q(F),-) é um grupo abeliano isomorfo a BW (F).

TEOREMA 5.25.

(1) A((1, ), (1,0)) = A((0, ), (0
(2) A((1,a), (0,0)) A((O,b),(lﬂ))

€ Quat(F).
=) € Quat(F).

#

(=
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DEMONSTRAGAO. Por definicao
A((1,a),(1b)) = C{a)@()®(1,ab)~"!
= T({a,b, 1, —ab)) = (“}f’) € B(F)
através de 5.21. Os calculos restantes sao inteiramente analogos. U

Esse teorema nos fornece a seguinte tabela de multiplicagao em BW (F) ~ (B(F)x

Q(F)7'>

TEOREMA 5.26. Para quaisquer a,be F*

(1) (D,1,a) - (E,1,b) = E-(%),0,—ab) € BW(F)
(2) (D,0,a)- (E,0,b) = (%)Oab eBW()
(3) (D,0,a) - (E,l,b) E(%22),1,ab) € BW(F)
(4) (D,0,a)~" = (D~ (““) @)

(5) (D,1,a)7' = (D7, 1,a).

TEOREMA 5.27.

(1) Se type(A) =1 entao (A) = ([Ao],1,0(A)) € BW(F).
(2) Se type(B) = 0 entao (B) = ([B],0,0B) € BW(F).

DEMONSTRAGAO. (1) Temos nesse caso A ~ (Ag)®Z(A), como algebras gradu-
adas, e Z(A) ~ C((5)) (6 = 6(A)). Assim. temos (A) = [Ap]t(1,d) e isso implica
(4) = ([Ag]. 1, 5(4)).

(2) Escrevendo (B) = (z,0,9) (0 = 6(B)) devemos determinar z. Consideremos
a multiplicagao de (B) por (C(({1))), usando 5.26(3) o resultado é

(C((1)®B)) = (x - (%) ,1,-9).

Como type(B) = 0, x é a classe da componente zero de C'((—1))®B. Usando 2.21
temos
z = [(C(-1)@B)o] = [F ® B] = [B] € B(F).
U

COROLARIO 5.28. Sejam A, B € AGCS(F). Assumamos que ou A, B sdo ambas
do tipo fmpar ou §(A), §(B) sao diferentes de 1. Entao A ~ B se, e somente se,
(A) = (B) € BW(F) e dim A = dim B.

Continuando o uso da notacgao tripla, podemos expressar o invariante de Clifford

de um espaco quadratico V na forma

L(V) = (¢(V),dim oV, d.V)
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onde ¢(V') € B(F) e dim (V significa dim V' (mod 2). Por 5.27 temos:

| [Co(V)] € B(F) se dim V impar
d”‘{ O]  BUE) so dim V par

Essa ¢ é entao uma funcao ¢ : W(F) — B(F') e é conhecida como invariante
de Witt. Ela nao ¢ um homomorfismo sobre W(F') embora seja sobre I*F (no
qual ¢ = 7). As férmulas de ¢(U L V) em varios casos podem ser interpretadas

imediatamente de 5.26 como segue:

PROPOSICAO 5.29.  Sejam (U, f) e (V, q) espagos quadréticos, entao:

d, U, dV
F

se dim U e dim V' sao ambos impares ou ambos pares, e

duU,dyV
F

cULV)=cU)-c(V)- (

c(ULV)y=¢cU) e(V)- (
se dim U ¢é impar e dim V' é par.

DEFINIGAO 5.30. Se {(ay,...,a,) é uma diagonalizacao de V' definimos o invari-
ante de Hasse , s(V'), como sendo a classe de
H <ai, aj)
i<j F

em B(F).
PROPOSICAO 5.31. s(V') ndo depende da diagonalizagao escolhida para defini-lo.

DEMONSTRAGAO. Relembremos que quaisquer duas diagonalizagoes de um mesmo
espaco quadratico sao cadeia equivalentes. Assim, é suficiente comparar os dois pro-
dutos definidos por (a, b, as, ..., a,) e {¢,d,as,...,a,), onde {a,b) = (c,d). A tltima
isometria implica que ab = cd € F*/F*? e (an) ~ (%d) O produto formado pela
diagonalizagao (a, b, as, ..., a,) é igual a

(%b) (a,agl.:..an> (b,a3l.?..an) H <%>

3<i<y

(5 () ()

3<i<j

o qual é precisamente o produto formado pela segunda diagonalizagao (¢, d, as, . . ., a,).
OJ

PROPOSICAO 5.32. Sejan =dim V.
(1) Se n = 1,2 (mod8) entao c¢(V) = s(V).
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(2) Se n = 3,4 (mod8) entao ¢(V) = s(V) - <_1_wa))

(3) Se n = 5,6 (mod8) entdo (V) = s(V) - (=12).

F
(4) Se n = 7,8 (mod8) entao ¢(V) M) :

F

Il
V>
—~
<
S~—
/N

Podemos escrever essas quatro afirmacoes numa tnica férmula por

(A) (V) =s(V)- (%‘W» (%)6

onde € = w ed = ("H)”("Q;l)("_m. Nesse caso, se [V] € I?F com dim V = 2m

temos
m(m—1)
—1,—1

B =) ()

DEMONSTRACAO. Aplicaremos inducao sobre n, e mostraremos como fazer a

etapa de indugdo no caso n = 8r + 1. escrevamos V' = (a) L U, onde dimU =

0(mod 8). Por 5.29 temos
) = o) (Z45)

c(U) = s(U) - (%‘lw)) .

Combinando essas equagoes, vem

e por indugao

d(Uu
) = s (25 =),
F
como em (1). Os outros casos sao semelhantes, e as férmulas (A) e (B) seguem por

mera inspecao. U

Vejamos agora como esses invariantes podem determinar completamante uma

forma quadratica dadas certas hipoteses.

TEOREMA 5.33. Para formas ¢, ¢ tais que dim ¢ = dim ¢ < 3 as seguintes

sentencas sao equivalentes.

(1) q,q sao isométricas;
(2) d(g) = d(¢) e c(q) = c(q);
(3) d(g) = d(q) e s(q) = s(¢).

DEMONSTRAGAO. Precisamos provar somente (3) = (1), pois o resto é trivial. O
caso binédrio ja foi tratado no Corolario 2.20, assim, asumamos ¢ e ¢’ formas terndrias.

Consideremos d ser o determinante comum de ¢ ¢. Célculos imediatos fornecem,
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s({(—d) - q) = s(q) (_dlg_d) . Substituindo ¢ e ¢’ por (—d)q e (—d)q’, podemos assumir

que o determinante comum é —1. Escrevamos
q= <IL‘, Y, —l’y), q/ = <ZE,, ?J,7 x'y'>.

Entao s(q) = (%2) e s(¢) = <%y/> Como elas sao iguais (por (3)) temos

<17 —Z, Y, xy) = <17 _37,7 _y/> xly/>'

Por 2.15. Cancelando (1) deduzimos que ¢ = ¢'. O

PROPOSICAO 5.34. Suponha que toda forma de dimensao 5 sobre F' é isotrdpica.

Entao duas formas ¢, ¢’ sdo isométricas se, e somente se, dim ¢ = dim ¢/, d(q) = d(q’)
e s(q) = s(q').

DEMONSTRAGAO. (=) Obvio.

(<) Se a dimensao comum n é < 3, o resultado segue do Teorema 5.33. Agora
suponhamos n > 4. As hipdteses entao implicam que ¢, ¢’ representam 1. Digamos que
g~ (1) Lypeq ~ (1) L. Claramente, p, ¢’ tém a mesma dimensao, determinante,

e invariante de Hasse. Por inducao, temos ¢ ~ ¢’ e dai ¢ ~ ¢'. U

Atualmente existem resultados melhores na literatura. Por exmplo, em 1972, R.
Elman e T.Y.Lam, provaram que formas quadraticas sobre um corpo F' sao classifi-
cadas por dimensao, determinante e invariante de Hasse se, e somente se, I°F = 0.
Muitas outras informacoes podem ser ditas a respeito desses invariantes sobre as

formas quadraticas, contudo pararemos nossa discussao por aqui.

2. Periodicidade Real e Mdédulos de Clifford

Nessa se¢ao estamos inicialmente interessados em calcular a algebra de Clifford

de espacos quadraticos da forma

p(1) L q(-1),
com p,q > 0. Em seguida discutiremos a questao da representagao dessas algebras.

Para simplificar a notacao escrevemos
CPe = C(p(1) L q(=1)).
PROPOSICAO 5.35. Existe um isomorfismo de algebras graduadas
CPHmIt 0 N (CP9).
DEMONSTRAGAO. Da decomposicao ortogonal

~Y
Pptngtn = Ppqg L Pnn
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temos
Crimatn o~ Crag o,
Mas, pelo Corolério 5.12
C™" o~ Mon (F).

Assim, pelo Corolario 4.40 do capitulo 4, vem:

CPHMtn o OPIR My (F) o My (CP9).

PROPOSIGAO 5.36. (”Periodicidade 8” ) CP+8:4 ~ Mys(CP1) ~ CPa+8,

DEMONSTRACAO. E suficiente provarmos o primeiro isomorfismo pois o segundo

¢ andlogo. Consideremos inicialmente o caso quando p = ¢ = 0. U

Assim, reduzimos nosso problema ao calculo de CP? e C%9, com 0 < p,q < 7.
Podemos calcular essas algebras em termos das dlgebras graduadas O, %0, C%! ¢

C%? denotadas respectivamente por X, Y, Z e W. Como sabemos, via exmplos 5.7

e 5.8,

X ~ F(y/-1), Y:<_1]’;1>, Z~F\/1) e W:<_1]’;1>.

As outras dlgebras de Clifford sdo dadas como segue:

oo fojtj2] 3 | 4 | 5 [ 6 | 7 |
COlPIX[Y Yoz |[YeWw|M(XeW)| MW) | My(2)

Especializaremos nossas informacoes agora para as algebras nao graduadas. Como
tais, Z ~ F x F e W = My(F) porém, X e Y dependem de certas propriedades de
corpo F'. Precisamente, existem trés casos a serem considerados:

Casol —1€ F*2 (X ~ F x F, Y ~ My(F)).

Caso 2 —1 ¢ F*? mas é uma soma de dois quadrados (X = F(y/—1) é um corpo e
Y = My(F)).

Caso 3 —1 nio é uma soma de dois quadrados (X = F(y/—1) é um corpo e Y =

(=%1) ¢ uma algebra com divisio).
No Caso 1 temos C™° ~ C%". Além disso, C*° ¢ hiperbdlico e
Cr20 = OPORMy(F) = My(CO7),

Temos entao ”periodicidade 2”nesse caso:
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| Casol | 0 | 1 | 2 ] 3 |
[C0~C0 ] F | FxF | My(F) | Ms(F) x Ms(F) |
e

No Caso 2 temos (1,1) ~ (—1,—1) e assim,
CPH0 ~ CPOZNL(F) ~ My (CPP).

Desse modo, temos aqui ”periodicidade 4”.

| Caso2] 0 | 1 | 2 ] 3 |
0 [ F X Mo(F) | Ma(F) x Ma(F)
oo [ F FxF Vo (F) Mo (X)

| I 5 | 6 | 7 |
T ML) | LX) | Ma(F) | Ma(F) < Ms(F)
COT [ My (F) | MG(F) x ML(F) [ My(F) | a(X)

No Caso 3 na@o temos simplificagoes maiores além das usuais X x M, (F) ~
M, (X), M.(Ms(F)) >~ M,s(F),..., etc. Temos assim a seguinte tabela de leitura.

’ Caso 2 \ 0 \ 1 \ 2 \ 3 ‘
cono F X Y Y xY
con F FxF M,y (F) My (X)

| I 5 | 6 | 7 |
C™0 | My(Y) My (X) Mg(F) | Mg(F) x Mg(F)
COn [ My(Y) | Ma(Y) x My(Y) | My(Y) Ms(X)

Nosso objetivo agora é saber qual o valor méximo k = pr(n) tal que C*~10 admite
uma represntacao n-dimensional sobre F. Os resultados a seguir trarao a resposta
procurada e para a demonstracao dos mesmos faremos uso de certas propriedades dos

anéis semisimples (vide Apéndice B).

LEMA 5.37. M,,(F) é mapeado em M, (F) (como uma F-algebra) se, e somente

se, m divide n.

DEMONSTRAGAO. Usaremos a equivaléncia 6bvia segundo a qual uma tal fungao
existe se, e somente se, F" pode ser tornado um M,,(F)-médulo. Como M, (F)
é simples, entao todo F™ é M,,-médulo semi-simples. Seja entao Uy & ... @ U, a
decomposi¢ao em soma direta em moédulos simples. Como o tinico médulo simples de
M, (F) é F™ temos
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Para mostrar a reciproca basta identificarmos F"™ com M,,x,(F") e definirmos a acao
de M,,(F') sobre M,,, através da multiplicacao de matrizes. O

TEOREMA 5.38. Suponha n = 2%ng, onde ng é impar. Entao pp(n) = 2a + 2.

DEMONSTRAGAO. Escrevamos m — 1 = 2s+4 (i = 0 ou 1). Pelo Caso 1,
Cm L) ~ Mys(F)sei=0, e

C™ 10 ~ Moo (F) x My (F)

se i = 1. Assim, pelo Lema 5.37, C™ 10 é§ mapeado em M, (F) se, e somente se,
2%|n, i.e., se, e somente se, s < a. O maior valor possivel para m nesse caso é p(n) =
2a + 2. U

LEMA 5.39. M, (X) é mapeado em M, (F) (como uma F-algebra) se, e somente

se, 2m divide n.

DEMONSTRAGAO. A prova é analéga a feita no Lema 5.37. A tnica observacao a

a ser feita é que o tnico M,,(X)-médulo simples tem dimensao 2m. O

TEOREMA 5.40. Suponhamos n = 22**’n4 onde ng é impar e b = 0 ou 1. Entao
pr(n) = 4a + 4°.

DEMONSTRAGAO. Escrevamos m—1 = 4s+i (0 < i < 3). Pela ”4-periodicidade”,

Cmfl,O é
M225 (}7)7 ou MQQS (X), ou M225+1 (F) ou M22s+1 (F) X M225+1 (F),

de acordo com i = 0,1,2 ou 3. Se b = 0, o maior m para o qual C™ ¥ ¢ mapeado em
M,,(F) é obtido considerando s = a e i = 0, e isso fornece m = 4a+ 1. Analogamente,
para b = 1, o maior m é obtido considerando s = 0 e ¢« = 3, o qual fornece m =
da +4 Il

LEMA 5.41. M,,(Y) é mapeado em M, (F) (como uma F-algebra) se, e somente

se, 4m divide n.

DEMONSTRAGCAO. A demonstracao desse lema se da de forma analoga a do Lema
5.39. 0

TEOREMA 5.42. Suponha n = 2%n,, onde ng ¢ impar e 0 < b < 3. Entao,
pr(n) = 8a+2".
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DEMONSTRAGAO. Escrevamos m—1 = 8s+i (0 <i < 7). Pela ”8-periodicidade”,
C™=1 0 ¢ dado por

[ o ) [T o
i=0 Moy (F) i =4 My (Y)
= Mo (X) i=5 Myisi2(X)
= Mo (Y) = Maieis(F)
1 =11 My (Y) X Maas (Y) 1=1 M24s+3(F) X Maas+s (F)

Por 5.37, 5.39 e 5.41 temos os seguintes casos

] \ caso \ ] \ caso \
1=0 4s < 4a+b 1=4|4s5s+3<4a+b
7= 4s+1<4a+b 7= 4s+3<4a+b

1=24s+2<4a+b 1=6|4s+3<4a+b
1=3|4s+2<4a+b 1=T|4s+3<4a+b

Para b = 0, encontramos o valor maximo de m considerando s = a e ¢ = 0, i.e,

m = 8a+ 1. Para b =1, ele é obtido para s =a et =1, i.e., m =8a+ 2. Para b =2,
ele é obtido para s = a e i = 3, i.é., m = 8a + 4. Para b = 3 ele é obtido para s = a e
1=17,1.e, m=8a+ 8. U

Também podemos estudar os casos onde k = pl(n) é o valor méximo para o
qual C%*~! tem uma representacao n-dimensional sobre F. Os resultados para essas
situagoes sao totalmente analogos e os calculos sao paralelos aos anteriores, por isso,

seguem aqui apenas seus enunciados.

TEOREMA 5.43. Suponha n = 2%ng, onde ng é impar. Entdo, pf(n) = pr(n) =
2a + 2.

TEOREMA 5.44. Suponha n = 22%*Pn,. one ng é fmpar e b = 0 ou 1. Entdo,
pe(n) =4a+b+ 2.

TEOREMA 5.45. Suponha n = 2%*Pn,. onde ng é impar e 0 < b < 3. Entao,
pp(n) =8a+b+ 2] +2.

Apresentaremos na secao seguinte uma aplicacao das ferramentas desenvolvidas
até agora. Trata-se do problema das formas quadraticas de composicao que é assunto
de interesse nos estudos de espagos projetivos, variedades Grassmanianas, campos de

vetores sobre esfera, etc.
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3. Formas Quadraticas de Composicao

No Disquisitiones arithmeticae, obra prima de Gauss publicada em 1801, ex-
iste uma se¢ao dedicada a um estudo sistemaético da aritmética das formas quadraticas
bindarias, mais especificamente, aquelas cujos coeficientes sao inteiros. Em suas pesquisas
a respeito desse assunto, Gauss introduziu o conceito de formas quadraticas de com-
posicao. Se f, g, h sdo formas quadraticas bindrias com coeficientes a, b, ¢;a’, b, c'; A, B, C
respectivamente, entao ele dizia que h é a composta de f e g (ou o resultado da com-

posicao de f e g) se a equagao

f(§17€2) ' 9(7717772) = h’(CbC?)

é verdadeira para quaisquer &£1,& e 11,10, onde (7 e (o sao formas bilineares com
coeficientes inteiros.

Seguindo os passos de Gauss, algebras de composi¢cao mais gerais foram consider-
adas. Num artigo de Hurwitz ele expoe o seguinte:

"No dominio das formas quadraticas de dimensao n, uma teoria de composicao
existe se para qualquer trés formas quadraticas ¢, 1, x de formas quadraticas regulares

a equacao
90(1"17 s 7xn)77b(y17 s 7yn) = X(Zla s 7Zn)

pode ser satisfeita por uma escolha de uma aplicacao bilinear conveniente que envia

(T1y e Ty Y1y e o5 Yn) €M (21,0, 2p)-
No texto presente estudaremos o seguinte problema: Sejam (V, ), (U, \) espagos

quadréticos. Existe uma aplicagao bilinear de V' x U em V| (x,y) — xy, tal que

(29) p(xy) = ¢(x)A(y)

quaisquer que sejam x € V ey € U?
Facamos algumas dedugoes a respeito de (29). Denotemos por A e B as formas
bilineares sobre U e V associadas as formas quadraticas A e ¢ respectivamente. Para

xeUey,z eV, temos
Blx-yx7) = glp(x(y+7)~plx-y)~ p(x 2)

= A\x)- %[w(x +y) = o(y) — ¢(z)]
(30) = A(x)B(y,z)

Da mesma maneira, para B(x-y,w-y) (x,w € U, y € V) obtemos

(31) B(x-y,w-y)=Axw)p(y)
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Exibimos agora uma normalizacao para facilitar os célculos futuros. Considere u € U
um vetor qualquer com A(u) = a # 0. Entdo, a agdo de u por multiplica¢ao sobre V'

¢ um isomorfismo linear. de fato, se u-y = 0, entao para cada z € V,
0=DB(u-y,u-z)=a-B(y,z) = B(y,z) = 0.

Como B é regular, y deve ser igual a zero. Definiremos agora uma nova aplicagao
bilinear. Parax € U ey € V, seja x*y o unico vetor em V tal que u- (x*y) =x-y.
Avaliando ¢ em ambos os lados, obtemos ap(x*y) = A(x)p(y). Se X denota a forma
quadratica a='A sobra U temos p(x *y) = N (x)p(y). Facilmente checa-se que x é
uma aplica¢do bilinear. Finalmente, notemos que A (u) = 1 e que a defini¢ao de
forca uxy =y paratodoy € V.

Com essa normalizagdo podemos assumir que A(u) = 1 e u age como a identidade
sobre V.

TEOREMA 5.46. Suponhamos que encontramos uma tal normalizacao. Considere
Up o complemento ortogonal de F' - u. Entao a édlgebra de Clifford C(Uy, —\) admite

uma F'-representacao sobre V.

DEMONSTRACAO. Para qualquer x € Uy, denotemos por Ly a multiplicacao por
x sobre V. Se y € V, temos

By, Lx(y)) = B(u-y,xy) = A(u,x)¢(y) = 0.
De 0 = B(y + z, Lx(y + z)) obtemos
(32) Bly, Lx(2)) + B(z, Lx(y)) = 0
Se trocarmos z por Ly(z) vem

B(y, Ly(z)) = —=B(x-z,x-y) = —A(x)B(y, 2),
ie.,

Bly. (L% + A(x) - 1y)z) = 0
onde 1y denota a aplicagao identidade sobre V. Consequentemente,
L2 = —\(x)ly € EndpV,

sempre que x € Uy. Isso mostra que a regra x +— Ly define um homomorfismo de

F-algebras de C(Up, —\) em EndgV. O

Aplicaremos o Teorema 5.46 ao caso classico A ~ m(1). Como A representa 1,
na normaliza¢ao isso ndo muda. Iniciando com qualquer u € U tal que A(u) = 1,
o espago quadratico (U, —\) do Teorema 5.46 é justamente (m — 1) - (1). Usando a

notagao C(Uy, —\) = C™ 10 cocluimos o seguinte de Teorema 5.46.
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TEOREMA 5.47. Se A = m(l), uma condi¢io necessdria para a férmula de
composicao (29) existir é que m < pp(n), onde pr(n) é determinado como em 5.38,
5.40 e 5.42. Analogamente, se A = (1) L (m —1)(—1), entdo uma condicao suficiente
para que (29) exista ¢ que m < plx(n), onde pl»(n) é determinado como em 5.43, 5.44
e 5.45.

COROLARIO 5.48. Em geral (sem restrigoes sobre \), uma condi¢ao nescessdria
para a férmula de composi¢ao (29) existir é que m < 2a + 2, onde n = 2%y (ng

impar).

DEMONSTRAGAO. Suponhamos 29 verdadeira. Seja K um extensao de corpo
qualquer de F. Podemos mostrar, mediante cdlculos, que (K @ UK ® A\) e (K ®
V, K ® ) tém as mesma férmulas de composigao que U, V', sobre a extensao escalar
da aplicacao bilinear original. Passando ao fecho algébrico de F', podemos assumir

que A ~ m(1). A fungdo pp(n), nesse caso, nos da m < 2a + 2, onde n = 2°n,. O

TEOREMA 5.49. (Hurwitz) Seja (V, ¢) um espago quadratico regular sobre F'.
Se existe uma aplicagao bilinear V' x V' — V| denotada por (x,y) — x -y, tal que

o(x-y) = o(x)p(y)para todo x,y € V, entdo dim V' = 1,2,4, ou 8.

DEMONSTRAGAO. Nesse caso epecial U =V, m =ne X = p. Sen = 2%y (ng
fmpar), entao 5.48 forga 2a + 2 > 2%ng. Isso s6 é possivel para 0 < a < 3 e ng = 1.
Assim n =1,2,4 ou 8. O



CAPITULO 6

Algebras Ciclicas

Nesse capitulo vamos construir uma classe de algebras centrias simples utilizando
ferramentas bésicas da teoria de Galois. Uma das aplicagoes importantes é a con-
strugao, onde for possivel, de algebras com divisao nao comutativas sobre corpos.

Seja K uma extensao galoisiana ciclica finita, de grau n, do corpo F' com grupo
de Galois G = Gal(K|F'). Seja 6 o gerador de G. Dado um elemento a € F, estamos
interessados em saber a respeito da existéncia de uma F-dlgebra A, tal que A como
um K-espaco vetorial esquerdo tem base consistindo das poténcias 1,7,...,5% ! de

um elemento j e valem as relacoes
j"=a, ja=0(a)j VaeK.)

Uma tal algebra é chamada de algebra ciclica e a representamos por A = (K|F, 60, a)
(ou C(a) caso K e 6 estiverem claros pelo contexto).

A motivacao para a definicao e o estudo dessa classe de algebras nesta dissertacao
sao basicamente duas. A primeira decorre do fato de que tais algebras sao uma gen-
eralizacao da algebra dos quatérnios H. Confirmamos essa afirmagao com o exemplo

a seguir.

ExeEMPLO 6.1. Consideremos a algebra dos quatérnios H. Como sabemos, C é
uma extensao ciclica de R de grau 2 e com grupo de Galois G = {I,6} onde 6 é a

conjugacao complexa. Notamos facilmente que H é gerado por R e j e que
Jja = (9(04)], j2 = -1

Portanto, H é uma algebra ciclica.
A segunda é que para determinadas classes de corpos toda dlgebra central simples

é ciclica, como ilustrado pelo importante e celebrado teorema:

TEOREMA 6.2. (Hasse-Brauer-Noether) Se F' é um corpo numérico, entao
toda F-dlgebra central simples é ciclica.

Existem outras classes de corpos, por exemplo os corpos da forma F'(t) com F
algebricamente fechado, para as quais toda algebra central simples é ciclica. Por outro
lado, existem exemplos de Albert e Amitsur (ver [10]) que mostram que a inclusao

85
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{&lgebras ciclicas sobre F'} C { algebras centrais simples sobre F'}

pode ser estrita.

Faremos agora a exposicao de alguns resultados a respeito dessas algebras que
mostram como elas sao fontes de exemplos de algebras com divisao nao comutativa.
Um resultado importante nesse sentido é o Critério da Norma de Wedderburn
que discutiremosmais adiante.

Para fixar notacao escreveremos os elementos de F' por a,b,... os elementos de
K por a,(3,... e os elementos de G por #,¢,.... A norma de um elemento v serd

denotada por N(7) e o conjunto das normas de elementos de K* por N(K*).

PROPOSIGAO 6.3.  Se existe v € K* tal que b = N(7)a entao C(a) é isomorfo a
C(b) como F-élgebras. Em particular, se a € N(K*) entao C(a) ~ C(1) ~ M, (F).

DEMONSTRAGAO. Para a primeira parte é suficiente considerar o isomorfismo
que ¢é a identidade sobre K e que envia 77 em j. Para a segunda parte, resta-nos
demonstrar que C(1) ~ M, (F). Para isso, denotemos o anel das aplica¢oes F-lineares

de K em K por Endg(K) e identifiquemos o subanel
{al,,: € K}

com o corpo K. Com essa identificacdo, considere o subanel A de Endp(K) gerado

por produtos dos elementos de K com elementos de G. Temos,

fa(B) = 0(af) = 0(c)0(05),

ou seja, o = O(«)d. Com isso concluimos que A, como um K-espago vetorial, é gerado
por GG. Pelo lema da independéncia de Dedekind, os elementos de GG sao linearmente
independentes sobre K. Logo, dim xA = n. Como dim K = n, entdo dim pA = n?
e dai que A = M, (F). Do fato que G é ciclico segue que A é gerado por 1,6,..., 0"}
e

O =0(a)d, 0" =1.
Portanto, de fato C(1) ~ M, (F). O

Traduzamos esse teorema no caso onde F' = R, K = C e § = conjugacao complexa.

Para o« = a + bi temos
N(a+bi) = (a+ bi)(a — bi) = a® + b?

Como F*/F*? = +1 entao, a menos de isomorfismos, temos exatamente duas dlgebras

ciclicas correspondentes a a = 1 e a = —1; elas sao respectivamente, M(R) e H.

PROPOSIGAO 6.4. A= (K|F,0,a) € ACS(F) e dim pA = n?
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DEMONSTRAGAO. Célculos imediatos sobre elementos da forma «gj® mostram
que A é associativa. Mostraremos agora que A é simples. Para isso, assumamos
a C A um ideal bilateral nao nulo. Seja f = ag +a1j + ... + ap_15" ! € a nao nulo

com «; € K. Para todo o« € K temos
fi = (w+ayj+... o1 HNa—alag+ayj+...+an15")
= a(0(a) —a)j+ ...+ an_1(0"a) —a)j" " €a.
Multiplicando f; por j obtemos um elemento nao nulo da mesma forma de f mas
com menos parcelas. Repetimos o argumento acima até o resultado ser um elemento
da forma «j' € a que como sabemos, é um elemento invertivel. Para provarmos que

A ¢ central, consideremos f = ag + a1j + ... + a,_1j" ' € Z(A). Para todo a € K

temos

(33) af = fa.
Se existisse 1 < i < n — 1 tal que a; # 0 entao de (33) §'(a) = a para todo a € K.

Mas isso é um absurdo, logo f = ag. Que a € F segue da igualdade

jo = 0(a)j.
|

OBSERVAGAO 6.5. Outra propriedade de uma &lgebra ciclica A = (K|F,0,a) é
que ela se decompoe sobre K. Essa propriedade é consequéncia de 4.20.
Seja V o grupo aditivo subjacente de C(a), V = K1+ Kj+...+Kj"!. Olharemos

para os elementos de V' como polindmios em j com coeficientes em K.
LEMA 6.6.

(1) Sejam f,g € V. Se gr(f) + gr(g) < n entdo gr(fg) = gr(f) + gr(g) e o
produto fg em C(a) ¢ independente de a.

(2)Se f=4"4+a 1" ' +...+a € V,com 1 <7 <n-—1, entao existe
g=J""+ Bur 1"+ ...+ By (independente de a) tal que para cada
a € F* gr(gf) < gr(f). Além disso, os termos nao constantes de gf sao

independentes de a e o termo constante de gf em C(a) é a + Fyp.

DEMONSTRAGAO. (1) Imediato

(2) Consideremos um produto

(" 4 Barer T B (T F T L ),

r

onde os (35 sao determinados recursivamente. Fazendo o coeficiente de 7" no pro-

n—r—1

duto igual a zero determinamos (3,_,_1, fazendo o coeficiente de j igual a zero

determinamos [. O
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PROPOSIGAO 6.7. C(a) é isomorfo a C(1) se, e somente se, a € N(K™).

DEMONSTRAGAO. se) Ver Proposicao 6.3.
somente se) C(a) ~ C(1) ~ M,(F) tem um ideal esquerdo I tal que o espago
quociente C(a)/I tem dimensao n sobre F' (dimensao 1 sobre K). Em C(a) um ideal
esquerdo principal é gerado por um polinémio moénico de grau minimo. Como C(a)/I
¢ unidimensional sobre K, I = C(a)(j — ) para algum o € K. Para f = j —a e g,
como no Lema 6.6, gf tem grau menor ou igual a 1 e f nao é a unidade, logo gf = 0.

Calculando os coeficientes de g segue que a = N(«). U

COROLARIO 6.8. Temos os seguintes resultados

(1) Se a ¢ N(K*) entao C(a) ¢ um anel de matrizes sobre uma algebra com
divisao central.
(2) Sejan = [K : F] um nimero primo. Se a ¢ N(K*), entdo C(a) é uma élgebra

com divisao.

DEMONSTRAGAO. (1) Pelas proposicoes 6.4 e 6.7, C(a) € ACS(F) e C(a) 2
M, (F). Assim, C(a) ~ My(D), onde D ¢é uma &algebra com divisdo central simples.
(2) Como C(a) ~ M,(D) calculando as dimensoes temos n? = s*t, onde t = dim pD.
Dessa maneira, ou s = n et = 1 com C(a) ~ M,(F) ou s = 1 e t = n® Pela

Proposigao 6.7 segue a segunda possibilidade e dai que C(a) ~ D. U

No capitulo 2 mostramos como representar a algebra ciclica H por matrizes sobre
C. Agora estamos interessados em realizar o mesmo procedimento para uma algebra
ciclica qualquer. Para isso, consideremos C(a) como um K-espago vetorial esquerdo.
Para cada f € C(a) a multiplicagao direita por f é uma transformagao K-linear
e podemos representd-la por uma matriz M(f), digamos, através de uma K-base
escolhida, por exemplo, a base 1,j,...,7" 1. Calculemos M(f) de um elemento f
geral de C(a). Para a € K, j°a = 0°(a)j® e assim M («) é uma matriz diagoanal com
entradas a, 6(a),...,0" '(a). Agora

. J5tT se s+r<n-—1
’=9 .

JSTTT se s+r>n

assim

- (8 1)

Agora considere 1 < r <n-—1le f =7 4+a_17" '+ ...+ ap Entao M(f) =
M) 4+ M (1) MG 1) + ...+ M(ap).
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TEOREMA 6.9. (Critério da Norma de Wedderburn) Seja F' um corpo in-
finito. Se af, ¢ N(K*) para algum 1 < r < n — 1, entao C(ag) é uma &lgebra com
divisao.

DEMONSTRAGAO. Se C(ap) nao ¢ uma élgebra com divisdo, entao ela tem divisores

de zero. Escolhamos um divisor de zero f de grau minimo e sem perda de generalidade

com f monico. Digamos que
f=i"4+a 1 ' +.. .+

onde 1 < r < n — 1. Pelo Lema 6.6, existe um g com gr(gf) < gr(f), assim, pela
escolha de f, gf = 0 (f é uma unidade se gf é uma unidade) e, em particular, seu
termo constante é zero. O Lema 6.6 assegura que ag + Boag = 0, e dai Gypag = —ayp.
Agora consideremos o produto ¢gf em C(a) para um a arbitrario. Para todo a € F*,

novamente do Lema 6.6, temos que
9f = a+ Boao = a — ao,
e assim M (g)M(f) = M(a — ap). Calculando o determinante temos
(=)™ """ 4 4 N(B)] (=)™ a" 4 ... + N(ap)] = (a — ap)™

Isso é verdadeiro para todo a nao nulo no corpo infinito F', e desse modo essa expressao
¢ uma identidade em a, i.e., se substituirmos a por uma indeterminada x, entao essa
relagao é verdadeira no anel de polinémios K[z]. Como K[z] é um dominio fatorial

entao o lado esquerdo tem fatoragao (x — a)™. Assim, para o segundo fator temos
(=)0 4+ N(ag) = (=) (a — ap)".
O termo constante é entao
N(a) = (=) (1) (a0)” = (~1)"a,

com 72 = r mod 2. Finalmente,

como desejavamos. U

Enunciaremos agora uma série de resultados relacionados aos anteriores, cujas
demonstracoes originais dadas por Brauer eram muito dificeis sendo hoje em dia
corolarios de teorias mais sofisticadas de cohomologia de Galois.

Se A é uma algebra central simples sobre F' e se A ~ M,(F)® D, com D uma
dlgebra com divisdo sobre F', definimos o indice de A, indicado por ind(A), na

maneira seguinte
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ind(A) = dim (D).
Temos portanto [A] # 0 em B(F) se e somente se ind(A) > 2.

A demonstragao do teorema a seguir pode ser encontrada nas secoes 4.4 e 4.5 de
[9]. Indicaremos a ordem de [A] em B(F') por o(A).

TEOREMA 6.10. (Brauer) Com as notagdes acima temos:

(1) B(F') é um grupo abeliano de torgao, i.e. cada elemento [A] # 0 tem ordem
finita;

(2) o(A) divide ind(A) para cada [A] € B(F) \ 0;

(3) o(A) e ind(A) tem os mesmos fatores primos;

(4) se D é uma é&lgebra com divisao central sobre F' e se ind(D) = p{"* ---p'",
entao existem D;,i = 1,... r , algebras com divisao centrais sobre F' com

ind(D;) = p;"* e tais que

D~D®---®D,.
As algebras D; sao unicas a menos de isomorfismo.

Um resultado importante e que também descreve algebras centrais simples em

termos de dlgebras ciclicas é

TEOREMA 6.11. (Merkurjev-Suslin) Suponhamos que F' contém uma m-ésima
raiz primitiva da unidade w. Entao toda F-algebra central simples cuja a ordem no
grupo de Brauer B(F') divide m é semelhante a um produto tensorial de &lgebras

ciclicas da forma

(F'(%/a1)|F,01,b1) @ ... @p (F(/a,)|F, 6r, b,).
DEMONSTRAGAO. Vide [9]. O

Para corpos como nas hipdteses desse teorema ou de 6.11, ou para corpos do tipo
F(t), F algebricamente fechado, temos que o grupo de Brauer para estes é gerado

por algebras ciclicas e, em particular, usando os fatos:

(1) C(a,0) @ C(b,0) = C(ab,0) @p M,(F) (ver demonstracao em [10])

(2) a € F*= N(a) = a"
concluimos, por 6.3, [C(a,#)]” = 1 e que portanto o grupo de Brauer de tais corpos
sao de fato de torgao como previsto por 6.10 (1).

Fechamos a dissertacao lembrando que Hasse provou que se A é ciclica entao

0o(A) = ind(A) e que Brauer construiu um exemplo de dlgebra com divisdo central
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sobre um corpo com ordem menor do que o indice, que pode ser considerado o primeiro

exemplo de algebra com divisao central sobre F' nao ciclica, vide-se nota final de [6].



APENDICE A

O Teorema de Wedderburn

DEFINICAO A.1. Um ideal esquerdo I C A, préprio, é dito ser ideal esquerdo
minimal se: para I’ ideal esquerdode A, (0) G I'C I =1 =1

OBSERVAGAO A.2. Todo ideal esquerdo I de uma F-algebra A é um F-subespaco
vetorial. Uma consequéncia disso é que toda F-algebra A admite um ideal esquerdo

minimal.

PROPOSIGAO A.3. Se I é um ideal esquerdo minimal de A entao End4 () é uma

algebra com divisao.

DEMONSTRAGAO. E suficiente mostrar que todo ¢ € Ends(/) ndo nulo é in-
vertivel. Como ¢(I) C I e I é minimal entdo ¢(/) = I. Como kery C I segue
novamente da minimalidade de I que ker ¢ = {0}. Portanto, End (1) é de fato uma

F-algebra com divisao. U

PROPOSICAO A.4. Se I e J sao ideais esquerdo minimais em uma dlgebra simples

A entao
EndA(I) >~ EndA(J)
como F-éalgebras.

PROPOSICAO A.5. Se D é uma F-dlgebra com divisao central entao existe um

isomorfismo de F-dlgebras

My(F)® D ~ My (D).
DEMONSTRAGAO. Consideremos as seguintes subalgebras de M, (D):

D ={d- Ixn; d € D}

A ={ld;]; dij € F}
Temos os isomorfismos de algebras: D ~ D e A ~ M, (F).
Obviamente 1 € D N A e esses dois conjuntos comutam elemento com elemento.

Desse modo, podemos concluir sem dificuldades que D e A geram M, (D) e podemos
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escrever cada elemento de M, (D) da forma ) da com d € D e a € A. Consideremos

agora a seguinte aplicagao bilinear:
w:Dx A— M,(D)

definida por w(d,a) = d - a. Entao existe um tinico homomorfismo de F-élgebras
0:D®A— M,(D)

tal que p(d ® a) = da quaisquer que sejam d € D e a € A. Logo essa o é claramente

sobrejetiva. Como D ® A é simples, entdo ker ¢ = {0}. Portanto,
M,(F)® D~ A® D ~ M,(D).

OBSERVAGAO A.6.

(1) Para uma F-algebra com divisao e V' é um D-médulo esquerdo finitamente
gerado entao existe uma D-base tal como para os espacos vetoriais sobre
corpos. Por isso, podemos falar, em tal situagao, da dimensao de V' sobre D

(2) Sejam D uma F-algebra com divisao e V um D-médulo. Entdo Endp(V) ~
M, (D) como F-algebras, onde n = dim pV'.

Apos esses resultados e definicbes chegamos ao objetivo principal desse apéndice.
TEOREMA A.7. (Wedderburn) Seja A € ACS(F'). Entao existe uma algebra
com divisao D € ACS(F)) tal que
A~ M, (F)®FrD.
Além disso, o nimero n é unicamente determinado e D ¢é tnica a menos de isomor-

fismos.

DEMONSTRAGAO. Seja I um ideal esquerdo minimal de A. Pela Proposicao A.3
D = Endy4(I) é uma F-algebra com divisao. Provaremos que esse é o D do teorema.

Dividiremos a demonstracao em seis etapas:

1) Da defini¢ao da lei de composigao em D temos
p(x+y) =px+oy, (¢+1)x=px+ix,
(p)z = p(¥x), 1px =x.

Dai, podemos pensar I como um D-modulo.
2) Procuraremos agora definir um isomorfismo natural da algebra A na élgebra

Endp (7). Dado a € A considere o, : [ — I definida pela equagao

oa(x) =ax Vx € A.
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Claramente o, é uma aplicacao D-linear. Assim, temos uma aplicacao
A — Endp(I)

definida por a — 0,. Facilmente verifica-se que essa aplicacao é um ho-
momorfismo de F-algebras. O ntcleo dessa aplicagao é um ideal bilateral
logo, ele tem de ser o ideal nulo. Encontramos portanto um homomorfismo
injetivo de dlgebras.
Denotamos o anulador de um D-submédulo W de I por W). Para mostrar
que a aplicagao a — o, é sobrejetiva devemos mostrar que dado o € Endp(I)
existe a € A tal que o, = 0. Paraisso, consideremos uma D-base {z1, ..., 25}
para I Seja W; o hiperplano gerado por todos os vetores da D-base dada
exceto z;. Nao podemos ter Wz; = 0, pois caso contrario, W2l = 0 e
assim W; = W2 = I o que é um absurdo. Logo, Wz; # 0 e W2I = I.
Seja a; € W? tal que a;z; = o0z;; entdo a;z; = 0 para j # i. Fagamos
a=ay,...,a,. Entao
OaZ; = AZ; — Q;Z; — OZ;
Portanto, o, = o e de fato
A — Endp(I)
¢ um isomorfismo de F-algebras.
D e ACS(F) segue das implicagoes:
de Z(D)=dl,x, € Z(M,(D))=F - I,x, =d € F-1.
Sejam A" = M, (D) e : A — A’ um isomorfismo. Uma observacao imediata
é que 6 envia ideal esquerdo minimal I de A em ideal esquerdo minimal I’
de A’, e esse mesmo 6 induz um isomorfismo £ : End4(I) — Endyu/ (I”). Para
provar a unicidade de D mostraremos que se End 4 (I") é isomorfo a D para
algum ideal minimal esquerdo I’ de A’ entao ele serd isomorfo a D qualquer
que seja I’ de A’ . Desse modo, pela Proposigao A.4, End4(I) sera isomorfo

a D para qualquer ideal esquerdo minimal I de A . Esses fatos certamente

acarretam a unicidade de D e a unicidade de n segue do isomorfismo
A~ M, (F)®FrD.
Consideremos entao o conjunto I’ das matrizes em A’ da forma
(dy - Lnxn)enn + .-+ (dp - Inxn)en

onde e;; denota as matrizes com 1 na entrada ij e 0 nas demais. Facilmente

verifica-se que I’ é um ideal a esquerda em A’. Notemos que se J é também
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um ideal a esquerda em A’ com
0 &JCT,
entao, dado
(dy - Inxn)en + ...+ (dy - Inxn)en € J
nao nulo, digamos d; # 0, temos
(d- Inxn)en = (dd;*'- Lisn)ejil(dy - Inxpn)enn + ...+ (dy - Inxn)en1] € J

qualquer que seja d € D e qualquer que seja 1 < j < n. Logo, I’ é minimal.

Agora considere o homomorfismo
D — Enda (I')
que envia d € D em 1)q € End 4 (I") definido pela equagao
ba(x) = x(d - Lcr).
Obviamente esse homomorfismo é injetivo. Suponha ¢ € End/(I’). Ora
Y(en) = (dy - Lnxp)en + ...+ (di - Lnxn)en]
entao, para 1 <1 < n,
d; Lnxn =eyul(ds - Insn)enn + ...+ (dy - Inxn)en] = Y(erenn) = 0.
Desse modo 1(ey1) = (dy - Iixn)e11 €
Y(en) = P(eqen) = ea(Y(en)) = (d - Lixn)en.
Logo, ¢ = 14,, ou seja, a aplicacao
D — Endu (I')

é um isomorfismo.



APENDICE B
Anéis Semi-simples.

Uma boa referéncia para a demonstragao dos resultados desse apéndice encontra-
se em [3].
DEFINIGAO B.1. Seja R um anel, e M um R-médulo (esquerdo).

(1) M é chamado um R-mddulo simples se M # 0 ¢ nao possui R-submddulos
além de (0) e M.
(2) M é chamado um R-médulo semi-simples se todo R-submédulo de M pos-

sui um completamento.

Uma observagao imediata é que qualquer submodulo de um R-submédulo semi-

simples é também um modulo semi-simples.

LEMA B.2. Qualquer R-mdédulo esquerdo semi-simples M contém um submodulo

simples.
TEOREMA B.3. Para um R-mdédulo M, as seguintes propriedades sao equiva-
lentes:
(1) M é simples;
(2) M ¢ a soma direta de uma familia de submddulos semi-simples;

(3) M é a soma de uma familia de submdédulos simples.

DEFINICAO B.4. Um anel R ¢é dito semi-simples esquerdo se todo R-mdédulo

esquerdo é semi-simples

TEOREMA B.5. Sejam D uma algebra com divisao e R = M,,(D). Entao

(1) R é simples e semi-simples esquerdo.

(2) R possui (a menos de isomorfismo) um tinico médulo simples V.
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