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Resumo

Muitas situagoes no dia-dia podem ser descritas por meio de um diagrama
que consiste de um conjunto de pontos e linhas que unem certos pares desses
pontos. Por exemplo, podemos pensar nos pontos como terminais rodoviarios
e nas linhas como sendo as estradas. Uma abstracao matematica para esse
tipo de situagao aparece no conceito de grafos. Em 1992, Mayr e Plaxton
provaram uma conjectura, proposta por Kano, envolvendo arvores geradoras
de grafos com peso. Em 2006, Lemos em seu trabalho intitulado Weight Dis-
tribution of the Bases of a Matroid, estende este resultado para matrdides.
Lemos também prova que as quatro conjecturas devidas a Kano valem para
matroides fornecendo uma particao das bases da matrdide pela distribuicao
dos pesos de seus elementos em vez do seu peso. Este trabalho de dissertacao
tem como objetivo desenvolver os resultados obtidos por Lemos bem como
sua conjectura.

Palavras-chave: Ordem-lex, Matroide com peso, Conjecturas de Kano.



Abstract

Many day-to-day situations can be described with a diagram formed by a set
of points and a set of lines linking some of these points. For instance, we can
consider the points as bus stations and the lines as roads. Graph Theory is a
mathematical abstraction for this kind of situation. In 1992, Mayr and Plax-
ton proved a conjecture, which was proposed by Kano, related to spanning
trees of weighted graphs. In 2006, Lemos in his article Weight Distribution
of the Bases of a Matroid extends this result to matroids. Lemos also proved
that the four Kano s conjectures hold to matroids, providing a partition of
the bases of the matroid in the distributions of the weights of their elements
instead of their own weight. This dissertation develops these Lemos’ results
as well as his conjecture.

Keywords: Order-lex, Weight Matroid, Kano’s conjectures.
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Introducao

Em 1992, Mayr e Plaxton provaram uma conjectura, proposta por Kano,
envolvendo arvores geradoras de grafos com peso. Em 2006, Lemos em seu
trabalho intitulado “Weight Distribution of the Bases of a Matroid”, estende
este resultado para matroides. Lemos também prova que as quatro conjectu-
ras devidas a Kano valem para matroides fornecendo uma particao das bases
da matroéide pela distribuicao dos pesos de seus elementos em vez do seu
peso. Este trabalho de dissertagao tem como objetivo desenvolver os resul-
tados obtidos por Lemos bem como sua conjectura.

No primeiro capitulo desenvolveremos as nogoes bésicas sobre matrdides.
Estas sao os pré-requisitos para o teorema principal apresentado no capitulo
4. Uma boa parte dos resultado do presente capitulo foram desenvolvidos
e alguns dos que foram omitidos, para os leitores interessados, poderao ser
encontrados na referéncia [6]. Na sec@o 1.6 esta apresentado um problema
classico de otimizagao para grafos, o algortimo de Kruskal ou algortimo gu-
loso.

No segundo capitulo, esta apresentado as quatro conjecturas devidas a
Kano, o teorema de Kano e a conjectura de Mayr e Plaxton. Uma gene-
ralizacao em matréides do teorema de Kano serd feita e veremos que as
conjecturas mencionadas acima seguem, em geral para matréides, da conjec-
tura dada por Lemos. Na secao 2.2 definiremos uma matréide com peso e
ordem de uma base.

No terceiro capitulo, esta desenvolvido o teorema que é uma modificagao
da conjectura de Mayr e Plaxton. Este teorema torna valido o teorema prin-
cipal do presente trabalho. Neste mesmo capitulo, uma nova e importante
ordem para as bases de uma matréide com peso é definida, a saber a ordem-
lex.

No quarto capitulo, estd demonstrado o teorema principal. Lemos, tra-
balhando com a ordem-lex, prova que todas as quatro conjecturas de Kano
se tornam validas. Otima leitural



Capitulo 1

Nocoes basicas sobre Matroides

1.1 Definicoes basicas

Matroides podem ser definidas de varias maneiras que sao todas equivalentes.
Utilizaremos um sistema de axiomas proposto por Whitney no artigo cujo
termo matroéide foi introduzido.

Uma matrdide M é um par ordenado (£,Z), onde E é um conjunto finito
e 7 é uma familia de subconjuntos de E que satisfaz as seguintes condigoes:

(I1) 0 € T;
(I2) SelI €ZeJCI,entao J€T;

(I3) Se I e J estao em T e |I| < |J], entdo existe um elemento e de J —
tal que T Ue € 7.

Diremos que M ¢é uma matroide sobre o conjunto F e escrevemos, quando
necessario, £ = E(M) para indicar os elementos da matrdide M. Os ele-
mentos de Z sao os conjuntos independentes de M. Um subconjunto de E
que nao esta em Z é chamado conjunto dependente.

Exemplo 1.1.1 Sejam r e n nimeros inteiros tais que 0 < r <mn el < n.
Considere o conjunto E = {1,2,...,n}. TomeZ como a familia formada pelos
subconjuntos de E com no mdzimo r elementos. Observe que as condigoes
(I1), (I2) e (I3) sao satisfeitas pelos elementos de . Assim o par (E,T) é
uma matréide denotada por U, , e chamada, matrdide uniforme.
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Exemplo 1.1.2 Seja B uma matriz m x n com entradas em um corpo k. As
n colunas de B sao vetores em k™. Sejam E = {1,2,...,n} o conjunto dos
rotulos das colunas e T a familia formada pelos subconjuntos I C E cujas
colunas com rdtulo em I sao linearmente independentes em k™. O par (E,T)
¢ uma matroide. De fato, as condi¢oes (11) e (I12) sequem facilmente. Para
provar (I13) sejam I e J subconjuntos independentes de E tais que |I| < |J|.
Seja W o subspaco de k™ gerado pelas colunas rotulas por I U .J. Note que
a dimensao de W € pelo menos |J|. Suponha que I U f é um dependente
para todo f € J—1, isto €, as colunas com rotulo em I' U f sdo linearmente
dependentes para todo f € J — I. Sendo assim, W estd contido no espaco
gerado pelas colunas com rétulo em I. Mas |J| < dim W < |I| < |J|; um
absurdo. Concluimos que J — I contém um elemento f tal que TU f € T, isto
¢, (I3) wvale e o par (E,I) é uma matrdide chamada, matrdide vetorial sobre
k de B. Denotamos esta matrdide por M[B].

O 1ltimo exemplo justifica 0 nome matrodide, dado a esta estrutura com-
binatéria, que significa falsa matriz e que foi introduzido por Whitney [1].

1.2 Circuitos

Na secao anterior vimos que um subconjunto de E é dependente em M
quando nao pertence a Z. Os dependentes minimais com relagao a ordem
de inclusao sao chamados de circuitos de M. Denotemos por C, ou C(M), o
conjunto dos circuitos de uma matréide. Diremos que um elemento e é um
lago de uma matrdide M, se {e} é um circuito de M.

Exemplo 1.2.1 Considere a matroide vetorial sobre Zs cuja matriz B é
dada abaizo:

—_ O O W
— O = O
— = O =1

2
0
1
0

O O = =
O O DO =
O = = Ot

O conjunto dos circuito da matrdide M |B] é dado porC = {{1,2,5}, {2,3,7},
{1,3,6}, {4}}. Note que o tunico lago da matrdide é {4}.
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A familia Z dos independentes pode ser determinada pela familia dos
circuitos C. De fato, os independentes sao os subconjuntos de E que nao
contém circuitos da matréide. Veremos algumas propriedades dos circuitos
no proximo resultado.

Lema 1.2.1 O conjunto C de circuitos de uma matrdide possui as sequintes
propriedades:

(C1) O conjunto vazio nao pertence a C;
(C2) Se C) e Cy sao elementos de C e Cy C Cy, entdo Cy = Cy;

(C3) Se Cy e Cy sao elementos distintos de C e f € C1 N Cy, entdo existe
um elemento Cy de C tal que C3 C (CLUCy) — f. O

No teorema seguinte, caracterizamos os circuitos de uma matréide através
das propriedades (C1), (C2) e (C3) e veremos que ¢ possivel conhecer uma
matroide a partir de sua familia de circuitos.

Teorema 1.2.1 Seja E um conjunto finito. Se C é uma familia de subcon-
Juntos de E que satisfaz as propriedades (C1), (C2) e (C3) e Z ¢ a familia
dos subconjuntos de E que nao contém elementos de C, entao o par (E,T) é
uma matroide tendo C como sua familia de circuitos. O

Corolario 1.2.1 Seja C uma familia de subconjuntos de F. Entao C € uma
familia de circuitos de uma matroide sobre E se e somonte se C satisfaz as
sequintes condigcoes:

(C1) O conjunto vazio nao pertence a C;
(C2) Se Cy e Cy sao elementos de C e Cy C Oy, entao Cy = Cy

(C3) Se Cy e Cy sao elementos distintos de C e f € C1 N Cy, entdo existe
um elemento C3 de C tal que C3 C (Cy U Cy) — f. O

Poderiamos ter escolhido o conjunto de propriedades acima como os axi-
omas para a definicao de matréide através de sua familia de circuitos.
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Proposicao 1.2.1 Seja [ um independente da matroide M e f um elemento
de E tal que I U f € um dependente. Entao existe um unico circuito C' de M
tal que C C TU f e C contém f.

Demonstracao. Observe que I U f contém um circuito C' pois é um conjunto
dependente. Além disso, todo circuito contido em I U f contém f, pois, do
contrario, o independente I conteria um circuito e isto nao pode. Suponha
que existe um circuito €’ distinto de C, contido em I U f, entdo por (C3),
(CUC") = f contém um circuito, mas (C'UC") — f C I e chegamos a uma
contradigao. Logo C' é o tinico circuito contido em I U f e que contém f. [J

Uma classe de matréides que Whitney [1] considera em seu trabalho, sao
as matroides originadas de grafos. Diremos que um ciclo de um grafo é um
caminho fechado que nao repete vértice exceto os terminais.

Proposicao 1.2.2 Sejam E o conjunto das arestas de um grafo G e C a
familias dos conjuntos das arestas dos ciclos de G. Entao C é a familia dos
circuitos de uma matroide sobre E.

Demonstracao. Observe que C satisfaz (C1) e (C2). Vamos provar que sat-
isfaz (C3). Sejam C; e Cy os conjuntos das arestas de dois ciclos distintos
de G' que possuem e como uma aresta em comum. Sejam u e v 0s vértices da
aresta e. Vamos agora construir um ciclo de G cujas arestas estao contidas
em (C; UCy) —e. Para i = 1,2, seja P, um caminho de u a v em G cujas
arestas estao em C; — e. Comecando em u, percorrendo P; em direcao de v,
seja w o primeiro primeiro vértice cuja préxima aresta de P; nao pertence a
P,. Continuando a percorrrer P;, de w em direcao a v, encontraremos um
vértice x distinto de w que também estd em P,. Como P; e P, terminam
em v, tal vértice existe. Unindo o subcaminho de P, que vai de w a = ao
subcaminho de P, qua vai de x até w, encontramos um ciclo cujas arestas
estam contido em (C; U Cy) — e. Portanto, C satisfaz a propriedade (C3).
Logo C ¢é a familia dos circuitos de uma matroéide sobre E. O

A matroide originada do grafo G acima é chamada matroéide grdfica. De-
notamos esta matréide por M (G). Podemos concluir, pela proposigao acima,
que um subconjunto X das arestas de G é um independente em M (G), se e
somente se, X nao contém um conjunto de arestas de um ciclo, ou, equiv-
alentemente, o subgrafo induzido, G[X], pelas arestas de X é uma floresta.
No proximo exemplo acharemos todos os circuitos de uma matréide grafica.
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Exemplo 1.2.2 Seja G o grafo dado pela figura abaizo e M=M(G).

er

€5 €6

€4
€3 €9

€1

G

Entao E(M) = {ey, es, €3, €4, €5, €6, €7} € 0 conjunto dos circuitos da matrdide
grafica é dado pela familia C = {{e1, ea, €3}, {e3, eq, €5}, {e5, eq, €7}, {es, eq, e,
67}7 {617 €9, €4, 65}, {617 €9, €4, €¢, 67}}'

1.3 Bases

Seja M = (E,Z) uma matréide. Os elementos maximais da familia Z com
relacao a ordem de inclusao sao chamados de bases da matréide M. Veremos
abaixo que todas as bases de M possuem a mesma cardinalidade, a esta car-
dinalidade comum daremos o nome de posto de M e denotamos por r(M), e
que é possivel conhecer uma matréide a partir de suas bases.

Lema 1.3.1 Se By e By sdo bases de uma matrdide M, entao |B| = |Bs|.

Demonstragao. Suponha que |B;| # |Bs|, digamos |B;| < |Bs|. Como Bj e
Bs sao ambos independentes da matrdide M, a propriedade (I3) nos diz que
existe um elemento e de By — B; tal que B; Ue € Z. Mas isto contradiz a
maximalidade de B;. Logo |B;| = | Ba. O

Se M é uma matroéide e B é a colecao de bases de M, o préximo resul-
tado descreve algumas propriedades das bases B da matréide M. As vezes
denotamos por B(M) a colecao de bases de M.

Lema 1.3.2 B satisfaz as sequintes propriedades:
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(B1) B ¢ nao vazio.

(B2) Se By e By sao membros de B e f € By — By, entao existe h € By — By
tal que (By — f)Uh € B.

Demonstragao. A propriedade (B1) segue diretamente da propriedade (11).
Para a propriedade (B2) observe que By — f e By sao conjuntos indepen-
dentes tais que |B; — f| < |Bs|, pois pelo lema anterior |B;| = |By|. Assim
por (I3), existe elemento h € By — (B; — f) tal que (B;— f)Uh € Z. Eviden-
temente h € By — By. Como (B — f) U h é independente, necessariamente
estd contido em um independente maximal Bj. Mas novamente pelo lema
anterior |Bi| = |By|, donde |B,| = |(By — f) Uh|. Logo (By — f)Uh = B,
isto é,(B; — f) U h é uma base de M e a propriedade (B2) segue. O

Na Secao 1.1 definimos matréide através da familia dos conjuntos inde-
pendentes. No proximo resultado veremos que podemos definir matréide
através da familia de bases e apresentaremos uma caracterizacao das bases
de uma matréide através das propriedades (B1) e (B2).

Teorema 1.3.1 Seja E um conjunto finito e B uma colecao de subconjuntos
de E que satisfazem as propriedades (B1) e (B2). SejaZ ={I C E;I C B,
para algum B € B}. Entao (E,T) é uma matréide e B € sua familia de bases.

Demonstragao. Vamos mostrar primeiro que (E£,7Z) é uma matrdide. Como
a familia B é nao vazia, segue facilmente que 7 satisfaz a propriedade (I1).
Além disso se I € Z, entao existe um elemento B de B, tal que I C B. Assim
se I' C I, entao I' C B, I' € T e portanto (12) segue. Antes de mostrar que
7 satisfaz (I3) vamos provar a seguinte afirmagcao:

Os membros de B sdo equicardinais

De fato, suponha que B; e By sdo membros distintos de B tais que |B;| > | By|
e além disso, |B; — Bs| seja minima. Claramente By — By # (. As-
sim escolha f € By — B, pela propriedade (B2), existe h € By, — B
tal que (B; — f) Uh € B. Mas como |[(By — f) Uh| = |By| > |Bs| ¢
|((B1 — f)Uh) — By| < |By — Byl, obtemos uma contradi¢ao pela escolha de
B e B; e a afirmacao estd provada.

Suponha que (I3) ndo vale para Z. Entdo existem [; e Iy membros de 7
tais que, |I1| < |3 e, para todo e € Iy — I, o conjunto I; Ue ndo pertence a
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Z. Por definicao, existem elementos By e By de B tais que I; € By e Iy C Bs.
Suponha que o conjunto By é escolhido de forma que |By — (I, U By)| seja
minima. Note que, pela escolha de I e I,

]2—31:[2—11.

De fato a inclusdo Iy — By C Iy — I; é 6bvia e se existe x € (I, — I;) N By
entao [y Ux C By e assim [; Uz € Z, isso contadiz a escolha de I; e Is.
Agora suponha que By — (1o U By) é ndo vazio e escolha um elemento f neste
conjunto. Por (B2) existe um elemento h € By — B, tal que (By— f)Uh € B.
Mas |((By — f)Uh) — (IU By)| < |Bs — (IoU By)| e isto contradiz a escolha
de B,. Logo temos que By — (I U By) é vazia e assim By — By = I, — Bj.
Como Iy — By = I, — I; temos que

BQ—Bl :Ig—ll. (11)

Vamos mostrar que By — (I; U By) é vazia. Se nao, entao existe elemento f
neste conjunto e um elemento h em By — By tal que (By — f)Uh € B. Agora
LUh C (By—f)Uh e portanto IUh € Z. Como By — B, = I, — I, temos que
h € Iy — I, e chegamos a uma contradi¢gdo com a hipdtese que (I3) é falsa.
Concluimos que By — (I; U By) é vazia e disto temos que By — By = I} — Bs.
Note que o conjunto I; — By esta contido em [; — I, e da tltima igualdade
segue que

Bl—BQ g[l —IQ. (12)

Sabemos que |B;| = | By, disto temos que |B; — By| = |By — By|. Portanto,
por (1.1) e (1.2), |[y — Iz| > | — 1], assim |[]| > |I5]. Chegamos a uma con-
tradigao. Concluimos que (F,Z) é uma matrdide e por construcao a familia
B é conjunto de bases desta matrodide. 0

Corolario 1.3.1 Seja B uma familia de subconjuntos de E. Entdio B € a
colecao de bases de uma matroide sobre E se e somente se satisfaz:

(B1) B ¢ nao vazio.

(B2) Se By e By sao membros de B e f € By — By, entao existe h € By — By
tal que (By — f)Uh € B. O

Corolario 1.3.2 Seja B uma base da matroide M. Se f € E — B, entao
BU f contém um unico circuito, C(f,B). Além disso, f € C(f, B).
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Demonstracao. O resultado segue diretamente da proposicao 1.2.1. 0J

O circuito C(f, B) é conhecido como circuito fundamental de f com res-
peito a base B. Observe que todo circuito em uma matrédide é o circuito
fundamental de algum elemento com respeito a alguma base. De fato, seja
C um circuito e f € C', como o circuito é um dependente minimal, C' — f é
um independente, logo existe uma base B tal que C' — f C B, note que f
nao esta em B, pois se estivesse o circuito C' estaria contido em B. Portanto
C C BU f e concluimos que C' = C(f, B).

Exemplo 1.3.1 No exemplo 1.1.1 conhecemos a matrdide uniforme U, ,,
onde r en sao inteiros e r < n. Seja B a familia dos subconjuntos de E com
exatamente r elementos. Entao B € a familia de bases da matroide uniforme.

1.4 Posto

Seja M = (E,Z) uma matrdide. Definimos o posto de X C E de M como
sendo a cardinalidade de um elemento de Z contido em X e maximal com
relacdo a ordem de inclusd@o. Denotamos o posto de X por r,(X). Denote
por 2 o conjunto das parte de E. A funcdo r definida como
r o 28 — 7zt u{0}
X — ry(X)
é chamada de funcdo posto e deixamos para o leitor concluir que r esta bem
definida. No préximo lema apresentaremos algumas propriedades da fungao

posto. A ultima propriedade é muito especial e é conhecida como submodu-
laridade.

Lema 1.4.1 A func¢ao posto r de uma matroide M sobre um conjunto E
possui as sequintes propriedades:

(P1) Se X C E, entio 0 <r(X) <|X].
(P2) Se X CY CE, entao r(X) <r(Y).

(P3) Se X e Y sao subconjuntos de E, entdio

r(XUY)+r(XNY)<rX)+rY). O
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O seguinte teorema nos fornece uma caracterizacao da fungao posto pelas
propriedades (P1), (P2) e (P3). Este mesmo teorema nos permite definir
matréide através da funcao posto.

Teorema 1.4.1 Seja E um conjunto finito e r : 28 — Z+ U {0} uma funcdo
que satisfaz (P1), (P2) e (P3). Seja Z a familia dos subconjuntos X de E
tal que r(X) = |X|. Entao (E,Z) é uma matréide e r é sua funcao posto.

Corolério 1.4.1 Seja E um conjunto finito. Uma funcdo r : 28 — ZT U {0}
¢ a funcdo posto de uma matrdide sobre E se e somente se r satisfaz as
sequintes propriedades:

(P1) Se X CE, entio 0 <r(X) < |X]|.
(P2) Se X CY CE, entao r(X) <r(Y).

(P3) Se X e Y sao subconjuntos de E, entio

r(XUY)+rXNY)<rX)+rY). O

Os conjuntos independentes, as bases e os circuitos sao caracterizados em
termos da fungao posto na seguinte proposicao.

Proposicao 1.4.1 Seja M uma matrdide com fun¢ao posto r e considere
X C E. Entao as sequintes afirmacoes sao validas:

(i) X € independente se e somente se | X| = r(X);

(ii) X € uma base se e somente se | X| =r(X)=r(M);

)

(iii) X € um circuito se e somente se X € ndo vazio e, para todo v € X,

r(X —z)=|X|-1=r(X). O

1.5 Fecho

Seja M = (E,Z) uma matréide qualquer e r a fungao posto. Considere a
funcao cl : 2F — 2F definida para todo X C E, como

dX)={zeE:r(XUz)=r(X)}.

Esta funcao é chamada func¢ao fecho de M. No préximo lema apresentaremos
propriedades da funcao fecho.
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Lema 1.5.1 A funcdao fecho de uma matroide sobre o conjunto E tem as
sequintes propriedades:

(CL1) Se X C E, entao X C cl(X).

(CL2) Se X CY CE, entdo cl(X) C cl(Y).

(CL3) Se X C E, entao cl(cl(X)) = cl(X).

(CL4) Se XCE,zeFeyecdXUx)—d(X), entiox € cl(XUy). O

Dada uma funcao ¢ que satisfaz as condigoes (CL1)-(CL4), o seguinte
teorema nos diz que ¢ é a fungao fecho de uma matroide.

E

Teorema 1.5.1 Seja E uma conjunto finito e © : 2F — 28 uma funcdio

satisfazendo as condi¢oes (CL1)-(CL4). Seja
IT={XCFE:x¢gc(X —=x) para todo x € X}

Entao (E,T) é uma matréide e ¢ € sua fungao fecho. O

O préximo corolario, que é consequéncia do lema 1.5.1 e do teorema 1.5.1,
nos fornece uma caracterizacao para a funcao fecho de uma matréide. Ob-
serve que por este resultado pode-se definir matroide através da funcao fecho.

Corolario 1.5.1 Seja E um conjunto finito. Uma funcio ¢ : 28 — 2F € a
funcao fecho de uma matroide sobre E se e somente se satisfaz as sequintes
condicoes:

(CL1) Se X C E, entio X C p(X).

(CL2) Se X CY CE, entio p(X) C o(Y).

(CL3) Se X C E, entdo ¢(p(X)) = p(X).

(CL4) Se XCE,zeFeyco(XUzx)—pX), entiox € p(XUy). O

Se M é uma matréide e X C E, diremos que cl(X) é o fecho de X em
M. Um subconjunto X de F é um conjunto geradorde M se cl(X)=FE e X
gera um subconjunto Y C E se Y C cl(X). Se X = cl(X), entao X é dito
ser um conjunto fechado de M. Um hiperplano de M é um conjunto fechado
de posto r(M) — 1.
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Proposicao 1.5.1 Seja M = (E,Z) uma matréide e X um subconjunto de
E. Entao:

c(X) =X U{x: existe um circuito C de M tal que z € C C X Uz}

Demonstragao. Suponha que z € cl(X)—X, entao r(XUz) = r(X). Seja B é
um independente maximal em X, entao BUx é dependente. Pela proposicao
1.2.1, existe um circuito C tal que x € C' C BUx e portanto C' C X Ux. Por
outro lado, se existe tal circuito C', tal que x € C C X Uz, entao C —x C X
e pela propriedade (CL2), cl(C' — z) C cl(X), mas r(C') = r(C — z) e por
defini¢ao x € cl(C' — x), logo obtemos que x € cl(X) e o resultado segue. [

Proposicao 1.5.2 As sequintes afirmacgoes sao equivalentes para um ele-
mento f de uma matroide M:

(a) festd em toda base.

(b) f nao estd em circuito algum.

(c) Se X CE(M) e feclX), entao f € X.

(d) r(E(M)-f)=r(E(M))-1.

(e) E(M)-f € fechado.

(f) E(M)-f é um hiperplano.

(g) Se I € um conjunto independente, entao I U f também € independente.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que (a) = (b):

Suponha que existe um circuito C', tal que f € C'. Entao o conjunto C' — f
é independente, logo existe uma base B que contém C — f, mas B também
contém f por hipétese, desta forma o circuito C' estd contido na base B;
absurdo e o tal circuito C' nao existe.

(b) = (c):

Suponha que f ¢ X. Como f € cl(X) pela proposi¢ao anterior, existe um
circuito C tal que f € C' C X U f, mas isto é um absurdo, pois supomos que
f nao pertence a circuito algum, logo f € X.

(c) = (d):

Suponha que existe uma base B tal que f ¢ B, entao pela proposicao 1.2.1,
existe um circuito C' tal que f € C' C B U f e pela proposicao anterior
f € cl(B), temos com isso um absurdo com a hipdtese, pois f ¢ B. Entao
f estd em toda base da matréide M, assim r(E(M) — f) = r(E(M)) — 1.
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(d) = (e):

Pelas propriedades do fecho, sabemos que E(M) — f C cl(E(M) — f).
Suponha que f € cl(E(M) — f). Entao existe um circuito C' tal que f € C,
mas sendo C' — f um independente existe uma base B tal que C' — f C B e
neste caso B nao contém f. Assim, r(E(M) — f) = r(E(M)); um absurdo
pela hipétese e f & cl(E(M) — f), deste modo cl(E(M) — f)=E(M)—fe
E(M) — f é um conjunto fechado.

(e) = (f):

Vamos mostrar que r(E(M) — f) = r(E(M)) — 1. Suponha que existe uma
base B, tal que f ¢ B. Observe que B C E(M)— f, logo cl(B) C E(M)— f,
mas cl(B) = E(M) e assim cl(E(M) — f) = E(M), absurdo pois supomos
E(M) — f fechado e tal base B nao existe. Como f estd contido em todas
as bases, segue que r(E(M) — f) = r(E(M)) — 1. Desta forma concluimos
que E(M) — f é um hiperplano.

(f) = (8):

Suponha que existe um conjunto independente I, tal que IU f seja um depen-
dente. Neste caso, IU f contém um circuito C', donde f e Ce C—f C I CB
para alguma base B. Entao existe uma base que nao possui f como elemento,
assim r(E(M) — f) = r(E(M)), absurdo com a hipétese e o resultado segue.
(g8) = (a):

Pela hipdtese, seja B uma base qualque de M. Como B é um independente,
tem-se que BU f também ¢ independente e como a base B é um independente
maximal segue que f € B. O

1.6 Algoritmo guloso

Vamos iniciar esta secao com um problema classico de otimizagao para grafos.
Sejam G um grafo conexo e w : E(G) — RT uma fungdo sobre o conjunto
das arestas de G, denotado por E(G). Para todo X C E(G), definimos o
peso w(X) de X como sendo )y w(z). O problema consiste em encontrar
uma arvore geradora de GG que possui peso minimo.
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Para resolver este problema o algoritmo de Kruskal [7], ou algoritmo gu-
loso, usando como entrada as arestas E(G) do grafo, funciona da seguinte
forma:

(a) Faca T := 0 e E := ()
(b) Se E = E(G), entao pare;

(c) Senao escolha uma aresta e € E(G) — E com peso minimo e faca F :=
EuUe;

(d) Se T'U e nao possui ciclo como subgrafo, entao faga T := T U e;

(e) Volte para a etapa (b).

A saida sera o conjunto 1" das arestas de uma arvore geradora de G de
peso minimo.

O problema da &arvore geradora de peso minimo é um caso especial de
um problema de otimizac¢ao proposto por Bixby [8]. Seja Z uma familia de
subconjuntos de um conjunto E e suponha que 7 satisfaz (I1) e (12). Seja
w : F — R uma funcao de £ em R chamada de fun¢ao peso. Definimos o
peso w(X) de X C E nao vazio como ) w(z) e w() = 0. O problema
de otimizagao para o par (Z,w) consiste em encontrar um elemento maximal
B de 7 de peso maximo. Observe que se trocarmos a fun¢ao peso w por —w
e resolvermos o problema para o par (Z, —w), encontraremos um membro
maximal B’ de Z tal que w(B’) seja minimo.

Em geral, o algoritmo guloso, utilizando como entrada uma familia Z de
subconjuntos de um conjunto finito E satisfazendo (I1) e (12) e funcao peso
w: E — R, para o par (Z,w) procede da seguinte forma:

(a) Faga B :=0 e D :=(;

(b) Se D=E, entao pare;

(c) Senao escolha elemento e € E— D com peso mdzximo e faga D := DUe;
(d) Se BUe pertence a Z, fa¢a B := B Ue;

(e) Volte para etapa (b).

A saida é um elemento maximal B de Z com peso maximo, desde que 7
seja a familia de independentes de uma matréide.
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Exemplo 1.6.1 Seja G o grafo dado pela figura abaixo.

Nao € dificil checar que o algoritmo guloso produz como saida uma das
sequintes drvores geradoras de peso minimo de G:

> L
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O préximo teorema caracteriza matroide por meio do algoritmo guloso.

Teorema 1.6.1 Seja E um conjunto finito e T uma familia de subconjuntos
de E. Entao M=(E,T) é uma matrdide se e somente se L satisfaz:

(I1) 0 e Z;
(I2) Sele€eZ eJ CI, entao J €I;

(I3)’ Para qualquer fun¢ao peso w : E — RY, a saida do algoritmo guloso é
um elemento maximal de I de peso mdximo.

Demonstragao. Se (F,T) é uma matrdide, entao (I1) e (I2) seguem pela
definigdo. Seja B uma saida do algoritmo guloso. Se r(M) = r entao
B = {ej,e9,...,e.} e disto segue que B é uma base. Podemos assumir

que ey, es,...,e, foram escolhidos nesta ordem pelo algoritmo guloso. Se
B = {f1, fa, ..., fr} é outra base de M, onde w(f1) > w(fa) > ... > w(f,),

devemos mostrar que w(B) > w(B). Vamos concluir isto a partir da seguinte
afirmacao:

Se 1 <j<r, entio w(e;) > w(f;).

Para provar a afirmagao suponha o contrario e seja k o menor inteiro tal
que w(eg) < w(fy). Assim Iy = {eq,ez,...,ex_1} € Iy = {f1, fo, ..., fx} sdo
independentes onde |I;| < |I|. Por (13) existe f,, € I,—1; tal que [;Uf, € Z.
Mas w(f,) > w(fr) > w(ex) e chegamos a uma contadigao pois o algoritmo
guloso deveria escolher f, e nao e,. Logo a afirmagao segue e da afirmagao
w(B) > w(B). Concluimos com isto que a propriedade (I3)’ vale.

Reciprocamente suponha que 7 satisfaz (I1), (12) e (I3)’. Devemos mostrar
que 7 satisfaz (I3). Assuma o contrario, isto é, suponha que existem I; e
I5 elementos de Z com |I;| < |I2| tal que I; U e nao pertence a Z para todo
e € Iy — 1. Assim I} — Iy é nao vazio e |I; — I| < |Iy — I;|. Escolha um
numero real positivo € tal que

0< (]. —|—€)|[1 — [2| < |IQ _Il|

Considere a funcao peso w : £ — RT dada por:

2, see€ [y NIy
. 1/|Il_[2|> 866611—[2;
w(e) = (1+e)/|Ir— L], seec€ly—Ij;

0, see€ B — ([ UDL).
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Pela definicao da funcao peso acima o algoritmo guloso escolhera primeiro os
elementos de I;N 1, e depois os elementos de I; —I. Note que o algoritmo nao
escolhe nenhum elemento de I, — I, pois assumimos que /; U e nao pertence
a Z. Assim os demais elementos de B estarao em E — (I3 U I3). Portanto,

w(B) = 2| N L] + I, — L|(1/|]1 — L]) = 2|1, N L] + 1.
Mas por (I2), I3 entd contido em um membro maximal I} de 7 e

Disto deduzimos que w(1}) > w(B), isto é, o algoritmo guloso falha para esta
fungao peso. Contradigao e o teorema segue. OJ

1.7 Dualidade

Nesta se¢ao vamos definir a dual de uma matréide e mostrar que esta dual é
também uma matroide.

Lema 1.7.1 A familia B de bases de uma matroide M satisfaz a sequinte
propriedade:

(B2)* Se By € By estio em B e x € By — By, entdo existe um elemento y de
By — By tal que (B —y) Uz € B.

Demonstragao. Sabemos que B; Uz contém um tnico circuito, C(z, By).
Note que C(x, By) — By é nao vazio, pois C(z, By) é dependente e Bj é inde-
pendente. Seja y um elemento deste conjunto. Evidentemente, y € By — Bs.
Além disso, (B; — y) Uz é um independente pois nao contém o circuito
C(zx, By) e nenhum outro. Como (B; — y) Ux possui a mesma cardinalidade
de B; concluimos que este independente é uma base. O

Teorema 1.7.1 Sejam M uma matrdide e B*(M) o conjunto {E(M) — B :
B € B(M)}. Entio B*(M) é a familia de bases de uma matrdide sobre

Demonstragao. Como B(M) ¢é ndo vazio, segue que B*(M) também é nao
vazio e assim B*(M) satisfaz (B1). Suponha agora que B} e Bj sdo membros
de B*(M) e x € Bf — B}. Para i = 1,2, tome B; = E(M) — Bf. Entao
B; € B(M) e Bf — By = By — B;. Como x € By — By, por (B2)", existe
um elemento y € By — By tal que (By —y) Ux € B(M). Disto segue que
y € By — Bf eque E(M) — (B, —y)Ux) € B*(M). Mas
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EM) —((Bi—y)Uz) = (E(M) = Bi) —z) Uy = (Bf —x) Uy.

Com isto concluimos que B*(M) satisfaz (B2). Entao B*(M) ¢ de fato o
conjunto de bases de uma matréide sobre FE(M). O

A matréide do teorema acima, com E(M) como conjunto de elementos
e cuja familia de bases é B*(M), é chamada a dual de M e ¢é denotana por
M*. Assim B(M*) = B*(M). Observe que (M*)* = M.

Exemplo 1.7.1 Considere a matroide uniforme U, ,,. As bases desta ma-
troide sao todos subconjuntos com m elementos do conjunto E que possui n
elementos. Assim B*(Uy,n) consiste de todos os subconjuntos de E com n-m
elementos e entao

* —
Uz = Unmn-

As bases de M* sao chamadas cobases de M. Os circuitos, lagos, inde-
pendetes e dependentes de M*, sao chamados de cocircuitos, colacos, coin-
dependentes e codependentes de M, respectivamente. A funcao posto de M*
¢é denotada por r* e a seguinte igualdade relaciona posto de M e M*:

r(M) + 1 (M*) = |E(M)]. (1.3)

Lema 1.7.2 Sejam I e I* subconjuntos disjuntos de E(M) tais que I € inde-
pendente e I* € coindenpendente. Entao M possui uma base B e uma cobase
B* tais que I C B, I* C B*, e B e B* sao disjuntos. 0

A préxima proposicao generaliza a equagao (1.3) fornecendo uma férmula
para 7*, a func¢ao coposto de M.

Proposicao 1.7.1 Seja M uma matroide sobre o conjunto E. Entdao para
todo subconjunto X de F,

r*(X) =|X|—r(M)+r(E—-X).

Demonstragao. Seja By uma base para X em M* e Bp_y uma base para
E — X em M. Entao r*(X) = |BY| e r(F — X) = |Bg_x|. Como Bg_x ¢é
independente e B% é coindependente e Br_x N B = (), pelo lema anterior
existe uma base B e uma cobase B* de M tais que B contém Bg_x, B*
contém B% e BN B* = (). Observe que BN (E — X) = Bg_x, pois Bg_x
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¢ uma base de M|(E — X). Analogamente, B* N X = B%. Portanto, B =
Br_xU(BNX)(uniao disjunta), entao |BNX| = |B|—|Bg_x|. Disto temos
que

|1 X] = |[XNB|+|XNB
= |B| - |Bp-x|+ |BX|
= r(M)—r(E—-X)+r"(X).

E o resultado segue. 0

Proposigao 1.7.2 Seja M uma matréide e X um subconjunto de E(M).
Entao

(a) X € um conjunto gerador se e somente se r(X) =r(M);
(b) X é uma base se e sé se € um conjunto gerador minimal;

(c) X é um hiperplano se e s se € um conjunto nao-gerador maximal. [

Lema 1.7.3 Seja M uma matrdide. Entao, C* é um cocircuito de M se e
somente se E(M) — C* é um hiperplano de M.

Demonstracao. Note que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) C* é um dependente de M.
(b) C* nao esta contido em nenhuma base de M*.
(¢) E(M) — C* nao contém nenhuma base de M.
(d) E(M) — C* nao gera M.

Portanto, C* é dependente minimal de M*, isto é um circuito de M*, se e
somente se E(M) — C* é um nao-gerador maximal de M. Mas os conjuntos
nao-geradores maximais de M sao os hiperplanos de M. O]

Proposicao 1.7.3 Se C € um circuito e C* € um cocircuito da matroide M,

entao |C'NC*| # 1.

Demonstracao. Soponha que |C' N C*| = 1. Sejam CNC* = {z} e E(M) —
C* = H. Sabemos que H é um hiperplano de M, entao cl(H) = H. Mas
x € C C HUuz e pela proposigao 1.5.1 = € ¢l(H) — H;uma contradigao. O
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1.8 Menores

Seja M = (E,T) uma matréide e considere o subconjunto X C E. Seja Z|X
o conjunto {I € X : I € Z}. Observe que o par (X,Z|X) é uma matrdide.
Esta matréide é chamada a restrigao de M a X e denotada M|X ou a dele¢ao
de F— X em M e denotada por M\ (F — X). As bases desta matrdide serao
os conjuntos independentes maximas contido em X, com relagao a ordem de
inclusao, e chamamos tais conjuntos como bases de X. Nesta secao vamos
estudar a operacao de dele¢ao e sua dual. E bastante importante considerar-
mos uma sequéncia destas operacoes sobre uma matréide.

Se M é uma matréide sobre F e T' C E, a contragao de T em M é dada

por:
M/T = (M*\T)".

No proximo resultado, precisamos recordar a proposicao 1.7.1 que diz que a
funcao posto r* da dual M* de M é dada por:

r(X) = |X| - r(E) + r(E — X). (1.4)

Observe que se T'C E, entao a funcao posto de M\T' é a restri¢ao de 7y, a
familia de subconjuntos de E — T, isto é, para todo X C E — T,

rant(X) = rau(X). (1.5)
Proposicao 1.8.1 SeT' C E, entdo, para todo X C E — T, temos que:
rayr(X) =ru(XUT) —ry(T).
Demonstracdo. Por definicao sabemos que, 7y/7(X) = 7=y« (X). Assim,
rayr(X) = | X[+ ryse(E =T — X) —ry-\ro(E —=T), por (1.4),
=|X|+r(FE—-(TUX))—r"(E—-T), por (1.5),

= [X|+{|E - (TUX)|+ru(TUX)—ru(E)}
—{|E=T|+ry(T) —ry(E)}, por (1.4).

Assim, como X C E — T, temos que 7y p(X) =ry(X UT) —ry(T). O

Vamos determinar nos préoximos resultados os conjuntos independentes,
bases e circuitos de M /T em termo dos conjuntos correspondentes de M.
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Proposicao 1.8.2 Suponha que Br seja uma base para M|T. Entdo

I(M/T)={ICE—T:1UByecI(M)).
={I CE—-T:M|T possui uma base B tal que BUI € T(M)}.

Demonstragao. Vemos facilmente que {I C E —T : IU By € Z(M)} esta
contido em {I C F — T : M|T possui uma base B tal que BUI € Z(M)}.
Suponha agora que B U [ € Z(M) para alguma base B de M|T. Vamos
mostrar que I € Z(M/T). Observe que I U B é uma base de [ UT, entao
ryu(IUB) = ry(IUT), portanto, como ryyp(1) = rayf(LUT) — 1y (1), segue
que
’/’M/T(I) = TM(IU B) —TM(T) = ‘]U B‘ - |B|,

mas | U B| = |I| 4 | B, disto temos que ry;/p(1) = |I|, isto é, I € Z(M/T).
Acabamos de concluir que:

{I CE—T: M|T possui uma base B tal que BUI € Z(M)} CZ(M/T)

Para concluir a demonstragao, basta mostrar que Z(M/T) C {I C E—-T:
I'UBy € Z(M)}. Considere X € Z(M/T). Entao

|X| == TM/T(X) :TM(XUT) —TM(T) == ’/’M(XUBT) - |BT|,

onde Br ¢ uma base de M|T. Assim ry (X U Br) = |X| + |Br| = | X U Br|,
entdo X U By € Z(M) e a proposigao segue. O

Corolario 1.8.1 Seja Br uma base de M|T. Entao
B(M/T)={BCE—T:BUDByecB(M)}.

= {BC E—T: M|T possui uma base B tal que BUB € B(M)}.0

Exemplo 1.8.1 Seja T um subconjunto de E = E(U,,,) com t elementos.
Entao, pela proposicao 1.8.2:

Upnin/T=Upn—t, sem <t <n eUpn/T=Up—tnt, set<m.

Vamos enunciar um lema, cuja demonstracao é trivial, que sera usado na
demonstracao da proxima proposicao.
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Lema 1.8.1 Sejam X e Y uma colecao se subconjuntos de um conjunto
finito E tal que todo elemento de X contém em elemento de Y e todo el-
emento de ) contém um elemento de X. Nestas condicoes, os elementos
minimais de X sao precisamente os elementos minimais de ). O

Proposicao 1.8.3 Os circuitos de M /T sao os elementos minimais da familia:
C={C-T:CeC(M)eCZT}.

Demonstragao. Suponha que T' # (). Suponha que C; € C(M/T). Entao, se
Br é uma base de M|T', devemos ter que C1UBr € Z(M), mas (C1—e)UBr €
Z(M), para todo e € Cy. Como C; U Br é dependente em M, existe um
circuito D de M tal que D C Cy U By. Como (C) —e) U By € Z(M) para
todo e € Cy, devemos ter C; C D. Deste modo, C; = D—T para D € C(M).

Suponha que Cy — T é um elemento minimal e nao-vazio de C. Entao
ConT ;Cé Cy. Assim Co NT € Z(M|T) e portanto Co N'T" esta contida em
uma base By de M|T. Como Cy C Cy U B, o conjunto Cy U By é um
dependente de M. Portanto, Co — T ¢ T(M/T). Se Co —T & C(M/T),
entao existe algum circuito C3 € C(M/T) tal que C5 G Cy — T, mas pelo
que vimos anteriormente, C3 = D — T para algum circuito D de M e isto é
uma contradi¢do com a minimalidade de Cy — T'. Concluimos que C(M/T)
contém o conjunto R dos elementos minimais de C. Segue pelo lema 1.8.1
que C(M/T) é igual a R. O

A seguinte proposicao fornece as familias de independentes, circuitos e
bases de uma matréide obtida por delecao.

Proposicao 1.8.4 Sejam (M,E) uma matréide e T C E, entao:
(i) ZM\T)={ICE-T:1€I(M)}.
(ii)) CCM\T)={C CE—-T:CeC(M)}.
(iii) B(M\T') € o conjunto dos membros mazimais de {B—T : B € B(M)}.

O

Na préxima proposicao veremos que as operacoes de delecao e contragao
comutam entre si e uma com a outra.
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Proposicio 1.8.5 Sejam T, ¢ Ty subconjuntos disjuntos de E(M). Entdo
(i) (M\TY)\Ty = M\(T1 UTy) = (M\Tx)\T1.
(it) (M/Th)/Ty = M/(Ty UTz) = (M/T3)/T;.
(iii) (M\T)/Ty = (M) T5)\T}. O

Portanto, se X e Y sdo subconjuntos disjuntos de E(M), a ordem em
que os elementos de X sao deletados e os de Y sao contaidos nao importa,
depois disso a matréide obtida, denotada por M\ X/Y', é chamada um menor
de M. Tais menores foram introduzidos por Tutte [9] e muitos resultados
importantes para matréides fazem referéncia a estas subestruturas.

Vamos finalizar esta secao com uma propriedade basica para menores.

Proposigao 1.8.6 A matrdide N é um menor da matrdide M se e somente
se N* é um menor de M*.

Demonstragao. Sejam X e Y conjuntos disjuntos de E tais que N = M\ X/Y.
Entao N* = (M\X/Y)* = (M\X)*\Y = M*/X\Y, portanto N* = M*/X\Y
é um menor. Reciprocamente, se N* é um menor do mesmo modo conclui-se
que N também é um menor. ]



Capitulo 2

Generalizacao em matroéides

Neste capitulo vamos apresentar as conjecturas de Kano, Mayr e Plaxton para
arvores geradoras e a de Lemos para bases de matrdides em geral. Veremos
que as conjecturas de Kano seguem da conjectura dada por Lemos e uma
generalizacao do teorema de Kano para Matréides.

2.1 Conjecturas de Kano, Mayr e Plaxton

Seja G um grafo conexo com o conjunto de arestas E(G), G pode conter
arestas multiplas mas nao possui lagos. Digamos que A(G) é o conjunto de
todas as arvores geradoras de G. Definimos o grafo das drvores de G, de-
notado por I'(G), como sendo um grafo tal que os vértices, V(I'(G)), sao as
arvores geradoras de G e TT" € E(I'(G)) se e somente se {1, 1"} C V(I'(@)),
TH#T e|T-T|=1.

A distancia d(T,T’), entre duas arvores geradoras 7' e 7" de G ¢é definida
como sendo

a(r, 7)) =T -1,

onde |T"— T’| denota a cardinalidade do conjunto 7" — 7", que é formado
pelas arestas de T' que nao pertencem a 7”. Note que d(T,T") coincide com a
distancia dos vértices T e T" no grafo I'(G). Como a cardinalidade das drvores
geradoras de um grafo conexo G ¢é a mesma, observe que d(T,7") = d(1",T),
para T, T" € A(G).

Sejam k € N e T € A(G). O subconjunto dos vértices de I'(G)) dado por

BW(T) = {T" € V(I(G)) : d(T, T') < k}

31



CAPITULO 2. GENERALIZACAO EM MATROIDES 32

é conhecido como sendo uma bola de raio k£ centrada em T no grafo das
arvores I'(G).

O numero real w(e) é o peso da aresta e € E(G). Definimos o peso w(T)
de uma arvore geradora 7' de G como sendo

ecE(T)

Seja,
W < wg < ... < Wy

a sequencia dos pesos de todas as arvores geradoras de G. Note também que
esta é a sequéncia dos pesos dos vértices do grafo I'(G). Uma arvore ger-
adora com peso w, é chamada de r-ésima drvore geradora de peso minimo
de GG. Quando r = 1 a primeira arvore geradora de peso minimo é chamada
simplesmente de drvore geradora de peso minimo.

Considere o subconjunto S C A(G) e seja
wy < wy < ... < wh

a sequencia dos pesos de todas as arvores geradoras de G que estao em S.
Uma &rvore geradora em S com peso w!. é chamada de r-ésima drvore gera-
dora de peso minimo em S. Note que By(T') é um subconjunto de A(G).

Em 1983, Kano [2] em seu trabalho, propds a seguinte conjectura:

Conjectura (Kano) Seja G um grafo conexo com peso, entio as sequintes
afirmacoes sao vdlidas para todo 1 < k < n:

(i) Sejam T uma drvore geradora de peso minimo do grafo G e Bi(T) uma
bola em T'(G). Entao, para cada i € {1,2,...,k}, existe uma i-ésima
drvore geradora de peso minimo T' pertencente a By(T).

(i) Sejam T uma k-ésima drvore geradora de peso minimo de G e By(T)
uma bola em T'(G). Entao, para cada i € {1,2,....k}, existe uma i-
ésima drvore geradoda de peso minimo T pertencente a By(T).

(i11) Seja Bi(T) uma bola em I'(G). Se T € uma k-ésima drvore geradora
de peso minimo em By(T), entao T é uma k-ésima drvore geradora de
peso minimo de G.
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(iv) Seja T'x(G) o grafo tal que os vétices sao as k-ésimas drvores geradoras
de peso minimo de G e o par (T, R) dados pelos vértices T e R € uma
aresta se e somente se |T' — R| < k. Entao I'y(G) é conezo.

Em 1992 Mayr e Plaxton [3] resolveram a conjectura (i) e propuseram uma
nova conjectura que implica as outras trés de Kano (para mais informacoes
veja as referéncias [2] e [3]). Lemos [4], considerando estas conjecturas para
matroides, estabeleceu que a conjectura (i) de Kano é vélida e, além disso,
obteve resultados que aproximam a solucao das outras trés conjecturas de
Kano e a conjectura de Mayr e Plaxton para matrdides em geral. A conjec-
tura de Mayr e Plaxton é a seguinte (veja [3]):

Conjectura (Mayr e Plaxton) Seja T uma j-ésima drvore geradora de
peso minimo de G. Entao, para cadai € {j+ 1,7+ 2,...,n} a bola B;_1(T)
de T'(G) contém uma i-ésima drvore geradora de peso minimo T".

2.2 Resultado de Lemos para matrdéides

Seja M = (E,T) uma matrdide e w : E — R* uma func¢@o. Diremos que o
par (M, w) é uma matrdide com peso. Para uma matréide com peso (M, w),
definimos o peso de uma base B de M com sendo

eeB

Para X C E(M), seja wy < we < ... < w, uma sequéncia de nimeros
reais tais que {w(B) : X C B,B € B(M)} = {w;,ws,...,w,}. Para uma
base B de M tal que X C B e w(B) = w;, definimos sua ordem com respeito
a X como

OT’dX7M(B) = 1.

Quando X = (), denotamos ordy (B) por ordy(B). Diremos que um
inteiro i é admissivel com respeito a (M, w) quando existe uma base B de M
tal que ordy(B) = i.

Observe que,
quando Y C X C B, entao ordx y(B) < ordy m(B). (2.1)

De fato, suponha que existe uma base B de M, com X C B e ordy y(B) <
ordx y(B) e suponha que w(B) seja minimo, entao existe uma base B’ tal
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que X C B’ e ordx py(B') = ordy y(B). Assim w(B') < w(B) e pela escolha
de B segue que ordy y(B') < ordy y(B') donde ordy y(B) < ordy y(B') e
disto temos que w(B) < w(B’), absurdo.

O grafo I'y (M), é um grafo tal que V(I'y,(M)) = {B € B(M) :
ordy(B) =k} e BB € E(I'y,(M)) se e somente se {B,B'} C V(I'y,(M)),
B # B' e |B — B'| < ~k, onde 7 é um inteiro.

Em 2006, Lemos [4] em seu trabalho propos o seguinte teorema que passa
ser conjectura para alguns valores de A e 7.

Teorema 2.2.1 Seja (M, w) uma matrdide com peso. Se k € um inteiro
admissivel com respeito a (M, w) e~y > 2 um inteiro, entao existe um inteiro
positivo A < 2 tal que:

a) Se B é uma base de tal que ordy = 1, entao, para cada i €

Se B ¢ base de M tal dy (B 1 7 da i
{1,2,...,k} existe uma base B’ de M tal que |B' — B| < XMk —1) e
O’/’dM(B,) = 1.

(b) Se B € uma base de M tal que ordy(B) = k, entdo para cada i €
{1,2,....,k} existe uma base B' de M tal que |B' — B] < Ak —1) e
ordy(B') = 1.

(c) Seja B uma base de M e sejam r e s inteiros tais que
{w(B'): B"€ B(M) e |B"— B| <7} = {p1,p2, .-, ps}

onde p1 < py < ... < ps sao numeros reais. Se w(B) = p, entao
ordy (B) =r.

(d) O grafo 'y (M) € conezo.

No teorema 2.2.1, Lemos prova que (¢) e (d) valem para v = 2 e que o
valor de A pode ser igual a 1 em (a) e 2 em (b) para matrdides em geral,
Mayr e Plaxton provaram (a) para matréides gréficas com A = 1. Kano
conjecturou que, quando M é uma matréide grafica, A pode ser igual a 1
em (a) e (b), e que (c) e (d) valem para v igual a 1. Para matréides, Lemos
conjecturou que em geral A pode ser igual a 1 também em (b) e que (c) e
(d) valem para v = 1. Portanto, concluimos que a conjectura de Kano segue
da conjectura de Lemos e a demonstracao do teorema 2.2.1 sera dada mais
adiante.
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2.3 Teorema de Kano

Como na segao 2.1, seja G um grafo conexo com o conjunto de arestas E(G),
GG pode conter arestas multiplas mas nao possui lagos. Para as arvores ger-
adoras P e () de GG, o conjunto P — ) é formado pelas arestas de P que nao
pertencem a (). Sendo assim, Kano em 1983 obteve o seguinte resultado.

Teorema 2.3.1 (Kano) Seja T uma drvore geradora de peso mdzimo e P
uma drvore geradora arbitrdria de um grafo conexo G com peso w : E(G) —
R*. Entao existe uma bijecio w : T — P — P — T que satisfaz a sequinte
condicao para toda aresta a € T'— P:

Q = (P —m(a)) Ua é uma drvore geradora de G e w(Q) > w(P). O

Se C(P Ua) é o unico circuito contido em P U a, note que a condigao
acima é equivalente a:

m(a) € C(PUa) e w(m(a)) < w(a).

Kano utiliza este resulado para provar que suas conjecturas valem para
alguns k’s, mais precisamente ele prova que (i) vale para k € {3,4}, (ii7)
e (iv) valem se k = 3, e (i1) se k = 4. Em 1978, Kawamoto, Kajitani e
Shidona (para mais detalhes ver [5]) mostraram que se k = 2, (i), (ii7) e
(iv) sdo validas, e (ii) vale se k = 3, mas suas demontragoes sao complicadas
e longas. Kano, utilizando o teorema acima, apresenta uma demonstracao
mais simples.

Antes de finalizar esta secao vamos recordar o teorema de Hall para grafos
bipartidos.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Hall) Seja G um grafo bipartido com bi-
particao (X,Y). Se, para S C X, N(S) denota o conjunto de vétices que
sao vizinhos de algum vértice em S, entdo, para todo S C X, |[N(S)| > |5]|
se e somente se G contém um emparelhamento que satura todos os vértices

em X. O

Usaremos o teorema de Hall na demonstracao do teorema 2.4.1 da préxima
Secao.
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2.4 Generalizando o teorema de Kano para
matroides

Sejam x = (r1,%2, ..., Tm) € Yy = (Y1, Y2, ..., Ym) vetores de R™, diremos que
x <y na ordem lexicogrifica quando existe k € {1,2,...,m} tal que

T =Y1,T2 = Y2, ..., Tp—1 = Yg—1 € T > Yk.

Seja (M, w) uma matrdide com peso. Considere a sequéncia de nimeros
positivos z1 < 29 < ... < z,, tal que

{w(e) :e € E} = {21, 29, ..., Zm }-
Para uma base B de M, definimos o vetor peso de B como
v(B) = (v1(B),v2(B), ..., v (B)),

onde v;(B) = |{e € B:w(e) = z}|, parai € {1,2,...,m}.

O proximo resultado obtido por Lemos estende o teorema de Kano, enun-
ciado na secao anterior, para matroides.

Teorema 2.4.1 Suponha que (M, w) seja uma matréide com peso. Sejam B
e B’ bases de M. Se nao existe base B” de M tal que BNB' C B” C BUB’,
|B" — B| =1 ew(B") < w(B), entdo

(1) w(B) < w(B');
(i) v(B) <v(B'); e

(iii) existe uma permuta¢ao m: B'— B — B — B’ tal que w(f) > w(n(f)),
para todo f € B' — B.

Além disso, se w(B) = w(B') entao
(w) v(B) = v(B');

(v) eziste base B" de M tal que BN B C B" C BUB', |B"—B|=1c¢e
w(B") = w(B).
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Demonstracao. Vamos mostrar primeiro que

w(e) < w(f) (2.2)
quando f € B — Beeec C(f,B)— B.
Sabemos que B” = (B —e¢) U f é uma base de M. Note que BN B" C

B" C BUB' e |B” — B| = 1. Para nao contradizer a hipdtese do teorema,
tem-se que

w(B) < w(B") = [w(B) — w(e)] + w(f) = w(B) + [w(f) — w(e)]
Donde obtemos que w(e) < w(f) e (2.2) segue. Vamos provar agora que:
{C(f,B)—B':fe B — B} (2.3)

satisfaz a condigao de Hall.

Seja X C B’ — B um subconjunto qualquer e

y=|J( B -B)CB-B
fex

(Note que Y = N(X), isto é, um elemento e € B — B’ ¢ um vizinho de X se
e pertence a algum C(f,B) — B',f € X.)

Entao YU [B N B'] gera X, pois tomando f € X, f € C(f,B) C Y U
(BNB)Uf. Assim, XUY U(BNB') Cc(YU(BNB)) e disto temos que
r(XuYu(BnB)) =rYU(BnNBHB)). Portanto,

IXUuBnB)=r(XuU(BnB)) < r(XUuYUu(BnB))
= r(YU(BNB))=|YU(BNB)|

A desigualdade acima nos diz que | X U (BN B')| < |Y U (BN B')|, donde
| X|+ |BNB'| <|Y|+ |BnN B[, portanto | X| < |Y] e (2.3) segue.

Pelo teorema de Hall existe emparelhamento que satura os elementos de
B’ — B, isto é, existe uma funcao injetiva 7 : B — B — B — B’ tal que
7(f) € C(f,B) — B', para todo f € B'— B. Como |B'— B| = |B — B|,
resulta que 7 é uma bijecao. Por (2.2), w(f) > w(n(f)) paratodo f € B'—B
e assim obtemos (ii7).

Agora suponha que (ii) nao é verdade. Isto é, v(B) > v(B’). Logo existe k
tal que
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v1(B) =vi(B), ...;vp_1(B) = vp_1(B’) e vp(B) < vi(B").
Se Xp(B)={e€ B:w(e) <z} e Xp(B)={ee€ B :w(e) <z}, entao

Mw

|Xk UZ < Z/UZ |Xk >|
i=1

Note que Xy (B') N B C X, (B) e que W(Xk(B ) — B) C Xi(B). Portanto,
[ Xk(B)| = |n(Xx(B') — B)| + |Xx(B') N B
[ Xk(B) — B + [Xx(B') N Bl = | Xx(B)].
Isto é, | Xx(B)| > | Xk(B')|; um absurdo. Logo (ii) segue.

Além disso,

feB'—-B feB'—B c€B—B’
Assim,
Yo owle)< Y w(f)
c€B—B/ feB’
donde,
S wle)+ Y wle)< > wlf)+ Y. w(f),
c€B—B e€BNB’ feB'-B feBNB/

logo temos que w(B) < w(B’) e obtemos (i).

Se w(B) = w(B'), entdao w(f) = w(n(f)), para todo f € B’ — B. Por-
tanto, (iv) segue. Escolhendo f € B’ — B, sabemos que B" = (B —n(f))U f
é uma base de M tal que BNB'C B” C BUB e |B”"— B| =1 e além disso
w(B") = w(B) e o resultado (v) segue. O

Corolario 2.4.1 Suponha que (M,w) seja uma matrdide com peso. Sejam
B e B bases de M. Se ordpnp m(B) > 1, entdo existe uma base B” de M tal
que BNB' CB", |B"—B|=1 eordgnp m(B") < ordpnp m(B).

Demonstracao. Seja B, base de M, tal que BN B' C By, €
1 = ordpnp v (Bmin) < ordpnp m(B).

Assim, w(B,n) < w(B) e aplicando o teorema 2.4.1 para as bases B, ¢ B,
existe uma base B” de M, tal que BN By € B” C BU Byyin, |B"—B| =1
e w(B") < w(B). Como BN B' C B, N B C B”, entao, ordpnp u(B") <
OTdBﬂB’,M(B>- O
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2.5 Demonstracao do resultado de Lemos

Nesta secao vamos demostrar o teorema 2.2.1, mas para isso precisaremos de
alguns resultados.

Lema 2.5.1 Suponha que (M,w) seja uma matrdide com peso. Se X C E e
B é uma base de M tal que X C B e ordx y(B) = 1, entdo:

(i) Se f € E— B ew(f) > w(g), para todo g € B — X, entdo ndo existe
base B' de M tal que f € B', X C B eordx y(B') =1; ¢

(1) Se fe E—B egeC(f,B)— (fUX) que satisfaz:
w(g) = maz{w(e) : e € C(f, B) = (fUX)}
entdo, ordxyrm((BU f) —g) =1

Demonstragao. Note que B’ é base de M tal que X C B" e ordx y(B') =1
se e somente se B’ — X é uma base de peso minimo de M/X. Assim B — X
é uma base de peso minimo em M/X.

(i) Como w(f) > w(g), para todo g € B — X, B — X base de peso minimo
de M/ X, pelo algoritmo de Kruskal, f nao pertence a nenhuma base de
peso minimo de M/X. Assim nao existe base B’ de M tal que f € B,
X Q B e OTdX7M(B,) =1.

(7i) Temos que B — X é uma base de peso minimo em M /X, mas B — X nao
¢ uma base de M /(X U f), para obtermos uma base de peso minimo em
M /(X Uf) deve-se eliminar um elemento de C(f, B)— (X U f) de maior
peso, como g possui o peso maximo, pelo algoritmo de Kruskal, g deve
ser escolhido para ser eliminado em C'(f, B)—(XUf), assim B—(XUyg)
tem peso minimo em M /(X U f), portanto ordxyurm((B—¢g)U f) =1
e o resultado segue. 0

Teorema 2.5.1 Seja (M,w) uma matréide com peso. Sejam B e B’ bases
de M. Se nao existe base B" de M tal que BN B C B”"C BUB', B"# B’
e w(B") =w(B'), entdo

|B, — B‘ S OTdBmB’,M(B> + OTdBnB/7M(B/) — 2.
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Demonstracao. Suponha que o resultado nao é verdadeiro e escolha um
contra-exemplo (M, B, B’) tal que |E(M)| + |B U B’| seja minimo. Vamos
mostrar primeiro que E(M) = B U B’. Suponha que existe e € E(M) —
(BUB’), pela escolha de (M, B, B'), o resultado vale para (M\e, B, B"), pois
|[E(M\e)|+ |BUB'|=|E(M)|+ |BUB'|—-1< |E(M)|+|BUB|, isto é

|B, — B‘ S OTdBﬂB’,M\e(B> + OTdBﬂB’,M\e(B/) — 2

Afirmo que ordpnp ae(B") < ordpnp v (B”) para toda base B” de M\e.
De fato, suponha que nao, entao existe uma base B” de M\e, com w(B")
minimo, tal que BN B C B” e ordpnp wne(B") > ordpnp m(B"), sendo
assim existe uma base B* de M\e, BN B’ C B* tal que ordpnp am\e(B*) =
ordpnp m(B"), mas w(B*) < w(B") e pela escolha de B” temos que

ordpnp ,m(B*) > ordpnp ane(B*) = ordpnp m(B").
Assim, w(B*) > w(B"); absudo e obtemos a afirmacao. Pela afirmagao,

|B/ — B| S OTdBﬂB’,M\e(B) + OTdBﬂB’,M\e<B/) — 2
S OTdBﬁB’,M(B) + OrdBﬂB’,M(B,) — 2.

Absurdo, logo E(M) = B U B'. Agora vamos provar que ordpnp v(B) = 1.
Suponha que ordpnp p(B) > 1. Pelo coroldrio 2.4.1, existe base B” de M
tal que BN B C B" |B" — Bl =1 ¢ w(B") < w(B). Pela escolha de
(M, B, B") o resultado segue para (M, B"”, B’), pois 1 = |B” — B| = |B— B"|
entao existe g € B — B”, como BN B’ C B” temos que g nao pertence a B’,
logo g nao pertence a B’ U B” portanto |B' U B"| < |E(M)| = |BUB'| e
|E(M)| + |B"UB"| < |E(M)|+ |BU B'|. Entao,

|B/ — B//| < O’f’dB/mB//7M(B/) -+ O’f’dB/mB//7M(B//) — 2.
Como |B”" — B|=1e E(M) = BU B’ segue que
IB'— B|=|B — B"| +1
donde

|B/ — Bl S [OTdB’ﬂB”,M(B/) + O’f’dB/mB//’M(B//) — 2] + 1,

Assim,

|B' = B| < ordpinpr ni(B') + ordprmpe m(B") — 1,
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Pela escolha de (B, B’), temos que

ordpnp . m(B') + ordpap m(B) —2 < ordpnprm(B') + ordgnpru(B") — 1,
ordpnp m(B') + ordgnp v(B) < ordgnpr u(B') + ordgapr u(B") + 1,

ordgrp . m(B') + ordgrp m(B) < ordpnpr m(B') + ordpnpr m(B"),
Como BN B' C B"N B’ temos que, ordprnp m(B') < ordpnp vm(B') donde

OTdBnB/’M(B/) + OTdBnB/’M(B//) < O’f’dB/mB//7M(B/) + OTdB’ﬂB”,M(B//>7

ordpnp p(B') + ordgrp m(B") < ordgrp m(B') + ordgnpr (B,

Portanto, ordpnp v (B") < ordgnpr v (B”).

Absurdo pois ordgnpr pm(B") < ordpnp m(B"). Logo ordpnp m(B) = 1,
isto é, B é uma base de peso minimo contendo B N B'.

Escolha e € B, tal que w(e) = maz{w(g) : g € B— B'}. Existe f € B'— B,
tal que (B—e)U f e (B'— f)Ue sao bases de M. Como B é uma base de peso
minimo de M, contendo BNB', w(B) < w((B—e)Uf) = w(B)—w(e)+w(f),
segue disso que w(e) < w(f). Note que w(e) < w(f), porque BN B" C
(B'— f)Ue, (B'— f)Ue # B, e por hipétese do teorema B’ nao pode ter o
mesmo peso de (B’ — f)Ue. Pelo lema 2.5.1 (i) f no pertence a nenhuma
base contendo B N B’ com peso minimo. Assim

ordprpruf(B') < ordpnp v (B') (2.4)

Seja g € C(f,B) — (B'U f) de peso maximo, pelo lema 2.5.1 (i),

ordprpyusm((B—g)U f) = 1.

Como [(B —g)U fUB'| <|BU B[, pela escolha de (M, B, B'), o resultado
vale para (M, (B — g) U f, B'), isto é,

ordsnpnugu(B') + ordsnpyugu(B—g)U f) =22 |B = ((B—g)U ).
Como |B'— ((B—g)U f)| =|B"— B| — 1, temos que:

OTd(BmB/)uf,M(B/) =+ OTd(BmB')uf,M((B - 9) U f) -2> |B/ - B| -1,
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isto é,

|B" — B| < ordnphusm(B’) +ordpapyosm (B —g)U f) — 1
donde, |B' — B| < ordgnpyusm(B’). Mas

|B" — B| > ordpnp m(B) + ordpap m(B') — 1 = ordpap u(B').

Entao ordpnp am(B') < ordpnpyusm(B’), contradicao com (2.4). E o teo-
rema segue. 0

O préximo corolario é uma consequéncia imediata do teorema 2.5.1 e de (2.1)

Corolario 2.5.1 Suponha que (M,w) é uma matrdéide com peso. Sejam k
e k' inteiros admissiveis com respeito a (M,w). Se B é uma base de M tal
que ordy (B) = k, entdo existe uma base B' de M tal que ordy (B') = k' e
|B"— B| < f(k,k')=k+ K —2.

Demonstragao. Seja B’ uma base de M tal que ordy(B') = k' e |BU B/
seja minima. Suponha, por absurdo, que existe uma base B” de M tal que
BNB CB"CBUB, B"# B ew(B') =w(B"), ou seja, ordy (B") = k.
Como B"” # B’', existe um elemento f € B’ — B”. Note que f & B, caso
contrario f € B N B’; absurdo, pois BN B C B”. Logo, segue que [ €
BUB — (BUB"). Assim, |[BU B"| < |BU B’| e temos um absurdo pela
escolha de B’. Com isto, a hipdtese do teorema 2.5.1 é satisfeita. Portanto,
pelo teorema 2.5.1 e por (2.1), temos

|B,—B| S O’l“dBmB/7M(B) _‘_O/rdBﬂB/’M(B,) -2
< OTdM(B) + O’f’dM(B/) — 2.
Isto é |B'— B| < k+ k' — 2 e o corolario segue. O

Demonstracao do teorema 2.2.1.

(a) Seja B uma base de M tal que ordy (B') =i e |B'—B| seja minimo. Pela
escolha de B’, nao existe base B” de M tal que BNB' C B” C BUB/,
B" # B’ e ordy (B'") = ordy (B"), pois se existe B” tem-se |B” — B| <
|B'—B|. Pelo teorema 2.5.1, |B'—B| < ordpnp . m(B')+ordgnp v (B)—
2 < ordy(B') + ordy(B) — 2, portanto, |[B'— B| <i—1<k—1eo
resultado segue para A = 1.
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(b) Seja B’ uma base de M tal que ordy;(B’') = i e | B'— B| seja minimo. Pela
escolha de B’nao existe base B” de M tal que BNB' C B" C BUB/,
B" # B' e ordy(B') = ordy (B"), pois se existe B” tem-se |B” — B| <
|B'—B|. Pelo teorema 2.5.1, |B'—B| < ordpnp p(B')+ordpnp vm(B)—
2 <ordy(B)4+ordy(B)—2=i+k—-2<2k—-2=2k—-1)eo
resultado segue para A = 2.

(c) Pelo corolario 2.4.1, existe uma sequéncia B = By, By, Bs, ..., B; de

bases de M tal que ordy(B;) = 1, |B; — Bi_1| = 1 e ordy(B;) <
ordy(Bi_1). De fato, fixe B’ base de M cujo w(B') seja minimo, isto
é, ordy (B') = 1. Se ordy(B) > 1, existe base By tal que BN B’ C By,
|By — Bl =1 e ordpnp m(Ba) < ordpnp m(B), w(B;) < w(B) isto é
ordy (Bs) < ordy(B). Se ordp,np am(Bs2) > 1 entao existe base Bs tal
que By N B’ - Bg |Bg — Bg| =1le OTdB2mB/7M(Bg) < OTdB2ﬂB/7M(B2>’
assim w(Bs) < w(By) portanta ordy(Bs) < ordy(Bs). Continuando o
processo, paramos em uma base B, tal que ordg,np pm(B;) = 1, como B’
tem peso minimo entdo ordp,np am(B') = 1, portanto w(B;) = w(B')
isto é, ordy(B;) = ordy(B') = 1.
Da sequéncia construida, ordy(B) > ordy(By) > ordy(Bs) > ... >
ordy(By) concluimos que ordy (B) > t e da sequéncia p; < py < p3 <
.. < ps, temos que t < r. Observe que |B, — B| < t — 1. Como
ordy(B;) = 1, por (a) para cada j € {1,2,...,r} existe base B} de M
tal que ordy (B)) = j e |B; — By <r — 1, donde

|B; — B| < |Bj = By| +|By = B| < (r = 1)+ (t = 1) <2(r —1).

Para v = 2, a familia {B}}_, satisfaz a condi¢io |B' — B| < 2r,
assim o peso de cada B aparece na sequéncia p; < py < ... < p, €
como ordy (B}) = j temos que w(B}) = p; para cada j € {1,2,...,7},
portanto w(B.) = p, = w(B) e assim ordy (B) = ordy(B.) =71, e 0
resultado segue.

(d) Suponha que I'y, 1 (M) nao seja conexo. Sejam B e B’ vértices de I'y ;1 (M)
que estdo em componentes conexas distintas tal que |B’ — B| seja
minimo. Assim, |B — B’| > 2k. ( Em particular £ > 1). Pela escolha
de B e B’, nao existe base B” de M tal que BN B C B”" C BUB,
B" ¢ {B,B'} e w(B") = wy. Suponha que exista esta tal base B” de
M, se B" nao estiver na componente conexa de B’ chegamos a uma con-
tradigao, pois B”—B" C B— B’ donde |B" — B'| < |B—B'|; e se B” nao
estiver na componente conexa de B igualmente temos uma contradicao,
pois B" — B C B'— B = |B" — B| < |B' — B|. Como w(B) = w(B'),
pelo teorema 2.4.1, existe base B” de M tal que BNB' C B" C BUB/,
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|B"—B| =1eordy(B") < ordy(B) = k. Observe que nao existe base
B* de M tal que BNB" C B*C B'UB",B* # B' e w(B*) = w(B’),
pois se existisse esta tal base B*, note que BN B C B*C BUB e
pelo que concluimos anteriormente B* = B, logo B’ N B” C B, mas
|B" — B| =1 tome e € B” — B, como B"” C BU B’ temos que e € B’
portanto B’ N B” C B nao acontece e chegamos a uma contradicao.
Pelo teorema 2.5.1 |

‘B/ — B”‘ S OTdB’ﬂB”,M(B/) —+ OTdB/nBH’M(B”) -2
< O’/’dM(B,) + O’f’dM(B”) -2
<k+k—2=2(k-1).

Assim, |B'—B| < |B'—=B"|+|B"—B| < [2(k—1)—1]+1=2(k—1),
contradi¢do. E o grafo I'y1(M) é um grafo conexo. O



Capitulo 3

Modificando a conjectura

Neste capitulo vamos demonstrar um resultado importante que torna vélido
o teorema principal da dissertacao: a versao das quatro conjecturas de Kano
discutidas no capitulo 2, usando uma outra ordem para as bases de uma
matréide com peso. Mais adiante veremos que, utilizando esta nova ordem,
as cinco conjecturas se tornam validas.

3.1 Qutra ordem para as bases

Nesta segao, fixaremos uma matréide M com peso w : E(M) — R*. Seja
v(B) o vetor peso para a base B de M. Se

{v(B) : B € B} ={vy,v9,...,u},

onde v; < vy < ... < y; na ordem lexicografica, entao, para uma base B de
M tal que v(B) = v;, definimos a ordem-lex de B em M como

lordy (B) = i.
Pelo algoritmo de Kruskal, para uma base B de M, tem-se que

lordy (B) = 1 se e somente se ordy (B) = 1.

Considere agora a seguinte propriedade: quando B e B’ sao bases de M tais
que |B — B'| =1, entao

ordy (B) < ordy(B') se e somente se lordy (B) < lordy (B'),
ordy(B) = ordy (B') se e somente se lordy (B) = lordy(B'),
ordy (B) > ordy (B') se e somente se lordy (B) > lordy(B’).

45
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Diremos que um inteiro i é lez-admissivel com respeito a (M, w) quando exis-
tir uma base B de M tal que lordy (B) = i.

Sejam (M, w) uma matrdide com peso e z; < z3 < ... < 2, Uma sequéncia
de ntimeros reais positivos tais que

{w(e) :e € E(M)} ={z1, 22, ..., Zm }

Para uma base B de M, associamos um digrafo G(ys.,)(B) com conjunto
de vértices {1,2,...,m}, onde (i,j) é uma aresta se e somente se {i,j} C
{1,2,...,m} eexistem e € E(M)— B e f € B tais que w(e) = z; e w(f) = z;
e f € C(B,e). Neste caso, diremos que o subconjunto {e, f} é um represen-
tante para a aresta (i,7). Note que uma aresta de G(ar,.)(B) pode possuir
mais de um representante. Para cada aresta x de G (5), escolha um
representante e denote por rep(x). Para um subconjunto X C E(G ,u)(B))
definimos,
rep(X) = U rep(x).

zeX

Agora, provaremos o seguinte lema:

Lema 3.1.1 Sejam i e jinteiros lex-admissiveis com respeito a uma matrdide
com peso (M,w) e seja B uma base de M. Suponha que

k=min{|E(X)| : X € um ij-caminho de G(au)(B) e E(X) # 0} < .

Se A € um ij-caminho de Gy (B) tal que |[E(N)| = k, entdo, a diferenca
simétrica, BArep(E(X)) € uma base de M. Além disso,

w(B) —w(BArep(E(N)) = 2 — %
v(B) —v(BArep(E(N))) = e; — e,

onde e; € o i-ésimo vetor da base canonica do R™.

Demonstracao. Suponha que A\ = igiyis...7;; onde ig = i e i = j. KEs-
colha {ay,aq,...,ar} € E(M) — B e {by,bs,....,bp} C B tal que, para cada
j€{1,...,k}, {a;,b;} seja um representante de (i;_1,1;).

Como |E(N)| = k, ou seja, k é o comprimento minimo que um ij-caminho
pode possuir, tem-se que, se (i,, ;) é uma aresta de G (. (B) para {r,s} C

{1,...,k}, entdo s — r < 1. Portanto, para cada j € {1,2,...,k},

bj S C(CLj,B) N {bl,bg, ,bk} - {bl,bg, ,bj} (31)
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Pois, se by € C(aj, B)N{by,ba, ..., by} com s > j, o caminho av = igiy...05050541.-
..i} seria um ij-caminho de comprimento menor do que k, isto nao pode acon-
tecer, logo s < j e a inclusao (3.1) vale.

Provaremos por indugao sobre j que:
B; = (B — {bg, bgp—1, ..., by—; }) U {ak, ax_1, ..., ax_; } é uma base de M. (3.

2)
Observe que (3.2) é verdade para j = 0. Vamos assumir que j > 0 e que (3.2)
seja valida para j—1, isto é, B;_; é uma base de M. Note que C'(ay—;, Bj_1) =
C(ak—j, B), pois

Clap—j, Bj—1) € (BU{ag—;}) = {br, bx—1, s bp—j11}) U {an, ..., ax—jy1}-
Mas, por (3.1)

Clag—j, B) € (BU{ar—j}) — {bk, b1, -, br—jra }) U {an, ooy ar—jia }-

Como C(ak—j, Bj_1) é o tnico circuito contido em B;j_; U a;_; temos que
C(ak—j, Bj—1) = C(ax—j, B). Disto segue que (Bj_1 — by_;) Uay_; = Bj e
(3.2) segue por indugdo. Fazendo j = k — 1 em (3.2) obtemos a primeira
parte deste lema. Para a segunda parte do lema, sabemos que:

w(BATep(EN)) = w((B = {b1, b, b }) U {ar, ag, ..., az )

— w(B) - zk:b + Xk:a
— w(B)— wlbe) + w(a)
pois w(bi) = w(aiy1) para i € {1, ...k — 1} e portanto,
w(B) — w(BArep(EO) = 2 — =
Da mesma forma,
o(BArep(BON) = (0 (BATep(BO))), . vm(BArep(EO)).

Denotemos por v;({c1, ca, ..., ¢, }) como sendo |{¢; : w(c;) = z}|, para i €
{1,2,...,m}. Neste caso,

v(BArep(E(N))) = (v1(B) —v1({b1,ba, ..., b }) + vi({a1, az, ..., ax}), ...,
U (B) = U ({1, b2, .., b }) + v ({aq, ag, ..., ag}))

sy Um(B)) + (—v1({b1, b2, ..., b }) + v1({aq, as,

), —vm({bl, ba, .., bk }) + vm({aq, ag, ..., ai}).
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Ou seja,

v(B) —v(BArep(E(N)) = (n({b1,bs,...,0r}) — v1({as, az, ..., ar}), ...,
Um({b1, b2, ..., b }) — vm({ a1, ag, ..., ar}) (3.3)

Note que as tnicas entradas nao nulas do vetor (3.3) s@o: a i-ésima entrada
com valor 1 e a j-ésima entrada possuindo valor -1. Assim,

v(B) —v(BArep(E(N))) = e; — €.

E o lema esta demonstrado. O

3.2 A nova ordem-lex na conjectura de Mayr
e Plaxton

Nesta secao demonstraremos um resultado importante que torna valida a
conjectura de Mayr e Plaxton, vista na secao 2.1, usando a ordem-lex em
lugar da ordem para dividir as bases de uma matréide com peso em classes.

O resultado é o seguinte:

Teorema 3.2.1 Seja (M,w) uma matréide com peso. Sejam B e B’ bases
de M. Se nao existe base B” de M tal que BNB' C B" C BUB', B" # B’
ev(B') =v(B"), entdo

|B" — B| < max{lordy(B),lordy (B} — 1.

Demonstracao. Suponha que o resultado nao seja valido e escolha um contra-
exemplo (M, B, B') tal que |E(M)|+|BUB’| seja minima. Vamos mostrar que
{B, B'} é uma partigao de E(M). See € E(M)—(BUB’), entao pela escolha
de (M, B, B'), o resultado vale para (M\e, B, B'), pois |E(M\e)|+|BUB'| =
|[E(M)| +|BUB'| - 1< |E(M)|+|BU B|, entao

|B" — B| < maz{lordy.(B), lordyp.(B')} — 1;

Observe que lordyn.(B") < lordy(B"), para toda base B” de M que nao
contém e. Com isso obtemos uma contradicao, pois

max{lordypn.(B),lordyn.(B")} < {lordy(B),lordy(B')}

donde, |B"'— B| < max{lordy (B),lordy(B’')} —1, isto é, o resultado valeria
para o contra-exemplo. Entao e nao existe e E(M) = BU B'.

Se f € BN B, entao pela escolha de (M, B, B’), o resultado vale para
(M/f,B— f,B"— f). Portanto,



CAPITULO 3. MODIFICANDO A CONJECTURA 49

|B'=B| = |(B"= f) = (B = f)| <maz{lordyy;(B = f),lordu(B'= f)} = 1;

uma contradicao porque lordys(B" — f) < lordy(B"), para toda base B”
de M que contém f. Assim f ndo existe e entdao {B, B’} é uma partigao de
E(M). Vamos mostrar agora que,

v(B') > v(B). (3.4)

Suponha que v(B’') < v(B), note que por hipdtese v(B) # v(B'), pois se
v(B) = v(B') tome B” = B e o contra-exemplo (M, B, B’) nao valeria.
Sendo assim, v(B’') < v(B). Pelo teorema 2.4.1 (i), existe uma base B”
de M tal que BN B C B”" C BUB', |B"—B| =1ew(B") < wB).
Assim, lordy (B") < lordy(B) pois ordy (B") < ordy(B). Vamos mostrar
que |B'U B"| < |BU B'|. Sabemos que |B — B"| = |B” — B| = 1, scja
f € B—B" Sef e B, terfamos que f € BN B’ C B”, absurdo, entao
feBUB e f¢g B UB istoé, BBUB” C BUB'. Com isto mostramos que
|B"U B"| < |BU B'|. Esta desigualdade nos diz que |E(M)| + |B"U B"| <
|E(M)|+ |B U B'| ou seja, que o resultado segue para (M, B”, B') e entao

|B'—B|—1=|B'—B"| < max{lordy/(B"),lordy(B")} —1 < lordy(B) —1;

ou seja, |B' — B| < lordy(B) — 1 < max{lordy(B),lordy(B")} — 1, uma
contradigao e concluimos que (3.4) segue.
Para cada i € {1,2,...,m}, definimos

Zi={ee€ EM) :w(e) = z}.
Vamos provar que
Z; N B" ¢ um conjunto de lagos de M|(B' U Z;). (3.5)
é um conjunto de lagos de M|(B’ U Z;). Observe que (3.5) é equivalente a:
C(e,B')—eC B — Z;, paratodoe € Z; — B'.

Suponha que a afirmacao acima nao é valida, isto é, existe e € Z; — B' e
f e Z;NnB tal que f € C(e, B"). Sabemos que B” = (B' — f)Ue é uma
base de M. Note que v(B") = v(B’) e além disso, como f ¢ B, pois {B, B’}
é uma particao, temos que BN B’ C B” C BU B, isto é, o contra-exemplo
nao satisfaz a hipdtese do teorema, contradi¢ao. Assim (3.5) segue.

Em particular, Z; é um conjunto independente de M. Se Z; é dependente,
entao existe um circuito C' de M tal que C' C Z;. De fato, seja f € C e
f € Z;NB' entao f é um colago e disto temos que [{f} NC| =1, o que nado
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pode acontecer, logo C' C Z; — B’ C B e a base B conteria um circuito o que
é um absurdo. Logo Z; é um conjunto independente de M.
Vamos mostrar que o digrafo

G (m,0)(B') nao possui ciclos. (3.6)

Assuma que G(ar,w)(B’) possui um ciclo. Seja C' um ciclo de G (B') de
menor comprimento. Escolhai € V(C). Podemos pensar em C' como um 7i—
caminho. Como C' é um ciclo de Gy (B’) de menor comprimento, segue
que

|E(C)| = min{|E(\) : A é um 4i— caminho de G,.)(B') e E(\) # 0}.
Pelo lema 3.1.1, B” = B'Arep(E(C)) é uma base de M tal que
v(B') —v(B") =¢; —e; =0

deste modo, v(B’) = v(B") e isto nos d4 uma contradi¢cdo com a hipétese.
Assim (3.6) segue. Considere o seguinte conjunto:

Z_={i € V(Gurw(B) 1 dg, i) =0},

Por (3.6) Z_ # . De fato, suponha que para todo vértice i de G (ur,.)(B’),
d&(M (B (1) # 0, isto é, existe um arco que possui ¢ como vértice de entrada.

Seja A um caminho de maior comprimento em G s, (B’), digamos que A liga
o vértice i ao j. Como da(Myw)(B,)(i) = 0, existe um arco ¢; que possui i como
vértice de entrada, mas como A é um caminho de comprimento maximo, o
arco ¢; deve possui como vértice de saida algum vétice do caminho A, obtendo
assim um ciclo no digarfo G(a,.)(B’) o que é um absurdo. Com isso, Z_ # 0.

Note que M nao possui colagos, pois se g é um colago de M entdao E(M)—g
é um hiperplano, isto é, g estd em todas as bases de M, absurdo pois { B, B'}
é uma particao de M. Observe também que, Z; C B, quando i € Z_. Vamos
provar agora um lema auxiliar:

Lema 3.2.1 Se k=min{i : i € Z_}, entao |Zy| = 1, v;(B) = v;(B’), para
todo i < k e Z_ = {k}. Além disso, se (i,k) € E(Gw)(B)), entao k < i.

Demonstragao. Seja h = max{i : i € Z_}. Seja (i,h) uma aresta de
G(mw)(B) e {e, f} uma representacao de (i, h), isto é,e € B'e f € C(e, B)—e
tais que w(e) =i e w(f) = h. Deste modo, (B — f) Ue é uma base de M.
Pela escolha de (M, B, B’), o resultado vale para (M/e\f, B — f, B’ —e¢) e
portanto
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|B'=B|-1 = [(B'—¢)—(B— /)
S max{lordM/e\f(B - f), lOTdM/e\f(B/ - 6)} —1. (37)

Observe que nao existe base B” de M\f tal que v(B”) = v(B) porque
vp(B) = |Zy| (lembre que Z, C B) e v,(B") < |Z), — f| < |Zy|. Portanto

{v(B): B € B(M/e\f)} C {v(B)—e; : ZNB # 0, B € B(M),v(B) # v(B)}.

(3.8)

De fato, seja B uma base de M/e\f, entao B = BUe é uma base de M

que nao possui o elemento f, isto ¢, B e B(M\[) e por isso v(B B) + v(B).

Note também que Z; N B # 0 ¢ v(B) —¢; = v(BUe¢) — ¢; = v(B) e portanto
a inclusao (3.8) segue.

Entao, por (3.4) e (3.8) temos que, lordy/e\f(B" — e) < lordy(B'). Por
(3.7) e pela escolha de (M, B, B'), chegaremos a uma contradi¢ao a menos que
lordye\s(B' —e) < lordy (B — f), pois se lord e s (B' —e) > lordy (B — f)
terfamos por (3.7) que

|B/ — Bl < maX{lOT’dM/e\f(B — f), lOTdM/e\f(B/ — 6)} = lOTdM/e\f(B/ — 6)

E portanto |B' — B| < lordy(B'). Isto é uma contradi¢do com a escolha de
(M, B, B"). Como lordye\s(B' —e) < lordy(B — f), temos que v(B' —e) <
v(B — f), isto é

v(B') —e; < v(B) — ep. (3.9)

Sabemos que v(B’) > v(B), isto é, existe s < m tal que

v1(B') = v1(B), vo(B’) = va(B),..., vs_1(B") = vs_1(B) e
< US(B)

vs(B
Queremos mostrar que v;(B’) = v;(B), para todo j < h. Suponha que
existe j < h tal que v;(B’) # v;(B), tome j o menor possivel.

CASO 1: Suponha que v;(B’) < v,;(B), entao:

v1(B') = v1(B),v2(B") = va(B), ..., v;_1(B’) = v;_1(B),v;(B’) < v;(B).
(3.10)

SUBCASO 1: Se i < j, temos que v;(B’) < v;(B), ou seja, v;(B")—1 < v;(B),
o que é uma contradigdo com v(B’) —e; < v(B) — ey,
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SUBCASO 2: Se i > j. Neste subcaso, mais uma vez chegamos a um
absurdo com a desigualdade v(B’) —e; < v(B) — e, observando (3.10).
Entao o caso 1 nao acontece.

CASO 2: Suponha que v;(B’) > v;(B), entao:

v1(B') = v1(B), v2(B') = v2(B), ..., v;-1(B') = v;-1(B) e

va(B
(B)> (B).

Este caso também nao pode acontecer, uma vez que v(B’) > v(B).
Concluimos que para todo j < h temos que v;(B’) = v;(B).

Suponha agora que k < h, entao v (B’) = vp(B), mas v (B) = |Zx| # 0.
Como Z C B segue que vx(B’) = 0 e desta forma nao poderfamos ter a
igualdade v (B’) = vi(B). Entao k =h e Z_ = {k}.

Vamos mostrar que se (i, k) é uma aresta do digrafo, entao ¢ > k. Suponha
que i < k, entdao v;(B') = v;(B) # 0, portanto v;(B’) — 1 < v;(B), como
vj(B") = v;(B) para j < i, obtemos uma contradigdo com v(B') —e; <
v(B) — ey, com isto segue que i > k.

Vamos mostrar que v (B) = 1, suponha que vg(B) > 1, assim v (B)—1 >
0 = v (B') isto é, v(B') —e; > v(B) — e, contradigdo. Segue entao que
|Zx] = vk(B) =1 e o lema esta demonstrado. O

Nesta proxima etapa, vamos mostrar que
E=min{i:ie Z_} =1 (3.11)

Suponha que k > 1, pelo lema 3.2.1, vy (B) = vy (B’) # 0 e | Zx| = 1, digamos
que Z = {f'}. Seja ¢ um elemento de B’ tal que f" € C(¢/, B). Escolha
e € B'NZ,. Por (3.5), B'NZ; é um conjunto de colagos de M|(B"U Z) e
assim C(e, B) ¢ B'U Z;. De fato, como C(e, B) é um circuito da matréide,
entdo também é um circuito da restricao M|(B'U Z;). Se C(e,B) C B'U Z;
tem-se que C(e, B) —e C Z; é um independente de M|(B’'U Z;), logo existe
uma base B” de M|(B" U Z;) tal que C(e, B) — e C B”, mas e é um colago,
entdo e € B" e C(e, B) C B”, absurdo. Disto, podemos dizer que existe
f € C(e,B) — Z;. Pela segunda parte do lema 3.2.1, (1,k) ndo é aresta,
assim nao existe g € C(e, B) tal que w(g) = k, isto é, C(e, B) N Z;, = (.
Portanto, f € Z;, para algum j # k. Como f' € C(€/,B) e w(f') = z,
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segue que € € Z;, para algum h > k, pois se h < k o par (h, k) seria uma
aresta, contradizendo assim a segunda parte do lema 3.2.1. Observe que
C(e,B) = C(e, (B — f')U¢). De fato, f' & C(e, B), pois C(e, B) N Zy = 0,
desta maneira

Cle,B) S (B—[f)UeC (B—f)u{e e},

como Cle,(B—f")ue') C (B — f")U{e e} e este circuito é unico, segue que
C(e,B) = C(e, (B—f")U¢'). Portanto, temos que B” = (B—{f, f'})U{e, €'}
¢ uma base de M. Como

v(B") =v(B)+e1 +ep,— e — e,

segue que vi(B") = vi(B)+ 1 = v (B') + 1. Isto nos diz que v(B") >
v1(B') e como e € B”" N B', tem-se que v1(B") — 1 > v1(B’) — 1 e portanto
Un/e\f(B" —e) < vprje\s(B' — e). Desta maneira

lOTdM/e\f(B” — 6) < lOTdM/e\f(B/ — 6) (312)

Pela escolha de (M, B, B'), o resultado segue para (M/e\f, B" —e, B'—¢) e

assim

|B'=B|-2 = [(B'—¢)—(B"—¢)|
< maz{lordy e (B" — e),lordyye (B —e)} — 1.

Substituindo (3.12) na inequagdo acima, obtemos:
|B" — B| < lordy e (B —e€) + 1. (3.13)

Observe que
lO’f’dM/e\f(B/ - 6) Z lO’f’dM(B/) —1. (314)

Caso lordye\(B' — e) < lordy(B') — 1, temos que |B' — B| < lordy(B'),
ou seja, |B' — B| < lordy(B") — 1, contardigdo com a escolha de (M, B, B').
Como vx(B) = v ((B— f)Ue) =1e ZyNE(M/e\f") = 0, lembre -se que
Zy, = {f'}, disto segue que {v(B"): B"” € B(M/e\f')} estd contido em

{v(B") —e1: B"NZ1 #0,B" € B(M),v(B") & {v(B),v((B— f)Ue)}}
(3.15)
De fato, seja B € B(M/e\f), assim E_Ue € B(M) ev(BUe) = v(B)+e,. Con-
siderando B" = BUe, temos que v(B) = v(B") —e;. Note que B”NZ; # 0.
Como Z, N B = 0, tem-se que v,(B) = 0, por outro lado sabendo que
v(B) = vp((B — f)Ue) =1, temos que v(B") & {v(B),v((B — f)Ue)}.
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Portanto, por (3.15) chegamos a uma contradi¢io com (3.14), visto que
v(B) < v(B), v((B— f)Ue) < v(B') ev(B) # v((B— f)Ue). Entao,
(3.11) segue. Vamos agora provar um outro lema auxiliar:

Lema 3.2.2 Se e € B' — cly(Z1), entdo existe uma base B"” de M tal que
e € B" elordy(B") = 1.

Demonstragao. Como e & cl(Z1), entao, para todo circuito C' da matréide M
que contém e, tem-se que C' ¢ Z;Ue. Em particular o C(e, B) € ZUe. Note
que Z; C B, neste caso, existe f € C(e, B) — Z;. Portanto B” = (B — f)Ue
¢ uma base de M. Sabemos pelo lema 3.2.1 e por (3.11) que |Z;| = 1 e como
Z1 € B" — B, segue que v1(B") > v(B'), logo v(B") < v(B’).Novamente,
pela escolha de (M, B, B’), o resultado vale para (M/e, B — f, B’ — ¢), desta
forma

|B'=B|—-1=|(B'—e)—(B—f)| <max {lordye(B—f),lordy.(B'—e)}—1.
Como v(B") < v(B') e e € B"N B', com isto segue que lordy.(B" —e) <
lordye(B' — e), isto é, lordy (B — f) < lordae(B" — e). Assim

|B" — B| < lordu.(B' —e). (3.16)

Observe que e deve pertencer a uma base de M que possui ordem-lex 1, caso
contrario

lordye(B" — e) < lordy (B');

pois a ordem-lex de B’ — e em M/e é no maximo a ordem-lex de B’ em M
menos 1; obtemos assim uma contradigao com (3.16) e o lema segue. O

Pelo lema 3.2.1,m > 1 e Z;NB" # (), para todo i € {2,3,...,m}, visto que
k =1 por (3.11). Como Z,, N B" é um conjunto de colagos de M|(B'U Z,,),
por (3.5), segue que

B — Z,, gera Z,, — B’,

isto é, Z,, — B' C cl(B' — Z,,). De fato, seja f € Z,, — B’, considerando o
circuito fundamental de f com respeito a base B', C'(f, B'), queremos mostrar
que C(f,B") € (B"— Z,,) U f. Suponha que existe um elemento ¢ diferente
de f, tal que g € C(f, B')N Z,,, assim g € B'N Z,, é um colago da restrigao
de M a B'U Z,,, observe que C(f, B") é um circuito da restrigdo pois é um
circuito da matroide, mas g nao pode estd em circuitos pela proposicao 1.5.2
e pelo lema 1.7.3, absurdo.

Sendo assim, temos que E(M) — Z,, gera Z,, — B’, pois
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Ty — B C cl(B' = Zy) C cl(E(M) — Zy,)

pela propriedade (CL2), ja que B'— Z,, C E(M) — Z,,. Entao, E(M) — Z,,
gera B, porque

B C [E(M) — Z,) U[Zy — B C cl(E(M) — Zy.

Deste modo, E(M) — Z,, contém uma base de peso minimo de M, pelo
algoritmo guloso, logo a m-ésima entrada do vetor peso desta base é zero.
Como o vetor peso é invariante para base de peso minimo de M, segue que
nenhum elemento de Z,, pertence a uma base de peso minimo de M. Agora
note que

7y gera Z, N B’

De fato, suponha que existe f € (Z,, N B') — cl(Z;), pelo lema 3.2.2 existe
uma base B” de M tal que f € B” e lordy(B") =1, ou seja, B” é uma base
de peso minimo que contém um elemento de Z,,, absurdo pelo que vimos
anteriormente.

Como |Z;| = 1, pelo lema 3.2.1 e (3.11), e Z,,N B’ é um independente, temos
que |Z,, N B'| = 1. Suponha que |Z,, N B’| > 1 e sejam h e g dois elementos
distintos contidos em Z,, N B’. Observe que estes elementos nao podem ser
lagos. Suponha também que Z; = {e}. Entao, C; = {h,e} e Cy = {g,e}
sao dois circuitos e como Cy N Cy = {e}, pela propriedade (C3), existe um
circuito C3 C (C1 U Cy) — e, isto é, C3 = {h,g} C Z,, N B’, absurdo. Em
particular,

Zy U (Zy, N B') é um circuito de 2 elementos da matréide M. (3.17)
Se m = 2, entao |E(M)| = 2, mas isto é uma contradigao, de fato, digamos
que B ={e} e B'={f}, donde lordy (B) =1 e lordy/(B’) = 2, assim, pela
escolha de (M, B’, B) temos que
1=|B" — B| > {lordy(B'),lordy(B)} —1=2—-1=1,
que é um absurdo. Logo m > 3. Agora vamos provar que

Zm N B #10. (3.18)

Assuma que Z,, C B’. Por (3.5), tem-se que B’ — Z,, 1 gera Z,, 1 — B'.
Como Z; gera Z,, N B’ segue que

[B/ - (Zm—l U Zm)] U Zl gera Zm_1 - B.
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Assim, E(M) — (Z—1 U Z,,) gera Z,,_1 — B’ pois
Zmo1— B C([B = (Zm-1U Zp)]U Z1) CA(E(M) = (Zn1 U Zy)),

mais uma vez pela propriedade (CL2), ja que [B' — (Z-1 U Z,,)] U Z; C
EM)—(Zy-1UZy,). Além disso, temos que E(M) — (Z,,—1 U Z,,) também
gera B pois

B C [E(M) = (Zn-1U Zn)|U(Zn = B') C c(E(M) = (Zm-1 U Zn)),

uma vez que BN Z,, = (. Entao, pelo algoritmo guloso, concluimos que
E(M)— (Zpn-1U Z,,) contém uma base de peso minimo de M, sendo assim,
as (m — 1)-ésima e m-ésima entradas do vetor peso desta base é nula. Como
Zm-1N B # ), pelo lema 3.2.1 e por (3.11), e pelo lema 3.2.2 concluimos que

Zy gera Zy,_1 N B

Sendo assim Z; gera (Z,, U Z,,_1) N B" e observe que [(Z,, U Z,,_1) N B'| =
| Z,,NB'|+|Z,,—1NB’| > 2. Deste modo temos uma contradigao, pois |Z1| = 1
e (Zn U Zy_1) N B é um conjunto independente. Portanto, (3.18) segue.

Por (3.17) e (3.18), podemos escolher f € B'—Z,, tal que C(f, B)NZ,, #

0, digamos e € C(f, B) N Z,,. Considere a base B” = (B —e) U f de M.
Note que

lordyp.(B") < lordyn.(B'). (3.19)

De fato, digamos que w(f) = z;, para s < m, desta forma v(B") =
V1(B), ..., v5-1(B") = vs_1(B) e vs(B") > vs(B). Assim, lordy(B") <
lordy (B) < lordy(B') e portanto lordyn.(B") < lordyn.(B').
Se B” é uma base de M\e tal que v1(B") = 1, entao v, (B") < |Z,| — 1
porque e € Z,, e Z1U(Z,,NB’) é um circuito de 2-elementos de M. Portanto,
nao existe base B” de M\e tal que v(B") = v(B), ja que v, (B) — | Zn| — 1.
Assim, por (3.4),

lordypn.(B') < lordy(B'), (3.20)

pois a ordem-lex de B’ em M\e é no méaximo lordy (B') — 1.
Pela escolha de (M, B, B’), o resultado segue para (M\e, B”, B) e entao

|B'— B| -1 =|B' - B"| < min{lordyp.(B"), lordyp(B')} — 1,

ouseja, | B'—B| < min{lordyn.(B"), lordyn.(B’)}, mas como lordy.(B") <
lordyp.(B'), por (3.19), temos que

|B' — B| < lordyn.(B')

e como lordyn.(B') < lordy(B'), por (3.20) segue que |B'— B| < lordy (B'),
isto é, |B" — B| < lordy/(B') — 1, contradic@o e o teorema estd provado. [



Capitulo 4

Teorema de Lemos

Neste curto e ultimo capitulo iremos provar o teorema principal da disserta-
¢ao. Usando o teorema 3.2.1 , provaremos que todas as quatro conjectura de
Kano valem se trabalharmos com a ordem-lex ao invés da ordem para dividir
as bases em classes de uma matréide com peso. Observe como o enunciado
do préximo teorema é bastante parecido com o enunciado do teorema 2.2.1
que envolve a ordem. A demonstracao também é bastante parecida, por isso,
para evitar repeticoes, na demonstracao do teorema principal nao iremos de-
talhar o que ja foi detalhado no teorema 2.2.1.

Teorema 4.0.2 (Lemos) Suponha que (M,w) seja uma matrdide com peso.
Se k € um inteiro lex-adimissivel com respeito a (M,w), entao:

(i) Seja B uma base de M tal que lordy (B) = 1. Entao, para cada i €
{1,2,...,k}, existe uma base B’ de M tal que |B' — B < k—1 ¢
lordM(B ) =1.

(i) Seja B uma base de M tal que lordy(B) = k. Entdo, para cada
i € {1,2,...,k}, existe uma base B' de M tal que |B'— B| < k —1
e lordy(B') = i.

(i11) Seja B uma base de M e sejam r e s inteiros tais que
{w(B'): B"€ B(M) e |B"= B| <r} ={p1,p2, .- ps},

para nimeros reais p1 < py < ... < ps. Sew(B) = p, entdo lordy (B) =
r.

(iv) Se Ty (M) é um grafo tal que V(I'y(M)) ={B € B(M) : lordy(B) = k}
e BB' € E(I'y(M)) se e somente se {B,B'} C V(I'y(M)), B# B’ e
|B — B'| < k. Entao I'y(M) é conexo.

o7
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Demonstracgao.

(i) Seja B’ uma base de M tal que lordy(B’) =i e |B’— B| é minima. Pela
escolha de B’ nao existe base B” de M tal que BN B ' C B”" C BUB’
e lordy (B') = lordy (B") e B # B". Assim, pelo teorema 3.2.1,

|B" — B| < max {lordy(B),lordy(B")} —1=i—1<k—1.

E o item (1) segue.

(i1) Seja B' uma base de M tal que lordy(B') = i e |B’ — B| é minina.
Analogamente ao item (), pelo teorema 3.2.1, temos que

|B" — B| < max {lordy/(B),lordy(B")} —1=Fk — 1.

(7ii) Pelo corolario 2.4.1, existe uma sequéncia Bj, B, ..., B; de bases de
M tal que |B; — B;_1| = 1, lordy(B;) < lordy(B;—1), para cada i €
{2,3,...,t},onde By = Belordy(B;) = 1. Assimt < r, pois |B;—B| <
i — 1, para todo i € {1,2,...,t}. Para cada i € {1,2,...,t}, definimos

n; = lO’f’dM(BZ) +i—1—r.
Como lordy (By) > r, segue que

n120

Se ny = 0, entao (ii7) segue, pois teriamos que lordy(By) = r. As-
sumiremos que ny > 0, isto é, lordy (By) > r. Note que

ng =lord(B;))+t—1—r=t—r <0,
isto é, n; < 0. Seja j o primeiro inteiro tal que n; < 0. Assim
lordy(B;) <14+r—je3+r—j<lordy(Bj_1).

Pelo teorema 3.2.1, existem bases By, By, ..., By, _; de M tais que, para
todoi € {1,2,....2+ 71— j},

lordy(Bj) =ie |Bi—Bj| <1+r—j.
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Considere o conjunto de bases de M:
B={Bi,Bs,....Bj_1, B}, Bj, ... B§+T_j}.
Note que
H{lordy(B") :B' e B} =[j—1]+24+r—j]l=r+1 (4.1)
Para concluirmos o item (7i7) provaremos a seguinte afirmacao:
|B' — B| < r, para todo B’ € B. (4.2)

Temos agora dois casos a tratar. Se B’ = B;, para 1 <1 < j — 1, entao
|IB'—B| <i—1<t—1<reentdo (4.2) segue para este caso. Se
B'= B! paral <i<2+r—j, entao

|B'= Bl = |Bi = Bi| < |Bj = Bj| +[B; =By <[l +r—j]+[j -1] =r

e assim (4.2) segue também para este caso. Observe que a parti da
afirmacao (4.2) concluimos que os pesos da bases que estao em B apare-
cem na sequencia p; < py < ... < ps. Mas como

ordy (B) < ... <ordy(By,, ;) <ordy(Bj-1) < ...<ordy(B),

uma vez que lordy (By) < ... < lordy(By,, ;) < lordy(Bj-1) < ... <
lordy(By), concluimos que o peso de cada base em B é menor do que p,
e isto é uma contradigdo com a quantidade que encontramos em (4.1).

(iv) Suponha que I'y(M) nao seja conexo. Sejam B e B’ vértices de 'y (M)
que estdo em componentes conexas distintas tais que |B’ — B| seja
minima. Assim |B’ — B| > k. Em particular, £ > 1. Pela escolha de
B e B’, nao existe uma base B” de M tal que BN B C B"C BUB,
B" ¢ {B,B'} e lordy(B") = k. Pelo teorema 2.4.1, existe uma base
B" de M tal que BNB' C B"C BUB', |B"—B|=1elordy(B") <
lordy (B) = k. Assim, pelo teoema 3.2.1,

|B" — B"| < max {lordy(B’),lordy(B")} —1=Fk—1.
Portanto, |B' — B| < |B' — B"| + |B" — B| < k; uma contradi¢ao. E o

item (iv) segue, concluindo assim o teorema. O

A mesma prova dada acima pode ser usada para mostrar que a versao da
conjectura de Mayr e Plaxton para matréides também implica em todas as
quatro versoes das conjecturas de Kano para matroides.
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