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Resumo

Nesta dissertacdo apresentamos alguns modelos matesypaiecesquistossomose. Foram
estudados a existéncia de equilibrios dos sistemas de E&s€m como suas estabilidades.
O principal modelo estudado leva em conta a dependénciaadie ido caramujo infectado.
Foi definido um valor para o niumero reprodutivo basiig, e mostrado a existéncia de um
valor limite tal que a estabilidade do equilibrio livre dagsitas depende diretamente deste
valor. Além disso, mostramos a existéncia e unicidade diikbga endémico, e que 0 mesmo
é localmente assintoticamente estavel sob certas cosdigdaxa de mortalidade do homem
induzida pelo parasita. Fizemos uma analise da sensitidida nimero médio de parasitas por
pessoa. Varias estratégias de controle foram discutitfas,de avaliacdes de custo-beneficio.

Foi ainda mostrado que esse modelo é a generalizacédo de uehonnaais simples.

Palavras-chave: Modelos Matematicos, Esquistossomose, Dependéncia de ia cara-
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Abstract

In this dissertation we present some mathematical modelscfustosomiasis. We study
the existence of equilibrium of systems of O.D.E., and itabgity. The main stutied model
considers the density-dependence on the age of the infentéd We define the basic repro-
ductive numberRg, and show the existence of a threshold value such that thditstaf the
parasite-free equilibrium depends directly on this valbarthermore, we show the existence
and uniqueness of the equilibrium endemic, and that it iallp@symptotically stable under
certain conditions in the rate of mortality of man-inducexdgsite. We also do an analysis of
the sensitivity of the average number of parasites per perSeveral strategies of control are
discussed, as well as evaluations of cost-benefit. It issdisavn that this model is a generali-

zation of a simpler model.

Keywords: Mathematical models, Schistosomiasis, Dependence omgthefdhe snail
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INTRODUCAO

A esquistossomose, também conhecida por barriga daguaa éagnca endémica em va-
rias regides tropicais e subtropicais do globo terrestreBhsil, os estados onde a esquistos-
somose se apresenta com maior freqiéncia sdo: Bahia, MerassGPernambuco, Paraiba,
Rio Grande do Norte, Alagoas, Sergipe e Espirito Santo.

O principal hospedeiro e reservatorio do parasita € o horsendo a partir de suas excretas
(fezes ou urina) que os ovos sao disseminados na naturezsuiRoda um hospedeiro inter-
mediario que sdo os caramujos, onde 0s ovos passam a fonaaddcercaria). Esta ultima,
dispersa principalmente em aguas néo tratadas, infectanerh@ela pele, causando uma in-
flamagcdo da mesma. Ja no homem, o parasita se desenvolveo@s®alveias do intestino e
figado, causando obstrucdo das mesmas, sendo esta a censari@ados sintomas da doenca,
gue pode ser crbnica e levar a morte [11].

Os ovos eliminados pela urina ou fezes dos homens contaosre@luem para larvas na
agua, estas se alojam e se desenvolvem em caramujos. HEstess liberam a larva adulta,
gue ao permanecer na agua contaminam o homem. No sistensoJenoano, os parasitas se
desenvolvem, se reproduzem e eliminam ovos.

Neste trabalho, apresentamos alguns modelos matematimegquistossomose. Inicial-
mente, apresentamos um modelo relativamente simples, gstean-se de acordo com estudos
feitos em laboratorio, onde uma populacéo de caramujogdartho constante, foi submetida
a uma taxa de infeccdo constante. Porém a relacdo entre dongoole experimentos se com-
plicaram, quando foi permitida a variagdo do tamanho dalpgga dos caramujos através da
introduc&o de novos caramujos no habitat [1].

Desta forma, fica patente a necessidade de um modelo médstioeale que ao mesmo

tempo seja simples o suficiente para concluirmos algo sotiveraca. O modelo desenvolvido



INTRODUCAO 2

por Zhilan Feng, Cheng-Che Li e Fabio A. Milngt], € um modelo que possui uma estrutura
de dependéncia de idade nos caramujos infectados.

Foram estudadas duas maneiras para a introducdo de noaosugas no sistema. Na
primeira foi considerado que a taxa de introdugdo de novaE1@gos era constante, e na
segunda foi levado em conta que caramujos infectados n&peeduzem. Com isso, foram
determinados doisumeros reprodutivos basicd%, um para cada valor da taxa reprodutiva.

No primeiro caso, quando a taxa reprodutiva € constantedstrado que o equilibrio livre
dos parasitas é um atrator globabdg< 1 e que € instavel S8y > 1. Mostramos a existéncia
de um unico equilibrio endémico e que o mesmo € localmentetassamente estavel se a
taxa de mortalidade do homem, induzida pelo parasita, farisntemente pequena.

Ja no segundo caso, quando a taxa reprodutiva leva em coata gufe os caramujos
infectados nao se reproduzem, foi mostrado que o equillivri® dos parasitas € um atrator
global quand®?’y < 1 e instavel quand®’ > 1, além de mostrarmos a existéncia e unicidade
do equilibrio endémico.

O modelo passou por uma etapa de validacéo, isto &, foi ndostpae o0 modelo é uma
generalizacdo de um modelo mais simples. Foi ainda discuéidas estratégias de tratamento

da doenca, assim como também, as relacfes de custo-benefici



CAPITULO 1

Esquistossomose: Descricao da doenca

A esquistossomose mansoni&clistosoma mansQré uma infec¢do causada por verme
parasita. Ocorre em diversas partes do mundo de forma ecaéam um ndimero de pessoas
mais ou menos constante. O principal hospedeiro e resevdtparasita € 0 homem, sendo
a partir de suas fezes que os ovos sao disseminados na natdossui ainda um hospedeiro
intermediario que sdo os caramujos, onde 0s ovos passamma farvaria (cercaria). Esta
Ultima se dispersa principalmente em aguas nao tratadas,lagos e infecta o homem através
da pele causando uma inflamagéo da mesma.

O ciclo de vida do parasita comega com a postura dos ovosfgreta, dentro do hospe-
deiro humano, onde o parasita se desenvolve sexuadaméraeedas fezes humanas os ovos
sdo depositados na natureza, passando a se chamar mgdo&liniracidios tem uma expec-
tativa de vida de 4 a 16 horas). Estes por sua vez, infectamrasajos, que em um primeiro
instante, aproximadamente 5 semanas a uma temperatura @ef@rmanecem em um estado
de laténcia, periodo em que o caramujo esta infectado, po&@ninfeccioso. Deste entéo,
0 parasita comeca a se desenvolver dentro do caramujouasisenente. Logo em seguida,
atinge a fase em que comeca a depositar nos lagos, lagoasceqiee chamamos de cercéaria
(as cercarias tem uma expectativa de vida de 8 a 20 horas).fgestsua vez, se estabelece no

organismo humano via contato com a pele, causando momeantané uma inflamacéao.

1.1 A Populacao de Caramujos

Modelos matematicos tém sido usados intensamente paia &jterpretar as observacoes
feitas no campo como também as experimentacdes feitas oxatéhio.

Na tentativa de obter um modelo matematico que descrevémiia da esquistossomose



estudaremos inicialmente a populacao de caramujos, deadmdéd\,. Para isso, considere

uma populagédo de caramujos na idade 0, todos eles livre de infeccdo. Aqix(a) é a

J

Mortalidade

1.1 APOPULACAO DE CARAMUJOS

Populagéo de
Cercéria, L(2)

|

Hospedeiro Humano

Populagéo de vermes
adultos, M

l

Produgdo de
Ovos

Caramujo
Infeccioso, Y

!

Mortalidade

Caramujo
Latente, Z

!

Mortalidade

Mortalidade

Populagéo de
Miracidio, L(1)

l

Caramujo
Suscetivel, X

l

Mortalidade

Figura 1.1 Ciclo de vida do parasita

guantidade de caramujos com idade

A populacéo de caramujos sera dividida em quatro classes,

X(a) — Sucetiveis,

Z(a) — Latentes,

W(a) — Recuperados

Y(a) — Infectados (liberando Cercarias),

\

Mortalidade

Também séo considerados no modelo os seguintes parametros,

* A — taxa de infeccdo constante,
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* T — periodo de laténcia dos caramujos,
* y — taxa de recuperacao da infeccao

As mudancas enX(a),Z(a),Y(a) e W(a) com respeito a idade do caramujo séo descritas

pelas seguintes quatro equagodes diferenciais de prinreieano

dX
g = ~(A+pe)X (1.1)
3—2 = AX—mZ—-AX(a—T1)exp—us1)8(a—1) 1.2)
% = AX(a—T1)exp—usT)0(a—1) — gY — yY (1.3)
dw

Aqui 6(u) é uma fungdo escada tal géu) = 1 seu > 0 e B(u) = 0 seu < 0. As variaveis

X,Z,Y eW tem os valores iniciais
X(0)=Np, Z(0)=Y(0)=W(0)=0.

A equacéo 1.1, nos diz que a um caramujo livre de infeccaaa)ssd € permitido morrer

(u3) ou se infectarA). Caso um caramujo seja infectado, ele entrara em laté@diermo
[-AX(a—T)exp—usT)B(a—T1)]

da equacao 1.2 nos informa que 0s caramujos permanecesétetapor um periodo maximo
T, sendo permitido aos mesmos a mofig).

Aos caramujos que entrarem na classe dos infectados, sendéige a uma fracao deles
a recuperacgdo, e os demais morrerdo. Finalmente, aos ¢asarecuperados sera permitido
apenas a morte. Note que, neste modelo ndo é permitido adiofelos caramujos recuperados,
isto pode ser interpretado como imunidade a doenca.

A partir de agora, estaremos interessados em encontadsslpara as equacfes 1.1 - 1.4.

Inicialmente, podemos ver que a solucao de 1.1 é dada por:
X(a) = Naexf—(A + piz)al. (1.5)

Ja a solucéo da equacao 1.2 é divida em dois casos:
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e 1°Casoca<t1=60(a—1)=0.

Assim, 1.2 assume a forma:

dz
ﬁJrHSZ—)\X

Esta equacéo diferencial possui o seguinte fator integrant
l(a) = exp</u3da) = |(a) = exp(usa)
Dai, temos que:

Zexp(usa) = [ exp(usa)ANeexpl—(A + pa)alda

= )\Nz/exp[—()\a)]da: —Nzexp—Aa+C

=Z(@a) = —Npexp—(A +puz)a+Cexp(—pza)
=270 = —N4C=0=C=N,
=Z(a) = —Nyexp[—(A+ pz)a]+Nxexp(—psa)
Portanto,
Z(a< 1) =Nyexp(—uza)[l—exp(—Aa)] (1.6)

» 2°Casola>T1=0(a—1)=1.

Dai,
dz
da = AX —pzZ—AX(a—1)exp(—HsT)
dz
da THeZ = ANzexp[—(A +ps)a) — ANz exp[—(A + p)](a— 1) exp(—isT)

—  ANpexp|—(A + H3)al(1— exp(AT))
Onde o fator integrante é:
| (a) = exp(usa)
Logo,
Z(a)exp(tza) = ANp[L—expAT)] / exp(—Aa)da
= —Np[l—expAT)|exp—Aa)+C

=Z(a) = —Np[l—exp(AT)]exp[—(A + us)a] +Cexp(—usa)
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Note que quandb= 1 a equacgao no°lcaso deve coincidir com a equagao racaso.

Logo,
Z(1) = —No[l—exp(AT)]exp[—(A + us)T]+Cexp(—psT)
= Np[1—exp(—AT)]exp(—psT)
=C=0
Desta forma,
Z(a>T) = Np[exp(AT) — 1] exp[—(A + U3)a] (1.7)

A solucédo da equacéo 1.3 também é divida em dois casos:

e 1° Caso:a<T

Ya<T1)=0 (1.8)
pois todos os caramujos estdo no periodo de laténcia.
« 2°Casola>1=0(a—1)=1

Dai 1.3 assume a forma,

3—; =AX(a—T)exp—UsT — taY — yY
Y
da T (Hat V)Y = ANzexp|—(A + ps)(a—T)]exp(—HsT)
dy
dat (Ua+ Y)Y = AN2exp(AT) exp[—(A + p3)a]

Donde temos que o fator integrante é:
I(a) = exp(Hz+Y)a
Assim,

Y(a)exp(ta+y)a = ANzexp(A r)/exp[—()\ + U3 — Ha —y)ajda

Escrevendo

a=A+H3—Ha—Yy
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temos que:

—exp(—aa)

Y(a)exp(Us+y)a= AN2exp(A 1) +C

= V(@) = "2 exp(A ) expl— (A + )l +Cexpl— (s + V)

Como

NoA
Y(1) = — 2% expA T~ AT~ isT) + Cexpl—(pa+)1] = 0

temos que:

NoA
C= %exp[(—u:;-i-m-i- y)1]

=Y@>1) = % expAT — (A + pz)a)(expa(a—1)] - 1) (1.9)
A solugéo da equagédo 1.4 também esté divida em dois casos:

e 1° Caso:a<T

W(a<T1)=0 (1.10)
pelo mesmo motivo de 1.8.
« 2°Casola>Tt
Desta forma,
ddl: =W — usW

O i =" expirt— (A + psjal(expla(a— 1)) 1)

Note que o fator integrante é:

| (2) = exp(ksa)

assim,

W(a) exp(sa) — Nz;\yexp()\ r)- / exp(—Aa)da+ exp—aT) / exp(sa)dad

ondes= Uz — sy —y

_ N2A yexp()\ - u3a>[exp(—}\ a)

=W(a) g 3

+exp(—arT)

O § cexp(- 12
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W(T) = N2 yexp[()\ — U3)T] [exp()\—)\ ) + exp(;}\ T)] +Cexp(—u37) =0
NoAy, 1 1
==y it
= wia) = "2 expl ) fexpir 1) ZE A e an SR (24 )
Portanto,
=W(@>r1)= NZT)\yexp(—uga)(%[exp[(a— T)s|—1] —%[1—exﬂ—(a— T)A]]) (1.11)

O modelo descrito acima se mostrou de acordo com estudos &sit laboratérios, onde
uma quantidade fixa de caramujos foi submetida a uma taxdrdeugéo de miracidios cons-
tante. Porém, quando foi permitida no experimento a vasiaigdpopulacdo de caramujo, a
relacdo do modelo com o experimento deixou de existir [1].

A obtencdo de uma descricdo mais detalhada da dinamicaelzxdaf do caramujo pelo
parasita € feita introduzindo-se no modelo uma estruturdatke e a permissdo da introducéo
de novos parasitas na populagdo. Esta é a principal cdsticerdo modelo dé&eng [4],

discutido no proximo capitulo.

1.2 Transmissfes: Homem-Caramujo e Caramujo-Homem

A seguir, estudaremos o sistema de equac0des diferenctarsigado por 1.12 - 1.17 que
descreve as transmissdes entre as populacdes humanagangaaNeste modelo ndo esta-
mos considerando a estrutura etaria, a recuperagéo dowarara imunidade adquirida pelo

hospedeiro humano. A notacao utilizada € a que esta defiaitibela 1.1 na pagina 14.
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dM

o Bil2 — M, (1.12)
% = %AlMlep_UZLl—BZNZLL (1.13)
%—T = P3(X+Z)+ HaY — BoXLy — PsX, (1.14)
Cé—f = BoliX—pU3Z —Bola(t—T)X(t — 1) exp(—psT)0(t — 1), (1.15)
cij—\t( = Bela(t—T)X(t— 1) exp(—p3T)6(t - T) — WaY, (1.16)
% = A2Y — sk — BiNiLo, (1.17)

ondeN, = X+ Z+Y e 0 sao definidos como nas equagbes 1.1 - 1.4. Foi assumido que as
populacées de humanos e de caramujos sao de tamanhos tesiskste € o motivo do apa-
recimento do term@us(X +2Z) + LsY) na equacgdo 1.14 exatamente para compensar a taxa de
mortalidade nas equactes 1.14 - 1.16. Vale observar airela quortalidade humana nao esta
sendo levada em conta na equagédo 1.12.

A funcéo @ representa a probabilidade de acasalamento de um verma f&gaindo a

distribuicdo binomial negativa. Tal funcéo, segundo Mag@][é expressa por:

— 21 _
1 a/ : 1—co¥ 40 (1.18)
0

MKy =1———
oM. k) 2 1+ acosh)L+k

ondea = le e os dois parametros da distribuicdo binomial negativa s@iédia de vermes
carregado por um hospedeiro humdan@ o parametro de agregagéo
A escala de tempo para as equacfetdeX, Z, Y e Lo € muito rapida, se compararmos
a expectativa de vida dos vermes adultos que é de aproxineadiame 3 a 5 anos. Portanto,
podemos considerar
d _dX_dz_dv_dl,
dt dt dt dt dt
E assim, temos que:
114 = pusZ+ uaY = XLy
115 = BoliX = psZ+ BolaX f

1.16 = [32L1X f= [14Y
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ondef = e HsT,
Como
X+Z+Y =Ny

HaY  Boli HaY
Bolaf  p3 Bolaf
Ha  pa(l-f)
=N =Y +
g BoLf usf
‘. BoL5 N2

Ha+ BoLi[f + (1~ )]

Além disso, temos pelas equacdes 1.13 e 1.17 que:

(1-f)+Y

(1.19)

1
—AlM Nl(p
Lr=_2 " "7 1.20
L (BN + ) (1.20)

AoY*
Ly=——"5" 1.21
27 (BN + is) (1.21)

Dai, Anderson e May [1] encontraram que a equacado para o oumédio de vermes,
M(t), é dada por:

ST
am _ M 1217241 1 (1.22)
onde
B1A2N2
T =—""<% 1.23
Y 1 (BiNL + s) (1.23)
e
fB2A1Ny
T,— P2 1.24
27 Ha(BaNa + o) (1.24)

Os parametro3; e T, séo interpretados neste modelo como o coeficiente de trasémi
do caramujo para o0 homem e o coeficiente de transmissédo darh@ara o caramujo, res-
pectivamente. O fato% aparece devido ao fato de ser assumido no sistema que o qBdréo
sexualidade dos vermes € a monogamia.

Aqui, sdo ainda consideradas as seguintes expressoes:
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. (BlNljii‘le) gue é probabilidade de uma cercéria infectar um humano, e

. (ﬁzr\giiuz) gue é a probabilidade de um caramujo ser infectado por uncidica

O significado para os parametros podem ser encontradoseia fab na pagina 14.

O numero reprodutivo basic®, foi definido por:

1
Ro = §T1T2§0. (1.25)

Assim, vemos que a equacao 1.22 tem dois pontos de equstibtio=0 e,
M*:§ﬂ¥£19 (1.26)
(5T20)

Note que o equilibrio endémico, isto é, o valor de equililmssitivo da equacao, fara
sentido biologico se, e somente $&, > 1.

Encontrar uma solucéo analitica para a equacédo 1.22 nao tatefafacil devido a quan-
tidade de parametros e a complexidade da equacédo 1.18nt®ortas limitaremos ao estudo
da estabilidade dos seus equilibrios.

Inicialmente, note que se
M>M">0

entao

dMm ST
< s 1 511120 .

1 1
& éTsz(p < éTz(pM +1

1
& <§T2(p) (M-M)<1
1 sTihe-1 |
1 — 1 =M
5120 512

S M>T—
Além disso, note que quando

M—0 = oMk —-0 = Ry —0
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e portanto, numa vizinhanca a direita da origem

dMm

— < 0.
dt

Desta forma, temos a existéncia de um ponto de equilibriéuakpreakpoinj e os equilibrios

M =0 eM = M* sdo estaveis, como sugere a figura 1.2 abaixo.

dM
at

BREAKFPOINT

Figura 1.2 Existéncia de um ponto de instabilidade entre os equikle&iaveis

Uma outra observacao a ser feita € que quando
k—0 = oMk —1,

donde temos que pakasuficientemente pequenobreakpointra desaparecer tendendo a zero.
O uso da distribuicao binomial negativa se faz necessaliofgt® que na realidade os ver-
mes se encontram muito agrupados, sendeakpointde significado limitado[1]. Outro fator
a ser destacado sobre a necessidade do uso desta distridwjgé@ MacDonald [9] no ano de
1965 assumiu que os vermes estavam espalhados aleatdeameancluiu equivocadamente

gue obreakpointestaria sempre distante do equilibrio de zero vermes psopes
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Tabela 1.1 Notacdo empregada nos modelos de dinAmica de transmisgdguatossomose

Variavel
Populacional Definigao
No Densidade total de Caramujo
Densidade de Caramujos suscetiveis (néo infectados)
Z Densidade de Caramujos infectados, mas nao infecciogent@a)
Y Densidade de Caramujos infectados e infecciosos
W Densidade de Caramujos recuperados
N1 Densidade total de Humanos
M Média de vermes carregados por hospedeiro humano
Ly Densidade de miracidios
Lo Densidade de cercarias
Caramujo
U3 Taxa de mortalidade dos Caramujos suscetiveis e latentes
Ua Taxa de mortalidade dos Caramujos infecciosos
y Taxa per capita de recuperacéo da infecgéo
T Periodo médio de laténcia
A Forca per capita da taxa de infeccéo
Humano
U1 Taxa de mortalidade per capita dos vermes adultos
B1 Taxa per capita em que uma cercaria se estabelece em um humano
A1 Fecundidade per capita dos vermes adultos fémeas
B Taxa per capita em que um miracidio se estabelece em um garamu
U2 Taxa de mortalidade per capita dos miracidios
Us Taxa de mortalidade per capita das cercarias
A2 Taxa per capita de producéo de cercaria(por caramujo iofmc
Q Probabilidade de acasalamento de um verme fémea
k Parametro de agregacao da distribuicdo binominal negativa




CAPITULO 2

Um modelo para esquistossomose com

dependéncia de idade dos caramujos

Neste capitulo estudaremos o modelo desenvolvid@pitein Feng, Cheng-Che Li e Fabio
A. Milner [4] que descreve caracteristicas da dindmica da esquostosg, dos caramujos e
dos humanos.

Em tal modelo a populacdo de caramujos infectados € estd#ypor faixa etaria com o
intuito de simular a producéo das cercarias, que duranteiodoede laténcia é inexistente e
depois assume comportamento periodico [1], [11].

No modelo é permitido a variacdo do tamanho populacionab tam hospedeiro humano
como também da populacéo de caramujos infectados atravézalde mortalidade induzida

pela doenca.

2.1 O Modelo

Denotaremos poN o numero de hospedeiros humanBs) niumero de parasitas adultos,
S | a quantidade de caramujos nao infectados e infectadosctespeente M 0 numero de
miracidios €C a quantidade de cercarias.

No modelo, é assumido que os caramujos nascem livres dedafegue os parasitas estao
espalhados dentro do hospedeiro humano segundo a digligbbinomial negativa, e que a
guantidade de miracidios que infectam o caramujo ndo é@aspara 0 nimero de cercarias
produzido. Com isso a populagéo de caramujos foi divididadaas classes.: | (caramujos
infectados) e S (caramujos livres de infec¢ao).

Esta sendo ainda considerada no modelo a densidade dedimfigogidade do caramujo.

15
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Tabela 2.1 Parametros utilizados no modelo

Nn | Taxa de recrutamento dos hospedeiros humanos

bp | Taxa per capita de nascimento (postura de ovos) de paraditéiss
Ns | Taxa de recrutamento dos caramujos

Un | Taxa per capita de mortalidade natural dos hospedeirosrimsna
Hp | Taxa per capita de mortalidade dos parasitas adultos

Us | Taxa per capita de mortalidade natural dos caramujos

o | Taxa de mortalidade, induzida por parasita, dos humanos

ds | Taxa de mortalidade induzida dos caramujos

p | Taxa per capita de sucesso de infec¢do do caramujo por uroidiira

B | Taxa per capita de sucesso de infeccdo do humano por umaa&erca
r(r) | Taxa de realiza¢d@o de cercaria por um caramujo de idadeciofsa

o | Taxa de tratamento dos hospedeiros humanos

k | Parametro de agregacao da distribuicdo binominal negativa

Assim, denotando pdro tempo,T a idade infecciosa, isto €, tempo desde a infec¢cédo, temos
quex(t, 7) denotaré a densidade da idade infecciosa do caramujo notee(7) sera a taxa
em gue os caramujos infectados com idade infecaigeaduz cercaria. Com isso, definimos

0 numero de caramujos infectados na idader:

I(t) = / x(t,7)dr. 2.1)
0
Como o tempo de vida de uma cercaria € muito curto, isto &€, sgdzoduzida, ela morre

rapidamente se ndo encontrar um hospedeiro humano pactamfei assumido que o nimero

total de cercarias produzido por caramujos infectadosmpa¢ > O pode ser expresso por

C(t)= /Ooor(r)x(t,r)dr. (2.2)

onder (1) é ataxa de realizag&o de libera¢éo de cercaria por um caramfegtado com idade

infecciosar.
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Foi assumido ainda que o numero médio de ovos deixado por tasifgaadulto, por uni-
dade de tempo, € constante. Assim, temos 0 seguinte siseeraquacdes que governa a

dindmica da doenca

d
—N=An— N —aP,

dt
d k+1\ /P?
aP_BCN—(IJh+/Jp—i—a-l—a)P—a (—k ) (W)’
d
gi>=P(S1) — HsS—pMS
(2.3)
zx(t r)+ix(t T)=—( ds)X(t, T)
dt ) 0T ) - HS+ S ) I

X(t,0)=pMS,  x(0,T) =xo(1), M=DbyP

C(t)= o r(T)x(t,T)dt, I(t)= [y x(t, T)dT.

ondeb(S,1) é a taxa de nascimento dos caramujos cuja forma sera espeaifiepoispMSé
a taxa de incidéncia de infecgéo do caramuld e bpyP. Analogo as cercarias, os miracidios
morrem muito rapidamente caso ndo encontrem um caramugoipi@ctar. Por essa razao,
0 numero total de miracidios no tempdoi assumido proporcional ao nimero de parasitas
adultos.

Neste trabalho ndo abordaremos as questfes de existénoieidade das solucdes do
sistema 2.3. O mesmo pode ser feito usando métodos enamteaa [13]. A proposicao

seguinte mostra que 2.3 tem significado biolégico.

Proposicéo 2.1.Dado uma condi¢éo inicial ndo-negativa, isttl€)) > 0, P(0) > 0eS(0) >0

todas as variaveis permanecem ndo-negativas pafa

~ . . d .
Demonstracdo.Suponha inicialmente qug= 0 entaoa8> 0, ou seja, sobre o plartdx P o

campo aponta para dentro do primeiro octante. Tambéxi{®e> 0 entdoN(t) > 0 para todo

t > 0 ja queN néo pode ser 0. Por fim, =0 entéo%P = BN, que € maior que zero, ja que
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estamos tomandd(0) > 0, portanto, temos que o campo sobre o pldRS aponta pra dentro

do primeiro octante, donde temos o resultado que desej&/amo O

Utilizaremos o método das linhas caracteristicas parardietar uma solucéo pardt, 7).

Assim, supondd— T = constante, temos pela regra da cadeia [8] que

d 0 0

ax(t, T)= Ex(t, T)+ Ex(t, T)
e

d 7, 7}

Ex(t, T)= Ex(t, T)+ Ex(t, T)

Assim, para > T temos que

X(t,T) = e Wstd)TR(t — 1)
e pard < T, temos que

X(t, ) = e (Mt Oty (T —¢),

onde
B(t) = pM(t)S(t) = pbpP(t)S(t)

Desta forma, podemos reescre@t) el (t) como

C(t) :/()tr(r)e_(“s+dS)TB(t—T)dT+F1(t),

1(t) = /Ote—<ﬂs+ds>TB(t—r)dr+Fz(t>,

onde
Fi(t) = / r(r)e’(“5+ds)rxo(r —t)dr,
t

F(t) = /too e (Mt Ty (1 —t)dT.

. ~ k+1
Introduzindo a notagéd = uh+ Up+a +a, & =pbp, ko= % reescrevemos o

sistema 2.3 como
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d
—N =An—ppN—0aP,

dP BN [ir(1)e (Hstds)Tp(t — )dr—5P—akoPW2+BNF1(t),

Ss=b(s1) - us—B(1) 4

B(t) = ¢{P(H)S(t)

(t) = Joe W HTB(t—T)dT +Fa(t).

2.2 Numero Reprodutivo Basico e a dinamica da doenca

Nesta seccdo consideraremos dois casos particulareb@&ia: bi(S 1) = As repre-
sentando um recrutamento constante, independente dargdiopte caramujos infectados e
1S
ba(S 1) =

Co+ S+1
os caramujos infectados nao se reproduzem. Note que seigsggin = b, em uma deter-

, ondec; e ¢ sdo constantes. Esta definicAddéS | ) leva em conta que

minada populacéo, esta tera sua maior taxa reprodutivalqu&o houver nenhum caramujo

infectadol = 0, e ndo havera reproducao caso todos 0os caramujos esté&atados.

Proposicédo 2.2.As variaveisN(t),P(t),S(t) do sistem&.3 séo limitadas para todo> O,

assumindo que a condicéo inicial € ndo negativa.

DemonstracdoPela primeira equacao do sistema 2.3 temos que quzeluaa(mande,dt <0ja
que pela proposi¢do 2A.é sempre ndo negativo. Portarftb¢ limitado.

Se supormo®(S,1) = by (S 1) = As na terceira equacado do sistema 2.3 teremosSie
1S

—— obtemos
Co+ S+

limitado poisP é sempre ndo negativo. Se fizerndS, 1) = by(S1) =

%s(t) = by(S1) - psS(t) - §P(1)S(t)

C1
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e paraSsuficientemente grande,

C1
Co+ S(t) +1(t)

e consequentemenge limitado.

< Us+EP(t) = %S< 0

Pela segunda equacao do sistema 2.4 temos que é necess@ds apstrar quUE(t) é
limitado para obtermos qué limitado, ja queN é limitado.

Inicialmente, note que pata= b; eb = by, b(S 1) é limitado. Além disso, estamos assu-
mindo quer (1) é uma funcéo periddica limitada, pois é a taxa de realizag@eitaria por um

caramujo infectado, e portanto, assumimosi@g assume um valor maxinmo Assim,
C(t) = /Otr(r)e—<“s+ds>ffp(t— r)S(t—r)dr+/t°°r(r)e—<“s+ds>txo(r—t>dr.
Denominaremos a primeira integral dar(t) e a segunda pdr,(t). Desta forma,
Ly(t) < re—(Hstdst /tho(r —t)dr <

pois [~ X(T —t)dT é a quantidade inicial de caramujos infectados com idadermakt.

Quanto a_4(t), note iniciamente que
§PS=D(S1) ~ UsS—S < —S+Db(S1)

assim,

L1 (t) r/ot e (KHd)Tep(t — 1)t — 1)dT

IN

IN

t
r_/ e (KT (_g(t — 1) 4+ b(S 1))dT
0
t t
- _r/’e%%+%M—wsondu+r/‘e%%+%M—wb&;udu
0 0
Integrando por parte temos que

Li(t) < re—(Hstds)t [e(uerds)t(S(O) —S(t))+ §(e(us+ds)t -~ 1) n b(S1) ) <e(lls+ds)t B 1)}

_ (s0) - s + (1 e (54 PED ]
| (o) (5 i)

ondeSé algum valor que limit&(t) superiormente. O

Esta proposicéo sera util na demonstracao dos proximolsaass..



2.2 NUMERO REPRODUTIVO BASICO E A DINAMICA DA DOENCA 21

2.2.1 Taxa reprodutivab = b,

Inicialmente, descreveremos alguns resultados anaitiei@rentes ao modelo, levando em

conta que a taxa de nascimento dos caramum$®| ) = A\s. Desta maneira, considere

%_ B/ —(Us+ds) TdT

e ()(2). e ()

PRms representa o coeficiente de transmissdo homem-caramu® pnegisamente 0 numero

e seja

de caramujos infectados por um esquistossomo durante dop®édio de vida%, enquanto
PRsm representa o coeficiente de transmissao caramujo-homieng, is nimero de esquistos-
somos produzidos por um caramujo infectado durante umgeiiteiro de infecgdo. Assim,

definimos o numero reprodutivo basico por:

Ro = RusRsm-

Seja

An /\S)
= N7P7 - _707_ .
Eo = (No, Po, So) (Hh m

Observe qué&g é um equilibrio do sistema 2.4. O proximo resultado diz quBs< 1 entdo a
doenca deixara de existir, independentemente da quaatakadermes existente em um dado

instante inicial.

Teorema 2.1. Considere o sistenta4 comb = b;(S1). SeRp < 1, entdo o equilibrio sem
parasiteEg € um atrator global, isto €,
lim t 0,—
fim (N, P(0). S0) = (31,053

para qualquer condi¢do inicial positiva do sistema 2.4

Para provar o teorema 2.1, faremos uso de alguns resultadaguais utilizaremos a se-

guinte definigao.

Definicdo 1. Sejaf : [0,00) — R limitada. Definimosf., = Iiminf f(t) ef” =limsupf(t).

t—o0
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Lema 2.1. (Lema da Flutuacéo) Sefa [0,0) — R uma fung&o diferenciavel limitada que n&o

possui limite quandb— oo entdo existem seqliéncigst, — co com as seguintes propriedades:

f(sn) = fo,  f'(sn) =0

f(tn) — foo, f/(tn) — 0
paran — c.

DemonstracdoSe f ndo tem limite pard — « ela deve oscilar entré, e f*. Logo pode-
mos escolher sequéncias apropriadas de minimo fgegl e méaximo localf (t,) que tem as

propriedades desejadas O

Proposigéo 2.3.Sejaf: [0,0) — R limitada e continuamente diferenciavel. Entdo existem

seqliéncias,,tn — c com as seguintes propriedades:

f(sn) = fo,  f'(sn) =0
f(tn) — foo, f/(tn) — 0

DemonstracdoSe f(t) ndo possui limite, o resultado segue pelo lema 2.1. Logoemod
assumir que o limite dé(t) quanda — o existe e € finito.

Assim, temos apenas dois casos a considerar:

1. Se para tod#p > 0 existem infinitog > Mg tal quef’(t) muda de sinal basta escolher

sequéncias apropriadas de maximos e minimos locaig,p@sa respectivamente.

2. Caso contrério, existdy > 0 tal quef’(t) ndo muda de sinal para totlo- My. Como o
limite de f(t), quanda — oo, existe e é finito entdd possui uma assintota horizontal, e

o resultado segue
(]

Demonstracdo(Teorema 2.1) Pela proposicéo 2.3 existem sequéngiasv, — o tais que

d
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d
S(ta) — S°, as(trﬁ —0

e
P(Vn) — Poo, %P(Vn) — O
Assim,
N — Anp— aP(sn) < An
HMn Hn
Da mesma forma
Ns /ﬁ

=—F——<
Hs+EP(th) — Us
e comoF; — 0 quandd — c temos que:

0< BN(Vn)/()tr(T)e_(“S+ds)TB(t— T)dr —P” (c‘i-wrkol\::/o ))

Logo,

00

p® (5 + ako NF()vn)

t
<P°B (ﬁ) g (E) / r(t)e Hstd)Tdr < P25
HUn Us /) Jo

o Ry ) <°

Agora, considere uma sequéngja— o tal queN(xp) — Nw € %N(xn) — 0. ComoP =0,

t
) §B€N°°S°°P°°/O r(r)e (Hs+d)Tgr

ja queRo < 1. Dai,

PortantoP* = 0 dondeP = 0.

= An
entaoN, — e

PortantoN, = N* — %

Analogamente, temos qi& = S° — . O

A hipoteseRp < 1 é de extrema importéncia, pois, caso contrario, o proxiesaltado

garante exatamente o oposto do teorema 2.1.

Teorema 2.2.SeRp > 1, b=Db1(S 1) = As, entéo o equilibrio livre dos parasitas é instavel.

Além disso, existe um tnico equilibrio endémieo= (N,,P,,S.) comP, > 0.
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Demonstracdo Escreveremos o sistema de equacgdes (2.4) da seguinte ananeir

d
—N=An— N —aP,
dt h— Un a

2
9 b N(Ky%B)— 5P — ako%,

dt
(2.5)
E-S b1(S 1) — usS—B
dt 1 l"lS 9
B=¢&PS
onde
fxg= / gt—r1)d
e

Ki(T) = Br(t)e (o),

A linearizacdo do sistema 2.5 no pomigtem a seguinte equacao caracteristica

A+ —a 0
detf] 0 A+0-Ng(KixéS) 0 | =0
0 (S A+ Us

= (A + ) A+ ps) |5 € T[N + 8 — No(Ky +E)JdT| =0
= (A +H)(A + ps)[A + 8 — ENgSoRe(A)] = 0

onde

Agora, considere a fungéo

F(A)=A 438 —ENoSK1(A).
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Para mostrar quEy € instavel quand@ip > 1, é suficiente mostrar qu&(A ) possui uma raiz
com parte real positiva.
Note que
Ro = S)%No%/l = {NoSo %1 > 0

poisfRo > 1, donde temos que
F(0)=0—¢&NpS#1 < 0.
Note ainda que
F'(A)=1+ €NOSO/ Te ATKy(1)dT > 0.
0
Como
© (1)
/0 e—(A+us+ds)rdT <
eF(A) é crescente, temos que, parauficientemente grande, exigig> 0 tal queF (Ag) = 0.

Para mostrarmos a outra afirmacdo do teorema, faca o lad dicesistema de equacao

2.5igual a zero. Dai,

_ p, = M Mo (2.6)
o
0=As— UsS. — éP.S,
=S ahs 2.7)

T aps+E(An— pnNL)

P2

0=N.(Ky*B) — 8P, — akor -

o0 P2

0=N, (B/ r(t)e (Kro)TEp(t — 1)S(t — T)dr) — 0P —ako -
0

%

P2
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ComoE, é um equilibrio positivo, isto &,, P,,S, > 0, ent&o:

NsOP, N akoP?As

NS = 55 T NPS
N0 a Ap — UnN,
= ail\s[aﬂs-l-f(/\h—HhN*)]“‘N cl:?\s< h auh )/\s[aus+5(/\h—uhN*)]
B & (An— HnN;) ko(An— HnN)
= |Hst+ o 0+ N .
Definamos
h(N) = EN.ZiAs,
( ) 1/\s (2.8)
g(N) = [us+ f(Ah;HhN)} [5+ ko(/\hN*lth)] ‘
Note que
lim h(N)=0
oim, h(N)
e

. An An
Jim g(N) = {5+kO(N—*—Nh)} <Us+f?) = 00

enquanto que,

h(5E) = EAANSTE eg(5E) = Sps
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Portanto, temos que exidtg no intervalo(0, %), tal queN, é solucdo da equac&idN,) =
g(N.).
A unicidade deN, vem do fato que

N(N) = & #As > O,

logo, h(N) € estritamente crescente, e como

g(N) = (‘iﬂh) [5+M] . {uﬁ é(Ah—uhm] (-ko/\h)

N a N2
no intervalo(O, %), g(N) é estritamente decrescente. Logo, existe apendd,uqne satisfaz a
equacéo
h(N.) = g(N:)
A
em (0, ).

ParaN > % é suficiente mostrar que

h(N) —g(N) > 0.
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De fato
A\ N A
) o) = ENRe— (e 00 SER) (5. 100y, )
B An ENnd &Nk
— & (uh)%fl/\s 1 Hsko( )+Hsko py— $P0 S0
A\
n & NnKon n thN5+ ¢ HnkoAn EU? ko
a a a a
Como estamos consideranthg > 1 e
N> D
tn’
entao
An
3 <—) H1N\s— s > 0.
Hn
Ainda pelo fato de
N> Dh
tn’
temos que
—Usko ( ) + Hskopn > O,
~§M\nd n ¢ unNO -0
a a
e
N2 — UEN? <0,
0 que implica ,
5/\ ko EU Nl‘O —&Ko, 2 2012
— >
oN a aN (/\ UhN ) - 07
donde temos a unicidade g e consequentemente a unicidadd=ge ]

Teorema 2.3. Sea é suficientemente pequeno, eniEga@é localmente assintoticamente estavel.

DemonstracdoNo pontoE. o sistema & tem a seguinte equacao caracteristica
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A+ Un o 0
det| —¢1 A+6+2! —N.%(KixB,) | =0,
onde
1 P?
¢ = (Kl*B*)+akON—%,
P, 0
1_ R N
Dy = ZakoN* N*0P<K1*B*)
Aplicando a transformada de Laplace temos:
A+ Un a 0
=det| . (A+6+2,) —EN.PK(A)|=0,
0 ¢S A+ Us+ &P
onde
P2
(5* - c%/lB* + akON_>:g7

P, ,
7. = 2ako — EN.SKi(A).

Denotando o lado direito da equag&o caracteristic&pdy, temos

G(A) = A+mn)[(A+6+2)A + s+ EP) +EN.P.SKi(A)]
+ a%.(A+us+EP,)

(A t) |(A+ 8-+ 2ako ) (A + s+ EP) —ENS.(A + pie)Ra(A)

+ 0C.(A+ps+EP).

Pela demostracédo do teorema 2.2 temos que paraccadeste um Unicd\, = N(a) que

seja solugdo da equachB@\,) = g(N,) definidos em 2.8.
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ComoN, é um equilibrio do sistema 2.5, entao

N, = Mh—aPe
Hn
Dai,
. An
(LanON(a) =No= s

Agora definimos

= aF(N(a),a)=0
ON  —agt —F(N(a),a)

JF
ada aa_N

tomandoa tendendo a 0 temos que

oN aﬂs+5ﬂs—5<%/1/\s%
onN :
Jda a(fe%/l/\s-l-kofl\*;us-l-éi“h)
B 5“5—'5%/1/\5%
B &dun
Hs =
= (1),
EIJh( 0)

ondefRg éRg ema = 0.

Portanto, .
N>'< — & _ wa +O(a2)
Hn ¢
Agora, pela equacao 2.6 temos que
Ro— 1
p= K01 | oq),
¢
0 que implica
Ns 1
Si=—=—.
Hs Ro

Assim, fazendar — 0, a equacéo caracteristiGdA ) = 0 possui uma raiz- iy € as outras

duas séo dadas por . N
(A+0)(A +us+E&PR,)

Py =&N,S.K1(A), (2.9)
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ondex= x calculado tomando o limite e tendendo a O.

Se supormos que a parte realddé maior ou igual a zero, entao teremos que

< ‘ [ Ka(rydr| = [Re(0)] = 41

Ry(A)] = ‘/Owe‘“Kl(r)dr

Note queN, = Ng e S, = %O.
Dai, temos que

< NS _ &

()
Por outro lado, com®, > 0 (note que, coma é pequeno, entdd, > 1 desde qu&po > 1)

temos

~

(A+93)(A + s+ EP,) >)A+6 > 5

A+ s
Isto mostra que as raizes da equacao 2.9 tém parte realvaegagiortanto, o equibrio

localmente assintoticamente estavel. O

2.2.2 Taxa reprodutivab = by

Os trés teoremas da subsecao anterior levaram em contaquéato

b(S 1) =bi(S1) = As

A partir de agora, mostramos alguns resultados semelhastsnindo que

1S
Co+S+1°
Como mudamos o valor d&S |) que estava inteiramente relacionado ao nosso namero

b(S1)=b2(S1) =

reprodutivo basico, redefinirem&% da seguinte maneira:

Mo = RusRswm,
onde
5)s "= (3)
= (= Ropy= | — | A4
Rus (5 S sw=\ g, )74
e
S_:&—cz>0
Us

€ a capacidade de deslocamento dos caramujos na ausénpaakitas.
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Teorema 2.4. Seja

S
b(S1) =ba(S1) =

no sistem&.4. Entéo o equilibrio livre de parasita

R An . C
Eo = (No, Po, S0) = (u—:oﬁl —Cz)
S

€ um atrator global quandig < 1
Demonstracdo. Completamente analoga a demostracéo do Teorema 2.1 O

Teorema 2.5. Seja
1S
b(SI)=by(Sl)=————
(S1)=ba(S]1) & ST
no sistem&.4. Entao o equilibrio livre de parasita
= cea (MG )
Eo= (No, P, S :<—,O,——c
° ( o ) Hn  Hs 2
é instavel quand®iy > 1

Demonstragdo A equagéo caracteristica no poig= (No, Py, So) € dada por:

C2 IJ§

. ) [A+38—No(K1#ESo)] = 0.

(A + 1) (A .

Aplicando a transformada de laplace, temos:

2 o0 _ _
(A + s) (A+US—C2:S> {/0 e M [A+6—No(Ki#ESp)]dr| =0

= (A + Ls) (A +us—02:§) (A +8— ENoSK1(A)] =0
onde
Kl()\):/owe“Kl(r)dr.
Note que

2
Co U Cols
— — 1—
Hs C1 “s< C1 ) >0

ja que% > Cp. Assim, para o equilibrio ser instavel, a funcao

F(A)=A+8—ENoSK1(A)
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deve ter uma raiz positiva. E isto de fato acontece pois

F(0) =8 —&NoSp#4 < 0
ja que

Rh > 1 ENgSH > 0.

Analisando a derivada, vemos que:
F'(A)=1+ él\l_oST)/o00 Te MKy (1)dT > 0

e comoKy(A) < o, 0 resultado segue.
Teorema 2.6. Seja

c1S

b(ss'):bz(ss'):m-

33

Ent8o o sistema.5 comRj > 1 possui um Gnico equilibrio endémico, istd&,= (N, P,,S,)

ondeP, > 0.

Demonstracao O equilibrio positivo do sistema 2.5 é dado por:

0=An— UnN, — aP

2
0=N,(K1+B.)— 0P, —ako,F\]—* =P.(EN,S. -0 — ako%),

%

_ 1 An _
sk_ENm[Mko(N* uh)],
o aS
—m—ﬂs&—fp*s*-
Como
= B —(Ustds)T _ — ¢PS
(t) /Oe B(t- )=

temos que o valor de equilibrio d& € dado pela solucédo da equacao

EAn—HN)  c
Het = Gt 2N

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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onde
iﬂN):S+I:S<1+Hiik)

Assim, basta mostrar que existe uma unica solucéo para gdmAd 2.

Para tal, note que

An An
PO)==" PN =o,
@=2 P
An Oln
O — — ) = R
SO) IJh) éENnt1
An An
Z0)=0 L(0) =g,
0) (Iih> S(Iih)
Fazendo
NAn — UnN
h(N):us+E( h— UnN)
a
e
C1

temos que existe

N
memﬂ?
tal queh(N,) = g(N,) pois como
R, = %S_%Jifl >1
temos que
nO) = s+ g(0)=0 = h(0) >g(0).
Por outro lado,
G PRTRE AL R A

Hn Hh™ o+ Z2(32)

34
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Como _
N A -~ A
PR -A VPN S >1eS>2(7)
O Hn An Hn
i
logo,
An, C1 C1 C1 An

= o

Hn 02+$(%) C2+S c2+<7°1*““5°2) ) Hn

Quanto a unicidade, note que

h(N) = —% <0; d(N)= % >0,
ja que
0 - -l ) )
* g e (et ) ~amera (Ce[Rh])] <

paraN € (O, %). Portanto, no interval¢0, %) existe um Unicd\, que satisfaz a equagéo

Pela primeira equacéao do sistema 2.5 temos que:

ANp—aP. A
N* - hi < _h,
20 Hn
ja queP, > 0.
Assim, temos a unicidade d& e consequiéntemente a unicidaddege O

2.3 Comparacdo com um modelo simples

Woolhouse ([14],[15]) desenvolveu um modelo que n&o levacenta a dindmica do ca-
ramujo, onde foram descritos métodos de controle de esga@nose usando modelo ma-

tematico. Basicamente, o modelo é um sistema de equac@&esrdifais ordinarias descrito
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originalmente por

& = aNy—ym,

(2.13)

d "
@ =BHM(1—y)—p'y.
Com o intuito de evitar confusédo com a notacéo definida a@raa,mesmo tempo facilitar

a comparagéo, redefiniremos o sistema com as notagdes tmtesn

dn = B'Vy—pym,
(2.14)
W= ENm(1-y) - Wy,
onde os parametros estéo definidos na tabela 2.2 abaixo.
Tabela 2.2 paramatros adaptados ao modelo de Woolhouse
m | nimero médio de esquistossomose por parasita
y | proporcéo de caramujos infectados
V | nimero de caramujos
N | numero de humanos
IJ|/0 taxa per capita de mortalidade das esquistossomose
u; taxa per capita de mortalidade dos caramujos
B’ | taxa per capita de infeccdo dos humanos
&' | taxa per capita de infecdo dos caramujos
Foi definido ainda no modelo /
Tou— £ (2.15)

Hp
gue é o coeficiente de transmissdo caramujo-homem, sigrfica nUmero de esquistosso-

mose produzido pela populacdo de caramujos infectadositéusan tempo que equivale a

expectativa de vida média de uma esquistossom;%}s)ee
p

&N
Tus= —
S

(2.16)
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que é o coeficiente de transmissdo homem caramujo, isto éparpéo de caramujos infecta-
dos pela populacéo de esquistossomose durante a expedtatida de um caramujo infectado
L. Assim, essas quantidades tém significado similar as glaatesZsy, e Zus.

s
Foi encontrado ainda que, no equilibrio endémico, o numédiom™ de esquistossomose
por hospedeiro humano tem a seguinte expressao

1 BV
Tws  Hp &N

m* = Tsm— (2.17)

Portanto, temos claramente gueé esté linearmente relacionado cdey, (ou equivalente-
mente cor‘rﬁ/) e inversamente relacionado cdis (ou equivalentemente coﬁ“/l).

O modelo 2.14 ignora varias complicacdes que afetam o ceefiicte transmissao que, por
sua vez, sdo incorporadas ao modelo que estamos estudaisdmmo a durac¢do do periodo
de laténcia dos caramujos e a taxa de mortalidade adiciorfaspedeiro devido a infeccao.

Afirmamos ainda, que o modelo em estudo é uma generalizac@wmdelo 2.14. De fato,
conside inicialmenter = 0, ds = 0 er(7) = r uma constante. Note que assim estamos igno-
rando a mortalidade induzida pela doenc¢a dos hospedeimsalerando que a taxa de libera-
cao das cercarias ndo depende da idade infecciosa do caraksgjm, a primeira equacéo do
sistema 2.3 assume a forma .

N

= = An— tpN
dt h— Hh

e portanto, podemos assumir uma populagéo de tamanho m@nsta

Integrando a equacéo

(t,7)+ ix(t, T) = —UsX(t, T)

s o1

temos que

dl . 0
5= XD s /O X(t, T)dT

e utilizando a condic¢éo inicial
X(t,0) = éPS



2.3 COMPARACAO COM UM MODELO SIMPLES 38

temos a seguinte expressao para o nimero de caramujosddsct

di
gt = $PS— 1l (2.18)

Utilizando na terceira equacgéo do sistema 20821) = by (S,1) = As temos que

ds

gt =/\s—HsS—&PS (2.19)

Desta forma, o nimero total de caramwjos- S+ 1 possui a forma

av

a —As—us(s+|) :/\s—usv

e da mesma maneira qlepodemos assumir uma popucao de tamanho constante

Dividindo a segunda equagéo do sistema 2.3 I‘ﬁ)c& a equacao pardt) 2.18 por\7 e

denotandan= T ey = {, obtemos o seguinte sistema

dM — BIVY— (U + pp+ 0)m,
(2.20)

@ = ENmM1-y) - iy

e se fizermog@' = Br,V =V, ty, = pn+pp+0, & =&, N=N, pig= s teremos o sistema
2.14
Além disso, se fizermas* = E—i e analisarmos o caso onde> 0,b(S,1) = by (S, 1) temos

gue a primeira equacao do sistema 2.5 é escrita da seguingrma

. P (1N (M

e pela demonstracéo do teorema 2.2 temos que existe umMhipara a equacéo 2.21 que
é exatamente a solucéo da equalg@e) = g(N), onde as func¢des e g séo definidas em 2.8.

PortantoN* tem a forma

Eornar — (5 Kol )Y (B0 )
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e apos alguns calculos encontramos

1
(N*)?

[koAn(Hsor +&An)] + % [0 is(8 — ko) + EAn(S — 2pnko)] —

—& Un(0 — Unko) — aéNs#1 =0

e portanto, temos que a solucédo da equacao acima tem a forma

. —b+vb?—4ac
X =
2a

ondex* = -

a= KoAn(Hsa +&/An),

b= aps(d — ko) + £ An(S — 2pnko),
C=—&Un(0 — pnko) — a&Ns 1.

Desta maneira, fica claro que a dependénciandeom & e B (J#1) envolve uma raiz
guadrada (logo, € ndo-linear). Esta relacao é diferentaudgrgvia o simples modelo dado

pela equacéo 2.17.

2.4 Estratégias de Controle

Foi provado no teorema 2.1 que %® < 1 o equilibrio livre dos parasitas € um atrator
global, ou seja, a doenca seré erradicada. Assim, pareaotamdrdoenca basta concentrar os
esforcos para reduzir o valor &Ry, que por sua vez é determinado basicamente por trés fatores:
o, que é a taxa de tratamento dos hospedeiros huméntapr de infeccdo dos caramujos e
B (1), taxa de infec¢do do humano por uma cercaria.

Isto motiva determinarmos uma taxa de tratamento mindxgara que aconteca o desa-

parecimento da doenca, e tal taxa decorre imediatamentgaldé precisarmos qug, seja
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menor que um. De fato,

- (3) (§) () ere

AN AN
& <—S) (&) (—h)%ﬁ<5:uh+up+a+a.
Hs Hn

Portanto

AN
© HnMs
Sendo assim, se faz necessério o estudo para determingragéadetro € mais sensivel no

= O¢ (Un+pp+a). (2.22)

combate a doenca. Porém nem sempre é possivel a erradieagaert;a, e a partir de entdo
deve-se adotar uma estratégia de controle focado na redocaivel da infeccdo. Uma das
medidas do nivel de infec¢éo € o nimero médio de parasitgsepeoa, denotado por.
Areducéo do termé é obtida através da educacao para mudar o comportamentolids i
duos de defecarem em locais onde 0s caramujos possam garinfeaté mesmo combatendo
diretamente a abundancia de caramujos. Ja a reduc@oaemntece garantido o fornecimento
de agua limpa as pessoas, evitando assim o contato dos bspam a agua poluida.
Foram feitos alguns experimentos que mostram a sensiididam® com relagcéo aos pa-
rametrog3, o e . Para efeito de ilustracdo o valor Aes € figuras 2.1, 2.2 e 2.3 esta na escala

1,8 x 10~°. Os outros parametros do sitema s&o apresentados na teébela 2

Tabela 2.3 parametros utilizados na simulagdo numérica
An=50 | up =0.014| a =106

Hp=02]|k=0.1 Ns =200

Us=0.3 | ds=001 | [r(1)e (Ktd)TdT =90

Na figura 2.1 foi plotadon* contraf8 e ¢ em uma populacdo sem tratamerdcs 0. Neste
caso,m* esta linearmente relacionado cgimrelacionado con§ de maneira néo linear. Este

resultado € similar ao encontrado por Woolhouse (1992).ePter resultado, temos que para
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Figura 2.1 m* contraf e ¢ sem tratamentod = 0)

um valor deg fixado, as mudancas efnndo surtiram muito efeito emm* para valores grandes
de &, enquanto exatamente o oposto acontece para valores psquen

A figura 2.2 mostra a relagao de como e &, comf fixado em 5. Neste caso, temos
guem* esta relacionado de maneira ndao linear tanto coquanto comé. Aqui temos uma
importante estratégia de controle, pois para um valdr fileo igual a 1 uma taxa de tratamento
o = 0.3 praticamente elimina a média de parasita por pessoa, gpodalvez ser evitado o
esforco de um tratamento a uma taxaode 0.6, ja que o resultado néo surtiria tanta diferenca,
e as despesas seriam dobradas.

Jé na figura 2.3 foi plotadm* contraf8 e o para um valor d€ fixo igual a 1. Aqui temos
que para um valor de fixado, m" diminui linearmente conf8, no entanto, se fixarmgs a
relacdo den* com¢ € nao linear. Aqui, a mesma analise de custo-beneficiogaii@a figura
2.2 se faz verdadeira.

Portanto, o modelo estudado (2.3) implementa a dependé@acikensidade de idade na
liberacdo das cercarias pelos caramujos infectados. Ematdélo, foram implementadas va-

rias caracteristicas realisticas e ap0s uma completaamplalitativa foi obtida como um dos
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Figura 2.2 m* contrac e ¢ paraf fixado em 5

principais resultados a generalizacdo de um modelo simplasexploracdo quantitativa de
algumas estratégias de controle, como também uma avatigcéasto-beneficio de possiveis
programas de tratamento com drogas.

Outro resultado mostrado € que, se assumirmos a taxa deneasgidos caramujos cons-
tantes, entdo o equilibrio endémico, sempre que existé,estavel.

O modelo ainda sugere que, rs& for alto, o investimento na reducéo fBepode-se obter
resultados mais valiosos, enquanto quanséor baixo, € mais proveitoso investir na reducao
deé. Foi sugerido ainda que, sob certas condicdes, altas @Gessp@® programas de tratamento

podem nao ser justificadas.
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Figura 2.3 m* contraf e o paraé fixado em 1
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APENDICE A

Método das linhas caracteristicas

O método das linhas caracteristicas (também charmad@s caracteristicasu simples-
mentecaracteristicay€ um método que pode ser usado para resolver o problemanmnialat
(PVI) de primeira ordem geral, isto é, apenas conter desivgmhrciais de primeira ordem,
EDPs. O método das caracteristicas descreve curvas aodasgguais as EDP’s se tornam
equacoes diferenciais ordinarias (EDO). As EDOs encoasrpddem ser resolvidas ao longo
das curvas caracteristicas e transformadas na solucaoRlarfifinal.

Para uma EDP linear da forma

n al@ 0

i; 26
onde os coeficientes
a=a(X1,...,%)
podem ser funcdes de varias variaveis, as curvas cardcesisao curvas paramétricas dadas
por
(X1;- ., Xn) = (X1(S); - -, Xn(9))

tal que o seguinte sistemas de EDOs € satisfeito

d>q_

E_a;(xl,...,xn).

Para uma solucaa seja
u(s) = u(x1(s),...,xn(9))
o valor deu ao longo da caracteristica. Entéo
du 2dxdu & du
@ L dson " %00
poisu foi assumido como sendo uma solu¢édo da EDP original. Asssolugéo é constante ao
longo das caracteristicas. Reciprocamente, qualqued®@¥; que é constante ao longo das

linhas caracteristicas € uma solucao original da EDP.

44
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Afim de ilustrasmos a teoria, consideremos o seguinte exempl
Ju Jdu
=0

a— -+ — =
ax " at
ondea é uma constante @ € uma funcéo d& et. Queremos transformar a seguinte EDP de
primeira ordem em uma EDO ao longo de curvas apropriadas siigo da forma
d
d—SU<X(S),t<S)) = F(U,X(S),t(S)),
onde(x(s),t(s)) € uma linha caracteristica. Assim, pela regra da cadeiangaceos
d dudx Jdudt
— t(8)) = ——+ ——.
s X&) = 5 Gs T G ds
Logo, se fizermos

dx

Fr a
e

dt

ds =1
obtemos

L0u  du

ox ot

gue é o lado esquerdo da EDP original. Desta forma
d Ju du

d_su:aa_x E:O

Portanto, ao longo das linhas caracteristicds),t(s)), a EDP original se torna a EDO
us = F(u,x(s),t(s)) =0,
onde temos a confirmacdo da importante observacdo que andasdinhas caracteristicas a

solucdo é constante. AssimXs,ts) = U(Xp,0) onde(Xs,ts) € (Xp,0) estdo na mesma linha

caracteristica. Agora, basta resolver as trés EDOs abaixo.

. :—ts =1, fazendd(0) = 0 temog =s,

dx
. ds= a, fazendox(0) = Xp temosx = as+ xg = at+ X,

. (;_l; =0, fazenda(0) = f(Xp) temosu(x(t),t) = f(xg) = f(x—at).

Com isto, pode-se concluir que as linhas caracteristicasetas com decliva, e o valor

deu se mantém constante ao longo qualquer linha caracteristica
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