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Resumo

Esta dissertacao tem como principal objetivo apresentar, de maneira auto-suficiente,
a demonstracao de M. Atiyah e R. Bott do Teorema de Periodicidade de Bott em
K-Teoria. Para isto, somos levados a fazermos uma introducao a teoria de fibra-
dos vetoriais e a K-teoria, discutindo os varios conceitos e resultados necessarios.
Ao final, como aplicacao do que foi desenvolvido, apresentamos a singela demon-
stragao de M. Atiyah do teorema de F. Adam sobre o invariante de Hopf, e como
consequencia deste resolvemos os problemas classicos da paralelizabilidade das es-
feras e das algebras de divisao.

Palavras-Chaves: Fibrados vetoriais complexos, K -teoria, periodicidade de Bott,
operagoes de Adams, o invariante de Hopf, paralelizabilidade de esferas, dlgebras
de divisao.



Abstract

This dissertation has as the main purpose to show, in a self-contained way, the
M. Atiyah and R. Bott’s proof of the Bott Periodicity Theorem in K-Theory. For
this, we are induced to do an introduction to the theory of vector bundles and
K-theory, discussing about the various concepts and results witch are necessary.
Finally, as application of what was developed we show the Atiyah’s simple proof
of the Adams’s theorem about the Hopf invariant and as a consequence of this
we solve the classical problems of the parallelizability of spheres and the division
algebras.

Key-Words: Complex vector bundles, K-theory, Bott’s periodicity, Adams’s op-
erations, the Hopf invariant, parallelizability of spheres, division algebras.
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Introducao

No final dos anos 50, M. Atiyah e F. Hirzebruch ([8]), inspirados em trabalho de
A. Grothendieck ([16]), associaram a cada espago compacto X um anel comuta-
tivo K(X), o qual se baseia no conjunto das classes de isomorfismos de fibrados
vetoriais sobre X. A partir dai, eles construiram ([2]) uma teoria de cohomologia
generalizada, entao batizada de K-Teoria.

Também nos anos 50, R. Bott ([15]) havia obtido uma série de resultados funda-
mentais em teoria de grupos de homotopia, os famosos Teoremas de Periodicidade
de Bott. Estes resultados revelaram as periodicidades dos grupos de homotopia
dos grupos classicos. Para o caso particular do grupo unitario infinito U(oc0),
ou, equivalentemente, o grupo linear infinito Glg(c0) (j4 que U(oc0) é retrato por
deformagao de Glg(o0)), Bott mostrou que

~ | Z, se n éimpar
mn(Gle(00)) = { 0, se n é par

Como consequéncia imediata dos resultados de Bott, Atiyah e Hirzebruch ([8])
obtiveram um resultado em K-teoria, ainda chamado de Periodicidade de Bott, o
qual estabelece um isomorfismo de anéis

K(X x §?) = K(X) ® K(S?).

Em trabalho conjunto com Bott ([3]), Atiyah obteve uma demonstracao auto-
suficiente deste resultado, isto é, que nao invocava os resultados de Bott, e que era
elementar se comparada as destes tltimos (as quais utilizavam técnicas de teoria
de Morse).

Este Teorema de Periodicidade de Bott em K-Teoria revelou o carater de uma
teoria de cohomologia periodica da K-teoria, e tem se mostrado central nesta teoria,
tendo sua importancia refletida nas importantes aplicacoes da K-teoria por ele
proporcionadas. Mencionamos, apenas de passagem, que a K-teoria desempenhou
um papel chave em duas bastante ilustres situacoes: na formulacao do famoso
Teorema do Indice de Atiyah-Singer, e na resolugao, por F. Adams, do dificil
problema dos Campos de Vetores na Esfera ([11]), o qual estabelece o nimero
maximo de campos de vetores linearmente independentes na esfera S™.

Numa escala menor de dificuldade, mas nem por isso tao menos ilustres, temos
os problemas classicos da paralelizabilidade das esferas, e das dlgebras de divisao. O
primeiro deles pergunta se sao S*, S%, e S7 as tinicas esferas que sao paralelizaveis,
e o segundo ¢é o de decidir se nao existem estruturas de algebras de divisao em
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R™ além das dimensoes n = 1,2,4, e 8. Originalmente, estes problemas foram
resolvidos afirmativamente por J. Milnor ([13]), M. Kervaire ([14]), e Adams ([10]),
de maneiras independentes. A solucao de Milnor se baseava num teorema de Bott
sobre a divisibilidade das classes caracteristicas de Pontryagin de ordem k de
fibrados sobre S*, enquanto que a de Kervaire partia do isomorfismo 7y, (U (n)) =2
Z/n\Z, também estabelecido por Bott. Embora em [10] Adams nao tenha tratado
explicitamente estes problemas, o incluimos acima por ter sido ele o primeiro a

conjecturar e provar que o invariante de Hopf de uma aplicagao
f . S4n—1 N SQn’

o qual é um ndimero inteiro, nunca é igual a 1, se n # 1,2, e 4, resultado este
que tem como corolario os dois problemas originais. A demonstracao original de
Adams é bastante complicada, e utiliza as chamadas opera¢des secunddrias em
cohomologia por ele criadas.

Em [12], Atiyah obteve uma demonstracdo K-teorética do teorema de Adams
sobre o invariante de Hopf, e, consequentemente, dos problemas da paralelizabili-
dade das esferas e das algebras de divisao. Esta demonstragao era de uma simpli-
cidade inesperada, e se baseava nas chamadas operacoes de Adams. Tais operagoes
sao certos homomorfismos

YFK(X) = K(X), k=1,2,3,...,

definidos a partir da possibilidade de se tomar poténcias exteriores de fibrados
vetoriais, e que primeiramente apareceram no trabalho de Adams [11].

O principal objetivo desta dissertacao é apresentar, de maneira auto-suficiente,
a demonstracao de Atiyah e Bott do teorema de periodicidade. Evidentemente, nao
poderiamos alcancar nosso objetivo sem antes fazermos uma incursao aos varios
conceitos e resultados necessarios. Deste modo, esta dissertacao acaba por ter
como objetivo paralelo servir como uma introducao a teoria de fibrados vetoriais e
a K-teoria. Alcancados estes objetivos, nao poderiamos, é claro, deixar de expor
a singela demonstracao de Atiyah dos resultados cldssicos mencionados acima.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 1, fazemos um
estudo auto-suficiente dos fibrados vetoriais complexos. No comeco do capitulo 2,
definimos o anel de K-teoria K(X), o qual trata-se um funtor contra-variante, e
passamos ao enunciado do teorema de periodicidade. O restante deste capitulo é
dedicada a demonstracao deste teorema, e neste ponto seguimos a exposi¢ao de
[4]. No capitulo 3, definimos os funtores K "(X), K "(X,A), n = 0,1,2,..., e
falamos na sequéncia longa exata que os conecta. Neste contexto, ingerpretamos 0
teorema de periodicidade como sendo um isomorfismo K"(X) = K—""%(X), de
onde deriva a terminologia de teoria de cohomologia periddica ([2]). A partir dai,
calculamos os anéis K (™) e K (S™), os quais sao de fundamental importancia para
as aplicacoes do capitulo 5. Neste ultimo capitulo, construimos as operacoes de
Adams, definimos o invariante de Hopf, demonstramos o teorema de Adams sobre
este, e resolvemos os problemas da paralelizabilidade das esferas e das algebras de
divisao. O capitulo 4 pode ser pensado como um capitulo extra, no qual mostramos
como re-obter o resultado original de Bott sobre grupos de homotopia a partir do
resultado homonimo em K-teoria.



Capitulo 1

Fibrados vetoriais

Ao longo desta dissertacao, todos os espacgos topologicos que consideraremos serao
de Hausdorff. Quando falarmos “seja f : X — Y uma aplicacdo entre espagos
topoldgicos”, estara implicito ai a continuidade de f. Usaremos o simbolo 1 para
representar a funcao identidade, ficando claro no contexto em que espago ela atua,
e denotaremos por I o intervalo fechado [0, 1].

1.1 Definicoes e resultados gerais

1.1.1 Fibrados Vetoriais, Homomorfismos e Secoes

Intuitivamente, um fibrado vetorial complexo sobre um espacgo topolégico X é
uma familia de C-espagos vetoriais (de dim < oo) parametrizada por X, tal que,
localmente, esta familia comporta-se como se fosse um produto U x C".

Esta noc¢ao intuitiva pode ser formalizada como segue:

DEFINICAO 1.1 Um fibrado vetorial sobre um espaco topoldgico X € um espaco
topologico E munido de uma aplicacao E 2 X, tal que, para cada x € X, p~(z)
tem uma estrutura de C-espago vetorial, e é caracterizado por ser localmente trivial:

Dado x € X, existem vizinhanga aberta U de x e homeomorfismo
w:p '(U)—UxC" para algum n >0,

chamado de trivializagao local, que leva p~*(y) linearmente sobre {y} x
C" = C", para todo y € U.

OBSERVACAO 1.2 Da mesma forma, podemos falar em fibrado vetorial real.
Como estamos interessados apenas nos fibrados vetoriais complexos, daqui em
diante esqueceremos a palavra complexo.

11



12 CAPITULO 1. FIBRADOS VETORIAIS

Frequentemente, falaremos ... o fibrado vetorial E ..., ou simplesmente ... o
fibrado E ..., ficando subentendido a existéncia de uma aplicagao p.

O espaco X e a aplicacao p sao chamados de espago base e projecao, respec-
tivamente. Para cada z, p~'(z) é chamado de a fibra sobre x, e é denotada por
E,. Mais geralmente, se Y é um subespaco de X, p~1(Y) 2, Y é claramente um
fibrado vetorial sobre Y, chamado a restrigdo de E a Y e denotado por Fly.

Se todas as fibras de F tiverem a mesma dimensao n, diremos que E tem
dimensao (ou posto) n. Observe que, devido a E ser localmente trivial, a fungao
x — dim FE, ¢é localmente constante, logo é constante nas componentes conexas de
X. Em particular, se X for conexo, F terd uma dimensao.

Se F tem dimensao 1, dizemos que E é um fibrado de linha.

O fibrado vetorial

XxC'5S X,

onde 7 é a projecao usual, é chamado o fibrado trivial de dimensdao n sobre X. Em
geral, denotaremos este por
C% =X xC", (1.1)

ou simplesmente por C", quando claro no contexto.

ExeEMPLO 1.3 O fibrado de linha tautologico H sobre CP™: O espago projetivo
complexo CP™ é o espaco das retas ¢ de C"*! que passam pela origem, munido da
topologia quociente induzida pela aplicacao C* — {0}—CP", v — ¢, v € {. Nele,
temos canonicamente definido um fibrado de linha

H 2 cpr, (1.2)

onde H é o subespaco de CP™ x C"™! que consiste dos pares (£, v) tais que v € /,
e p é a restricio a H da projecao CP" x C"™! — CP".

Para mostrar a trivialidade local de H, seja, para cada i, m; : C"™! — C a
projegao na i-ésima coordenada, e formemos a cobertura aberta {U,;}i—1,. n+1 de
CP", onde Uj; consiste das retas ¢ tais que m;|, é isomorfismo. Sobre cada U; temos
definida uma funcao

pil(Ui) - Q}JZ (f’v) = (gvﬂ-i(v))v

que claramente é uma trivializacao local.

Dados dois fibrados vetoriais F e F' sobre um mesmo espaco base X, um ho-
momorfismo entre eles é uma fungao continua f : E — F tal que, para todo
r € X, a sua restricao a fibra F, é uma transformacao linear E, — F,; as vezes,
denotaremos por f(z) a restricdo de f a E,. Dizemos que f é um isomorfismo
se, além de ser um homomorfismo, f for um homeomorfismo (isto é, tiver uma
inversa continua). Um homomorfismo de E nele préprio é dito um endomorfismo
de F, e, no caso particular de um isomorfismo, chamamos de automorfismo de F;
denotamos por End(E) e Aut(E) o conjunto de tais objetos.
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Dizemos que E é trivial se ele for um “produto”, isto é, se existir isomorfismo
E — C", para algum n > 0. Observe que a nocao de isomorfismo define uma
relacao de equivaléncia no conjunto dos fibrados vetoriais sobre X, sendo denotado
por
Vect(X)

o conjunto de tais classes de isomorfismos, e por
Vect,, (X)

as classes dos que tém dimensao n; a classe de isomorfismo de um fibrado F sera
denotada indiferentemente por E.

PROPOSICAO 1.4 Seja f : E — F um homomorfismo entre fibrados vetoriais
sobre X. Entao:

(i) f € isomorfismo se e somente se f(x) : E, — F, for isomorfismo linear,
Vr € X.

(ii) O conjunto dos pontos x de X tais que f(z) : E, — F, € isomorfismo, € aberto.

Demonstracao: Como tratam-se de questoes locais, e E, F' sao localmente triv-
iais, podemos supor, sem perda de generalidade, que £ = C" e F = C™. Agora,
observe que um homomorfismo C" — C™ pode ser identificado com uma fungao
continua X — L(C",C™), onde L(C™,C™) é o espago das transformagoes lineares
cr—Cm™

(i) Uma das diregoes é clara. Suponha entao que f(z) é isomorfismo, Vz €
X. Entao, m = n, e f, vista como aplicaggo X — L(C",C"), toma valores no
subconjunto dos isomorfismos lineares GL¢(n); dai, como é continua a fungao
GL¢(n) % GLg(n), t(A) = A7', podemos compor f com ¢ para obtermos um
homomorfismo inverso de f, mostrando que f é um isomorfismo.

(ii) Seja A tal conjunto. Se A nao for vazio, entdo, como antes, m = n, e vendo
f como aplicagao X — L(C",C"), A = f~}(GL¢(n)), que é aberto, pois GL¢(n) é

aberto em L(C",C"). -

PROPOSICAO 1.5 Sejam E e F fibrados vetoriais sobre um espago compacto

X, Z C X fechado, e E|y EX F|z um isomorfismo. Entdo, ezxistem vizinhanga

aberta U de Z e isomorfismo E|y EN F|u que estende f.

Demonstragao: Sejam Uy, ..., Uy, abertos que cobrem X tais que E|y, e F|y,
sao triviais, para todo i, e {n;};,—1 ., uma particio da unidade associada, com
supp(n;) = X; C U;. Se f; denota a restricao de f a F|x,nz, entdo, usando as
trivializagoes, identificamos f; com uma fungao X; N Z — GL¢(n) C L(C™,C"),
que pelo teorema de extensao de Tietze (ver apéndice B) estende a todo X. Segue
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que f; se estende a uma aplicacao f; : X; — L(C",C"™). Definindo entao f: E—F,
por

k
flo) = 3o m@) i)

temos que, para r € Z,

f) = Y m@)hi@) =Y mia)r@
k

= f@)) (@) = f(o),

=1

isto é, f é uma extensao de f, e como f é um isomorfismo em E|z, pela proposigao
1.4 f serd um isomorfismo numa vizinhanca aberta de Z. 0

Uma se¢do, sobre U C X, de um fibrado vetorial E 2 X, ¢ uma funcio
continua

o:U — Ely,

tal que, para cada x € U, o(z) € E, (em outras palavras, po o = 1).

PROPOSIGAO 1.6 Ely, de dimensao n, € trivial se e somente se possuir n
segoes oy, - - - , 0, linearmente independentes, isto €, tais que o1(x), -+ ,0n(x) € Ey
sejam l.i, Vo € U.

Demonstracao: Sejam oy, --- ,0, sao n secoes Li, e ey, -+ , e, a base canonica
de C". Cada v € E|y pode ser escrito unicamente como

v =a1(v)o1(p(v)) + -+ an(v)o.(p(v)),

e da continuidade das o;’s, tem-se a continuidade das a; : E|y — C. Logo, uma
trivializagao ¢ : E|y — Cj; pode ser definida por

p(v) = (p(v), ar(v)er + - - + an(v)en).

Reciprocamente, se ¢ é uma trivializagao, o;(z) = ¢ '(z,¢e;), i = 1,-+- ,n sdo n
secoes 1.i. 0

1.1.2 Operagoes com fibrados vetoriais

As operagoes usuais de soma direta @, produto tensorial ®, (r-ésima) poténcia
exterior A", dual * e outras mais, entre espacos vetoriais, se generalizam natural-
mente para fibrados vetoriais sobre um mesmo espaco base. Nesta se¢ao, falaremos
sobre as trés primeiras, as quais faremos uso ao longo deste trabalho.



1.1. DEFINICOES E RESULTADOS GERAIS 15

Dados fibrados vetoriais E; e Fy sobre um espaco X,
E, @ Ey, F1® Ey e N'(E))

sao definidos de maneira que suas fibras sobre € X sejam E|, @ Es|., F1|. ® Esl,
e A"(E1|,), respectivamente. Isto é, como conjuntos,

E,® FEy = U Eils ® Esl|y, E1® Ey = U Eil: ® Es,
rxeX reX

(B = | N (B

zeX

Daremos agora uma topologia a F, & F,. Por simplicidade, suponhamos que
E e E5 tenham dimensoes constantes n, e ns, respectivamente.

Dada cobertura aberta {U, }, de X tal que existem trivializagoes ¢} : E1|y, —
Uy x C™, 2 1 Eyly, — U, x C™2, sejam

or ® @2 (B1 @ By)|y, — Uy x (C™ & C™)

dadas por
(ph @ @2) (@) = pi(z) ® Pa(x), Vo € X.
Dados «, (3 tais que U, N U # 0, sejam

Uap = U, NUg,
giﬁ - 902 © @iﬁ‘&iﬁxﬂj"z‘a
Jop = (90(11 > 903»4) © (90% D 90%)|5i5xcn1@@n2,

onde 7 =1, 2.
Vendo g5, 924 € gap como fungoes

Uss — GL(C™), GL(C™"), GL(C™ & C"),
respectivamente, temos que
Jap(T) = 9(115(1’) D 935(95),
logo, como g5, g2 sa0 continuas e
GL(C™) x GL(C™) 5 GL(C™ & C™), (A,B)— A® B, (1.3)
¢ continua, g,3 é continua. Consequentemente,
Jap : Uap X (C" © C™) — Uy x (C™ @& C™)

¢ um homeomorfismo. Portanto, pelo lema abaixo, existe uma tinica topologia em
E1 @ F, tal que as fungoes ¢! @ 2 sejam homeomorfismos:
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LEMA 1.7 Sejam W um conjunto, {W,}, subconjuntos que cobrem W, {Z,}a
espagos topologicos, e fo: Wo — Z, bijecoes. Entao, se para cada o, 3 com W, N
Ws #0, foo0 f5|;g1(wamwg) C fas(WoaNWp) — fo(Wo N Wp) for um homeomorfismo
e fa(Wo NWg) C Z, for aberto, existe uma tnica topologia em W tal que os W, ’s
sao abertos e as f,’s homeomorfismos.

Demonstracao: E direta. =

Esta topologia em E); @& Fs nao depende das escolhas dos abertos U,’s e das
trivializagoes ¢!, p2, sendo isto consequéncia direta, como antes, da continuidade
de 1.3. Agora, com esta topologia, F @ E, é um fibrado vetorial, sendo as ¢l @2 ’s
trivializacoes locais.

Topologias em E; ® Ey e A"(E;) podem ser dadas de maneira completamente
analoga, uma vez que as operacoes correspondentes

GL(C™) x GL(C™) & GL(C™ ® C™) (1.4)

GL(C™) & GL(A™(C™))

sao continuas.

Se F1, Ey e E3 sao fibrados vetoriais sobre X, existem isomorfismos canonicos

Ey @ (E;® Es) = (B, ® Ey) ®E3, B1® (B, ® E3) = (B, ®E,)®E;  (1.5)
Ei®0E=2E,0FE, By By E,® Ey (1.6)
By ® (B, ® EBs) = (B ® Ey) ® (B ® Es) (1.7)
N(E @ By) = @D AYE) ® A(Ey), (1.8)
a+b=r

provenientes dos isomorfismos canonicos correspondentes para espacos vetoriais.
Também, é claro que

Ei®Ey~E & E,
Ei2FE, e By~ FE, = { E/QFE\,~FE ® F,
A"(E}) = A" (En)

Dados homomorfismos f; : By — E] e fy : Ey — E entre fibrados vetoriais
sobre X, eles induzem homomorfismos

L@ f:E\®E, - E®E, f[i®f:E ®F — EQEFE,
A (f1) : A"(Ey) — N'(EY),
dados por (fi1 @ fo)(x) = fi(z) ® fa(x), (/1 ® fo)(x) = fi(z) ® fa(x) e A"(fi)(z) =

A"(fi(x)), Vz € X. A continuidade destas fungoes, sendo uma questao local, se re-
duz ao caso em que os fibrados em questao sao triviais, e neste caso, é consequéncia

direta da continuidade de fy, f5, 1.3, e 1.4.
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1.1.3 Pull back’s

Sejam X e Y espacos topoldgicos, f : X — Y uma aplicagdo, e p: £ — Y um
fibrado vetorial sobre Y. Formemos o seguinte sub-espago f*(E) de X x E

J(E) ={(z,e) € X x E [ p(e) = f(x)},

e seja
7 ff(E)— X (1.9)

arestri¢ao a Y da projecdo X x E — X. Paracadax € X, 7! (z) = {z} x Ey(), 0
qual identificamos com Ey(,), e note que a restricao a f*(E) da projecio X xE — E
é uma aplicacao

ff(F)—E (1.10)

que leva a fibra 771(x) na fibra p~1(f(z)) através de um isomorfismo linear (que
de fato é a identidade, ao identificarmos estas fibras). Se ¢ é uma trivializagao
local de E sobre V, entdo ¢ o f' é uma trivializagao local de f*(E) sobre f=1(V),
de modo que 1.9 é de fato um fibrado vetorial sobre X, dito o pull-back de E via
f. Este fibrado estd completamente caracterizado pela existéncia de 1.10:

PROPOSICAO 1.8 Sejam f : X — Y wuma aplicacio e E um fibrado vetorial
sobre Y. Se F' é um fibrado vetorial sobre X tal que existe aplica¢ao g : FF — E
que, para todo x € X, se restringe a isomorfismos lineares F, — Ey, entao
existe um isomorfismo de fibrados h : f*(E) — F tal que f' = go h.

|

9
X f

f(E)

E
Y
Demonstracao: Defina, para cada © € X, h(x) : f*(E), — F, por h(z) =

g(x)™t o f/(x). Cada h(z) é isomorfismo linear, e h assim obtida é claramente
linear. Logo, pela proposicao 1.4, h é isomorfismo de fibrados. 0O

Dizemos que um tal par F', g como na proposi¢ao acima é um diagrama pull-
back relativamente a F e f.

Da unicidade expressa na proposicao 1.8, segue que a classe de isomorfismo de
f*(E) depende apenas da classe de isomorfismo de E (e de f, evidentemente), logo
temos bem definida uma funcao

7 Veet(Y) — Vect(X).
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ExEMpPLOS 1.9 .

1. Sejam X um espago topoldgico, A um sub-espaco de X, 1 : X — X e
1: A — X as aplicacoes identidade e inclusao, respectivamente, e £ um fibrado
sobre X. Entao

1"E)2E e i*(E)~ B4 (1.11)

uma vez que as aplicagoes 1 : E — F e E|4 — E sao diagramas pull-backs para
E. 1, e E, i, respectivamente.

2. Sejam X, Y espacos topoldgicos, 7 : Y x X — Y a projecdo, e E = Y um
fibrado sobre Y. A aplicacao
ExX—-Y xX, (ex)— (ple),x) (1.12)

define em E x X uma estrutura de fibrado vetorial sobre Y x X, a fibra deste sobre
o ponto (y,z) sendo E, x {z}, a qual é canonicamente E,. Com esta definicdo em
mente, temos o seguinte

m(E) = E x X, (1.13)

pois a projecao £ x X — E é um diagrama pull-back para F, .

PRrROPOSICAO 1.10 Sejam f: X — Y e E,F fibrados sobreY . Entao:
() f{(EeF)=f(E)® f(F).
(i) fH(E@F) = f(E)® f*(F).
(iii) f*(A"E) = A™(f*(E)).
Demonstracao: Mostremos (i), as demais sendo analogas. Com efeito, de
acordo com 1.10, sejam f] : f*(E) — E, fy : f(F) — F. Entao f| @ f5 :

f*(E)® f*(F) — E® F, definida da maneira natural, é um diagrama pull-back

para E @ F, f. O resultado segue, como antes, da proposi¢ao 1.8. 0

Os proximos trés resultados continuam valendo se substituirmos a condigao
de compacidade pela condigdo mais fraca de paracompacidade (ver [4]). Porém,
para nés, a primeira condicao sera suficiente. Para a nocao de homotopia, veja o
apéndice B.

PROPOSIGAO 1.11 (i) Dados espacos X,Y e Z, e aplicagoes X Ly <4 Z,
temos que (go f)* = f*og*.

(ii) 1% = Tveet(x)-

(iii) Se X € compacto e f,g: X — Y sdo homotdpicas, entao f* = g*.
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Demonstracao: (i) e (ii) sao triviais. Mostremos (iii).

Seja h : X x I — Y uma tal homotopia, com hg = f e hy = ¢, e seja £ um
fibrado vetorial sobre Y.

Fixado t € I, temos que (identificando X x {t} com X)

hi(E) = W (E)|xx {1

pois, sendo b’ : h*(E) — E e h} : hj(E) — E diagramas pull-backs, a restrigao de
h' a h*(E)|xx{ ¢ ainda um diagrama pull-back.

Ou seja, os fibrados vetoriais h*(E) e hj(E) x I, sobre X x I, onde h}(E) x I é
como em 1.13, s@o isomorfos quando restritos ao sub-espago fechado X x {t}, logo,
pela proposicao 1.5 e pela compacidade de X, eles sao isomorfos quando restritos
a X x Vi, onde V; é uma certa vizinhanca de t. Portanto,

i (B) = W (E)|xxpy = hi(E), VeV,

~Y *

Logo, como isto vale V t € I, e I é conexo, obtemos hj(E) = hi(E).

COROLARIO 1.12 Se X,Y sao compactos e f : X — Y € equivaléncia de
homotopia, entdo f*: Vect(Y) — Vect(X) € uma bijecao.

Em particular, se X é compacto e contratil, entao todo fibrado vetorial sobre
X € trivial.

Demonstracao: Se h é uma inversa homotépica de f, entao, de ho f ~ 1 e
foh ~1, obtemos, pela proposicao anterior, f*oh* =1 e h*o f* =1, isto é, h*

¢é inversa de f*, donde f* é bijecao.
O

O corolario a seguir sera fundamental nos resultados do tipo “invariancia por
homotopia”:

COROLARIO 1.13 Se X € compacto, e E € um fibrado vetorial sobre X x I,
entdo (identificando X x {0} e X x {1} com X)

Elxxgoy = Elxxqy)-

Demonstracao: Sendo i, t € I, a inclusao de X em X x I como sendo o
subespaco X x {t}, sabemos, por 1.12, que E|x sy = i;(E), logo, como i, t € I,
¢ uma homotopia entre i e 7y, por (iii) da proposi¢ao 1.11 obtemos E|x o} =

iH(E) 2 i3 (E). .
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1.1.4 Meétricas Hermitianas

Uma métrica hermitiana num fibrado vetorial £ sobre X é uma funcao continua
<,>F&®FE—-C

que se restringe a um produto interno hermitiano <, >, em cada fibra FE, & E,.

LEMA 1.14 Se X € paracompacto, entio todo fibrado vetorial E 2 X possui
uma métrica hermitiana.

Demonstracao: Seja {U,}, uma cobertura aberta e localmente finita de X
tal que existem trivializacdes ¢, : Ely, — C;*, e seja {1}, uma particao da
unidade correspondente. Entao, sendo <, >, o produto hermitiano usual de C"*,
uma métrica hermitiana em E pode ser dada por

<u,v >= Zna(p(u)) < Tapa(U), Tapa(V) >a,

onde (u,v) € E® E e m, : C — C" & a projecao . O

Observe que o fibrado trivial C" possui uma métrica canonica induzida pelo pro-
duto hermitiano usual de C".

Um homomorfismo f : E — E’ entre fibrados vetoriais munidos de métricas
hermitianas é dito isométrico se satistaz

<u,v>p =< f(u), f(v) >p,

para todos (u,v) € E® E.

PROPOSIGAO 1.15 Se E % X tem métrica hermitiana, e E|y ¢ trivial, pode-
mos tomar uma tal trivializacio E|y — Cf, isométrica.

Demonstracao: Sejam, de acordo com a proposicao 1.6, o1, -+, 0, n secoes Li
de Ely, n = dim E|y. Usando o processo de ortonormaliza¢ao de Gram-Schimdst,
que é um processo continuo, podemos supor que o1(z),- - ,0,(x) é base ortonor-
mal de F,, Vx € U. Logo, sendo ¢ a trivializacao construida na demonstracgao
da proposigao 1.6, ¢ manda a base ortonormal oy(z),---,0,(z) de E, na base
ortonormal {z} X e; = ey, -+, {z} x e, =€, de {z} x C* = C", Vo € U, sendo
portanto uma isometria. O

DEFINIGAO 1.16 Um sub-fibrado vetorial de um fibrado vetorial E 2 X € um
sub-espaco Ey C E que intersecta cada fibra de E num espago vetorial e que, desta
forma, a restricio Ey 2 X é um fibrado vetorial, Ey sendo considerado com a
topologia induzida de E.
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LEMA 1.17 Seja E 2 X wm fibrado vetorial, com X paracompacto, e Ey C E
um sub-fibrado. Entao, existe um sub-fibrado E' C E tal que Eo & E' = E.

Demonstragio: Pondo uma métrica hermitiana em E e denotando por Ej o
complemento ortogonal de Ey, isto é, Ey é o sub-espago |J,(Fy N E,)* C E, nao
é dificil mostrar (ver [4]) que Ey é um sub-fibrado de E. Para concluir, a funcao
E® Ef — E, (u,v) — u+ v, claramente continua, é um isomorfismo fibra a fibra,
logo, pela proposicao 1.4, é um isomorfismo de fibrados. 0

PROPOSICAO 1.18 Seja E 2 X wm fibrado vetorial, com X compacto. Entdo,
existe outro fibrado E' sobre X tal que E & E' € trivial.

Demonstracdo: A idéia é mostrar que podemos mergulhar £ num fibrado trivial
C¥, para N suficientemente grande, e entdo usar o lema anterior.
Para cada x € X seja U, uma vizinhanca aberta de x tal que existe trivializagao
@2 Ely, — Ci7, e seja, pelo lema de Urysohn, 7, : X — [0,1] continua tal que
n:(z) # 0 e n, = 0 fora de U,. Como n,(z) # 0, os abertos n,1(0,1] C U, formam
uma cobertura de X, logo, por compacidade, sejam x1, - -+ ,x, correspondentes a
uma subcobertura finita e ponhamos U; = U,,, ©; = @u,, i = Nz, € N = Ny,
Para cada 1, seja f; : £ — C™ dada por

fiw) = ni(p(v)) - mi(ei(v)),
onde m; : C'¢ — C™ ¢é a projecgao, e definamos
f:E—Xx(C"x--xC')=Chyttm
por

fv) = (p(v), fi(v), -, fr(v)).

Temos que f é claramente um homomorfismo de fibrados, e é injetiva: dados
u,v € E, tais que f(v) = f(u), seja i tal que x € U;; logo, como f;(u) = fi(v) e
n:(z) # 0, obtemos m;(p;(u)) = mi(p;(v)), donde u = v.

Agora, f(E) é sub-fibrado de C% "+ pois temos trivializacoes

FE) 1o = m (0,1] x €™, f(v) = (p(v), fi(v)),

e é isomorfo a F, sendo f um isomorfismo £ — f(FE). Logo, o resultado segue do
lema anterior. 0

1.2 Fibrados Vetoriais Obtidos Por Colagem

DEFINICAO 1.19 Sejam X, e Xy subespacos compactos de um espaco compacto
X tais que X = X7 U Xy, e sejam E; 2X, e By B X, fibrados vetoriais. Entao,

C ey f
dado (se ezistir) isomorfismo Ei|x,nx, — E2|x,nx,, denotamos por

E\ Uy By
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0 espaco quociente da uniao disjunta FEi U Ey pela relacdo que identifica v €
Eilx,nx, com f(v).

. f ~
Os isomorfismos F1|x,nx, — Ea|x,nx, chamaremos de fungoes de colagem.

Observe que p; e po induzem canonicamente uma projecao
E U By, 2 X (1.14)

e, para cada z, p~!(z) tem uma estrutura de espaco vetorial: Para z € X;\ XN X5,
p~(x) nada mais é que p; *(z); para x € X; N Xy, dados u,v € p~!(x), existem
tinicos u1,v; € p;*(z) tais que [u1] = u e [v1] = v, e definimos au+Bv = [au; + B

(a, B € C).

PROPOSICAO 1.20 1.14 é um fibrado vetorial. Mais ainda, existem isomorfis-
mos canonicos

(Ey Uy Es) @ (By Uy Ey) = (Ey @ EY) Usgy (B2 © E5),
(Ey Uy Ey) ® (By Uy Ey) = (Ey ® E}) Upgy (B2 ® Ej).

Demonstracao: Basta mostrarmos a trivialidade de 1.14 em torno dos pontos
r € Z = X1 N Xy, uma vez que

(EyUyp By)|x,—z =2 E;

X;—Z-

Seja entdo x € Z e U uma vizinhanga aberta de x em X tal que Fs|ynx, é
trivial. Usando que X é compacto de Hausdorff, nao ¢é dificil concluir que existe
vizinhanca aberta V de 2 em X, com V C U. Agora, dada trivializacdo ¢, :
Eslyny, — (VN Z) x C*, obtemos trivializagio de Ei|, compondo

EI‘VQZ i) E2|VOZ o (Vﬂ Z) x C".

Logo, como V N Z é fechado em X, pela proposicao 1.5 tal trivializacio se estende
a uma trivializacao
@Y1 - E1|WﬂX1 — (WﬂXl) X Cn,

onde W é aberto de X e W D V N Z. Temos portanto isomorfismos
@i Elwovynx, = (WNV)NX; x C,
e como 1 = Y0 f em Ei|wnvynz, eles definem (de maneira clara) uma aplicagao
(Ey Up Eo)|lway — (WNV) xC",

que é um isomorfismo fibra a fibra, e facilmente se demonstra ser um homeomor-
fismo.
Os demais isomorfismos sao de demonstragoes diretas. 0
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DEFINICAO 1.21 Uma homotopia via fungoes de colagem, entre duas funcoes
de colagem f, g : E1lx,nx, — Eo|x,nx,, € uma fun¢ao continua F : Ey|x,nx, X I —
Es|x,nx, tal que cada Fy € uma fungdo de colagem, e Fy = f , F1 = g.

PROPOSICAO 1.22 Se fy é homotdpica a fi via funcoes de colagem, entao

Ey Uy By = Ey Uy, Es.

Demonstragao: Uma tal homotopia h : Ey|z X I — Es|z entre fy e fi, define
uma funcao de colagem

F:(Eyx1)|zxr =Eilz X I — Es|z x I = (EyXxI)|zxy,
F(v,t) = (h(v,t),t), de modo que podemos formar o fibrado vetorial
E=(E xI)Up (Eyx )
sobre X x I. Logo, como existem isomorfismos canonicos
Elxxq0y & E1 Uy, Es,
Elxxqy & E1 Uy, By,

basta usarmos o coroldrio 1.13 para concluirmos que E; Uy, Ey = Ey Uy, Es. O

DEFINIGAO 1.23 Dados espagos topoldgicos X e Y, o conjunto das classes de
homotopia de aplicacoes f : X — Y representamos por

[X,Y]. (1.15)

A classe de homotopia de uma f : X — Y sera ainda denotada por f.

Denotemos por S* a esfera de dimensao k, e por DT e D~ seus hemisférios
norte e sul, com

DtnD =8+
Dada uma aplicagao
f 8" — Gle(n),

esta se identifica a um isomorfismo de fibrados
f : ng—l — _gkfl,

o qual, conforme 1.14, podemos usar para formar o seguinte fibrado n-dimensional
sobre S*
(C", f) =Chs Us C}-. (1.16)

De acordo com a proposicao 1.22, a classe de isomorfismo deste fibrado depende
apenas da classe de homotopia de f, logo temos bem definida uma fungao

[S*1 Gle(n)] — Vect, (S (1.17)
[ (€ f).
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PROPOSICAO 1.24 1.17 define uma bijecao.

Demonstracdo: Seja E um fibrado n-dimensional sobre S*. Como DT e D~
sao contrateis, F|p+ e E|p- sao triviais, logo existem trivializagoes

P+ - E|D+ _)Q%+7

o_: E|p- — Cph-.
Entao, sendo
f = w—|E|Sk71 © ()0-7—1|Sk‘1><03"7

e a identificando com uma aplicacao S*~! — Gl¢(n), é imediato que E é isomorfo
a (C™, f). Basta entdo mostrarmos que a classe de homotopia de f nao depende da
escolha das trivializacoes ¢ e ¢_, que teremos construido uma inversa £ +— f para
1.17. Com efeito, se ¢, for uma outra trivializacdo, entao, vista como aplicagao
Dt — GLe¢(n), ¢y o gpjrl ¢ homotdpica a uma aplicagao constante, uma vez que
DT é contratil. Mas, como GLg(n) é conexo por caminhos, toda tal aplicagao
constante é homotdpica a aplicacao constante igual a 1 € GLg¢(n), logo ¢ =~
¢ via trivializagdes. Da mesma forma teremos p— ~ ¢_, portanto ¢_|g, , o

—~—1 —1
P+ |S’9*1><C" = §0—|E\Sk_1 oYy |S’“*1><<Dn‘ 0

COROLARIO 1.25 Todo fibrado vetorial complexo sobre S* € trivial

Demonstragdo: De fato, estes estao classificados por [S° Gl¢(n)], e como
Glg(n) é conexo por caminhos, segue facilmente que [S°, Gle(n)] possui apenas
um elemento. O

COMENTARIOS 1.26 Ezceto pela proposicdo 1.24 e pelo coroldrio 1.25, 0s quais
fazem uso essencial do fato de o grupo linear geral Glg(n) ser conexo, todas as
definicoes e resultados que temos desenvolvido até entdo continuam valendo se
estivéssemos trabalhando com fibrados vetoriais reais; no caso real, Glg(n) tem
duas componentes conexas.

1.3 Fibrados Vetoriais Sobre X x S?
O objetivo desta secao é descrever os fibrados vetoriais sobre um produto
X x S,

onde X é um espaco topoldgico compacto, em termos dos fibrados vetoriais sobre
X. Este é o primeiro passo rumo a demonstracao do Teorema de Periodicidade.
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Seja I/ um fibrado vetorial sobre X, e consideremos os fibrados vetoriais
x4 (E) =E x D™,

% _(E)=Ex D",

sobre X x D" e X x D™, respectivamente, onde 7y 4 sao as projegoes X X D* - X
(ver 1.13). Para cada fungao de colagem

f:ExS"=(ExD")|xxst = (Ex D7 )|xxs = E xS, (1.18)
formamos o seguinte fibrado vetorial sobre X x S?
(E,f):=ExD"U; Ex D", (1.19)

Observe que 1.16 é um caso particular de 1.19, se identificarmos {pt} x S? com 5?
e C" com o fibrado de dimensao n sobre um ponto.

No contexto desta secao, as proposicoes 1.20 e 1.22 tornam-se:

PROPOSIGAO 1.27 (i) f ~ g por funcgoes de colagem, implica (E, f) = (E,g).
(ii) (B, f)® (E,9) = (E®E, f®g)
(iii) (B, f) @ (E',9) = (E® E', f®g)

Para que (ii) e (iii) da proposi¢ao acima facam sentido, estamos identificando
(E®E)xSte(FE®FE)x S com (Ex SYH®(E' xSY) e (ExSH®(E xS,

respectivamente.

Uma fungao de colagem como em 1.18 pode ser canonicamente identificada com
uma aplicacao

f:S"— Aut(E), (1.20)

onde consideramos Aut(FE) munido da topologia compacto-aberta.

PROPOSIGAO 1.28 Se f,c : S' — Aut(E) sao funcoes de colagem, com c
constante, entao

(B, foc)=(E,[).

Em particular,

I

(E,c) (B, 1)

I

Demonstracao: Como ¢ nao depende do parametro de S*, podemos estendé-la
trivialmente a um isomorfismo

¢:ExDT = ExDT.
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Logo, considerando a aplica¢ao
c'Ulgyp- :ExDTUEXD - ExD"UE XD,

¢é direto verificar que ela induz uma fun¢ao continua nos respectivos quocientes
(E, f) — (FE, f oc), que é um isomorfismo fibra a fibra, portanto, pela proposi¢ao
1.4, um isomorfismo de fibrados.

O isomorfismo (F,1) = 7% (F) nao ¢é dificil de ver, uma vez que 7% (E) = E x S

Para a proposigao a seguir, e para o restante desta dissertagao, pensaremos em
S como sendo o conjunto dos ntimeros complexos de norma 1, de maneira que faz
sentido 1 € S*.

PROPOSICAO 1.29 Seja X compacto, F um fibrado vetorial sobre X x S?, e
consideremos a inclusao de X em X x S? como sendo X x {1}. Entao, denotando
por E a restricao de F' a X, existem isomorfismos

oy Flxxp+t — Ex DT e o Flxxp- = Ex D~

normalizados, isto é, tais que pi|p: E — (E x DF)|xxqy = E sdo a identidade.
Consequentemente,

F=(E,[),
onde f = ¢_ o SO+|E'1<51- Para quaisquer outras escolhas de isomorfismos nor-

malizados @, p_, a funcao de colagem f correspondente serd homotopica a f via
funcoes de colagem.

Demonstracao: Consideremos o seguinte diagrama de pull-back’s

(7 (F|xxp+)) *(Flxxp+) Flxxp+
X x Df ——> X X x D*

onde 7 ¢é a projecao e ¢ a inclusao. Por um lado, como X é retrato por deformagao
de X x DT, i o7 é homotdpica & identidade 1, logo

W*(i*(F|XXD+)) = (ioﬁ)*(F|XxD+)
-t ]]-*(F|X><D+) = F|X><D+'

Por outro lado,
i*<F|XXD+)gE, € W*(i*(F|XXD+)) = W*(E)
= Ex DT,

donde Flxxp+ = E x D e, da mesma forma, F|x,p- = E x D~. Logo, existem
isomorfismos ¢, : Flxxp+r — E x D", ¢_ : Flxxp- — E X D™, e podemos
tomé-los normalizados, se os compusermos com os isomorfismos

|5 x1p+ : Ex DY — E x DY,
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|5 x1p- : Ex D™ — Ex D,

respectivamente.

Agora, é imediato que F' = (E, f). Sejam @, ¢_ outra escolha de isomorfismos
normalizados. Identificando @ o' com uma aplicagio D* — Aut(E), como D*
se deforma sobre {1} C DT e ¢p; o 97'(1) = 1 € Aut(E), obtemos que @ o o'
é homotdpica a aplicacao DT — Aut(E) constante igual a 1, logo ¢, ~ ¢, via
isomorfismos F|xxp+ — FE x DT. Analogamente, ¢_ =~ ¢_ via isomorfismos
F|x«p- — E x D™, e portanto f: f via fungoes de colagem. O

1.4 O Fibrado de Linha Tautolégico sobre CP!

Em coordenadas homogéneas, todo ponto p de CP! é da forma
p=1[1l:z], ou p=1[0:1],

com z unicamente determinado por p. Entao, via projecao estereografica, podemos
identificar S? com CP!, de modo que D' é identificado com

{[1:2]; [2[ =21} U{[0: 1]},
D~ é identificado com
{[1:z]; |2| <1},

e St com {[1: z]; |z| = 1}, este tltimo identificamos com os niimeros complexos
de norma 1.
Daqui em diante, pensaremos em S? com esta identificacao.

Seja
H- 2. cP'=52

o fibrado de linha tautolégico, como definido no exemplo 1.3. Temos as seguintes
trivializacoes
Hlpr =5 Dt xC e H|p- == D™ xC,

dadas por
pr([L: 2, A7 1)) = ([1: 2], ),
@+([0:1],A(0,1)) = ([0 : 1], A(0, 1)),
p-([1:2],A(1,2)) = ([L: 2], ),
de modo que H é obtido colando-se os fibrados triviais Q}ﬁ e Q})_ pela aplicacao

de colagem
w0t St xCt = S x CL.

Agora,

(proZ)([1:2],A) = wu([1:2],A(1,2))
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logo ¢ o p~! age na fibra sobre z por multiplicacdo por z, de modo que podemos
representar ¢ o gojl simplesmente por z. Portanto,

H = (C',2).
PROPOSICAO 1.30 Existe isomorfismo
(HoH)®Cs 2 Ho H.

Demonstracao: Temos que

1%

HoH = (Chz2)e(Cz2)

(C'eClzo2),

I

I

(H® H) ® Ck {(Ch,2)® (C',2)} @ (CH1)

~ (C'e®ClL:®2) o (Ch1),

onde usamos o fato 6bvio de que Ci, = (C!,1).
Mas, C!®C! é canonicamente isomorfo a C!, e, via tal isomorfismo, 2®z : C*®@C! —
C! ® C! é multiplicacao por 22, dai

(HoH)®Csp = (C'aC 2@ 1).

Podemos representar as funcoes de colagem z @ z e z? @ 1 pelas matrizes

z@z:(g 2) (1.21)

2
zQGB]l:(ZO g), (1.22)

onde a entrada ¢5 de cada matriz representa um endomorfismo entre o i-ésimo e o
j-ésimo somando de C! & C!.
Agora, uma homotopia explicita entre 1.21 e 1.22 é dada por

z 0 cost sint 1 0 cost —sint
he(2) = ( 0 1 > ( —sint cost > ( 0 z ) ( sint cost )’ (1.23)

para 0 < t < 7. Para cada z e t, as matrizes em 1.23 sao invertiveis, logo tal
homotopia ¢é de fato via fungoes de colagem, mostrando que

CleoClzo2) = (ClocCh2?a1).



Capitulo 2

K-Teoria e Periodicidade de Bott

2.1 O funtor K(X)

A cada espago topoldgico compacto X temos associado o conjunto Vect(X) das
classes de isomorfismos de fibrados vetoriais sobre X, o qual munido da operagao
de soma direta @ torna-se um semi-grupo abeliano.
Existe uma construcao geral, devida a A. Grothendieck, que associa um grupo
abeliano, através de um processo de “adicionar inversos”, a cada semi-grupo abeliano.
Esta simples construcao é essencialmente a mesma que utilizamos para construir
o grupo aditivo dos numeros inteiros (Z,+) a partir do semi-grupo aditivo dos
ntimeros naturais (N, +), se pensarmos nos primeiros como formados por diferen¢as
formais

m—n

de niimeros naturais.

PROPOSICAO 2.1 Dado um semigrupo abeliano A podemos associar a este um
grupo abeliano K(A), dito o K-grupo de Grothendieck, e um homomorfismo 1 :
A — K(A) satisfazendo a sequinte propriedade universal:

Para todo grupo abeliano G e homomorfismo A — G, existe um unico homo-
morfismo K(A) — G tal que o sequinte diagrama comuta

A——=C

|

K(A)

Além disso, K(A) e Y sao “inicos” com esta propriedade, querendo isto dizer
que, se H e 1 também satisfazem essa propriedade, entao existe um isomorfismo
K(A) — H tal que o diagrama sequinte comuta:

A
YN

K(A)

H

29
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Demonstracao: Para a unicidade, observe primeiramente que se H e 1; satis-
fazem esta propriedade universal, entdo a identidade 1 é o tinico homomorfismo
G — G que comuta com 1.
Agora, aplicando duas vezes a propriedade universal, encontramos homomorfismos
K(A) L G, e G % K(A) tais que fo) = 9, e gog = 1, logo go f : K(A) — K(A)
comuta com ¢ e fog: G — Gcomutacom{pv, donde go f =1,e fog = 1.
Portanto, f é um isomorfismo tal que o diagrama acima comuta.

Vamos entao a existéncia. Seja ~ a relacao de equivaléncia em A x A dada por

(a1,a2) ~ (a},a5) < Fa,d ta. (a1 +a,a2+a)=(a; +d,a,+d).

E facil ver que trata-se de uma relagao de equivaléncia.
Em (A x A)/ ~ definimos uma soma + pondo

(a1, a)] + [(b1,02)] = [(a1 + by, ag + by)],

e é direto mostrar que esta bem definida.

Agora, denominando a classe da forma [(a,a)] de elemento neutro, (A x A)/ ~
torna-se um grupo abeliano, o inverso aditivo de [(ay,as)] sendo [(az,aq)], como
facilmente se verifica.

Definindo entao

K(A) = ((Ax A)/ ~,+)
et : A— K(A) por
¥(a) = [(a,0)],
(K(A),) satisfaz a propriedade universal: De fato, se H é grupo abeliano e
f: A — H éhomomorfismo, entdo f : K(A) — H, definido por f([(a1,as)]) =
f(a1) + flaz), 6 um homomorfismo tal que f ot = f e também ¢ tinico com esta
propriedade. O

Para o que segue, usaremos a construgao de K(A) fornecida na demonstracao
acima.

DEFINICAO 2.2 Dado um espaco topoldgico compacto X , definimos o seu grupo
de K-teoria K(X) por
K(X) := K((Vect(X),®)).
A imagem, via ¢ : Vect(X) — K(X), de um elemento E € Vect(X) serd
denotada por [E].

Observe que, pela construgao que estamos usando, todo elemento de K (X)
pode ser expresso na forma

[E] = [F],
e a adigdo em K(X) é dada por

(Bl = [F)+(E-[F])) =[Ee E]-[F& F].
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LEMA 2.3 (i) [E] = [F] se e somente se ezistir n tal que

E@Ci=~FaC" (2.1)

(ii) Todo elemento de K(X) pode ser expresso como
[E] - [C"].

Demonstracdo: Para (i), temos que [E] = [F] se e somente se [(E,C%)] =
[(F,C%)], que por sua vez vale se e somente se existir G tal que

(E®G.G) =[FaGG),
isto é, tal que
EFeGE=Fad. (2.2)

Mas, pela proposigao 1.18, existe um complemento G’ para G, isto é, existe G’ tal
que
GoG' =C",
para algum n. Somando entao G’ a ambos os membros de 2.2, obtemos o desejado.
Mostremos agora (ii). Dado um elemento [E] — [F] € K(X), tomamos um F’

tal que
Fer =cr,

para algum n. Dali,

[E]=[F] = [E]=[F]+([F]-[F])
[E® F'|—[F & F
= [E® F']-[C".

|

COMENTARIOS 2.4 Dois fibrados E e F que satisfazem a uma equacao do tipo
2.1 sao, as vezes, ditos fortemente estavelmente equivalentes. Sob o ponto de vista
do lema 2.3, K-teoria estuda as classes de equivaléncia fortemente estdveis de
fibrados sobre uma mesma base, nao distinguindo entre estes aqueles que nao sao
isomorfos.

Podemos usar o produto tensorial ® de fibrados vetoriais para induzir uma
operagao - em K (X) da seguinte maneira:

([Er] = [E) - ([EA] = [B5)) = [(Ea @ BY) © (B2 © E))]
—[(Er © Ey) & (Ey ® EY)).

Nao é dificil mostrar que esta operacao estd bem definida. Esta operacao é co-
mutativa, associativa e distributiva em relagao a soma, além de possuir elemento
identidade, a saber [C']. Munido desta operacdo produto, K (X) torna-se um anel
comutativo com identidade, chamado o anel de K-teoria de X.
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EXEMPLO 2.5 Se X é contratil, ou X = S!, sabemos pelos coroldrios 1.12

e 1.25, respectivamente, que todo fibrado vetorial sobre X ¢ trivial, logo todo
elemento de K (X) é da forma [C"] — [C*]. Mas,

€ -] = [€7", sen>k
= —[C""), sen<k,
daf todo elemento de K (X) é da forma +[C"]. Definindo entao
K(X)—z7 , £[C"+~ +£n,

é direto mostrar que trata-se de um isomorfismo de anéis. Portanto, se X ¢é
contratil, ou X = S, K(X) é canonicamente isomorfo ao anel dos inteiros Z.

Analisemos a funtorialidade de K (—). Dada uma aplicagao
f: X—=>Y

entre espagos compactos, compondo a aplicagao pull-back f* : Vect(Y) — Vect(X)
com o homomorfismo canoénico ¢ : Vect(X) — K(X), obtemos uma aplicac¢ao

Vect(Y) — K(X) (2.3)
E = [[1(E)

que é um homomorfismo de semi-grupos, em virtude de (i) da proposigao 1.10.
Logo, pela propriedade universal de K(Y'), 2.3 estende a um homomorfismo de
grupos
FUK(Y) — K(X) (2.4)
[HE] = [F]) = [f*(E)] = [/ (F)].
Também, devido a (ii) da proposicao 1.10, obtemos que 2.4 é de fato um homo-
morfismo de anéis.

Em geral, para nés, homomorfismo significard homomorfismo de anéis, exceto nos
casos onde falaremos homomorfismo de grupos (ou Z-mddulos).

PROPOSIGAO 2.6 (i) Para aplicagoes X Ly Z, temos que (gof)* = f*og*.
(i) 1% = Tk(x)-

(iii) Para aplicagoes homotdpicas f,g : X — Y, f* = g*. Em particular, se f €
equivaléncia de homotopia e h € inversa homotdpica de f, entdo f* € isomorfismo,
tendo h* como inversa.

Demonstracao: E consequéncia imediata da proposi¢ao 1.11. 0

Esta proposigao estabelece o carater de funtor homotopico contra-variante de
K (—), entre as categorias dos espagos topolégicos compactos e a dos anéis comu-
tativos.
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2.2 Produto Externo e Periodicidade de Bott

Comecemos com um fato algébrico geral. Dados anéis comutativos A e B, podemos
dar ao produto tensorial A ® B dos Z-moddulos subjacentes uma estrutura de anel
(comutativo) definindo-se o produto por

(a®b)-(d@b) := (aad’) @ (b).

A boa defini¢ao de - segue da propriedade universal de ®, e as propriedades de
associatividade, distributividade e comutatividade de - sao imediatas.

Dados espacos topoldgicos compactos X e Y, sejam
Tx X XY — X,
Ty : X XY =Y
as respectivas projecoes. A aplicagao

KX)xK(Y) — KX xY)
(a,b) = mx(a)my (D)

¢é Z-bilinear, logo, pela propriedade universal do produto tensorial, ela define um
homomorfismo entre Z-moédulos

p:K(X)@K(Y) — KX XY)
pla®d) = mx(a)my(b),

que, de fato, ¢ um homomorfismo de anéis, pois

p((a@b) - (d @b)) = plad @ bb)
= 7y (ad )7y (V)
= (rx ()75 (b)) (m (a)my (V)
= pla®buld V).

DEFINIGAO 2.7 O homomorfismo p: K(X)® K(Y) - K(X xY) é chamado
de produto externo.

Podemos agora enunciar o Teorema de Periodicidade de Bott:

TEOREMA 2.8 u: K(X)® K(S?) — K(X x §%) é um isomorfismo.
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Seja H o fibrado linha candnico sobre S?. Sendo ¢t uma varidvel, a associacao
t— [H]

estende a uma aplicacao

Z[t] — K(S?%), (2.5)

que é claramente um homomorfismo, onde o primeiro membro de 2.5 é o anel dos
polinomios sobre Z na variavel t.
Como, devido a proposigao 1.30, temos a seguinte igualdade em K (S?)

([H] - [Cs))* =0,
obtemos que 2.5 desce a um homomorfismo

Z]t] .
t—12
t — [H],

o qual usamos para construir o seguinte homomorfismo

i K(X)® % — K(X x 8% (2.7)
dado pela composicao
Zt]  1s 2y K 2
K(X)® i—1) — K(X)® K(57) — K(X x 5%).

Note agora que o teorema 2.8 seguira imediatamente do teorema abaixo e de
seu corolario. A demonstracao deste préximo teorema é o conteido do restante
deste capitulo.

TEOREMA 2.8’ 2.7 é um isomorfismo.

COROLARIO 2.9 2.6 é um isomorfismo.

Demonstragao: Fagamos X = {pt} no teorema 2.8". Temos entao identifica¢oes
canonicas X x S? = §% e K(X) = Z. Mediante estas identificacoes,

w7 ® K(S%) — K(S?)
nada mais é que
n a+— na,

sendo portanto um isomorfismo. Logo, como ' é isomorfismo, 1 ® ¢ também ser4,

donde também . O



2.3. REDUCOES SUCESSIVAS DAS FUNCOES DE COLAGEM 35

2.3 Reducoes sucessivas das Funcoes de Colagem

Ao longo desta secao, X representard um espaco topoldgico compacto.
Dados um fibrado vetorial E sobre X e uma métrica hermitiana <, > em FE, pode-
mos definir uma norma no espago vetorial End(£) da seguinte maneira:

Dado um endomorfismo f de E, sabemos que, para cada x em X,

()]s = SUp_y e, 1 (< f(@) v, f(z) v >,)2

define uma norma em End(E,). Da continuidade da associagao

z = |[f (@)l

e da compacidade de X, obtemos que é finito o niimero

Sup,ex!|f(2)]]e;

donde podemos definir
A1} = Sup,ex||f()][e- (2.8)

Como, para cada x € X, || - ||, constitui uma norma em End(E,), 2.8 define de
fato uma norma em End(E).

Daqui em diante, pensaremos nos fibrados vetoriais sempre com uma métrica her-
mitiana fixada, de modo que consideraremos o espaco de seus endomorfismos mu-
nido da norma 2.8.

DEFINIGAO 2.10 Um endomorfismo f : E x S' — E x S* € dito uma funcao
de Laurent, se for da forma
f(z,2) = an(2)2" + ... +ap(x) +ar(x)z ' + ...+ a_pm(z)2™™,

onde 0s a;’s sao endomorfismos de E.

s

PROPOSICAO 2.11 O espaco das funcoes de Laurent { : E x S — E x St ¢
denso em End(F x S').

Esta proposicao sera uma simples consequéncia do seguinte resultado analitico
geral, cuja demonstracao encontra-se no apéndice A:

LEMA 2.12 Seja C(X x S') o espago normado das fungdes continuas

f: X xS —cC,

onde a norma que consideramos € a do supremo.
Entao, o subespaco das funcgoes da forma

ple.2) =3 ae)

il <N

onde cada a; : X — C € continua, é denso em C(X x S').
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Demonstragao da Proposi¢ao 2.11: Sejam Uy, ..., U, abertos que cobrem X tais
que, para todo s, E|y, ¢ trivial (e logo (E x SY|y.xs1 = E|y, x St ¢é trivial), e
consideremos uma parti¢do da unidade {o,}s—1 ,» subordinada a esta cobertura,
com X, = suporte de a; (observe que X é compacto).

Pela proposicao 1.15, podemos escolher trivializagoes

. 1 n
Ps E|X5 XS — QXSXS1

que levam a norma || - ||, de End(E|x, x S') na norma usual de End(C%_, 1), a
qual, por esta razao, também denotaremos por || - ||s.
Seja entao

f € End(E x SY),

e denotemos por f, a restrigao de f a E|x, x S', e por fy = @50 fsop;! o
endomorfismo correspondente de C' , g1. Podemos representar f, por uma matriz

(FY) 1 5<n,

onde cada fs(ij ) 6 um endomorfismo de (X, x S1) x C, que por sua vez pode ser
identificado a uma fungao continua

fl) X, x St — C.

Agora, dado € > 0, usando o lema anterior podemos aproximar uniformemente
cada fs(ZJ ) por funcoes da forma

{(x,2) =) ail (2)2",

[k|<m

de maneira a garantir que

HZS - szs <eg/r,

2 Pid) n
onde /, representa o endomorfismo (£s5")1<;j<n de C%_, g1

Veja que, l, é uma fungao de Laurent de End(C%,, 1), pois

ly(z,2) = (0D (2,2))1<ij<n

= Z (@S}Cj) (€))1<i,j<n?",

[k|<m

daf obtemos também que £, é uma funcao de Laurent de End(E|x, x S*).
Agora, usando a particdo da unidade {as}s—1, ,, podemos formar a funcao de
Laurent

Uz, z) = Z as(x)ls(z, 2)
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de End(E x S') e temos
1= FIl = 11D asts =) aufll
s=1 s=1

S las(te — P

= Z llas(ls — fo)lls  (pois ag = 0 fora de X)
s=1

IA

IA

D s = flls (pois ax < 1)
s=1

T

< Y er=e

s=1

mostrando que as fungoes de Laurent sao densas em End(E x S1). O

LEMA 2.13 Seja E um fibrado vetorial sobre X. Entao,

(i) Aut(E) € aberto em End(E). Em particular, dada f € Aut(E), existe r > 0
tal que se ||g — f|| < r, entdo existe homotopia f; entre f e g tal que f; € Aut(FE)
para todo t € I.

(ii) Seja C um subconjunto convexo e denso de End(F). Entao, dadas fo e fi em
C N Aut(E), se existir homotopia f; entre fo e fi1 tal que f, € Aut(E) para todo
t € I, existird homotopia f;, entre fy e fi tal que f; € Aut(E)NC, para todo t € 1.

Demonstragao: (i) De fato, Aut(E) é a imagem inversa do aberto R — {0} pela
funcao continua

f— Inf cx|det f(z)],

logo ¢ aberto.

Agora, dada f € Aut(FE), seja r > 0 tal que a bola de centro f e raio r, B,.(f), esta
contida em Aut(F). Entdo, dada g € B,(f), a convexidade de B,(f) nos garante
que

tf+(1—1t)g € B.(f) C Aut(E)

para todo t € I, dando portanto uma homotopia entre f e g através de automor-
fismos.

(ii) Seja
t— fi € Aut(E)

uma homotopia entre fy e f;. Afirmamos que existe r > 0 tal que

B,(fi) C Aut(E),
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para todo t € I : Com efeito, como I é compacto e t — f; é continua, {f;}ier
é subconjunto compacto de Aut(E), logo é positiva a distancia r entre {f;}ics €
o complementar do aberto Aut(FE); agora, é claro que este r satisfaz B,(f;) C
Aut(FE), para todo t € I.

Da continuidade de t — f;, existem

O=to<ti < - <tp, <tpi1=1

tais que
||fti_fti+1|| <T/27 i:O,...,n,
e da densidade de C, existem

fO = ﬁoaﬁm "'7ﬁn7ﬁn+1 = fl

<r/2,i=0,...,n+ 1.

em C tais que ||f,, — fu.
Dai, f;, € B.(f), e como

||fti+1_fi|’ S ||fti+1_fti+1||+||fti+l_fti||
< r/247r/2=r,

também temos f, 1 € B.(fi,), donde, pela convexidade de C N B,.(ft,),
tft¢+1 + (1 - t)fti eCn B7'<fti)7
dando uma homotopia entre ﬁz e ﬁl ., por automorfismos em C, para cada i =

0,...,n. Colando estas homotopias, obtemos a homotopia desejada entre fy e f1.0

Reunindo entao as proposicoes 1.29, 2.11 e o lema 2.13, obtemos o seguinte resul-
tado:

PROPOSIGAO 2.14 Todo fibrado vetorial sobre X x S* ¢ da forma (E, (), onde
E € um fibrado vetorial sobre X, e

(:ExS'— ExSt

¢ uma funcao de colagem de Laurent.

Além disso, duas funcoes de colagem de Laurent que sao homotopicas através de
fungoes de colagem quaisquer, sao de fato homotopicas através de fungoes de co-
lagem de Laurent.

Para o lema a seguir, sendo
H = (Ch,2)
o fibrado de linha tautolégico sobre S?, podemos definir

H™' = (C' 2,
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e tal notacao se justifica por
HoH ' H'®H~(Cg.
Dado um ntimero inteiro m, definimos

H" = H®---®H, sem>0
= H'® ---@H sem<0

LEMA 2.15 Sejam E um fibrado vetorial sobre X, f : E x S' — E x S' uma
fungao de colagem, e m um inteiro qualquer. Entao,

(E,2"f) = (B, f) @ mg(H™),
onde wg2 : X x S%? — 8% € a projecaio.
Demonstragao: De (iii) da proposi¢ao 1.27 obtemos
(E,2"f) = (B, f) ® (C, ™). (2.9)
Agora, como a fungao de colagem
2" Cy x ST — CY x §*

independe da coordenada de X, nao ¢ dificil ver que

(C%,2™) = X x(C', 2™
= X x H™
O lema segue agora de 2.9 e de X x H™ = 7§, (H™). 0

Escrevendo uma fungao de colagem de Laurent como
(=2""q, m2>0,

onde
qg:ExS'— ExS!

¢ uma funcao de colagem polinomial, isto é, nao contém poténcias negativas de z,
pelo lema anterior temos que

(B 0) = (E,q) @nme(H™), (2.10)

0 que ja nos é bastante favoravel para a demonstracao do teorema 2.8’, bastando
concentrarmo-nos nos fibrados vetoriais sobre X x S? que sao do tipo

(E,q),

onde ¢ é polinomial.
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LEMA 2.16 Para cada funcdo de colagem polinomial ¢ : E x S' — E x St e
inteiro n > gr(q), podemos associar uma fun¢ao de colagem linear

¢g:(n+1)ExS'— (n+1)E xS

tal que
(E,q) ® (nE,1) = ((n+ 1)E, Liq).

Além disso, tal associagao preserva soma direta, querendo isto dizer que
Ltop(@ © @) = Ly ¢ ® L,

onde n > max{gr(q),gr(ge)} (observe que g1 ® q2 € também polinomial e de grau
<n).

Para a tultima afirmagao do lema acima, estamos identificando (n + 1)(E; @& Es)
com (n+1)E; & (n+ 1)Es

Demonstracao: Ponhamos
q(z,2) = ap(z)2" + - - - + ap(x).

Consideremos os endomorfismos de (n + 1)E x S dados pelas matrizes

1 —=z O --- 0 0 100 --- 00

0 1 —z -+ 0 0 O1 0 --- 00

0 0 T --- 0 0 001 --- 00
A= . . . . B={ . . . I

0 0 o - 1 -z 000 -~ 10

Ap Gp_1 GQp_o - G G 000 --- 0 g¢g

onde a entrada ij de cada matriz representa um endomorfismo entre o i-ésimo e o
J-ésimo somando de

n+1)ExS'=(ExSY®- & (ExSh.
Observe que a matriz B representa a funcao de colagem
1®q:(nE®E)xS' — (nE®E) x S

Podemos passar de A para B através da seguinte sequéncia de operacoes ele-
mentares sobre linhas e colunas de A: fazemos z vezes a primeira coluna de A e
somamos a segunda coluna, fazemos z vezes a segunda coluna e somamos a ter-
ceira, e assim sucessivamente; entao, para cada ¢ < n, subtraimos da ultima linha
um maultiplo conveniente da ¢-ésima linha, para obtermos B. Isto mostra, em par-
ticular, que o endomorfismo representado por A é uma fungao de colagem (isto é,
um isomorfismo), pois B o é.

Agora, A é linear em z, e é homotdpica a B por funcoes de colagem, pois se
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tivéssemos multiplicado por t cada fator multiplicativo utilizado na passagem de
A para B, obteriamos uma tal homotopia entre A e B. Logo, definindo

Lpq = A,
temos que
(n+1E, Lpg) = (nE®E,1&q)
= (nE,1)® (E,q).
Que L preserva soma direta, sai direto da construcao de L. 0

Este lema, interpretado em K (X x S?), nos diz que

[E.q] = [(n+1)E, Lyq] — [nE,1]
= [(n+1E, Liq] — 7x([nE)), (2.11)
onde, para a ultima igualdade, usamos a proposicao 1.28. Aqui, para facilitar a

notagao, estamos usando [F, g] para denotar a imagem de (F, g) em K(X x S?).

PROPOSIGAO 2.17 Para cada fungao de colagem linear f = a(x)z+b(x), pode-
mos assoctar uma decomposicao E = E_{ D Ef, de modo que

(E,a(z)z +b(z)) = (BL 1) @ (B, 2), (2.12)
e valem:

1. Se fo = ap(x)z+bo(z) e fr = a1(x)z+bi(x) sdao homotdpicas através de fungoes
de colagem lineares f; = a,(x)z + by(x), entdo B = B,

2.Se E=E®Eyef=f&fo entio EL = (E)] & (B,

Antes de demonstrarmos esta proposicao, note que, pelo lema 2.15,
(BL,2) = (EL,1) @ wg (H).

Agora, pela proposigao 1.28, (Ei,]l) = W}(Ei) Portanto, podemos reescrever
2.12 como

(B, a(z)z + b(x)) = ny(BL) @ {my (EY) @ n (H)} (2.13)
Demonstragao: Dado ty € I, temos uma homotopia
(a(z) +tb(z))z + ta(x) + b(x)

entre
a(z)z+ b(x)
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(a(z) 4+ tob(z))z + toa(x) + b(x).
Se tg < 1, esta homotopia é por funcoes de colagem, uma vez que

z+t
14tz

(a(z) 4+ tb(z))z + ta(x) + b(z) = (1 + tz)(a(z)

+0(x)),

z+t
1+tz

€St (VzeS") set#1.

Agora, a funcao continua
@(t) = Inf e x|det(a(z) + tb(x))],

é diferente de 0 para t = 1, logo ¢ *(R — {0}) contém um intervalo maximal
(a,1] C I, o qual denotaremos por I/. Entdo, dado ty € I/, ty # 1,

a(x) +tob(x) : Ex S* — E x S!
¢ isomorfismo (que nao depende de z € S'), logo

(a(x) + tob(z))z + toa(z) + b(z)

= {2 + (toa(z) + b(2)) o (a(x) + tob()) ™'} o (a(z) + tod()).
Definindo entao
bty = (toa(x) + b(x)) o (a(w) + tob(x)) ",
obtemos que a(x)z + b(x) é homotdpica, através de fungdes de colagem, a
(z+ b{o) o (a(x) + tob(z)) ™,

pois typ < 1. Portanto

(E,a(z)z+b(x)) = (B, (2+bf)o (a(z) + tob(z)) ™)
=~ (F,z+bl),

o ultimo isomorfismo sendo consequéncia da proposi¢ao 1.28, uma vez que (a(z) +
tob(x))~! independe de z.
Observe que, por nao depender de z, b{o pode ser visto como um endomorfismo de
E. e por ser

240 Ex S — Ex S

um isomorfismo, b{o nao pode ter autovalor em S!, isto é, a restricao de b,{o a cada
uma das fibras de E nao possui autovalor em S!. Para esta situacao, temos o
seguinte lema fundamental:
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LEMA 2.18 Seja b : E — E um endomorfismo que nao possui autovalor em
S. Entdo, existe uma unica decomposicio E = E% @ E° satisfazendo (i) e (i) a
Sequir:

(i) b(E%) C EY.

(ii) Os autovalores de blgy estao no exterior de St e os de bl estao no interior
de S*.

Além disso, se by ~ by por endomorfismos sem autovalor em S*, entdo E2° = E%.

Demonstracao: Encontra-se apds o término da demonstragao da proposicao
atual.

Segue deste lema que existe (tinica) decomposigao
b b,
E=E @E™

of
satisfazendo (i) e (ii). Sendo (bfo)i as restricoes de b,{o a E.[°, respectivamente, por
(i) temos que z + (b{0)+ ez+ (b{o)_ sao fungdes de colagem, e

i bl i bl i
(E’ z + bto) = (E+107Z + (bt())"r) EB (Efoﬂ z + (bto)—)‘
Mas, como os autovalores de (b{o), estao no interior de S,
sr—>z+s(b{0)_, 0<s<1

¢ uma homotopia por fungoes de colagem entre z e z + (b{o)_. Também, como os
autovalores de (b{0)+ estao no exterior de S,

s>—>sz+(bfo)+, 0<s<1,

¢ uma homotopia por fungoes de colagem entre (b{0)+ ez+ (b{0)+. Portanto,

bl bl v! v!

(B 2+ () )= (BM,2) e (Bl 2+ () = (B0,
~ (E}°,1),

e podemos entao definir
El = Ef@.

Para o que segue, é importante observar que, se tivéssemos escolhido um outro
th € IV, t) # 1, ao invés de ty, e definido da mesma forma b{,, entao, como
0

sto+ (1 —s)ty € I7\ {1} (0 < s < 1), estariam bem definidos os b£t0+(1_s)t6 e
f

dariam uma homotopia entre b, e b{o por endomorfismos sem autovalor em S?.
0

Portanto, teriamos
v/ f

B/~

+ = Ly
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Mostremos 1. Para isso, veja que N,I/s contém um t, # 1; de fato, basta para isto
considerarmos a funcao

t — Inf, sexxrldet(as(x) + thy(x))|.

Entao, estao definidos os b,{o (0 < s <1) e definem uma homotopia, por endomor-
fo

f1
b -
fismos sem autovalor em S', entre b{g e bl logo E/° =~ E,°. Mas, pela observagao

to
feita no paragrafo anterior,
f1 fo
b b
B = E/ e B2 E",

logo 1. segue.
Passemos a mostrar 2. Para fi = a1(x)z + b1(2z) e fo = as(x)z + ba(z), temos que

J1® f2=(a1(x) @ az(x))z + bi(z) ® ba(z).
Dado to € 17192\ {1}, por defini¢ao temos que
a1 () @ as(z) + to(br () ® ba(z)) = (a1 () + tob(z)) & (as(x) + toba(z))
é invertivel, daf segue que
ar(z) +tobi(x) e az(x) + toba(x)

sao invertiveis e que
to € I N 172,
Assim, notando que
@
i =it
0 que temos de mostrar é que
b{l@f2 b{l b{Q
(By © E2)y® = (E1)" & (Er)L".
Com efeito, ainda temos que

bfl fa2 bf1 f2

B & By = (B)P & (B2)) & (B)™ @ (E)™),

e tal decomposicao satisfaz (i) e (ii) do lema 2.18 para b{ol@fz’ = b,{; @ b{j, pois o
pf1 p/1 b2
mesmo ¢ verdade para as decomposicoes Fy = (E1)[° @ (E1)° e Ey = (Ey))° &
pf2
(Ey)°. Portanto, 2. segue da unicidade de tal decomposigao. O

OBSERVAGAO 2.19 Futuramente precisaremos dos dois fatos seguintes:

1. Ef =0e E? = E. Com efeito, b;, = tol o (1)~' = t1, donde vé-se que
0 <tp <1 ¢ o unico autovalor de b; . Portanto, £ = E e E7 = 0.

2. B} = E e ET = 0. Andlogo ao anterior, usando agora que bf, = to', ety > 1.
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Demonstracao do lema 2.18: Para cada x em X, denotemos por b, a acao de
b na fibra F, e seja p, o polinomio caracteristico de b,. Por hipdtese, podemos
fatorar p, como

Pe = DDy,

onde p; tem suas raizes no exterior de S', e p; tem suas raizes no interior de S*.

AFIRMACAO 2.20 Temos decomposicao b,-invariante
E, = Imp; (b,) @ Imp, (bs),

com as restri¢oes de b, a Imp}(b,) e Imp (b,) possuindo seus autovalores no in-
terior e exterior, respectivamente, de S*. Além disso, tal decomposicdo é unica
satisfazendo esta ultima propriedade.

Demonstragao: Por simplicidade, omitiremos o sub-indice z (o qual estd fix-
ado). Como p é o polindémio caracteristico de b, p(b) = 0, isto é, p*(b)p~(b) = 0,
logo

Imp~ (b) C Kerp™(b).

Da mesma forma
Imp™ (b) C Kerp™ (b).

Por outro lado, como p™ e p~ sdo primos entre si, existem polindmios q; e ¢o tais
que
+ - =1
P q1 +p q2 )

e logo
pT(b)ar(b) +p~ (D)a2(b) = 1. (2.14)
Dado v em Kerp*(b), aplicando a v os dois membros de 2.14 obtemos

()g2(b) - v+ qu(b)p™(b) - v

vo= p
P (0)ga(b) - v,

mostrando que
Kerp™(b) C Imp~ (b).

Da mesma forma,
Kerp™ (b) C Imp™(b).

Portanto,
Imp* (b) = Kerp™ (b), Imp~ (b) = Kerp™(b).

Ainda por 2.14, obtemos facilmente que

Imp ™ (b) + Imp~ (b) = E,,

Kerp~(b) N Kerp™ (b) = 0,
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logo E, = Imp™(b) & Imp~(b).

Agora, como b comuta com p*(b), os sub-espacos Kerp®(b) sdo b-invariantes, e
como p* anulam b|Kerp* (), 05 autovalores dessas restricoes sao raizes de p* e p~,
respectivamente, logo b|Kerp:t(b) tém seus autovalores no exterior e no interior, re-
spectivamente, de S*.

A unicidade segue a mesma linha do que foi feito antes. Isto demonstra a afirmagao
2.20.

Entao, definindo
EY = Tmp, (ba)

reX
E’ = U Imp (b,),
zeX

basta mostrarmos que EY sao sub-fibrados de E para concluirmos a demonstracao
da primeira parte do lema 2.18. Para isso, precisaremos do seguinte:

AFIRMAGAO 2.21 Os polinémios p= variam continuamente com x, isto é, seus
coeficientes sao fungoes continuas de x.

Demonstracao: Dado zy € X, sejam

Zj,

j=1,..r

as raizes distintas de pjo e p,,, respectivamente, com

m; = multiplicidade de z;",

m; = multiplicidade de z;,
Dado ¢ > 0, podemos tomar circulos pequenos C;", i = 1,...; s, com C; centrado
em z;, tais que todo polindomio de grau m{ + - - - + mJ que possui, para cada
i, m; raizes (contando multiplicidade) no interior de C;", seja e-préximo de P

analogamente, tomamos circulos Cj’, j = 1,..,7. Além disso, tomamos esses
circulos tdo pequenos de maneira que cada C;" esteja no exterior de S', cada Cy
esteja no interior de S! e

int(C;") Nint(C) = int(C; ) Nint(C) = 0.

Agora, pelo principio do argumento,

L/ pgco(z)alz:m7L e L/ pxo—@dz:mf.
c

210 Jort Pao(2) ! 270

Logo, como a associacao
X pr



2.3. REDUCOES SUCESSIVAS DAS FUNCOES DE COLAGEM 47
é continua (pois p, é o polinémio caracteristico de b,), e também a associagao

L [ p(2) I

2mi Jo p(2)

é continua a valores inteiros (logo, localmente constante), existe uma vizinhanga
U, de zo tal que

1 T (GO

2mi Jor pa(2) ! 2mi Jo- Pz(2)

para todo x € Uy,.

Portanto, para x € U,,, pl terd grau m{ +---+mJ e terd, para cada i, m; raizes
no interior de C;", donde estard e-préximo de pjo. Analogamente para p, . Isto
demonstra a afirmagao 2.21.

Podemos agora mostrar que E% sdo localmente triviais. Como trata-se de uma
questao local, podemos assumir que £ = C%.
Dado zy € X, sejam
vy, -0 € CF
wi, - - -, Wy c C”
tais que
p:—:()(b;ro) c V1,0 ’7p;_0(b170) * Uk
p;()(bxo) c Wy, '7p;0(bivo) T w

sejam bases de Imp] (b,) e Imp, (bs,), respectivamente. Entao, pela afirmacao
2.20,

p;)(bxo> *Upy - '7p;0<bl'0) ° /Uk7p;0(ba70) CU T '7p;0(bxo) * Wy
é uma base de C", dai, por continuidade (afirmagao 2.21),

paf<bﬂ?> T UL, 7p;(b96) : /Ukap;(bx) TW, 7p;(b$) s Wy

¢ ainda base de C", para z numa vizinhanca U de z.
Portanto, obtemos k-segoes linearmente independentes

r—pi(by) v, i=1,..,k
de E° |y, e I-secoes linearmente independentes
pr;(bx)w], ]:1,,l

de EY|;;, mostrando as trivialidades locais de EY.
Para finalizarmos a demonstracao do lema 2.18, mostremos a invariancia por ho-
motopia. Podemos pensar numa homotopia entre by e b; como um endomorfismo
de fibrados

F:ExI—FExI
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e, por hipdtese, F' nao possui autovalor em S*. Logo, podemos considerar a de-
composicao
ExI=(ExDfe(ExDF

dada pelo lema. Entao, definindo
EY = (E x DY |xx0

e, de maneira analoga, Eg ), é facil ver que Ef ) e EE_LI ) satisfazem as mesmas
propriedades que Efto e Eftl, respectivamente, logo, por unicidade, Eio ) = Efto, e
EL = EY. Mas, pelo corolario 1.13,

(E x I)|xxqoy = (B x DElxxqy,

bo ~

portanto EY = E. O
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2.4 Demonstracao do Teorema 2.8’
A demonstragao do teorema 2.8’ serd em duas etapas: sobrejetividade e injetividade

de p'.

2.4.1 Sobrejetividade de ./

Pela proposicao 2.14, todo fibrado vetorial sobre X x S? tem a forma (E, z7™q),
onde ¢ é uma funcao de colagem polinomial.
Fixado um inteiro n > gr(q), de 2.10 e 2.11 temos sucessivamente

[E,2""q] = [E,q]-ms:([H™™])
= {ln+DE, Lpq] — mx(nE]} - mg=([H™]). (2.15)

Também, devido a 2.13 podemos escrever

(n+1)E, Liyq] = w}([{(nH)E}i%j)
+rx ({(n+ D) EYEY) - wha ([H)). (2.16)

Substituindo 2.16 em 2.15, e usando o fato de que 7%, distribui em relacao ao
produto, obtemos

[B,27"q) = mi([{(n+ DEYF)) - xka((H ™)
iy ({(n + D) EYED) - wha([H]™)
~x([E)) - wha ((H™™]),

que por sua vez é a imagem, via y', de
{n+DEVH @t + {(n+ DEY 2t ™™ —mEl @t

Portanto, como todo elemento de K (X x S?) é da forma [F| — [F'], ey distribui
em relacdo a soma, obtemos a sobrejetividade de p'.

2.4.2 Injetividade de y/

Construiremos uma inversa a esquerda v para u', que, consequentemente, sera
também inversa a direita. Para isso, primeiro definiremos v no semi-grupo Vect(X x
S?%), isto é, construiremos primeiro

Z1t]
(t—1)%

e entdo usaremos a propriedade universal de K (X x S?) para estendermos 2.17 a

K(X x S?).

v:Vect(X x §%) — K(X)® (2.17)
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Passemos & definicao de 2.17. Dado um fibrado vetorial F' sobre X x S2, sejam E
e f segundo a proposi¢ao 1.29. Entao

F~(E,f).

Tomemos uma func¢ao de colagem de Laurent ¢ que seja homotépica a f via fungoes
de colagem, e escrevamos £ como

{=2z2""q,

onde ¢ é polinomial e m > 0. Observe que ¢ e m nao estao unicamente determi-
nados por ¢. Entao, dado um inteiro n > gr(q) qualquer, definimos

v(E, f)=[{(n+1)E}* @ (t—1)+[E] @t (2.18)
A demonstragao estara concluida se mostrarmos o seguinte:

1. 2.18 esta bem definida, isto é, independe das escolhas particulares de f, £, m
en.

2. v é aditiva. Logo, estende a um homomorfismo de grupos v : K(X x S?) —
K(X)®Z[t]/(t — 1)

3. vou =1.
AFIRMAGAO 2.22 2.18 nao depende da particular escolha de n.

Demonstracao: Temos de mostrar que 2.18 nao se altera se trocarmos n por
n + 1. Precisaremos do seguinte lema:

LEMA 2.23 L3Mq ~ 1 @® Lq via funcoes de colagem lineares. Consequente-
mente,

(n+2)E, L) 2 (B, 1)@ (n+ 1)E, Lq).

Demonstracao: L"E+1q e 1 @ L%q tém representacoes matriciais

1 —s 0 0 1 0 0 0
0 1 . 0 0O 1 -z 0
0 0 1 0
s : : e ) ) ;
8 f ao N ;Z 00 0 2
n Gnot 0 0 @y an1 -+ ag
n+1

respectivamente. Uma homotopia entre Ly " q e 1 & L}q, via funcoes de colagem
lineares, pode ser entao obtida multiplicando-se a primeira coluna da primeira
matriz por tz e somando o resultado a segunda coluna. 0
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Deste lema, de 1 e 2 da proposicao 2.17 e da observagao 2.19, temos sucessivamente

((n+2)EYF T = (Ea(nt 1)E)OH
~ E'q{(n+1)E}E
= {(n+ 1B},
mostrando que 2.18 independe da escolha de n. O
AFIRMACAO 2.24 2.18 nao depende da particular escolha de m.

Demonstracao: Temos de mostrar que 2.18 independe de escrevermos ¢ como

—m

z g,

ou como

Z—(m—l—l)(zq)'

Para tal, temos o seguinte lema cuja demonstragao é analoga a do lema 2.23:

LEMA 2.25 L3 (2q) ~ 2@ L}.q via fungdes de colagem lineares. Consequente-
mente,

((n+2)E, L (2q)) = (E,2) & ((n + 1) E, Lipq).
Deste lema, de 1 e 2 da proposicao 2.17 e da observacao 2.19, obtemos que
{(n+2BYE 0 = B2 g {(n41)B}"E
— Ea{(n+1)E}"#
logo,
WE =" 2q) = {n+DEY @ (t-1)+[Elot-1)+[Eet™

1
= [+ DEY e (-1 +[Fle @™ -t )+ [Ber™
= v(E,z7"q),

onde estamos usando que (t—1)? = 0 implica t —1 = ¢t ™ —
se verifica. ad

+

t~™=1 como facilmente

AFIRMAGAO 2.26 2.18 ndo depende da particular escolha de (.

Demonstracao: Se {y e ¢4 sao duas fungoes de colagem de Laurent homotdépicas
a [ via funcoes de colagem, entao elas sao homotodpicas entre si via fungoes de
colagem. Pela proposicao 2.14, tal homotopia pode ser tomada através de funcoes
de laurent ¢;. Um simples argumento de compacidade mostra que existem m,n > 0
tais que, para todo ¢, podemos escrever

gt ==z qt,

com gr(q;) < n. Agora,
t— Leq

¢ uma homotopia via fungoes de colagem lineares entre L}qo e Ljq1, logo,
{(n+1)EYE® = {(n+ 1) B}
e portanto v(E, z7"qy) = v(E,z""q).
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O
AFIRMACAO 2.27 2.18 nao depende da particular escolha de f.

Demonstragao: Com efeito, pela proposigao 1.29, uma outra tal f serda ho-
motodpica a f, via fungoes de colagem. Logo, se £ e £ sao fungoes de colagem de
Laurent homotdépicas a f e f, respectivamente, via fungoes de colagem, entao elas
sao homotopicas entre si via fungoes de colagem, logo o resultado segue como na
afirmacao 2.26. O

AFIRMACAO 2.28 v € aditiva.

Demonstragao: Dados fibrados vetoriais Fy e I, sobre X x S?, sejam, na ter-
minologia da proposicao 1.29, ¢l , ¢4 isomorfismos normalizados correspondentes.
Temos

(F1® Fy)|x = Fi|x @ Fx,
e note que
p1® 0L
sao isomorfismos normalizados correspondentes a Fy & F,. Logo, sendo fi, fo e
[ as fungoes de colagem correspondentes a L, ¢% e L @& ¢%, respectivamente,
obtemos que
f=hof.

Agora, se {1 = z7"qy e {5 = 27 ¢y sao fungoes de colagem de Laurent homotdpicas
a fi e fa, respectivamente, via fungoes de colagem, entdao ¢ = z~™(q; @ ¢2) é uma
funcao de colagem de Laurent homotoépica a f; & fo, via fungoes de colagem.

Portanto, é s6 usarmos a aditividade de ¢ — L7%q, e 2 da proposicao 2.17, para
concluirmos a aditividade de v. O

AFIRMAGAO 2.29 voyu =1.

Demonstragao: Dados E € vect(X), e m > 0, temos que

p(El@t™™) = [rx(E)@me(H )]
= [(B,1) @me(H™™)]
= [ ,me]’
VIE,z" = [EY]@(t-1)+ [Elot™
= Blet™
logo

(vou)(E) &™) = [E] ot

Em particular, vo ' é a identidade quando restrito aos elementos da forma [E]® 1
e [E]@t. Mas esses elementos geram (como grupo) K (X)® Z[t]/(t —1)?, uma vez
que os [E] geram K(X), e {1,t7! =2 —t} gera Z[t]/(t — 1)2. 0



Capitulo 3

Propriedades Cohomoldgicas

3.1 Os funtores K(X) e K(X,A)

DEFINICAO 3.1 Dado um espaco topoldgico compacto X com um ponto base
xo fizado, definimos sua K -teoria reduzida por

K(X) = Ker{K(X) 5 K({zo})},

onde 1 € a inclusao do ponto base xy. Mais geralmente, dado um par de espacos
compactos (X, A), com ) # A C X, definimos sua K -teoria relativa por

K(X,A) = K(X/A),
considerando X /A com ponto base AJA.

Em geral, falaremos em K (X) sem fazer mengao ao ponto base, ficando suben-
tendida a existéncia do mesmo.

ExXEMPLOS 3.2 .

1. Se X é contratil, ou X = S', entao I?(X) = 0, sendo isto consequéncia
direta da definicao de K e de todo fibrado vetorial sobre X ser trivial.

2. Para X = S?, pelo coroldrio 2.9 podemos identificar K (S5?%) com Z[t]/(t—1)?
através de t — [H]. Via esta identificagdo e a identificagao K({xo}) = Z, o
homomorfismo K (S?) — K({zo}) é dado por

Z[t)/(t—-1)?* — Z
t — 1,
cujo nicleo é o ideal (t —1)/(t — 1)2.
Portanto, como grupo K (S?) = Z, sendo gerado por [H] — [C'], e como anel o
produto em K (S5?) é identicamente nulo.

23
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OBSERVACAO 3.3 .

1. Pelo lema 2.3, todo elemento de K(X) é da forma [E] — [C"]. Logo, como
[E] — [C"] € Ker i* se e somente se dim E,, = n, obtemos que

K(X) ={[E] - [C"] € K(X); dim E,, = n}. (3.1)
Em particular, IN((X) nao depende de g, se X é conexo.

2. Pela definicao de K (X), a sequéncia
0— K(X) = K(X) 5 K({zo}) — 0

é exata (para a definicdo de sequéncia exata, ver apéndice B). Agora, sendo r a
aplicacdo r : X — {x¢}, temos que roi = 1, dai i*r* = 1. Logo, a sequéncia acima
¢ exata split, com splitting (identificando K ({z¢}) com Z)

KX)®Z S K(X) (3.2)
(a,1) — a+1,

onde o segundo 1 é o elemento identidade de K (X).

Uma aplicacao entre pares
f(X,A) = (Y, B)

¢ uma aplicacdo f : X — Y tal que f(A) C B'. Uma tal aplicacdo induz uma
aplicagao nos quocientes
f:X/A—Y/B,

com f(A/A) = B/B. Obtemos assim um diagrama comutativo de aplicagoes entre
espagos e o diagrama induzido nas K-teorias:

x/A-L-v/B K(Y/B) L~ K(X/A)

R

AJA——=B/B  K(B/B)—=K(A/A)

Da comutatividade do segundo diagrama segue que f*(K(Y/B)) C K(X/A),
donde f* se restringe a um homomorfismo

1 K(Y,B) — K(X, A).

Com esta definicao de homomorfismo induzido, a associagao (X, A) — K (X, A) é
um funtor homotdpico contra-variante, isto é,

lquando A = zy e B = vy, estaremos falando em aplicacdo entre espacos com pontos base
fixados.
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1. Dadas f: (X, A) = (Y,B),eg: (Y,B) — (Z,C), entao (go f)* = f* o g".

2. (Lxa)" = Lg(xa)

3. Se fo, f1: (X, A) — (Y, B) s@o homotdpicas via aplicagoes entre pares f; :
(X, A) — (¥, B), entio f§ = f7.

Isto segue diretamente da proposicao 2.6.

COMENTARIOS 3.4 Dizemos que dois fibrados vetoriais E e F' sobre um espago
X conexo sao estavelmente equivalentes, e denotamos E ~ F', se existirem k e
tais que
EpC'=FaC

(compare com o comentdrio 2.4). Trata-se de uma relagio de equivaléncia em
Vect(X), a qual € preservada pela operag¢ao de soma direta.

Do lema 2.3, obtemos que dois elementos [E] — [CH™ ], [F] — [CH™ F] de K (X)
sao iguais se e somente se E ~ F. Disto, seque que

Vect(X)/ ~ — K(X)
classede £ +—— [E] — [CY™F]

estd bem definido e é um isomorfismo de semi-grupos. Em particular, (Vect(X)/ ~
,@®) € um grupo.

3.2 Sequéncia Exata de um Par

Quando falarmos de um par (X, A), consideraremos ambos X e A munidos de um
mesmo ponto base, de modo que a inclusao e a aplicagao quociente

A X 4 X/A

induzirao homomorfismos

* o~

KX, A) S K(X) S K(A).

Definiremos agora algumas operacoes geométricas entre espacos topoldgicos
com pontos bases que serao essenciais para o que segue. Para as operagoes envol-
vendo a esfera S™, pensaremos em S” como sendo o espaco quociente 1" /0I™, com
ponto base 91" /01".

Sejam entao (X, o) e (Y, yo) espagos com pontos bases.

Uniao por um ponto. Eo sub-espaco
XVY =X x{y}tU{z} xY

do produto cartesiano X x Y. Equivalentemente, é o espaco obtido da uniao
disjunta X 1Y identificando-se xg com p.
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Produto Smash. E o quociente
XANY =XxY/XVY

do produto cartesiano pela uniao por um ponto.

Suspensao Reduzida. E o produto smash
¥X = S'AX.
Denotamos por X" o n-ésimo iterado de >:

X =S'ASTACASTAX)) ).

Sempre consideraremos os espagos X XY, X VY X AY com os pontos bases
(x0,%0), (To,%0), X VY/X VY, respectivamente.

As operagbes acima possuem as seguintes propriedades (validas pelo menos
quando os espagos envolvidos forem compactos, que é 0 nosso caso), as quais sao
de verificagoes diretas:

(P1) ©(8") = st
P2) XAN(YANZ)=(XAY)AZ. Dai, por (P1),
MX =85"NX
STA ST = gt

(P3) SM(X VY)=3"X VY.

Note que dadas aplicagoes entre espagos com pontos bases f: X — Y, g: 7 —
W, elas induzem de maneira natural aplicagoes

fVg: XVvZ—-YVW

fANg: XNZ =Y AW
YY" X = XY

que preservam pontos bases.

DEFINICAO 3.5 Paran > 0, definimos

K(X) = K(X"X)

K7M(X, A) = K(X"(X/A)),

com a convencao de que ¥X°X = X.
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Dado um par (X, A), as aplicagoes A L X4 x /A induzem aplicagoes
YA =YX — YN (X/A)
e portanto homomorfismos
K(X,A) —» K(X) — K "(A), (3.3)

para cada n > 0.

LEMA 3.6 A sequéncia 3.3 é exata, isto €, Ker (X™)* = Im (X"q)*.

Demonstragao: Ver [1]. O

PROPOSICAO 3.7 Fizado um par (X, A), existem, para cada n > 1, homomor-

fismos o, : I?_"(A) — I?_(”_l)(X, A), ditos de conexao, que tornam a sequéncia

LS K2A) B KX, A) - KX

— KYA) D K%X,A) - K°X) - K°4)  (34)
exata. Ainda, 0s 0,,’s sao naturais, isto é, dada aplicagio f : (X, A) — (Y,B), o
sequinte diagrama induzido comuta

K"(A) —2 K-0-(X, A)

T !

K—"(B) —% K-(-1(Y, B)

Demonstragao: Ver [1]. O

COROLARIO 3.8 Temos isomorfismos
(Six) @ (Dy) KX VY) = K "(X)® K "™(Y),
onde ix e iy sao as inclusoes canonicas X,Y — X VY.

Demonstragao: Primeiramente, via a identificagdo X"(X VY) = ¥"X v XY,
as aplicagoes X"y e X"y correspondem as inclusoes X" X, X"Y — X" X VvV X"Y
e as aplicagoes X"qx, X"qy, onde gx e gy sao as aplicagoes quocientes X VY —
(XVY)/X =Y,XVY — (XVY)/Y = X, correspondem as aplicagoes quocientes

YPXVEY — ("X VEY)/EX =Y
YPXVEY — (XX VvETY)/ENY =3X"X.

Agora, note que ¥"qy é uma inversa a esquerda para X"iy, logo (X™ix)* :
K™XVY)— K (X) é sobrejetiva, tendo (X"gy)* como uma inversa a direita.
Usando esta informagdo na sequéncia exata 3.4 aplicada ao par (X VY, X), e
usando a identificacao (X VY)/X =Y, obtemos uma sequéncia exata split
( n

0= Ky) Y2 gn(xvy) 5 Rx) —o

com splitting (Z"ix)* @ (S"iy)* : K (X VY) = K™"(X)® K(Y).
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O
COROLARIO 3.9 A sequéncia a sequir é exata split
0= K(XAY) D KX x V)2 R(X)e K(Y) =0 (3.5)

com splitting

F+mi+m  KXAY)S K(X)®K(Y)S K(X xY),

onde ix,iy sao as inclusoes de X e Y em X XY como sendo os sub-espacos
X xA{yo} e{zo} XY, respectivamente, wx,y sao as projecoes X xY — XY e
q: X XY — XAY € a aplicagao quociente.

Demonstracao: Usando os splittings do corolario anterior, os cinco ultimos
termos da sequéncia exata do par (X x Y, X VYY) equivalem a sequéncia exata

(Bix ) ®(Ziy)*
—

KY(X)o K~4(Y)
L RYXAY) D ROUX x Y)Y ROX) @ KOY).

KX xY)

Logo, como i +75 : KOAX)BK(Y) — KO(XxY), e (Srx) +(Smy)* : K1(X)®
K1(Y) —» K7Y(X x Y) sdo inversas & direita de i @iy, e (Zix)* & (Ziy)*,
respectivamente, obtemos, assim como na demonstragao do coroldrio anterior, uma
sequéncia exata split 0 - K(X AY) - K(X xY) — K(X)® K(Y) — 0, com o
splitting dado no enunciado. O

3.3 Produto Externo Reduzido e Periodicidade
de Bott

Dados espacos compactos X, Y com pontos bases, nao ¢é dificil ver que o produto
externo pu: K(X)® K(Y) — K(X xY) se restringe a um homomorfismo

KX)o K(Y)— K(X xY).

Veremos que este homomorfismo “é” de fato um homomorfismo

KX)® K(Y) = K(XAY)

“equivalente” a p.

Seja ¢* : K(XANY) — K(X xY) ainduzida da aplicacao quociente.

LEMA 3.10 Im g/ C Im ¢*.
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Demonstragdo: Como a sequéncia 3.5 é exata, Im ¢* = Ker (1% @ ), logo
basta mostrarmos que %' =0, e i3’ = 0.
Com efeito,

i (a®b) = iy(mx(a)my (b))
= (mxix)*(a)(myiy)"(b) =0,

pois myix : X — X XY — Y se fatoraem X — X XY — {y} — Y, e
K({yo}) = 0. De maneira andloga, obtemos i} 1’ = 0. O

Agora, como a sequéncia 3.5 é exata, ¢* : K(X AY) — Im ¢* C K(X xY) &
isomorfismo, dai, pelo lema anterior, estda bem definido o homomorfismo

KX)o KY) — K(XAY)

po= (), (3.6)

o qual chamamos de produto externo reduzido. O lema a seguir estabelece a
“equivaléncia” entre p e fi.

LEMA 3.11 i : K(X) @ K(Y) — K(X AY) € isomorfismo se e somente se
pw:K(X)® K(Y) — K(X xXY) o for.

Demonstracdao: Aplicando duas vezes o isomorfismo 3.2, usando a distributivi-
dade do produto tensorial relativamente a soma direta, e a identificacd canodnica
A®7Z= A, obtemos um isomorfismo

(KX)eKY)aKX) eKY)oZ — KX)®K(®Y)
(a®b,a,b,1) — (a+1)® (b+1).

Também, compondo o isomorfismo K (X xY)®Z — K(X xY) com o splitting
q* + 7% + m} (corolario 3.9), obtemos um isomorfismo

KXAY)e KX)o KY)®Z — K(XxY)
(c,a,b,1) — q"(c) + mx(a) + 73 (b) + 1.

Obtemos assim um diagrama

KX)o KY) — (KX)®oK(®Y)) @ K(X) & K(Y) @z
l ! | | |

K(XxY) «—  KXAY) @& KX) @& K(Y) oz

que é claramente comutativo. Isto mostra que i é isomorfismo se e somente se
o for. -
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Este lema nos permite reescrever o isomorfismo de periodicidade (teorema 2.8)
em termos da K-teoria reduzida:

TEOREMA 3.12 Ji: K(S?) ® K(X) — K(S2 A X) = K~%(X) ¢ isomorfismo.

Lembremos, do exemplo 3.2, que, como grupo, K (S?) é livre gerado por [H| —
[C']. Assim, o teorema acima fica equivalente a

TEOREMA 3.13 Temos isomorfismo de grupos

3:K'X) — K X)
Bla) = [(H -[C'],a).

0B € dito o isomorfismo de periodicidade.

Observemos que os isomorfismos 3 sao naturais, isto é, eles comutam com os
homomorfismos induzidos por aplicacoes entre espacos 2. Isto segue do mesmo ser
verdade para o produto externo.

COROLARIO 3.14 Para todo k > 0, os sequintes produtos externo e externo
reduzido

i K(S%) @ K(X) — K(S% A X)
pe K(S™) @ K(X) — K(S* x X)
sao isomorfismos.

Demonstragio: Via a identificagao S™ A S™ = S™*", nao ¢ dificil notar que
o K(S?) @ K(X) — K(S* A X) é obtido iterando-se k vezes o isomorfismo

i K(5?) @ K(X) — K(S% A X), sendo portanto um isomorfismo. Agora, que
¢ também isomorfismo, segue do lema 3.11. 0

COROLARIO 3.15 Seja k > 0. Entdo:
(i) K(S21) =0.

(ii) Como grupo, K(S*) = Z, e como anel K(S?*) tem produto trivial (isto €,
ab=0Va,b e K(5%)).

(i) K (S*F) = Z[t]/ ().

2j4 usamos esta terminologia antes quando falamos dos homomorfismos de conexao (proposi¢ao
3.7).
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Demonstragdo: (i) Como X281 = S§3, 3283 = S5 .. | o isomorfismo de
periodicidade 3 nos d4 K (S') = K(S%) = .... Mas, como visto no exemplo 3.2,
K(SY) =0,

(ii) Iterando-se k vezes o isomorfismo do teorema 3.12 obtemos isomorfismo
K(S™) 2 K(5*) ®-- @ K(S?). (3.7)

Agora, vimos no exemplo 3.2 que o produto em K (S?) ¢é trivial e, como grupo,
I?(SQ) = 7, dai o mesmo ¢ verdade para o segundo membro de 3.7.

(iii) Seja o um gerador do grupo K (S2%) 2 Z, e definamos o homomorfismo de
anéis Z[t] — K(S%) tal que t — «. Como a? = 0, este homomorfismo desce a um
homomorfismo

L Z[E/(8) — K(S*)

o qual mostraremos ser um isomorfismo. Para a sobrejetividade, dado [F] — [C™]
em K(S?), sendo £ a dimensdo de F temos que [F] — [Cf] € K(5%*) e

[F]—[C™ = ([F] - [C]) £ [c*™],

de modo que se 7 é tal que [F] — [C'] = ra, entdao [F] — [C™] = u(rt & |£ — m)).

Para a injetividade de ¢, sejam r, s € Z tais que +(rt+s) = 0, isto é, ra+s[C'] =
0. Supondo, sem perda de generalidade, que r > 0 e s < 0, e sendo F tal que
a = [E] — [C"] (logo n ¢ a dimensao de E), temos que

0 = r([E]-[C"])+s[C]
= [rE] - [C™H],

dai, pelo lema 2.3, dim rF = rn + |s|, e consequentemente s = 0. Logo, ra =0 e

portanto r = 0. -

Usaremos agora o isomorfismo de periodicidade § para transformar a sequéncia
exata 3.4 de um par (X, A) numa sequéncia exata ciclica.
Com efeito, podemos conectar os extremos da sequéncia exata

KX, A) = KHX) = - = KOX) — K°(4)

através do homomorfismo 7 : K%A4) — K~Y(X,A) obtido compondo-se o iso-
morfismo 3 : K°(A) — K~2(A) com o homomorfismo de conexao § : K2?(A) —

K71(X,A). Obtemos assim uma sequéncia ciclica

K9(X, A)— K°(X)

K9(A) (3.8)
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que é exata, exceto possivelmente em K 0(A) e K (X, A). Para ver que ela ¢
também exata em K°(A) e K~'(X, A), consideremos o seguinte diagrama comu-

tativo
K2(X) —= KA —> K (X, A) — K~1(X)

[3XT BAT /
KO(X) —=K°(4)
Como (34 é isomorfismo, Ker n = 85! (Ker §), e como Ker § = Im (%2i)*, obtemos

Ker n = Im (3" o (£2i)*). Da comutatividade do diagrama acima, 3" o (£2%i)* =
i* o By, e como By é isomorfismo, Im (i* o 35') = Im i*. Portanto, Ker = Im i*

¢ 3.8 6 exata em K9(A). Para a exatiddo em K1(X, A), temos que Im 7 = Im 4,
uma vez que (34 é isomorfismo, e Im§ = Ker (X!¢)*, portanto 3.8 é exata em

KX, A).

Chamamos 3.8 de a sequéncia exata ciclica do par (X, A).

3.4 Produtos Relativos

Dados pares (X, A) e (Y, B), observe que temos uma identificagdo canonica
X/ANY/B=XXxY/(AXxYUX xY),

de modo que podemos escrever o produto externo f : K(X/A) @ K(Y/B) —
K(X/A AY/B) na forma relativa

i K(X,A)@ K(Y,B) - K(X xY,AxY UX x B). (3.9)
Se fizermos Y = X em 3.9, e o compusermos com
A K(X x X, AxXUX x A) — K(X,AUB),

onde A : (X, AUB) — (X x X, Ax XUX x B) é a aplicacao diagonal z — (z, x),
obtemos um produto relativo

K(X,A)® K(X,B) — K(X,AU B), (3.10)

o qual ainda denotamos por /.
_ Note que se fizermos B = A em 3.10 estaremos re-obtendo o produto usual de
K(X,A). Também, fazendo B = ponto base de A, 3.10 assume a forma

K(X,A) ® K(X) — K(X, A).

EXEMPLO 3.16 Facamos X =S¥, A= D*, B = D~ em 3.10, e consideremos
o seguinte diagrama comutativo

K(S*, D) @ K(S*, D7) —=K(S*, DT UD~) =0

iqi ®q* iq*

K(S*) @ K(S%) ' K (S*)
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onde gy, q- e q sao as respectivas aplicagoes quocientes, e - ¢ o produto usual de
K(S*). O canto superior direito ¢ nulo pois D* U D~ = S*. Pode-se mostrar
que ¢4+ e g— sdo equivaléncias de homotopia ([5]), dai ¢} ® ¢* ¢ isomorfismo e
consequentemente o produto em K (S*) é trivial (compare com o corolario 3.15).

Mais geralmente, se X ¢é tal que se expressa como a uniao de dois sub-espacos
contrateis A e B, aplicando o diagrama acima a X, A, e B, e usando o fato de
que quocientar por um sub-espaco contratil induz isomorfismo nos K’s (ver [1]),
obtemos que o produto em K (X) ¢é trivial.
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Capitulo 4

Relacoes com Grupos de
Homotopia

Como mencionado na introdugao desta dissertacao, o teorema de periodicidade
de Bott tem suas origens na teoria de grupos de homotopia, estabelecendo um
resultado sobre a periodicidade dos grupos de homotopia dos grupos classicos.

De fato, sob o ponto de vista da proposicao 1.24 a teoria de fibrados veto-
riais “é equivalente” a teoria de homotopia, logo a K-teoria deve possuir uma
interpretacao em termos desta tultima. Neste capitulo estabeleceremos tal inter-
pretagao, mostrando como obter o resultado original de Bott a partir do nosso
conhecimento de K (S*).

4.1 Preliminares sobre Grupos de Homotopia

Dado um espago topolégico X com ponto base zg, definimos 7, (X, z¢), ou sim-
plesmente 7,(X), como sendo o conjunto das classes de homotopia de aplicagoes

[ oI — (X, x),

onde as homotopias devem ser via aplicacoes entre pares.
Identificando I™/0I™ com S™, podemos pensar em 7,(X, o) como constituido
pelas classes de homotopia de aplicagoes

f : (SnapO) - (Xa .Z'D),

onde pg é um ponto fixado em S™.
Dadas f,g: (I",0I") — (X, x¢), definimos f * g : (I",0T") — (X, x¢) por

_ 2t ta, . 1), se t €0,1/2]
R T

(f*g)(tr, ... tn) = 2, — 1,ta, .. ty), se b1 €[1/2,1]

Pode-se mostrar ([5]) que esta operagao estd bem definida nas classes de homotopia,
e que 7,(X,zo) munido desta operacao é um grupo, dito o n-ésimo grupo de
homotopia de X, relativamente a xo. O elemento identidade é representado pela
aplicacao constantemente xy, a qual denotamos por c,,. Também, a inversa de f
é representada por f(ty,...,t,) = f(1 —t1,ta, ..., ).

65
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DEFINICAO 4.1 Um grupo topolégico é um espaco topoldgico G munido de
uma operacao continua - : G X G — G que o torna um grupo, e que, como tal,
pedimos ainda a continuidade da operacao de inversio G — G, g — g~ L.

Sempre consideraremos G com o elemento identidade e como ponto base.

EXEMPLO 4.2 O grupo linear geral Gl¢(n), com a topologia herdada de c.

A estrutura de grupo de um grupo topolégico G induz naturalmente uma es-
trutura de grupo no conjunto [S™, G] das classes de homotopia livres de aplicagoes
S™ — @ (isto é, aplicagoes e homotopias que nao necessariamente preservam pon-
tos bases) definindo-se

(f-9)p) = f(p)-9(p),

onde o segundo - é o produto em G. O elemento neutro de ([S™, G, -) é a aplicacao

Ce, € ainversa de f é f~1(p) := f(p)~L.
Esquecendo-se pontos bases, obtemos uma aplicagao canonica

(G, e) — [S", Gl. (4.1)

PROPOSICAO 4.3 4.1 é um homomorfismo injetivo de grupos. Se G for conexo
por caminhos, 4.1 serd sobrejetiva, logo um isomorfismo de grupos.

Demonstracao: Mostremos primeiro que é homomorfismo, isto é, que dadas
f.g € m(G), entao f x g é (livremente) homotépica a f - g. Com efeito, de
frce~ fec.xg~gobtemos f-g=>~(fx*c)-(ce*g). Agora, como

(f xce)(t1, ..., tn) = { F2h,ta, m’tne);: :2 2 g Fl)’/;,/ﬂ
B e, se t; €[0,1/2]
(Cex g)(t1, ..., tn) = { g(2t; — 1, s, ..., t,), se ti € [1/2,1]

e e é o elemento identidade de GG, obtemos que

_ f(2t1,ta, ..., t,), se t; €[0,1/2]
(fxce) - (cexg)(ta,stn) = { g(2t — itz,.--,tn), o ti c1/2.1]

= fxg.

Para a injetividade, seja f € m,(G) tal que f é livremente homotopica a c., e
mostremos que podemos tomar como homotopia uma que preserva pontos bases.
Com efeito, se f; ¢ homotopia com fy = f e fi = ¢, entdo f/ definida por f/(p) :=
fi(p) - fi(po)~! é ainda homotopia entre f e c., e f/(py) = e para todo t.

Se G for conexo por caminhos, e f € [S™, (], seja 7, um caminho em G partindo
de e e chegando a f(pg)~', e definamos f; por fi(p) := f(p) - ;. Entao f; é uma
homotopia entre fo = f e fi, sendo que agora f; define uma classe em m,(G) pois

fi(po) = f(po) -1 = f(po) - f(po)~ ' =e. O

Estamos particulamente interessados em G = Glg(00), cuja definigao serd dada
a seguir. A proposicao acima tem a virtude de podermos usar a praticidade do
produto de [S", Gl¢(c0)] em m,(Gle(00)) e de nao nos preocuparmos com pontos
bases.
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4.2 Relagdo com K(S")

Para cada ¢ e k, com ¢ > k, a associacao

Le—ryx(e—r) O
Ar— ( 0 A

define uma inclusao
of : Gle (k) — Gle(£).

Definimos entao Glg(oo) como sendo a uniao da filtracao
Gl@(l) C Gl@(2) c.---C Gl@(k‘) C

Como espago topoldgico, Gle(oco) tem a topologia fraca da uniao, isto é, um
sub-conjunto ' C Glg(00) é fechado se e somente se F' N Glg (k) for fechado para
todo k; e como grupo, Gle(o0) é o limite direto dos grupos Gle (k). Trata-se entao
de um grupo topoldgico conexo por caminhos, como diretamente se verifica.

Com estas consideracoes, passamos agora ao nosso principal objetivo, que é o
de estabelecer um isomorfismo de grupos

O : 1 (Gle(o0)) — K(S™). (4.2)

Para isso, seja f : S ! — Glg(o0). Como f(S™!) é compacto em Glg (o),
existe k suficientemente grande tal que f(S"!) C Glg(k), dai podemos formar o
fibrado (C*, f) de dimensdo k sobre S™ (secdo 1.2, capitulo 1). Definimos

o(f) =[C", f] - [C].

TEOREMA 4.4 © estd bem definida, e é um isomorfismo de grupos.

COROLARIO 4.5

~ | 7, se n éimpar
m(Gle(00)) = { 0, se n € par

Demonstracao do Teorema 4.4:
1. Se £ > k, entdo O(f o f) = O(f): De fato, da defini¢ao de (f, e da proposicao
1.20,

O(iof) = [CFoch1ef]-C]
= [Ch 1]+ [C% 7] - [€F) - (€]
= [Cf]1-[c"]

~ o).



68 CAPITULO 4. RELAQOES COM GRUPOS DE HOMOTOPIA

2. Se f,g: S"' — Glg(o0) sdo homotépicas, entdao O(f) = O(g): Sendo h :

S~ x I — Glg (o) uma tal homotopia, como h(S™™! x I) C Glg(o0) é compacto,
existe 7 grande tal que h(S"! x I) C Gl¢(r). Logo, a homotopia se passa em
Gle(r), e sabemos que (C", f) = (C",g) se f ~g.

De 1 e 2 obtemos que © esta bem definida.
3. O(f-9) = O(f)+0O(g): Sejak tal que f(S™ 1), g(S" 1) C Glg(k), e consideremos

5o f, ik og: 8" — Gle(2k).
L’gkof_<]l]8<k 2)?

f 0
0 Tpxk
através da homotopia

: —1 :
cost —sint Tpwr O cost —sint
0,7/2] 58— ( sint  cost ) ( 0o f sint  cost ’

Logo, (5, 0 f) - (15, 0 g) é homotépica a

/0 Iixe O _(f O
0 Tpxk 0 g/) \O0gy

Por definicao,

a qual é homotopica a

e portanto
O(f-9) = O((zpof)- (5 09))
= [C*aCh fog - [C*™
= O(f) +6(g).
4. © é injetiva: Seja f : S — Glg(k) C Gle(oo) e suponha que O(f) = 0, isto
é, que [C*, f] = [C*]. Entdo, de acordo com o lema 2.3, existe N tal que

(Ck, flecN = ckaCP,
ou, equivalentemente,
(CNocCri1ef) = (CV ).
Mas agora, a proposi¢ao 1.24 implica L’fwkof = 1® f ser homotopica a L(n4x)x(N+k)-

5. © é sobrejetiva: E consequéncia imediata da proposi¢ao 1.24. 0



Capitulo 5

Aplicacoes

5.1 Operacoes de Adams
Nesta secao, construiremos homomorfismos
PP K(X) = K(X), k=0,1,2,--,

ditos operagoes de Adams, os quais darao a K (X) estrutura suficiente para provar-
mos, na proxima segao, o teorema de Adams sobre o invariante de Hopf. Para tal,
faremos uso (sem demonstracdo) de um resultado nao trivial, conhecido como o
“Splitting Principle”?.

TEOREMA 5.1 Para cada espago topologico compacto X, existem homomorfis-
mos ¥ : K(X) — K(X), k=0,1,2,---, satisfazendo:

(i) (Naturalidade) Dada aplicagio f: X — Y, tem-se ¥ o f* = f* o ¢k,
(ii) Se L é um fibrado de linha, ¥*([L]) = [L]*.

(i) ¥ ot = Y5
(iv)
b

iv) Se p € primo, YP(a) = of (mod p). Isto €, YP(a) — of = pf, para algum
€ K(X).

Demonstracao:

Comegaremos definindo ¢* : Vect(X) — K(X) através das propriedades da
poténcia exterior de fibrados vetoriais e do seguinte fato algébrico geral:

LEMA 5.2 Todo polinomio simétrico em n varidveis, a coeficientes inteiros e
grau k, pode ser expresso de maneira unica como um polinomio, a coeficientes

inteiros, nas fungoes simétricas elementares oy, -+ , 0, onde
oty - tn) = E iy -+ - i,
i< <ig

'Embora seja o teorema de periodicidade, o qual foi completamente demonstrado neste tra-
balho, o resultado realmente dificil necesséario para as aplicacoes que pretendemos.
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Demonstragao: Ver, por exemplo, [7]. O

Observe que se ja temos construido um tal 1* satisfazendo (ii), entdo, se F é
uma soma de fibrados de linha £ =L & --- ® L,

VHE) = (L) + -+ (L] (5.1)
Seja, pelo lema acima, s, € Z[ty,- - ,tx] o tnico polinoémio tal que
o th = s (o0, o).

Usando uma férmula recursiva para os s;’s, nao é dificil mostrar que s, ndo
depende de n. Podemos entao reescrever 5.1 como

VNE) = [La]f 4+ (L)
- Sk<01([L1]7 T [Ln])7 T 70k<[L1]7 Ty [Ln]))7 (52)

onde F = L1®---®L,. Agora, usando indutivamente o isomorfismo AZ(El DFEy) &
@,(A(E1) @ A“(Ey)), obtemos, para E = Ly &« & Ly,

AE)] = [ D ANL)®- @ A"(L,))]

Zl++ln:€

= [P oLy,

J1<<Je

= UE([L1]>"' 7[Ln])7 (53)

onde, para a segunda igualdade, estamos usando que A°(L;) = C', AY(L;) = L;, e
A"(L;) =0,ser > 1.
Portanto, de 5.2 e 5.3, somos levados a definir ¢* : Vect(X) — K(X) por

VHE) = su(AN(E), - AY(E)), (5.4)

e assim sendo, ¥* satisfaz 5.1 se E se decompode como uma soma de fibrados de
linha. Observe que ¥* satisfaz (i) do teorema 5.1, isto é, dada f : X — Y, tem-se

Yrofr=froyh (5.5)

onde a f* do primeiro membro é f*: Vect(Y) — Vect(X) e a do segundo membro
éf*: K(Y)— K(X).

Agora, para mostrarmos que os ¥*’s se estendem a homomorfismos K (X) —
K (X) satisfazendo (i) a (iv), invocaremos o Splitting Principle:

LEMA 5.3 Dada uma quantidade finita Fy,--- , E, de fibrados vetoriais sobre
um espago topoldgico compacto X, existe um espago compacto F(Ey,--- E,) e
uma aplicagdo w : F(Ey,--- , E.) — X, tal que, para cada i, 7*(FE;) se decompde

como uma soma de fibrados de linha, e 7 : K(X) — K(F(Ey,--- , E,)) € injetiva.

Demonstragao: Ver [4].
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|

1. * ¢ aditiva: Dados E e E' € Vect(X), consideremos F' = F(E,E') e
7 : F — X como no splitting principle, e sejam Lq,--- , L,, L}, -+, L, € Vect(F
fibrados de linha tais que

T (E)=L1 & - ® L,
(EY=Li®---aL.

Por 5.5, m*(*(E ® E')) = Y*(x*(E® E")), ecomo m*(E® E') = L, & - &
L.aLl)®- & L., obtemos por 5.1 que

TWNESE)) = [+ +[L]" + L) + -+ [L]F
= YM(7(E)) + M (E)). (5.6)

Aplicando novamente 5.5 & 5.6, e usando que 7* é aditiva, obtemos 7*(1)*(E @
') = m (4M(E) + $H(E")), e portanto $H(E & E') = YA(E) + vH(E'), pois 1 ¢

injetiva.
De 1 segue que ¥ se estende a um homomorfismo de grupos
¥ K(X) = K(X),
o qual satisfaz (i) e (ii) (pois, em Vect(X) ela satisfaz 5.5 e 5.1).

2. ¥ ¢ um homomorfismo de anéis e satisfaz (iii): E uma verificacio andloga
a feita em 1, usando-se 5.1 e o splitting principle.

3. Se p é primo, YP(a) = o (mod p): Note que o polindmio
f=ti+ -+t )P =+ + ),

com p primo, é simétrico de grau p, e tem todos os coeficientes divisiveis por p,
logo existe polinomio g € Z[ty,--- ,t,] tal que

f=p-gloy-,0p). (5.7)

Agora, dado [E] € K(X), sejam F e m como no splitting principle, com 7*(E) =
Li®---&® L, . Comoem 1, temos

T (PP(IE)) = [La]’ + - -+ + [Ln]",
e pela identidade 5.7,

(L] 44 L) = (L] 4+ L)) —p - glon, -+ 0p)

= (T (ED) —p-glor,--- 0p). (5:8)
Mas, o¢([L1],- - -, [L,]) = [AY(E)], logo
T @WP(E]) = (@ (ED) —p- g(A (7 ()], -, [A(x"(E))])
= 7{[EF —p-g((A(E)], - [A(E)])},

e portanto YP([E]) = [E]P — p- g([AY(E)],--- ,[A?(E)]) = [E]P (mod p).
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|

Observe que, devido a (i), os homomorfismos 1)* se restringem a homomorfismos
WP K(X) — K(X).

LEMA 5.4 ¢* comuta com o produto externo reduzido fi : K(X) @ K(Y) —

K(X AY), isto €,
V(e @ B)) = it (a) @ 98 (B)).

Demonstragdo: Lembremos que g = (¢*)~ 'y

comutatividade do diagrama

Queremos entao mostrar a

R(X) @ RV) 2 R(xX x V) e R(x A Y)

w’“wkl ¢ki w’“l

R(X) @ RYV) “r R(X x V) L R(x AY)

A comutatividade do quadrado da direita segue direto da naturalidade de *.
Também da naturalidade de ¥ segue a comutatividade do quadrado da esquerda:

U (a®p) = M (i ()3 (8)) = o (mx () e* (5 (8)) = m (¥*(a)) s (4(8)) =
' (F(a) @ UM(B)). O

PROPOSICAO 5.5 ¢% : K(S2") — K(52") ¢ multiplicacio por k™.

Demonstracao: Para n = 1, sabemos que, como grupo, l~((5’2) é gerado por
[H] — [C']. Basta entdo mostrarmos que ¥*([H] — [C']) = k([H] — [C']). Com
efeito,

VE(H] - [C]) =

—

H)* —[C"",  por (ii)
(H]-€) +[C)* - [C']
([H]—[C"),  pois ([H] —[C']) =0sei>2

—~

-

Para n > 1, basta usarmos o isomorfismo i : K(5%) @ K(5%°2) 5 K(S% A
S?=2) = K(S?") e o lema anterior para obtermos o resultado por indugcao. 0

5.2 O Invariante de Hopf

Nesta secao, para cada aplicagao
f . S4n—1 N SZn

definiremos o seu invariante de Hopf, o qual trata-se de um nimero inteiro H(f), e
provaremos um teorema de Adams que diz que, se f tem invariante de Hopf impar,
entao n = 1,2, ou 4.
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Dada uma aplicagao
f . S4n—1 N S2n

denotemos por C'; o espaco topoldgico
D4n Uf SQn

que é o espaco quociente da unido disjunta D*" LI S?" pela relacao que identifica
r € 81 = 9D com f(z) € S*". Isto é, C é obtido “colando-se” um disco D"
em S?" através de f.

Observe que temos inclusdo canonica S?" — C, e uma identificagdo canonica

Cp/S% = s,

Logo, aplicando a sequéncia exata ciclica 3.8 ao par (C'y, S*"), e lembrando que
K=1(8%) = K~1(8*) = 0, obtemos uma sequéncia exata curta

0— K(8™) - K(Cp) - K(S™) — 0 (5.9)

Fixemos geradores 74, € 72, dos grupos K (S1m), e K (52"), respectivamente, e
seja
= ¢ (Van)-

q
K(Cy) tal que
)

(5 = Yon-

Q
Como i* é sobrejetiva, existe 5 €
Z'*

Por outro lado, como o produto em K ($%") ¢ trivial, obtemos que i*(52) = 0,
logo, da exatidao de 5.9, existe um wunico h € Z tal que

3% = ha. (5.10)
LEMA 5.6 h nao depende da escolha de (3.

Demonstragao: Seja ' tal que i*(3') = 72,. De i*(f') = i*(f), obtemos
g — (€ Ker i* = Im ¢*, e como a imagem de ¢* é gerada (como grupo) por
q*(74n) = «, segue que existe ¢ € Z tal que 3’ = § + fa. Logo,

(3) = B+ 2ap+ a?
= ha+ 2laf,

pois, como 73, = 0, entao a? = ¢*(v3,) = 0.

Mostremos entdo que a8 = 0. Como o produto em K (5%") é trivial, i*(a3) =
0, logo existe k € Z tal que a8 = ka (x). Multiplicando (%) por (3, obtemos
0 = ha? = aff? = kaf, e substituindo em (x), chegamos a k?a = 0. Mas isto
implica k& = 0, e portanto a8 = 0, pois, como 74, € Y2, sdo bases aditivas de
K(8%") e K(S?"), respectivamente, e 5.9 ¢ exata, {a, 8} é base aditiva de K (Cp
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DEFINIGAO 5.7 Fizados geradores o, € K(S?"), € yum € K(S*"), definimos o
wvariante de Hopf de f por
H(f) := h,

onde h € o inteiro em 5.10. De acordo com o lema 5.6, H(f) estd bem definido.
Podemos agora enunciar e provar o teorema de Adams:

TEOREMA 5.8 Se H(f) =1 (mod 2), entdo n = 1,2, ou 4.

Demonstra¢ao: Suponhamos que H(f) = 1 (mod 2). Sejam «, (3, como antes,
e ¥’s as operacoes de Adams. Lembremos que, como observado na demonstragao
do lema 5.6, o, f formam uma base aditiva de K(C}).
Pela proposicao 5.5,
¢k<74n) = k2n74n7

logo, usando a naturalidade de ¥*, obtemos que *(a) = ¥*(¢*(4n)) = ¢* (k*"yan) =
k*"a, isto é,
VF () = k™a.
Também, de i*(V*(B3)) = (" (8)) = ¥*(yan) = k™2, = i*(k"3), obtemos
YF(B) — k"B € Ker i* = Im ¢*, logo existe uy, € Z tal que
WH(B) = KB+ e (5.11)

Consequentemente,
PRYE(B) = YR (0B + pea) = KB+ (K" g + 0" g )ev. (5.12)
Mas, por (iii) do teorema 5.1,
PP oyt =M =yt oyt

logo podemos trocar k por ¢ (e vice-versa) em 5.12; e assim obtermos a seguinte
igualdade de ntimeros inteiros

K g + O g, = CM i + K"pg,isto & k(K" — D)pg = (0" = V. (5.13)
Fazendo k = 2 em 5.11, obtemos que

V*(B) = pea (mod 2).
Por outro lado, pela propriedade (iv) das operagoes de Adams, e pela defini¢ao
de h,
V*(B) = H(f)a (mod 2).
Dai ps = H(f) (mod 2), e como estamos supondo H(f) impar, obtemos que
lo € impar. Usando esta informacao na igualdade

27(2" — 1)pg = 3"(3" — 1) pia,

obtida fazendo k =2 e ¢/ = 3 em 5.13, concluimos que 2" deve dividir 3" — 1.
O resultado estara entao concluido se mostrarmos o seguinte lema de teoria dos
nimeros:
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LEMA 5.9 Se 2" diwvide 3" — 1 entaon = 1,2 ou 4.

Demonstracao: Se n é impar, entdo, de 3 = —1 (mod 4), obtemos

37l

(—1)" = —1 (mod 4),

isto é, 43" + 1, logo, como mdc(3" — 1,3" + 1) = 2, obtemos que 2 é a maior
poténcia de 2 dividindo 3" — 1. Portanto, se n é impar, n = 1.

Seja n par e escrevamos n = 2"m, onde m é fmpar e k > 1. Como a maior
poténcia de 2 em 3™ — 1 é 2, e a maior poténcia de 2 em 3" + 1 é 4 (pois 4/3™ + 1
e, como m é fmpar, 3™ = 3 (mod 8)), obtemos que, para k = 1, a maior poténcia
de 2 em

3P —1=3"-1)3"+1)

¢ 8 =212 Para k > 1, da igualdade
3= (3 )3T 1),

e do fato que )
mdc(3% " — 1,32 4 1) =2,

segue, por inducao em k£ > 1, que a maior poténcia de 2 em 32m _ 1 ¢ ok+2,
Portanto, queremos que 2fm = n < k + 2, logo k < 2 e m = 1. Reciprocamente,
se n = 2 ou 4, entao 2"|3" — 1. O

5.3 Algebras de Divisao, Paralelizabilidade de
Esferas, e H-Espacos

Como uma aplicagao inusitada do teorema de Adams sobre o invariante de Hopf,
apresentaremos a demonstracao de dois belos resultados matematicos.

e Uma estrutura de dglgebra de divisao em R™ é uma aplicacao bilinear

R" xR" — R"
(z,y) — xy
tal que, para cada 0 # a € R", as transformacoes lineares

rr—axr, € r+— Ia

sao invertiveis. Observe que esta condicao é equivalente a

r,y#0 = xy #0.

Também, para nossa definicao, suporemos a existéncia de um elemento identi-
dade bilateral e € R™ (isto é, tal que ex = ze = x, Vx), embora esta restricao nao
seja necessaria ([4]).
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Como exemplos, temos as seguintes estruturas de dlgebra de divisao em R, R?, R?,
e R®, respectivamente:
R : nudmeros reais

C : nudmeros complexos
H: Quatérnions de Hamilton
O : Numeros de Cayley, ou Octonions

Mencionamos apenas de passagem que o produto em H nao é comutativo, e o
de O nao é sequer associativo.

e Dizemos que uma esfera S™ é paralelizdvel, se existir nela n campos (continuos)
de vetores tangentes, tais que, em cada ponto, estes campos sejam linearmente
independentes.

Por exemplo, as esferas S!, S3 e ST sao paralelizdveis, sendo isto consequéncia
das estruturas multiplicativas de R, C,H, e O, respectivamente.

Nosso objetivo serd demonstrar o teorema a seguir. Sua demonstragao encontra-
se concluida na sub-secao adiante.

TEOREMA 5.10 Se R" for uma dlgebra de divisao, ou se S~ for paralelizdvel,
entaon =1,2,4 ou 8.

5.3.1 H-Espacos

Uma estrutura de espaco de Hopf, ou H-espaco, num espacgo topologico X, é uma

funcao continua
XxX—-oX

possuindo um elemento identidade bilateral e € X (isto é, tal que (e,z) — x, e
(x,e) — x, V).

LEMA 5.11 Se R™ for uma dlgebra de divisdo, ou se S™ ' for paralelizdvel,
entdo S"' ¢ um H-espaco.

Demonstracao: Dada uma estrutura de algebra de divisao em R™, com identi-
dade e, uma estrutura de H-espaco em S™~! pode ser dada por

(z,y) — zy/|xy|,

possuindo e/|e| como identidade bilateral.

Suponhamos agora que S™~! é paralelizdvel, e sejam vy, - - , Up_1, n— 1 campos
tangentes linearmente independentes. Aplicando o processo de ortonormalizagao
de Gram-Schmidt, podemos supor que, para cada z € S" !, vy(z), -, v,_1(7)

sao ortonormais. Fixemos um ponto qualquer e € S" !. Entao, denotando por
o, para cada x € S"!, a dnica transformacao linear de R* que manda, na ordem
dada, a base e,vi(e), - ,v,_1(e) na base x,vi(x), -+ ,v,_1(x), temos que a, é
uma transformacao ortogonal que depende continuamente de x, logo estd bem
definida e é continua a fungao S™' x "' — S (z,y) — a.(y). Agora, para
esta funcao, e é uma identidade bilateral.
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O
LEMA 5.12 Sen > 0 € par, entao S™ nao é um H-espaco.

Demonstracdao: Suponha, por absurdo, que exista estrutura de H-espaco
f:9"xsS"—8"

com identidade bilateral e. Sejam i; e iy as inclusoes de S™ em S™ x S" como
sendo os subespagos S™ x {e} e {e} x S", de modo que a condigdo de identidade
bilateral de e equivale a

foir=1, e foiy=1,

e sejam 7 e Ty as projecoes S™ x S™ — S™ no primeiro e segundo fator, respecti-
vamente. ~
Seja v € K(S™) um gerador, de modo que (coroldrio 3.15)

K(S") =Z]v]/(%).

Sendo o = 71(7), ¢ 8 = w}(7), do isomorfismo p : K(S™) @ K(S") = K(S™ x
S™) (corolario 3.14) obtemos que

K(S™ x 8") = Z[o, B]/(a?, 5?).

Observemos que ij(a) = v, e ij(8) = 0, pois ij o7 = 1, e (i] 0 73)|z(gny Se
fatora em K (S") — K({e}) =0 — K(S").
Olhemos entao para

f 2/ (V) = Zle, B/ (0, 8%).

Como {1, «, 3, a3} é base aditiva de Z[«, 8]/(a?, 3?), podemos expressar f*(7y)
unicamente como

f(v) = mo + mia + maf3 + maaf5.

Afirmamos que mo = 0,m; = my = 1, e isto levard a um absurdo pois, como
vV =a?=(*=0, entao 0 = f*(7?) = (a + B+ mzaB)* = 2a3 # 0.

Com efeito, como i} o f* =1, if(a) = 7, e i5() = 0, obtemos v = if(f*(7)) =
mg + mq7y, e portanto my = 0 e m; = 1. Analogamente, my = 1. O

Suponhamos entao, rumo a demonstragao do teorema 5.10, que n € par, digamos
n = 2k.

Dada uma aplicacao

f . SQk—l X SQk‘—l N S2k_1,

a ela associamos uma outra

f: S4k—1 N SZk:
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da seguinte maneira: Sejam D e D?* os hemisférios norte e sul de S?*, os quais
identificamos com o disco D?* centrado na origem em R2*. Também, identifiquemos
S4=1 com

d(D* x D*) = 9D* x D* U D* x 9D

Definimos entao ]?por

ylf (@ y/lyl) € D%, se (z,y) € ID% x (D*\ {0})
~ B 0€ D¥, se (z,y) € dD¥F x {0}
F@9) =9 el f@/lzl.y) € D, se (2.y) € (D \ {0}) x 9D
0€ D*, se (x,y) € {0} x 9D*.

Observemos que J?esté bem definida, é continua e coincide com f em (0D?** x
D) 1 (D% x 9D?) = §2—1 x §2k-1,

Pelo teorema de Adams (teorema 5.8), a demonstragao do teorema 4.10 estara
concluida se mostrarmos o seguinte lema:

LEMA 5.13 Se f : S2k=1 52’“;1 — S?=1 for uma estrutura de H-espaco,
entao f tem invariante de Hopf H(f) = %1.

Demonstragdo: Escrevamos g = f, e seja e € S2~1 = 9D o elemento identi-
dade de f.
Seja
® : (D* x D* 9(D* x D*)) — (C,, S?)
a aplicagdo caracteristica do disco D* = D* x D?** de C, isto é, ® é a composicio
D x D < §2 (1 (D% x D) — (.
Note que a restricio de ® a d(D* x D?*) é igual a

g:0(D* x D*) — 5% c C,,

e que a restrigao de ® ao interior de D?* x D?* ¢ um homeomorfismo sobre C,,\ S%*.

Sejam «, § € [?(Cg) como na defini¢do de H(g). Queremos mostrar que 3% =
+a, isto é, que a imagem de 3 ® [ pelo produto usual

[?(Cg> ® [N((Cg) - -}N{(Cg)

é +a. Para isto, consideramos o seguinte diagrama comutativo

K(Cy) ® K(Cy) K(Cy)
Qi®q*TE q*T
[?<Cg7D2+k)®I?(CgaD27k) [?(Cgasgk>

K(D? x {e},0D% x {e}) @ K({e} x D?*,{e} x OD?*) —= K(D?** x D?*, 9(D?** x D?*))
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em que o homomorfismo horizontal do meio é o produto relativo 3.10, o homo-
morfismo horizontal de baixo é o produto externo na forma relativa 3.9, o qual,
pelo corolédrio 3.14, ¢ um isomorfismo. Também, ¢} ® ¢* ¢é isomorfismo pois ¢4 e
¢— sdo equivaléncias de homotopia ([5]), e ®* é isomorfismo devido a restri¢ao de
® ao interior de D?** x D?* ser um homeomorfismo sobre C,, \ S?*.

Queremos mostrar que a imagem de 3 ® § por

g o (@) ofio(g*®g ) o (gt @qt)!

é +a. Para isto, pela definicao de «, e por serem ®* e ji* isomorfismos, o que temos

de mostrar é que as imagens de (3 por g* o (¢7)~', e por g* o (¢*)~!, sdo geradores

de K (D* x {e},0D%* x {e}), e K({e} x D* {e} x dD?), respectivamente.
Com efeito, pelas defini¢oes de g e e, temos que

g: ({e} x D¥,{e} x OD™) — (C,, D¥)
se fatora em
({e} x D% {e} x 0D™) & (D, 0D%) — (C,, D™),

e g: {e} x D* — D% ¢ a identificagio canonica. Sendo g : {e} x D?*/{e} x
0D* — D?*/9D? o quociente de g, g é a identificagdo canonica, e temos o
seguinte diagrama comutativo

Cy/ D% e Cy

{e} x D% /{e} x 9D%* —L~ D JoD%* < g2k

Pela defini¢ao de 3, i*(3) é um gerador de I?(S%), dai, como ¢* e g* sao
isomorfismos, §*((¢*)~1(i*(8))) é um gerador de K ({e} x D2 /{e} x OD*). Isto
6, g*((¢*)"4(B)) é um gerador de K ({e} x D% {e} x OD*).

Analogamente, g*((¢%) " (3)) ¢é gerador de K(D% x {e}, 0D x {e}).
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Apeéendice A
Demonstracao do Lema 2.12

Dada uma funcao continua f : X x S' — C, definimos, para cada n € Z,

an(z) = % /_7r f(z,0)e"™%dp, (A.1)

onde estamos identificando S! com [—m, 7]/{—7, 7} via § — €.

Como f(z,0)e ™ é uniformemente continua no compacto X x S*, a, : X — C
é continua, e sendo M tal que |f(z,0)] < M, para todo (x,0) € X x S, obtemos
que |a,(z)] < M, para todos z € X en € Z.

Logo, definindo, para 0 < r < 1 fixado,
+oo

ur(g;’ 6) = Z an<x)r\n\ein9
+oo

= Zan(:p)r‘"‘z",

onde z = €, temos que esta série converge absolutamente e uniformemente em
(2,0), pois |a,(z)rMem?| < Myl e 37"l < 0o, Consequentemente, wu, (v, ) é
continua em (z,0).

Agora, se mostrarmos que, quando r — 1, u,(z,0) — f(x,0) uniformemente
em (x,0), obteremos aproximagdes de f por fungdes do tipo requerido tomando
truncamentos da série (A.2) para r suficiente proximo de 1.

Antes de mostrarmos este fato, observe que, pela definigao de u,(x,0) e a,(x),

+o00
R
u(2,0) = Z%/ P00 £ 1)t

+oo
™ 1 '
= / 2—2 rinle™O=D f (1 #)dt,
e 2

sendo licita a mudanca na ordem de integracao, uma vez que o tultimo somatdério
acima converge uniformemente em (z, ).
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Logo, definindo o nicleo de Poisson

1 X
_ = In| ing
P(r,¢) = . Zo.;r e (A.2)
1 1—17?
= — A3
21 — 2rcos ¢ + r?’ (A-3)
onde 0 <r < 1e¢é€R, podemos reescrever (A.3) como
up(x,0) = / P(r,0 —t)f(x,t)dt. (A.4)

LEMA A.1 Ser — 1, entao u,(x,0) — f(x,0) uniformemente em (z,0).

Demonstragao: Antes de tudo, como f(x,—m) = f(z,7), Vo € X, podemos
estender f a X X R de modo a ser periddica de periodo 27 em 6.
Precisaremos dos seguintes fatos a respeito de P(r, ¢):

(i) J7_P(r,¢)d¢ = 1. Isto segue integrando-se a série (A.4) termo a termo.

Logo, como, por (A.5), P(r,¢) é par e periédica de periodo 2, :j: P(r,0 —
¢)dd = 1, V0.

(17) P(r,¢) > 0, Vr, ¢, e, fixado r, P(r,¢) é monétona decrescente em [0, 7]. Isto
segue de (A.5).

(731) Fixado ¢ € (0,2m), P(r,¢) — 0 quando r — 1. Também, segue de (A.5).

Observe que, como P(r,0 —t)f(z,t) é periddica de periodo 27 em ¢, podemos
reescrever (A.6) como u,(x,0) = egj: P(r,0 —t)f(z,t)dt.
Por (i) e (i), temos, sucessivamente,

O+m O+m

lup(x,0) — f(x,0)] = | P(r,0 —t)f(z,t)dt —/ P(r,0 —t)f(z,0)dt|

0—m O—m
O+m
< [P ol - s o)l
0—m
Agora, dado £ > 0, por ser f uniformemente continua, existe 0 < § < m tal que
|f(z,t) — f(x,0)] < e/2 sempre que |§ —t| < 0 e x € X. Para este §, podemos
escrever (A.7) como
|U7«((L’78)—f<1],0>| SII—'_]% (A5)
onde I; e I5 sdo a integral em (A.7) calculada ao longo de |0—t| < ded < |6—t| < T,
respectivamente. Pela definigdo de I; e 4, e por (i),

0+m
L < / P(r,0 —t)edt < 6/2/ P(r,0 —t)dt =¢/2. (A.6)
[0—t|<é O0—m
Tamém, por (ii) e pela defini¢ao de Is,
0+
L<P0) [ 1f(et) - fa0)dr (A7)
0—m
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Mas, como f é limitada, por (iit) existe n = n(e) > 0 tal que o segundo membro
de (A.10) é < g/2, se |t — 1| < n. Portanto, para |t — 1| <,

lup(x,0) — f(x,0)| <e/2+¢/2=¢, V¥(z,0).
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Apeéendice B

Algumas Definicoes e Fatos
Basicos

DEFINIGAO B.1 (Paracompacidade) Um espaco de Hausdorff X € dito para-
compacto se para cada cobertura aberta {Uy}o de X existir uma particao da unidade
{ns}s subordinada a ela. Isto significa que as ng’s sio fungéoes continuas X — I
tais que cada ng tem suporte em algum U,, cada x € X tem uma vizinhanc¢a na
qual apenas um nimero finito de ng’s € # 0, e Y sns(r) =1 Vo € X.

DEFINIGAO B.2 (Homotopia) Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma ho-
motopia entre duas fungoes continuas f,g : X — Y € uma funcdo continua
h: X xI —Y tal que he = f e hy = g, onde h; denota a funcaio X — Y,
hi(z) = h(x,t). Escrevemos f ~ g para dizer que f e g sGo homotdpicas.

Dizemos que uma funcao continua f : X — 'Y € uma equivaléncia de homotopia
se existir g ©'Y — X, continua, tal que go f ~ 1x e fog ~ 1y (g € dita
uma equivaléncia inversa de f). Se uma tal equivaléncia de homotopia existir,
dizemos que X tem o mesmo tipo de homotopia que Y (isto define uma relagao
de equivaléncia). X € dito contrdtil, se tiver o mesmo tipo de homotopia que um
ponto.

Um subespaco A C X € um retrato por deformacao de X, ou, X se deforma
sobre A, se ezistir uma func¢ao continua v : X — A, com r|a = 1a, € uma
homotopia h : X x I — X entreior, ondei: A— X € a inclusao, e 1x, tal que
ht|A:]]-A; vVt e 1.

DEFINIGAO B.3 (Sequéncias Exatas) Uma seqiiéncia exata de objetos algébricos
de uma mesma categoria (grupos, anéis, ...) € uma seqiéncia de homomorfismos

- — G fiy G EL Git1 — -+ tal que, para cada v, Imf;_; = Ker f;.

A , N . i J
Uma sequéncia exata curta € uma sequéncia exata do tipo 0 — Gy — G =
Gy — 0. Observe que isto implica v ser injetiva e j sobrejetiva.

PROPOSICAO B.4 Todo espaco compacto de Hausdorff € paracompacto.

PRrROPOSICAO B.5 (Extensdo de Tietze) Seja X um espago normal, A C X
subespago fechado, e V um espago vetorial (real ou complexo) de dimensao finita
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com a topologia usual. Entao, toda fungdo continua f : A — V possui uma extensao
continua f : X — V.

PROPOSICAO B.6 (Contratibilidade) Todo sub-conjunto convero de um espago
vetorial normado se deforma sobre um ponto. Um espagco X € contrdtil se e so-
mente se toda func¢ao continua f: X — Y, para algum espago Y, for homotdpica
a uma funcao constante.

ProroOsIGAO B.7 (Sequéncias Split) Seja 0 — G4 LG4 Gy — 0 uma
sequéncia exata curta de grupos abelianos. Entao:
(1) Se p: G — G1 € um homomorfismo tal que poi = 1, temos isomorfismo
G = G @Gy, ar (pla), j(a)).
(i) Se q : Gy — G € um homomorfismo tal que j o q = 1, temos isomorfismo
G ® Gy = G, (a1,a2) > i(a1) + qlaz).

Se (i) ou (ii) € satisfeita, a sequéncia € dita exata split, e um tal isomorfismo

é um splitting.

Demonstracoes para os trés primeiros resultados podem ser encontradas em
livros que tratam de topologia geral, enquanto que o tultimo resultado pode ser
encontrado em quase todo texto de topologia algébrica (por exemplo, [5]).
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