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RESUMO

Nesta dissertagao apresentamos o teorema da convexidade de Atiyah-Guillemin-
Sternberg sobre a imagem do mapa do momento de uma acao Hamiltoniana de um toro
sobre uma variedade simplética compacta e conexa. Este resultado fornece, em certo
sentido, uma generalizacao para o teorema de Schur sobre a relacao entre os autovalores
e os elementos da diagonal das matrizes Hermitianas. Com essa finalidade, discutimos
a estrutura simplética sobre variedades, o conceito de Grupos de Lie e as agoes destes
grupos sobre tais variedades.



ABSTRACT

In this dissertation we presented the Atiyah-Guillemin-Sternberg convexity theorem
about the image of the moment map in the case of Hamiltonian torus action on compact
connected symplectic manifold. This result gives, in certain sense, a generalization to
Schur theorem about relationship between eigenvalues and diagonal entries of Hermitian
matrix. With this goal, we discussed the symplectic structure on manifolds, the Lie groups
concept and actions of these groups on such manifolds.
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Introducao

O principal objetivo desse trabalho é apresentar um teorema devido a Atiyah |2|,
Guillemin e Sternberg |6], conhecido por Teorema da Convexidade do Mapa do Momento.
Este é um resultado classico e belo sobre agoes de grupo de toros sobre variedades sim-
pléticas, ou seja, variedades equipadas com uma 2-forma fechada e nao-degenerada. As
hipoteses sobre esta 2-forma implicam que uma variedade simplética tem sempre dimensao
par e é sempre orientavel. A Geometria Simplética é a drea da Matematica cujo interesse
é estudar tais variedades.

Faremos uma exposicao sobre os conceitos mais relevantes de maneira sucinta no
primeiro capitulo, dando énfase as variedades e transformagoes simpléticas e reservando
uma secao para mostrarmos como é possivel construir uma estrutura simplética sobre
fibrados cotangentes. Apresentaremos também o teorema de Darboux, que afirma que
todas variedades simpléticas sao localmente indistinguiveis.

No capitulo 2 abordaremos o conceito das chamadas estruturas quase complexas, que
fornece uma ligagao entre a geometria simplética e a geometria complexa das variedades.
Embora tal construcao apresente muitas aplicacoes, nos limitaremos apenas aos resultados
mais importantes, como o fato de um subespacgo invariante sob a estrutura complexa de
uma variedade simplética ser também um subespago simplético.

Uma variedade suave que possui uma estrutura de grupo compativel com sua estrutura
diferenciavel, no sentido que as operagoes que a tornam um grupo sao suaves, é chamada
Grupo de Lie. Uma acao de um grupo G sobre uma variedade M é um homomorfismo
entre GG e o grupo de difeomorfismos de M, denotado por Dif f(M). O espago tangente
ao elemento neutro de um grupo de Lie possui uma estrutura de algebra de Lie e a cada
elemento desta algebra esta associado um importante campo de vetores chamado gerador
infinitesimal. Abordaremos estes conceitos, exemplificando-os no capitulo 3.

Quando um grupo de Lie age sobre uma variedade simplética, satisfazendo certas



condicoes, induz-se uma aplicacao que, em cada ponto da variedade atribui um funcional
linear sobre a algebra de Lie do grupo, denominado mapa do momento da acao. No capi-
tulo 4 apresentaremos formalmente este conceito, bem como algumas de suas propriedades
e ilustraremos sua construcao com exemplos potencialmente significativos.

Finalmente, no ultimo capitulo sera apresentado o teorema da convexidade de Atiyah-
Guillemin-Sternberg. Discutiremos, de forma elementar, o conceito de fungao de Morse-
Bott, onde se encontra parte indispensavel da demonstracao do teorema. Essa classe
de fungbes generaliza a conhecida teoria de Morse e foi introduzida por Bott |4]. Encer-
raremos seguindo Atiyah [2|, mostrando que um famoso teorema devido a Schur [10] sobre
os elementos da diagonal e os autovalores de uma matriz hermitiana pode ser visto como
corolario do teorema da convexidade.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos utilizados no decorrer do tra-
balho, como a estrutura simplética sobre variedades tornando os fibrados tangente e
cotangente isomorfos de maneira natural. Neste contexto um difeomorfismo entre duas
variedades simpléticas que preserva as estruturas simpléticas é dito um simplectomorfismo
e as variedade sao ditas simplectomorfas. Da mesma forma que na geometria diferencial
com os difeomorfismos e na geometria Riemaniana com as isometrias, uma das principais
preocupacoes da geometria simplética é classificar as variedades a menos de simplecto-
morfismos.

Por fim falaremos de maneira basica sobre sistemas hamiltonianos e em seguida, con-
struiremos com um certo nivel de detalhes a estrutura simplética canonica sobre os fibrados
cotangente das variedades suaves.

1.1 Variedades Simpléticas

1.1.1 Definicao e Exemplos

Primeiramente definiremos a estrutura simplética sobre espacos vetoriais. Logo em
seguida, este conceito sera estendido para variedades suaves. A menos que seja expresso o
contrario, consideraremos nas proximas segoes espacos vetoriais reais de dimensao finita.
Da mesma forma, as variedades aqui serao sempre suaves e de dimensao finita.
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Definicao 1.1.1 Seja V' um espaco vetorial e w : V X V — R uma aplicacao bilinear. w
é dita anti-simétrica se w(u,v) = —w(v,u),Vu,v € V.

Definicao 1.1.2 Seja V' um espacgo vetorial e w : V XV — R uma aplicacao bilinear em
V. Dizemos que w € nao-degenerada se a condigio w(u,v) = 0 para todo v € V implica
em u = 0.

Um forma bilinear w em V induz uma aplicacao linear de V' em seu dual V* definida

por
OV =V

W (v)(w) = w(v, w)

b

A forma w ser nao-degenerada é equivalente a aplicacao linear w’ ser injetiva, ou seja,

w’(v) = 0 implica em v = 0.

Definicao 1.1.3 Uma forma simplética w sobre um espaco vetorial V' é uma forma
bilinear anti-simétrica e nao-degenerada sobre V. O par (V,w) € chamado espago vetorial
simplético.

Um espaco vetorial simplético (V,w) possui uma base eq,es, ..., en, f1, fo, ..., fn que
satisfaz

wles, f5) = di; e wleiej) =w(fi, f;) =0

chamada base simplética de (V,w). Nesta base tem-se
0 Id
st =l (Y, )bl

Exemplo: Em R?" com coordenadas (z,%), definimos a 2-forma

n
Wy = Zd:cj A dyj.
j=1

Seja ¢ = (§,m) e ("= (£, 7'), com &,7,&, 7" € R". Temos que

wo(C,¢) =Y (& = &my) =< ¢, Jo¢! >= ¢T o

Jj=1

11



0ndeJ0—<_(}d Iod>.

Definigao 1.1.4 Uma variedade simplética € um par (M,w) composto por uma variedade
suave M e uma 2-forma fechada e nao-degenerada w € Q*(M) sobre M.

A 2-forma w sobre M é dita nao-degenerada se Vp € M, o espaco tangente (1,M,w,) é
um espaco vetorial simplético, ou seja, V v € T,M tem-se

wy(v,w) =0, VweT,M = v=0.
A condi¢ao de w ser nao-degenerada implica que existe um isomorfismo canonico entre
os fibrados tangente e cotangente da variedade M, dado por

TM —T*M; X — (X)w:=w(X,.).
Exemplos:

a) O cilindro S* x R com coordenadas (#, p) ¢ uma variedade simplética com w = df A dp;

b) O toro T? com coordenadas periddicas (6, ¢) é uma variedade simplética com w =
6 A do:

c) O fibrado cotangente T*M de uma variedade M é sempre uma variedade simplética
(ver se¢ao 1.1.6);

d) Considere M = C" com coordenadas (z1, ..., z,). A forma
i~ _
Wy = §Zldzj /\de
J:

é simplética, desde que esta se iguala a forma candnica Z?:l dz; A dy; em R?" na
identificacdo R?" = C", 2, = o), + iys;

e) O produto de duas variedades simpléticas (M, w;) X (Ms,ws) é uma variedade sim-
plética com a forma simplética w; @ wo.

12



1.1.2 Derivada de Lie

Continuando com a apresentacao dos pré-requisitos, citaremos os conceitos da derivada
de Lie de uma forma ao longo de um campo de vetores, bem como, o colchete de Lie e
alguns resultados importantes como a formula méagica de Cartan.

Definicao 1.1.5 Seja a uma k-forma e seja X um campo de vetores com fluro ;. A
derivada de Lie de o ao longo de X ¢ dada por

-’EXO‘:P_I)%;[%Q_O‘]— P

d
dt|,_,

Os resultado abaixo sobre a derivada de Lie de uma forma serao de grande importancia
no desenvolvimento desse trabalho.

A férmula Méagica de Cartan
Lxa=di(X)a+ (X)da. (1.1)
Teorema 1.1.1 (Teorema da Derivada de Lie)

d * *
P = e £xa. (1.2)

Um resultado mais geral é dado na proposicao abaixo.

Proposicao 1.1.1 Para uma familia suave oy de k-formas temos

d . d
P = P (fxat + %O‘t) - (1.3)

Demonstragao: Segue diretamente da regra da cadeia e de (1.2). Ja que

d * *
PO = P00

dt dz

4
2
=t dy !

y=t

* * d
= @i dxay +or o

d
— gp: <£Xat + EO@) .
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Se f é uma funcao real definida em uma variedade M e X é um campo de vetores
sobre M, a derivada de Lie de f ao longo de X ¢ a derivada direcional

Exf=X[f] = df.X.

Definigao 1.1.6 Seja M uma variedade suave e sejam X,Y campos de vetores sobre M.
O campo de vetores [X, Y] determinado pela derivagao

[ XY =YX/
€ denominado colchete de Lie de Y ao longo X, ou seja,

X, Y] = XY - YX.

Localmente, verifica-se que

[X, Y] =DY.X - DX.Y. (1.4)

Definicao 1.1.7 Sejam X,Y campos de vetores sobre a variedade M. a derivada de Lie
de X na direcao de'Y € dada por

Ly X =[X,Y] = 4 i X,
dt |,y
onde Yy : M — M € o fluxo de Y definido por

d
%@Utzyoiﬁt, o = Id.

1.1.3 Transformacoes Simpléticas

O conceito de transformacoes simpléticas neste contexto equivale ao de isometrias em
geometria Riemaniana, ou de aplicagoes continuas em topologia, ou seja, sao aquelas que
conservam as estruturas simpléticas das variedades.

14



Defini¢ao 1.1.8 Sejam (My,w) e (Ms,ws) variedades simpléticas. Uma aplicagao C™
o My — M,
é chamada stmplética (ou canodnica) se
Prwr = wi

isto €, para todo z € My eV v,w € T,M, tem-se

wi(2)(v,w) = wa(p(2))(Top.v, Topw).

Se ¢ € também um difeomorfismo, dizemos que é um simplectomorfismo. Neste
caso, (My,w1) e (Ms,ws) sao ditas simplectomorfas. Denotaremos o grupo de simplecto-

morfismos de M por Simp(M,w), Simp(M). ou Sp(M)

O interesse em classificar as variedades simpléticas a menos de simplectomorfismos é
evidente. Nosso objetivo agora ¢ apresentar um teorema devido a Darboux que fornece
tal classificagao local afirmando que toda variedade simplética (M?", w) é localmente sim-
plectomorfa a (R*", wy). Para isso, usaremos o argumento devido a Moser [9], denominado
método homotopico, como descrito a seguir.

Se w; € Q*(M) é uma familia de formas simpléticas em M com derivadas exatas

d
- Wt = dO't,

dt

entao existe uma familia de difeomorfismos ¢, € Dif f(M) tal que

iwy = wp. (1.5)

A idéia para justificar este fato é descrever os difeomorfismos v, como o fluxo de uma
familia de campo de vetores X; sobre M. Assim, supomos que

d
aiﬂt:Xtowteiﬂo:[d-

Os campos de vetores X; devem ser de tal forma que a equacao (1.5) seja satisfeita.
Diferenciando e usando (1.3) temos

d .
0 = E@tht

15



d
= w: (awt -+ £tht>

= ] (doy + o(Xy)dw; + de(Xy)wy)
= ¢} (doy + du(Xy)wy).

Portanto é suficiente que oy + ¢(X;)w; = 0. Usaremos este argumento pra provar o
lema seguinte.

Lema 1.1.1 (Moser) Seja M uma variedade de dimensao 2n e Q C M uma subvar-
iedade compacta. Suponha que wy,w; € Q*(M) sao 2-formas fechadas tais que em cada
ponto q de @), wy e wy sao iguais e nao-degeneradas em TyM. Entao existem vizinhangas
abertas No e N7 de Q e um difeomorfismo ¢ : Ng — N7 tal que

plg=1id e p'wi=wo.

Demonstracgio: E suficiente provar a existéncia de uma 1-forma o € Q'(Np) tal que
Olrou =0 € do=uw —w. (1.6)
De fato, considere a familia de formas fechadas
wy = wp + t(wy — wy) = wp + tdo

sobre Np. Reduzindo Ny, se necessario, assumimos que w; é nao-degenerada em Ny, V t.
Como %wt = do, pelo argumento de Moser, visto acima, resolvendo a equagao

o+ L(Xt)u)t =0

encontramos uma familia de campos X; que se anulam em Q. Reduzindo novamente N,
caso seja necessario, obtemos em Ny as solucoes da equacao

Piwr = wo
Como X;|, =0, entao |, = id. Fazemos entao, ¢ = ¢ e N1 = ¢1(No).
Para mostrar (1.6) denotaremos
exp: TQ+ — M

a restricdo da aplicacdo exponencial ao fibrado normal TQ+ da subvariedade @ com
respeito a alguma métrica Riemanniana sobre M.

16



Seja
U:={(q,v) e TM| g€ Q,v € TqQL, lv| < e}.

A restrigdo da exponencial a U. é um difeomorfismo sobre Ny = exp(U.) para ¢ suficien-
temente pequeno.

Defina para 0 < t < 1 as aplicacoes ¢, : No — Ny, dadas por

¢e(exp(q, v)) = exp(q, tv).
Observe que ¢; ¢ um difeomorfismo para t > 0, ¢o(Ng) C Q, ¢1 =id e ¢t|Q = id.

Seja 7 = wy — wp. ¢ = 0 pois w; = wp em Q e Po(Np) C Q. Temos que

OIT =T.

Para t > 0 definimos o campo

Temos que
%;"T = o (du(Xy)T + o(Xy)dT)
= ¢;(du(Xe)T)
= d(¢;u(Xy)T)
= dat.
onde

(@) = 6(X)r(@)w)
(X (6a) Ty
= (@) (Xu(61()). Tybeo)
= 705 61(), Tyow).

Observe que o; se anula em @, pois qbt|Q =ide T|Q = 0. Dai

1 d 1
T =QIT — ¢oT = / —¢iTdt =do, o= / odt.
o dt 0

17



Teorema 1.1.2 (Darboux) Seja (M,w) uma variedade simplética de dimensao 2n e
p € M. Entao existe uma vizinhanga U de p e coordenadas locais (x1, ..., Tn, Y1, .-, Yn), tal
que, em U

=1

Demonstracao: Desde que 7,M é uma espago vetorial simplético utilizamos uma base
simplética para construir coordenadas (7, ..., 2}, ¥}, ..., y,,) em uma vizinhanga U’ de p tal
que

w(p) =Y da} Ady,

p

Pelo lema de Moser (1.1.1) aplicado a @@ = {p} com as formas wy = w e w; =
S dal A dyl, existem vizinhangas Ny e N de p e um difeomorfismo ¢ : Ny — N tal que

op)=p e ¢*<de§Ady§):w.

Entretanto, pelo fato de ¢* (> dx A dy)) = > d(z o ¢) Ad(y. o ¢) basta tomar novas
coordenadas z; =z, 0 p e y; =y, o p.

1.1.4 Sistemas Hamiltonianos

Seja (M,w) uma variedade simplética e H : M — R uma fungio real. Pelo fato da
2-forma w ser nao-degenerada, existe um tnico campo de vetores Xy sobre M tal que
1(Xy)w = dH, ou seja, para todo z € M

w,(Xy(z),v) =dH(z)v, YveT,M.

Definicao 1.1.9 O campo Xy definido acima € dito campo de vetores Hamiltoniano
com funcao hamiltoniana H.

18



Se Xy é um campo completo! entdo seu fluxo ¢; : M — M define uma familia a
1-parametro de difeomorfismos satisfazendo

wo = udy;
%th = Xpyoypys;

Cada difeomorfismo ¢; preserva a forma w, ou seja, pjw = w, V t. De fato, pelo
teorema da derivada de Lie 1.2 e pela formula magica de Cartan 1.1 temos,

d . . .
P =9 £xyw = of(d(Xg)w + o(Xp)dw) = 0,

ja que (Xg)w = dH e dw = 0. Assim pjw independe de t e, como @jw = w, segue que
Yjw =w, Y t, ou seja, o fluxo Hamiltoniano é um simplectomorfismo.

Exemplo: Seja (M,w) = (52,d0 A dh) e H a funcao altura, H(6,h) = h. O campo
Xg = xgd% + xh% satisfaz

UXp)(dONdR) = dh<

oA dh(Xy,) = dhe
zodh — xhdﬁ = dh &

d

X, =

7 ap

O fluxo de Xy = d% é dado por ¢y(0,h) = (0 +t,h) o qual é a rotacao em torno do
eixo vertical. A funcao altura H é preservada por esse movimento.

1.1.5 Estrutura de Poisson sobre Variedades Simpléticas

Definicao 1.1.10 Seja (M,w) uma variedade simplética. O colchete de Poisson de duas
fungoes F, H € C®°(M,R) ¢ dado por

(F.H} == w(X;, Xy) = dF Xy

Este colchete define uma estrutura de Poisson sobre M, ou seja, satisfaz as condigoes:

'Um campo de vetores é dito completo quando o seu fluxo ¢; : M — M pode ser definido para todo
teR
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1. {,} é bilinear e anti-simétrico;
2. {,} satisfaz a identidade de Jacobi, {F.{G,H}}+{H{F,G}}+{G,{H,F}}=0;
3. {,} ¢ uma derivagao em cada fator,

{FG,H} ={F,H}G + F{G,H}.
Proposigao 1.1.2 Seja (M,w) uma variedade simplética.

(i) Se H: M — R é uma fun¢ao Hamiltoniana e ¢ € Simp(M,w) um simplectomorfismo,
entao Xpoy = V" Xpg.

(ii) O colchete de Lie de dois campos de vetores Hamiltonianos Xp e X¢ € [Xp, X¢g] =

Demonstragao: A afirmagao (i) segue da identidade

U Xpoy)w = d(H o)
= Y*dH
= Y (Xy)w
= (P Xp)'w
= (V' Xg)w.

Para provarmos (i¢) lembre que os fluxos Hamiltonianos ¢4 e ¢k sdo simplectomor-
fismo, dai, pelo item ()

d s B d
7 (pc) Xr = 7

t=0

d

(0F) Xo = — —

Xr, Xg| =
[F7 G] dt

XGOQS% .
t=0

t=0
Logo

(X, Xello = =4
d t
= —da t:OGOGbF
= —dlG(Xr)
— —d{G,F}

d{F,G}.

d(G o ¢p)

t=0

20



= [Xr, Xo] = Xipay-

Em geral, os fluxos ¢k, @5 de dois campos de vetores G e F nao comutam. Uma
condicao necessaria e suficiente para que eles comutem é dada na proposi¢ao abaixo.

Proposic¢ao 1.1.3 Sejam X e Y campos vetoriais sobre M e ¢, ¢ seus respectivos
fluzos. ¢% e ¢t comutam se, e somente se, [X,Y] = 0.

Demonstracao: Ver [1].

1.1.6 Fibrados Cotangentes

Fibrados cotangentes formam uma importante classe de variedades simpléticas. Em
mecanica classica, eles sao os espacos de fase com coordenadas ¢ e p correspondendo a
posicao e momento. Nesta secao apresentaremos a estrutura simplética desses espacos.

Seja x : U — R™ uma carta local sobre uma variedade M com coordenadas x1, xs, ..., T,.
Entao para ¢ € U, as aplicacoes lineares dz; : T,M — R formam uma base do espaco
dual T; M e assim, qualquer vetor v* € T'M pode ser escrito na forma

vt = Z yjdx;.
j=1

As coordenadas y; sao unicamente determinadas por g e v* e fornecem funcoes coordenadas
T°U — R" : (q,v*) — y(q,v*). Temos assim, uma carta 7°U — R" x R" : (¢,v*) —
(x(q),y(q,v*)). Nessas coordenadas definimos a 1-forma candnica dada por

)\czm = Z yjdxj'
j=1

Podemos dar uma defini¢ao livre de coordenadas para A.,, da seguinte maneira: Con-
sidere a projecao
7:T"M — M, (q,v")—q.
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A diferencial de 7w é a aplicacao linear
T(qﬂ,*)ﬂ' . T(q’v*)(T*M) — TqM.
O valor da 1-forma canonica no ponto (g, v*) é definido pela composigao

Aean (@, v7) = 0" 0 T onym = T(g0)(T*M) — R. (1.7)

Usaremos a notacao abaixo pra indicar tal aplicacao,

)\can<q’ v*)(ﬁ, 77) = <U*, T(q,”*)ﬂ'(g’ 77)> ’

Esta defini¢ao coincide com a anterior pois, em coordenadas locais (x,y) sobre T*M,
a aplicacdo {47 é dada por (§,7) — £ e assim, v* o Tg (&, n) =< y,& >, o qual
pode ser escrito como Ej y;dx;.

Definicao 1.1.11 A forma simplética candénica em T*M ¢é dada por
Wean = _d>\can~
Em coordenadas (z,y) tem-se,
Acan = ydz, Wean = dx N dy.
Qualquer difeomorfismo @ : M — L pode ser suspenso a um difeomorfismo ¥ :

T*M — T*L dado por
W(g,v*) = (P(q), TP~ v") (1.8)

onde T*)~! esta denotando a aplicagao dual da diferencial de ¢~! no ponto ¥ (q). Esta
definicao pode ser visualizada pelo diagrama abaixo

T*’¢171
M T*L
TN TL
M v L

Aqui m; e 7, representam as projecoes canonicas dos respectivos fibrados cotangentes.
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Proposicao 1.1.4 O difeomorfismo V : T*M — T*L dado em (1.8) preserva as 2-formas
canonicas wy; e wy, sobre T*M e T L, respectivamente. Isto €, V*wy = wyy.

Demonstracio: E suficiente mostrar que U*\; = ;. Temos que

U AL(q,v") = Ap(V(q,v")) 0TV
= (T* 0", Ty(guym 0 TV)
= (v, T " o Ty(gueymr 0 TV)
= (V" Ty (0 0 0 1))
= (V" Tgoyur)
= Amlq,v%)

Proposicao 1.1.5 Sejam v : M — M um difeomorfismo e ¥ : T*M — T*M sua
suspensao ao fibrado cotangente como em (1.8). Entao
(i) U ¢ um simplectomorfismo de T*M.

(ii) SeY : M — TM ¢é um campo de vetores sobre M que gera um grupo de difeomor-
fismos oy de M e X : T*M — T(T*M) € o campo gerador do correspondente grupo
de simplectomorfismos V; de (T* M, wean), temos que X = Xy € o campo de vetores
hamiltonianos da fungao H : T*M — R dada por

H(q,v") = (v",Y(q)) -

Demonstragao: O item (i) segue diretamente da proposigao anterior.

T*M X T(T*M)
T Tr
M Y TM

Pelo item (i) temos que £xA.n = 0, dai, pela formula de Cartan

—1(X)dAcan = d(t(X) Nean) =
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L<X)wcan = d(L(X)/\can>‘
Mas

LX) Acan(q,07) = Acan(q,v") X (g,v7)
<v*, Tqoym(X (g, U*))>
(", Y (7(q,v%)))

= H(q,v").
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Capitulo 2

Estrutura Quase Complexa

A geometria simplética possui uma estreita relagao com a geometria complexa pelo fato
de toda variedade simplética poder ser munida de uma estrutura complexa como veremos
neste capitulo. Embora haja varios topicos interessantes sobre estruturas complexas, nos
resumiremos apenas a alguns fatos necessarios a seqiiéncia do trabalho.

2.1 Estrutura Complexa sobre Espacos Vetoriais

Definigao 2.1.1 Seja V' um espaco vetorial. Uma estrutura complexa sobre V é um
automorfismo linear

J:V =V com J* =—Id.

Uma estrutura complexa J é equivalente a uma estrutura de espaco vetorial sobre C se
identificarmos a aplicacao J com a multiplicacao por ¢+ = v/—1. Em particular, o espaco
V' tem dimensao necessariamente par sobre os reais.

Definigao 2.1.2 Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Uma estrutura complexa J
sobre V' € dita compativel com w se

w(Ju, Jv) = w(u,v) e w(u,Ju) >0, Yu # 0.
Em outras palavras, uma estrutura complexa compativel J define um produto interno
sobre V' dado por
gs(u,v) = w(u, Jv).
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No caso de J ser compativel temos também a relacao

w(u, Jv) = w(Ju, J(Jv)) = —w(Ju,v).
Denotaremos o espaco das estruturas complexas compativeis de (V,w) por J(V,w).

Exemplo 2.1.1 Seja (V,w) = (R*",wy). Considere a base 8%1, ey %, 6%1’ s % e defina

0 0 0 0
JO(a—%)—a—yj”O(a—yj)—‘a—%

Jo(v) = ( b ) o

Observe que wo(u, Jo(v)) =< u,v >= 2311 u;v;.

Com relacao a essa base

A proposicao abaixo garante a existéncia de uma estrutura complexa compativel para
qualquer espaco vetorial simplético.

Proposigao 2.1.1 Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Entao existe uma estrutura
complexa J compativel com w sobre V.

Demonstracao: Escolha um produto interno G sobre V. As aplicacoes

u — w(u,.)

v — G(v,.)
sao isomorfismos entre V e V* desde que G e w sao nao-degenerados. Dai existe uma
aplicagao linear A : V' — V tal que w(u,v) = G(Au,v). A aplicacdo A é anti-simétrica

pois,

G(A*u,v) = G(u, Av)
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= A" =-A.

AA* é simétrico e portanto diagonalizével sobre R. Além disso, para u # 0, G(AA*u, u) =
G(A*u, A*u) > 0 entdo AA* é positivo. Logo seus autovalores \; sdo todos niimeros reais
positivos. Seja B uma matriz cujas colunas sejam os autovetores de AA*. Entao

AA* = B.diag{)\,..., \on}.B~!' =

AA* = B.diag{\/)\_l,...,\//\gn}.B_l.

Assim, vV AA* é simétrico e definido-positivo. Seja

J = (x/ﬂ) A (2.1)

J comuta com v AA* desde que A comuta com v AA*. Além disso, J é ortogonal,
JJ* = 1Id e também J* = —J. Logo J define uma estrutura complexa sobre V.

JP=—JJ" =-Id.
Esta estrutura é compativel pois

w(Ju, Jv) = G(AJu, Jv)

e para todo u # 0,
w(u, Ju) = G(Au, Ju)

|
«Q

|
<
N
1S
=

A fatoracao dada na equacao 2.1 é chamada decomposicao polar de A. Essa construcao
é canonica depois que escolhemos G. De fato, v AA* nao depende da escolha de B
nem da ordem dos autovalores em diag{\/A1, ...,/ Aan} mas apenas de seu efeito sobre
os autoespacos. vV AA* é definida apenas como a multiplicacdo por /A, no autoespaco
correspondente ao autovalor \.
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Proposigao 2.1.2 Seja Met(V) o espago dos produtos internos sobre Ve Sp(V,w) o
espago dos simplectomorfismos sobre (V,w). Eriste uma aplicagdo continua r : Met(V) —
J(V,w) tal que

r(gs)=J,  r(¢'g) = ¢"r(g)

para todos J € I(V,w),g € Met(V), ¢ € Sp(V,w).

Demonstragao: Seja g € Met(V). Defina o automorfismo A : V — V por

w(v,w) = g(Av, w).

Desde que w(v, w) = —w(w, v), entao A é g-anti-adjunta, ou seja, g(Av, w) = —g(v, Aw).
Seja A* a aplicacao g-adjunta de A e P = A*A = —A?. Segue que P é g-positiva definida
e dai, existe um tnico automorfismo @) : V' — V tal que @) é g-auto-adjunta, g-definida
positiva e

Q> =P =—A%

O automorfismo
J,=Q'A
fornece uma estrutura complexa compativel com w. Defina r(g) = J.

A aplicacao r satisfaz as condicoes da proposi¢ao. De fato, se comecarmos com uma
métrica da forma g = g, entdo A = J e Q = Id, dai r(g;) = J. Além disso, se tivéssemos
no lugar de g a métrica ¢*g(v,w) = g(¢v, pw), entdo A seria substituido por ¢~1A¢ e
entdo Jy g = ¢ 1J,0.

Observagao: A existéncia da funcao r dada nesta proposicao implica que o espaco
J(V,w) é contratil. Para ver isto, definimos as aplicagoes f; : J(V,w) — F(V,w) por

fi(J) =r((1=t)gs +tgs), 0<t<1

fornecendo uma conexao homotopica entre a aplicagao constante fo(J) = Jy e a identidade
fi(J)=J.
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2.2 Estrutura Complexa sobre Variedades

De forma mais geral, podemos estender o conceito de estrutura complexa para var-
iedades suaves. Existe um estreita relagao entre as chamadas variedades quase complexas
e as variedades simpléticas, como veremos nesta secao.

Definicao 2.2.1 Uma estrutura quase complexa sobre uma variedade M € um campo
suave de estruturas complexas sobre os espagos tangentes:

x— Jy T, M — T,M; J>=—1I.

T

O par (M, J) é chamado variedade quase compleza.

Definigao 2.2.2 Seja (M,w) uma variedade simplética. Uma estrutura quase complezxa
J sobre M € dita compativel com w ou simplesmente, compativel se

gz (u,v) = w(u, J,(v))

define uma métrica Riemanniana sobre M.

Proposigao 2.2.1 Seja (M,w) uma variedade simplética e g uma métrica Riemanniana
sobre M. Entao existe uma estrutura quase complexa J sobre M compativel com g, no
sentido que g(-,-) = w(-, J-).

Demonstracao: Segue apenas do fato da decomposicao polar dada na equagao 2.1 ser
canodnica. Assim, a estrutura J da proposicao 2.1.1 define uma estrutura quase complexa,
sobre M compativel com g.

Definigao 2.2.3 Uma subvariedade X de uma variedade quase complexa (M, J) é uma
subvariedade quase complexa se J(TX) C TX, ou seja, para todo x € X ev € T, X
temos que Jyv € T, X.

A proposicao abaixo tem um carater simples em oposicao a sua grande utilidade,
podendo ser vista como um dos principais resultados desta secao. Ela sera utilizada em
carater estratégico na demonstragao do teorema da convexidade (capitulo 5).
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Proposigao 2.2.2 Seja (M,w) uma variedade simplética com uma estrutura quase com-
plexa compativel J. Entao toda subvariedade quase complexa X de (M, J) € uma subvar-
iedade simplética de (M, w).

Demonstracao: Seja ¢t : X — M ainclusao. Entao t*w é uma 2-forma fechada sobre X.
Como
we(u,v) = g(Jyu,v), Vo € X, Vu,v e T, X

e gz |7,x € nao degenerada entao, t*w é nao-degenerada e, portanto, simplética.
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Capitulo 3

Grupos de Lie

Um Grupo de Lie é uma variedade que possui uma estrutura de grupo compativel
com sua estrutura diferencidvel, no sentido que as operacoes de grupo sao suaves. Neste
capitulo abordaremos alguns tépicos importantes sobre tais grupos, como as agoes sobre
variedades. Apresentaremos também alguns dos grupos de Lie classicos e suas respectivas
algebras de Lie.

3.1 Definicao

Definicao 3.1.1 Um grupo de Lie é uma variedade G que tem uma estrutura de grupo
na qual a multiplicacao do grupo

w:GxG—G

(g, h) — gh

€ uma aplicagcao C*
Para g € GG definimos as translacoes a esquerda e a direita por L, : G — G;h+— gh e
R, : G — G;h — hg respectivamente. Desde que
Lg, 0 Ly, = Lg,g, € Ry, 0 Ry, = Ry,g,,

entao (Ly)™' = L,1 e (Ry)™' = R,~1 e dai, as translagoes sdo difeomorfismos para todo

g € G. Observe também, que elas comutam, ou seja, L, o Ry, = Ry o L.

31



A aplicacao inversao I : G — G; g+ g~ é C™. De fato, a equacao

p(g,h) =e

tem ¢g~! como solucdo para h em funcio de g. Mas sua derivada parcial em relacao a h é
o isomorfismo T3 L,. Logo, pelo teorema da funcao implicita, I ¢ uma aplicagao C*°.

Exemplos:

1. Todo espago vetorial V' é um grupo de Lie abeliano, chamado grupo vetorial com
as operacoes

pw:VxV-V  ulzy =x+y
I:v—-v, I)=-—uz.

O

2. GL(n,R) = {¢] ¢ : R" — R™ isomorfismo linear} ¢ um grupo de Lie de dimensao
n?, chamado Grupo Linear Geral. GL(n,R) é a imagem inversa de R\{0} pela aplicacao
continua A — detA de L(R",R™) em R, logo um subconjunto aberto de L(R™ R™), o
espago vetorial das aplicacoes lineares de R™ em R™. A operacao de grupo em GL(n,R)
¢ dada pela composicao

p: GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R)

(A,B) — Ao B.

A aplicagao inversao é dada por
I:GL(n,R) — GL(n,R)

I(A)= A1

A multiplicagao e a inversao sao restri¢oes a GL(n,R) de operagoes C* em L(R" R"),
logo sao C*°. Assim, GL(n,R) é um grupo de Lie.

Fixando uma base em R™ podemos representar um elemento A € GL(n,R) por uma

matriz n X n invertivel. A operagao do grupo é dado entao, pela multiplicacao de matrizes
(A, B) = AB e I(A) = A™! é a inversdo de matrizes.

O
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Usando translacoes a esquerda ou a direita podemos construir um atlas a partir de
uma carta local sobre um grupo de Lie G. Por exemplo, se (U, ¢) é uma carta sobre e € G
e ¢ : U —V, entao definimos uma carta (Ug, ¢,) sobre g € G fazendo

Ug = Lg(U) = {Lgh | h € U}
e definindo

g =poLg1:U;—V
hi— @(g'h).

N

Definicao 3.1.2 Um campo de vetores X sobre G € chamado invariante a esquerda
seV g€ @G,
(ThLg) X (h) = X(gh)

para todo h € G. Isto é, se o diagrama abairo comuta,

TLyg

TG —1T¢G

x| |x

GTG

O conjunto dos campos de vetores invariantes a esquerda sobre G serda denotado por
XL(G). Se X,Y € X(G), entao [X,Y] € X.(G). De fato,

TL(X,Y](R) = ThL,(X(R)Y — Y (h)X) =
= TWLy(X (W)Y — TLy(Y (W)X =
= X(gh)Y - Y(gh)X =
— X, Y)(gh).

Dado § € T.G definimos um campo de vetores invariante a esquerda X, sobre G por

Xe(g) = TeLy(8).

De fato X¢ ¢ invariante a esquerda desde que

Xe(gh) = TeLgn(§) = Te(Lg o Ln)(§)
ThLg(TeLn(§)) = ThLg(Xe(h)).
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Proposi¢ao 3.1.1 X (G) e T.G sao isomorfos como espagos vetoriais.

Demonstracgao: As aplicagoes lineares

G XL (G) = TG X = X(e)

G :1T.G — f{L(G%f = Xg

satisfazem (; o (o = id7,g e (2 0 (1 = idx, ().

3.2 A Algebra de Lie de um Grupo de Lie

O isomorfismo dado na proposicao 3.1.1 e o fato do colchete de Lie de campos de
vetores invariantes a esquerda ainda ser invariante a esquerda nos permite definir uma
estrutura de algebra de Lie em T.G.

Definicao 3.2.1 O Colchete de Lie em T.G € dado por

[€,m] = [Xe, Xy](e),

onde &,n € T.G e [X¢, X,)] € o colchete de Lie de campos de vetores visto na defini¢ao
1.1.6. O espaco vetorial T.G com este colchete é chamado dlgebra de Lie de G e
denotado por g.

Exemplos:

1. Se V é um grupo vetorial entao T,V = V e para u € T,V , tem-se X, (v) = Ty L,(u) =
u,V v € V. Dai, a algebra de Lie de V é o proprio V' com o colchete trivial
[v,w] =0,V v,w € V. Dizemos, neste caso, que a algebra de Lie é abeliana.

O

34



2. A élgebra de Lie de GL(n,R) é L(R™ R™) com o colchete comutador
[A, B] = AB — BA.

De fato, GL(n,R) é aberto em L(R™ R") e assim, gl(n,R) = T;(GL(n,R)) =
Tr(L(R™,R")) = L(R",R"™). Para todo B € GL(n,R) a aplicacao

Lg:GL(n,R) - GL(n,R),LpA = BA
é uma aplicacao linear, dai

Xe(LpA) = BAE = Tu(LpXe(A)).

Pela forma local (1.4) temos
[€,n] = [Xe, Xy)(1) = DX, (1) Xe(I) = DXe(1). X, (1)

Mas DX, (I).B = Bn pois X, (A) = An é linear em A. Dai DX, (I).X¢(I) =&n e,
portanto

[€,m] = &n —né.

3.2.1 A Aplicagao Exponencial

Se X¢ é o campo de vetores invariante a esquerda correspondente a § € g, entao,
pelo teorema de Picard de existéncia e unicidade de solucoes de equagoes diferenciais,
existe uma unica curva integral ¢ : R — G de X, comecando em e, ou seja, v:(0) = e e
’yé(t) = X¢(7¢(t)). Utilizando esse fato temos a seguinte definigao:

Definicao 3.2.2 A aplicacao exponencial exp : g — G € definida por
exp(§) = 7e(1).
Para s € R tem-se
exp(s€) = ve(s).

De fato, fixando s € R, a curva ¢t +— .(ts) passa por e em t = 0 e satisfaz a equagao
diferencial

%’7{“@3) = SXS(’)/g(tS)) = Xs&(’yf(ts))'
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Como vs¢(t) satisfaz a mesma equacao diferencial e também passa por e em ¢ = 0, segue,
por unicidade, que vs¢(t) = Y¢(ts). Fazendo t = 1 temos, exp(s€) = v¢(s).

Exemplos:

1. Se G = V um grupo vetorial entao g = V e dai, exp : V — V ¢é a aplicagao
identidade exp(v) = v.

O
2. Seja G = GL(n,R). Assim g = L(R™,R"). Dado A € L(R™ R"), a aplicacao
o yi
va:R— GL(n,R),t — ; EAZ
satisfaz
74(0) = 1
Talt) = ; (iﬁ__ll)!/“ = 7a()A.
Logo a aplicacao exponencial é dada por
exp: L(R",R") — GL(n,R)
A — y4(1) :i% =4
i=0
O

3.3 Grupos de Lie Classicos

3.3.1 O Grupo Linear Geral Real, GL(n,R)

A funcao determinante
det : L(R",R") - R
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é suave e GL(n,R) = det ' {R — {0}}. Logo GL(n,R) ¢ aberto em L(R",R") e, portanto,
GL(n,R) nao é compacto. Recordando que sua algebra de Lie é gl(n,R) = L(R",R")
com o colchete comutador

[A, B] = AB — BA.

GL(n,R) é composta por duas componentes conexas

GL*(n,R) :={A € GL(n,R) | detA > 0}

GL™(n,R):={A € GL(n,R) | detA < 0}.
Agruparemos esses resultados na proposicao seguinte:
Proposigao 3.3.1 O grupo GL(n,R) é um grupo de Lie de dimensio n?® desconezo e
nao-compacto cuja dlgebra de Lie, gl(n,R), € composta por todas matrizes reais n X n com

o colchete
[A, B] = AB — BA.

3.3.2 O Grupo Linear Especial Real, SL(n,R)

Primeiramente observemos que a fun¢ao determinante det : GL(n,R) — R é suave
com derivada dada por
(Tadet)B = (detA).traco(A™' B).

De fato, desde que

det(A+ AB) = det(A.(I + ) A"'B))
= det(A).det(I + N\A™'B),

é suficiente provarmos que

idet(] + AC) = trago(C).
d\ A=0

Mas isso segue diretamente da expressao do polinémio caracteristico

det(I + \C) =14 Atrago(C) + ... + A"det(C).

Definimos o grupo linear especial real SL(n,R) por

SL(n,R) = {A € GL(n,R) | det(A) = 1}.
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Desta forma SL(n,R) é um subgrupo fechado de GL(n,R).

O espaco tangente a SL(n,R) em A € SL(n,R) édado por T4SL(n,R) = ker(Tadet) =
{B € GL(n,R)|traco(A~'B) = 0}. Daf a algebra de Lie de SL(n,R), sl(n,R), con-
siste das matrizes com traco zero. O colchete em SL(n,R) é o mesmo de GL(n,R),
A, B] = AB — BA.

3.3.3 O Grupo Ortogonal, O(n)

O grupo ortogonal O(n) é composto pelas matrizes n X n ortogonais
O(n) ={A € L(R",R") | A é ortogonal}.

Uma matriz ou aplicacdo linear A é dita ortogonal se (Azx, Ay) =< z,y > para todos
r,y € R"

: 1 .

Equivalentemente, em termos da norma ||z| =< x,x >2, A ¢ ortogonal se, e so-
mente se, ||Az| = ||z||,V x € R". Podemos ainda formular outra defini¢ao equivalente
considerando a matriz transposta A7, definida por

(Ax,y) = <:U,ATy>.

Assim, A é ortogonal se, e somente se, AAT = 1.

O grupo ortogonal O(n) sera dado pela imagem inversa da identidade I pela aplicagao

¢ L(R™,R") — L(R™, R"), A+ AAT.

Utilizando esta defini¢ao, a dlgebra de Lie 0(n) de O(n) é definida por o(n) = ker{Tj} =
{A e L(R",R") | A= —AT}, o espago das matrizes n X n anti-simétricas com o colchete
comutador
(A, B] = AB — BA.

3.3.4 O Grupo Ortogonal Especial, SO(n)

Uma matriz A é ortogonal se, e somente se, AAT = I, logo A € O(n) = det(A) = +1.
Definimos o Grupo Ortogonal Especial SO(n) por

SO(n) = O(n)NSL(n,R)
= {A€O0(n)|det(A) =1}.
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Note que SO(n) é a componente conexa de O(n) que contém a identidade I, daif,
SO(n) possui a mesma édlgebra de Lie de O(n).

A algebra de Lie de SO(3)

Um caso particular muito interessante de grupo ortogonal especial é o SO(3), pelo
fato da sua algebra de Lie s0(3) poder ser identificada com (R3, x), onde x é o produto
vetorial usual. Detalharemos aqui, como podemos fazer essa identificacao.

Lembrando que a algebra de Lie s0(3) é composta pelas matrizes anti-simétricas de
ordem 3, podemos obter um isomorfismo de algebras entre (so(3),[, ]) e (R?, x) dado
pela aplicagao (hat map)

~

" (s0(3),[,]) — (R*, x), A A

0 —as a9 )
onde A= | a3 0 —a; | e A= (a1,a9,a3). Assim,
—as 0
[A.B=AxB
0 —as (05} O —bg bg
De fato,se A= | a3 0 —a; | €s03)eB=]| b3y 0 —b | €s0(3) entdo,
—Qa2 aq 0 —bg b1 0
[A,B] = AB—-BA
0 CLle — a1b2 agbl — a1b3
= —agbl + Cllbg 0 Cbng — a2b3
—asby + a1bs  —agby + asbs 0
Dali,
[A> B] = (Cl2b3 — azba, azby — aibz, a;by — azbl)
= (a1, a,a3) x (b1, by, b3)
= AXxB.

3.4 Acao de um Grupo de Lie

Definigao 3.4.1 Seja G um grupo de Lie e M uma variedade. Uma a¢do (G esquerda)
de G em M € uma aplicacao suave ® : G x M — M tal que
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i) ®e,z)=z,VreMe

ii) (g1, P(g2, 7)) = P(q192,2), V 91,90 € G e x € M.

Para cada g € G, seja ®,: M — M dado por ®,(z) = ®(g,x). Entdo as condigoes 7 e
1 da defini¢ao acima se tornam, ®, = Idy; e ®,, 0P , = @, 4, , respectivamente. Uma acgao
g — ®,. ¢ um homomorfismo de grupo entre G' e Dif f(M), o grupo de difeomorfismos
de M. E comum utilizar-se da notacdo g.z para indicar ®(g, x).

Exemplos

a) S'={ze€C||z|| =1} é um grupo abeliano com respeito a multiplicacao
p:Stxst — St
(z,y) — zy
A 4lgebra de Lie de S! ¢ identificada com R e a aplicacdo exponencial é dada por
exp: R — St — ™,
Podemos definir uma acio de S! sobre C? por
S x C? — C% (€Y, (21, 2)) — (21,7 2).

U

b) GL(n,R) age sobre R" de maneira natural por (4, ) — Az. E muito simples verificar
que esta aplicacao é, de fato, uma acao.

No caso particular da acdo de SO(3) em R3, observamos que esta aplicacdo deixa
invariante a 2-esfera S?. Desta forma, temos também, uma acao de SO(3) em SZ.

O

¢) Um campo de vetores X sobre uma variedade M é dito completo quando seu fluxo ¢,
esta definido para todo t € R. Neste caso, ¢; define uma acao de R em M dada por

F:RxM— M,(t,m)— p(m).

De fato,
['(0,m) = po(m) =m
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F(tl,r(tz,m)) = F(tlawm(m))
= (%1 0 ¢r,)(m)

= Pttt (m)
= F(tl + tg, m),

Viti,to € Reme M.

Nas defini¢coes seguintes considere um grupo de Lie GG agindo sobre uma variedade M
através de uma aplicagao .

Definicao 3.4.2 A drbita’ de x € M ¢ definida por

Orb(z) ={P,4(x) | g € G} C M.

Definig¢ao 3.4.3 O grupo de isotropia (estabilizador) de ® em x € M ¢é dado por
G,={9€G|P,(x) =2} CQG.

Desde que a aplicagao @, : G — M definida por ®,(g) = ®(g, ) é continua, G, = ®_'(z)
é um subgrupo fechado e dai, um subgrupo de Lie de G.

Uma acao é dita:

1. Transitiva, se existe apenas uma orbita, ou seja, V x,y € M existe um g € G tal

que g.x = v;
2. Efetiva, se &, = Id); implica em g = e, isto é, g — P, e injetiva;
3. Livre, se G, = {e} para todo x € M, ou seja, ®,(x) = x implica g = e. Note que

toda acao livre é efetiva.

Exemplos

'Em dimensfo finita pode-se mostrar que Orb(x) é uma subvariedade imersa de M.
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a) A translacdo a esquerda L, : G — G; h — gh, define uma acdo livre e transitiva de
G nele mesmo.

O

b) A conjugacao g — I, = Ry-1 o L, define uma acao de G sobre G. A aplicacdo
I,: G — G; h v+ ghg™! é denominada automorfismo linear associado & g. As
orbitas dessa acao sao chamadas classes de conjugacao.

O

Definicao 3.4.4 (A acao Adjunta) Diferenciando o automorfismo linear I, no ele-
mento identidade e, obtemos a representacao adjunta de G sobre g :

Ady =TI, :9— g.
A agao adjunta ¢ a acao de G em g dada por

Ad -G xg—g;

(9,€) — Ady(E).

Em certas ocasioes utilizaremos a notagao: Ad,(£) = g€g™".

Definigao 3.4.5 (A Agao Coadjunta) Seja g* o dual da dlgebra de Lie g de G e seja
Ady : g" — g a aplicagao dual de Ady, definida por
<Ad2a,§> = (a, Ad,¢)
para « € g e € g.
A ag¢ao coadjunta € a acao de G sobre g* definida por
O:Gxg — g
(9, ) = Ad-av.

Defini¢ao 3.4.6 (Gerador Infinitesimal) Seja ® : G x M — M wuma ag¢do. Dado
€ € g, a aplicacio ®° : R x M — M, definida por ®*(t,z) = ®(expté, z) é uma R-agio
sobre M. Entao Pegpre : M — M é um fluxo em M. Definimos o gerador infinitesimal
da acao correspondendo a & como o campo de vetores sobre M dado por

d
Xe(r) == =1 Leapre(2).
t=0
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Proposicao 3.4.1 O espago tangente a uma orbita Orb(xy) em um ponto x € dado por

T,0rb(xo) = {Xe(x) | € € g}-

Demonstragao: Seja o¢(t) uma curva suave em G tangente a £ em t = 0.
Definimos a curva ®5(t) = Op, (). P4(t) € suave e satisfaz @§(0) = Pc(x) = x. Dai

a
dt

B0 = 5| Pale) = Xelo)

t=0

t=0

é um vetor tangente a Orb(xg) em x. Como um vetor tangente a Orb(z) é dado por uma
classe de equivaléncia de curvas como essa, entao segue-se a afirmagao.

Proposicao 3.4.2 Seja Ad, : g — g a representacao adjunta de G. Defina ¢"(g) =
Adgn. Entao T,p"¢ = [€,1).

Demonstracao: Seja ¢:(g) = g.expté = Rexpteg 0 fluxo de X¢. Entao

€n] = [Xe, Xyl(e)
d
= X
o t:0¢t n(€)
d _
= 2| T X(di(e))
t=0
d
e E TexptheXp(—tf)-Xn<eXptg)
t=0
d
= % Texpthexp(—tg)TeLexptfn
t=0
d
= % Te (LeXptﬁoReXp(*tf))n
t=0
d
= — Adey
dt|,_, el
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Exemplo 3.4.1 Seja Ad* : G x g* — g%, (9,n) — Ad;_,n a agao coadjunta de um grupo
de Lie G sobre o dual de sua algebra de Lie g*. Calculemos o gerador infinitesimal X

desta acao.

Seja € € g. Dados a,n € g* temos

Logo

(Xe(a), n)

d
i
d
dt

d
% . <CY, Adezp(ftﬁ)n>
t=

d
— Ad gy
<Oé7 dt —0 p( tE)n>

<Ot, —[5,77]> == <Oé, adﬁn) == <ad20@7}>

Ad:xp(—tﬁ)a’ 77>
t=0

(Adgy ey m)

t=0

Xe(a) = —adia,

onde ad; é a aplicagdo linear adg(¢') = [¢,€].
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Capitulo 4

O Mapa do Momento

Seja G um grupo de Lie e (M,w) uma variedade simplética. Suponha que G age
sobre (M,w) por simplectomorfismos, isto é, existe um homomorfismo de grupos G —
Simp(M,w) : g — @g.

Dado ¢ € g, o gerador infinitesimal correspondente é dado pelo campo de vetores

Xe() d

= expté.x.

d
Pexptel = —7
dt|,_g

t=0

Segue do fato que ¢, ¢ um simplectomorfismo para todo g € G que o campo X é
simplético, ou seja, a 1-forma ¢(X¢)w := w(Xg, ) é fechada para todo £ € g.

Definicao 4.0.7 Uma acao de G sobre (M,w) é dita fracamente Hamiltoniana se X
é um campo de vetores Hamiltoniano para todo £ € g, ou seja, a 1-forma o(X¢)w € ezata

Ve €y,
w(Xg, ) = dH£

Definig¢ao 4.0.8 Uma a¢ao de G sobre (M,w) é dita Hamiltoniana se a aplicagao
g — C*(M)
5 — Hg

define um homomorfismo de dlgebra de Lie com respeito a estrutura de dlgebra de Lie
sobre g e a estrutura de Poisson sobre C*°(M), isto €,

H[Em] = {HEaHn}-
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Lema 4.0.1 Seja G um grupo de Lie conexo e (M,w) uma variedade simplética. Suponha
que G age sobre (M,w) por uma agao Hamiltoniana g — v, e X¢ = Xy, V¢ € g. Entao

Hy-1¢y = He 01y

para g € G e & € g. Onde g~'€g = Ady1&.

Demonstracao: Desde que
Xg1gg = ¢;X§v

entao

dHg-1eg = w(Xy-1¢4,°)

Logo a diferenca das fun¢oes H¢ o1y e Hy-1¢, € constante e isto implica

Hyriemyg = {Hg”Eg?Hg*lng}
{He oy, Hy oy}
{He, Hy} o ¢y

= Hieyjothy.

Seja g : [0,1] — G um caminho continuo tal que §(0) = e e g(1) = g. Denote
=425(t)g(t)"' € g. Entéo
d d__,

—1pg = Xj 0y, 77

o £9=9""[6 9.

Assim,

—(Heotpg — Hy1¢5) = d(He o) Xy — Hy-1e.)
(XHeopq 05X5) — Hie © g
W(Xneopy, Xmqop;) — {Hiy Hy} o g
{He 01bg, Hy o bg}t — {Hy, Hy} o1y
0.

[
S
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Como §(0) = e, entdo He o )5 = Hz-1¢5. Avaliando G(t) em ¢t = 1 concluimos a
demonstracao.

Observe que o lema continua valido mesmo se GG nao é conexo, desde que consideremos
pontos g pertencentes a mesma componente conexa da identidade e € G.

Definigao 4.0.9 Assuma que a acao de G sobre M é Hamiltoniana. Seja & € gex € M.
O Mapa do Momento da acio de G em M € a aplicagao p: M — g* dada por

He(x) = (u(x), €)

de forma a definir um homomorfismo de dlgebra de Lie § — H¢ como no lema 4.0.1.

Lema 4.0.2 O mapa do momento € equivariante com respeito a a¢ao de um grupo conexo
G sobre M e a agao coadjunta Ad; de G sobre g*:

1

prothy = Adyrop=:g" p(x)g.

Ou seja, o diagrama abaixo comuta.

A *
* dgil

g ——g

g
g
MTM

=

Demonstracao: Segue diretamente do lema 4.0.1 ja que

(n(thg(2)),&) = He(vg(x))
Hy-1¢4()
(u(x), Adg—1§)
= <Ad;71,u(x),§>.

No lema anterior, se considerarmos ¢ pertencente a mesma componente conexa da
identidade e € GG, a hipdtese de conexidade do grupo G pode ser retirada.
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Exemplo 4.0.2 Calculemos o mapa do momento para a acao de SO(3) em T*(R?)
R3 x R3 definida por

d:503B)xR*xR* — R*xR?
(A,(¢,p)) = (Agq, Ap)

Primeiramente encontraremos o gerador infinitesimal correspondente a um elemento

A da algebra de Lie de SO(3)

~

Groas() = | (eon(An)

onde A € s0(3) e z = (¢,p) € R® x R®. Lembrando que exp(At) = 32, ’fL—,fV, temos que

Erers(q,p) = (Ag, Ap).

J; é, por definicao, o Hamiltoniano do gerador infinitesimal, ou seja
w(fT*R37 )(Q7p) = dJA((Lp)
onde
3
w = Z dg; N\ dp'
i=1

dg, N dp, + dg, N dp, + dq. N dp.

Obtemos assim

9,0
Opy pg@pz

0 0 0
dg, A dp, + dg, A dp, - dg. A dp,) (G — + Go—— + Gg——
(dgz N dpy + dgy N dpy + dg p)(qlaqurqzaqerqsaqz

~ A

+p1=— +
plapm b2

) =

(qu7 (j% qA3)<de7 dpy7 dpz) — (]317]327133)(61%7 de7 qu)
= /Alq.dp — Ap.dq
Dai
Aq.dp — Ap.dq = dJj
0J;

0J
—L.dg+ —==2.d
dq ¢t op p
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Escrevendo

Logo,

Exemplo 4.0.3 Seja G um grupo de Lie compacto e conexo e seja O C g* uma Orbita
coadjunta, ou seja, uma oOrbita sob a acao coadjunta de G.

Existe uma estrutura simplética natural sobre . Primeiramente, pela proposicao
3.4.1 e pelo exemplo 3.4.1, o espago tangente a O em 1 é dado por

1,0 = {ad(&)"n [¢ € g}

Definimos a forma simplética sobre O por

wy(ad(§)™n, ad(&')n) = (n,[€,€])

para §,&' € g.

G age sobre O através da acao coadjunta

Yg(n) = Adz—l UL
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Como visto no exemplo 3.4.1, o gerador infinitesimal é dado por

Xe(n) = —ad(&)"™n.
A funcao He : O — R,

He(n) = (n,€)
satisfaz
dHe(n)ad(£')™n (ad(&")™n, €)
= (n,ad(&)¢)
= (n,—ad(§)E)
= (n,[§¢]

e é, portanto, a fun¢ao Hamiltoniana correspondente a Xe.

Desta forma, o mapa do momento u : O — g* é dado pela inclusao

w(n) =n.

Exemplo 4.0.4 Considere a acao de um grupo de Lie GG sobre seu fibrado cotangente
T*G induzido pela translacao a direita R,-1. Como na proposi¢ao (1.1.5) a a¢do simplética
é dada por

Yy TG — TG,

Yy(h,v*) = (hg™", (Thg-1 Ry)"v")
onde g,h e Gev* € TyG

Dado £ € g, o campo de vetores sobre G,
G—TG:hw— —T,Ly&
gera o grupo a l-parametro ¢ — Repp(—se).-

Como Yezp(te) € a suspensao a TG de Reyp(—i), entao pela proposicao (1.1.5) o fluxo
L Yegp(re) € gerado pela fungao Hamiltoniana

He(h,v*") = — < 0", T Ly >= — <T)Lpv*, € >
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Logo o mapa do momento p : T*G — g* é dado por

pu(h,v*) = =TrLyv*

Este resultado fica ainda mais simples quando identificamos 7 G com g* através do
difeomorfismo

f[:T°G— Gxg":(hv)w— (h,T; L")
A acao de G sobre G x g* serda dada por

dg(h,n) = fotpo f ' (hn)

(¢ (h, Ty L-1n))

= flhg ', Ty Rg(T Ly )
= f(hg™, Ty (Ly " Ry)n)

= <hg—1 T Ling—+(Tyy1 (L, ' Ry)n)
= (hg "\ T (Lp-1RyLgp-1)n)
= (hg_l Ad*_l’r})

Dado ¢ € g, a funcao Hamiltoniana H¢ é dada por

He:Gxg'—R:(hn) —<-—n>

Dai o mapa do momento p: G X g* — g* é apenas menos a projecao sobre a segunda
componente.

p(h,m) = —n.
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Capitulo 5

O Teorema da Convexidade

Nesta se¢ao estaremos interessados no teorema da convexidade de Atiyah-Guillemin-
Sternberg [2] [6]. Esse é um resultado classico que afirma em sua esséncia a convexidade
da imagem do mapa do momento y : M — R™ de uma ac¢ao hamiltoniana do m-toro T™
sobre uma variedade simplética compacta e conexa (M,w). Neste caso, identificamos a
algebra de Lie g = R de T™ com seu dual g* = R através do produto interno canonico.

Para ilustrar esse teorema mostraremos um resultado interessante devido a Schur |10]
sobre os autovalores de uma matriz hermitiana e seus elementos diagonais. Atiyah [2]
notou que tal resultado poderia ser visto como um corolario do teorema da convexidade.

5.1 Funcoes de Morse-Bott

Uma generalizacao do conceito de fungao de Morse foi dada por Bott |4] considerando
os casos onde os pontos criticos de uma fun¢ao nao formam apenas um conjunto discreto
mas subvariedades suaves (possivelmente de dimensées diferentes). Na demonstragao do
teorema da convexidade do mapa do momento nos baseamos na conexidade dos conjuntos
de niveis H,'(n) da fungdo hamiltoniana Hy = (f, 1) que gera a agdo do toro. Esse fato
é conseqiiéncia de Hy ser uma funcao de Morse-Bott, como veremos a seguir.

Seja f : M — R uma fungao suave cujo conjunto critico Crit(f) contém uma subvar-
iedade C de dimensao positiva. Usando alguma métrica Riemaniana sobre M decompo-
mos 0s espagos tangentes como

.M =T,C&T,C+
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para todo x € C.

Denotaremos por V2f(z) : T,M — T,M o operador linear induzido pela Hessiana
d*f(x) : T,M x T,M — R de f através da métrica Riemaniana, ou seja, g(V2f(z).£,n) =
d?f(z)(&,m). Por definicao, esse operador é auto-adjunto com respeito ao produto interno
proveniente da métrica Riemaniana e dai, diagonalizavel sobre R.

Dados quaisquer V € T,C' e W € T, M temos que
& f()(V.W) = Vo (W.f) =0,

onde W é uma extensao de W. Isto segue do fato que V € T,C e qualquer extensao de

W satisfaz df (W)|¢ = 0. Dai a Hessiana de f induz uma forma bilinear simétrica sobre
T,C+.

Observe que a Hessiana ser ndo-degenerada sobre T,C* é equivalente a

T,Crit(f) = KerV2f(z).

Definicao 5.1.1 Uma funcao suave f : M — R sobre uma variedade M ¢é chamada
funcao de Morse-Bott se seu conjunto critico Crit(f) é uma uniao disjunta de sub-
variedades conezas e para cada subvariedade critica C C Crit(f), a Hessiana de [ é
néao-degenerada sobre T,C+ Vx € C.

Dizemos que a Hessiana de uma funcao de Morse-Bott € nao-degenerada na diregao
normal de suas subvariedades criticas.

Exemplo 5.1.1 Toda func¢ao de Morse f : M — R é uma fung¢ao de Morse-Bott com
subvariedades criticas de dimensao zero.

O

Exemplo 5.1.2 A funcao f : S™ — R, f(21,...,xp11) = 22,1 € uma fung¢io de Morse-
Bott. O pdlo norte N, o polo sul S e o equador E = {(z1,...,xpn11) € S™| Xy = 0} sdo
0s pontos criticos de f. Observe que as variedades criticas sao de dimensoes diferentes,
N e S de dimensao zero e E de dimensao n — 1.

O
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O campo de vetores gradiente Vf de uma funcao f : M — R suave sobre uma
variedade Riemaniana (M, g) é definido por

g(Vf, V) =df(V)
para todo campo de vetores V' sobre M.

Seja ¢; : M — M o fluxo gradiente negativo definido por

d
%Cbt(ﬂf) ==V fody, ¢o=1d.

A linha de fluxo gradiente v, : [0, 1] — M é a curva integral dada por

’yx(t) = Cbt(l’)

Proposicao 5.1.1 Toda funcao suave f : M — R sobre uma variedade Riemaniana de
dimensao finita (M, g) nao cresce ao longo das linhas de fluzo gradiente.

Demonstracao:
d d
SHu(t) = E(foast(x))
= df¢t<x>° Ge(x)

= dfoua)(— ( Hee(@)))
= —9((VN(¢u(2)), (VI)(¢i(2))) < 0.

Definigao 5.1.2 Seja C' uma subvariedade critica (coneza) de uma fungao de Morse-Bott
f: M — R. A variedade estdvel de C' ¢ definida por

W*(C) ={z € M| Jim o(x) =pe C}
e a variedade instdvel por

W (C) ={x e M| tEr_noo o(z) =pe C}.
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O indice de C' ¢ dado por
n~(C) = dimW"(C) — dimC = codimW?*(C)
e o coindice por

nt(C) = dimW?*(C) — dimC = codimW"(C).

O indice de uma subvariedade critica C' coincide com a dimensao do autoespaco neg-
ativo da Hessiana da funcdo f sobre TC* e o coindice coincide com a dimensdo do
autoespaco positivo correspondente.

Assim como as funcoes de Morse, dado um ponto x € M, uma funcao de Morse-Bott
f decresce ao longo da linha de fluxo gradiente, como visto na proposicao 5.1.1, e segue
que, se M é compacta, a trajetoria ¢;(x) deve convergir para alguma variedade critica
quando t — oo e quando t — —o0. Assim,

M= Jw )= Jw(©).
C C

O lema abaixo é o principal resultado sobre teoria de Morse-Bott que usaremos
na demonstracao do teorema da convexidade. Faremos uso do seguinte argumento de
transversalidade:

Suponha que a subvariedade compacta X em M intercepta outra subvariedade Z e que
dimX + dimZ < dimM. Entao podemos fazer uma deformagao arbitrariamente pequena
em X de forma que nao intercepte Z.

Mais detalhes sobre tal argumento podem ser encontrados em [5].

Lema 5.1.1 Seja f: M — R uma func¢ao de Morse-Bott sobre uma variedade compacta
M. Suponha que as variedades criticas de f possuem indices e coindices n*(C) # 1. Entdo
o conjunto de nivel f~1(c) é conexo para todo c € R.

Demonstracgao: Primeiramente provaremos que existe exatamente uma variedade critica
conexa de indice zero. Seja Cj a uniao de todas as variedades criticas de indice zero. Como
M =J,W?*(C) entdo o complemento de W*(Cj) é a uniao das variedade estéaveis de todas
as outras subvariedades criticas e, por hipdtese, cada uma dessas variedades estaveis tem
codimensao pelo menos 2. Segue pelo argumento citado acima que qualquer caminho
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ligando dois pontos de W#(Cy) C M pode ser tomado disjunto de M — W*(Cp). Assim,
W#(Cy) € conexo e, portanto, Cp também é conexo. Da mesma maneira, prova-se que
existe exatamente uma variedade critica de coindice zero.

Sejam
cg<cp <..<cn

os niveis criticos de . Desta forma a variedade critica de indice zero é

Co=f 71(00)
e a variedade critica de coindice zero é
CN = fﬁl(CN).

Provaremos que o conjunto de nivel f~!(c) é conexo sempre que ¢y < ¢ < ¢;. Isto
segue do fato de podermos unir quaisquer dois pontos zg,z; € f~'(c) por linhas de
fluxo com pontos em Cj e estes podem ser unidos por um caminho em Cj. Desde que
codimCy = n™(Cy) > 2 o caminho resultante pode ser tomado disjunto de Cy por nosso
argumento de transversalidade e depois movido para o nivel ¢ usando o fluxo gradiente.

Faremos agora um processo indutivo pra provar que os conjuntos de nivel f~!(c) sao
conexos para qualquer valor regular ¢ de f. Suponha que f~!(c) é conexo para ¢ < ¢;, com
J < N. Sejam zg,71 € f~!(¢; + ). Conecte cada um desses pontos a outros em W*(Cp)
por um caminho em f~'(¢; + £) e mova-os, usando o fluxo gradiente, ao nivel ¢; — e.
Teremos entao, dois pontos z(, e ] que, por hipotese de indugao, podem ser conectados
por um caminho 7 : [0,1] — f~!(¢; — ). Desde que o complemento de W*(Cy) em M
tem codimensao maior ou igual a 2, podemos tomar o caminho resultante contido em
W*(Cy). Assim, usamos o fluxo para mové-lo para o nivel ¢; + ¢ e obteremos o caminho
requerido v : [0,1] — f~*(¢; + €) conectando xg e 1. Ou seja, f~'(c; + ) é conexo,
completando o argumento indutivo.

Para finalizarmos a demonstracao, provaremos, por continuidade de f, que os con-
juntos de nivel sdo conexos. Suponha que f~'(c;) é desconexo para algum j. Entao
existem conjuntos abertos U,V C M com fechos disjuntos tais que f~*(c;) N U # 0
e f71(c;) NV # (. Como o conjunto dos valores regulares de f ¢ denso em R, entdo
Y e)NU #0e f~(c) NV # O para valores regulares c¢ arbitrariamente proximos de
c;. Isso contradiz o fato que os conjuntos de nivel regulares sao conexos, como tinhamos
provado anteriormente, finalizando a demonstracao.
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5.2 0O Teorema da Convexidade

Considere uma acao Hamiltoniana de um toro T™ sobre uma variedade simplética
compacta e conexa. O teorema da convexidade afirma que a imagem do mapa do momento
neste caso forma um conjunto convexo de R™. Antes de enunciarmos formalmente este
resultado, apresentaremos os lemas necessarios a sua demonstracao.

Lema 5.2.1 FEuxiste uma estrutura quase complexa J sobre M compativel com w e invari-
ante sob a a¢ao do toro, ou seja PyJ = J para todo 0 € R™.

Demonstracgao: Seja gy uma métrica Riemaniana sobre M. Defina

g= Ypgo db.
'er

A métrica g é evidentemente invariante sob a a¢ao do toro e tomando sua imagem pela
aplicacao r : Met(V) — J(V,w) da proposi¢ao 2.1.2 obtemos uma estrutura complexa
invariante e compativel com w.

Observe que este argumento poderia ser utilizado para qualquer acao simplética de
qualquer grupo de Lie compacto.

Lema 5.2.2 Seja G C T™ um subgrupo de T™. Entdao o conjunto dos pontos fixos de G

Fiz(G) = ﬂ Fix(vy)

e

€ uma subvariedade simplética de M.

Demonstragao: Seja x € Fiz(G). Para § € G denote a derivada de ¢y em x por
Vo =Ty : T,M — T, M

Essas aplicacoes determinam uma acao de GG sobre o espaco vetorial simplético complexo
(Te M, wy, Jz).
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Considere a aplicacao exponencial exp, : T, M — M com respeito a métrica invariante
g(v,w) = w(v, Jw).

Sevy:R— M,v(0) =ze+(0) =& €T, M é uma geodésica o mesmo vale para g 0y.
Temos que ¢(7(0)) = Yy(z) =z e

d

T . g oy(t) = Vgl

Logo
expa(Wol) = Wo(v(1)) = Wo(exp:(S))

Em conseqiiéncia disso os pontos fixos de 1y numa vizinhanca de = correspondem a
pontos fixos de Wy no espaco tangente T, M ja que

¢0(e$px(§)) = esz(g) = Uyl = ¢.

Desta forma
T,Fiz(G) = () ker(I — ).
0eG
Pelo lema (5.2.1) as aplicagbes lineares Wy sdo transformacoes unitarias de T, M desde
que V &,n e T, M,
g(Wos, Won) = w(Wes, JWon)
= w(¥eg, Jn)
= —w(JYE,n)
= —w(J&n)
= w(&Jn)
9(&:m)-

Segue dai e do lema (5.2.1) que
Vo J, = Jx\yO:

pois
g(‘IIHJ:E - Jx\II% \IIOJz - qujﬁ) = g(\IIH']:Ea \IIGJx> - 29(‘119Jx7 Jx\DH) + Q(qufey JI\PO)
Dado £ € Ker(I — VUy) a igualdade WyJ, = J, Wy implica que
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Logo J.& € Ker(I —Wy), ou seja, o autoespago com autovalor 1 de Wy é invariante por
J, e dai um subespaco complexo e, por conseqiiéncia da proposicao 2.2.2, um subespaco
simplético.

Lema 5.2.3 Para todo 0 € R™ a func¢ao Hg = (11,0) : M — R € uma fun¢ao de Morse-
Bott com variedade criticas de dimensao e indice pares. Além disso, o conjunto critico

Crit(Hy) = (1 Fiz(-)

T€TY

é uma subvariedade simplética, onde Ty = ({t0 + k|t € R,k € Zm}/7Z™) é o sub-toro
fechado gerado por 6.

Demonstracao: Suponha que 6 possui componentes linearmente independentes sobre
os racionais de forma que o conjunto {t0 + k| t € R,k € Z™} é denso em R™.

Desde que dHy Xy = w(Xg, Xg) = 0 entdo Hy((x)) = H(z). Isto implica que os
pontos criticos de H = Hy sao os pontos fixos de 1y, que, pela independéncia linear de
0, sao os pontos fixos do toro inteiro. Assim,

Crit(H) = (1) Fiz(y,).

TeT™

Pelo lema (5.2.2) esse conjunto forma uma subvariedade simplética de M. Considere
a Hessiana de H em um ponto x € Crit(H) com respeito a métrica Riemaniana g(u,v) =
w(u, Jv) e considere o operador linear induzido

V2H (z) : T,M — T, M.

Para & € T, M tem-se

= dH(x)¢
= w(Xp(2),8).
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Logo
Xp(x)=—-J,VH(x)

T,Xy =—J,dVH(x) = —J,V?*H(x).

Assim T, Xy = —J,V2H (x) define um campo de vetores linear sobre T, M. Desde que

d d
E‘I’w = T, (Ei/ite)
T (Xu(Yw))
= 7;)(H<q%9%

entdao Wy é o fluxo de T, X . Logo Wy = exp(—tJ,V?H(x)) e assim, o nicleo de V2H (z)
corresponde aos pontos fixos das matrizes Wyy. Desde que 6 tem componentes indepen-
dentes sobre os racionais esses sao os pontos fixos de ¥, para todo 7 € T™. Dai

T,Crit(H) = () ker(I - ¥,) = kerV>H(x).

TeT™

Como visto no lema anterior, ¥, é uma transformacao unitaria e da mesma forma, .J,
comuta com V2H (z). Assim, os auto-espagos de V2H (z) sdo invariantes sob .J, o que os
tornam subespacos complexos e conseqiientemente, de dimensao par.

Desta forma, provamos que a variedade de pontos criticos de H tem indice par e

T, Crit(H) = KerV?H (x) é um subespaco complexo e portanto, subespaco simplético de

T,.M. Isto prova o lema no caso das coordenadas de # serem linearmente independentes

sobre os racionais. O caso geral segue restringindo a a¢ao ao subtoro fechado 7, C T™.
]

Definicao 5.2.1 Denotaremos as componentes do mapa do momento p: M — R™ por

= (1, f2y s fm)-
Diremos que p € trredutivel se as 1-formas duy, ..., dp,, sao linearmente independentes

e redutivel caso contrdario.

No caso onde p é redutivel, a funcao
Hy = {p,0) = > 0,1
j=1
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é constante para algum vetor nao-nulo § € R™. Neste caso a componente com ¢; # 0
pode ser negligenciada reduzindo a acdo para uma de T™ 1. Mais precisamente, existe
uma agao T™ ! — (M,w), T — 9’ com mapa do momento p' : M — R™"! e uma matriz
injetiva A € Zm=D*™ ta] que

o = Vg, plz) = AT (x)
para todo 8 € R™ e x € M.

Observe que no caso da acao ser redutivel a convexidade de p/(M) implica na convex-
idade de p(M) pois, se pu(x), u(y) € (M), entao

(1= t)ulx) +tu(y) = AT[(1 = )/ () + 14 (y)] € p(M).

Usaremos esse fato na demonstracao do teorema da convexidade, ja que o faremos por
indugao sobre a dimensao do toro, como veremos a seguir.

Teorema 5.2.1 (Atiyah-Guillemin-Sternberg) Seja (M,w) uma variedade simplética
compacta e conexa. Considere uma ag¢ao hamiltoniana de T™ sobre (M,w) dada por
0 — 1y com mapa do momento p: M — R™. Entao os pontos fixos da a¢ao formam uma
uniao finita de subvariedades simpléticas conexas Cy,...,Cy :

feTm

() Fix(y) = U Cj.

O mapa do momento é constante sobre cada um desses conjuntos
u(Cj) =n; € R™

e a imagem de [ € o fecho convezo dos pontos n;, ou seja,
N N
p(M) = {Z%%’ [ D N=LA2 0}-
j=1 j=1

Demonstracgao:

Primeiramente provaremos que p~'(n) é conexo para qualquer valor regular n € R"
de p. Para isso usaremos inducao sobre a dimensao m do toro.

61



Se m = 1 os pontos criticos de p sao os mesmos de Hy =< pu,0 >,0 # 0, dai, pelo
lema 5.2.3, a funcao p : M — R satisfaz as hipoteses do lema (5.1.1) e portanto p~'(n) é
CONEexo.

Suponha que p~!(n) é conexo para agoes de T™ 1. Se a acdo de T™ & redutivel nada
temos a fazer pois dpuy, dps, ..., djiy, sdo linearmente dependes, logo 1 (n) = 0 para qual-
quer valor regular n de p.

Suponhamos que nossa agao é irredutivel. Neste caso, a fungdo Hy = (u, ) é nao-
constante para qualquer 0 # 0 € R™.

Seja
Z = | Crit(H,).
00
Pelo lema (5.2.3) os pontos criticos de Hy sao os pontos fixos da ac¢ao do subtoro fechado
Ty C T™ e formam subvariedades proprias de dimensao par de M. Esta uniao é enumerével
desde que o conjunto dos pontos fixos diminui quando o toro aumenta, entao é suficiente
considerarmos subtoros unidimensionais ou seja, vetores inteiros 6. Como M é compacto
e de Hausdorff, pelo teorema da categoria de Baire, Z tem interior vazio, logo M — Z é
denso em M. M — Z é aberto ja que x € M — Z se, e somente se os funcionais lineares
dpyi(z), ..., dpm(x) sdo linearmente independentes.

O conjunto de valores regulares de p é denso em u(M). De fato, aproximando n =
p(z) € p(M) por uma seqiiéncia x; € M — Z, entdao a imagem p(M) contém uma
vizinhanga de p(z;). Pelo teorema de Sard, existe um valor regular n; € R™ de p o qual
estd arbitrariamente proximo a u(z;) e entdao p~'(n;) # 0. Da mesma forma, prova-se
que o conjunto dos pontos n € (M) tais que (71, ...,m—1) é valor regular do mapa do

momento reduzido (p1, ..., fim—1) € denso em pu(M).
Provaremos que ! é conexo sempre que (7y,...,Mm_1) é valor regular do mapa do

momento reduzido (g1, ..., fim—1). Seja

Por definicao ) é a imagem inversa de um valor regular logo uma variedade. Além
disso, pela hipotese de inducao, () é conexa.

Considere a funcao
pm : Q — R.
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Um ponto z € () é ponto critico de ,u|Q se, e somente se existem * 0y, ...,0,,_1 € R tais
que

m—1
j=1

Dai z é ponto critico de Hy = (u,0) : M — R, 0 = (04, ...,0,,1,1).

Pelo lema (5.2.3), Hp ¢ uma fungao de Morse-Bott com variedades criticas de dimensao
e indice pares. Seja C' C M a variedade critica de Hy que contém o ponto x. Provemos
que C' intercepta () transversalmente, ou seja

T.M = T.C + T.Q.

Isso é equivalente aos funcionais lineares dyy, ..., dpy,—1 : T, M — R permanecerem
linearmente independentes quando restritos ao subespaco T,.C. Primeiramente, observe
que, pelo lema (5.2.3) C' é uma subvariedade simplética de M.

Sejam v, e Wy os fluxos hamiltonianos de p; e Hy, respectivamente. Pelo lema 4.0.2,
u(Wy) = Ad* . Mas T™ & um grupo comutativo, logo a transformagao coadjunta é a
identidade e (W) = p. Entao

d

{uy, Ho} = g7 (W) = 0.
t=0

Logo, pela proposi¢ao 1.1.3, ¢, comuta com W. Derivando

bi(Wap(7)) = Wep(¢hr())

com relacao a s em s = 0, tem-se

Tm¢tXH9 (ZL’) = XH@ (wt (SU))

Dai, se x € C, entao Xp,(z) = 0 e, conseqiientemente Xy, (v:(x)) = 0 e u(z) € C.
Ou seja, o fluxo v; preserva a variedade critica C'. Desta forma os vetores linearmente
independentes X; = X, : M — T'M sao tais que

X1<ZL‘), ceey Xm_l(l') S TxC

! Multiplicadores de Lagrange

63



Como T,C' é um subespaco simplético de T, M, entdao para todo A € R"! nao-nulo,
existe um vetor nao-nulo £ € T,.C tal que

0 75 w (Z )\ij(.fL'), f) - Z )\]d:uj(x)€7

o que mostra que os funcionais dy;(x) : T,C — R s@o linearmente independentes e a
intercessao de C' e M é transversal.

Isso implica que T,Q D T,C* e assim, T,Q NT,C* é o complemento de T,C em T, M.
Entdo a Hessiana de Hy é ndo degenerada sobre T,,Q NT,C+ com indice e co-indice pares.

A igualdade
T.Q =T, (QNC) & T,Q N T,C*

mostra que C'NQ é uma variedade critica de Hy| o com indice e co-indice pares. O mesmo

. ~ . m—1
ocorre com ,um|Q pois essas fungoes diferem apenas da constante ijl n;0;. Desta forma,
um|Q possui somente variedades criticas de indice e co-indice pares o que implica, pelo
lema (5.1.1), que os conjuntos de nivel

=t m) = QN ()

sdo conexos para todo 7,,. Assim, provamos que o conjunto p~'(n) é conexo sempre que
(M1, vy Mm—1) € valor regular de (py, ..., ftm—1). Desde que o conjunto desses pontos é denso
em (M) segue por continuidade que x~!(n) é conexo para qualquer valor regular 7.

Provaremos agora a convexidade do conjunto p(M) por indugao sobre a dimensao m
do toro. No caso m = 1, a convexidade de pu(M) é conseqiiéncia de sua conexidade, ja
que em R esses conceitos sao equivalentes.

Suponha que p(M) é convexo para agoes Hamiltonianas de T™ . Se a acao for re-
dutivel a convexidade de pu(M) segue diretamente da hipotese de indugao. Suponhamos
que nossa acao de T™ é irredutivel. Vimos que nessas condicoes o conjunto dos valores reg-
ulares de & denso em p(M). Seja A € Z™*(™=1 uma matriz inteira injetiva e considere
a acao

T — (M,w)

0 a0

com mapa do momento
pa=ATp: M — R™ L
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Esta a¢ao também ¢é irredutivel pois se A = [a;;], entdo

(Ha)i = Z ajipy = d(pa); = Z ajidp;.
J=1 j=1
Portanto, se 6 = (64, ...,0,,_1) € R™! ¢ tal que Z;Zl 0;d(pa); = 0, entao

m—1 m
S b, — 0=
i=1 j=1

m m—1

Z ( ezaji) duj = 0=

7j=1 =1

ja que A é uma matriz injetiva.

Assim, o conjunto dos valores regulares de ;14 é denso em p4(M) e pela primeira parte
da demonstracio, u,'(n) é conexo para qualquer valor regular n € R™! de p4. Dado

qualquer o € p, (1),
v € pyt(n) & Alu(e) =n= AT u(w).
Portanto, podemos escrever

pa'(n) = {z € M| p(x) — p(xo) € KerA™}.

Conectando x; e 79 por um caminho y(¢) em ;' (n), obteremos um caminho p(y(t)) —
w(zo) em KerAT. Desde que A é injetiva, entao AT é sobrejetiva e conseqiientemente,
KerAT é unidimensional. Assim, o caminho u(y(t)) — (o) é de fato, o segmento de reta
ligando o vetor 0 com o vetor pu(x1) — p(zg). Ou seja,

u(v(t) = p(wo) = t(pu(@1) — plxo)), 0 <t < 1.
Dai,
(1 =)o) + tpl@1) = p(y(t)) € p(M), 0 <t < 1.

Dados zg,x; € M podemos aproxima-los arbitrariamente por pontos z{, e x] com
p(xh) — p(ah) € Ker AT para alguma matriz injetiva A € Z™(™=1)_ Tomando os limites
xy — xo e ) — w1 segue que p(M) é convexo.
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Pelo lema (5.2.3) o conjunto dos pontos fixos C' da agdo decompde-se em um nimero
finito de subvariedades criticas Cy, Cs, ..., Cy. Como cada C; esta contido em Crit(Hy),V 6 €
R™ entao o mapa do momento j é constante em cada um desses conjuntos, p(C;) =n; €
R™. Mostraremos que p(M) é o fecho convexo dos pontos 7);.

Provamos anteriormente que p(M) é convexo, logo o fecho convexo dos pontos 7; esta
contido na imagem de p. Para a inclusao contraria considere n € R™ fora do fecho convexo
de {n;}. Tomemos um ponto # € R™ com coordenada linearmente independentes sobre
os racionais de forma que

<77j78> < <7779> 7Vj

Vimos na prova do lema (5.2.3) que os pontos criticos de Hy sao os pontos fixos da
acao de T™. Dai, Hy atinge seu maximo em um dos conjuntos C; e

sup (u(p),0) < (n;,0) <(n,0).

Desta forma n ¢ u(M) e

N N
(M) = {Z)\jﬁj [ D> =102 0}
j=1 j=1

como queriamos demonstrar.

Como notado por Atiyah [2] o teorema abaixo devido a Schur [10] pode ser visto como
um corolario do teorema da convexidade.

Teorema 5.2.2 (Schur) Seja A = A* € C"" uma matriz hermitiana, A1, \a, ..., A\, seus
autovalores. Entao o vetor a = (aq,...,a,) € R™ formado pelos elementos da diagonal de
A pertence ao fecho convexo dos pontos

O\ = ()\0(1)7 A3 /\U(n))

sobre todas as permutacgoes o € S,,.

Demonstragao: Seja G = U(n) o grupo unitario e T C U(n) o subgrupo de matrizes
diagonais. Observe que T pode ser identificado com o n-toro. Denotando por t a algebra
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de Lie de T, vemos que esta é formada pelas matrizes diagonais em g(n) = u(n) = {A €
C™™ | A= —A*}, a algebra de Lie de G.

GG age sobre g através da acao adjunta

Adyé =T L,§ = g€, N€g

Seja A € t uma matriz diagonal com todas os elementos da sua diagonal distintos.
Podemos definir naturalmente um difeomorfismo entre a 6rbita adjunta de A, Orb(\) e o
espaco quociente M = G/T, simplesmente identificando gT e ghg~!. Verifica-se que esta
operagao esta bem definida observando que o estabilizador de A, G\ = {g € G| Ad,\ = \}
¢ o proprio T.

A estrutura simplética de Orb(\) é dada pela 2-forma

wa(£,€) =<\ [£,€] >

onde < &, n >= traco(*n). Este produto interno canonico identifica a dlgebra de Lie g
com seu dual e assim, a a¢do de G sobre M, induzida pela agao adjunta sobre Orb(\), pode
ser vista como a acao de GG sobre uma oOrbita coadjunta. Utilizamos entao, o resultado do
exemplo 4.0.3 para obter o mapa do momento da agao de G sobre (M,w,). Este é dado
por

g GJT — g, pg(gT) = ghg™"

Para determinarmos o mapa do momento da a¢ao no n-toro T C G sobre M fazemos
a composicao de pug com a projecao ortogonal g — t de g sobre o subespaco t de suas
matrizes diagonais. Dai, tomamos as entradas da diagonal da matriz anti-hermitiana
A = g\g~! € u(n), obtendo
pr = diag(ghg™").

Com a identificacao de Orb(\) e M, tem-se que os pontos fixos da agdo de T sobre
M sao as matrizes diagonais em Orb()), ou seja, as matrizes obtidas permutando-se os
elementos da diagonal de A. A imagem de pu, nesses pontos sao justamente os vetores
.\ € R" e, pelo teorema de Atiyah-Guillemin-Sternberg, o conjunto pur(G/T) é o fecho
convexo desses vetores. Substituindo a matriz A = gl\g~! pela matriz hermitiana iA
segue-se a afirmagao do teorema.

67



Referéncias Bibliograficas

[1] ARNOLD, V. I. Mathematical methods of classical mechamics. New York: Springer-
Verlag, 1978.

[2] ATIYAH, M.F. Convezity and commuting Hamiltonians. Bulletin of the London
Mathematical Society, 14, 1-15. 1982.

[3] BANYAGA, A. and HURTUBISE, D.Lectures on Morse Homology. Dordrecht:
Kluwer Academic Publishers. 2004.

[4] BOTT, R. Lectures on Morse theory, old and new. Bulletin of the American Mathe-
matical Society, 7, 331-58. 1972.

[5] GUILLEMIN, V. and POLLACK, V. Differential topology. Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, NJ. 1974.

[6] GUILLEMIN, V. and STERNBERG, S. Convezity properties of the moment map.
Inventiones Mathematicae, 67, 515-38. 1982.

[7] MARSDEN, J. E. and RATIU, T. S. Introduction to Mechanics and Symmetry. New
York: Springer, 1994.

[8] McDUFF, D. and SALAMON, D. Introduction to Symplectic Topology. Oxford Uni-
versity Press, 1998.

[9] MOSER, J.K. On the volume elements on manifolds. Transactions of the American
Mathematical Society, 120, 280-96. 1965.

[10] SCHUR, L. Uber eine Klasse von Mittelbildungen mit Anwendun- gen auf die De-
terminantentheorie. Sitzungsberichte der Berliner Mathema- tischen Gesellschaft, 22,
9-20. 1923.

68



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

