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Resumo

A classe dos Modelos Aditivos Generalizados (MAG) pode ser vista como uma ex-
tensdo dos Modelos Lineares Generalizados (MLG), e permite que o preditor linear seja
substituido por um preditor aditivo, composto pela soma de fungoes suaves s. Neste tra-
balho, em particular, as fungoes nao-paramétricas utilizadas para suavizagao sao splines.
Com isso, pode-se inserir no preditor varidaveis que nao influenciam a resposta média de
forma linear, criando-se uma estrutura mais flexivel para modelagem dos dados.

O procedimento de inferéncia seguird os enfoques cldssico e bayesiano e, para ex-
emplificar o método, os modelos propostos sao ajustados a um conjunto de dados de
contagens de obitos em Sao Paulo, com observacoes feitas no periodo de 01 de janeiro de
1994 a 31 de dezembro de 1997. Pressupoe-se distribuicao de Poisson para a contagem de
6bitos e a média ¢é explicada em funcao de variaveis climéticas e poluentes atmosféricos.
Uma segunda aplicacao é feita utilizando resposta continua, modelando-se observagoes de
monoxido de carbono (CO) deste mesmo banco de dados. Aqui, as varidveis envolvidas
no preditor sao temperatura e umidade.

Palavras chave: Modelo aditivo generalizado, spline ctibico.



Abstract

The class of Generalized additive models (GAM) can be seen as an extension of
the Generalized linear models (GLM), where the linear predictor is substituted by an
additive predictor, composed by a sum of smooth functions s. In particular, in this work
the non-parametric functions are splines. With this, it can be inserted in the predictor
variables that does not influence the mean response in a linear way, creating a more
flexible structure for modelling the data.

The inference procedure will follow both the classical and Bayes paradigm and to
exemplify the method, the proposed models are applied to a database of daily death
counts in Sao Paulo, registered from January 1st, 1994 until December 31st, 1997. It
is assumed a Poisson distribution for the death counts and its mean is described as a
function of climatic variables and atmospheric pollutants. A second application is made
using continuous response, modelling carbon monoxide (C'O) observations of this same
database. Here, the variables introduced in the predictor are temperature and humidity.

Key words: Generalized additive models, cubic spline.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho sera verificado o comportamento de varidveis explicativas que nao ne-
cessariamente tenham uma influéncia linear na resposta, e/ou respostas que sao afetadas
nao so pela variavel explicativa no dia corrente, mas também no periodo anterior ou
periodos anteriores. Além disso, existe um grande interesse em trabalhar com variaveis
resposta com distribuicao nao gaussiana e, desta forma, se torna necessario trabalhar
com uma classe de modelos que suporte esta estrutura.

Embora os modelos lineares generalizados (McCullagh & Nelder, 1989) permitam
contornar o problema de nao normalidade da variavel resposta, estes nao suportam que
se analise conjuntamente, por exemplo, uma estrutura que contenha covariaveis defasadas
no tempo e variaveis explicativas que nao impactam a resposta média de forma linear.
O uso de modelos com defasagens é justificado pela idéia de que, em muitas situagoes, o
desfecho no dia corrente é afetado nao sé pelo nivel das variaveis explicativas no mesmo
dia, mas também do dia anterior ou dias anteriores. Ou seja, a motivagao para tais
modelos é o reconhecimento de que muitos eventos que afetam a resposta persistem ao
longo do tempo.

A idéia de trabalhar com suavizacoes de varidveis tem suas raizes nas industrias
acrondutica e de construcao de navios. Em Bartels et al (1987) é descrita uma técnica
para construir moldes de avioes utilizada pela industria aérea britanica na 2* Guerra
Mundial, que consistia em passar finas pranchas de madeira por pontos tragados no

chao. As pranchas seriam mantidas no lugar em pontos discretos, e entre estes pontos



assumiria formas de energia minima.

Em estatistica a importancia do uso de técnicas de suavizacao de variaveis surge
quando, por exemplo, nao é possivel obter um modelo linear que se ajuste bem aos
dados, ou quando existem variaveis explicativas para as quais o interesse estd apenas na
possivel consideracao de seus efeitos, mas nao na estimativa da magnitude de tais efeitos.
Uma forma de introduzir esta particularidade no modelo é trabalhar com uma funcao
da variavel em questao - geralmente um polinomio de baixo grau, cujos coeficientes sao
estimados através de minimos quadrados (Green e Silverman, 1994). Esta técnica, porém,
pode nao ser eficiente nos casos em que se tem observacoes extremas, pois estas podem
influenciar varias regioes da curva, e desta forma, o objetivo principal deste estudo sera

buscar uma estrutura que seja flexivel o suficiente para:

(1) modelar varidveis resposta cuja distribuigao pertenga a familia exponencial;
(ii) incluir no modelo varidveis que impactam a resposta média de forma nao linear;

(iii) permitir o tratamento de efeitos defasados de covaridveis sobre a resposta.

O procedimento de inferéncia neste trabalho seguira os enfoques classico e bayesiano,
e sua organizacao sera feita da seguinte forma:

No capitulo 2 é feita uma apresentagao formal das splines, bem como das técnicas
de estimacao de modelos semi-paramétricos seguindo os enfoques classico e bayesiano, e
sao mostradas as formas de se obter amostras da distribui¢ao a posteriori. No capitulo
3 sao introduzidos os modelos propostos para ajustar os dados segundo a metodologia
apresentada no capitulo anterior e é feita uma breve descricao dos dados, aos quais
os modelos propostos sao ajustados. Neste capitulo também se encontram descritos os
critérios adotados para comparar os modelos estimados e as aplicagoes, e sao listados
os resultados alcancados. Finalmente, no capitulo 4 sao apresentadas as consideragoes

finais.



1.1 Revisao de Literatura

No contexto do presente trabalho a principal restricao ao uso dos modelos lineares
generalizados é o caso em que se tem variaveis explicativas que nao influenciam a resposta
média de forma linear, e uma alternativa é trabalhar com a classe dos Modelos Aditivos
Generalizados (MAG) proposta por Hastie e Tibshirani (1990). Esta classe de mode-
los permite que o preditor linear seja substituido por um preditor aditivo, composto pela
soma de fungoes f quaisquer. Neste trabalho, em particular, as fungdes nao-paramétricas
utilizadas para suavizacao sao splines, apresentadas como em FEilers e Marx (1996), que
assumem que o efeito f de uma covariavel x pode ser aproximado por uma spline poli-
nomial escrita em termos de uma combinacao linear de fungoes base B-spline. Biller e
Fahrmeir (1997) apresentaram uma aproximacao bayesiana completa para suavizadores
como as splines, e Wahba (2000) estudou diversas generalizagoes das splines que sao obti-
das como solucao de problemas variacionais. Fahrmeir e Lang (2001) apresentam uma
forma de realizar inferéncia bayesiana através de simulagao de Monte Carlo em modelos
aditivos semi-paramétricos e mistos, e Lang e Brezger (2004) introduzem uma genera-
lizacao deste trabalho, onde mostram uma versao bayesiana para as splines de Eilers e
Marx adotando prioris passeio aleatério que servem como prioris de suavizagao para os
coeficientes das B-splines.

Neste capitulo sera feita uma breve revisao dos modelos de Hastie e Tibshirani e de
como serao tratados os efeitos defasados de covaridveis. Serd mostrada também uma

formalizacao das técnicas nao-paramétricas utilizadas segundo de Boor (1978).

1.2 Modelos Lineares

Um modelo linear é aquele em que uma variavel dependente Y é explicada por um
conjunto de varidveis independentes X; = Xy, -+, X}, por meio de uma funcao linear

nos parametros, da seguinte forma:

E(Y: | X¢) = Bo + 51 Xut + BoXot + -+ + 5o X (1.1)



Em notacao matricial, tem-se:
E(Y; | X¢) = X4 (1.2)
onde:

Y, é o valor da variavel resposta no tempo t,
B = (Bo,-++,Bp) é 0 vetor de coeficientes,

X é o vetor de dimensao 1 x (p+ 1) cujos elementos sao dados pela t-ésima observagao

de p covaridaveis independentes, e o primeiro elemento ¢é 1.

1.2.1 Modelos de Defasagens Distribuidas

A idéia de trabalhar com varidveis defasadas no tempo surgiu inicialmente da necessi-
dade de modelar séries economicas, onde se procurava estudar quando uma determinada
medida economica teria efeito, ou qual seria a durabilidade de algum bem de consumo
(Solow, 1960; Chetty, 1971). Esta estrutura de modelo se estendeu naturalmente a outras
areas do conhecimento, sendo utilizada amplamente em ciéncias sociais e, mais recente-
mente, na area de saide publica (Schwartz, 2000; Alves, 2003).

Um modelo de defasagens distribuidas sobre uma variavel X apresenta a seguinte
forma:

E(Y, | X) =7+ o X + 51 Xe—1 + ... 4 B X (1.3)

onde Xy, X; 1,---,X;_, representam a covariavel de interesse no tempo corrente, no
tempo imediatamente anterior, e até ¢ tempos anteriores, e v é um intercepto. O predi-
tor pode ter, ainda, outros blocos estruturais, representando tendéncia, sazonalidade, e
outras covariaveis.

Apesar de ser justificado pelo fato de a resposta média no tempo corrente ser afetada
nao so pelo nivel de varidveis explicativas no tempo imediato, mas também por seu nivel
no tempo anterior ou anteriores, o uso de modelos de defasagens distribuidas acarreta
alguns problemas como, por exemplo, autocorrelacao, visto que é razoavel imaginar que

observagoes subsequentes de uma varidavel sejam dependentes no tempo. Além disso,



acrescentar no modelo defasagens de uma variavel implica em aumento do ntmero de
parametros a estimar, o que pode diminuir a precisao das estimativas e aumentar o custo
computacional.

Almon (1965) propde uma estrutura que vem sendo utilizada em muitos estudos
epidemioldgicos. Para implementéa-la, procede-se do seguinte modo:

Primeiramente, os coeficientes [3; sao reescritos como

d
ﬁj = Zpk’jka paraj = 07 » q (14)

k=0
onde ¢ é o nimero maximo de defasagens e d é o grau de um polinémio nas defasagens que
busca aproximar, de forma suave, a trajetéria descrita pelos coeficientes Gy, 51, - , By,

como ilustra a figura 1.1.

Bj

j (defasagens)

Figura 1.1: Aproximacao polinomial para os coeficientes 3;.

Deve-se observar que a imposi¢ao de muita restrigao sobre os coeficientes 3; (valores
baixos de d) pode introduzir tendéncia no modelo, ji que nao haverd liberdade o suficiente
para estimar os coeficientes, e a imposi¢ao de pouca restrigao (valores altos de d) pode

produzir estimativas que serao ruidosas demais para serem informativas.



Tem-se que:

Bo = £o

Bi = pol® + plt 4+ pl? 4+ o+ pgld

B = po2° + pi2' 4+ 28+ o + pa2? (1.5)
By = pod® + pdt + p® + - 4+ pad”

Aplicando as restrigoes (1.4) a estrutura (1.3), o modelo passa a ser escrito como:

EY:|X) = v + po(Xy)

+ (po + M + P2 + -+ pa) X
+ (po2°  + pi2' 4+ 2%+ o+ pi2D) X (1.6)
+ (pd® 4+ ;md" + e + -+ pagh) X

Coletando os termos que multiplicam cada um dos p;’s e reescrevendo (1.6), tem-se

EY, | X) = v + po(X; + X + X + -+ Xiy)
+ (X + 2Xp o + 3Xes + - 4+ ¢Xiy)
+ p(Xior + 44X 9 4+ 99X + 0+ ¢FXy) (1.7)
+ pa(Ximr + 29X 4+ 3Xp3 4+ -+ ¢OXy)

Assim, definindo d + 1 novas varidveis Z;; como somas ponderadas das varidveis X,

tem-se que:
Zoy = Xi+ X+ X0+ + Xy (1.8)
Ziy = Xp1+ 29Xy 04+ 3Xy 34+ C]th—qa j=12,---,d

e

E(Y; | X) =7+ poZos + p1Z1s + paZoy + ... + paZay. (1.9)

Portanto, para trabalhar com um modelo com restricao polinomial, basta reescreve-lo

com parametros p em termos das varidveis Z obtidas da transformagao de X.
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Em notacao matricial, tem-se:

- 10 0 0 --- 0 -
% 10 10 12 1P .. 1 70
B P1 , .
B = S|, T = |20 2t 22 28 ... 20| ep = |, onde T é a matriz
ﬁq Pd
L Fa ] P R R B [ Fd

da transfomacao. Assim, os coeficientes [ sao escritos como 3 = Tp, e a matriz de
covariancias dos coeficientes 3 é dada por £3 = TX,T', onde X, é a matriz de covariancias
dos coeficientes p.

Ravines, Schmidt e Migon (2006) fazem uma detalhada revisdo sobre estimagao de
modelos de defasagens distribuidas seguindo o enfoque bayesiano, e mostram que estes
podem ser escritos como casos particulares de fungoes de transferéncia. Tais fungoes
sao inseridas em modelos dinamicos, com o objetivo de avaliar o periodo e a forma de

persisténcia do efeito das varidveis explicativas.

1.3 Modelos Lineares Generalizados

Uma das principais limitagoes do modelo de regressao linear reside na hipotese de
normalidade dos erros, a qual, condicionalmente as regressoras, implica que a resposta
tenha distribuicao normal. Torna-se, entao, necessaria a introducao de uma classe al-
ternativa de modelos, que contemplem respostas nao necessariamente gaussianas. Uma
possivel alternativa, entao, para contornar esta limitagao é a classe dos Modelos Lineares
Generalizados (McCullagh & Nelder, 1989), na qual se pressupoe que a resposta pertenga
a Familia Exponencial.

Diz-se que a distribuicao da variavel aleatoria Y pertence a familia exponencial de
distribuicoes se sua funcao de probabilidades - se Y ¢ discreta - ou sua funcao densidade

de probabilidade - se Y é continua - pode ser escrita na forma

f(y I x) = exp{a(y)b(x) + c(x) + d(y)} (1.10)

onde y ¢ uma amostra aleatéria de tamanho 7' da varidvel Y, x sao parametros do

modelo, b(x) e c¢(x) sao fungoes de y, d(y) é uma funcao da amostra e a(y) é uma
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estatistica suficiente para y, ou seja, a(y) contém toda a informagao proveniente dos
dados para a estimacao do parametro x. Se a(y) = y, diz-se que a distribuicao estd
apresentada na forma canodnica, e b(y) é chamado parametro natural da distribuicao.
Resultados utilizados para determinar expressoes para o valor esperado e variancia de
a(y) podem ser encontrados em Dobson (1990).

Nos Modelos Lineares Generalizados (MLG) é considerada uma combinagao linear
dos parametros 3y, ,3,, que é igual a alguma funcao do valor esperado p; de Vi, a

variavel resposta cuja distribuicao pertence a Familia Exponencial. Tem-se entao:

() = Bo+ 51 Xue + BoXor + - - + B, X = X B =1 (1.11)
onde

g é uma fungao mondtona e diferenciavel, chamada fungao de ligagao;

ﬂ/ = (BOV" 7ﬁp)

X ¢é vetor de dimensao t x (p+ 1);

Como se pode ver, a estrutura do preditor de um MLG suporta as defasagens dis-
tribuidas sujeitas a restricbes polinomiais, apresentadas na secao anterior. Ainda assim,
uma das limitacoes dos modelos lineares generalizados reside no fato de que, em diversas
situagoes, tem-se variaveis explicativas que nao impactam a resposta média de forma
linear. A hipétese de linearidade nos parametros destas varidveis costuma ser muito res-
tritiva e, além disso, no caso das variaveis de confundimento, o foco de atencao nao esta
na estimativa do efeito das mesmas, mas apenas na consideracao da possivel existéncia
de seus efeitos. Uma solucao, portanto, é incorporar tais varidveis no modelo adotado de
forma nao-paramétrica, o que induz a uma técnica que suporte esta estrutura, e que sera

apresentada no proximo capitulo.



Capitulo 2

Modelos Aditivos Generalizados

Os modelos lineares generalizados assumem uma forma paramétrica linear para re-
presentar a relacao entre as covaridveis Xi,, Xo;, -+, X, e a resposta Y;. Hastie &
Tibshirani (1990) propuseram uma classe de modelos, os Modelos Aditivos Generalizados
(MAG), onde o preditor linear n = > ;X é substituido pelo preditor aditivo Y f.(X;)
- uma soma de fungoes suaves. Os f,;(-)’s s@o fungoes nao especificas, estimadas por
procedimentos iterativos. Alguns exemplos de tais fungoes sao as médias méveis, splines
e loess (Hastie e Tibshirani, 1990; Venables e Ripley, 1994). De forma geral, busca-se
funcoes que suavizem o diagrama de dispersao das varidaveis X wversus Y. A técnica de
estimacao pode ser aplicada a qualquer modelo de regressao baseado em verossimilhanca,
muitos dos quais pertencem a classe dos modelos lineares generalizados. Neste trabalho,

em particular, as fungoes nao-paramétricas utilizadas para suavizagao sao splines.

2.1 Splines

As splines sao utilizadas para aproximar uma func¢ao por uma série de polinémios
definidos em sub-intervalos, cujos extremos sao denominados nas. E usual forcar os
polinémios a unirem-se suavemente nos nos.

De acordo com Hastie e Tibshirani (1990), ao se tentar utilizar como suavizador a

2

curva que minimize » (y; — f(x;))?, o resultado seria uma curva de interpola¢ao nem um

pouco suave, e uma forma de contornar este problema ¢ incluir um termo de penalizacao



que considere a quantidade de curvatura da funcao obtida. Isto pode ser feito através de
uma medida de suavidade como [(f™ (u))?du, em que f™ denota a derivada de ordem
m.

Eilers e Marx (1996) assumem que uma fungao de suavizacdo f; de uma covaridvel
zj, j = 1,2,---,p, pode ser aproximada por uma spline polinomial de grau [ = m + 1
definida em uma série de nés igualmente espagados. Seja o conjunto de nimeros reais
Gy, G em um intervalo [a,b], coma < ¢ < (o <+ < (o1 < G < b

Busca-se a funcao f que minimize:

T

b
SU) = 3w — 0 + A / (/™ (u))?du. 2.1)

t=1

O termo f:( £ (u))2du mede a rugosidade da funcio f, assumindo valor nulo para f
linear. A é um parametro desconhecido positivo de suavizagao: quanto maior, mais suave
serd f. Nos casos extremos, quando A = 0 tem-se a curva de interpolagao, e um ajuste
linear quando A — oco. Sejam a = (y e b = (1. Para qualquer valor de A, a solugao de

(2.1) serd uma spline de grau [ se as seguintes condigoes forem satisfeitas:

1. f é um polinomio de grau [ em cada sub intervalo ({y, (1), (C1,2), (€2, C3), -+ (G-
Cn+1);

2. cada dois polinémios por partes! se unem no ponto ¢(;, de forma que todas as suas
primeiras m derivadas sao continuas em cada ponto (; e, consequentemente, em

todo o intervalo [(y, (1.

Embora diversas configuracoes sejam possiveis, uma escolha bastante popular sao
as splines cibicas (m = 2), que consistem em uma colegdo de polindmios ciibicos com
primeira e segunda derivadas continuas nos nés (penaliza-se a segunda derivada, que esta
relacionada a aceleragao da curva).

Se a segunda e a terceira derivadas nos pontos (y e (,+1 forem iguais a zero, a spline

cibica no intervalo [(p, (,41] serd dita spline ctibica natural.

'Do inglés piecewise polynomial
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Suponha que f é uma spline ctibica natural com n nés internos (; < --- < (, e dois
nos extremos (p € (,41. Voltando a (2.1) e reescrevendo S(f) para o caso em que m = 2

(spline cubica), tem-se:

T Cnt1
=> (u 24N / (@ (u))2du. (2.2)

t=1 o
A funcao f; pode ser representada em termos de uma combinacao linear de n + 2
bases B de seu espaco - que serao apresentadas na proxima secao - da seguinte forma:

n+1

Z ¢Jk ik LU] (23)

onde ¢;; sao coeficientes desconhecidos, n ¢ o niimero de nds interiores e Bj; sao as
bases.

A existéncia e unicidade de uma spline que minimize (2.2) é garantida pelo teorema
de Curry e Schoenberg (de Boor, 1978), e por causa deste teorema Shoenberg chamou
as fungoes B; de bases splines ou B-splines. O teorema bem como sua prova podem ser

consultados em de Boor (1978).

2.2 Representacao por B-splines

Considere a sequéncia nao decrescente de nés (o, ..., (1. Segundo de Boor (1978), a

k-ésima B-spline (normalizada) de ordem [ + 1 para a sequéncia de nés ¢ é dada por:

Biac() = (Cerr — Go)[Cry oors Gea] (C — ), Vo € R (2.4)

em que (z); = maz(z,0). Anotagao “((—z).”

significa que a [-ésima diferenca dividida?
da fungao (¢ — a:)l+ das varidveis ( e x é considerada como func¢ao somente de (, fixando-
se x. O resultado depende do valor de x escolhido em particular, ou seja, o resultado
varia de acordo com z, e dai se obtém a funcao Bj ;. de x. Desta forma, serao obtidos
T vetores de tamanho n + 2, cada um com no maximo [ + 1 componentes nao nulas.

Para facilitar a notacao, sera escrito By quando [ e ( estiverem subentendidos. Algumas

propriedades que motivam o uso de B-splines sao:

2Ver definicdo no Apéndice A
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(i) Bk = By, tem suporte compacto, ou seja,
By(z) = 0 para © ¢ [C, Ch+i41]-

Para © ¢ [Ck, Cryi41]), entdo g(¢) = (¢ — ) é um polindmio de grau < [. Segue que
apenas [ + 1 B-splines contém um intervalo [(;, (;+;] em particular em seu suporte,
ou seja, de todas as B-splines de ordem [ + 1 para a sequéncia de nés (, apenas as

l+1 B-splines B;_;, Bj_i+1, ..., B; sdo nao nulas no intervalo [(;, ().

(ii) Tem-se que:

s—l1
ZBJ<I>: Z Bz:]-7 VCT<.I‘<<S.

j=r—l

(iii) By é positiva em seu suporte, ou seja,

Bj(z) > 0 para ¢ < & < (.

De certa forma a escolha dos nés controla a suavidade da curva. Por exemplo, se um
né nao é repetido, [ condi¢oes de continuidade sao satisfeitas naquele n6. Uma forma

eficiente de calcular os coeficientes das B-splines é dada através da relagao recursiva:

Bk,lﬂ(l’) =

TG Gkl 7T
Chott — Clj Beule) + [Ck+z+1 - Ck+11 Bril@) (2.5)

L G <2 <(rm
com Byg(x) = "

0, caso contrario.

Assim, tendo as funcoes f;(x;) reescritas no preditor como em (2.3), os coeficientes ¢,y
sado obtidos através de regressao linear usual, utilizando as bases By ;41(2) como variaveis

explicativas.

2.3 Selecao do parametro de suavizacao da spline

Ja foi dito que A\ é um parametro positivo de suavizacao que esta diretamente ligado
ao termo que mede a rugosidade da funcao f, e uma das dificuldades encontradas na

estimacao desta funcao f reside na escolha do parametro \.
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Supondo que a solucao fA de (2.2) seja uma spline cubica natural, isto significa que
f,\ ¢ um polinomio cibico entre nds sucessivos, e que suas primeira e segunda derivadas
sao continuas nestes pontos. Ainda, nos extremos a segunda derivada é igual a zero.
Sejam B a matriz T' X (n + 2) contendo as bases e ¢ = (¢g, - -+ , ¢p+1). Pode-se mostrar
(de Boor, 1978) que minimizar (2.2) é equivalente a minimizar o critério de minimos

quadrados penalizado (PSL)
PSL(f) = (y — Bo)(y — Bo)' + Af'Qf, (2.6)

onde y' = (y1,-- - ,yr) e f' = (f(Co),- -+, [(Cus1)).

A matriz  tem estrutura dada por = QR™'Q’, onde Q uma matriz n x (n — 2)

com entradas ¢;;, ¢t =1,--- ,nej=2,--- ,n—1, dadas por
-1
gj-1,5 = hj71
-1 —1
455 = _hj—l - hj
g1y = hi'

para j =2,--- ,n—1egq;=0para |i—j| > 2.
A matriz simétrica R tem dimens@o (n — 2) x (n — 2) com elementos r;;, para i,j €

[2,n — 1], dados por:

1
Tii = g(hi—l"i_hi)viz27 ’n_l
1 )
Tiitl = Ti+1,i:6h172:2,"'>n—2
(2.7)
er;; =0para|i—j| >2 emque h; = Gp1 — G, i =1,--- ,n— L

Um método bastante utilizado para selecionar o parametro de suavizagao e que pode
ser escrito em funcao destas matrizes ) e R é a validagao cruzada (ou “leaving-out-
one”) (Wahba, 2000).

Seja f;k] uma funcao estimada com o parametro de suavizacao \ e deixando de fora

s . ~ k e
a k-ésima observagao. fi] minimiza
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T

Cn+1
5 -t [ ) (3)
t=1,t£k

¢o

A funcao de validagao cruzada ordindria, V4(\), é definida como

) = 7 (e~ 7@ (2.9

e a estimativa de A excluindo a k-ésima observagao minimiza V(A). E facil verifi-

car que, para um dos (, cada f({) é uma combinagao linear de componentes de y =

(y1,--- ,yr)’, e dal existe uma matriz A(\) satisfazendo
()
: = ANy,
fA(Cn)

onde A(\) = (I + \QR™'Q')™!
O lema da exclusao de uma observacao® apresenta uma identidade matematica ttil,

que nao sera provada aqui, mas é dada por:

4 _ (v — ()
(v — /17 (G)) = = aw))
(

onde agi(A) é o k-ésimo elemento da diagonal de A(A). Substituindo (2.10) em (2.9),

(2.10)

chega-se a uma forma simplificada para Vj:

woior e B o

t:l t=1

M:

O termo a direita é mais eficiente computacionalmente que o termo a esquerda. No
entanto, a validagao cruzada generalizada, que sera descrita a seguir, ¢ ainda mais

eficiente.

Validacao Cruzada Generalizada
A validagao cruzada generalizada (VCG) é um método de escolha do parametro de

suavizacao baseado ainda na idéia de excluir uma observacao, mas tem duas vantagens:

3 Leaving-Out-One Lemma (Craven e Wahba, 1979)
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1. é de mais facil implementacao;

2. possui algumas propriedades tedricas que seriam impossiveis de provar para a vali-

dacao cruzada ordindria.

A fungao de VCG, V()), é obtida substituindo a(X) em Vo(X) por @ (N) = + ST an(N)
= 2trA()). A funcao de VCG ¢ definida por:

e O BT - AP
Z 1—akk Ve e = AP (2.12)

2.4 Inferéncia sobre Modelos Aditivos Generalizados
Suponha um MAG da seguinte forma:

Yy ~ FE(u)
gp) =m = v+ @101+ 20 + -+ + 10y (2.13)
+ BoXe+ i X+ 4 B, Xy
4

s(wy) + s(wg) + -+ s(wy), t=1,---,T,

com (3, j = 1,---,q aproximado por um polinomio de grau d nas defasagens, com coe-
ficientes po, - - , pa como em (1.4), s(w;) splines ctbicas e, portanto parametrizadas por
(¢5,25), 5 =1,---,peCy,---,C varidveis de controle inseridas de forma paramétrica.

Assim, o nimero total de regressoras é m = [+ (¢ + 1) + p e o vetor de parametros a

estimar é dado por

0 = (7790/7p0a"' 7pd7¢/1a"' 7¢;a)‘1a"' 7)‘17) <214)

e a funcao de verossimilhanca é dada por:

T T
Ly, xt) = Hp(yt, Xt) X He{b(Xt)“(yt)+C(X‘)+d(y*)}, (2.15)
=1

t=1

em que x; é escrito em termos de ¢, como se pode ver em (2.13).
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2.4.1 Estimacao sob o enfoque classico

Seja X = (Xi, -+, Xp) um vetor aleatério de dimensao P, onde E[Y; | X]| = i e
g(uy) dado como em (2.13). Seja ainda U = v + ¢1C) + p2Cs + -+ - + 9,Cp + G Xy +
Br X1 4 4 By Xi—g.

Supondo s1(X1), -+, 8j-1(Xj-1), 8j41(Xj41), - -+, $p(X,) conhecidas, o residuo parcial

pode ser definido como

Rj =Y — g_l <\11 + Z Sk(Xk)) , (2.16)

k#j
e assim tem-se que E[R; | X;] = 5,(X}).
Observa-se que si(Xj) nao é conhecido, mas o residuo parcial fornece uma boa al-
ternativa para a estimac@o de {35;(X;) | $;(X;)}, i # j. Este procedimento iterativo
é conhecido como algoritmo backfitting (Friedman e Stuetzle, 1981), e serd brevemente

apresentado a seguir.

Algoritmo backfitting

O algoritmo backfitting ajusta as funcoes f;, uma de cada vez, tomando os residuos
(2.16) e suavizando-os contra x;. Este processo é repetido até a convergéncia e os ter-
mos lineares do modelo (incluindo qualquer termo linear do suavizador) sao ajustados
por minimos quadrados. O grau de suavidade sera escolhido automaticamente por va-
lidagdo cruzada (Venables e Ripley, 1994). Resumidamente, a estimagao cldssica semi-
paramétrica é feita do seguinte modo:

Primeiramente a parte paramétrica do modelo é estimada por maxima verossimilhan-
¢a. Dado o preditor linear, é calculado um residuo parcial associado ao ajuste paramétrico
e este residuo parcial é utilizado como resposta no método da validacao cruzada. Voltando
a equacao (2.12), yx serd o residuo parcial.

O resultado f) que minimiza a fungao de validacao cruzada (2.12) é introduzido como
um termo constante na estimagao paramétrica e o algoritmo ¢ iterado até que a seqiiéncia

de valores da verossimilhanca convirja para um critério de parada estabelecido.
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2.4.2 Estimacao sob o enfoque bayesiano

Sob o enfoque bayesiano, a informagao inicial que se tem sobre um parametro 6 pode
ser sumarizada em p(0), a sua distribui¢io a priori.

Admite-se ainda, que com excecao da informacao fornecida a priori, toda informagao
relevante é trazida pela verossimilhanga. O que se vai fazer entao é combinar a informagao
inicial a verossimilhanca através do Teorema de Bayes e deste modo sera possivel obter
a densidade a posteriori, que € a densidade atualizada dos parametros de interesse. Uma
formalizacao do método de inferéncia seguindo o enfoque bayesiano serd dada seguindo
Migon e Gamerman (1999).

Sejam p(y | 0) e p(#) as densidades de (y | 0) e 6, respectivamente. Tem-se entdo que:

_ply [ 0)p(®)

onde p(y) é a distribuicdo preditiva (ou marginal de y). Antes de observar Y ela é til

: (2.17)

para checar a adequacao da priori através das predicoes que ela fornece para Y. Verifica-
se que, como ela nao depende de 6, funciona como uma constante na determinacao de

p(0 | y). Assim, a expressao de p(f | y) pode ser mais uma vez reescrita como

p(0 [ y) o< ply | 0)p(0), (2.18)

onde o simbolo « denota proporcionalidade. Para recuperar p(y), basta reescrever

(2.18) como

p(0 [ y) = kp(y | 0)p(9), (2.19)

onde k=1 = o p(y | 0)p(6)do = Eo[p(y | 0)].

Em alguns casos a distribuicao a posteriori nao tera forma fechada, e deverao ser
utilizados métodos computacionais para obter amostras desta posteriori. Neste trabalho
serao utilizados métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), que sao
baseados na construcao de uma cadeia de Markov que tenha como distribuigao limite a
densidade da qual se deseja gerar valores. Desta forma, métodos MCMC serao usados

para construir uma cadeia que tenha como distribuicao estacionaria a distribuicao a
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posteriori de interesse. Depois de constatada a convergéncia, os valores desta cadeia
serao utilizados como amostra da distribuicao a posteriori.

Os algoritmos mais utilizados para realizar estas simulacoes sao o amostrador de Gibbs
e o algoritmo de Metropolis-Hastings (Gamerman, 1997). O amostrador de Gibbs é 1til
quando nao se conhece a densidade conjunta dos parametros, mas é possivel gerar valores
da distribuicao condicional completa dos mesmos. O amostrador de Gibbs procede do

seguinte modo:

1 sao dados valores iniciais para os parametros de interesse;

2 a cada iteracao, geram-se valores da distribuicao condicional completa, sempre uti-

lizando o ultimo valor atualizado de cada um dos parametros;

3 repete-se o passo anterior até convergéncia da cadeia.

Nos casos em que nao se consegue gerar valores destas condicionais completas, po-
dem ser inseridos passos de Metropolis-Hastings no passo 2 do amostrador de Gibbs, da

seguinte forma:

1 gera-se um valor #* de uma densidade proposta ¢(6,0*), com 6 representando o valor

corrente do parametro e 6* o valor proposto gerado de (., .);

2 aceita-se este valor 8* com probabilidade
[ m(07)/q(0,0%) }
min{ ————=,1 ¢,
{ m(0)/q(6~,0)

onde 7 é a densidade condicional completa de 6.

Seguindo o enfoque bayesiano, o vetor paramétrico dado em (2.14) sofrerd uma pe-
quena alteracao, visto que serd assumida uma priori de suavizacao para os coeficientes ¢
em (2.3). Neste caso, serao utilizados passeios aleatérios de segunda ordem como prioris
para estes, ou seja, ¢; serda dado por 2¢; x—1 — @j k2 + Ujx, com u;p ~ N(0,7;), e assim,

os parametros que devem ser estimados sao:

0= (77@7%307"‘ 7Pd7¢/17"' 7¢;)7)‘17"' 7>\p77—127"' 77—;)'
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Primeiramente toda a informagao inicial sobre os parametros serd resumida em suas

densidades a priori:

p(7),p(¢) o constante
p(pr) o constante, k=1,---,d
Gik = 20jk—1— Pjr—2 + Ujp, Ujp ~ N(O,TE), k=2
¢j0 ~ N(0,03 )
¢i1 ~ N(0,07 )
7~ Gl(aj,b;),

J

e o parametro de suavizacao \; serd dado por 1/77. Biller e Fahrmeir (1997) afirmam
que em uma aproximacao bayesiana empirica 7']-2 pode ser considerada uma constante
desconhecida que pode ser estimada a partir dos dados, e a estimacao de 7]2 fornece,
entao, uma escolha do parametro de suavizacao guiada pelos dados. Dadas as prioris,
estas serao combinadas a verossimilhanca via teorema de Bayes dando origem a densidade

atualizada dos parametros de interesse

p(0y) L(?J@)p@)p(@ﬂp(pj)ﬂﬂp Gik | Bjh—1s Bjh—2, 73)D(¢50) (2.20)
X p(¢j,1)p(7j2)-

Se, por exemplo, é assumido que a variavel resposta segue uma distribuicao gama,

tem-se que:

w~ Gal,5) = o] 0.8 = gl e

e dai, sua funcao de verossimilhanca sera dada por:

yo e P, (2.21)

Ly|e,) = fyle,B)=]]=~

t=1

(a

Ainda,
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» n+l

(i) = gla/By) =log(a/B) =7+ Co+ > > ¢uBin + Z piZji

7=1 k=0
e dai,
P n+l
a/fy = exp{y+ Cl¢+ZZ¢JkBJk +ij Zjs}
=1 k=0
p n+l
o = Brexp{y+Co+> > diaBix+ Z piZjs} (2:22)
j=1 k=0 J=0

Substituindo (2.22) em (2.21) e reescrevendo a estrutura da distribuicao a posteriori

dada em (2.20) chega-se a

d p n+l p
p@1y) o LwMp(e) [[plo) TTTT 2 | dinrs Sz, 7)) [T 2(S50)0(650)p(77)
7=0 j=1 k=2 j=1
T ﬁa D b
t a 1o —Brye 2\—a;—1 )
x H F(& v H(Tj) exp{ sz}
t=1 7=1 J
P n+l . L1 ~1
X H 2 5 €XP {ﬁ(éﬁj,k — 20 k-1 + ¢j,k2)2} H H (r2)172 exp {F((bj’
j=1 k:2 J j=1k=0 \'J J
A condicional completa de 7'j2 serd dada por:
b 1 n+1
p(Tj2 | ) o (Tj?)*ajfl exp {T—]} (7'2)”/2 exp {2 5 Z ik — 20551 + i 2) }
J ]
2\—a;—n/2—1 —1 b 1 — 2 2
o (77) exp T—jz t3 ;((bj,k — 20 5—1 + Ojr—2)

Ou seja, 77 ~ GI (a;+2,b;+ 1 2n+1(¢] k= 2051 + ¢jp—2)?), € as distribuicdes
dos demais parametros nao terao forma conhecida sendo necessario, neste caso, utilizar
passos de Metropolis-Hastings inseridos no algoritmo de Gibbs para amostrar seus valores.

O esquema de atualizacao utilizara densidades propostas para o algoritmo Metropolis-

Hastings como sugerido por Gamerman (1997). De acordo com este método, um novo
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valor do parametro - 9? - é gerado a partir da densidade proposta, em um modelo de

trabalho construido para as observagoes

9:(05) = 0 + (ye — 1) g’ (1), (2.24)

para as quais se postula distribuigdo normal N (7, ‘N/t), com V; = b (xt) [g’(ut)]2 :

Tal condicional completa é a distribui¢ao normal multivariada ¢(6¢,6%), que, para o

3073
bloco de parametros ¢}, , ¢}, tem média e matriz de precisio dadas por:
~(ne ~ c 1
me= POXIWENG0) ~ 1) ¢ Po= XIWE)X, + 5K, (229)

J
com X{ = (1,C14,Cop, -+, Cry, Zog, Zugs 5 Zag)- Aqui W(05) = diag(wy, ..., w,) é
a matriz de pesos usual do método de minimos quadrados reponderados iterativamente,
com pesos wj_l(Qjc-) = 1"(0;){g (1) }* obtidos do estado corrente §5. O vetor 77 é a parte do
vetor associada a todos os efeitos remanecentes no modelo, nao associados a ;. Ainda,
a matriz K; é da forma K; = D'D, onde D é uma matriz de diferengas de primeira ou
segunda ordem dos parametros ¢. No caso de um passeio aleatério de segunda ordem,

por exemplo, K serd dada por:

1 -2 1
—2 5 —4 1
1 -4 6 -4 1
K; = . (2.26)

Para o bloco (7, ¥, 0, ,pa), a proposta q(05,07) obtida a partir do modelo de

trabalho para (2.24), é a normal multivariada com vetor de médias e matriz de precisao

dadas por:

my = (UW(05)U) " UW (05)(y — ) e o= U{W (65U, (2.27)
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com Uy = (Wyg,Way, -+, Wy). O esquema de amostragem pode ser resumido da

seguinte forma:

e Inicio do algoritmo
Calcular a moda a posteriori para v, ¥, po, -, pa, ¢y, - , ¢, dado um parametro

de suavizagdo fixo A\; = 1/ TjQ. A estimativa é utilizada como estado corrente da

cadeia /}/C, (,Dc, p87 T ,P?p (lel)cv T (¢;)C7 (71'2)0‘

e Atualizagao de A = (v, ¢, po, ", Pd)
Amostrar um novo valor de cada componente de AP de uma densidade proposta
q(A°, AP) = N(ma, Pa), normal multivariada, onde ma e Pa sdo dados como em

(2.25). AP é aceito com probabilidade

e Atualizagao de ¢
Um valor proposto para o bloco de parametros gb; ¢ amostrado, para j =1,--- ,p
da densidade normal multivariada g(A°, AP). O valor é aceito com probabilidade

Ly, -+, (¢5)7, (775 0%) p((0))P | (7)) a((¢5)", (¢5)°)
¢ ¢

B p |
ST Tl @) (09 p((@)° ] (7)) al(@)° (657

e Atualizagao de 77 e ),

Atualizar a variancia amostrando da condicional completa Gama Inversa e fazer

)\j = 1/7']2.

Este algoritmo serd utilizado para estimar os modelos que serao propostos no préximo

capitulo.
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Capitulo 3

Modelos propostos

Sera dada neste capitulo uma breve descricao dos modelos propostos, bem como do
banco de dados utilizado no estudo, e visto que serao utilizadas diferentes estruturas para
analisar os dados, serao apresentados também os critérios adotados para compara-las.

Seguindo o enfoque classico todos os modelos tratados foram ajustados usando o
software livre R!, e sob o enfoque bayesiano os mesmos modelos foram ajustados usando
o software livre BayesX?, utilizando 12000 iteracoes, com periodo de aquecimento de 2000
iteracoes, guardadas com saltos de tamanho 10, para evitar autocorrelacoes altas entre
os valores amostrados.

Como ja mencionado, os modelos apresentados neste trabalho seguem a seguinte

estrutura:

Y, ~ FE(u)
gl) =nm = v+ C'o+s(wi) + -+ s(w,) (3.1)
+ 60Xt+51Xt—1+”'+ﬁth—qv tzl, 7T7

onde F'E representa uma distribuigao pertencente a familia exponencial, v é um nivel
comum para todo tempo ¢, C' sdo variaveis de controle para as quais se assume forma
paramétrica, wi, - ,w, sao p varidveis suavizadas e X é uma varidvel cujo impacto

cumulativo se deseja avaliar e cujos coeficientes sofrerao restrigoes polinomiais. Para

!Disponivel para download em http://www.r-project.org/.
Disponivel para download em http://www.stat.uni-muenchen.de/ ~lang/bayesx
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resolver (3.1), as fungoes s(w) sao reescritas como em (2.3):

Y, ~ FE(u)
p n+l
gm) =m = 7 +Co+> > dixBix+ (3.2)
j=1 k=0

+ 60Xt+ﬁlXt—l+”'+5th—q7 7(;:17 aT'

Os f’s serao reescritos como em (1.4) e o modelo serd estimado utilizando as trans-

formacoes das varidveis X como em (1.9):

Yo ~ FE(u)
P n+l

gm)=m = y+Co+> > ¢ixBjx+ (3.3)
j=1 k=0

+ poZos+ p1Zig + p2Zos + -+ paZag, t=1,---,T.

Ou seja: p variaveis X entrarao de forma suave no modelo, n é o nimero de noés
interiores da spline e Z;, j = 0,--- ,d, sao as transformacoes das varidveis X, obtidas ao

se aproximar os coeficientes # por um polinémio de grau d nas defasagens.

3.1 Descricao do banco de dados

Os modelos propostos foram ajustados a um conjunto de dados de contagens de
Obitos em Sao Paulo, com observacoes diarias feitas no periodo de 01 de janeiro de 1994
a 31 de dezembro de 1997. O banco de dados utilizado foi construido pela equipe do
Laboratério de Poluicao Atmosférica Experimental da Faculdade de Medicina da USP, e
estd disponivel na pagina pessoal do professor Julio Singer®. Num primeiro estudo foram
considerados como resposta apenas os desfechos relativos a 6bitos de menores de 5 anos
por doencas respiratorias e a resposta esperada é explicada em funcao de X, : material
particulado (P M), mondxido de carbono (CO) ou diéxido de enxofre (SO3). A série de

Obitos de menores de 5 anos por doencas respiratorias é apresentada na figura 3.1. Outras

3Dados disponiveis para download em http://www.ime.usp.br/~jmsinger/
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varidveis consideradas foram temperatura minima do dia (° Celsius) e umidade relativa
média do dia (%) e, de forma a controlar outros fatores de confundimento, trabalhou-se
com o numero de ébitos de criangas menores de 5 anos por causas nao respiratorias. As
séries de temperatura minima e umidade média no periodo de estudo sao apresentadas
nas figuras 3.2 e 3.3. Percebe-se claramente através da figura 3.2 o comportamento
sazonal da temperatura.

Uma segunda aplicacao foi feita considerando como resposta observacoes de mondxido

de carbono (CO), e as varidveis envolvidas no preditor sdo temperatura e umidade.
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Figura 3.1: Numero observado de 6bitos por doencas respiratérias em menores de 5 anos

no periodo de 01/01/1994 a 31/12/1997, na cidade de Sao Paulo.
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Figura 3.2: Temperatura minima observada no periodo de 01/01/1994 a 31/12/1997, na

cidade de Sao Paulo.
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Figura 3.3: Umidade média observada no periodo de 01/01/1994 a 31/12/1997, na cidade

de Sao Paulo.

3.2 Poluentes estudados

As séries dos poluentes consistem em observagoes diarias feitas em 13 estagoes moni-
toradoras. Para o preenchimento de dados omissos foi utilizado o método implementado
por Junger (2002), e em uma primeira etapa, cada poluente foi preenchido utilizando a
informagao das diversas estagoes monitoradoras para aquele poluente. Posteriormente,
foram identificados quais poluentes tinham as maiores correlagoes, e um novo preenchi-
mento foi feito utilizando estas séries correlacionadas, visto que alguns periodos con-
tinuavam incompletos. Apds este novo preenchimento, nas séries onde ainda existiam
periodos sem observacoes, foram calculadas médias moveis de 20 dias. A série final de
cada poluente utilizada nos modelos é a média das séries preenchidas que, a principio
tinham menos de 50% de dados incompletos, mais as séries com mais de 50% de dados
incompletos sem estarem preenchidas.

Em seguida é apresentada uma tabela que contém as 13 estacoes levadas em consid-
eracao no estudo e o “x” indica o local onde cada poluente é medido. Os padroes de
qualidade do ar para o Estado de Sao Paulo (decreto estadual n°® 8468 de 08/09/76) sao:

PMq : 240pg/m?;

CO : 40000ug/m> ou 35ppm;

SO, : 365ug/m3.
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Segundo a Companhia de Tecnologia de Saneamento Ambiental - CETESB?, estes

limites nao devem ser excedidos mais de uma vez ao ano.

Tabela 3.1: Estacoes monitoradoras

N° da estacdo | Localizacao PMyy SOy, CO
1 Parque D. Pedro X X X
2 Santana X X

3 Moéca X X X
4 Cambuci X X

) Ibirapuera X X b
6 N. Senhora do O X X

8 Congonhas X X X
9 Lapa X X X
10 Cerqueira César X X X
11 Penha X X

12 Centro X X b
16 Santo Amaro X X X
21 Sao Miguel Paulista X b

‘http://www.cetesb.sp.gov.br/
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3.2.1 Monoxido de carbono - CO

O monoéxido de carbono® tem origem, principalmente, na combustdo do petréleo e
do carvao. O principal dano a saide causado pelo mondxido de carbono se da quando
este se une a hemoglobina em lugar do oxigénio (formando a carboxiemoglobina), pois,
em altas concentragoes, prejudica a oxigenagao do organismo, causando nauseas, dor de
cabeca, diminuicao dos reflexos e da acuidade visual. Altos indices do poluente em areas
de fluxo intenso de veiculos tém sido apontados como causa adicional de acidentes de
transito, o que torna o monoéxido de carbono um dos principais alvos dos rodizios para
controle da poluicao ja realizados em Sao Paulo. A série do CO no periodo de estudo é

apresentada na figura 3.4.

3.2.2 Material particulado - PM;

O material particulado, presente na fumaca e na poeira, contém pequenas particulas
que, quando aspiradas, podem instalar-se no pulmao, provocando danos ao sistema res-
piratério. Algumas dessas particulas podem conter elementos cancerigenos. Em grande
quantidade, o material particulado provoca o agravamento de alergias, asma, bronquite
cronica, reduz a resisténcia as infecgoes e irritam olhos e garganta. As poeiras em sus-
pensao também potencializam os efeitos dos gases presentes no ar.

A massa de particulas com diametro menor que 10um (PMo) afeta as pessoas de
forma continua, e contribuem para esta agao um grande ntimero de substancias quimicas,
incluindo metais que contenham elementos de transicao, silica, hidrocarbonetos po-
liaromaticos e agentes biolégicos como endotoxinas e glicanos. A série do PMyy no

periodo de estudo é apresentada na figura 3.5.

3.2.3 Dioxido de enxofre - SO,

Um dos poluentes mais comuns e um dos componentes da chuva acida, o Diéxido de

Enxofre é um gas téxico, incolor em condigoes normais de temperatura, de sabor acido,

® As informagdes sobre os efeitos de poluentes foram obtidas via internet, nos enderegos [29], [30], [31],

[33], [34] e [36].
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odor sufocante, e resulta nao s6 da combustao dos derivados do petréleo como a gasolina
e o 6leo diesel, mas também da atividade dos vulcoes e da decomposicao de matéria
organica.

Na industria, o Diéxido de Enxofre é lancado na atmosfera na queima do petréleo,
constituindo cerca de 95% dos compostos de enxofre resultantes da combustao do petréleo.
As principais fontes emissoras em refinarias sao: caldeiras, unidades de craqueamento e
regeneracao, e operacoes de tratamento.

Em baixas concentragoes, a tosse é o sintoma mais comum. O contato com a pele
provoca irritacao, devido a formagao de acido sulfuroso, com o suor.

O Diodxido de Enxofre provoca problemas no sistema respiratorio e é causa de bron-
quites e disturbios graves, como o enfisema pulmonar. No ar, o diéxido de enxofre pode
ser transformado em trioxido de enxofre, que, para as vias respiratorias, é ainda mais
irritante que o primeiro. Os vegetais sao sensiveis aos 6xidos de enxofre: suas folhas
amarelecem e, sob altas concentracoes de éxido, eles chegam a morrer. A série do SO,

no periodo de estudo é apresentada na figura 3.6.
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Figura 3.4: Nivel observado de C'O no periodo de 01/01/1994 a 31/12/1997, na cidade
de Sao Paulo.
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Figura 3.5: Nivel observado de PMj, no periodo de 01/01/1994 a 31/12/1997, na cidade

de Sao Paulo.
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Em seguida é apresentada uma tabela com estatisticas descritivas dos poluentes es-

tudados.

Tabela 3.2: Estatisticas descritivas dos poluentes PM;jy, CO e SO,.

Poluente média mediana desvio padrdao minimo maximo percentil 10 percentil 90

co 4.52 4.06 2.12 1.12 19.14 2.40 7.30
PMy 65.84 57.26 29.44 19.26 216.56 37.77 106.40
SO2 16.70 14.70 8.97 1.14 66.03 7.22 28.40

3.3 Critérios de comparacao de modelos

Foram utilizados neste trabalho dois diferentes métodos para comparar os modelos
estimados: ao se adotar a abordagem classica para o ajuste, o critério utilizado foi o
Critério de Informagao de Akaike (AIC). J& para a abordagem bayesiana, utilizou-se
o Critério de Informagao da Deviance (DIC). Nas secoes a seguir serdo dadas breves

descricoes dos critérios.

3.3.1 Critério de Informacao de Akaike - AIC

O critério de informacao de Akaike - AIC (Akaike, 1974) é uma estatistica freqiien-
temente utilizada para a escolha da especificagdo 6tima de uma equagao de regressao
no caso de alternativas nao aninhadas. A melhor especificacao é a que produz o menor
valor do critério. Por exemplo, o nimero de defasagens a ser incluidas numa equacao
com defasagens distribuidas pode ser indicado pela sele¢ao que produz o menor valor do

critério de Akaike. O AIC é definido como:

AIC = —2arg maximo da verossimilhanca + 2p, (3.4)

onde p é o nimero de parametros do modelo. Por exemplo, no caso de y; ~ Poisson(pu),

a log verossimilhanca é dada por
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T
L(p,y) = Z yilog u — T + constante. (3.5)

t=1

Maximizando (3.5) com relagao a u, tem-se que

AIC = =2(ji — p)

3.3.2 Critério de Informacao da Deviance - DIC

O critério de informacao da Deviance (DIC) (Spiegelhalter, Best, Carlin e van der
Linde, 2002) pode ser visto como uma generalizacao do AIC. Ele faz uma comparacao
entre os logaritmos das verossimilhancas dos modelos saturado e incompleto, procurando
estimar se existe diferenca significativa entre eles.

Sejam 6* a média a posteriori de § no modelo saturado com n parametros, # a média
a posteriori no modelo incompleto com p < T' parametros, [(6*;y) o logaritmo da fungao
de verossimilhanga do modelo saturado e [(6; y) o logaritmo da funcao de verossimilhanga

do modelo incompleto. A funcao Deviance pode, entao, ser escrita como:

D(0) = 2[1(0";y) — 1(0;y)] (3.6)
O numero efetivo de parametros pD é dado por
pD = D(9) - D). (3.7)

e o critério de informacao da deviance, DIC, é entao definido como

DIC = D(0) + pD. (3.8)

E assim novamente sera considerado o melhor modelo aquele que apresentar menor

valor do critério.
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3.4 Modelos ajustados

3.4.1 Aplicagao utilizando resposta discreta: Mortalidade em

Sao Paulo

Nesta aplicacao sera modelado o efeito temporal de poluentes sobre 6bitos de criancas
com idades inferiores a 5 anos, para isto, pressupoe-se um modelo Poisson(u,) para a

contagem de 6bitos. Escrevendo o modelo como a estrutura dada em (3.3), tem-se que:

Obitos; ~ Poisson(fu)
log(pe) = v+ s(temperatura) + s(umidade) + oNRES5 + 5y POLU ENTE;
+ B POLUENTE, , +---+ 3,POLUENTE,_,. (3.9)

Inicialmente os modelos foram ajustados utilizando apenas as variaveis temperatura
e umidade, para diversas combinacoes de defasagens das mesmas. O melhor ajuste foi
obtido considerando-se suavizagoes da temperatura minima defasada em dois dias e da
umidade média com defasagem de um dia. Para evitar problemas de escala e possibilitar
a comparacao dos efeitos estimados os poluentes foram padronizados.

Posteriormente foi ajustada uma estrutura semi-paramétrica em que as variaveis tem-
peratura minima (tempmin) e umidade média (umidmed) sao tratadas de forma nao-
linear e as demais regressoras (nimero de 6bitos por causas nao respiratérias (NRES5)
e o poluente estudado) sdo tratadas de forma linear, paramétrica.

Em uma primeira avaliacao considerou-se o modelo utilizando como regressora pri-
meiramente a média dos niveis de cada um dos poluentes no dia corrente e nos dois dias
anteriores. Esta é uma forma de avaliar se o efeito deste poluente persiste por mais de

um dia. Reescrevendo o modelo tem-se que:
Obitos; ~ Poisson(fu) (3.10)
log()) = v+ @NRES5+ BMEDIA POLUENTE
+  s(tempmin) + s(umidmed),
onde

. 1
MEDIA POLUENTE ;2 = §(POLUENTEt + POLUENTE,; 1 + POLUENTE; ,).
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Em seguida é apresentada a tabela com o resumo dos resultados da estimacao do modelo

de média movel de 3 dias, para os poluentes PMg, CO e SOs, onde m.p. ¢é média a

posteriori, I. Conf. é o Intervalo de Confianca, I. Cred. é o Intervalo de Credibilidade, e

pD é o nimero efetivo de parametros. Estes se apresentaram significativos em todos os

Casos.

Tabela 3.3: Resultados da estimacao dos modelos com média das defasagens 0,1,2 para

os poluentes CO, PMyy e SOs.

Enfoque cléssico

Enfoque bayesiano

coeficiente 1.Conf. AIC m.p. I.Cred. pD DIC
CcO 0.19504 0.14712 ; 0.24296  5374.87 0.19860  0.15178 ; 0.24773 14.23 1993.04
PMig 0.13018 0.07937 ; 0.18098  5410.57 0.13311  0.08344 ; 0.18498 13.66 2028.80
SO, -0.05670  -0.10164 ;-0.01176  5428.52 -0.05796 -0.10387 ;-0.01529 13.58 2047.25
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Deve-se observar que tanto os coeficientes estimados quanto os intervalos de confianca
e credibilidade se apresentaram similares. Observa-se também que, ao utilizar o diéxido
de enxofre (SO;) como regressora, este coeficiente se apresentou negativo, o que leva a
uma falsa impressao de que um aumento no nivel do poluente acarreta uma diminuigao
no desfecho médio, o que nao é razoavel. O motivo de este resultado ter sido alcancado
esta sendo pesquisado.

Visto que estes efeitos foram significativos, é razoavel questionar se os mesmos persis-
tem por mais de dois dias. Neste caso, a média utilizada como variavel explicativa estaria
subestimando o efeito cumulativo dos poluentes e se faz necessario avaliar um modelo
no qual estejam presentes mais defasagens do poluente. Foi ajustado em seguida, entao,
o modelo de defasagens distribuidas por 40 dias, sem que fossem impostas as restrigoes

(1.4) nos coeficientes 3. A estrutura apresentada é entao reescrita como:

Obitos; ~ Poisson(u)

log() = v+ @NRESS
+ s(temperatura) + s(umidade) (3.11)
+ ByPOLUENTE, + 3 POLUENTE; 4
+ -4 B,POLUENTE, 4.

De acordo com Zanobetti et al (2002) e Schwartz (2000), embora o modelo de defasagens
distribuidas sem restri¢goes seja muito instavel para produzir informagao sobre a forma
de evolucao dos poluentes, ainda assim este fornece uma estimativa nao tendenciosa do
efeito global dos mesmos. Este efeito é dado pela soma das estimativas dos coeficientes
para todas as defasagens, e sob o enfoque bayesiano, dada a amostra destes coeficientes,
foi obtida uma amostra dos coeficientes 3;, 1 = 0, - - - ,40. Isto tornou possivel calcular a
média a posteriori e intervalos de credibilidade para Z?io 0;, que é um indicador do efeito
cumulativo do poluente. Os resultados desta estimacao sao apresentados na tabela 3.4.

Sob o enfoque classico este indicador foi dado pela soma dos coeficientes 3;, 1 = 0, - - - , 40.
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Tabela 3.4: Resultados da estimacao dos modelos de defasagens distribuidas por 40 dias,

sem restrigoes para os poluentes CO, PMg e SOs.

Enfoque classico Enfoque bayesiano
coeficiente AIC m.p. 1.Cred. pD DIC
CcoO 0.43102  5273.70 0.45558  0.38995 ; 0.53022 53.83 1889.26

PMyy 0.20865  5426.52 0.20243  0.11049 ; 0.29349  53.53 2041.94
SO, -0.25233  5353.76 -0.25257 -0.31514 ; -0.19218 52.40 1971.22

Observa-se mais uma vez que o coeficiente associado ao diéxido de enxofre apresentou-
se negativo e, ainda, que tanto sob AIC (enfoque cldssico) quanto DIC (enfoque bayesiano),
a inclusao de mais que trés dias no horizonte de impacto dos poluentes produziu, em geral,
modelos com critérios de comparacao menores que aqueles obtidos com médias moéveis
de até trés dias, como disposto na tabela 3.3. No entanto, apesar de - sob o ponto de
vista classico - o modelo acima fornecer uma estimativa nao tendenciosa dos efeitos dos
poluentes, as informacoes trazidas por ele sao instaveis, ja que a utilizacao de niveis de
poluentes em dias subseqiientes pode introduzir colinearidade, além de sobreparametrizar
o modelo, o que pode ser verificado ao observar a coluna de pD. Assim, os parametros (3
sofreram restri¢oes polinomiais, como descrito na Sec¢ao 1.2.1 e foram ajustados modelos
de defasagens distribuidas com restri¢oes polinomiais de ordens d = 2, 3 e 4. Reescrevendo

(3.11) como em (3.3), tem-se:

log(pe) = v+ @NRES5
+ s(temperatura) + s(umidade)

+ poZos+ -+ palay,

com d = 2,3 ou 4.

O modelo acima foi ajustado seguindo os enfoques classico e bayesiano. Do ponto
de vista cléssico, os diferentes ajustes foram comparados usando o critério AIC e, do
ponto de vista bayesiano, aplicou-se o critério DIC' para comparacao de modelos, apds

convergéncia do algoritmo MCMC.
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A tabela 3.5 exibe AIC, pD e DIC para estes modelos, chegando-se a conclusao de
que, tanto segundo o enfoque classico quanto segundo o enfoque bayesiano, os melhores
modelos foram aqueles que consideraram aproximacao polinomial de grau 2. Observa-se
que houve uma diminui¢ao consideravel no nimero efetivo de parametros (pD) estimado,

quando estes sao comparados aos valores apresentados na tabela 3.4.

Tabela 3.5: Critérios de comparacao resultantes da estimacao dos modelos de defasagens

distribuidas com restricbes polinomiais de ordens 2, 3 e 4 para os poluentes CO, PMig e SO.

AIC  pD  DIC AIC  pD  DIC AIC  pD  DIC

cO 5250.00 16.54 1866.30 5251.20 17.86 1867.87 5252.60 18.73 1868.95
PMy 5399.05 16.12 2017.42 5400.38 16.98 2018.17 5400.73 18.07 2018.34
SO, 5341.86 15.73 1962.10 5343.33 16.41 1962.54 0344.44 17.71 1964.18

Em seguida sao apresentados os resultados alcancados a partir do ajuste destes mo-
delos semi-paramétricos. Para facilitar a compreensao, serao apresentados em separado

os resultados dos blocos paramétrico e nao-paramétrico do modelo.

Analise do bloco paramétrico:

A figura 3.7 mostra os histogramas das amostras das distribuicoes a posteriori dos
coeficientes pg, p1 € po para os poluentes PM;y, C'O e SO,, no modelo de defasagens dis-
tribuidas com restri¢oes polinomiais de ordem 2, estimadas seguindo o enfoque bayesiano.
Verifica-se que todos se apresentaram centrados na mediana. Dada a amostra destes
coeficientes, foi aplicada a transformagao (1.4) e, assim, foi obtida uma amostra dos co-
eficientes 3;, i = 0,--- ,40, tornando possivel calcular a média a posteriori e intervalos
de credibilidade para Zio B;, que é um indicador do efeito cumulativo do poluente. Sob
o enfoque classico este indicador foi mais uma vez dado pela soma dos coeficientes [;,

i=0,---,40.
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Figura 3.7: Histogramas das amostras das distribui¢oes a posteriori dos coeficientes pg, p1 e
p2 para os poluentes PMig, CO e SOs, no modelo de defasagens distribuidas com restrigoes

polinomiais de ordem 2.

38



Em seguida sao apresentadas as matrizes de covariancias dos coeficientes pg, p1 € pa,

calculadas seguindo os enfoques classico e bayesiano. Como foi dito, seguindo o enfoque

classico, as matrizes de covariancia destes coeficientes p sao utilizadas para calcular as

matrizes de covariancia dos coeficientes 3, visto que estes sao escritos como em (1.4).

Assim, tem-se mais uma vez que um indicador do efeito cumulativo do poluente é dado

40 : : 40
por > .~ f3; e intervalos de confianga podem ser calculados assumindo que > ;" 5 ~

N (1% B Xl VARIB] + 23 Y, COVIBL Bl

Tabela 3.6: Matrizes de covariancia dos coeficientes pg, p1 e po2, estimadas seguindo

os enfoques cldssico e bayesiano para os poluentes PMpy, CO e SO,, no modelo de

defasagens distribuidas com restrigoes polinomiais de ordem 2.

2o 24 Az Ao 24 Fz 2o 24 0z
% pol| 2595E-05 -2 A3 E-06 £.330E-08 % po| 2456E-05 -2 A79E-06 £.246E-08 % po| 2598E-05 -2 A%1E-06 6 330E-06
[ () )
Elpe| -2931E08 3.947E-07 -9.334E-09 Elpe| -2870E08 4 029E-07 -9.627E-09 Elps| -2931E08 3.947E-07 -9.334E-09
p2| 6.330E-08 -3.334E-09 2.3 7ED pz| 6.246E-08 -3 R27E-09 242310 pz| 6.330E-08 -3.334E-09 2.3 7E10
2o 24 Fz Fo 24 Az 2o 24 0z
8l pol| 2513605 -2 922E-06 £.306E-08 Blpol| 2244605 -2 S95E-06 5.589E-08 Bl pol| 3174E-05 -3 B25E-06 §.551E-05
= = =
@ pq| -2922E-06 3.914E-07 -9.226E-09 o pq| -2595E-06 3 ES2E-07 -5.842E-09 o pq| -3.828E-06 5.318E-07 -1.281E-08
pz| 6.306E-0 -3 226E-09 2.282E-10 pz| 5589E-08 -B.842E-09 2 248E-10 pz| &551E-08 -1 281E-03 3.210E-10
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Os efeitos totais estimados no modelo de defasagens distribuidas com restrigoes poli-
nomiais de ordens 2, 3 e 4, para os poluentes PM;o, CO e SO,, dados por > 7, 5;, s@o
apresentados na tabela 3.7, juntamente com intervalos de confianca e credibilidade de
95%. O intervalo de confianca é dado por (ﬁAZ —1.96D P ; B+ 1.96DPBi) e o intervalo de
credibilidade é dado pelos quantis 2,5% e 97, 5% da distribuigao a posteriori de Zfio B;.
Observa-se que estes efeitos foram significativos em todos os casos. Ainda, verifica-se mais
uma vez que os coeficientes relativos ao didxido de enxofre se apresentaram negativos, e

isto estd sendo analisado.

Tabela 3.7: Coeficientes de efeito global resultantes da estimagao do modelo de defasagens

distribuidas com restrigdes polinomiais de ordens 2, 3 e 4, para os poluentes CO, PMig e SO,.

Restricao polinomial de ordem 2

Enfoque cléssico Enfoque bayesiano

coeficiente I. Conf. m. p. I. Cred.
cO 0.45412 0.42009 ; 0.48814 0.46021  0.38752 ; 0.53193
PM, 0.21191 0.17834 ; 0.24549 0.21558  0.13023 ; 0.30272
SO, -0.22826  -0.26588 ; -0.19065 -0.23000 -0.29500 ; -0.16754

Restricao polinomial de ordem 3

Enfoque cléassico Enfoque bayesiano

coeficiente I. Conf. m. p. I. Cred.
co 0.45588 0.41170 ; 0.50006 0.46094  0.38774 ; 0.53354
PM,y,  0.21499 0.17301 ; 0.25698 0.21789  0.13306 ; 0.30567

SO, -0.22936  -0.27224 ; -0.18649 -0.23021 -0.29093 ; -0.16266

Restricao polinomial de ordem 4

Enfoque cléssico Enfoque bayesiano

coeficiente I. Conf. m. p. I. Cred.
cO 0.45738 0.40387 ; 0.51088 0.46125  0.38901 ; 0.53455
P My 0.2253 0.17422 ; 0.27638 0.23378  0.14091 ; 0.31953
SO, -0.23185  -0.26946 ; -0.19423 -0.23383 -0.29437 ; -0.17245
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A figura 3.8 exibe a evolugao temporal dos efeitos estimados associados a aumentos de
1 desvio-padrao em relagao a média nos niveis de PMiq, CO e SO,, para os modelos de
defasagens distribuidas com restri¢oes polinomiais de ordens 2, 3 e 4, e a figura 3.9 apre-
senta uma comparacao entre os efeitos estimados para cada um dos poluentes no modelo
de defasagens distribuidas com restri¢oes polinomiais de ordem 2. Observa-se através dos
graficos que as estimativas se apresentaram bastante similares tanto para o ajuste feito
seguindo o enfoque classico quanto para o enfoque bayesiano. Ainda através dos graficos
pode-se verificar claramente que quanto mais restricao se impoe no polinémio, menos
livre sera a estimativa dos coeficientes 3. Apesar de o impacto dos trés poluentes sobre
o processo de contagens de Obitos decair gradual e lentamente, o impacto do SO parece
se extinguir depois de aproximadamente 15 dias, seguido pelo P My, que parece persistir
até 30 dias. No caso do CO o efeito parece persistir até mais de 40 dias, e para obser-
var melhor estes resultados, na figura 3.10 estes efeitos sao mostrados, juntamente com
intervalos de confianca / credibilidade de 95%, para o modelo de defasagens distribuidas
com restrigdes polinomiais de ordem 2, que tanto para o enfoque classico (AIC) quanto
para o enfoque bayesiano (DIC) foi o que apresentou valores mais baixos dos critérios de
comparacao. Observa-se a partir da figura citada que realmente o efeito do SO, deixa
de ser significativo depois de 15 dias, seguido do PMj, cujo efeito se extingue antes de
passar 20 dias. O poluente que parece ter o impacto mais forte e duradouro na resposta é

o C'O, ja que seu efeito s6 deixa de ser significativo depois de aproximadamente 25 dias.
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Em seguida sao apresentados graficos dos riscos relativos estimados sob o enfoque
bayesiano para o modelo de defasagens distribuidas com restri¢oes polinomiais de ordem
2. O calculo destes riscos relativos foi feito tomando toda a amostra dos (3’s, e a avaliacao

destes é importante para verificar o impacto de valores especificos do poluente na resposta.

1.06
1.06
1.06

1.02
1.02

0.98
0.98
0.98

(a) PMlo (b) CcO (C) S02

Figura 3.11: Evolucao temporal dos riscos relativos estimados associados a aumentos
nos niveis de PMiy, CO e SO,, para o modelo de defasagens distribuidas com restri¢oes

polinomiais de ordem 2, seguindo o enfoque bayesiano.

Pode-se observar a partir da figura 3.11 que um aumento de 1 desvio-padrao em
relacao a média do mondxido de carbono C'O acarretaria um aumento imediato de a-
proximadamente 3,3% no desfecho médio. Nos casos de PM;, e SO, estes aumentos
sao de 2,4% e 1,5%, respectivamente. Seria interessante, entao, avaliar qual o impacto
de valores extremos, como o maximo observado no periodo de estudo, dos poluentes na
resposta. A figura 3.12 mostra a evolugao temporal dos efeitos estimados associados ao
nivel maximo observado de cada um dos poluentes. Verifica-se que o C'O, cujo aumento
em um desvio-padrao antes causava um aumento de aproximadamente 3, 3% na resposta,
passou a ter um impacto de mais de 25% nesta resposta. PMiy e SO, também tiveram

seus efeitos aumentados para quase 13% e 9% respectivamente.
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Analise do bloco nao-paramétrico:

O bloco nao-paramétrico do modelo consiste nas suavizagoes das varidveis tempera-
tura e umidade, e entao os resultados apresentados aqui serao referentes aos parametros
Aeodp, k=0,---,n+1, onde n é o nimero de nés interiores da spline. Neste estudo foi
adotado n = 20.

Em seguida é apresentada uma tabela com as estatisticas sumarias dos parametros
de suavizacao A das varidveis temperatura e umidade, estimadas seguindo o enfoque

bayesiano. Sao apresentados também na figura 3.13 os histogramas destes parametros.

Tabela 3.8: Estatisticas sumarias do parametro de suavizagao A das variaveis umidade e
temperatura para os modelos tendo como regressoras os poluentes PMiy, CO ou SO,

com defasagens distribuidas sujeitas a restrigoes polinomiais de ordem 2.

PMy co S50
umidade  temperatura | umidade temperatura | umidade  temperatura
média 767.07 284.77 195.36 606.60 464.19 632.44
mediana 530.92 144.88 104.27 416.12 235.16 475.29

I.Cred.g5 59.2;2800.4  25.0;1572.5 | 21.7;966.4  48.0;2283.3 | 28.2;2021.8  64.5;2033.0

Na sequéncia, sao apresentados nas figuras 3.14 a 3.19 os histogramas das amostras
das distribuicoes a posteriori dos coeficientes ¢ para os poluentes CO, PMiy e SOs.
Graficos destes coeficientes ¢ sao mostrados nas figuras 3.20 e 3.21, juntamente com in-
tervalos de confianga / credibilidade de 95%, que ilustram o efeito ndo linear de umidade
e temperatura, estimados seguindo os enfoques classico e bayesiano, no modelo de de-

fasagens distribuidas com restri¢oes polinomiais de ordem 2 para os poluentes P Mo, CO

ou SOQ
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Figura 3.15: Histogramas das amostras das distribuicoes a posteriori dos coeficientes ¢

para a variavel umidade no modelo contendo o poluente C'O como regressora.
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Figura 3.16: Histogramas das amostras das distribuicoes a posteriori dos coeficientes ¢

para a variavel temperatura no modelo contendo o poluente PMj, como regressora.
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Figura 3.17: Histogramas das amostras das distribuicoes a posteriori dos coeficientes ¢

para a variavel umidade no modelo contendo o poluente PM;y como regressora.
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para a variavel temperatura no modelo contendo o poluente SO, como regressora.
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Figura 3.19: Histogramas das amostras das distribuicoes a posteriori dos coeficientes ¢

para a variavel umidade no modelo contendo o poluente SOy como regressora.

o4



Como foi dito, as figuras 3.20 e 3.21 a seguir apresentam os efeitos nao lineares
estimados seguindo os enfoques cldssico (figura 3.20) e bayesiano (figura 3.21), juntamente
com intervalos de confianca / credibilidade de 95%, no modelo de defasagens distribuidas
com restrigoes polinomiais de ordem 2 para os poluentes PMiy, CO ou SO,. Pode-se
observar que estes efeitos estimados se apresentaram bastante similares ao comparar os
resultados dos dois enfoques e, ainda, que em geral, a variavel temperatura apresentou

uma estrutura mais suave que a umidade.
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3.4.2 Aplicacao utilizando resposta continua: Niveis de CO em

Sao Paulo

Nesta aplicacao foram utilizados como resposta os niveis didarios e médias semanais
do poluente C'O em Sao Paulo, pressupondo distribuigao Normal(j;,02) e Gama(a,3;), e
tendo as varidaveis umidade média e temperatura minima como regressoras.

Mais uma vez escrevendo o modelo como a estrutura dada em (3.3), tem-se, para o

caso em que foi considerada distribuigao Normal(p,0?) que:

log(Poluente;)  ~  Normal(py, o?)

ne = =+ [f(temperatura, umidade) (3.12)
e nos casos em que foi considerada distribuigdo Gama(«,f3):

Poluente; ~ Gama(a, ;)

ny = log <%> = v+ f(temperatura,umidade), (3.13)
¢

ou seja, a média da varidvel resposta sera fungao de temperatura e umidade.
Para cada uma das respostas foram testados 16 modelos, que compreendiam com-
binagoes das variaveis temperatura minima e umidade média, ou de suavizagoes destas

mesmas variaveis, e suas defasagens de até trés dias. Os modelos pertencem a 4 grupos:

Grupo 1: modelos 1, 2, 3 e 4 as varidveis umidade e temperatura sao incluidas de

forma paramétrica

Grupo 2: modelos 5, 6, 7 e 8 as varidveis umidade e temperatura sao incluidas de

forma nao-paramétrica

Grupo 3: modelos 9, 10, 11 e 12 a varidavel umidade é incluida de forma paramétrica

e a variavel temperatura é incluida de forma nao-paramétrica

Grupo 4: modelos 13, 14, 15 e 16 a variavel umidade é incluida de forma nao-para-

métrica e a variavel temperatura é incluida de forma paramétrica
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Em seguida ¢ apresentada uma tabela com a relacao dos 16 modelos ajustados a este

banco de dados.

Tabela 3.9: Representacao esquemdtica dos modelos ajustados aos dados de poluicao.

':o? temperatura; i umidade; ;. s(temperatura, )| s{umidade, )
r“.; k k k k
2= |o|i1]|2]a]o]|i]2|s|o]l1]|2]|s|o|1]2]s
1 X X
]
% 2 X X X
3 b4 X X
L]
4 b4 X | x X X
- 5] X X
% 6 X X
7 X X X
L]
8 X ¥ X | x X
- Q9 X X
% 10 X X X
11 X X X X
L]
12 X X X | x X X
- 13| x X
% 14| x X
15| x X
L]
16| x b4 X X

As tabelas 3.10 e 3.11 a seguir apresentam os resultados de Critério de Informacao de

Akaike (AIC) e Critério de Informagao da Deviance (DIC) para os 16 modelos ajustados.
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Tabela 3.10: Critérios de comparagao de modelos para observagoes didrias de log(CO).

log(CO) ~ Normal (i, 0%)
AIC pD DIC deviance()
modelo 1 1491.49 | 5.01  1465.426 1455.416
modelo 2 1447.28 | 6.89  1466.944 1453.169
modelo 3 1401.76 | 8.99  1466.834 1448.847
modelo 4 1381.89 | 10.84  1468.95 1447.261
modelo 5 1450.80 | 12.64  1470.11 1444.822
modelo 6 1409.05 | 20.10  1478.247 1438.055
modelo 7 1368.04 | 28.02  1487.047 1431.014
modelo 8 1355.71 | 34.75  1493.389 1423.899
modelo 9 1487.15 | 811 1465.410 1449.188
modelo 10 | 1446.35 | 13.02  1471.594 1445.563
modelo 11 | 1405.35 | 17.54  1477.235 1442.151
modelo 12 | 1387.65 | 22.07 1480.244 1436.106
modelo 13 | 1453.78 | 9.26  1469.198 1450.688
modelo 14 | 1409.33 | 13.68  1468.875 1441.513
modelo 15 | 1364.15 | 19.23  1479.798 1441.335
modelo 16 | 1350.57 | 24.22  1480.472 1432.023
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Tabela 3.11: Critérios de comparacao de modelos para observacoes didrias de CO.

CO ~ Gama(a, Bt)

AIC pD DIC deviance()
modelo 1 5649.52 | 3.73  1351.213 1343.745
modelo 2 5609.09 5.5 1348.656 1337.655
modelo 3 5562.31 7.6 1361.153 1345.961
modelo 4 5543.84 | 9.62  1360.371 1341.128
modelo 5 5614.74 | 11.38  1345.421 1322.666
modelo 6 5573.85 | 21.05  1356.306 1314.197
modelo 7 | 5531.42 | 30.85 1379.001 1317.292
modelo 8 5521.16 | 40.16  1386.52 1306.194
modelo 9 5643.73 | 7.52  1356.614 1341.575
modelo 10 | 5606.18 | 13.19  1359.357 1332.968
modelo 11 | 5548.88 | 18.29  1375.388 1338.8
modelo 12 | 5619.41 | 23.79 1376.202 1328.616
modelo 13 | 5563.79 | 7.88 1339.232 1323.48
modelo 14 | 5576.14 | 13.68 1345.050 1317.698
modelo 15 | 5529.37 | 20.36 1368.994 1328.274
modelo 16 | 5516.58 | 25.81 1372.815 1321.188
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Observa-se que entre os modelos testados, o modelo 9 foi aquele que apresentou menor
valor do DIC quando se trabalhou com a variavel transformada, e o modelo 13, no caso
em que se trabalhou com a varidavel na escala original. No caso do ajuste seguindo o
enfoque classico, tanto para o CO quando para o log(CO) o menor valor de AIC foi
alcancado pelo modelo 16, que é aquele em que sao incluidas defasagens de até 3 dias da
variavel temperatura e defasagens suavizadas de até 3 dias da variavel umidade. Apesar
de a utilizacao destas defasagens ser razoavel, no caso do modelo implementado isto pode
causar autocorrelacao, visto que estas nao sofreram restrigoes.

Uma questao que deve ser levada em consideracao é a avaliacao da influéncia do
nivel de agregacao dos dados sobre os resultados. Desta forma, para avaliar tal questao,
as observagoes diarias de C'O foram agregadas por semana, e repetiu-se a estimacao dos
modelos de 1 a 16 apresentados na tabela 3.9 utilizando esta média semanal como variavel
resposta.

As tabelas 3.12 e 3.13 a seguir apresentam os resultados de Critério de Informacao de
Akaike (AIC) e Critério de Informagao da Deviance (DIC) para os 16 modelos ajustados

utilizando os dados agregados como resposta.
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Tabela 3.12: Critérios de comparagido de modelos para a média semanal de log(CO).

log(CO) ~ Normal (i, 0%)
AIC | pD DIC deviance()
modelo 1 50.87 | 4.96 213.173 203.250
modelo 2 | 49.42 | 7.13  214.564 200.313
modelo 3 | 52.27 | 9.02  215.344 197.303
modelo 4 | 54.52 | 10.92 218.384 196.541
modelo 5 | 48.98 | 10.02 217.018 196.970
modelo 6 | 53.08 | 15.37 222.161 191.419
modelo 7 | 60.16 | 22.36  230.084 185.355
modelo 8 | 67.62 | 26.89  233.35 179.569
modelo 9 524 | 7.29  214.675 200.086
modelo 10 | 50.59 | 11.57 218.207 195.059
modelo 11 | 55.34 | 15.88  222.249 190.499
modelo 12 | 58.58 | 20.24  226.929 186.449
modelo 13 | 47.37 | 7.54  215.330 200.254
modelo 14 | 51.14 | 10.85  217.897 196.202

modelo 15 | 56.81 | 14.58  220.302 191.139
modelo 16 | 61.53 | 18.33 225.111 188.451
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Tabela 3.13: Critérios de comparacao de modelos para a média semanal de CO.

CO ~ Gama(a, ;)
AIC pD DIC deviance()
modelo 1 662.73 | 3.44 206.712 199.827
modelo 2 | 662.04 | 5.44 207.434 196.563
modelo 3 665.2 7.35  209.129 194.422
modelo 4 | 667.22 | 9.38  212.543 193.787
modelo 5 | 665.22 | 9.74  212.666 193.179
modelo 6 | 667.57 | 18.09 222.750 186.561
modelo 7 | 675.39 | 28  231.770 175.768
modelo 8 | 683.79 | 35.45 239.466 168.564
modelo 9 | 664.99 | 6.31  208.440 195.818
modelo 10 | 661.54 | 12.22  215.945 191.512
modelo 11 | 670.24 | 19.06 222.441 184.312
modelo 12 | 662.80 | 24.56 228.088 178.968
modelo 13 | 666.15 | 6.49  209.964 196.979
modelo 14 | 666.72 | 11.07 214.519 192.375
modelo 15 | 672.31 | 16.12 220.121 187.883
modelo 16 | 677.15 | 20.35  225.027 184.317
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Observa-se através das tabelas 3.10 a 3.13 que tanto para a variavel transformada
(log(CO)) quanto para a varidavel na escala original, o ato de agregar as observagoes
(trabalhar com médias semanais) faz com que os modelos com preditor semi-paramétrico
deixem de ser os mais significativos com relacao a seus equivalentes paramétricos. O
que sera feito agora é uma comparacao dos resultados alcangados ao se trabalhar com
observagoes didrias e médias semanais da variavel transformada e da mesma em sua
escala original, seguindo os enfoques cldssico e bayesiano. Para isto, foram escolhidos os
modelos 9 (log(CO) ~ Normal(u, 0?)) e 13 (CO ~ Gama(a, (3;)).

Nas figuras 3.22 e 3.23 sao apresentados histogramas das amostras das distribuicoes a
posteriori dos parametros de suavizagao A para os modelos 9 e 13 com respostas diarias
e semanais, onde, no modelo 9, o \ esta relacionado a varidavel temperatura e, no modelo
13, o X esta relacionado a variavel umidade. A tabela 3.14 apresenta média a posteriori,
mediana a posteriori e intervalos de credibilidade destes parametros. Pode-se verificar
mais uma vez que, tanto para o modelo 9 (log(CO) ~ Normal(u, o)) quanto para o
modelo 13 (CO ~ Gamal(a, 3;)), a agregagao das observagoes faz com que a média a

posteriori do parametro de suavizagao aumente.

600
|
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[ T T T T T T 1 [ T T T T 1
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lambda (temperatura) lambda (temperatura)
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Figura 3.22: Histograma do parametro de suavizacao A da variavel temperatura no mo-

delo 9 utilizando log(C'O) e média semanal de log(C'O) como resposta.
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Figura 3.23: Histograma do parametro de suavizacao A da variavel umidade no modelo

13 utilizando C'O e média semanal de C'O como resposta.

Tabela 3.14: Média, mediana e intervalo de credibilidade do parametro de suavizagao A

para os modelos 9 e 13 com respostas didrias e semanais.

diario semanal
modelo 9 modelo 13 modelo 9 modelo 13
média 2564.11 678.83 5697.17 765.45
mediana 1581.76 569.83 3053.14 533.78
ICy59 215.65;10750.04 136.11;1866.22 | 209.75;26535.46 77.98;2843.19

Nas figuras 3.24 e 3.25 sao apresentados os histogramas das amostras das distribuigoes
a posteriori dos coeficientes ¢ para os modelos 9 (log(CO) ~ Normal(u;,c?)) e 13
(CO ~ Gama(a, f;)). Graficos destes coeficientes ¢, estimados seguindo os enfoques
classico e bayesiano, sao mostrados nas figuras 3.26 e 3.27, juntamente com intervalos de

confianga / credibilidade de 95%.
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Figura 3.24: Histograma das amostras das distribuicoes a posteriori dos coeficientes ¢

para log CO e a variavel temperatura.
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Figura 3.25: Histograma das amostras das distribuicoes a posteriori dos coeficientes ¢

para C'O e a variavel umidade.
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Através das figuras 3.26 e 3.27 a seguir pode-se observar o que foi citado ao comentar
a tabela 3.14: a agregacao das observagoes faz com que a média a posteriori do parametro
de suavizacao aumente. Além disso, pode-se observar a clara semelhanca entre os resul-
tados dos ajustes cldssico e bayesiano, chamando atencao para o fato de que, no caso do
ajuste classico, as estimativas se apresentaram mais suaves. No caso especial do modelo
13, utilizando como resposta a média semanal do CO (figura 3.25 (b)), observa-se um
comportamento quase linear da funcao da variavel umidade, o que condiz com os resulta-
dos apresentados nas tabelas 3.11 e 3.13 que apontavam para o uso de um modelo onde

a umidade é incluida de forma paramétrica.

69



e | e
- —
© v
<] [S)

temperatura
0.0
|
temperatura
0.0
|

0 0
o o
[ [
° °
— —
1 I
T T T T T T T T
0 5 10 15 20 10 15 20
nos nos
(a) didrio (Enfoque cléssico) (b) semanal (Enfoque cléssico)
o | o |
- -
0 | 0 |
o o

temperatura
0.0
!
temperatura
0.0
!

-1.0
-1.0

nos nos

(¢c) didrio (Enfoque bayesiano) (d) semanal (Enfoque bayesiano)

Figura 3.26: Efeito nao linear da varidvel temperatura, estimado seguindo os enfoques
classico e bayesiano, no modelo 9 utilizando log(CO) e média semanal de log(CO) como

resposta.

70



o e
— -
Te} wn
S S
3 3
8 o 8 o .
8 1 k=] T e
£ © £ o —_—
=1 =]
0 0
o o
| |
o 5
- -
| |
T T T T T T T T T T T T
50 60 70 80 90 60 6 70 75 8 8 90
nos nos
(a) didrio (Enfoque cléssico) (b) semanal (Enfoque cldssico)
o | e ]
— -
\
A}
\
0| 0 |
o o
3 g
8 o S o
k] 2 K > |
£ © 2 o
= =}
n wn
o (=
[ I
S 5
- -
' T T T T ! T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20
nos nos
(c) didrio (Enfoque bayesiano) (d) semanal (Enfoque bayesiano)

Figura 3.27: Efeito nao linear da variavel umidade no modelo 13, estimado seguindo os

enfoques classico e bayesiano, utilizando CO e média semanal de C'O como resposta.

71



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Neste estudo foi analisada uma forma de trabalhar com variaveis que sao inseridas no
modelo de forma nao-paramétrica. Foi visto que a classe dos modelos aditivos genera-
lizados permite trabalhar com diversas respostas com distribuicao pertencente a familia
exponencial e, mais que isso, permite que se inclua no modelo variaveis para as quais
nao sao assumidas hipdteses sobre seu comportamento, ou nao se tem definida a forma
de impacto sobre o processo estudado. No procedimento de inferéncia pode-se observar
também que existe um paralelo entre as splines e os modelos dinamicos, visto que a
estrutura suave é obtida ao se escolher passeios aleatorios como prioris para os coeficientes
das bases destas splines.

Na aplicagao feita aos dados de mortalidade em Sao Paulo verificou-se que a estrutura
semi-paramétrica proposta foi bem ajustada, e os modelos de defasagens distribuidas se
mostraram bastante eficientes ao estimar a evolucao temporal dos efeitos dos poluentes.
Foi possivel observar também que os efeitos estimados para o poluente CO sao maiores
e mais duradouros que os estimados para PMq e SO; e que, além disso, ao comparar as
abordagens classica e bayesiana, verificou-se que os resultados se mostraram equivalentes
em todos os casos. Deve-se salientar que ao utilizar o diéxido de carbono como regressora,
os coeficientes / médias a posteriori estimados se apresentaram negativos, e isto esta sendo
avaliado.

Com relagdo ao estudo utilizando o mondxido de carbono (resposta continua), os

critérios de comparacao divergiram acerca de qual modelo seria o mais indicado segundo
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cada um dos enfoques, classico e bayesiano. Em geral, a estimacao classica apontou
para um grupo de modelos que incluisse o maior nimero testado de defasagens, sendo
estas trabalhadas ora de forma paramétrica, ora de forma nao-paramétrica, o que pode-
ria introduzir autocorrelacao no modelo. Neste caso, uma alternativa ¢ utilizar também
aqui a proposta apresentada na secao 1.2.1: adotar restricbes polinomiais e verificar
se ainda assim estes apresentam os valores mais baixos de AIC. Segundo o enfoque
bayesiano, os modelos com menor valor de DIC sao aqueles em que a varidvel explica-
tiva é incluida sem defasagens. Neste caso, as defasagens das variaveis temperatura
(modelo 9: log(CO) ~ Normal(u;,c?)) e umidade (modelo 13: CO ~ Gama(a, 3;)) ad-
mitem suavizagao quando se trabalha com dados didrios, mas um preditor completamente

paramétrico é preferido ao modelar a média semanal da resposta.
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Apeéendice A

Diferencas divididas

Existem varias formas de se definir diferencas divididas. Sera dada aqui a definicao

segundo de Boor (1978).

Definicao: A diferenca dividida de l-ésima ordem de uma funcao f nos pontos (x, ..., Cx1q
é o coeficiente de ' no polinomio de grau [ + 1 que coincide com f nestes pontos, e é

definida recursivamente por:

[Covtsoos Cort) f =[Gy ooy Gy f
Crot — Cr '

[Ck7~--><k+l]f =

Por exemplo, para [ =0, 1 e 2 tem-se:

=0 — [CGlf = f(C)
=1 — [GGlf=1 (C’gl):f ()
K+l — Ck

[Chat1, Coral f — [Chy Crvn]f

=2 — [GrsCrt1, Gl f = G2 — Ck '

Serao listadas a seguir duas consequéncias vindas da definicao anterior:

(1) [Cky o) Ceai] f é uma fungao simétrica de seus argumentos (g, ..., (x4, Ou seja, depende
somente dos valores (g, ..., (x+; € nao da ordem em que cada um deles aparece na
sequéncia. Isto fica claro a partir da definicao, ja que o polinémio de interpolacao
depende somente dos pontos de interpolagao e nao da ordem que se escreve estes

pontos.
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(ii) se f é um polindémio de grau < [, entao [(, ..., (] f é constante como fungao de

Cks -, Ck+1- Em particular,

(Cky -y Cent] f = 0V £ polindmio de grau !
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