VIRTUS IMPAVIDA
v vy

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA

PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

Adecarlos Costa Carvalho

DINAMICA DE VORTICES PONTUAIS NA ESFERA S? E NO ESPACO
HIPERBOLICO H?

Recife
2008



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



VIRTUS IMPAVIDA
[ A

Adecarlos Costa Carvalho

DINAMICA DE VORTICES PONTUAIS NA ESFERA S? E NO ESPACO
HIPERBOLICO H?

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-Graduagao
em Matemética da UFPE, como requisito parcial para a

obtencao do grau de MESTRE em Matemaética.

Orientador: Prof. Dr. Hildeberto Eulalio Cabral

Recife
2008



Carvalho, Adecarlos Costa

Dinamica de vortices pontuais na esfera 5% e no
espaco hiperbolico H* / Adecarlos Costa Carvalho.
— Recife: O Autor, 2008.

55 folhas : il., fig.

Dissertacao (mestrado) — Universidade Federal
de Pernambuco. CCEN. Matematica, 2008.

Inclui bibliografia.
1. Sistemas dinamicos. Titulo.

531 CDD (22.ed.) MEI2008-040



Tese submetida ao Corpo Docente do Programa de Pés-graduagiio do
Departamento de Matematica da Universidade Federal de Pernambuco como parte dos
requisitos necessdrios para a obtengdo do Grau de Mestrado em Matemética.

Aprovado: HAALY M Ll 2
Hildeberto Euldlio Cabral, DMAT-UFPE
Orientador

2l

César Augusto Rodrigues Castiltho, DMAT-UFPE

WalE Vadonp,

Maité Kidesza, DM-UFRPE

DINAMICA DE VORTICES PONTUAIS NA

ESFERA S’E NO ESPACO HIPERBOLICO H?
Por

_Acfecarias Costa Carvalho

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Cidade Universitéria — Tels. (081) 2126 - 8414 — Fax: (081) 2126 - 8410
RECIFE — BRASIL

Fevereiro - 2008



A minha familia.



RESUMO

Apresentamos as equacoes de movimento para n vortices pontuais sobre as seguintes
superficies de Riemann: A Esfera S? e o Espaco Hiperbolico H?. Apresentamos, também,
a formulacao Hamiltoniana para o movimento de vortices sobre estas superficies. Para isto,
primeiramente, apresentamos a projecao estereografica para S? e H2. Entdo construimos
o operador de Laplace-Beltrami e suas funcoes de Green. O campo vorticidade e a funcao
corrente sao relacionados através do operador de Laplace-Beltrami de forma que, usando
as funcoes de Green, expressamos a funcao corrente como uma forma integral. Como
exemplo, consideramos o movimento de um par de vortices e mostramos que ele descreve

um geodésica como sua trajetoria sobre S? e H2.

Palavras-chave: Superficie de Riemann; Dinamica de Vértices; Funcao de Green.



ABSTRACT

We present the movement equations of n punctual vortices over the following Riemann
surfaces: the sphere S? and the hyperbolic space H?. We also state the Hamiltonian
formulation of the vortices motion over these surfaces. For this purpose, we primarily
present the stereographic projection over S? and over H2. Then, we construct the Laplace-
Beltrami operator and its Green functions. The vorticity field and the stream function
are related through the Laplace-Beltrami operator in such way that we express the stream
function as an integral form by using the Green functions. As an instance, we consider
the movement of a pair of vortices and prove that its trajectory describes a geodesic over

S? and H?.

Key-words: Riemann surfaces; Vortex Motion; Green function.
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1 INTRODUCAO

O estudo da dinamica de vortices pontuais, devido suas diversas aplicacoes,
desperta o interesse de cientistas de diversas areas de conhecimento tais como fisica, mete-
orologia, cosmologia, geofisica, mateméatica. Em particular, podemos citar J. J. Thomson
[19, 20], o qual tentou utilizar a teoria de vortices para formular a estrutura do atomo. A
teoria de vortices também tem sido estudada, com o intuito de descrever a dinamica de
furacoes e tornados, assim como outros fendmenos naturais.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: No capitulo 2 apresentamos
alguns conceitos gerais que serao utilizados no decorrer deste trabalho. Na primeira secao,
como motivagao,apresentamos a construcao de superficies de Riemann a partir de uma
funcao algébrica e obtemos que uma Superficie de Riemann de uma funcao algébrica é
topologicamente equivalente a uma esfera com algas. Em seguida, descrevemos o com-
portamento de um fluido no plano e definimos conceitos importantes tais como linhas de
corrente, potencial velocidade, potencial complexo, circulacao, entre outros. Entao trata-
mos do comportamento de fluidos sobre uma superficie e demonstramos alguns resultados
sobre aplicacoes conformes entre superficies. A seguir tratamos de alguns conceitos in-
trinsecos a superficie.

O principal objetivo deste trabalho é obter as equagoes de movimento para
dinamica de n vortices pontuais sobre as seguintes superficies de Riemann com curvatura
constante: A Esfera S? e o Espaco Hiperbolico H? e comparando com o caso no Plano
Euclidiano E?, as quais tem curvatura Gaussiana K = 1, K = —1 e K = 0, respec-
tivamente. Para este fim, no capitulo 3, sao obtidas as equacgoes de movimento para a
dinamica de n vortices pontuais sobre o plano E?. Depois, baseado no artico de Kimura
|10], apresentamos a projecao estereografica para S? e H?. E construimos o operador de
Laplace-Beltrami A para Esfera S? e Espaco Hiperbélico H? a partir de suas respectivas
métricas riemannianas. Este relaciona a funcao corrente ¢, com o campo vorticidade
w, através da equacao de Poisson Ay = —w. Entao, obtemos a funcao de Green para
o operador de Laplace-Beltrami sobre S? e H? e, consequentemente, obtemos a funcao
corrente ¢ como uma forma integral. E, entao, sao obtidas as equacoes de movimento da
dinamica de n vortices sobre tais superficies. Como exemplo, consideramos o movimento

de um par de vortices e mostramos que ele descreve uma geodésica como sua trajetoria.



2 CONCEITOS PREMILINARES

2.1 Funcgoes Algébricas e Superficies de Riemann

Comecamos com o conceito de funcao algébrica. Dizemos que uma funcao
complexa analitica w = w(z) é uma fun¢ao algébrica se satisfaz uma equagao funcional
da forma

ap(2)w" + a1 (2)w" 7t + .+ an(2) =0, ao(z) Z0,

onde os a;(z) sao polindémios em z com nimeros complexos como coeficientes. Desta
equacao em w, temos que cada valor de z determina n valores de w, de forma que w é
uma funcao multivalente de z.

Uma funcdo R = R(z,w) é dita uma fun¢ao racional de z e w se pode ser escrita da forma

_ bo(2)w™ + by (2w L b(2)
R(z,w) = co(2)wk + cr(2)wh ! + o+ ep(z)

onde os b; e c¢; sao polindmios em z com coeficientes complexos constantes, e o denomi-

nador nao é identicamente zero.

Agora, consideremos a fun¢ao F'(z) definida da seguinte forma: selecionamos
um ramo de uma fungao algébrica w(z) em zp, um caminho de zy a z, e fazemos
z
F(z)= / R(z,w(z))dz,
20
onde o valor de w(z) é determinado por continuagao analitica ao longo do caminho de
integragao do ramo fixado em 25 !. Em geral, F(2) também é uma fungao multivalente
de z. Encontraremos um sistema de formas canonicas para estas integrais de forma que
qualquer integral deste tipo podera ser transformada em uma forma canoénica e, com isso,
consigamos compreender mais sobre a natureza dessas integrais.

As fungoes algébricas mais simples sao definidas por equacoes da forma

ap(z)w+ai(z) =0, ag#0,

a1(z)
ao(2)

onde ag e a; sao polindbmios em z. Neste caso, w = — é uma funcao racional em

z univalente. Estas funcoes sao caracterizadas por serem holomorfas em todo o plano

'"Podemos encontrar mais detalhes sobre continuagio analitica em [1]
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estendido (esfera) exceto por um nimero finito de pélos. Se os polos ocorrem nos pontos

b1, bs, ..., b,, entao w pode ser expandida em fracoes parciais:
w=p(z2)+hi(2) + ... + hy(2),

onde

hk(z) Ok Cok Cm,k

T A P I oy ST

é a parte principal de w(z) no polo by e p(z) é um polindmio em z o qual é a parte principal

de w(z) no infinito. Toda fungao racional R(z,w) de z e w é também uma fun¢ao racional
univalente na variavel z e tem uma expansao em fracoes parciais. Cada integral
2
F(z)= / R(z,w)dz
20
pode ser calculada diretamente, apresentando termos da forma Alog(z — b) somados
a uma fungao racional de z. Assim F(z) é uma fun¢ao multivalente de z com seus
valores variando em 27miA quando z d4 uma volta completa em torno de uma pequena
circunferéncia de centro b, onde b é um polo de R(z,w) com residuo A diferente de zero.
Além disso, a variagao no valor de F'(z) em torno de qualquer caminho fechado simples é,
pelo Teorema dos Residuos, 27i vezes a soma dos residuos de R(z,w) em pontos interiores
a este caminho, de tal forma que os termos Alog(z — b) determinam completamente a
multivaléncia de F'(z). Isto exibe algumas das propriedades importantes de uma fungao
algébrica definida por uma equagao de grau 1 em w.
Consideremos, agora, fungoes algébricas definidas por uma equacgao de grau 2
em w, isto ¢, ag(z)w? + a1(2)w + az(z) = 0, onde os a; = a;(z) sdo polindémios em z e

ag Z 0. Fazendo a seguinte mudanca de variaveis ( = 2aqw + a1, obtemos

¢*—p(z) =0,

onde p(z) = a? — 4apay é um polindémio em z. Para cada z fixado, ¢ ¢ uma funcio univa-
lente de w e reciprocamente, w é uma func¢ao univalente de (. Estudaremos ((z) no lugar
de w(z). Para isso iniciaremos com p(z) de grau 1 em z e depois faremos o grau de p(z)
aumentar.

A funcao algébrica definida por w? — z = 0 nao é univalente no plano esten-
dido. Pois, usando coordenadas polares z = re?, temos w = \/?e%w. Comegando em
algum ponto roe?, ry # 0 e considerando w(z) ao longo de um caminho fechado que dé

uma volta em torno da origem, entdo, quando € se aproxima de 27, w(z) se aproxima
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do valor \/ﬁe%i(‘%“”) = —\/r_geéwo, o qual é exatamente o valor negativo do valor origi-
nal. Continuando sobre este caminho apos outra volta completa teremos o valor original.
Se cortarmos o plano estendido ao longo do eixo real positivo e restringirmos w(z) de
tal modo que nao passe por este corte, teremos dois ramos univalentes de w(z), a saber
w=rez? 0 <0 < 2m ew = re??, 2r < 0 < 4. Para construcio da superficie
de Riemann para w(z), tomamos duas réplicas do plano estendido com corte ao longo
do eixo real positivo chamando-as Folha-I e Folha-II. O corte em cada folha tem duas
extremidades, uma no primeiro e outra no quarto quadrante, as quais chamaremos (+) e
(—), respectivamente. Depois, unimos a extremidade (—) da Folha-T a extremidade (+)
da Folha-II. E, da mesma forma, unimos a extremidade (+) da Folha-I a extremidade
(—) da Folha-II. Assim, sempre que passarmos pelo corte passaremos de uma folha para
outra.

Agora as coordenadas de z determinam um ponto na Folha-I e outro na Folha-
II. Associaremos ao ponto z na Folha-I o valor de \/z dado por ez, 0 < 6 < 27 e
designaremos este ponto por (z,+/z). Entdo, comegando de w = /2, se prosseguirmos
com a fungio w(z) definida por w? —z = 0 sobre um caminho fechado simples em torno da
origem, cruzamos o corte e passando para Folha-II, e quando atingirmos as coordenadas
de z na Folha-II teremos —4/z e designaremos este ponto por (z, —4/z) distinguindo-o de
(2,4/72) da Folha-I. Deste modo, cada ponto na Superficie de Riemann pode ser consid-
erado como um par ordenado (z,w), onde w? — 2 = 0. E (21,w;) = (22,w2) < 21 = 2o
e wi(2) = wa(2), 2z = z. E claro que w, satisfazendo w? — z = 0, é univalente sobre a
superficie e assume o valor w no ponto (z,w). Neste caso existem dois valores de w para
cada ponto base z exceto z = 0 e z = 00, que sdo pontos de ramifica¢io de w = /2 [1].

Esta superficie de Riemann é homeomorfa a uma esfera. De fato, consideremos
a superficie com duas folhas sobre o plano-z estendido, cada corte ao longo do eixo real
positivo. Usando a projecao esteografica podemos considerar as duas folhas com o corte
sobre o meridiano do polo sul ao po6lo norte com a extremidade (+) de uma folha unida
a extremidade (—) da outra folha. Agora, em cada folha, afastamos as extremidades do
corte, (+) e (—), deformando estas folhas em hemisférios. Entao, rotacionamos cada folha
de forma que as aberturas dos hemisférios fiquem frente-a-frente e unimos a extremidade
(+) de um hemisfério a extremidade (—) do outro hemisfério obtendo, assim, uma esfera.
Esta aplicagao ¢é feita analiticamente tomando cada ponto (z,+/2) da superficie de Rie-

mann e levando ao ponto ¢t = /2 do plano-t estentido, isto &, a esfera-t.
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Considerando a integral F'(z) = fZZO R(z,+/z)dz sobre a superficie e aplicando

esta superficie sobre a esfera-t, usando a aplicagio t = 1/z, a integral se transforma em

F(z) = / v R(t?,t)2tdt,

que é a integral de uma funcao racional de t. Com isso, recaimos no caso anterior onde a
multivaléncia é devida aos residuos de 2¢tR(t%,t). Assim, F'(z) é uma fungao multivalente
na superficie de Riemann de w? — z = 0 e a sua multivalécia se origina das singularidades
logaritmicas. Finalmente, no plano-z, F(z) tem a bivaléncia adicional devida a identifi-
cagao das folhas.

A descricao para w? = agz +a; é essencialmente a mesma que para w? —z = 0,
fazendo o corte no plano desde z = —Z—é até z = 0o em vez de desde 0 a oo e agindo como

antes. Consideremos, agora,

w? = ap2® + a1z +as, com a? —4dagay #0, ag# 0.

Fatorando, obtemos w? = ag(z —7)(z—s), r # s. Os dois pontos z =7 e 2 = s sdo pontos

de ramificagio desta fungdo e obtemos dois ramos univalentes de w = y/ag(z — r)(z — )
cortando o plano complexo ao longo de uma curva unindo r a s. Unindo as duas copias do
plano-z estendido ao longo destes cortes obtemos uma superficie de Riemann bi-folheada.
Esta superficie também é homeomorfa a uma esfera. Para ver isto, primeiro usamos a
transformagao 7 = (z — r)/(z — s), a qual transforma o plano-z de maneira conforme
no plano-7 com r — 0 e s — co. Entao, recaimos no caso anterior onde os pontos de
ramificagao sdo 0 e 0o, logo conseguimos um homeomorfimo no plano-t, onde t = /7.
Agora, consideremos a integral

/ZR <z, \/&022 + a1z +a2> dz

20

de uma funcao racional de z e w, onde w? = agz® + a1z + as. Usando a mudanca de

variaveis acima a qual aplica a superficie de Riemann da esfera-z sobre a esfera-t, temos

t= VGG, e
z (z=7)/(z—s5) _ — -
/ R(z,w)dz:/ R(TS 7"7 aOTS T) r Ssz,
20 (z0—7)/(z0—3) T—1 T—1 (T - 1)

(z=1)/(z=5) t?s —r s—r r—s
F(z)= / R ( . v/ aot ) 2tdt,
(z0—7)/(z0—3) 2 -1 2 -1 (tQ — ].)2

a qual é a integral de uma funcao racional de ¢ na esfera-t. Logo, sua multivaléncia é

ou

analisada como no caso anteior.
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Consideremos, agora, um caso em que a descricao muda significativamente que é o caso
da fungao algébrica definida por w? = a(z — r1)(z — r2)(z — r3), onde 71, r9, 73 sdo distin-

tos. Novamente, para cada z correspondem dois valores de w, um o negativo do outro.

Observemos que w = /2 —riy/z2 —r9y/2 —r3 e o fator /z —r; muda de sinal sempre
que arg(z — r;) varia 2m. Se cortamos o plano-z de 71 a 73, ndo podemos dar uma volta
completa em torno de r; ou em torno de r, sem cruzar o corte, contudo, podemos escolher
um caminho que contenha tanto r; quanto r, em seu interior. Neste caso, quando damos

uma volta completa, ambos, arg(z—r;) e arg(z —rg) variam por 27, logo, ambos os fatores

Vz—11 e /z — 1y mudam de sinal e, portanto, nao hé variacdo de w. Depois fazemos
um corte de r3 a 0o, o qual previne o caso de tomar um caminho que contenha as trés
raizes rq, 79,73 em seu interior. Assim, cada ramo de w é univalente no plano com os dois
cortes. Agora, tomando duas copias do plano, ambas com os dois cortes considerados, e
conectando-as sobre os cortes de forma cruzada como fizemos nos casos anteriores, obte-
mos uma superficie de Riemann bi-folheada sobre a qual w? = a(z — 71)(z — ra)(z — 73)
é univalente. Novamente, os pontos desta superficie podem ser designados por (z,w(z)),
onde a variavel z determina um ponto que pode estar em cada uma das folhas e w(z) diz
sobre qual folha o ponto se encontra.

Esta superficie de Riemann nao é homeomorfa a uma esfera, mas vamos mostrar, agora,
que ela é homeomorfa a um toro. Para isto, devemos unir os cortes entre r; e ry e en-
tre r3 e oo de uma esfera aos respectivos cortes da outra esfera. Cada extremidade (+)
de um corte deve ser unido a extremidade (—) do corte correspondente sobre a outra
esfera. Deformamos os cortes de maneira que fiquem como um buraco circular. Entao
rotacionamos as esferas deixando os buracos frente-a-frente, e puxamos as extremidades
dos cortes fazendo pequenos tubos (figura 2.1). As extremidades (+) dos tubos sobre as
esferas estao opostas as extremidades (—) dos tubos da outra esfera. Assim, podemos unir
as extremidades e formar as superficie na figura 2.2, a qual, claramente, é homeomorfa a

um toro.

Nos casos estudados anteriormente, uma integral

onde R é uma funcao racional de z e w, tinha multivaléncia no plano-z devido aos residuos

de R ou por causa da bivaléncia de w(z). A integral

/Z T R(zw(2))dz

0
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Figura 2.1: Esferas com cortes transformados em pequenos tubos

Figura 2.2: Superficie homeomorfa ao Toro

pode ser diferente de zero em torno de caminhos fechados como, por exemplo, sobre
meridianos ou paralelos no toro, ainda que w(z) permanega univalente sobre a curva e

nao exista residuos de R no interior da curva. Esta integrais, com

wr=a(z —r)(z — 1) (2 —13),

sao chamadas integrais elipticas.

Figura 2.3: Duas esferas unidas por quatro tubos

Completamos a discussao para o caso especial w? —p(z) = 0, tomando a fungao
w(z) definida por w? = a(z —ry)(z —13) ... (2 — r,), onde as raizes 71,79, ...,7, sdo dis-

tintas. Para cada z corresponde dois valores de w, entao conseguimos a superficie de
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Riemann bi-folheada com pontos de ramificagao em ry,rs,...,7,. Como antes, ao con-
siderarmos w ao longo de um caminho fechado em torno de um niimero impar das raizes,
apo6s uma volta completa teremos —w, enquanto que para um nimero par de raizes tere-
mos o mesmo valor de w ap6s uma volta completa. Assim, se separarmos os pontos de
ramificagdo em pares, digamos (r1,72), (3,74), - . ., € fizermos cortes unindo 71 a r9, r3 a
T4, ..., obtemos dois ramos de w(z), cada um sendo univalente no plano com cortes. Se
n for impar fazemos um corte de 7, a co. Isto nos dar n/2 cortes se n for par e (n+1)/2
cortes se n for impar. Se conectarmos duas esferas, cada uma com cortes entre pares de
pontos de ramificacao de w, como fizemos no caso n = 3, obtemos uma superficie que é
homeomorfa a duas esferas conectadas por n/2 tubos se n é par e por (n+ 1)/2 tubos se
n for impar. A figura 2.3 ilustra o caso n = 3 ou n = 4.
Agora, considerando duas esferas conectadas por apenas um tubo, digamos unindo os
cortes entre 1y e 19, e fechando os cortes restantes, obtemos uma superficie que é home-
omorfa a uma esfera. Agora, restauramos os g tubos restantes obtendo cada tubo pare-
cendo com uma al¢a. Assim, ¢ = (n/2) —1sen forpare g = (n+1)/2—1sen
for impar. Conseguimos, assim, como um modelo de superficie de Riemann, uma es-
fera com g algas. A figura 2.4 ilustra o caso n = 3 oun = 4 que nos da g = 3. O
numero g é chamado género da superficie. Portanto, cada funcao algébrica da forma
ao(2)w? + a1 (2)w + az(2) = 0, ag(z) # 0, tem uma superficie de Riemann a qual é topo-
logicamente equivalente a uma esfera com g alcas. Pode-se mostrar, ainda, que a superficie
de Riemann para qualquer funcao algébrica é topologicamente uma esfera com g alcas e

que a fun¢ao algébrica é univalente sobre esta superficie [18].

Figura 2.4: Esfera com trés alcas
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2.2 Fluidos no Plano

Suponhamos que um fluido incompressivel esta se movimentando em um estado
estacionario sobre o plano zy sendo que a sua velocidade em cada ponto é dada por
U = (P(x,y),Q(x,y)) e, também, que nenhum fluido esta sendo criado ou destruido.
Considerando uma curva fechada simples em R?, a qual, denotamos por A, com vetor
normal unitério 7, temos que o fluxo total através de A, dado por |, , U-nds deve ser zero.

Observemos que

Oz/Aﬁ-ﬁds:/ﬁ-(g)(t) (1))t / de+de_// (a—P—i—a—Q)dxdy,

onde utilizamos o Teorema de Green e A = 0A. Isto implica que 0P /0z + 0Q/dy = 0,
isto é, o fluido tem divergente zero. A circula¢ao de fluido em torno de uma curva fechada
A ¢ definida por [, Pdx + Qdy = [, ¥~ tds, onde £ é o vetor unitdrio tangente & curva.
Além disso, dizemos que o fluxo é irrotacional se sua circulacao em torno de qualquer

curva fechada for zero. Logo, se o fluxo é irrotacional, Pdx + Qdy é uma diferencial exata

e, portanto, existe uma fungao u(x,y) tal que P = % e Q= 2% O fluxo ter divergente
zero implica agora que

Pu 0%u

=0,

ox?  Oy?

isto é, que v é uma funcao harmonica. A funcao u é chamada potencial de velocidade do
fluxo.

As curvas u = constante sao chamadas curvas equipotenciais. A reta tangente a uma

_ Ou

— 5 8“ quando

curva equipotencial faz um angulo o com o eixo x, dado por tana =

(94)? + (g—z)Q # 0. O vetor velocidade faz um angulo 3 com o eixo z, dado por tan 3 =

Q/P = g—Z g—;, de onde concluimos que «a e [ diferem por 90 graus e que o fluxo é

perpendicular as curvas equipotenciais na direcao em que u cresce. Se a funcao harmonica

u ¢ dada, a funcao harmonica conjugada v pode ser encontrada através das equacoes de

Cauchy-Riemann

ou_ o u_ow
oy Oz’ Oxr Oy

Entdo, f(z) = u(z,y) + iv(x,y) é uma fun¢ao analitica da variavel z, chamada potencial

(2.1)

complezo do fluxo. A reta tangente a curva v = constante faz um angulo v com o eixo =,
_ _Ov/Ov _ Ou /0u : o . ~ ;

dado por v = —%/8—11 = oy/ - Assim tan § = tan -y, logo a direcao do fluxo é a mesma

das curvas v = constante e chamamos estas curvas de linhas de corrente. A condicao

(94)2 + (g—;j)Q # 0 é equivalente a f'(z) # 0 e as linhas de corrente sao sempre ortogonais
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as linhas equipotenciais, exceto nos pontos onde f'(z) = 0.

Figura 2.5: Ponto de cruzamento de ordem 2

Quando uma funcao complexa v + iv é analitica, o mesmo ocorre com v — i,
uma vez que v e —u satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann. Portanto, podemos
tomar as curvas u = constante como linhas de corrente e as curvas v = constante como lin-
has equipotenciais correspondentes a um escoamento denominado conjugado do primeiro.
Quando uma funcao analitica w = f(z) é tal que f'(z9) = 0, as curvas u = constante
e v = constante nao intersectam-se ortogonalmente em zy. Em particular, se f(z) é da
forma

f(z) =ao+ ar(z — zo)k + api1(z — zo)k+1 +..., ap #0,

as curvas u = constante e v = constante intersectam-se formando um angulo de 7 /2k.
Neste caso, k curvas equipotenciais passam no ponto zy com angulos iguais entre elas, e
os angulos sao bissectados por £ linhas de corrente passando em z,. Um tal ponto zg é
denominado ponto estaciondrio de ordem k — 1. A figura 2.5 ilustra o caso de ordem 2,
onde as linhas continuas representam as linhas de corrente, enquanto as linhas tracejadas
representam as curvas equipotenciais.

Usando a projecao estereografica, este escoamento pode ser descrito sobre a esfera em
vez de sobre o plano. Para estudar o escoamento em z = oo, expandimos a funcao
F(&) = f(1/€) em torno da origem e dizemos que z = oo é um ponto estacionario de

ordem k£ — 1 se obtemos como a expansao de F' uma série de poténcias crescentes de &
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com axEF como o primeiro termo ndo constante.

Agora, vamos considerar o fluxo na vizinhanga de um ponto zg no qual f(zy) é
infinito. Nos restringiremos a fungoes analiticas f(z) tais que f’(z) tenha somente polos

como singularidades. Assim, a parte principal da expansao de f(z) em torno de zy é

A1 AQ Am
AlOg(Z—Zo)+Z_ZO+(Z_ZO)Q—F"'—FW.

Temos a soma de uma singularidade logaritmica com coeficiente A e polos de ordem k
com coeficientes correspondentes iguais a Ay, onde k = 1,2,--- ;m de forma que o fluxo

resultante é obtido pela soma dos fluxos gerados por cada parcela separadamente.

Para analisarmos a singularidade logaritmica Alog(z — zp), consideramos os
casos em que A é real ou imaginario puro, e obtemos o caso geral somando os resultados

obtidos. Se A for real, facamos z = re'¥, entao
u+iv = Alog(re'?) = Alogr +iAp donde, u= Alogr e v= Ap.

As linhas equipotenciais sao obtidas fazendo-se u = constante, isto é, Alogr = constante
e, portanto, sao circulos centrados em zy. As linhas de correntes sao dadas fazendo-se
v = constante, isto é, Ap = constante, logo, elas sao radiais saindo ou entrando em zy,
conforme A seja positivo ou negativo, respectivamente (ver figura 2.6). Dizemos que zg é
uma fonte no primeiro caso e um sorvedouro no segundo. A intensidade de uma fonte ou
sorvedouro pontual, por defini¢cao, ¢ medida da seguinte forma: consideramos uma curva
fechada simples, A, que contenha a fonte ou sorvedouro em seu interior e calculamos a
quantidade de fluido que passa por essa curva. Esta quantidade é chamada a intensidade

da fonte ou sorvedouro e é dada por f)\ v - nids, onde 77 é o vetor unitario normal a curva.

Como estamos considerando uma regiao onde o potencial complexo é analitico,
esta integral nao depende do caminho considerado. Em particular, podemos considerar o
caso em que A é uma curva equipotencial, isto é, podemos considerar a curva dada por

u = constante. Entdo, x = rcose, y =rsengp e r = \/x2 + y2, donde

A
u(w,y) = Alog(/a2 + ) = 5 log(a* + )

logo,
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Figura 2.6: Fonte pontual Figura 2.7: Vortice pontual

Portanto, sendo ¥ = (P, Q) obtemos

RN (A Ay ry A 2 2
/}\v~nds—/0 <T—2,F>-(;,;>rd<p—/0 ﬁ(x +y)d<p—27rA.

Agora, se A for imaginario puro facamos A =1B, B € R, obtendo
u=—Bp, v=PBlogr,

que é exatamente o escoamento conjugado do anterior. Neste caso, as linhas de corrente
sao circulos centrados em 2y e as linhas equipotenciais sao semi-retas com origem em
2o (ver figura 2.7). Dizemos que z; é um vortice, cujo escoamento em sua vizinhanga
gira no sentido horario ou anti-horério, conforme B seja positivo ou negativo, respec-
tivamente. Para calcularmos a circulacao, consideremos novamente A\ como sendo uma
curva equipotencial u = constante. Entdo x = rcosp, y = rsenp e r = Jx2+y% e
u(z,y) = —Barctan(¥), logo

ou By ou Bz

P(-T’y):%:m e Q(flf,y):a—y——m‘

Como ¥ = (P,Q), obtemos
. ™ (By —Bz\ 1 ™ B
U tds = — = (= dp = ——(y* 4+ 2?) = —27B.
foe [ (328 S [ B

Analisemos, agora, um potencial complexo com um poélo de ordem 1, digamos da forma

Ay
z—2z0 "

Para isto, facamos z — zy = 7€’ e A; = pe’¥, de modo que ijlzo = (p/r)e’¥=2 A

funcao potencial complexo do escoamento é

f(z) =u+iv= gei(w"z’) = gcos(w — o)+ gz sen(¢ — ¢),
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Figura 2.8: Escoamento proximo a um polo de ordem 1

entao

u= gcos(@/)—cb), v

P

—sen(y — ¢).

r

As linhas de corrente, obtidas fazendo-se v = constante, formam uma familia de circulos

coaxiais tangentes a reta ¢ = ¥ em 2z = 2, enquanto que as linhas equipotenciais con-

stituem uma familia ortogonal de circulos coaxiais tangentes a reta ¢ = 1) + %W em 2z = 2y
(ver figura (2.8)).

Figura 2.9: Escoamento proximo a um po6lo de ordem 2

E possivel obter um polo de ordem 1 a partir da coalescéncia de duas singu-
laridades logaritmicas. Para isto, consideremos uma fonte de intensidade 1/h em zy e um
sorvedouro de intensidade —1/h em 2y + h. O potencial complexo é dado por

1

h[log(z — 29) — log(z — 29 — h)].
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Se fizermos a coalescéncia dessas singularidades, fazendo h — 0, conseguimos no limite o

potencial
1

z2—2

d
e log(z — 29) =

o qual tem um polo de ordem 1 em 2z = 2.

O escoamento devido a um poélo de ordem m pode ser obtido de maneira analoga. Se o

polo é (Z_Az’g)m, entdo facamos z — zy = re® e A, = pe’ e obtemos o seguinte potencial
complexo

f(z)=u+iv= P gimG=9 = L cosm <£ — <b> +Lisenm (ﬂ — ¢) ,

r

e portanto

p (w

u= o cosm E—gb); v = senm

L senm(L ).

Neste caso, as linhas de corrente sao curvas fechadas comecando em 2, e tangentes as m

retas que intersectam-se no ponto zg em angulos iguais (A figura 2.9 ilustra o caso m = 2).

Do exposto acima e do fato de que as funcoes racionais sao as tnicas fungoes
analiticas que possuem apenas p6los como singularidades no plano complexo estendido,
concluimos que uma maneira geral de construir um escoamento sobre a esfera é através da
superposicao de polos e singularidades logaritmicas, pois, neste caso a derivada da funcao

. . ) . . . . N .
potencial complexo possui apenas polos como singularidades, isto é, f'(z) é uma fungao
racional. Isto mostra que a cada funcao racional podemos associar um escoamento na

esfera correspondente & funcao potencial obtida a partir de sua integral.

2.3 Fluidos em Superficies

Vamos considerar o movimento de um fluido incompressivel sobre uma super-
ficie S em R?® parametrizada por z(p, q) = (z1(p,q), T2(p, q), z3(p, q)), onde (p, q) varia em
um aberto de R%. Seja a uma curva sobre S parametrizada por a(t) = x(p(t), q(t)),a <

t < b. Entao, o elemento de comprimento de arco ao longo de a é dado por

s(t):/o \o/(t)]dt:/o @), iyt

! / /
e como o = z,p" + ,q', obtemos

¢
s(t) = / \/<xp7 xp> p?+2 <xp= xq> P'q + <xqv xq> q*dt
0
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logo, o elemento de comprimento de arco é dado por
ds* = Edp? 4+ 2Fdpdq + Gdg?, (2.2)

onde E = (z,,2,), F = (z,,2,) e G = (x,,%,) sdo os coeficientes da primeira forma
fundamental. Observando que ds? é sempre positivo temos que EG — F? = N? também
¢ sempre positivo.

Dizemos que um sistema de coordenadas (u,v) é isotérmico se o elemento de

comprimento de arco satisfaz
ds® = Mu, v)(du® + dv?). (2.3)

Um tal sistema de coordenadas pode ser construido na vizinhanca de cada ponto sobre

S. Para isto, procedemos da seguinte maneira: fatoramos (2.2) obtendo

F+iN F —iN
d2:<\/Ed+ d)(@d+ d).
S 14 \/E q 1% \/F q

Se encontrarmos um fator integrante o = oy + 109 tal que

F+iN
o | VEdp + dq) = du + idv 2.4
( Pt q) (2.4)

entao

F—iN
& | VEdp + dq ) = du — idv
( PTVE q)

e finalmente

o|?ds* = du® + dv*.

Agora, fazendo |o|> = 1/), obtemos as coordenadas isotérmicas (u,v) desejadas. Assim,
para conseguirmos coordenadas isotérmicas devemos encontrar um fator integrante que
transforme v/ Edp + %dq em uma diferencial exata. Vamos supor a existéncia de um
tal fator integrante (ver 3] para mais detalhes). Entdo, como u,v sdo fungbes de p,q
podemos usar a regra da cadeia e obter
du + idv = (@—H@) dp + <@+z@> dq
dp ~ 9p q
e comparando com (2.4) obtemos
g—;—kig—;;:a\/i, g—Z—FZ’g—Z:a(M).
Eliminando o temos

ou ov ou ov
E|=+4i—|=(F+iN)|=— +i—
[aqﬂaq} (F ﬁﬁpﬂ@p}
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ou ainda

ou ou ov ov ov ou

Agora, resolvendo em g—z e g—z obtemos

Ov  Fou/Op— Edu/dq Ov  GOu/dp— Fou/dq

 VEG-F* ' 3¢  JEG-F? (25)
e da mesma forma para ‘3—; e g—Z temos
ou _ Edv/0q — Fov/0op ou _ F@v/@q—G&v/@p‘ (2.6)
dp VEG—-F2 = 0q VEG — F?
Assim, de (2.5), concluimos que u satisfaz a equagao
9 F@u/@p—E@u/@q} g {F@u/@q—G@u/@p _0 2.7)
dq VEG — F? Op VEG - F? ’

a qual é chamada equagdo de Beltrami. Agora, consideremos que (z,y) sdo outras coor-
denadas isotérmicas na vizinhanca de um dado ponto, logo existe uma funcao p tal que
ds? = pu(dz* + dy*) e E =G = u, F = 0. Entao, de (2.5) temos

ov du Ov  Ju

dr oy oy oz

que sao exatamente as equagoes de Cauchy-Riemann, logo u e v sao harmonicas conju-
gadas e f = u + iv é uma func¢ao analitica de z = x 4 7y. Por outro lado, a equacao de
Beltrami (2.7) se transforma na equagao de Laplace

Pu 0%

) + 8_342 =0
Assim, consideramos a equagao (2.5) e a equacdo de Beltrami (2.7) como generalizagoes
das equacoes de Cauchy-Riemann e de Laplace, respectivamente. Além disso, podemos
dizer que uma funcao complexa f definida em S, f : S — C, é um potencial complezxo
em S se suas partes real e imaginaria satisfazem a equagao (2.5).
Iremos tratar, agora, de angulos entre curvas sobre uma superficie S. Para isto, conside-
remos duas curvas C7 = z(p(s1),q(s1)) e Co = x(p(s2), q(s2)) sobre S que intersectam-se
em um ponto p sobre S, onde C; e Cs estao parametrizadas pelo comprimento de arco,

51 € sg9, respectivamente. Desde modo, temos que o vetor tangente unitario é dado por
dg;

— — dp] 1y
de

a; = Tp——
J p
de

e o angulo #, no qual C; e (5 intersectam-se, é dado pelas equacoes

- o dp; dpo dp1dgz  dpadgs dg; dgo
0 = < S=E——+F (7t |+ G
cos 1, 2 d81 d82 + (dSl dSQ + d82 d81 + d81 dSQ’

+7,—, =12

dprdgs  dpad
senf = /< (@ X G2), (@1 X G2) > = |@ X Go| = VEG — F2 d—fid—ﬁ - d—fsjd—zi .
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As p-curvas obtidas fazendo ¢ = constante e g-curvas obtidas fazendo p = constante sao

o . d
chamadas curvas paramétricas sobre S. Assim, ao longo das p-curvas, 5§ = 0, enquanto

ao longo das g-curvas, % = 0. Se tomarmos C como uma p-curva e C5 uma g-curva,
ambas passando pelo ponto p € S, o angulo de interseccao entre C; e Cy no ponto p é

dado por

_ 2
cosg - pInde o em—mdnde  VEG - PR

ds;dsy VEG' ds;dsy  EG

Assim, curvas paramétricas se intersectam ortogonalmente se e somente se F' = 0, de

forma que a familia de p-curvas é ortogonal & familia de g-curvas se, e somente se, F' = 0.

Definiciao 2.1. Dizemos que um difeomorfismo ¢ : S — S é uma aplicacio conforme se

para todo p € S e quaisquer wy,ws € T),S temos

(depp(wr), d@p(w2)>¢(p) =\’ (p) (w1, w2>p 5

onde A2 > 0 é uma funcdo diferenciavel em S. As superficies S e S, neste caso, sdo ditas
conformes. Uma aplicacdo ¢ : V — S de uma vizinhanca V de p € S em S é uma
aplicagio conforme local em p se existe uma vizinhanca V de ¢(p) tal que ¢ : V — V é
uma aplicacao conforme. Se para cada p € 9, existe uma aplicagao conforme local em p,

a superficie S é localmente conforme a S.

Geometricamente, a definicao acima diz que uma aplicacao conforme tem a
propriedade de preservar angulos. Com efeito, sejam C e Cy duas curvas em S que se
intersectam em um ponto p € S. Uma aplicacao conforme aplica estas curvas em curvas
poC1epoCyem S, que se intersectam em p = o(p), entdo

g dp(Ch).dp(Ch) N (ClCy)
dp(CIIdACY ~ NICHICY

!
gz = cos b,

isto é, o angulo ¢ preservado.

Observacao. Se o difeomorfismo ¢ : S — S é tal que

(dipp(w), dipy(w)),y = N(p) (w,w), .
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para todo w € TS, entao

2/\2 <w1,w2> = )\2 <UJ1 + Wa, W1 + w2> — )\2 <’U)1, U)1>p — >\2 <w2, U}2>

p p

= (dpp(wr +w2), dpp(wr + w2)) ) — (dipp(wr), dpy(wi))

— {dgy(wa), dgy(wa),,,

= 2(dpp(wr), d@p<w2>>@(p) :
E, portanto,

(dp(wn), dipy(w2)) ) = N*(p) (wr, w2),,

o que nos diz que ¢ é uma aplicacao conforme.
Proposiciao 2.2. Sejam x : U — S ez : U — S parametrizacoes tais que E = \°E,
E = NF, G = XG em U, onde N> > 0 € wma aplicacio diferencidvel em U. Entio a
aplicagio ¢ =T ox™': 2(U) — S é uma aplicacio conforme local.
Reciprocamente, se ¢ : S — S € uma aplicagio conforme e x : U — S uma parametrizagio
emp €S eT = @ox éuma parametrizacio de S em p(p), entio E = \’E, F = \*F,
G = \G.

Demonstragao. Seja p € x(U) e T,,S. Entao, w é tangente a uma curva z(a(t)), digamos
em t = 0, onde a(t) = (p(t),q(t)) ¢ uma curva em U. Assim, w pode ser escrito, em ¢ = 0,
como
w=xz,p + x4
Por defini¢do, o vetor dp,(w) é o vetor tangente a curva Z o 2~ o z(a(t)), isto ¢, a curva
z(a(t)) em t = 0. Logo,
dp(w) = Zpp' + Zoq -

Assim,

(o), dp(w)), = B +2Fpd +Gq)
— >\2E(p’)2+2)\2Fp/q/+)\2G(ql)2
= 2\ (w, w),
para todo p € x(U) e todo w € T,,S e, portanto, pela observacao acima, ¢ é uma isometria

local.

Para provar a reciproca, usamos a regra da cadeia para obter

T, = dz(q)er = d(w o x)(q)er = dp(x(q))dx(q)er = dp(z(q))z)

Ty = dz(g)er = d(p o x)(q)es = dip(x(q))dx(g)es = dip(2(q))x,,
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onde e; = (1,0) e e5 = (0,1). Entao

E = (Tp, Tp) = (dp(z(q))Tp, dp(2(q))Tp) = A2 (Tp, Tp) = NE
F o= (Tp, Tq) = (dp(2(q))Tp, dp(7(q))7q) = A2 (Tp, Tg) = NF
G = (Tg,Zq) = (dp(2(q))zq, dp(2(q))Tq) = 22 (Tg,Tq) = )‘2E7
concluindo, assim, a demonstracao. Il

Quando temos A?> = 1 na definigao (2.1), dizemos que ¢ é uma isometria e
dizemos que as superficies S e S sido isométricas. E, consequentemente, as propriedades
apresentadas para aplicacoes conforme continuam valendo para isometrias. Mas, ¢ sendo
uma isometria, ganha uma propriedade importante que é o fato de preservar a primeira
forma fundamental.

Alguns conceitos serao necessarios em um contexto mais geral. E é disto que trata a

préxima segao.

2.4 Geometria Riemanniana

Defini¢ao 2.3. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um par (S, ®), onde S é
um espago de Hausdorff, e ® uma familia de homeomorfismos z, : U, — V,, de abertos

U, C R" em abertos V,, C S tais que

L. Uaza(Uy) = S.

2. Para todo par «, 3, com x,(U,) Nx(Us) = W # 0, as aplicagoes xgl 0 I, SA0

diferencidveis.

3. A familia {(U,,x,)} ¢ maxima em relagao aos dois itens anteriores.

No caso em que n = 2 e identificando R?* com C na defini¢io (2.3) e, em
vez de mudanca de parametros, x;l o 4, diferenciaveis tivermos mudanca de parametros
analiticas (logo, conformes), teremos a defini¢ao de variedade analitica. De forma precisa

temos

Definig¢ao 2.4. Uma variedade analitica ou superficie de Riemann ¢ um par (S, ®), onde
S é um espaco de Hausdorff, e ® uma familia de homeomorfismos z,, : U, — V,, de abertos

U, C C em abertos V, C S tais que
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1

Xei_

Figura 2.10: Mudancga de cartas
1. Uaza(Uy) = S.

2. Para todo par «, 3, com x,(U,) Nag(Us) = W # 0, as aplicagoes xgl 0 T, SA0

analiticas.

3. A familia {(U,,x,)} € maxima em relagdo aos dois itens anteriores.

Nas defini¢oes (2.3) e (2.4) o par (U,,x,) com p € x,(U,) é chamado uma

parametrizagao de S em p e x,(U,) é chamada uma vizinhan¢a coordenada em p. Uma
familia (U,, z,) satisfazendo (1) e (2) em (2.3) ou (2.4) é chamada estrutura diferencidvel
ou estrutura conforme em S, respectivamente.
O plano complexo é um exemplo de superficie de Riemann. De fato, todos os discos
unitarios com a aplicacao identidade definem uma estrutura analitica no plano. A esfera
pode ser feita uma superficie de Riemann definindo coordenadas locais por meio da pro-
jecao estereografica. Consideramos a esfera S? dada por €2 + 1%+ (?> = 1 em R? e plano
equatorial 1" fazendo ¢ = 0. Denotamos por V; o conjunto consistindo de toda a esfera
S?% com o polo norte, N = (0,0, 1), removido, enquanto por V5 denotamos S? com o poélo
sul, S = (0,0, —1), removido. Entdo, qualquer ponto p = (£,7,¢) de S? se encontra em
V1 ou V5. Em Vi, introduzimos as coordenadas

_&+in
=1=¢

21
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enquanto em V5, definimos as coordenadas locais

§—1n
1+¢

9 =

A correspondéncia entre os pontos de Vi e V5 e o plano complexo T' é obtida geometrica-
mente notando que z; é o ponto de interseccao de uma reta L; passando pelo p6lo norte
e o ponto p = (&,7,() com o plano T, enquanto z; é a intersecgao com o plano 7' da reta

L, passando pelo poélo sul e o ponto p (ver figura 2.11).

Figura 2.11: Projecio estereografica para S

Para qualquer ponto p em V; N V5, as duas coordenadas estao relacionadas por

2129 = w =1

1—¢?

Se p € V1 N Vs, entdao p nao é nem o polo norte e nem o poélo sul, logo z; 0 e 20 # 0 e
a aplicagdo zo = 1/2; é conforme. Assim, concluimos que a esfera com estes parametros
locais é uma superficie de Riemann.

Seja f uma funcao definida sobre uma superficie de Riemann S; e tomando valores em
outra superficie de Riemann Sy. Se pg € S1 e f(po) = qo, podemos tomar z = $(p) como
parametro local em torno de py e w = ¥(q) como parametro local em torno de gy. Duas
superficies de Riemann sao ditas conformalmente equivalentes se existe uma aplicacao
bijetiva analitica, f, de S; em S;. Assim, qualquer funcao analitica sobre S; com valores
complexos é levada em uma funcao analitica, g o f~!, sobre Sy com valores complexos e,

reciprocamente, qualquer funcao analitica, h, sobre Sy com valores complexos é levada

em uma funcao analitica, h o f, sobre S; assumindo valores complexos.
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Observacao. As superficies de Riemann construidas por continuacao analitica na secao
(2.1) sao superficies de Riemann no sentido abstrato que acabamos de definir. A demons-

tracao deste fato pode ser encontrada em [18].

Definicao 2.5. Seja S uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em S é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de S um produto interno ( , >p no espaco
tangente 7,5, que varia diferencialmente no seguinte sentido: Se x : U C R" — S é um

sistema de coordenadas locais em torno de p, com z(xy, -+ ,2,) =q € z(U) e %(q) =
J

Ox; » dxj

dz(0,---,1,...,0), entao <i(q) o (q)> = ¢;j(x1,--- ,x,) ¢ uma funcao diferenciavel.
Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciavel equipada com uma métrica

Riemanniana.

Denotaremos por x(S) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em S

e por D(S) o anel das fungoes reais de classe C*™ em S.

Definigao 2.6. Seja S uma variedade diferenciavel. Uma conexao afim V em S é uma
aplicacao

V1 x(S) x ((8) = x(S)
que se denota por (X,Y) — VY e que satisfaz as seguintes propriedades:
1. fo+gyZ = vaZ + gVyZ,

2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € x(5) e f,g € D(5).
Definicao 2.7. Seja S uma variedade Riemanniana com a métrica (, ) e uma conexao
afim V. A conexao ¢ dita compativel com a métrica ( , ), quando para toda curva diferen-

ciavel « e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de «, tivermos

(P, P") = constante.
Uma conexao afim V é dita uma conexao Riemanniana se:

1. V é simétrica, isto ¢, VxY — Vy X = XY — Y X para todo X,Y € x(95).
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2. V é compativel com a métrica Riemanniana.

O teorema de Levi-Civita diz que dada uma variedade Riemanniana existe uma tnica

conexdao Riemanniana 2.

Sejam S uma variedade Riemanniana, f € D(S) e X € x(S). Definimos o
gradiente de f como o campo vetorial gradf (ou V f, quando isto ndo causar confusao)

em S que satisfaz

< gradf(p),v >=df,(v), peS, vel,s,
o qual, em coordenadas locais, pode ser escrito como

LO0f 0
gradf = Zg”a—a{%, (2.8)
i.j v

onde os g7 sio os coeficientes da inversa da matriz (g;;), isto €, 3, gij9™ = dn. B
definimos o divergente de X como a funcao divX : S — R, dada por divX(p) = trago da

aplicagao linear X (p) — VxY(p), p €S, que, em coordenadas locais, é dado por
divy = — > a(\/_X) (2.9)
vX=—) — i), .

onde g = det(g;;) e X = > X,;0/0z;.

Agora, podemos definir o operador de Laplace-Beltrami.

Definicao 2.8. Seja S uma variedade Riemanniana. Definimos o operador de Laplace-
Beltrami como o operador que associa a cada f € D(S) o divergente do gradiente f, isto

e,

A:D(S) — D(S)
f — Af=div gradf.

Em termos de coordenadas locais, temos

1« 0 g ~Of
Af:ﬁgf%(;g \/ga—%) (2.10)

2A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [§]



3 DINAMICA DE VORTICES PONTUAIS

Neste capitulo trataremos do movimento de vortices pontuais na Esfera S? e
no Espaco Hiperbolico H? comparando com o caso no Plano Euclidiano E?. Usaremos
o fato destas superficies estarem mergulhadas em E®. Denotaremos por €,¢& a base
para o plano tangente, e €3 = €; X €3 o vetor normal unitario. Estamos interessados
no movimento de vorticidade de um fluido incompressivel e sem viscosidade sobre uma

superficie bidimensional S, o qual, segundo [12], é descrito pelas equagoes
w€3 = VX 17, (31)

onde o campo velocidade ¢ ¢ um campo tangente a superficie e o plano tangente tendo
como base €1, €>. A equagao (3.1) define a vorticidade escalar w e (3.2) introduz a func¢ao

corrente . A funcao corrente deve satisfazer a equacao de Poisson
AY = —w, (3.3)

onde A denota o operador de Laplace-Beltrami dado por (2.10).

3.1 Movimento de Voértices Pontuais no Plano

Consideremos a distribuigao de vorticidade no plano w(z) = >°7_ I';0(2, 2;),
onde I'; é a intensidade e z; é a posigao do j-ésimo vortice e §(z, z;) ¢ a funcao delta de
Dirac. Considerando, ainda, que a funcao corrente é solu¢ao da equagao de Poisson (3.3),
podemos encontra-la utizando funcgoes de Green para o Laplaciano no plano, a saber,
G(z,2) = —£1log(|z — /). Logo para encontrarmos a funcao corrente v, devemos

resolver a equagao integral ¢(z) = [ G(z,2")w(2")dz’. Portanto,

P(z) = /[—%log 12" — z|? }ZF(SZ z;)d
1 n
= g sl

Podemos escrever 1 na forma

w(xay> = _% er log [(QJ — ;cj)2 + (y _ yj)ﬂ ’
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onde fizemos a identificacao usual z < (x,y).

Do fato que o campo velocidade U(z,y) deve satisfazer a equagao (3.2) no plano, obtemos

. _ L o, 5204 01&4 oY,
v(x,y)—Vg/)(x,y) X €3 = 89561 X ez + — By €y X €3 = By €1 8$62
logo,
R —Yj
Uy = = I';
S or Z (x —x5)?+ (y — y;)?
oY 1 — T — T
Uy = —— = — | J .
Yy or 2w ; Tz — z;)? 4+ (y — y;)?

Considerando que a velocidade de cada vortice é induzida pelos demais e que no plano

(z,y) = 61 + 4 €2, obtemos
dx —Yj
= ) Ty J , 3.4
q ;ﬂ — xj + (Ym — y;)? 34
m _ 1 T. m 7 ) 3.5
at o ;ﬂ T (@m = 25)? 4 (Ym — ) 5

As equacoes acima formam um sistema Hamiltoniano. De fato, consideramos a Hamilto-

niana
1
i Z I').I';log [(:v] — :zrm)2 + (y; — ym)Q] .
j#m
Entao
—_— pr— —_— FmF] T I] 27
ox,, 21 ot (T — 25)% + (Ym — Vj)
od 1 r.T; Y " Yj .
M, 27 ot (Tm — 2)* + (Ym — Y5)

Logo, (3.4) e (3.5) satisfazem

dan _OH | i OH
™At Oy, At Oz

onde m = 1,--- ,n. Introduzindo as novas variaveis

\Tilees  ax = /| Tklsgn(Tr) vk,

onde sgn(I'y) = 1 se I'y > 0 e sgn(I'y) = —1 nos outros casos, entdao, as equagoes do
movimento na forma Hamiltoniana sao

dpp _ OH — dar _OH
dt  0g.’ dt  Opi’
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3.2 Movimento de Voértices Pontuais em S? e H?

3.2.1 Projecao Estereografica para S e H?

Primeiramente, vamos considerar a projecao estereografica para S> (ver figura 2.11), no
caso em que o polo norte N é projetado na origem do plano complexo. Isto ¢, uma

aplicagao 7 : S? — {S} — C dada por

§—in
7(&n, () = =2z
(& n.€) ¢
e com inversa 7! : C — S? dada por
2 _ .2
ety = (T T T )
L+22 4+ y* 1+ a2 4+ 9y 1422 4 y?

Entao, podemos observar que as coordenadas esféricas &, 1, ¢ que satisfazem
E+nt+¢ =1,

e a coordenada estereografica z = z 4 iy se relacionam da seguinte maneira:

2x
f = 1—|—§L'—2—|—y2 = sen 6 cos ¢, (36)
2y
n = H—x—w = sen 6 sen Qb, (37)
1 — LU2 _ y2
C = 1—|—3§'—2—|—y2 = cos¥f. (38)

Temos, assim, que &, n, ¢ estdao parametrizadas pelo angulo polar 6, o qual é medido a
partir do polo norte, N, e o angulo azimutal ¢, o qual é medido a partir do eixo x.

Usando os angulos 6 e ¢, nés temos que a métrica Riemanniana em S? ¢ dada por
2
gii =1, gi2 =021 =0, g =sen”d

ou, ainda

ds®> = df + sen® 0do, (3.9)

com curvatura Gaussiana igual a 1. Usando as equagoes (3.6)-(3.8), esta métrica pode ser
transformada em termos das coordenadas estereograficas em

4|dz|?

ds? = —"—
T TP

(3.10)

Para obter (3.9) a partir de (3.10), temos que escrever x e y em termos de € e ¢ a partir
de (3.6)-(3.8). Usando
1 .
z = tan §9€Z¢ (3.11)
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em (3.10), conseguimos (3.9). A métrica Riemanniana para H? ¢ obtida mudando o sinal

do denominador em (3.9):
4|dz|?

ds® = ———=—. 3.12
TR 12
Assim como em (3.10), substituindo
1 .
z = tanh 5«96” (3.13)
em (3.12), obtemos equivalentemente a (3.9)
ds? = df* + senh? 0do, (3.14)

com curvatura Gaussiana igual -1.
As relagoes (3.12) e (3.14) sugerem como podemos construir a projegao esteregrafica de

H? (ver figura 3.1). As coordenadas &, 1, ¢ no hiperboloide
€4~ (=1

podem ser parametrizadas como

2
5 = T;‘—yQ = senh  cos ¢, (315)
2
n = TQZ/—% = Senhesen ¢7 (316)
C = m = cosh 0 (317)

O parametro 6 para S? e H? ¢ identificado como a distancia esférica e hiperbolica de N,
respectivamente, portanto, (3.11) e (3.13) nos da a relacdo entre as distancias esféricas e
hiperbolicas e as coordenadas no plano complexo. Veremos que essas relacoes desempen-

ham um importante papel na obtencio de solucoes da equacao de Laplace em S? e H2.

3.2.2 As Distancias Esférica e Hiperbolica

Encontraremos, agora, as expressoes para as distancias esférica e hiperbolica entre z; e 2o
no plano complexo.
Uma aplicacao ¢ : C — C dada por

az+b

0(z) = cz+d
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Figura 3.1: Projecao estereografica para H>

com a,b,c,d € C tais que ad — bc # 0 é chamada uma transformacao de Mdbius. Estas

aplicagoes sao analiticas com
ad — be
¢'(2) = -
(cz+d)

Agora, consideremos os casos particulares de transformacoes de Mobius dadas por

(3.18)

. zZ— 20
¢ZO(Z) N 1 + 2702"

Iremos mostrar que ¢, é uma isometria de C com a métrica esférica dada por (3.10), isto
e,

4|dz|?
(1+22)%

a qual denotaremos por ((, )), enquanto denotaremos por (, ) a métrica Euclidiana.

ds? =

Para isto, faremos a identificagdo de R? com C, por (v, vs) <> vy + ivy de forma que, por
meio da equagoes de Cauchy-Riemann (2.1), podemos identificar Do(z)u = ¢'(2)u, isto
é, podemos considerar a derivacao como um produto de nimeros complexos. E, ainda,
(u,v) = Re(uv), onde Re(z) é a parte real do namero complexo z. Devemos mostrar que

para todo u, v temos

({Dz (2)u; Dz (2)0)) . 2y = (0, 0)) -
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De fato,

4

@+ Ty Do Do)

(D¢ (2)u, D¢(Z>U>>¢(z)

4 / /
= T+0)P? (¢'(2)u, ¢'(2)v)

4 / 2, =
= TrpEpe el @r)

_ AR o

(1 +[o(2)?)

WP
(1 +1g(2)[?)>
de (3.18) temos que

1+ |ZQ|2
/ L o
#() = o

e, calculando, obtemos que

(1 + |20*) (1 +[2*)
|1 +2()Z| ’

L+]o(2)]* =
Portanto,
(D¢ (2)u, D=y (2)0)) . () = ((u, 1)),

ou seja, ¢ é uma isometria.

Dado um ponto z; = tan %ew’l € C temos que sua distancia esférica a origem (polo norte

N) é dada por
() /” 2dt
)= _—
P o 1+1t%

91 — |2|. Assim, obtemos

onde r = tan 5
p=2tan"' 7.

No caso geral, onde temos dois pontos distintos z; e 25, estando ou nao algum deles na

origem, calculamos a distancia esférica entre eles utilizando a transformacgao de M&bius

B Z — 29
¢22 (Z) N 1+ 22

que é uma isometria e aplica 2o na origem recaindo, assim, no caso anterior. Logo, a
distancia esférica entre z; e zo é

—1| %A1 — 22

) 3.19
14+ 212 ( )

p = 2tan
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O caso hiperbolico é inteiramente analogo ao caso esférico. Definimos a transformacao de
Mobius ¢,, : D — D por

Z— 20
1— ZOZ’

|Zo‘ < 1,

¢Zo (Z) =

onde D denota o disco de Poincaré, isto é, o disco {z € C;|z| < 1} com a métrica dada

por
4]dz|?
(1 —[=2)*

Prova-se, usando o mesmo procedimento do caso esférico, que ¢,, é uma isometria de D.

ds? =

Dado um ponto z; = tanh %ei‘m € D temos que sua distancia hiperbolica a origem (polo

"o2dt
P(T)—/O 1_2

onde 7 = tanh % = |2]. Assim, obtemos

norte N) é dada por

| r—1
=—1lo )
P gr—i—l
Como r < 1, obtemos
1+7r
p = log
1—7r
assim
147
P
¢ 1—r
e
P—1
r:e :tanhg,
e’ +1 2
ou
p=2tanh™'r.

No caso geral, analogamente ao caso esférico, obtemos que a distancia hiperbolica entre

dois pontos distintos, z; e 2o, é

. (3.20)

— 2122
3.2.3 Operador de Laplace-Beltrami em S? e H>

A partir das métricas Riemannianas (3.10) e (3.12), o operador de Laplace-Beltrami sobre
S? e H? pode ser construido da seguinte maneira: fazendo z = re, ou seja, r = rcoso

e y =rseno, temos dr = drcoso —rsenodo, e dy = drsen o + r cos odo entao,
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dx? = cos? odr*—2r cos o sen o+1? sen” odo? e dy? = sen? odr*+2r cos o sen o+1? cos® odo?
logo,
de? + dy? = dr? + r?do?,

entao, concluimos que

4
ds* = (1+r2)2(dr2+7’2d02), em S*
4
ds? = —(1 2)z(dr2 +7?do?), em H?
-7
o que nos da
4 472 1672 9
911=m, g12 =0, 922=m eg:m, em S
4 4r? 1672
! ! em H>

= —— = 0 = — e —
g1 1 -2y 912 » 922 1—r2)2 ey 1—r2)

Portanto, utilizando a formula para operador de Laplace-Beltrami dada por (2.10) obte-

mos
1 oo |10 0 1 0*] 9
A = 4(1—1—7“ ) _rarrar + 907 em S°. (3.21)
1 o |10 0 1 0*] 5
A = 4(1 ) _r@rrar + 2907 em H~. (3.22)

Por outro lado, usando as métricas (3.10) e (3.14), obtemos

gi=1 ¢gi2=0, ¢ =sen’d, e g=sen’d, em S*

gu=1 ¢2=0, ¢ =senh’fd, e ¢g=senh’d, em H?

logo, substituindo em (2.10)

A = - gﬁ + L@_Q S2
= sen690 \"" o0 sen? 0 O¢?’ oo
1

o
A = sen9§> + 1 4 em H2.

senh 6 90 ( 00 senh? g 8¢’
Se u é uma funcao que depende somente de 7, isto é, u = wu(r) e usando o fato que
21+ 7%)?% e 1(1 —r?)? sdo ambos diferentes de zero (no segundo caso temos que r < 1),

entao as formulas (3.21) e (3.22) se transformam em ambos os casos em
AU = Upp + —U,p.
r
Assim, obtemos que a funcao

u(r) = clogr = clog || (3.23)



41
que claramente é solucao da equacao de Laplace, Au(r) = 0, em S? e em H?. Substituindo
(3.11) e (3.13) em (3.23) obtemos as solugdes para equagao de Laplace em termos de 6

r r
ara S? e H?, a saber,

1
u(0,¢) = clog(tan 59), 6 € (0,7) em S?, (3.24)
1
u(f,¢9) = clog(tanh 56), 6 € (0,00) em H? (3.25)
Precisamos da funcao de Green para equacao de Poisson Au(f, ¢) = —f(0, ¢). Tal fungao

deve ser regular em todo o dominio, exceto no ponto fonte. Como (3.24) tem uma sin-
gularidade em 6 = 7, devemos encontrar uma fun¢ao de Green no sentido generalizado,

conforme [7], isto é, devemos obter uma fungao G tal que
AG(0, 0,0, ¢) = Lo &
)y Yy - 47T m )

a qual, tenha uma singularidade em (6, ¢) = (€', ¢’). Consideremos primeiramente o caso
em que o ponto fonte é a origem (po6lo norte N). Para uma fungdo u = u(r), r = tan g,

temos que a equagao

se transforma em

assim

Ou 1
“or T 2m(1+41r2)

queremos que u, tenha uma singularidade em r = 0, entao fazemos

+

. ou 1
imr— = —
r—0 Jr 2w

de forma que ¢; = 0 entao
du 1

dr ~ 2mr(1+1r2)
Logo,

1 1 r q 11 r? N
= — —_— r = —— .
Y 27 r 1472 4 0g1+r2 @

Como r = tan g, obtemos

Assim,
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é a funcao procurada para o caso em que o ponto fonte esté localizado na origem. No caso
geral, no qual o ponto z; = tan %eid’l nao estd necessariamente na origem, utilizamos a

isometria dada por
Z— 21

¢Zl(2) - 1 + 2_127

a qual aplica o ponto 2z; na origem, nos levando ao caso anterior. Portanto, a fungao

/ / 1
G(0,6:0/,6') = — 5 log(sen %)

é a fungao de Green no caso em que o ponto fonte é (6',¢') e p é a distancia esférica
entre (6, ¢) e (0, ¢). No caso hiperbolico, se considerarmos o ponto fonte na origem (p6lo
norte ), (3.25) nao tem singularidades em todo dominio, exceto no ponto fonte e satisfaz
a equagao de Laplace, Au = 0. No caso geral, repetimos o argumento do caso esférico

utilizando a isometria
Z— 21

¢Z1(2> =

1—,2712'

Deste modo, temos que a funcao
G0, 6,0, &) = —— log(tanh )
7 7 ) 27T 2

¢ a fungao de Green com ponto fonte em (6',¢’) e p é a distancia hiperbolica entre (6, ¢)

e (0,¢"). No caso esférico, a funcao de Green no sentido generalizado resulta que

f(0,9)dS =0,
S2

como condicao de ortogonalidade (ver detalhes em [7]).
Encontrar uma expressao para cos p em S? e H? serd muito ttil. Comecemos em S2.

De (3.19) temos

21— 2o
tan? g = 1+ 215
entao,
L—cosp |z — 2
L+cosp |14 2122
logo,

|1 + 2152|2 - |Zl — 22|2
= 3.26
cosp ‘1+2122‘2+|21—22‘2 ( )
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Agora, usamos (3.11), obtemos

0 0y . 0 0,
2122 + 17 = (tan 51 tan 5261((1)17@) + 1> (tan 51 tan 5261(@*451) + 1>

0 0 0 7
= tan? 51 tan? 52 + 2tan 51 tan 52 cos(¢pr — ¢2) + 1,

0, . 0y . 0, . 0, .
T = <tan ée’d’l — tan 526”’2) <tan 516’”)1 — tan 526@@)

0 0 0 0
= tan? 51 — 2tan 51 tan 52 cos(p1 — ¢9) + tan? 52

Assim,

2 2
1/(cos? %1 cos? %2)

Atan % tan % cos(¢r — ¢o) + tan® & tan? 2 — tan® & — tan® 2 + 1
cos p = :

Agora, usando as identidades
2cos’a =1+cos2a e sen’a =1 — cos2a
obtemos que o cos p em S? satisfaz a seguinte relacao:
cos p = cos 01 cos Oy + sen 61 sen Oy cos(¢p; — ¢2). (3.27)

Em H?, o cosh p satisfaz uma relagio similar a relagao (3.27) e os célculos para deduzir
esta relacao sao inteiramente analogos, tomando os devidos cuidados em substituir as

funcgoes circulares pelas funcoes hiperbolicas quando necessario. A relacao é a seguinte:
cosh p = cosh 0 cosh 0, — senh 6 senh 6, cos(¢1 — ¢3), em HZ. (3.28)

Agora, encontraremos uma expressao mais simples para as funcoes de Green em S? e H2.

Para S, precisamos do sen &.

Utilizando (3.26) e a identidade
2sen’a = 1 — cos 2«

obtemos
21 — 29 |2

2P AT
1+2122

—1—
2

2sen

e, assim,
P |21 — 2
2 \/’14‘2122’2—'—‘21—222
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A funcdo de Green para S2%, entdo, pode ser escrita da forma

1 _
G(z,z;2,7) = ——1 |z — 7
VR P
ou, ainda,
1 1 —cosp
01, ¢1; 0 =——1log——. 2
G (01, ¢1; 02, ¢2) In 0g 9 (3.29)
No caso de H?, utilizando as identidades
o2 & cosh2a — 1 cosh2a — 1 cosh2a + 1
anh® — = ——— senha = ——— cosha = ——
2 cosh2a —1’ 2 ’ 2 ’
obtemos que a funcao de Green em H? pode ser escrita da forma
1 |z — 2|
G(z,z,2,7) = ——1
(Z,Z,Z,Z) ot Og]1—22’|
ou, ainda
1 coshp —1
G0y, ¢1;0 =——log———. 3.30
(01, ¢1; 02, p2) ar 0g cosh p + 1 ( )
3.2.4  Fungao Corrente
Da discussao anterior, obtemos a solugao de AY(z,z) = —w(z, Z) pois a fungao corrente
¥ (z, z) é obtida sobre o plano complexo como
P(z,2) = _L w(Z,z") log |2 — 7| dS(z,Z') em S?
’ 21 J g2 ’ \/|z —ZP+ 1+ 222 ? )
P(z,2) = N w(z',z') log ———— 2= 7 ———=-dS(z,7) em H?
’ 27 S 11— 27| '
Usando (3.29) e (3.30) obtemos
(0, 6) = // x TP eng'd@'dd em S?, (3.31)
/ COShp ' 10! A4/ 2
= h H~. :
»(6, @) // C cosh | sen 6'd0'd¢" em (3.32)

Em ambos os casos, S% e H?, temos gi» = 0, assim V1), onde V & o operador gradiente
dado por (2.8), assume a forma

2

1 0y 0
Fazendo
1 0 1 0

€y =

\ 922 a_xf
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obtemos uma base ortonormal €7, €5 para o plano tangente, na qual Vi é dado por

1 9y
= —€;.
= V9 Oxi

Logo, na base €1, €, o campo velocidade v(z, Z) ou v(#, ¢) é dado por JV, onde

N

Vy

0 1
-1 0

Desta forma, em ambos os casos S? e H?, temos
1 o L oy
Vg, = — e Uy, = —.
o V922 019 2 Va1 Oz,

(3.33)

3.2.5 Equacoes de Movimento para Vortices Pontuais sobre S? e H?

Para um modelo de vortices pontuais, suponhamos a seguinte distribuicao de vorticidade:
w(',¢) = T;0(0,¢:6;,6)), (3.34)
j=1

onde I'; é a intensidade e (0}, ¢;) ¢ a posi¢do do j—ésimo vortice e 0 é a fungao delta de

Dirac. Substituindo (3.34) em (3.31) obtemos

n 1 o
V(b,0) = - / / > T80, ¢35, 6,) log — L sen #'dg'd¢f
s2 5]

1 « 1 —cosp 9
Wb, ¢) = —EjzlfjlogT em S2.
De (3.9) temos que g1 = 1 e gao = sen?§ em S?, entdo substituindo em (3.33) obtemos
1oy By
Vg = Vp = ———

Tsentdg © T o0
De posse da relagao (3.27), temos

1 2 1
Vg = —47T sen 0 JZI F]]__—COSP |:—§ sen 6 sen 9][— Sen(¢ — ¢j)]:|
1 & T sen 6 sen(¢ — ¢;)
v = B —— .
’ 47 — ! 1 —cosp
e
1§n:r 2 Lr_ sen0cosd; + cosfsen O cos(é — ;)

Vg = — i—— | —=|—senfcos; + cosfsent cos(¢p — ¢;
¢ 4T =i "1 —cosp| 2 / /

1 <~ cosBsen;cos(¢p — ¢;) — sendcosb;
U¢, = _E j .

1 —cosp
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Uma vez que cada vortice tem sua velocidade induzida pelos demais em sua posicao e

que, na base €7, €,

obtemos
dé,, 1 sen 0; sen(¢,, — ¢; )
—_— = — I J 3.35
dt 47 Z ! 1 —cospjm ( )
J#Em
senf,, dom, _ s Z I, 08 0,, sen 8; cos(¢py, — ¢;) — sen b, cos cos Hj’ (3.36)
dt 4 4 1 — cos pjm
J#Fm
em S2.

Agora, em H? substituimos (3.34) em (3.32) obtemos

v(0,¢) = // Zrae’qs 0;,6;)1o COShp senh9d9d¢
H2

Coh

1 < coshp —1
0,6) = —— Dilog(—L—"),
v(6,9) 4%2 3708 (coshp—l—l)

E de (3.14), temos que, em H? g;1 = 1 e goy = senh?f. Assim substituindo em (3.33),

obtemos que

19y oy

- senh 9¢’ ¢ YT T

Logo, usando a relagao (3.28)

" 1 n . {Coshpj + 1] {2 senh # senh 6, sen(¢ — ¢;)

4drsend = coshp; — 1 (cosh p; +1)?

. 1 - Flse_nh 6, sen(¢ — ¢;)
v - J 2
cosh” p; — 1

1 & | coshp; +1 2senh 6 cosh 0; — cosh @ senh 6; cos(¢ — ¢,)
7 |coshp; — 1 (cosh p; + 1)?

1 <~ cosh@senh6,;cos(¢ — ¢;) — senh @ cosh 0
Uy = L
Con =

cosh? p;—1

Como cada voértice tem sua velocidade induzida pelos demais em sua posi¢ao e que, na

base €7, €5,
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obtemos
dg;;” _ _QL p, Senh ej;’f B(ém _1¢j) (3.37)
T iZm COSN™ Pjm —
sl 6, do,, _ 1 r, cosh 6, senh §; Cos(gé,; — ¢;) — senh 6, cosh (9j7 (3.38)
dt 2m = cosh” pj,, — 1

em H?. O pj,, representa a distancia esférica (respectivamente, hiperbolica) entre (6;, ¢;)
e (O, dm) em S? (respectivamente, H?) e que é dado por (3.19) (respectivamente, (3.20)).
Assim como no plano, podemos construir a dindmica Hamiltoniana para o movimento de

vortices pontuais sobre S? e H?. As Hamiltonianas sdo

1
H = —EZFJ-FZ- log(1 — cos p;;), em S2, (3.39)
JF
H = —_ZFF gCOShpﬂ_l em H? (3.40)
— cosh pj; + 1 . .

Definamos o colchete de Poisson como
1 [0f Og af Odg
{fag}zz_ {————— ; (3.41)
k—

onde p;. e g sdo varidveis cononicas definidas sobre S% e H?, respectivamente, por

pr=>0r  qn=cosl, em S* (3.42)

P =0¢r qp=—coshf, em H?>. (3.43)

Entao, as equagdes de movimento (3.35), (3.36) e (3.37), (3.38) podem ser escritas na

forma

éj = {9]-, H}
o; = {6, H},
para ambos os casos. Associado com a Hamiltoniana (3.39) e (3.40) e o colchete de Poisson

(3.41), podemos encontrar integrais primeiras F; usando a defini¢ao de {F;, H} = 0.

Consequentemente, temos as seguintes integrais primeiras ci, ¢z, c3 em S? e dy, dy, ds em



H2.
n
g = E I'; sen 8; cos ¢,
j=1
n
Cy = E I';sen0; sen ¢,
i=1
n
c3 = E I'; cos 0,
Jj=1
e

dy = Zf‘jsenthcosgbj,
j=1

dy = Z:Fjsenhﬁjsengbj7
1

j=
ds = > Tjcosho;.
j=1

Observemos que {c1, 2} = ¢3. De fato,

n

B 1 [Oc;  Ocy der  Ocy
el = Z T {aqk d(cos6,)  O(cos b) 8%]

sendo que
ocy B 0 (Z?:I ['jsen ; cos (bf) 0 (I sen 6y cos ¢y,)
O(cosby) J(cos by,) B O(cos by,)
9 [(1 — cos? Qk)%} cos 0
_ _ - k
= Thcosoy J(cos O) = T cos g sen 0,
cos 0y, cos ¢y,
g —lp—
sen 0y,
e
Ocy B 0 <Z?=1 I'jsen 0; sen ¢J’> O (I sen bt sen ¢y,)
O(cosby) J(cos O) B J(cos by,)
0 [(1 — cos? Qk)%} ~ cosl
k561 G J(cos Oy) k51 O sen 0y,

cos 6y sen ¢y,

sen 0,

48

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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Entao,
dc;  Ocy cos 0, sen ¢y,
—— =T 0 —I—"
Oqy. O(cos by,) k sen b sen < " sen 6,
= —Fi cos 0, sen? ¢y,
e
Jc;  Ocy cos By, cos ¢y,
—— = | -I})———|T 0
d(cos by,) Oqx, ( sen 0, i sen Oy cos g
= —Fz cos ), cos? ¢y,
Assim,

B i 1 861 802 861 802
{01762} - ; Fk |:aqk a(COSGk) B 8((308 ek) aq1~c‘|

= Z I} [cos Or sen” ¢y, + cos Oy, cos” ¢k}

k=1
n

= E I';, cos ), = cs.
k=1

Procedendo de maneira anéloga ao feito acima, deduzimos que em termos do colchete de

Poisson (3.41) com as variaveis (3.42) e (3.43), ¢1, ¢a, c3 € dy, da, d3 satisfazem:

{en, o =3, {ea, 3} =y, {es, 1} = ca,

{d17d2} = d37 {d27d3} = —dl, {d3,d1} = —ds.
3.2.6 Movimento de um Par de Vortices

Como solucdo particular para o movimento de vortices pontuais sobre S? e H?  vamos
considerar o movimento de um par de vortices, no qual, cada vortice tem intensidade I,
mas rotacoes opostas. Vamos supor que I'j = —T'y = 47" > 0 para ambos, S? e H?.

Comecemos com o caso esférico. As relagoes abaixo serao tteis para facilitar os célculos:

a = senfycos Py — sen by cos Pq
[ = senfysen ¢y — sen b sen ¢;
v = cosby — cosb.

Observemos que

(&1 6— Co
Y A 47TF’PY Anl
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Agora, podemos transformar as equagoes de movimento (3.35) e (3.36) em uma forma
mais simples. Para (3.35) temos
senfysen(py — ¢1) = senfy(sen ¢y cos ¢y — sen ¢y cos o)
= sen fy(sen ¢g cos ¢ — sen ¢y cos o) — sen B sen ¢q cos ¢y
+ senfy sen ¢ cos ¢y
= (senfysen ¢y — sen b sen ¢y) cos ¢y
— (sen @y cos ¢o — sen 0y cos @) sen ¢y
= [cos¢; — asen .
Agora, usando (3.27)
cospia —1 = cosf cosby + sen ) sen by cos(dr — ¢g) — sen? 0 (cos® ¢y + sen? ¢1) — cos® 6,
= sen 6 sen fy(cos ¢y cos ¢ + sen ¢y sen ¢y) — sen® #; cos® ¢ — sen? 1 sen? ¢,
+ cos b cosby — cos? 0y
= (sen @) sen By)(cos b cos ¢1) — sen? 0 cos® @1 + (sen 6 sen 0y)(sen ¢; sen ¢y
— sen? 6y sen? ¢ + cos b cos By — cos? 6
= (senfy cos g — sen by cos ¢1) sen Oy cos ¢y
+ (senfysen ¢y — sen b sen ¢y) sen 6y sen ¢y + (cos Oy — cos ;) cos b4
= asenb, cos P, + [Fsendy sen ¢ + 7y cos ;.

E, de maneira analoga, fazemos para (3.36). Assim, fazendo-se a reparametrizacao 7 = I't,

as equagoes de movimento (3.35) e (3.36) podem ser escritas da forma:

do, [ cos ¢ — asen ¢y
dr  asenb cos @1 + [Bsen by sen ¢y + v cos by
0 doy vsen #y — acos by cos p; — [ cos by sen ¢y
senfth— = )
Var asen 6 cos ¢1 + B sen By sen ¢; + v cos by

Supondo a = 8 = 0, que corresponde a situacao em que um par de vortices esta localizado

simetricamente em relagao ao equador, obtemos

dé,
a0
do, _ 1
dr  cost,
logo,
91 = 91(0)7



51

Assim, obtemos que o par de vortices se move ao longo do equador e com velocidade

constante. Para situagoes mais gerais, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Um par de vértices sobre S* se move ao longo da geodésica que bissecta e

€ perpendicular a curva que conecta os dois vortices.

Demonstracao. Considerando a isometria sobre S2,

02— 20
T — 10
(2) = 1+ 22’

onde zp é a posicao no plano complexo do vetor normal do plano bissectando o par de
vortices (ver figura 3.3). T'(z) transforma zy no po6lo norte N, e depois rotaciona o sistema
em torno do eixo N.S por um angulo #, conseguindo a mesma situagao mostrada na figura
3.2. Como T'(z) é uma isometria sobre S? e a Hamiltoniana é invariante por isometrias,

segue o resultado. O]

S S

Figura 3.2: Dipolo de vortices no equador  Figura 3.3: Dipolo de vortices: caso geral

O movimento de uma par de vortices sobre H? pode ser analisado da mesma
maneira feita sobre S?, a saber removendo 0y e ¢ das equacoes para 0; e ¢, usando as
integrais primeiras (3.47)-(3.49).

Usando (3.15)-(3.17) temos as seguintes relacoes

2 2
a = senhf;cos ¢y — senh B, cos p; = 2 11

l—zf—ys 1—af—yf

AT 2y1

(8 = senh6ssen g, — senh 0 sen ¢ = —
l—a3—y3 1—af—y

T+a2+y2  14+a49?
v = coshfy, —coshf; = g yé_ é y;,
l—x3—y; 1—a1—y;
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onde fizemos uma reparametrizacao para o tempo dada por 7 = 27['t. E observamos que

d b by

A s e o

Agora, de maneira analoga ao feito no caso S%, obtemos que as equagoes de movimento

(3.37) e (3.38) sobre H?, podem ser escritas na forma

dé,

dr
B [ cos ¢ — aseng,
~ {2+ ycoshf, — asenhf cos ¢; — Bsenhf seng; H{~ cosh f;senhd; cos ¢, — Ssenhfisene }’

doy
ho,— =
sennoq dr

B ~vsenhf; — a cosh 6; cos ¢; — 3 cosh H1seng,
~ {2+ ycosh#; — asenhf, cos ¢; — Bsenhf;seng; H{~ cosh ysenhd; cos ¢; — Bsenhd;seng; }

Para ver a trajetoria de 61 e ¢ sobre o disco de Poincaré, escrevemos as equacoes acima

em termos de 7 e 2, usando (3.15)-(3.17):

day —I(1 = [z1[)*{B(1 — a3 +yi) + 202191 — 2y}

At {y(1+ |21]?) = 20y — 20y — 20y H2(1 — |21]2) + (1 + [21?) — 2021 — 20}
(3.50)

de, —D(1 = |21 {1 + 27 — y7) + 2682191 — 2721}

dt {1+ [21]?) — 2021 — 2ax; — 20y H{2(1 — [21?) + (1 + |21?) — 201 — 2By1}
(3.51)

Para obtermos uma solugao particular, tomamos dois vortices em (x1,71) = (—0,0) e

(v2,0) = (5,0), 0 que faz & = 45/(1 = 6%) e § = 7 = 0. Entdo (3.50) e (3.51) sdo
simplificadas a

day Ty (1 — a3 — i)

dt 2{1 — (ax1 /(1 — 2 —y}))}

dyp T +af—yf)(1— 2 —yf)

dt —4z1{1 — (axy /(1 — 23 —y}))}

Entéao, fazemos ambos, 6 e I, tenderem a zero enquanto deixamos I'/d = ¢ > 0 constante.

Assim, obtemos que as equacoes de movimento assintotico para o par de vor-
tices (dipolo de vortices) em (z,y), com seu eixo ao longo do eixo y inicialmente localizados
na origem, sao

dx

— =0 .02
dy 1 212

— = —£(1- . .
Y= e-) (3.53)
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Calculando a solugao de (3.53) obtemos

1 2y

— | ——=Flog—=| =1,

T I R
e, portanto, obtemos que o dipolo de vortices se move sobre o eixo y se aproximando, mas
nao cruzando a fronteira. Além disso, do ponto de vista de sistemas dinamicos, vemos
que y = 1 é um ponto fixo semi-estavel, isto é, atraindo para y < 1 e repelindo para y > 1.

Para condicoes iniciais gerais, temos o seguinte o teorema:

Teorema 3.2. Sobre o disco de Poincaré, um dipolo de vortices se move sobre a geodésica

que passa pela condi¢ao inicial do dipolo.

Demonstracao. Consideramos a isometria sobre H? dada por

T(z)=e? =20

1-— 2027
a qual, leva geodésica em outra geodésica e transforma zy na origem. Fazendo zy como a

nova posic¢ao inicial sobre o disco de Poincaré, e usando

ze " 4 20

1 o
R

a qual, transforma a origem em z; sobre o disco de Poincaré. Sendo T uma isometria, 7"

também é. E como a Hamiltoniana é invariante por isometrias, segue o resultado. Il

Tratamos do movimento de vortices sobre as superficies de Riemann com cur-

vatura constante S2, E? e H?, as quais tem como métrica Riemanniana

d82 — 4|d2|2
(1+alz?)*’
onde a =1, a=0ea=—1para S?, E? e H?, respectivamente. Em |10] é levantada a

seguinte questao: quais propriedades de E? sdo importadas de espacos curvos (a # 0) e que
iedades intri F? sa d do f i ti t
novas propriedades intrinsecas em E* sao geradas quando fazemos a variar continuamente

entre —1 e 1. Estas questoes sao de interesse para continuidade deste trabalho.
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