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Resumo

Modelos dinamicos lineares constituem uma poderosa estrutura para a analise de séries
temporais, uma vez que, ao permitir a evolugéo de seus parametros, explicitamente determi-
nam a forma como estes parametros relacionam-se a seus valores passados. Uma hipotese
bastante restritiva nessa classe de modelos é a de que a variavel resposta deva ser gaussiana.
Os modelos dinamicos lineares generalizados estendem a classe dos modelos dinamicos li-
neares, permitindo respostas cujas distribuicdes pertencam a familia exponencial. Essa classe
de modelos também pode ser vista como uma extensdo aos modelos lineares generalizados,
estruturando formalmente a autocorrelagéo serial. Uma outra vantagem dos modelos dinami-
cos lineares generalizados é a construcao de preditores formados por blocos estruturais com
interpretacao clara, tais como tendéncia, sazonalidade e efeitos de regressoras. Ao se especi-
ficar, em uma analise temporal, o efeito de uma regressora, é possivel assumir-se que variacoes
nessa variavel ndo tenham impacto apenas imediato sobre a resposta esperada, mas que seu
efeito se propague, de alguma forma, por instantes futuros. Adotamos, no presente trabalho,
funcdes de transferéncia para modelagem de tais efeitos, representados por blocos estruturais
E; presentes nos modelos dinamicos lineares generalizados propostos. Toda a inferéncia € re-
alizada sob o paradigma bayesiano e, no contexto acima, tem-se duas fontes de dificuldades
para a obtencdo analitica de distribuicdes a posteriori: a natureza ndo gaussiana da resposta,
associada a prioris ndo conjugadas e, caso haja parametros autoregressivos BQ alpéo-
linearidade do preditor em tais parametros. Durante a década de 80, diversos trabalhos trataram
a ndo-normalidade / ndo-linearidade em modelos dindmicos baseando o processo de inferéncia
em primeiros e segundos momentos ou evitando integracdo por meio da obtencao de modas a
posteriori. O propésito deste trabalho é a realizacdo de inferéncia bayesiana completa sobre
modelos dinamicos lineares generalizados contendo fungdes de transferéncia em seus predi-
tores, utilizando-se métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov para obtencéo de amostras
da distribuicéo a posteriori conjunta dos parametros envolvidos em tais modelos. Diversas es-
truturas de transferéncia sao especificadas, associadas a respostas Poisson, Binomial, Gama e
Gaussiana Inversa. Os modelos resultantes sédo aplicados a dados artificiais e, finalmente, os
modelos Poisson e Gama séo aplicados a dados reais. No primeiro caso, estima-se o efeito
acumulado de poluentes atmosféricos sobre contagens de 0Obitos de criancas. O modelo Gama
€ usado para se estimar o efeito de volumes diarios de chuva sobre niveis de poluicao.

Palavras-chave: Funcdes de transferéncia, Modelos dinamicos lineares generalizados, Infe-
réncia bayesiana, Monte Carlo via cadeias de Markov.
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Abstract

Dynamic linear models constitute a powerful structure for the analysis of time series, once
they allow parameters to evolute, formally determining the way these parameters relate to their
past values. A sufficiently restrictive hypothesis in this class of models is that the dependent
variable must be Gaussian. Dynamic generalized linear models extend the class of dynamic
linear models, allowing responses whose distributions belong to the exponential family. This
class of models can also be seen as an extension to the generalized linear models, formally
structuring serial autocorrelation. Another advantage of the dynamic generalized linear models
is the construction of predictors formed by structural blocks with clear interpretation, such as
trend, seasonality and effects of regressor variables. As one specifies the effect of a regressor
in a time series analysis it is possible to assume that variations in that variable do not have
only immediate impact on the mean response, but that its effects somehow propagate to future
times. We adopt, in the present work, transfer functions to model such effects, represented
by structural blocks; considered in the proposed dynamic generalized linear models. All
the inference is carried under the Bayesian paradigm and in the context above two sources of
difficulties emerge for the analytical derivation of posterior distributions: non-gaussian nature
of the response, associated to non-conjugate priors and, if there are autoregressive parameters
in the blockE;, also non-linearity of the predictor on these parameters. During the 80’'s several
works treated non-normality / non-linearity in dynamic models basing the inference process on
first and second moments or avoiding integration by the determination of posterior modes. The
purpose of this work is to produce complete Bayesian inference on generalized dynamic linear
models with transfer functions in their predictors, using Monte Carlo Markov Chain methods
to build samples of the posterior joint distribution of the parameters involved in such models.
Several transfer structures are specified, associated to Poisson, Binomial, Gamma and Inverse
Gaussian responses. The resulting models are applied to artificial data and, finally, Poisson and
Gamma models are applied to real data. In the first case, we estimate the cumulative effect of
atmospheric pollutants on infant death counts. The Gamma model is used to estimate the effect
of daily rain volumes over pollutant levels.

Keywords: Transfer functions, Dynamic Generalized Linear Models, Bayesian inference,
Monte Carlo Markov chain.
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CAPiTULO 1

Introducéo

1.1 Contexto e Relevancia do Trabalho

Diversas sao as aplicacbes em que se objetiva avaliar o impacto de um conjunto de re-
gressoras sobre determinada variavel resposta, levando-se em conta que todas as variaveis em
guestdo sdo observadas temporalmente e considerando-se que variagdes em alguma dessas re-
gressoras podem ter um impacto sobre a resposta que néo se faz sentir apenas de forma ime-
diata, propagando-se por determinado periodo. Denote-s¢ poprocesso de saida e, por
X, 0 valor, no instanté¢, da regressora cujo impacto cumulativo encontra-se sob analise. A
forma mais trivial possivel para a modelagem do efgjtale X; sobreY;, é obtida por meio de
defasagens distribuidas:

E— Y BiX. i (1.1)
tJZOJJ

A adocédo de tal forma, entretanto, esbarra em algumas dificuldades: primeiramente, a ex-
presséo a direita em (1.1) deve ser truncada, de forma a se garantir a estabilidade do filtro,
obtendo-se:

E=Y BiX_i. (1.2)
: J_;)J j

Ainda assim, tem-se dificuldades na estimacao dos coeficiBftes, Bs devido a autocorre-

lacdo inerente a regressora em suas diversas defasagens. Segundo Klein (1958), embora somas
e outras fungdes dos parametflypossam ser estimadas com um grau de preciséo razoavel, a
autocorrelacao entre as regressoras compromete a estimacgao dos efeitos instantaneos represen-
tados por cada coeficiente. E usual, ent&o, que se imponham restricbes sobre estes coeficientes,
reduzindo-se substancialmente o nimero de parametros a estimar e obtendo-se melhores esti-
mativas do efeito propagado de Ainda de acordo com Klein (1958), um trabalho precursor

neste sentido é o de Fisher (1937), em que € proposto o decaimento aritmético dos coeficientes
Bj. O uso de defasagens distribuidas sujeitas a restricdes ganha vulto, entretanto, com o tra-
balho de Koyck (1954), no qual se postula, a partibadlefasagens, o decaimento geométrico

dos coeficientef;j, em (1.1), os quais passam a ser escritos como:

Bi=piB, (j=b, 0<p<1). (1.3)

1



1.1 CONTEXTO E RELEVANCIA DO TRABALHO 2

Seb = 0, entéo o efeito cumulativo d€, até o instantg, é dado por:
Et = pEi—1+ BX.

Observe-se que a estimacao dos efeitoX dmbreY fica, entdo, restrita a dois parametros:
B e p. Ainda, além da magnitude e da forma, também o periodo de persisténcia do efeito
presumido deX passa a ser estimado, uma vez que tal formulacdo baseia-se na expressao
nao truncada (1.1), havendo a possibilidade de efeitos significativos para qualquer horizonte,
embora a condi¢éo de estabilidafe{ p < 1) sobre estes modelos implique que o efeitcXde
seja eventualmente dissipado.

Para se obter efeitos que cresgam até um ponto maximo para, entéo, decair, Koyck (1954)
propde que se especifigbe> 0 em (1.3), obtendo-se:

b
Er = BoX+ > (Bj — pBj-1)X—j + PE—1,
=t

ao custo de se estimbiparametros adicionais. Se o valorlmieecessario a descricao adequada
da trajetoria dos efeitos d¢ for relativamente elevado, entretanto, recai-se nas dificuldades
levantadas em relacao a (1.2) devido a autocorrelacéo serial na regressora.

Uma forma alternativa para restricdo dos coeficientes em um modelo de defasagens dis-
tribuidas truncado, como em (1.2), € proposta por Almon (1965), sendo a trajetoria dos coefi-
cientes deX no instante atual e em susslefasagens aproximada por um polindmio de baixo
graud:

d
Bi=5 &j¥%, paraj=0,...,s (1.4)
=)

Aplicando-se (1.4) a (1.2), obtém-se um preditor em termaselde um conjunto dé+ 1 no-

vas regressoras pouco correlacionadas, cada uma das quais expressa em neaoxes.

Os parametros a estimar passam a ser aqueles que governam o polinbmio suavizador, mais es-
pecificamente, se os coeficienfgssdo adequadamente descritos por um polindmio dedyrau
deve-se estimar os parameti@s: - - ,{yq. Tal abordagem proporciona diversos formatos para a
trajetdria dos efeitos da regressora ao longo do tempo. Sua principal limitacdo reside no fato
de basear-se na forma truncada (1.2), em que o horizal@énfluéncia d&X sobreY deve ser
arbitrado, implicitamente assumindo-se que efeitos além desse horizonte sejam nulos.

Ainda que sujeitas as limitacdes j& mencionadas, as duas abordagens supracitadas para res-
tricdo de coeficientes em um modelo de defasagens podem ser aplicadas com éxito na represen-
tacdo da dinamica do efeito de uma regressora em diversas situacdes. Neste trabalho aplicam-
se ambas as formas, tratando-as como casos particulares de funcdes de transferéncia, como
descritas em Box et al. (1994). Uma funcéo de transferéncia é uma formulacdo matematica
descrevendo a relacdo entre a entrada e a saida de um sistema, obtida ao se aplicar, a regressora
cuja inércia se deseja modelar, um filtro linear obtido da razéo entre dois polinbmios no opera-
dor defasagem: o primeiro de ordem» O e, 0 segundo, de ordes® 0. Como sera visto ao
longo deste trabalho, a abordagem de Koyck (1954) é obtida fazemde-ke s> 0, enquanto
na abordagem de Almon (1965) obtém-se uma forma particular de funcao de transferéncia em
guer = 0. A adocéo de funcdes de transferéncia constitui-se, dessa forma, em um instrumento



1.1 CONTEXTO E RELEVANCIA DO TRABALHO 3

poderoso para analise de efeitos acumulados de uma regrssobae a resposta esperada,
uma vez que, com base em parametrizagdes bastante parcimoniosas, pode-se ter uma enorme
gama de formatos para a propagacao de efeitoSakelongo do tempo.

Embora extremamente relevante, a adoc¢do de func¢des de transferéncia €, usualmente, res-
trita a modelos para o0s quais a respdéi suposta gaussiana, muitas vezes ao custo de trans-
formac0Oes sobre a variavel resposta, as quais podem levar a dificuldades para interpretacéo do
modelo. Poucos séo os registros encontrados na literatura que consideram funcgdes de transfe-
réncia associadas a respostas ndo-normais. No presente trabalho, funcdes de transferéncia sao
inseridas em preditores associados a observacdes cuja distribuicdo pertenca a familia exponen-
cial. Uma outra caracteristica desejavel e aqui tratada é a flexibilidade dos modelos propostos,
no sentido de se reconhecer formalmente incertezas associadas a passagem do tempo, o que &
feito permitindo-se evolucédo estocastica aos parametros envolvidos. Neste sentido, a classe dos
modelos dindmicos lineares generalizados, definida por West et al. (1985), apresenta-se como
a moldura ideal: tais modelos podem ser vistos tanto como uma generalizacdo dos modelos
lineares generalizados (Nelder e Wedderburn, 1972) - ao prescindir da hipétese de auséncia de
correlacéo serial entre observacdes - quanto como uma extenséao da classe dos modelos dinami-
cos lineares (Harrison e Stevens, 1976) - ao permitirem variaveis resposta ndo gaussianas.

Toda a inferéncia realizada no presente trabalho segue o paradigma bayesiano e, portanto,
a incerteza associada aos parametros a estimar deve ser modelada probabilisticamente. Assim,
a partir de distribuicées a priori que reflitam as crencas iniciais sobre os parametros de inte-
resse, combinadas a uma funcédo de verossimilhanca, obtida a partir da estrutura probabilistica
suposta adequada aos dados observados, objetiva-se determinar, a cada instante, distribuicdes
a posteriori, atualizando-se as crencas iniciais sobre 0s parametros - expressas pela priori -
a luz das informacdes trazidas pela verossimilhanca. O processo de aprendizagem sobre os
parametros fundamenta-se no teorema de Bayes, de acordo com a seguinte premissa: a cada
instante tem-se uma distribuicdo a posteriori com respeitcaaqual é atualizada por meio
de uma equacao de sistema, que dita a forma de evolucdo dos parametros, passando-se a ter
uma distribuigc&o a priori com relacad & 1. Sob normalidade e linearidade, todo o processo
de atualizacao pode ser feito de forma analitica, por meio do filtro de Kalman, como descrito
por West e Harrison (1997), do ponto de vista bayesiano, e por Harvey (1989), sob o enfoque
classico.

No contexto da insercao de funcdes de transferéncia em modelos dindmicos lineares gene-
ralizados, entretanto, dois fatores combinam-se, impedindo a obtencao analitica da densidade
a posteriori:

* anatureza ndo gaussiana da resposta, associada a prioris ndo conjugadas;

* a ndo-linearidade dos preditores propostos nos parametros autoregressivos envolvidos
nas funcdes de transferéncia.

Diversas formas tém sido propostas na literatura para a aproximacao de distribuicbes a
posteriori nesse contexto. Algumas abordagens baseiam-se em aproximac¢des normais para a
variavel resposta e, sob linearidade do preditor, obtém-se a posteriori aplicando-se o filtro de
Kalman. Outras preservam a natureza observacional, fixando-se na atualizacdo de momentos
das distribui¢cdes envolvidas no processo de atualizacdo e outras, ainda, na obtencado de modas
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a posteriori, evitando-se a integracdo necessaria a obtencéo dessa distribuicdo. A partir da dé-
cada de 1990, com o avanco de métodos computacionais, passou a ser possivel fazer inferéncia
completa (obtendo-se estimativas para quaisquer quantidades de interesse associadas a poste-
riori) sobre modelos dinamicos lineares generalizados. Diferentes métodos desenvolvidos a
partir de entdo preconizam a obtencdo de amostras das distribuicdes de interesse, ao invés da
atualizacao analitica das mesmas. Em particular, para obtencédo de amostras de distribuicdes a
posteriori utilizam-se, no presente trabalho, os métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov
(MCMC), descritos detalhadamente por Gamerman (1997). Tais métodos fazem uso de al-
goritmos especificos para a construcdo de cadeias de Markov que tenham, como distribuicéo
estacionaria, a distribuicdo em que se tem interesse: neste caso, em particular, a distribuicdo a
posteriori conjunta dos parametros envolvidos nos modelos propostos. O procedimento € ite-
rativo e, uma vez suposta a convergéncia das cadeias geradas, tomam-se pontos destas como
amostras da distribuic&o a posteriori, 0s quais podem ser utilizados para se obter estimativas de
momentos de tal distribuicdo, bem como de quantis e quaisquer fungdes definidas sobre seus
argumentos, por meio de manipulacdes bastante simples, como é usual em métodos de Monte
Carlo.

Apds ampla revisao bibliografica, ndo foram encontrados trabalhos que objetivassem a rea-
lizagédo de inferéncia bayesiana completa sobre modelos dindmicos lineares generalizados en-
volvendo fungdes de transferéncia como um dos blocos estruturais em seus preditores. Assim,
a relevancia do presente trabalho situa-se na realizacdo de inferéncia bayesiana, por meio de
meétodos de Monte Carlo via cadeias de Markov, sobre modelos que pressupdem:

* variaveis resposta com distribuicéo pertencente a familia exponencial;

 preditores ndo necessariamente lineares, incluindo, entre outros blocos estruturais tais
como tendéncia, sazonalidade e demais covariaveis, um bloco que trata especificamente
de efeitos imediatos e acumulados de uma regressora, por meio de fun¢des de transferén-
cia;

0 tratamento formal de autocorrelagéo serial ao permitir evolucao estocastica dos para-
metros envolvidos.

1.2 Organizacao do Trabalho

A dissertacdo esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2 € apresentada uma revisao
sucinta do ferramental teérico/metodoldgico envolvido. Modelos dinamicos lineares e nao-
normais/ nao-lineares sdo descritos, respectivamente, nas secfes 2.1 e 2.2. Nessa Ultima, €
feita uma revisdo dos métodos mais recentes para aproximagao da posteriori em modelos néo-
normais/ ndo-lineares. Em seguida, na secao 2.3, apresenta-se a definicdo formal de funcdes
de transferéncia, que, a cada instante, representam o efeito cumulativo de uma regressora, bem
como de funcdes de resposta ao impulso, que representam o efeito sobre a resposta esperada



1.2 ORGANIZAGAO DO TRABALHO 5

devido a um pulso em uma regressora, no instante em que ocorre tal pulso e nos instantes
subsequentes. Na secao 2.4 descrevem-se os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov,
utilizados para aproximagéao da posteriori. Detalham-se, ent&o, os algoritmos usados de forma
a construir transi¢cdes que garantam a convergéncia das cadeias geradas para a distribuicéo a
posteriori: o amostrador de Gibbs e o algoritmo Metropolis-Hastings, os quais séo utilizados
de forma combinada nas aplicacdes desenvolvidas. Diferentes escolhas de distribuicao para a
variavel resposta, aliadas a especificacdes alternativas para os preditores, determinam modelos
que podem ser comparados com base nos critérios descritos na se¢ao 2.5.

No capitulo 3, define-se de forma mais especifica o problema a ser tratado. A estrutura
geral dos modelos propostos é apresentada na secéo 3.1 e casos particulares dessa estrutura sdo
obtidos ao se variar a estrutura observacional - que, como descrito na secéo 3.2, € obtida a partir
da suposicao de resposta distribuida segundo os modelos Poisson, Binomial, Gama e Gaussiano
Inverso - bem como a forma de propagacéo dos efeitos da regressora de interesse. Assim, na
secao 3.3 sdo apresentadas todas as formas de fungdes de transferéncia adotadas neste trabalho.
Questdes computacionais envolvidas na obtencéo da posteriori via MCMC séo detalhadas na
secao 3.4. Finalmente, a forma de utilizacdo das amostras geradas para estimacao e previsao é
descrita na se¢ao 3.5.

No capitulo 4, tanto a identificabilidade dos modelos propostos quanto o desempenho dos
procedimentos de estimacg&do sao avaliados a partir da aplicacdo dos algoritmos descritos na
secao 3.4 a conjuntos de dados gerados artificialmente, a partir de valores arbitrados para as
componentes do vetor paramétrico. O capitulo apresenta os resultados da estimacéao de diversas
estruturas preditivas atribuidas a respostas Poisson (secdo 4.1), Binomial (secao 4.2), Gama
(secao 4.3) e Gaussiana Inversa (secdo 4.4). Na sec¢éo 4.5 tecem-se alguns comentarios sobre
os resultados obtidos.

No capitulo 5, a metodologia desenvolvida € aplicada a dois conjuntos de dados reais.
Na primeira aplicacdo, desenvolvida na sec¢édo 5.1, com resposta discreta, objetiva-se avaliar o
impacto de poluentes atmosféricos sobre contagens diarias de ébitos de criancas com idades
inferiores a 5 anos na regido metropolitana de Sdo Paulo. Trabalhos relacionando niveis de
poluicdo atmosférica a desfechos epidemioldgicos em grandes metrépoles tém sido frequentes
nos ultimos anos, mas muitos desses desconsideram efeitos de poluentes associados a perio-
dos relativamente longos. Alguns fazem uso de defasagens distribuidas por até trés dias ou,
alternativamente, de médias moveis dos niveis de poluentes, usualmente compreendendo nao
mais que sete dias. O foco primordial de atencdo na aplicacao feita aqui recai sobre a esti-
macao da forma e do tempo de persisténcia do efeito dos niveis de polui¢cdo sobre os desfechos
analisados. O modelo adotado € Poisson, com diferentes estruturas preditivas. Na segunda
aplicacdo, apresentada na secao 5.2, um modelo Gama € usado para quantificar o efeito cu-
mulativo de volumes diarios de chuva sobre niveis do poluente material particulado. Sabe-se
gue a chuva provoca o depdésito do material particulado no solo e na agua, "limpando" a at-
mosfera. Deseja-se avaliar o periodo de influéncia da chuva sobre os niveis de tal poluente.
A modelagem de niveis de poluentes é bastante complexa, envolvendo caracteristicas fisico-
guimicas dos mesmos, bem como fatores meteoroldgicos. Ainda assim, esfor¢cos no sentido de
se criar mecanismos de ajuste e predicao dos niveis de poluentes sdo extremamente Uteis, uma
vez que diversos estudos envolvendo impacto de poluentes sobre diferentes desfechos esbar-
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ram na ocorréncia de periodos sem registro dos niveis de poluicdo. Devido a complexidade das
respostas tratadas e dos mecanismos que as definem, os modelos propostos ndo pretendem dar
conta de toda a incerteza a que estao sujeitos tais processos, mas lancar luz sobre algumas das
guestdes relevantes nesse contexto. Na secao 5.3, resumem-se 0s resultados obtidos nas duas
aplicacdes desenvolvidas.

Por fim, no capitulo 6 sdo tracadas conclusdes sobre os resultados obtidos e enunciadas
perspectivas sobre topicos para pesquisa futura.



CAPIiTULO 2

Revisao de Literatura

Neste capitulo, uma revisao da teoria envolvida no presente trabalho é apresentada. Na
secao 2.1, a classe de modelos dinamicos lineares € descrita. Tais modelos sdo capazes de
tratar formalmente correlacéo serial, tendo, como casos particulares, modelos tradicionais para
séries temporais e modelos de regressao dinamica, com coeficientes evoluindo estocastica-
mente. Uma de suas hipéteses basicas, entretanto, € a estrutura gaussiana para a variavel res-
posta. A secdo 2.2 apresenta diferentes aspectos sobre a violagdo das hipoteses basicas dos
modelos dindmicos lineares. Estes foram estendidos por West et al. (1985), de forma a tratar
variaveis resposta com distribuicdes pertencentes a familia exponencial: surgem, ai, os mode-
los dinamicos lineares generalizados, descritos na subsecado 2.2.1. As viola¢gdes das hipéteses
basicas de um modelo dindmico linear levam a dificuldades para a obtencao analitica de dis-
tribuicOes a posteriori. Algumas abordagens para aproximagao da posteriori utilizadas nas
Ultimas décadas sao revisadas na subsecéo 2.2.2.

Uma caracteristica interessante nos modelos dinamicos é o fato de o preditor poder ser
particionado em blocos estruturais, com interpretacéo clara. Neste trabalho, tem-se interesse
particular no bloco estrutural em que se modela a propagacédo dos efeitos de uma covariavel
sobre a resposta esperada. Neste sentido, a se¢ao 2.3 apresenta uma breve revisédo da teoria de
funcdes de transferéncia.

A adocéao de funcdes de transferéncia pode tornar o preditor ndo-linear, o que é mais um
fator de dificuldade para obtencao analitica da posteriori, somado a natureza ndo-gaussiana da
resposta. O método utilizado para aproximacdo da posteriori nos capitulos subsequentes € a
simulacao de Monte Carlo via Cadeias de Markov, que tem alguns de seus aspectos discutidos
na secao 2.4.

Finalmente, na sec¢éo 2.5, sédo descritos os dois métodos para a escolha, entre diferentes
modelos propostos, daquele(s) que se destaca(m), tanto do ponto de vista de qualidade de
ajuste, quanto de parcimdnia na parametrizacao.
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2.1 Modelos Dinamicos Lineares

Uma questéo relevante na modelagem de dados observados temporalmente € o reconheci-
mento formal da estrutura de autocorrelacdo inerente a esse tipo de observacfes. A classe de
modelos dindmicos bayesianos, apresentada por Harrison e Stevens (1976), possibilita o trata-
mento de autocorrelagéo temporal, por meio da premissa de que os parametros (ou parte dos
parametros) envolvidos em um modelo de regressdo possam evoluir temporal e estocastica-
mente. Ao se adotar o paradigma bayesiano, admitem-se tanto informacgdes observadas histori-
camente quanto opinides subjetivas como fontes licitas de informacao para realizacdo de infe-
réncia sobre os modelos propostos. Atribuem-se distribuicdes de probabilidade aos parametros,
de forma a refletir a incerteza associada a estes.

A classe de modelos dinamicos lineares (MDL) é discutida detalhadamente por West e
Harrison (1997) - do ponto de vista bayesiano - e por Harvey (1989), que os denomina modelos
de espaco de estados e aborda o problema sob o paradigma classico de inferéncia. Tais modelos
sdo definidos hierarquicamente, com base em duas equacgdes. A primeira, denominada equacao
de observacao, descreve o carater estocastico da varidvel resposta e sua relacdo com as variaveis
regressoras, por meio de um vetor parameé#icd segunda, denominada equacao de sistema
ou de evolugéo, descreve a variagao estocastica dos coeficientes da regressdo. Tem-se, entéao, a
seguinte estrutura:

Y. = Fbi+w, wi~N(OMW) (2.1)
0 = Gibi_1+u, U ~N(OWy), (2.2)

em queY; é aobservacao noinstamf¢=1,2,---T. Ao longo deste texto, assume¥sescalar,
mas a classe acima pode ser definida para um vetor de obserYac@€ésé o transposto do
vetor dep variaveis regressoras conhecidas a cada instameomodando nivel, tendéncia,
sazonalidade, etcé € um vetor de parametros (ou estados) com dimepséb, que governa
a relacéo entre a resposta e as regressGas;uma matriz de dimensgox p que descreve a
evolucao dos parametrése, finalmentey; e W; sdo a variancia e a matriz de covariancias dos
erros de observacéao e evolucéce u;, respectivamente. No contexto bayesiano, denotando-se
a informacao inicial disponivel p&@gp, 0 modelo usualmente se completa com uma densidade a
priori (61|Do) ~ N(a1,R1) e com a hipdtese de que os ermp® v, sejam serial e mutuamente
independentes. Pode-se, ainda, acrescentar outros niveis a hierarquia do modelo e atribuir
densidades a priori a hiperparametros.

Em suma, um modelo dindmico linear fica completamente especificado pela quadrupla
{Ft, G, Vi, W¢}. Alguns casos particulares relevantes séo:

» modelos de regressao linear, obtidos ao se fazerl ,, a matriz identidade de ordep
ey = 0,Vt;

* modelos de séries temporais,je= F e G; = G, Vt;

» modelos de regressao dinamicaGge= | p.
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Em um modelo de espaco de estados, blocos estruturais com interpretacéo bastante clara, re-
tratando diferentes caracteristicas da série observada - tais como tendéncia, sazonalidade, efeito
passado e presente de regressoras (efeitos acumulados de regressoras sdo detalhados na se¢éao
2.3) e outros - podem ser combinados, por meio do principio da superposi¢éo, construindo-se
um unico modelo que tenta explicar os padrées subjacentes a série. Assim, uma grande van-
tagem de tais modelos € poder-se pensar no tratamento individual de diferentes caracteristicas
da série temporal de interesse e, entao, reunir estes "submodelos”, estimando-se conjuntamente
os diferentes padrdes observados. A superposi¢ao dos blocos estruturais € feita, simplesmente,
empilhando-se, no vetdt, as regressoras envolvidas em cada bloco e, na niatas respec-
tivas submatrizes de evolucéo, de forma a compor uma matriz bloco-diagonal.

Tradicionalmente, a inferéncia sobre os modelos dinamicos lineares € feita sequencial-
mente. Primeiramente, a informacéo inicial sobre os parametros de interesse é resumida em
sua densidade a priori. Uma hipétese usual € a de que o modelo seja fechado a informacées
externas, ou seja, excetuando-se a informagéo contida na densidade a priori, toda a informacao
relevante é trazida somente pela verossimilhanca. Assim, a informacéo disponivel no instante
t € Dy = {D;_1Uy}. Combinando-se, por meio do teorema de Bayes, a densidade a priori &
verossimilhanca, obtida através do modelo postulado para a variavel resposta, obtém-se, a cada
instante, a densidade atualizada para os parametros de interesse, denominada densidade a pos-
teriori. Esta, por sua vez, é usada para a construcéo da densidade a priori no instante seguinte.
Este processo de atualizacdo é resumido a seguir. A cada instabtém-se a densidade a
priori:

T(OD:-1) = [ T(6]61-1)T(0:-1[De-1)l0r2 (2.3)

em quert(6;|6;_1) é obtida aplicando-se a equacéo de evolugéo (22Pe 1|D:—1) € a den-
sidade a posteriori do instante anterior.

O objetivo primordial em diversas analises e, em particular, em analises envolvendo séries
temporais, é a previsao de valores futuros do processo modelado. Uma vez que se determine
a densidade a priori para o instant@ distribuicdo preditiva a um passo € obtida da seguinte
forma:

PKIDt-1) = [ P(t[60)(61[D1-1)ly. 24

O processo de atualizacdo dos parametros completa-se ao se obter a densidade a posteriori,
aplicando-se o teorema de Bayes:

1(6¢|D) U p(¥t|6t) 11(6¢|D—1). (2.5)
Previsbed passos a frente séo, entédo, obtidas a partir de:
p(Yt+h\Dt)=/p(yt+h\9t+h)7T(‘9t+h|Dt)d9t+h, (2.6)
em que
(Bun/D1) = [ 0140/60) (6 D)6 @7)

e 11(6;.1|6:) é obtida aplicando-se a equacgéo de evolugdo (2.2) recursivamestes.
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2.2 Modelos Dinamicos Nao-normais / Nao-lineares

Sob a hipotese de normalidade dos erros em (2.1) e (2.2) e se a quadiu@aV:, Wi}
€ conhecida, as equacdes (2.3),(2.4), (2.5) e (2.6) podem ser solucionadas aplicando-se o filtro
de Kalman. Essencialmente, o filtro propaga e atualiza os momentos de primeira e segunda
ordens do vetor de estados. Sob normalidade e linearidade, tais momentos contém toda a
informacdo relevante sobre os estados. Entretanto, é usual ter-se violag6es destas hipoéteses,
como elementos das matrizes acima dependentes de quantidades desconhecidas ou distribuicéo
nao-gaussiana pava

De acordo com Durbin e Koopman (2000), violacdes da hip6tese de normalidade podem
ser divididas em duas categorias: observacdes vindas da familia exponencial ou modelos com
erros ndo-normais. Além disso, outras formas de violacdo do modelo dindmico linear podem
ocorrer ao se permitir variancias desconhecidas na equac¢ao observacional e/ ou evolucional,
bem como parametros desconhecidos nas maffize$;. Nesse caso, € necessario propagar
e atualizar toda a densidade dos parametros de estado e as integrais (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6)
nao possuem solucado analitica, devendo-se recorrer a métodos computacionais de aproximacao
para obtencao destas.

2.2.1 Modelos dinamicos lineares generalizados

Nelder e Wedderburn (1972) introduziram a classe de modelos lineares generalizados,
definidos por observagdes cuja distribuicdo de probabilidade seja membro da familia exponen-
cial, por um conjunto de covariaveis independentes, as quais € aplicada uma estrutura linear e,
ainda, por uma funcéo de ligacganondtona e diferenciavel, que estabelece a relacédo entre
a média da variavel resposta e as covariaveisy; $ea variavel respostalg € o vetor de
covariaveis no instante tem-se entao a seguinte estrutura para o modelo linear generalizado:

—b
p(yt’Xt) 0 exp{yt)(tTW} ) t= 17 T7 (28)

em quey; € o parametro candnico ou natural da distribuica¥ d@ € um parametro de escala
e

pe = EM|xi] = b(x) = dz()ét)‘

A relacao entrgy e o vetor de regressoras no instante, € dada por:

9() = e = F6.

Embora essa classe de modelos seja bastante ampla, tem-se limitacoes inerentes a estes,
principalmente no que tange a dependéncia entre as observacdes. Supde-se, nos modelos linea-
res generalizados, que toda a estrutura de correlagcéo entre as obseYyatoes Yt esteja
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guardada no parametro (ou vetor paramétri;a@gssim, condicionalmentef as observacoes
séo supostas independentes. Portanto, em situagdes nas quais haja dependéncia entre as obser-
vacdes, como ocorre em aplica¢des de séries temporais, 0 uso destes modelos pode comprome-
ter a validade das inferéncias realizadas.

West et al. (1985) introduziram a classe de modelos dinamicos lineares generalizados
(MDLG), uma extenséo tanto para os modelos lineares generalizados - no sentido de permitir
a evolucao temporal dos parametros - quanto para os modelos dinadmicos lineares - no sentido
de permitir observacdes com distribuicdo na familia exponencial. Esta classe € definida, entéo,
pela equagéo observacional (2.8), mas o preditpode ser n&o linear e varia dinamicamente,
segundo:

o(k) = ne=F6
0 = GO 1+, UtNN(O,Wt).

2.2.2 Aproximacao da posteriori em modelos dinamicos ndo-normais/ ndo-lineares:
algumas alternativas

Nesta subsecao, é feita uma revisdo de alguns métodos adotados nas duas ultimas de-
cadas para aproximacdao da distribuicdo a posteriori em modelos dindmicos ndo-normais/ nao-
lineares. Além de se ilustrar a evolucdo dos métodos disponiveis nos ultimos anos, séo levan-
tadas, a partir desta reviséao, diferentes formas de violagéo das hipoteses basicas de um modelo
dindmico linear, além daquelas consideradas neste trabalho e descritas na subsecéo 2.2.1.

West et al. (1985) fazem inferéncia aproximada em modelos dinamicos lineares generaliza-
dos usanddinear Bayes O processo de atualizacédo baseia-se na especificacao da distribuicéo
a priori de tais parametros em termos de primeiros e segundos momentos, determinados por
analogia aos modelos dinamicos lineares. A partir dai, e utilizando uma priori conjugada para
o parametro natural da familia exponencial, os momentos de primeira e segunda ordens a pos-
teriori para os parametros estruturais séo obtidos, completando o processo de atualizacao.

Kitagawa (1987) apresenta um algoritmo para filtragem e suavizacdo em modelos de espaco
de estados néo lineares e livres da suposicdo de normalidade, tanto para os erros de sistema
guanto para os erros de evolucdo. O método proposto consiste na aproximacao das densidades
envolvidas no processo de filtragem e suavizac¢ao de forma ndo paramétrica, por spéiicede
de primeira ordem. O custo computacional envolvido, entretanto, torna-se elevado para vetores
de estados com dimensdo alta.

Pole (1988) considera modelos normais nao-lineares. A distribuicdo a posteriori € obtida
numericamente, por meio de uma variacéo dinamica do método de quadratura gaussiana, baseado
em grades atualizadas sequencialmente para o parametro ndo-linear e usando o fato de que,
condicionalmente a este parametro, tem-se um modelo dindmico linear. Integram-se, entéo,
as guantidades de interesse em relacdo ao parametro de ndo-linearidade, obtendo-se inferén-
cias incondicionais. A atualizacdo dinamica das grades (construidas com poucos pontos) € um
artificio para contornar a demanda computacional necessaria ao se utilizar grades muito refi-
nadas. O método da quadratura gaussiana também é utilizado por Moreira (1994), porém com
grade fixa.
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Singh e Roberts (1992) trabalham com modelos dindmicos lineares generalizados, pro-
pondo uma aplicagéo iterativa do filtro de Kalman linear, para obtencé&o de modas a posteriori,
substituindo a equagéo observacional (2.8) por:

% = Fi0+%, % ~N(O,W), (2.9)

em quey; sdo observacdes modificadas, dadas por uma aproximacao linear das observacoes
reais, segundo:

Ve = Ne+ (e — te)9(e) (2.10)

e com variancias dadas por:

Vi = Vi(8) = @b(xc) (1)), (2.11)

comg e b indicando a primeira e a segunda derivadas das fungéés respectivamente.

Fahrmeir (1992) considera extensdes multivariadas de modelos dindmicos lineares genera-
lizados, mantendo a estrutura de transicao linear e evita a integracdo numérica obtendo modas
a posteriori dos parametros de estado, por meio de uma generalizagdo do filtro de Kalman
estendido. Outro exemplo de aplicacdo envolvendo inferéncia baseada em modas a posteriori
em modelos dinamicos lineares generalizados pode ser visto em Fahrmeir (1997).

A partir do inicio da década de 1990, diversos procedimentos para aproximacédo da dis-
tribuicdo a posteriori baseados em amostras foram desenvolvidos. A idéia é aproximar a dis-
tribuicdo dos parametros de estado por uma amostra desta. Descrevem-se, a seguir, algumas
propostas nesse sentido.

Gordon et al. (1993) usam um esquema de reamostragem para aproximar a posteriori. O
esquema baseia-se na idéia de que, como se pode ver na equacao (2.5), a mensyr&cao de
usada para modificar a priori obtida com base na informacao até o instafiteAssim, uma
vez disponivel um conjunto d¢ amostras det(6_1 | Di_1), {6_1(i) :i =1,--- N}, utiliza-
se a equagao de sistema para se obter uma amost@deD;_1), como de costume e, ao se
reamostrar os pontos de tal amostra com pesas$t (i))/ 3 ; P(yt|6(])), tem-se convergéncia
em distribuicdo para a posteriori, como mostram Smith e Gelfand (1992). Durbin e Koopman
(2000) usam amostragem por importancia com variaveis antitéticas e fazem inferéncia classica
e bayesiana em modelos de espaco de estados apresentando erros ndo normais, tanto na equacao
observacional quanto na de evolugao.

Os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) tém sido uma opcéo bastante
freqUente na literatura, entre os métodos de aproximacao da posteriori baseados em amostras.
Tais métodos, utilizados nas aplicacdes feitas neste trabalho, sdo detalhados na sec¢édo 2.4. O
algoritmo MCMC mais simples é o amostrador de Gibbs. Carlin et al. (1992) aplicam-no para
obter aproximacdes da posteriori em modelos de espaco de estados nos quais as variancias
observacional e/ ou evolucional séo perturbadas por parametros desconhecidos. Diferentes es-
pecificacdes para as distribuicdes dos parametros de perturbacdo conduzem a uma variedade
de distribuicbes ndo gaussianas para 0s erros, como, por exemplo, exponencial dupla ou t de
Student. Permitem-se, ainda, estruturas nédo-lineares tanto na equagao de observagao quanto
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na de sistema. Carter e Kohn (1994) utilizam MCMC em modelos dinamicos, com erros dis-
tribuidos segundo uma mistura de normais. Shephard (1994) utiliza métodos MCMC para
inferir sobre modelos de espaco de estados "parcialmente Gaussianos”, nos quais as variancias
dos erros dependem de processos Markovianos. Séo tratados como casos particulares da estru-
tura apresentada: modelos para observacdes com distribuicao t de Student, modelos de misturas
normais, modelos multiplicativos e modelos de mudanca de regime, entre outros. Outros exem-
plos de aplicacdes de algoritmos MCMC em modelos de espaco de estados ndo normais e/ou
nao lineares podem ser vistos em De Jong e Shephard (1995), Shephard e Pitt (1997), que
apresentam, além da estimacgé&o bayesiana, um algoritmo de amostragem por importancia para
estimacao classica de modelos dinamicos nao-normais, Knorr-Held (1999), Geweke e Tanizaki
(2001), e Durbin e Koopman (2002).

No presente trabalho, a estratégia adotada é aquela proposta por Gamerman (1998). As
abordagens baseadas em algoritmos MCMC diferem, essencialmente, na forma de atualizacéo
do vetor de estados (movimentos individuais ou em blocos) e na escolha de densidades pro-
postas para o algoritmo Metropolis-Hastings, nos casos em que este se faz necessario, além do
amostrador de Gibbs. Estas questdes sao detalhadas na secéo 2.4, na qual os métodos de Monte
Carlo via Cadeias de Markov sédo discutidos e € apresentada a estratégia de atualizacdo usada
neste trabalho.

Revisbes bastante abrangentes sobre métodos para aproximacéo da densidade a posteriori
em modelos dindmicos podem ser vistas em Migon et al. (2005) e Ferreira e Gamerman (2000),
este ultimo tratando especificamente de modelos dindmicos lineares generalizados.

2.3 FuncoOes de Transferéncia

Diversas aplicacdes relevantes em séries temporais envolvem a utilizac@o de variaveis re-
gressoras defasadas, com base na premissa de que 0 processo de interessetny ter@po
seja impactado apenas pelo valor concomitante de uma regrégsonas também por seus
valores passado¥;_1, X2, -+, Xi_s, OU Seja, admite-se que a relacdo eltieeX esteja su-
jeita a algum tipo de inércia ou, equivalentemente, que eventos que afetam a resposta persistam
ao longo do tempo. Nesta se¢éo, apresenta-se uma breve revisdo da teoria de funcdes de trans-
feréncia, utilizadas neste trabalho de forma a modelar efeitos cumulativos de uma regressora.

Em Box et al. (1994), as funcBes de transferéncia, definidas a seguir, sdo construidas em
termos de efeitos de uma regressotasobre a variavel resposta sob anal¥ée Aqui, uma
pequena modificacao é feita, visando-se a insercdo de tais fun¢cdes como blocos estruturais nos
modelos dindmicos lineares generalizados, descritos na secao 2.2.1. Segue-se, entdo, a formu-
lacdo adotada por West e Harrison (1997), que se diferencia apenas por modificar a estrutura
de regresséao, considerando ndo a regressamgpactando diretamente a respogtamas, ao
invés disso, uma forma latenke construida de forma a representar a combinacéo de efeitos
passados e presentesXle

Suponha-se, portanto, que os efeitos passados e presentes da regresboesd processo
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de interesse possam ser representados da seguinte forma:

(1-pB—--—pB)E = (- wB——wB)X_p
_ ((LbBb _ (A}_]_Bb+1 L (L)SBb+S)X(
ou
P(BE: = w(B)B™% =B(B)X, (2.12)

em queB é o operador defasagem, ou s&j& = E;_1.
Alternativamente, pode-se representar o efeito da regresgmameio de um filtro linear:

B(B)
E — PV
T
VoXe + ViXe—1+ VoXe o+ -

V(B)X. (2.13)

O polinémiov(B) = vg+ v1B+ v,B? +- - - é denominadéuncao de transferénciarepresenta
o efeito cumulativo da regressoxXasobre o processo de interesse. Os p&sog, Vo, - SA0
denominadofuncao de resposta ao impulsaepresentam os efeitos esobre o processo de
interesse no tempo presente e nos instantes subsequentes.

Um processo ARIMA, por exemplo, pode ser visto como um modelo de funcéo de trans-
feréncia, tendo como variavel de entrada um ruido branco. O filtro (2.13) é dito estavel se,
para|B| < 1, v(B) é convergente, ou, equivalentemente, se a equacao caractgr{&jca 0,
guando resolvida pai, tem suas raizes fora do circulo unitario. Tais condi¢des implicam que
incrementos finitos na variavel regressora resultem em incrementos também finitos na resposta,
ou, de outra forma, que a funcao de transferéncia (soma das respostas a impulso) eventualmente
convirja para um estado de estabilidade. As condi¢cOes para estabilidade da funcéo de transfe-
réncia sao similares as condi¢des de estacionariedade para modelos ARMA.

Ao se substituir a equacao (2.13) em (2.12), obtém-se a seguinte identidade:

(1-p1B—---— pB")(Vo+ ViB+oB?+ ) = (ap— w1 B— - — B?)B°.  (2.14)

Equacionando-se (2.14) eitem-se:

0 j<b

yo— ) PVt pViat--+pvirtay  j=b

! P1Vj_1+pP2Vj 2+ +pVjr—W_p j=b+1b+2--- b+s
P1Vj-1+P2Vj-2+ -+ PrVj-r j>b+s

Claramente, a forma gerada para a funcéo de resposta ao impulso (e, consequentemente,
para a funcéo de transferéncia) depende do comportamento das solucdes da equacao a dife-
rencas que a define. Detalhes sobre a solucéo de equacdes a diferencas podem ser vistos em
Hamilton (1994). Assim, de acordo com Box et al. (1994), o comportamento da funcao de
resposta ao impulso gerada pela estrutura de ordegno(u seja, autoregressao de ordem
aliada as defasagens efdPX;, consiste em:
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» bvalores nulos/g, vy, Vp_1

* s—r+1valoresvy, Vp.1,Vpis r S€EM padrao determinado (s& r tais valores nao ocor-
rem)

* valoresvj, comj > b+s—r + 1 seguindo o padrao ditado pela equacao a diferengas de
ordemr, com valores iniciais dados pof.s, - ,Vpis ri1.

Essencialmente, o padrdo de comportamento da funcdo de resposta ao impulso € ditado
pelas raizes da equacéo caracterigi®@) = 0. Equivalentemente, pensando-se na insercédo de
funcdes de transferéncia como blocos estruturais em modelos de espacgo de estados, tais com-
portamentos sdo ditados pelos autovalores do bloco da matriz de ev@ugdoespondente
aos efeitos da regressora cuja inércia estd sendo modelada. De forma geral, tem-se 0s seguintes
padrdes: raizes distintas e reais do polindmio autoregressivo de ormgieram termos de de-
caimento exponencial na funcédo de resposta ao impulso, raizes distintas e complexas fornecem
termos senoidais e raizes iguais fornecem termos polinomiais. Portanto, a funcéo de resposta
ao impulso sera uma mistura de termos exponenciais, polinomiais e senoidais, dependendo do
estudo das raizes do polinbmio autoregressivo ou, equivalentemente, dos autovalores da matriz
de evolugao.

Afigura 2.1 exibe padrdes das fun¢des de resposta ao impulso e de transferéncia, para todas
as combinagdes de=0,1,2es=0,1,2.

2.4 Monte Carlo via Cadeias de Markov

Um dos focos principais do processo de inferéncia bayesiana € a determinacéo da densidade
a posteriori dos parametros de interesse. Nos MDLG'’s, devido a verossimilhanca construida
com base na familia exponencial, associada a prioris ndo conjugadas, ndao se obtém forma
fechada para a densidade a posteriori de diversos pardmetros, ao contrario do que ocorre nos
modelos dindmicos normais. Além disso, como visto na sec¢éo 2.3, os modelos considerados
neste trabalho incluem fun¢des de transferéncia como blocos estruturais, e tais funcdes séo
nao-lineares em seus parametros autoregressivos, 0 que constitui mais um fator de dificuldade
para a obtencdo analitica da densidade a posteriori. Faz-se necessaria, portanto, a utilizacdo de
algum método para aproximacao da posteriori. Na subsecao 2.2.2, foram apontadas diferentes
abordagens para aproximacao da posteriori sob ndo-normalidade e/ou nado-linearidade. No
presente trabalho, em particular, a aproximacao das densidades a posteriori (e preditivas) de
interesse é feita aplicando-se os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC),
descritos detalhadamente por Gamerman (1997).

Se uma cadeia de Markov homogénea é irredutivel, recorrente positiva e aperiddica, entao
possui distribuicdo limite, a qual depende apenas da matriz de transicao da cadeia. Além disso,
uma vez que a cadeia atinja a distribuicéo limite, todos os estados subsequentes seguirdo tal
distribuicdo. Valendo-se de tais idéias, os métodos MCMC consistem na constru¢do de uma
cadeia de Markov que, por meio de escolhas adequadas de ndcleos de transicao, tenha como
distribuicdo estacionéaria a densidade da qual se deseja gerar valores: nas aplicacdes bayesianas,
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Fungio de
Transferéncia
1o | Model v i
Y
dull
002 | g =X,

012 | E =(0.5+0.5B)B* X,

022 | E =(0.25+0.5B+0.25B%)B* X, I |

102 | (1-0.5B)E=0.58°%,

112 (I-O.SB,IE":
(0.25+0.25B) B* X,

122 (I'QSB)E':
(0.125+0.258+0.12584) 8% X, | | |

202 | (1-0.6B+0.4BY)E=0.882%, ‘ o ‘
. pathes

212 | (1-0.6B+0.4B3)F =
(0.4+0.48 8%, | | ) |
] N R ;

239 | (1-0.6B+0.4B)E = ‘
(0.2+0.4B+0.2 B BX, L ML,

Figura 2.1 Exemplos de fun¢bes de resposta ao impulso e de transferéncia, para diferentes combi-
nacdes de ordens=0,1,2es=0,1,2.
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em particular, a densidade a posteriori. Assim, uma vez que se verifique que a convergéncia
da cadeia gerada tenha sido atingida, podem-se utilizar os valores desta (aqueles obtidos apos
convergéncia) como amostra da distribuicdo estacionaria.

O teorema ergodico (v. Gamerman (1997)) garante que médias de fun¢des calculdas com
base em amostras oriundas de procedimentos MCMC convergem, com probabilidade 1, para as
médias tedricas destas funcbes. Assim, a amostragem via MCMC goza de boas propriedades.
Toda a inferéncia sobre a distribuicdo estacionaria é feita, entdo, de forma empirica. Por exem-
plo, para obtencdo da estimativa do valor esperado a posteriori, toma-se a média da amostra
gerada ou para obtencao de intervalos de credibilidade, tomam-se os percentis adequados na
amostra gerada.

Os algoritmos MCMC mais usuais em aplicacdes de inferéncia bayesiana sdo o amostrador
de Gibbs e o algoritmo Metropolis- Hastings, descritos, respectivamente, nas subsecoes 2.4.1
e 2.4.2. Algumas estratégias eficientes para implementacéo de tais algoritmos sao discutidas
na subsecao 2.4.3. Na subsecéao 2.4.4, descrevem-se meétodos para diagnostico de convergéncia
das cadeias simuladas.

2.4.1 O amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs foi apresentado por Geman e Geman (1984), no contexto de pro-
cessamento de imagens, em que a posteriori de interesse é a distribuicdo de Gibbs: dai, entéo,
0 nome dado ao algoritmo. Uma das dificuldades enfrentadas por Geman e Geman era jus-
tamente a determinagéo da constante de normalizacéo da distribuicdo de Gibbs. Gelfand e
Smith (1990) perceberam o potencial do amostrador de Gibbs para determinag&o de constantes
de normalizacdo em outras distribuicbes a posteriori e Sdo 0s responsaveis pela difusdo de tal
algoritmo na comunidade estatistica.

Suponha que se deseje amostrar da distribuicdo a posteriori do vetor parai®étrico
(61,---,6q)". O amostrador de Gibbs é util quando ndo se consegue gerar valores da poste-
riori conjunta dos parametros de interesse, mas as densidades condicionais comipdttass
parametros sao conhecidas e a geracao de valores das mesmas € possivel.

Para construcdo de uma cadeia de Markov cujas transicdes sejam definidas pelas condi-
cionais completas, o amostrador de Gibbs procede da seguinte forma:

1. arbitram-se valores iniciais para todos os parametros de interesse:
0) 50 0)\/.
0@ = (69,6, ... 67y

2. geram-se, iterativamente, valores das densidades condicionais completas de cada um dos
parametros, sempre se condicionando ao ultimo valor gerado de cada um dos demais
parametros. Assim, naésima iteracdo do algoritmo, tem-se:

1Se a densidade de interessa(@, - - , &), entdo a densidade condicional completa (ghré 1(6;|6_j) =
T[(ej ‘617 Tty 6]717 ej+l7 Tty ed)
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of) ~ meijef 6 Y)
92(') N 7-[(92‘6(')79:&'—1)’...,ch'—l))

6)) ~ m(eg6,-- .0

3. atualiza-se o contador paira 1 e repete-se 0 passo 2 até que a convergéncia da cadeia
tenha sido atingida.

A medida em que o nimero de iteracdes cresce, a cadeia de Markov simulada aproxima-se
de sua distribuic&o de equilibrio e, entéo, pode-se tomar o @4los (61('), e 6(5')) como um
ponto amostral der(0y,---,6y).

Nos MDLG's, entretanto, ndo se consegue amostrar das densidades condicionais completas
de todos os parametros de interesse, como descrito no passo 2 acima. Nestes casos, passos
Metropolis-Hastings podem ser inseridos no algoritmo de Gibbs.

2.4.2 0O algoritmo Metropolis-Hastings

O nome Metropolis-Hastings deve-se aos trabalhos de Metropolis et al. (1953) - no contexto
de definicao de propriedades quimicas de substancias - e Hastings (1970), que generalizou o al-
goritmo de Metropolis para utilizacdo no contexto estatistico. O algoritmo Metropolis-Hastings
€ Util para a geracdo de valores daqueles parametros cujas densidades condicionais completas
nado tenham forma analitica fechada (e, portanto, ndo estejam disponiveis para amostragem).

Suponha que se deseje gerar valores de uma densidader(@yméao disponivel para
amostragem. A cada iteracao do algoritmo Metropolis-Hastings, valores para cada parametro
sdo gerados de uma distribuicdo proposta arbitrgridais valores sao aceitos com uma pro-
babilidade que depende da qualidade do movimento proposto, avaliada com base na densidade
propostag e na densidade alvar. Este algoritmo procede da seguinte forma para geragéo de
um valor6 da densidade-alv(6) de um parédmetro qualquer, nésima itera¢ao:

1. gera-se um valo6, de uma densidade proposfe@(—1,6,);

2. aceita-se o valor gerado com probabilidade

a(6,6,) = min{l, m6,)/q(6° 1. 6,) } . (2.15)

m(6(=1)/q(6,,60-1)

A cadeia resultante tem nudcleo de transigé®, 6, )a (0, 6,) e converge para(0). Pode-
se inserir este procedimento no passo 2 do amostrador de Gibbs, de forma a gerar valores
para os parametros que ndo apresentem densidades condicionais completas disponiveis para
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amostragem, bastando considerar a densidade condicional compteaieo a densidade
alvo 1T presente nos passos do algoritmo Metropolis-Hastings.

Ao se utilizar os algoritmos MCMC para a estimacado de modelos de espaco de estados,
surgem algumas questdes. Uma delas € a escolha de densidades propostas para o algoritmo
Metropolis-Hastings. Os passeios aleatoérios, taisgied.) = ¢(|6. — 0|) sdo uma escolha
frequente, sendo usual tomarcomo a densidade normal. Como este tipo de proposta €
simétrica, a razéo de aceitacdo eI, 0,) reduz-se a razao de densidades affo).

Outra simplificagéo pode ser obtida ao se amostrar das densidades a priori, sendo a razao
de aceitacdo em (6, 6,) reduzida, nesse caso, a razéo de verossimilhangas.

Embora a escolha de densidades propostas seja arbitraria, claramente escolhas adequadas
resultam em maior eficiéncia para o algoritmo MCMC. Observe-se, em (2.15) que 0s movi-
mentos da cadeia de Markov simulada dependem de um comprometimento entre densidade
propostag, e densidade alvay. Assim, se a densidade proposta for uma boa aproximacéo
para a densidade alvo, bons movimentos para a primeira também serdo bons movimentos para
a segunda e a convergéncia do algoritmo € obtida rapidamente.

Em Knorr-Held (1999), por exemplo, os parametros sdo gerados de densidades a priori au-
toregressivas gaussianas. Segundo Knorr-Held, a escolha dessa densidade proposta é bastante
vantajosa, visto que esta reflete a estrutura de autocorrelagéo existente entre os parametros;
além disso, como as geracoes séo feitas de densidades a priori, as razdes de aceitacao reduzem-
se a razdes de verossimilhanca, o que facilita os calculos.

Como descrito na subsecéo 2.2.2, Singh e Roberts (1992) substituem a equacéo observa-
cional de um modelo dindmico linear generalizado por um modelo de trabalho, baseado em
observacdes artificiais obtidas a partir de uma expansao linear em torno da média e dadas
por (2.10). Gamerman (1998) faz uso desta idéia, usando o modelo de trabalho definido por
(2.9), (2.10) e (2.11) para a construcdo de densidades-progosteia o algoritmo Metropolis-
Hastings. Assim, sugere-se que as densidades propostas utilizadas nos passos Metropolis-
Hastings sejam as densidades condicionais completas obtidas a partir do modelo de trabalho
proposto por Singh e Roberts. Pretende-se, com isso, que a densidade proposta dependa da
verossimilhanga, aproximando-se desta. Observe-se que o modelo de trabalho é usado apenas
para construcao de nucleos de transicdo do algoritmo Metropolis-Hastings, sendo a estrutura
observacional (2.8) mantida.

No presente trabalho, alterna-se entre o uso da densidade proposta sugerida por Gamerman,
a qual passaremos a nos referir como "proposta baseada na verossimilhanca", e de propostas
"passeio aleatério": normais centradas no valor corrente do parametro de interesse (ou de al-
guma transformacao do parametro que o leve a reta real). Com a proposta passeio aleatorio,
elimina-se a necessidade de se calcular as quantidades envolvidas no modelo de trabalho. En-
tretanto, deve-se calibrar a variancia da proposta de forma a garantir taxas de aceitacdo que
conduzam a convergéncia rapidamente. Esta tarefa pode mostrar-se bastante ardua sob a pre-
sencga de parametros de estado em modelos dindmicos, quando a dimensao do vetor paramétrico
€ elevada. A densidade proposta sugerida por Gamerman, em contrapartida, tem variancia (e,
conseqguentemente, taxa de aceitacdo) determinada diretamente por (2.11) e mostrou-se, nas
aplicacdes desenvolvidas neste trabalho, extremamente eficiente.
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2.4.3 Estratégia de amostragem: movimentos individuais ou em blocos

Outra questéo relevante na implementacao dos algoritmos MCMC é a forma de atualizac&o
dos parametros estruturais. A estratégia mais natural € a geracéo individual de valores destes,
como, por exemplo, em Carlin et al. (1992). Entretanto, a correlacéo entre valores vizinhos dos
estados em modelos dinamicos faz com que a convergéncia neste tipo de estratégia torne-se
lenta. Existem diversas propostas para se contornar este problema. Carter e Kohn (1994) e
Frihwirth-Schnatter (1994) propdem a geracao simultanea de todos os parametros de estado,
utilizando o amostrador de Gibbs e obtém resultados eficientes. Knorr-Held (1999) propde
uma solucao intermediaria entre a geracao individual e a geracéo simultanea de todo o vetor de
parametros estruturais, particionando-o em blocos cujos tamanhos podem variar (deterministica
ou estocasticamente) de 2 a T. A metodologia empregada faz uso de geracdes dos parametros
estruturais via algoritmo Metropolis-Hastings e Knorr-Held relata bons resultados ao permitir
variacdo estocastica do tamanho dos blocos a cada iteracao do algoritmo.

A abordagem aqui adotada € aquela proposta por Gamerman (1998). Para contornar o
problema de correlacdo inerente aos parametros de estado e otimizar a convergéncia da cadeia,
faz-se uso da relagédo bem definida entre estes parametros e os erros de evolugéo (2.2), usando
reparametrizacdo em termos destes disturbios. A amostragem é feita sobre estesug)timos (
gue, a priori, ndo sao correlacionados, usando movimentos individuais. O custo computacional
envolvido reside justamente na necessidade de, a cada iteracao, calcular os valores dos paramet-
ros de estado a partir do acimulo dos valores gerados para os erros de evolugdo. Espera-se,
entretanto, que este custo seja compensado pela aceleracédo na convergéncia da cadeia.

2.4.4 Monitoracdo da convergéncia

Existem diversos métodos para avaliacdo de convergéncia dos algoritmos MCMC. Nenhum
deles, entretanto, é conclusivo. Estes fornecem apenas indicios de convergéncia. Assim, para
gue se tenha confianca de que as cadeias geradas tenham, de fato, atingido a distribuicédo esta-
cionaria de interesse, o ideal € que esta conclusdo seja tomada com base em mais que um
procedimento. A seguir, trés destes métodos sdo descritos.

* Inspecéo Visual

Um procedimentos informal bastante simples e confiavel consiste na inspecéo visual das
cadeias de Markov por meio de graficos, verificando-se, por exemplo, se cadeias inici-
adas de pontos diferentes mesclam-se, a medida em que o numero de iteracdes cresce,
apresentando comportamento de convergéncia em distribuicéo.
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* Geweke

Geweke (1992) sugere um procedimento para teste de convergéncia a partir da avali-
acado de médias ergoddicas de uma Unica cadeia gerada, com base na idéia de que, apos
convergéncia, diferentes intervalos da cadeia gerada devam apresentar comportamentos
semelhantes.

Sejay =t(6) uma fungdo real d. Apds um periodo suficientemente longo de iter-
acles, em que se suspeite ja ter havido convergéncia da cadeia, constroem-se as médias
Pa e Ui, deny e ny iteracdes (considera-se um intervalo razoavel entre estes dois gru-
pos de iteragcbes, de forma a garantir independéncia entre as amostras). A diferenca
padronizada entre as médias glenas duas subamostras é tomada como estatistica de
teste, com distribuicdo assintotica normal padrdo. Assim, diferengas grandes indicam
auséncia de convergéncia.

* Gelman e Rubin

Gelman e Rubin (1992) sugerem um método baseado na idéia de que cadeias parale-
las, geradas de diferentes pontos de partida, devem misturar-se apés convergéncia, desta
forma diminuindo as chances de obtencao de distribuicdes étimas locais. Uma alterna-
tiva, para tanto, é realizar um teste inspirado em técnicas de analise de variancia: sob
convergéncia, a variancia entre cadeias deve ser pequena em relacdo a variacao interna
das cadeias.

2.5 Selecao de Modelos

Diferentes naturezas de variaveis respostas combinadas a especificacdes variadas para o
preditorn; (e, no contexto deste trabalho, diferentes especificacdes de fungdes de transferéncia)
preconizam modelos que podem ser comparados.

Quanto a escolha da forma de funcéo de transferéncia adotada, supondo-se respostas gaus-
sianas, existem métodos para identificacéo prévia das orgeab em (2.12). Nesse contexto
e para 0 caso em que ha apenas uma regressora com impacto defasado, Box et al. (1994)
propdem um procedimento de identificacdo de funcdes de transferéncia baseado na funcao de
correlacdo cruzada entre a regress§r& a respostd;, apos suavizadas pelo mesmo filtro
ARMA, escolhido a partir dos procedimentos usuais de identificacdo de modelos ARMA. A
identificacdo do modelo ARMA a ser adotado é feita sobre a variavel de enadzadlund
(1987) faz uma revisdo de métodos de identificacdo de funcdes de transferéncia e estende o
procedimento de identificacdo para o caso em que ha mais que uma regressora envolvida no
problema, mas ainda assim considerando apenas respostas gaussianas.



2.5 SELECAO DE MODELOS 22

No presente trabalho, nado é feita identificacao prévia de funcdes de transferéncia. Ao invés
disso, ajustam-se diversas formulagdes, propondo-se variadas formas de impacotueY;
e, com base em procedimentos de selecdo de modelos, escolhe-se aquela que melhor se ajusta
aos dados. Observe-se, entretanto, que a escolha é feita sobre o modelo que proporciona o mel-
hor ajuste, levando-se em conta, para tal escolha, toda a estrutura do preéit@o somente
o blocoE; de efeitos da regressora. Para escolher a forma estrutural que melhor reflete a relacao
entre os dados analisados, sdo aplicados dois métodos, que baseiam-se na idéia de selecdo de
modelos que tenham boa capacidade de aderéncia aos dados, porém de forma parcimoniosa,
contando, para isso, com um termo de medida de ajuste e um termo de penalidade pela com-
plexidade do modelo. Ambos podem ser aplicados facilmente apos obtencédo de amostras da
posteriori via MCMC e sao descritos nas subsecfes seguintes.

2.5.1 EPD -Expected predictive deviance

Gelfand e Ghosh (1998) propdem um critério cujo objetivo é a boa predi¢cdo de uma réplica
dos dados observados, combinada a fidedignidade ao vetor de observados. Denota-se uma
réplica do vetor de observagdegps POr Yrep. A perda ao se tomar a agaoquandoyops
foi observado e/ep € obtido € denotada par(yrep, 8;Yobs). A acéoa € uma estimativa que
busca acomodar tanto as quantidades obserygdaguanto as preditagyep. Para o modelo
m, minimiza-seE {L(yrep, a; yobs)|y0bs} com relacdo @, sendo a esperanca tomada com base
na distribuicéo preditiva a posteriori pay@p, sob o modelon. Escolhe-se, entdo, o modelo
para o qual se obtém o menor destes minimos. Para cada nmydidwe-se obter, portanto:

mejn EYrep|yobSam { L(yrep7 a yObS) } ) (2 16)
Define-se a perda pard @simo componente dgep € dea por:
L(Yirep, &; Yobs) = L(Yirep- &) +KL(Yiobs @), k=>0. (2.17)

O fatork indica a penalidade por devios deem relacdo a,,s COmparados a desvios com
relacao ayep.

Agregando-se as perdas para todas as componentes do vetor de réplicaem (2.17) e substituindo-
se em (2.16), tem-se:

n
Dk(m) = Izl n;jn Eyrep\yobs,mL(YI repy &, Yobs)
n

= 2 min{Eyrep\yobs,mL(YI,repaal) + kL(YI,obsﬂl)}- (2.18)
=1 @
Para modelos conyg, pertencente a familia exponencial (2.8), Gelfand e Ghosh (1998)
propdem o uso ddeviancecomo fungao de perda:

Lyi.a) = 2¢Iog%

(
= 2{nlxM)—x(@)] = [b(x (%)) —b(x @)}
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e, nesse caso, o critério de selecdo (2.18) é dado por:

(m) (m)
t H —|—k'[ H +k
+ 2(k+1) E { ( ' ) <y|"°b5)—t< ! M,Obs)}, (2.19)

em ques™ = E[Yi repl¥i obs M €1(Y) = yX(¥) — b(X(¥)).
O primeiro termo a direita da equacéo (2.19) € visto como uma penalidade, sendo, segundo
0s autores, aproximadamente uma soma ponderada de variancias preditivas. O segundo termo é

visto como uma medida de qualidade do ajuste, anulando-se quéﬂl?d@ Yi obs€ aumentando

a medida em qugl(m) se afasta dg ops

2.5.2 DIC -Deviance information criterion

Spiegelhalter et al. (2002) propdem um critério bayesiano para escolha entre modelos hie-
rarquicos. Suponha-se que se deseje comparar diferentes modelos, com foco no parametro (ou
vetor de parametro$). A devianceé denotada por:

do {y.0,0} = 2{—log[p(y|6)] +log[p(y|0)]},

em qued é um estimador para o parametfio No contexto bayesiano, uma escolha usual é
tomar a média a posteriod, = E[6]y] = 6.

Uma medida de complexidade, proposta para avaliagcdo do numero efetivo de parametros
no modelo é dada por:

Po{y.0,6} = Eg[do{y.6,6}]
= Egy{—2l0g[p(y|6)]} +2log[p(y|d)] (2.20)

= D(0)—-D(6), (2.21)
em queD(.) é a forma geral da deviance bayesiana, dada por:

D(0) = —2log[p(y|6)] + 2log[f (y)],

sendof (y) um fator de padronizagdo. Segundo Spiegelhalter et al. (2002), para comparacdes
de modelos, € suficiente toméfy) = 1.
Rearranjando a equacgéao (2.21), tem-se:

D(6) = D(6) + pp.
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Finalmente, o critério de selecéo € dado por:

DIC = D(6)+2pp

= D(6)+ po. (2.22)

e pode ser visto como uma medida bayesiana de adequacao somada a um termo de penalidade.

2.5.3 \Verossimilhanca preditiva

Uma terceira forma adotada neste trabalho para sele¢cdo de um modelo baseia-se em sua
capacidade preditiva para um conjunto de valores futyes (yri1, - ,Yr+h), por meio da
comparacao de sua verossimilhanca preditiva as de outros modelos. Entre os propostos, aquele
gue apresente maior verossimilhanca preditiva deve ser o escolhido de acordo com este critério.
A verossimilhanca preditiva é dada por:

PYIM.DT) = [ plyr, AfIM.Dr)dX;

=/ PYil: A, M,Dr) A[M, Dr)d ¢
EAf|M7DT|:p(yf’Af7M7DT)]7 (2.23)

em que)s € obtido apds atualizacdo, por meio da equacao de sistema, dos parametros dinami-
cos que compdem o preditor.

Partindo-se de uma amos(r)n%l), e ,A%N)) da posteriorii(A¢|M, D7), uma estimativa de
Monte Carlo para a verossimilhanca preditiva (2.23) é dada por:

" N p(yf |Af 7M DT)
E,mor [PYFARM,DT)] = 5 N
n=1




CAPiTULO 3

Funcoes de Transferéncia em Modelos Dinamicos
Lineares Generalizados

A principal contribuicao deste trabalho é a realizacdo de inferéncia bayesiana completa so-
bre modelos pertencentes a classe dos modelos dindmicos lineraes generalizados, originados
da combinacao entre diferentes propostas para a estrutura observacional - compostas por dis-
tribuices pertencentes a familia exponencial - e diferentes preditores, construidos de acordo
com especificacdes diversas de funcbes de transferéncia e do carater estatico ou dinamico dos
parametros envolvidos nos mesmos.

Neste capitulo, os modelos explorados séo descritos, apresentando-se detalhamentos sobre
aspectos computacionais envolvidos na estimacao dos mesmos. O capitulo esta organizado da
seguinte forma: na secéo 3.1, a forma geral dos modelos sobre os quais se deseja inferir é
apresentada; a secao 3.2 descreve as diferentes estruturas observacionais consideradas, ditadas
por distribuicbes pertencentes a familia exponencial, em particular: Poisson, Binomial, Gama
e Gaussiana Inversa; na secéo 3.3, apresentam-se as formas propostas para fungdes de transfe-
réncia utilizadas. Na sec¢do 3.4, sdo detalhados os calculos envolvidos nos algoritmos MCMC
para obtencdo de amostras das posterioris referentes aos modelos compostos pela combinacgéo
das estruturas observacionais e de transferéncia. Finalmente, os métodos para utilizacdo das
amostras obtidas via MCMC para estimacao de quantidades associadas a posteriori e predi¢cao
séo brevemente descritos na se¢ao 3.5.

3.1 A Estrutura Geral dos Modelos Propostos

O propadsito deste trabalho é a estimacdo de modelos dinamicos lineares generalizados en-
volvendo funcdes de transferéncia em seus preditores. Modelos de fungdes de transferéncia séo
bastante usuais na literatura de séries temporais e séo diversas as aplicacdes dos mesmos, prin-
cipalmente aqueles que pressupdem resposta gaussiana e que fazem uso da abordagem classica
de inferéncia, como em Box et al. (1994).

Do ponto de vista bayesiano, o uso de func¢des de transferéncia em modelos dinamicos
normais € descrito por West e Harrison (1997). A principal dificuldade na estimacéo de tais
modelos reside no fato de que o preditor é ndo-linear nos parametros autoregressivos da funcao
de transferéncia e, portanto, ndo se obtém forma analitica fechada para a posteriori. Ainda
assim, uma vez que a resposta seja gaussiana, condicionando-se aos parametros autoregres-

25
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sivos, tem-se um modelo dinamico linear. Pole (1988) faz uso dessa idéia e estima modelos
dindmicos normais com funcdes de transferéncia de primeira ordem, aplicando o método da
guadratura gaussiana, com grade dinamica no parametro autoregressivo. Mais recentemente,
Ravines et al. (2006) utilizam métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov para inferir sobre
modelos dindmicos também com resposta normal, em que estruturas de defasagens distribui-
das sdo comparadas a uma funcéo de transferéncia de primeira ordem. Dentre as excecfes aos
modelos de funcéo de transferéncia com resposta normal, Migon e Harrison (1985) estimam o
impacto de anuncios de TV sobre a percep¢éo de consumidores quanto ao produto anunciado,
usando modelos dinamicos lineares generalizados, com resposta binomial, estimbaesrvia
Bayes

Como visto na subsecéo 2.2.2, até o inicio da década de 90, a inferéncia bayesiana so-
bre modelos dindmicos néo-normais e/ ou nao-lineares era feita em termos de obtencéo de
primeiros e segundos momentos ou modas a posteriori e, algumas vezes, envolvendo transfor-
macodes na estrutura observacional. Atualmente, gracas aos avangos computacionais e de méto-
dos de simulacao, é possivel fazer inferéncia completa sobre modelos dindmicos ndo-normais/
nao-lineares, a partir do paradigma de obtencdo de amostras das distribuicbes envolvidas no
processo de inferéncia bayesiana. Nesse contexto, no presente trabalho realiza-se toda a infer-
éncia sobre modelos dindmicos lineares generalizados (envolvendo em seus preditores fungoes
de transferéncia) por meio de métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov. A utiliza-
¢cao dos métodos de simulagcédo da-se em funcéo de duas fontes de dificuldades para obtencéo
analitica da distribuicdo a posteriori (e, consequientemente, de preditivas): ndo-linearidade nos
parametros autoregressivos das funcdes de transferéncia e ndo-normalidade da resposta, cuja
distribuicdo pertence a familia exponencial, associada a prioris ndo conjugadas.

A forma geral dos modelos propostos neste trabalho é dada por:

v ~ F(X)
O() = Mm=o+8Zi+E (3.1)
ar = Oy 1+, U ~ N(O,W),
B(B)
EE = —X=v(B)X.
t p(B)xt v(B)%

em que :

» . denota uma distribuicdo para a respogtpertencente a familia exponencial, com
funcéo de probabilidade ou densidade dada por (2.8) e parametro ngtural

g € uma funcéo de ligacdo monaotona e diferenciavel;

He = E[Yt[Xt:

* ny € um preditor, ndo necessariamente linear, cuja estrutura basica é dada por:

at, um nivel dindmico, evoluindo segundo um passeio aleatoério (o caso particular em
que o nivel é estatico € obtido fazendd/ge- 0);
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Zi, um vetor de variaveis de controle, incluindo, por exemplo, regressoras e termos
seno/ cosseno para ajuste de sazonalidade;

E;, um termo de efeitos passados e presentes de uma regressora cujo impacto sobre
a resposta se deseje avaliar através do tempo.

Observe-se que os parametros de estado, - ,at, podem ser escritos em termos dos
erros de evolugaay,--- ,ur, para os quais pressupde-se independéncia a priori. Esta repa-
rametrizagéo traz vantagens computacionais, como mencionado na subsecédo 2.4.3. O vetor
paramétrico a ser estimad®, € composto, portanto, pan,---,ur,W e §, além dos pa-
rametros¥ que compdem o blocg;. O modelo completa-se com as distribuicdes a priori
para os parametrol, 1(¥), além deu; ~ N(ag,Ry), W ~ GI(35, %), § ~ NM(m;,C5), NM
denotando a densidade normal multivariadalea gama inversa. Pressupde-se, a priori, in-
dependéncia entre todos os parametros. Busca-se, entdo, aproximar a seguinte densidade a
posteriori:

m(8,ug, U, - -ur,W, ¥|Dr) O [, exp{ —th‘(”‘)’(Rb[X‘(”‘” }

x exp{—3(6 —ms)'C;1 (6 —ms)}
(3.2)
X oW /2exp{ — g2} x exp{ — o (11 — ar)?}

W () exp{ w1} m(w).
Caso o nivelr seja mantido estatico, com pridMi(mg,Cq ), a expresséo (3.2) reduz-se a:
—b
(6, a,¥|Dr) 0 nthlexp{mTw}
<exp{ 35 My C56 ) 53

X exp{—zciq(a — ma)z} ().

Mais especificamente, os modelos tratados neste trabalho séo obtidos compondo-se diferen-
tes escolhas para a estrutura observaciona variadas formas de fungdes de transferéncia,
representando os efeités.
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3.2 Estrutura Observacional

Sao consideradas as seguintes distribuicoes pertencentes a familia Exponencial:

1. Y; ~ Poisson 4).
No modelo Poisson, tem-se funcéo de probabilidade dada por:

—At A Mt
e MA
p(YtMt) - ytlt ) yt:O7172>"'7

em que, de acordo com a notagdo em (2)8)=log(A:), b(x;)=ete a@=1
Adota-se a funcao de ligacao canbnica:

log(A) = nm,

senda); um preditor, ndo necessariamente linear, descrito em termos do vetor paramétrico
®, cujas componentes tém interpretacdo estrutural. Agsipgde ser escrito em termos
de® - 0 que se denota pdk(0) - e a fungéo de verossimilhanga é dada por:

p(y17 e 7yT|/\t D exp{ Zl/\t } |_!L )]yt (34)

2. Yy ~ Binomial(n, p)

Nesse caso, definindo-g$ecomo sendo a proporcao de sucessos ensaios de Bernoulli
independentes, tem-se funcéo de probabilidadepalada por:

n —
P(ylp) = (nyt )pt”“(l—pr)“ ™on=0,

gue se inclui na familia exponencial cony; = log (%), b(xt) = log[1l+eX] e
@ = 1/n. Adota-se a fungéo de ligagéo canénica:

Pt _
Iog(l pt) - M

Escrevendo-sg; em termos d®, p(6), tem-se a fungdo de verossimilhancga:

.
p(ys, -, yr|pe(6)) O r![pt(e)]”y‘ [1-p(8)" ™. (3.5)
t=
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3. Yt ~ Gamd¢, A)
No modelo Gama, tem-se funcéo densidade de probabilidade:

A
f(yt|¢7)\'[) = %e At)/tyg’ 17 Yt>07

para a qual, de acordo com (2.§):= —%, b(x\)=—log(—xt)e @=1/¢

De forma a garantir resposta esperada positiva, a funcao de ligacao aplicada so%re
é a logaritmica, ao invés da ligacdo canoniga *:

log <i> = I

Pode-se escrevar em termos do parametro de escpla dos parametros estruturés
Ai(9,0) . Assim, a funcdo de verossimilhanca é dada por:

p(ys, -+, y7]9.A(9,6)) O q y‘A‘ exp{ Zymt $.0) } (3.6)

4. Y; ~ Gaussiana Invergg;, 02)
A funcao densidade de probabilidade Gaussiana Inversa é dada por:

1 _
f(ytlpe, 0%) = Vanah 3/29Xp{ g/tazu“tj }, ¥t >0,

emque:x; = —2—112, b(x\)=—v—2xie @ = a2. Afuncéo de variancia d¢ é dada

por a?ud e, para garantir valores positivos para a fungéo de resposta mgdidota-se,
mais uma vez, a funcao de ligacao logaritmica, ao invés da ligacédo can@ﬁga
t

log(t) = .

Escrevendo-sg; em termos dos parametros estrutur@scomop, (0), tem-se a fungéo
de verossimilhanca dada por:

T . 2
ool AR
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3.3 Funcobes de Transferéncia Adotadas

Uma maneira Obvia para se modelar o efeito acumulado de uma regressora, através do
tempo, é o emprego de defasagens, ou seja, pode-se assumir que o efeito da regressora, no
tempot, seja dado por:

Et = BoX + BrXe—1+ - BsX—s. (3.8)

Observe-se que a estrutura acima é obtida como um caso particular da formulacéo geral de
funcdes de transferéncia, vista na equacéo (2.12), assumimde4se- 0. Assim constituem-
se os chamados modelos de defasagens distribuidas ou modelos de funcdo de transferéncia
com forma livre. Entretanto, o uso da regressora defasada implica o estabelecimento do ho-
rizonte de influéncias, da mesma. Muitas vezes é dificil determinar previamente o niamero
adequado de defasagens e, além disso, é possivel que o efiiteejie bastante persistente,

0 que conduziria a modelos sobreparametrizados. Considerem-se, ainda, as dificuldades de
estimacéao devido a autocorrelacao temporal inerente a regreéssosadiversos momentos de
observacaoX;, X;_1, -+, X_s.

Nas propostas a seguir, o foco de atencéo recai sobre a parametrizagado parcimoniosa de
funcdes de transferéncia. Uma possibilidade para contornar a sobreparametrizacdo € a adoc¢ao
de restricOes sobre os coeficientes da regressora em suas diversas defasagens. Este tipo de
formulacao pode reduzir drasticamente a quantidade de parametros a estimar, como se pode ver
na subsecao 3.3.1. Outra alternativa, descrita nas demais subsecdes, € obtida ao se adotar para-
metros autoregressivos na estrutura preditiva, ou seja, construindo-se funcdes de transferéncia
com forma funcional definida. Assim, o periodo de persisténcia do efeito da regressora passa
a ser estimado - ao invés de pré-fixado - e tem-se, ainda uma parametrizacdo extremamente
parcimoniosa. Em contrapartida, os preditores envolvidos em tais modelos sao ndo-lineares.

3.3.1 Modelos de defasagens polinomiais

E usual restringir os coeficientes em um modelo de defasagens distribuidas, de modo que
estes variem suavemente de acordo com o numero de defasagens. Estas restricdes propor-
cionam uma reducgdo consideravel no numero de parametros a estimar. Para tanto, uma al-
ternativa bastante usual € a construcdo de um modelo que imponha padrdo polinomial aos
coeficienteg3p, B1, - - , Bs. Este tipo de abordagem foi apresentada, originalmente, por Almon
(1965), em um contexto econométrico. Na ultima década, diversos trabalhos em epidemiologia
(e.g., Schwartz, 2000; Zanobetti et al., 2002) vém utilizando defasagens polinomiais, primor-
dialmente em modelos aditivos generalizados (Hastie e Tibshirani, 1990), em que parte do
preditor (ndo-linear) € ndo-paramétrica. Nos modelos de defasagens polinomiais, o efeito da
regressora em (3.8) € reescrito em termos de coeficiéptés - - - , {y, associados aos coefi-
cientes originais por meio de um polinémio de goa& s nas defasagens, da seguinte forma:
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d
Bi=Y &I parajz0...s (3.9)
k=0

em quesé o niumero maximo de defasagens consideradasaegrau do polinémio de restrigao.
A figura 3.1 ilustra o principio acima.

Bj,

J flag)

Figura 3.1 Aproximacé&o polinomial para os coeficienf§sde um modelo de defasagens distribuidas.

Aplicando-se as restricdes (3.9) a equacédo (3.8), o efeito da regressora passa a ser escrito
como:

Ee = {oX
+ (o + & + &+ + {a) %1
+ (lo + 20 + 220 + + 29Z9)% 2

+ (o + s@i + L 4+ - + ) X%—s.

Finalmente, evidenciando-se os coeficiedteg =0,1,--- ,d, tem-se:

E O 4+ X1 + X2 + - 4+ X-s)

+ G(K-1 + %2 + 33 + - + SX_s)
+ %1 + Mo + N3 + - 4+ £Xs)

+ Q%1 + 2% o + 33Xz + - + % ).
Assim, definindo-se:

S .
SJ - Z)ijxt_i? J = Oa 1727"' 7d7 (310)
i=

tem-se que o efeito da regresséraacumulado pos periodos de tempo, é dado por:

Et = ZOSo+lel+Z232+---+Zde' (311)
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Portanto, para se aplicar restricdes polinomiais aos coeficientes de um modelo de de-
fasagens distribuidas, basta que se ajuste o modelo com parag)etrosgressoras;, j =
0,1,2,--- ,d, obtidas por meio da transformacgéo (3.10).

O vetor paramétrico sobre o qual se deseja inferir &, er@8e: (uy, - - ,ur,W,9,¥), em
que ¥ = ({o,{1,---,{q). Adotando-se priorNM(m,,C,) para¥, tem-se a expressao da
distribuicdo a posteriori32) conhecida a menos de uma constante de normalizacdo. Como
mencionado anteriormente, neste trabalho os efeitos (3.11) s&o inseridos como blocos estru-
turais em modelos dinamicos lineares generalizados. Assim, embora o preditor seja linear
nos parametrogo, {1, - ,{q4, S€ a resposta ndo tem distribuicdo gaussiana, é necessario que
se utilizem métodos computacionais para determinacdo da constante de normalizacdo, como
0s métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), descritos na sec¢édo 2.4. Uma
vez que se obtenha, a partir do algoritmo MCMC, uma amostra da distribuicdo a posteriori de
{o,(1,- -, {4, aplica-se a transformacéao (3.9) a cada ponto da amostra, obtendo-se facilmente
uma amostra da distribuicéo a posterioriefs,- - -, Bs, a partir da qual se pode determinar
guantidades de interesse, tais como média, moda e quaisquer quantis.

Uma dificuldade na utilizacdo dos modelos de defasagens distribuidas com restricdo poli-
nomial é a escolha do grau do polinbmio restritiloDe acordo com Zanobetti et al. (2002),
a imposicao de muita restricadd pequeno) pode introduzir tendéncia no modelo, enquanto
pouca restricdo produz estimativas que sao ruidosas demais para serem informativas. Ainda,
segundo Greene (1997), a ordem do polindmio, em geral, € bastante pequena, raramente exce-
dendo os graus trés ou quatro. No presente trabalho, o grau do polinémio restritivo € escolhido
a partir dos métodos de selecdo de modelos descritos na secdo 2.5. Permanece, entretanto, a
dificuldade para a determinagcao do horizonte de influéncia da regressmigye conduz aos
modelos apresentados a seguir, baseados em efeitos autoregressivos.

3.3.2 Funcéo de transferéncia de ordenr (= 1,s= 0)

A funcéo de transferéncia de primeira ordem é obtida a partir da estrutura geral (2.12),
fazendo-se = 1 b=0es=0, como a seguir:

Ei = pEi—1+ BX. (3.12)
Resolvendo a equacéao a diferencas acima por substituicdes recursivas, tem-se:
Ei = BX + pBX—1+p*BXe—2+ .
Assim, a funcao de resposta ao impulso € dada por:
vi=(pB)IB, j=012 .

Apenas de forma a ilustrar os padrdes possiveis a partir da estrutura acima, suponha-se
B > 0. O formato das func¢des de resposta ao impulso e de transferéncia depende, entéo, ape-
nas dos valores do parametro autoregresgivdem-se 0s seguintes comportamentos para a
funcéo de resposta ao impulso:
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0 < p < 1: decaimento geomeétrico;

—1 < p < 0: decaimento geométrico com alternancia de sinal;

p > 1. crescimento geometrico;
* p < —1: crescimento geométrico com alternancia de sinal.

A figura 3.2 ilustra tais comportamentos, pfira- 1 e diferentes valores g&
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Figura 3.2 Modelo de primeira ordem: Comportamento da funcdo de resposta ao impulso (a) e da
funcéo de transferéncia (b), patp| < 1e|p| > 1, comf > 0.

Observe-se que o modelo é estavel gaia< 1. Nesse caso, é denominado modelo de
defasagens geométricas e esta associado, originalmente, a Koyck (1954). O modelo geométrico
preconiza o decaimento gradativo do efeito da regresspaté que, eventuamente, tal efeito
desapareca. O parametro autoregresgiyopntrola a velocidade do decaimento. Quanto mais
préximo a 1 for o valor absoluto gg mais persistente € o efeito de

Como visto, a introducdo de parametros autoregressivos na expresEacatdorna os
problemas levantados na subsecao anterior, referentes a especificacdo do horizonte de influén-
cia da regressora. Em contrapartida, cria-se uma nova dificuldade, uma vez que preditores
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gue utilizem a forma (3.12) sado néo-lineares emNa subsecao 2.2.2 foram levantadas al-
gumas formas de aproximacéo para este tipo de problema. A abordagem adotada no presente
trabalho é a obtencdo de amostras da posteriori utilizando métodos de simulacdo estocastica
via Cadeias de Markov. Como ja mencionado, por meio do uso destes métodos, pode-se con-
tornar a ndo normalidade da resposta e nao-linearidade nos parametros autoregressivos das
funcdes de transferéncia, fazendo-se inferéncia completa sobre todos parametros de interesse, a
saber:® = (uy,---,ur,W,4,¥), em que¥ = (p,3,Ep). A posteriori a ser obtida via MCMC

assume a forma (3.2), completada ao se assumir as prprisU(0,1), B ~ N(mg,Cg) €

Eg ~ N(mE,CE).

3.3.3 Funcéo de transferéncia de ordenr (= 1,5 > 0)

O decaimento no efeito da regressora, postulado pelo modelo de defasagens geométricas,
pode ser postergado ao se adotar defasagens na regiéssardo-se, entao:

Ei = pEi_1+ BoX + BiXi—1+ - BsKi—s. (3.13)

A forma acima determina funcdes de resposta ao impulso que apresentam um ponto de
inflexdo. Na figura 2.1 séo exibidos alguns exemplos, parhes= 2. A correlacdo intrinseca
a regressora em suas diversas defasagens pode gerar dificuldades para a estimagdo. Em geral,
entretanto, um pequeno numero de defasagens érauficiente para se obter bons ajustes. O
vetor paramétric® conta, entdo, com as componentes do bloco de funcdo de transferéncia:
¥ = (p, o, ,Bs,Eo). Para obtencéo da posteriori, assumem-se as prmrst (0,1), 3 ~
NM(mg,Cg) € Eg ~ N(mg,Cg). Nas aplicagdes desenvolvidas neste trabalho, pressupde-se
independéncia a priori entre os parametros (embora tal suposicdo ndo seja necessaria), de tal
forma queCg € uma matriz diagonal.

3.3.4 Funcéo de transferéncia de ordem (r=1,s=0) com fator de ganho dinamico

Pressupde-se, no modelo geométrico, que o impacto imediato de uma elevagéo unitéria
na regressora, em qualquer instanteseja constante e dado pBr Pode-se estender esta
formulacao, tornando o modelo bem mais flexivel, admitindo-se que o impacto da regressora
sobre a resposta média varie ao longo do tempo e, portanto, assumindo-se:

Ei = pE-1+ BiX. (3.14)

Faz-se necessaria, entdo, uma equacdo que governe a dinanficaldbmita-se ques
evolua segundo um passeio aleatorio:

B =B-1+uv, v ~N(0Q). (3.15)
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Tem-se, entdo, uma funcao de resposta ao impulso cujo formato e magnitude podem variar
a cada instante A figura 3.3 exibe uma fungéo de resposta ao impulso com fatores de ganho
dindmicos, simulada com= 0.9 e Q = 0.005 nos instantes= 100,300e500. O caso estatico
(3.12) é obtido como um caso particular deste ultimo, fazendo-se a variancia de evQlucéo,
nula.
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Figura 3.3 Funcao de reposta ao impulso com fatores de ganho evoluindo segundo um passeio aleatorio,
simulada conp = 0.9 e Q = 0.005, nos instantes 100, 300 e 500.

No processo de estimacdo, novamente se faz uso da proposta de Gamerman (1998), com
reparametrizacdo em termos dos erros de evolucdo. Assim, o vetor paramétrico correspondente
ao bloco de efeitos cumulativos da regressoe ¥ = (p,Eo, u1,---,UT,Q), para o qual séo
postuladas as seguintes distribui¢cdes a prioriv U (0,1), Eg ~ N(mg,Cg), u1 ~ N(ay,Ry),

Q~ GI(y, 52).

3.3.5 Funcéo de transferéncia de ordenr (= 1,s > 0) com erros aleatérios

Em praticamente todos os modelos construidos para ajuste e previsdo de um processo
aleatério, diversas variaveis influentes sdo omitidas, seja por dificuldade de mensuracéo destas
OuU mesmo por ser uma tarefa praticamente impossivel enumerar todas as variaveis que influen-
ciam a resposta de interesse. Migon (1984) propde, para o tratamento de variaveis omitidas na
modelagem, que os fatores de gafisejam estocasticos, da seguinte forma:

B=B+& &~N(0,Q).

Tem-se, entdo, a cada instante, fatores de ganho que oscilam em torno de um ngel fixo
Na figura 3.4, pode-se ver uma funcao de resposta ao impulso com fatores de ganho estocasti-
cos, simulada cormp = 0.9. B =0.03e Q; = 0.005 em trés instantes.

Para avaliacdo do efeito de varidveis néo incluidas no modelo, utiliza-se, no presente tra-
balho, um termo de erro aditivo no bloco estrutural referente a funcdo de transferéncia de
primeira ordem:

Et = PEt—1+ BoX + BrXe—1+ - BsXe—s+ &, & ~N(0,Q¢). (3.16)
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Figura 3.4 Funcgéo de reposta ao impulso com fatores de ganho estocasticos, simulada=co®,
B =0.03e Q= 0.005 nos instantes 100, 300 e 500.

A avaliacdo da magnitude dos errgsserve como um indicativo da qualidade dos ajustes
feitos com base nas regressoras inseridas formalmente no modelo, uma vez gigrances
forneceriam indicios de baixo poder de explicacdo da estrutura proposta.

Nesse caso, embora o preditprdo modelo dindmico linear generalizado torne-se mais
flexivel, as funcdes de transferéncia e de resposta ao impulso ndo variam ao longo do tempo,
uma vez que os coeficiente® 3 séo fixos. Os parametros a estimar o= (p, o, - - - , Bs, Eo,

&, -+ ,&1,Q¢), CcUujas componentes tém as seguintes distribuicdes a pioriU(0,1), 8 ~
NM(mg,Cp), Eg ~ N(mg,Ce), Qe ~ GI(%,°5*). Pressupde-se independéncia a priori e, por-
tanto,Cp e C, sdo matrizes diagonais.

3.4 Célculos Envolvidos nos algoritmos MCMC

Como mencionado anteriormente, na classe de modelos tratada no presente trabalho, néo
se obtém forma analitica fechada para as densidades a posteriori dos parametros de interesse,
recorrendo-se a métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov para obtencdo de amostras
destas. Nesta secdo, detalha-se a estratégia para atualizacdo de cada componente do vetor
paramétrica®.

Com excec¢ao de variancias de evolugéo, os parametros envolvidos nos modelos tratados
neste trabalho ndo possuem densidades condicionais completas com forma analitica fechada,
sendo necessario, portanto, inserir-se passos Metropolis-Hastings no amostrador de Gibbs,
0 que implica a escolha de densidades propostas. Caso sejam utilizadas propostas passeio
aleatério, as razdes de aceitacao (2.15) reduzem-se a razbes de densidades a posteriori, uma
vez que tais propostas sdo simétricas. Ja para o uso das propostas baseadas na verossimilhanca,
sugeridas por Gamerman (1998), deve-se determinar a densidade condicional completa de cada
parametro, a partir do modelo de trabalho (2.9).

As subsecdes a seguir descrevem o esquema de amostragem de todos os parametros en-
volvidos nos modelos tratados, para cada uma das estruturas observacionais adotadas: Poisson,
Binomial, Gama e Gaussiana Inversa.
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3.4.1 Resposta Poisson

Cada iteracao do algoritmo MCMC é composta pelos seguintes passos:
1. atualiza-se o nivel:

(a) Se o nivela é fixo, atualiza-ser;
(b) Se o nivela; é dindmico:
atualiza-sexy, ay,--- o7,
atualiza-se a variancia evolucionl

2. atualiza-se;

3. atualiza-se cada um dos parametros envolvidos no Wtaue compdem o bloco de
funcao de transferéncia.

Os passos acima sao detalhados a seguir. Para aplicacao das densidades propostas sugeridas
por Gamerman (1998) no algoritmo Metropolis-Hastings, como descrito na subsecao 2.4.2,
observe-se que, no modelo Poisson, tenyrse log(A;) = nt e b(x;) = X, portanto:

B(Xt) = et =

9(t) = log(Ar) = g(k) = A
Aplicando-se (2.10) e (2.11) a respostas Poisson, tem-se, entao:

§i = log(Ac) + A (e — Ao); (3.17)

Vi=A L (3.18)
Atualizacéo do Nivel e dos Parametros do
Bloco Estrutural de Controle

1. Atualizacdo dex (nivel estatico)

Caso 0 modelo adotado tenha nivel fixg,com prioriN(my,Cqy), a distribuicdo a
posteriori a ser obtida € dada por (3.3), com verossimilhanca (3.4). Seja

Vi =% — B —0'Z.

A densidade proposta baseada na verossimilhanca, para o algoritmo Metropolis-Hastings,
é dada por.

16_, denota todas as componentes do vetor paramédricom excegao da.



3.4 CALCULOS ENVOLVIDOS NOS ALGORITMOS MCMC 38

o gy (@, ma)?
q(a,a*>:n(a*|a7y17"'7yT76— Lexp Z eXp{_ 2Cq }

Entéo
T Ty
B 1 _ Yt
2 1 1
as | C ~ | —2a, | C, m o ,
(ot i) oo o 53 )

(a*|a?yla >YT>97 ) (mC!A7CGYA)

T -1
1 1
Copn=1{C, "+ = ;
ne (5 338)
< %
maA:CaA- Calma—f— 2\71: .
t=

Denote-se potDN(m,C, x) o logaritmo do nacleo da densidade normal com média

q(a,a,) O exp{—%

concluindo-se que

em que:

e variancieC, avaliada no pontg, ou seja.LDN(m,C,x) = (X—m) Entédo o logaritmo
da raz&o de propostaparaa é dado por:
% — LDN(Mga.,Can., @) — LDN(Mga, Caa, 0 ), (3.19)

em que a presenca ou auséncia do subscrito * indica, respectivamente, se as quantidades
Vi, Vi ey envolvidas no célculo dega € Cya S0 obtidas com base no valor proposto,
a,, Ou no valor correntey.

Denote-se pobDt toda a informacéo disponivel no instafteincluindo valores pas-
sados da série temporal e informacao a priori. Entao o logaritmo da razdo de densidades-
alvo paraa é dado por:

n(a*|DT,9a)} il il
lo = At —A) + a,—a
g{marDT,ea) ) g e ma)
+ LDN(mgy,Cq,d.) —LDN(mMy,Cq, Q). (3.20)

Substituindo-se (3.19) e (3.20) no logaritmo de (2.15), tem-se a log-probabilidade de
aceitacao do valor propostn.

20s algoritmos descritos foram implementados em linguagem FORTRAN e,por razdes computacionais, todas
as probabilidades de aceitacdo séo calculadas no logaritmo.
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Outra alternativa que se mostra eficaz para modelos com nivel fixo é a adocdo de uma
proposta passeio aleatori(.|a) ~ N(a,Vy). Com este tipo de proposta, tem-se uma
simplificagdo computacional, uma vez que.,a) = q(a,a.) e, portanto, a razéo de
aceitacao reduz-se a razao de condicionais completas a posteriori, cujo logaritmo é dado
por (3.20). Em contrapartida, deve-se calibrfar de forma a se obter taxa de aceitacéo
em torno de 50%: variancias muito pequenas implicariam valores propostos semelhan-
tes aos correntes e, consequentemente, probabilidade de aceitagdo proxima a 1. Como a
cadeia deve ser capaz de percorrer todo 0 espacgo paramétrico até atingir a distribuicéo de
equilibrio, taxas de aceitacdo muito elevadas podem implicar muitas iteracdes até que a
convergéncia seja obtida. Com variancias muito grandes, por outro lado, corre-se 0 risco
de gerar valores nas caudas da densidade-alvo, o que conduziria a valores baixos para a
razéo de aceitacéo e, conseqientemente, a convergéncia lenta.

. Atualizacdo da variancia e dos erros de evolucao para modelos comaiesbluindo
temporalmente

Caso o nivela; varie ao longo do tempo, devem-se obter amostras de (3.2), com
verossimilhanca dada por (3.4). Diretamente de (3.2), tem-se que a variancia dos erros
de evolugaoy, possui densidade condicional completa gama inversa :

T+n—1 5] ,02+ns
2 ’ 2 '

(W|DT,6_W)~GI(

Conforme mencionado anteriormente, ao invés de gerar valores para 0s parametros
estruturaisa;, que sdo extremamente correlacionados, 0 que torna a convergéncia do
algoritmo MCMC lenta, procede-se de acordo com Gamerman (1998): a geracgéao é feita
sobre os erros de evolucéd®, que, a priori, sdo independentes. Como o vetor de erros
(ug,---,ut) em geral tem dimens&o elevada, o uso de propostas passeio aleatério torna-
se ineficaz, uma vez que, nesse tipo de abordagem, deve-se especificar a variancia da
proposta para cada pontg Da equagéo de evolucdo em (3.1), observa-se que

t
ai = Zui.
i=

Portanto, dependem dg os termoso, 011, - ,a1. A geracdo dos erros de evolugao

e feita, entdo, com movimentos individuais e utilizando-se como proposta a densidade
condicional completa de: no modelo (2.9). Assim, pata> 1, tem-se que a geragéo de

um valor propostay, parau; € feita da seguinte forma:

- - T (i — o —E — 5/Zi)2 utz*
Q(L&>W*)—H(W*|UtaY1;7YT79—ut)D[|eXp{_ 2\7| }exp{_zvv}
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Fazendo-se
Vi=%i—v—E-09Z,
com
=0 —U,=U+ -+ U1+ U1+ +Uj

a expressao acima reduz-se a:

TT(Ugs [, Y1, -+, Y1, 60— )Dexp{ ;‘* (Z\7+W ) }
i=t Vvl =t

comV; e Y calculados com base no valor correntg, e concluindo-se que, pata>
1, tem-se que a densidade propogte;,us,) = T, |ut, V1 ,¥1,0-y ) € a densidade

N(mya, W,a), €m que:
T 1 -1
WA= W~ :
UA (ZVI + )

Ly
muA:VVuAZ e
i=t Vvl

<l . _1.
Wia = (i;\7i+Rl ) ;
muA:WuA<T &‘i‘Rlal)-
2,5 R

Os valores propostosy, , paraw, gerados da densidade acima, sdo aceitos com pro-

M —
<z| <

Parat = 1, tem-se:

babilidade (D7, 8.4)/cl )
: T(Ut, DT, Oy ) /(U Ut
min< 1, . 3.21
{ (W |Dr, 6y ) /d(Ur, , ) } (8.2
m(ut|D1,60_y,) O Illexp(—)\i))\iy‘ exp{—iz}, t>2
1 2W
e, pard = 1.

T a2
m(u;|DT,6_,) O _ﬂexp(—/\i))\iy‘ exp{ —%} .

Assim, a log-razéo de aceitacdo em (3.21) é dada por:

LDN(mya, , WA, , Ut) — LDN(mya, WA, Ut,)
T T
+ > (Ai—Ais)+ S villog(i.) —log(Ai)]
1=t 1=t
+ LDN(O,W,U.)— LDN(O,W, 1), t>2 (3.22)
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e, para = 1, substutui-s& DN(0,W, u..) — LDN(O,W, u;) por:

LDN (a]_, Rl, Ul*) — LDN(a]_, R]_, Ul).

Uma vez atualizado o valor deg, este € utilizado para determinay, 0 parametro
estrutural no instante

Nos itens subsequentes, relativos a geracao dos demais parametros, denota-se o nivel
por a;, mas deve-se ter em mente que este parametro pode ser estatico ou dinamico e,
de acordo com sua natureza, opta-se pela geracéo descrita no item 1 ou no item 2 desta
subsecdao, de forma a completar cada iteracdo do amostrador de Gibbs.

3. Atualizacao de&

Por analogia aos itens anteriores, fazendo-se:
Vo =% — o —E,

tem-se a seguinte densidade proposta, que constituira o nucleo de trag&cas) =
m(8.|0,Y1,---,¥7,6_5), sendo

(6*’57917 T 79T7 975> ~ NM(m5A7C6A)7

Z+Z
C5A_<C +Z tt>
T ~
_ YiZt
m5A:C5A<C51m5+Zl \7t )
t=

Assim, denotando-seDNM(m,C,x) = —%(x— m)’C~%(x —m), o logaritmo da raz&o
de propostas pai@é dado por:

com:

log [gg*?ﬂ = LDNM(mMza., Cas, &) — LDNM(mga, Cia, 3. (3.23)

e o0 logaritmo da razdo de densidades-alvo paalado por:
m(d.|Dr, 6_5)} T LI
log| ————+—5| = At —As) + Z(6,—90
g [ 7-[(5|D_|_7 9—5) t;( t t ) t;yt t( )
+ LDNM(mg,Cs,0.) —LDNM(my,Cs,9). (3.24)

O valord. é aceito com log-probabilidade dada pelo minimo entre 0 e a soma das parcelas
(3.23) e (3.24).
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Atualizacdo dos Parametros Envolvidos
nas Funcdes de Tansferéncia

1. Funcao de Transferéncia de ordemrEl, s)

Se os efeitos d¥ sdo determinados por (3.13), entdo o vetor paramétrico a ser atuali-
zado e¥ = (EO,[D,BO,B]_,"' 7BS)-

(a) Atualizacéo dd=g

Observando-se que:
E¢ = p'Eo + B'Fxt,

com
/6/ = (BO?BL te 7[38)
e
t .
Fxt = Zpt"xi, comX{ = (X, Xi—1,---, Xi—s), (3.25)
tem-se:

Ny = |Og()\t) = O +ptEo+B/FXt + 5/Zt.

Portanto, fazendo-se

Yt =% — o — B'Fx¢ — 0'Zy,
tem-se a densidade proposta baseada na verossimilhanég pdada pog(Eo, Eq.) =
1(Eo«|Eo, Y1, - ,¥7,0-E,), €M que, por analogia aos itens anteriores:

(EO*’EOAA/L Tt 79T7 Q*Eo) ~ N(”EA7CEA)’

com

1, < P -
Cea= CE + S :
2%

T ot
mea = Cga <CE1mE + Z\yip
& M

Assim, o logaritmo da raz&o de propostas [tay& dado por:

|Og {M] = LDN(mEA*,CEA*, Eo) — LDN(mEA,CEA, EO*)- (326)

Q(EO7 EO*)
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O logaritmo da razéo de densidades-alvo é dado por:

T[(EO*|DT,9_EO)} B T B T t i
| [n(Eo|DT,6_EO) = t;()\t /\t*)+t;ytp (Eo« — Eo)

+ LDN(mg,Cg, Eo.) — LDN(mg,Ce, Eo). (3.27)

O valorEg, é aceito com log-probabilidade dada pelo minimo entre 0 e a soma das
parcelas (3.26) e (3.27).

Alternativamente, pode-se adotar uma proposta passeio aleatBgidEy) ~
N(Eo,VE) €, nesse caso, como se tem uma proposta simétrica, o logaritmo da razéo
de aceitacdo € dado apenas por (3.27).

(b) Atualizacéo de3

Fazendo-se
Vi =% —ar—p'Eg— 8'Zy,
tem-se que:
(B.1B,¥1,-+,Y1,6_g) ~ NM(mpga,Cpp),
onde

-1
T Fx(OFx(1)
Coa=|Cz' X :

t=

Maa = C (c—lm + : thX(t)>
A: A ~ 9
pa=Cpa| Cgmg t; Y

concluindo-se que o logaritmo da razéo de propostasardado por:

a(B..8)
log {Q(B,ﬁ*)

e logaritmo da razdo de densidades-alvo phéadado por:

| |:n(/8*|DT76—B)
1(B3|Dt,6_p)

} = LDNM(mga.,Cpar, @) — LDNM(mga, Cpn B,)  (3.28)

| - é@t_At*>+tithx’<t><ﬁ*—ﬁ>

+ LDN M(mﬁ,CB,B*)
— LDNM(mg,Cg, ), (3.29)

podendo-se entdo determinar a log-razdo de aceitagdo para o valor pr@posto
somando-se (3.28) e (3.29).

Ses=0, entdo3 = By é escalar e, nesse caso, a proposta passeio aleatério,
(B:|B) ~ N(B,Vp), conduz rapidamente a convergéncia, desde que tenha variancia
Vg bem calibrada, como discutido anteriormente. A razao de aceitacdo reduz-se,
entdo, a (3.29).
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(c) Atualizacéo dep

Sejaé =logito(p) = Iog(%). Utilizando-se a proposta passeio aleatério gara
tem-se:(é./&) ~ N(&,Vg), comV; arbitrada de forma a se obter taxa de aceitagédo
paraé em torno de 50%.

Como a proposta é simétrica, a razao de aceitacadpaduz-se a razao entre a
densidade-alvo avaliada no ponto proposto e no ponto corrente. Como a densidade-
alvo é a condicional completa de dada por:

d
M(E[Dr.6-p) = mp|Dr.0p) g2
e
dp &
dé  (14€)2’

tem-se o logaritmo da razdo de densidades-alvo dado por:

og [ 145/07.0.0)

T T
e I (SIS SO

+ & —E&+42log(1+ef)—2log(1+e*). (3.30)

2. Modelo de Defasagens Polinomiais

O modelo de defasagens polinomiais, definido pela expresséo (3.8), sujeita as restri-
¢cOes (3.9), pode ser tratado como um caso particular do modelo de arderh $):
basta fixarp = Eg = 0 e gerar os parametras exatamente como 0s parametr@s
substituindo-se as regressokasx;_s por So, - - - , Sq, dadas por (3.10) . Uma vez obtida
uma amostra dos parametisdetermina-se uma amostra@eaplicando-se (3.9) a cada
ponto amostral dé.

3. Modelo de Primeira Ordem com Fatores de Ganho Dinamicos

Se o bloco estrutural de efeitos passados e presentégdieterminado por (3.14)
e (3.15), procede-se da seguinte forma: define-se uma rr&lrieujos elementos séo
dados por

X1 0 o --- 0
L et i<t | PRt X X2 o -0
Ax(t1) = 0, i>t = | pXi+pXo+Xg pXot+Xg Xg -+ O



3.4 CALCULOS ENVOLVIDOS NOS ALGORITMOS MCMC 45

Aplicando-se (3.15) a (3.14), observa-se que o efeitX a® tempot pode ser escrito
em termos dos erros de evolugég- - - , Uy COmo:

t
E :ptEo+'Zuin(t,i). (3.31)

(a) Atualizacéo dd=g

A atualizagdo dd=, € feita como descrito no item 1a, referente a funcdes de
transferéncia de orde(n = 1,s), modificando-se apenas o calculoEjeque deve
ser feito como em (3.31) e, assigp, deve ser expresso por:

t
)7t:)7t—ort— U'Fx(t,i)—élzt.
2,

(b) Atualizacao dep

A atualizacéo d@ permanece como descrito no item 1c, bastando calcul&r-se
utilizando os efeitos dados por (3.31).

(c) Atualizagdo de, t=1,2,---,T

Seguindo a proposta de Gamerman (1998), os parametros estrygusaic
escritos em termos de seus erros de evoluBge: vy + - - - + v;. Define-se, entao:

Vi = Vi — ai — Ei + utFx (i,t) — 9'Z;
e obtém-se a seguinte distribuicdo proposta: paral, q(ut, Ut.) € a densidade
N(mya, Qua), cOM
< FZ(i,t) 1 -
Qua= % VA +Q ;

il Ai .7t
Mya = QUAZ %(I)
i=t |

Q _ < F)%O’l) R—l o
VA — I; \7| + U 9

e, pard =1, tem-se:
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Mya = Qua <I;yIFXV(i Y +R, au)

Os valores propostosy., parav;, gerados da densidade acima, sdo aceitos com

probabilidade
min{l’ n(ut*!DT,GuJ/q(ut,ut*)}
m(ut|Dr, 0-,)/d(Ut, Ut)
em que, de acordo com o0 modelo de Poisson, tem-set pata

2
(w[Dr. 6.0, D|‘|exp< WA exp| - 25}

e para = 1.

T 2
A expd _ (V1= @)
rr(u1|DT,6_Ul)Di|1exp( A)A; exp{ R }

(d) Atualizacao de&Q

Como, a prioriQ ~ GI (%, %x) e vy, -+, Ut 9 N(0,Q), conclui-se que:

T -1 T 2
(QIDr,6.q) ~ Gl ( o a2 ”“S“) .

4. Funcao de Transferéncia de ordemrEl, s) com erros aleatérios

Suponha-se que a forma escolhida para refletir efeitos passados e presentes da regres-
soraX seja dada por (3.16). Nesse caso, deve-se estimar oWetofp, o, - - - , Bs, Eo,

&1, 7€T7QS)-
(a) Atualizacéo ddg

Procede-se como no item la, alterando-se apenas o caldelosggundo (3.16),
e dey;, agora dado por:

Yt =% — o — B'Fxt — 'Zy —
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(b) Atualizacdo de3

Segue-se o procedimento descrito no item 1b, modificando-se o caldgialde
acordo com (3.16) e dg, que passa ser expresso por:

Ve=Y%—or—p'Eo—0Z—&.
(c) Atualizacdo dep

A atualizacdo de segue o procedimento descrito no item 1c, modificando-se
apenas, para obtencao Aleo calculo dos efeitos d¢, dados por (3.16).

(d) Atualizagéo det, t=1,2,---,T

Observe-se que cada egicencontra-se presente apenas no instaatgue:
Et = p'Eo+ B'Fx; + &,
comB3’ = (Bo,B1, -, Bs) € Fxy como em (3.25). Definindo-se, entdo:
Vi =% — o — p'Eo— B'Fx¢ — 8'Zy,
tem-se, por analogia aos itens anteriores, que a densidade proposta baseada na
verossimilhanca € dada por:

B N . (%t — &) &
Q(gt, Et*) — n(£t*|£t7y17 7yT7 6—8{) ] exp{ 2\7t exp 2Qg 9

concluindo-se que

(gt*|£t7917 T 791-7 6—&) ~ N(m€A7QEA)7

com .
1 1\
Qea= (\7 + @) ;
Y
Mea = Al
A = Qea (Vt>
Portanto, o logaritmo da raz&o de propostas paéadado por:
&, &
{Q( : t)] — LDN(mea., Qene, &) — LDN(Men, Qen 51.)
q(&, &)

e o logaritmo da razdo de densidades-alvo paéadado por:

T[(St*|DT76—€):|
log| ———~ At — Ats + Vi (& — &
g[H(Et|DT,9_e) t — Ave + Vi (&t — &)

+ LDN<07Q€7£I>(<)

— LDN(0,Qs,&). (3.32)
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(e) Atualizacao de);

. iid .
Como, a prioriQg ~ GI(%,%%) eey,--- &7 ~ N(0,Q), conclui-se que:

T+ne NeSe+ 5, 4 &
2 2 '

(Qe|Dr.6.0,) ~GI(

3.4.2 Resposta Binomial

Se a resposta tem distribuicdo Binonmal;), tem-se a seguinte estrutura preditiva:

g(Ht) = log (ﬁ) = =0o+0Zi+E, (3.33)

com nivel dinamicogy, ou estaticog; = a Vt, e E; assumindo as diferentes formas descritas

na secao 3.3. Para implementacéo do algoritmo MCMC, procede-se como na subsec¢éo 3.4.1,
em que os calculos para respostas Poisson sao detalhados, efetuando-se apenas algumas modi-
ficacOes, descritas a seguir.

Inicialmente, devem-se alterar as parcelas referentes a verossimilhanca no algoritmo Me-
tropolis-Hastings, segundo (3.5). Especificamente, nas log-razées de densidades-alvo (3.20),
(3.22), (3.24), (3.27), (3.29), (3.30), (3.32), as parcelas referentes a log-verossimilhanca devem
ser substituidas por:

T

Zl log(1+ €™ —log(1+ €M,
t=

.
Ny W(Ne—ny)+n
2

a presenca ou auséncia do subscrito * indicando, mais uma vez, se o célculo do pgeditor

baseia-se no valor proposto para cada um dos parametros de interesse ou em seu valor corrente.
Além disso, para a adocéo de densidades propostas baseadas na verossimilhanca, observa-

se que, no modelo binomial; = log (%), b(xt) = log[1l+eX] e @ = 1/n. Mantém-se

ent&o a estrutura de regresséo, alterandp-s¥; no modelo de trabalho (2.9), que passa a ser

obtido a partir de:

. et .. eXt
te = EYi|xt] = b(xt) = Trex  P= b(xt) = Aren? pr(1—pr).
De (3.33), tem-se que:
. 1
9(k) =

pe(l—p)
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Portanto, seguindo-se (2.10) e (2.11), tem-se:

. Pt Yt — Pt
=lo + ; 3.34
A g<1—pt> pe(1—pr) (3:34)

\7t= Pe(1—py) _ 1 ‘
np(l—p))> np(l—p)

(3.35)

3.4.3 Resposta Gama

Para modelos com resposta Gagna), as propostas baseadas no modelo de trabalho para
i, (2.9), sdo obtidas observando-se gue —%, b(xt)=-log(—xt), @ =1/¢ e, portanto, uma
vez que se adote funcéo de ligacéo logaritmica, tem-se:

. 1 ¢ - 1 ¢?

e = EYe|xt] = b(xt) A (Xt) v abY.
. 1 M
mm-m—¢

Portanto, de (2.10) e (2.11) tem-se:

sm(2) (- 2)

232
GO 1
PR ¢
A funcdo de verossimilhanca é dada por (3.6) e, portanto, ao se atualizar qualquer das
componentes do vet®' = (a1, ,at,W,d,¥), a log-razéo de verossimilhangas é dada por:

p(YL"' 7yT’¢7/\t*(¢7e*)):|
p(y17' o 7YT‘¢7/\t(¢’»9)>

T T
log = ¢ ;Iog(yt)\t*(rb, 0.)—¢ ;Iog(ymt(sb, 9))

T
t=

Assim, para a geracao @, utilizam-se os procedimentos descritos na subsecéo 3.4.1, fazendo-
se as substituicdes supracitadas.

Uma vez atualizad®, cada iteracdo do amostrador de Gibbs é completada ao se atualizar
o parametro de formd), o que é feito da seguinte maneira:
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Atualizacéo de¢

Sejaw = log(¢). Utiliza-se uma proposta passeio-aleatorio gard w,|w) ~ N(w,Vy),
comVy arbitrada de forma a se obter taxa de aceitagdo em torno de 50%wpa&amo tal
proposta € simétrica, a razao de aceitacdo paeduz-se a razdo de condicionais completas
a posteriori. Assumindo-se priogi ~ Gamda,|) e considerando-se o Jacobiano da transfor-
macao 40 _ e@ obtém-se a log-razédo de aceitacdo fazendp-s&” em (3.36) e somando-se

d
aguela elipresséo a log-razao de prioris. Portanto:
n(w*|DTa 6} @, < o <
—— | = &% Y log(yiAw(m,, 0)) — € log(yi At (o, 6
s 31000t (@,6)) ~ & 5 logly(@.6)

T
+ Tl[logl(e®)—logl (e™)] + Zlyt (A(@,0) — s (@, B))
t=

+ 1(e”—-e")+a(w —w). (3.37)

Uma vez atualizado o valor dg, obtém-se o valor atualizadp= e”.
3.4.4 Resposta Gaussiana Inversa
Se a resposta tem distribuicdo Gaussiana Inversaf), tem-se quex; = —zi , b(xt) =
t

—/—2x; e @ = 0. Portanto, as propostas baseadas no modelo de trabalhg; p&2e9),
séo obtidas observando-se que, ao se adotar funcéo de ligacao logaritmica, tem-se:

. 1 . 3
e =EM|Xt] =b(Xt) = ——= = =b(Xt) = (—2xt) 2= th;
(—=2xt)
. 1
a(tk) = 0
Portanto, de (2.10) e (2.11) tem-se:
Vi = log(pt) + LY
Ft
L o2l
V=2 b = o
¢

A funcéo de verossimilhanca é dada por (3.7) e, portanto, a log-razdo de verossimilhancas,
ao se atualizar componentes@é= (a3, ---,ar,W,d, ¥) é dada por:

D(YL"',YTlUZ,IJt*(Q*))]_ 13— ()P [v— ph(6,)]

_ _ 3.38
p(y1, - ,yr|02, 14(0)) 202 4 yip?(9) UACH (3.38)

Consideram-se as alteracdes acima e ge@-se(a1, at,d, ¥) como descrito na subsecgao
3.4.1. Além disso, deve-se, a cada iteracdo do amostrador de Gibbs, atualizar o parametro de
escalag?, como a seguir.

log
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Atualizacdo deo?

Sejad =log(o?). Utilizando-se uma proposta passeio-aleatorio gar@,|3) ~ N(3,Vy),
arazéo de aceitacao pdtaeduz-se arazao de condicionais completas a posteriori. Assumindo-
se priorio? ~ Gamdag,ls) e considerando-se o Jacobiano da transform%f@; e?, obtém-
se a log-razéo de aceitacdo fazendade- € em (3.38) e somando-se aquela expresséo a
log-razé&o de prioris:

| 7T(19*’DT,9
7T(79‘DT,9

T 1 1 T . 0 2
2 [log(e% - '09(63*)] + (@ a 2ez9*) f %

+ lg(eP —e™)+ag(9,—39).

Finalmente, obtém-se? = e’ .

3.5 Utilizacado das Amostras da Posteriori para Estimacéo e Predicéo

Denote-se pof um componente do vetor paramétrico de interesse. Apos convergéncia dos
procedimentos MCMC, suponha-se que sejam seleciondgastos entre os valores gerados
paraf, compondo-se, entdo, a amostfa= (6;,---,6y). Devido a autocorrelagéo intrinseca
as cadeias de Markov, € usual tomar-se os pontos referentes a iterac6es em intervalos espacados,
de forma a se ter uma amostra de valores aproximadamente independentes.
Intervalos de credibilidade pat podem ser estimados facilmente a partir da obtencao
de quantis adequados na amostra orderiéda -, 6)), 61y = Min(6y,---,6n) € Oy =
max(6y,-- -, 6n). Intervalos de credibilidade para uma fungéo té@) séo construidos a partir
de uma amostra d€60), obtida, simplesmente, avaliandotsam cada ponté,, n=1,--- ,N.
A esperanca a posteriori def) € dada por

E[1(6)|Dr] = [ t(6)m(6]Dr)de

e, como é usual nos procedimentos de Monte Carlo, tal quantidade é estimada por:
N
R _ -, t(6
E[t(6)|D7] =tn = Zn+(“> (3.39)
Ja para a avaliacdo do erro-padrao de simulacédo associado a estimativa acima, devem-se
considerar as autocorrelagdes inerentes a cadeias de Markov, definindo-se:

W = COME(6n).t(Briid)): P = % comyp =V[6y);

sendoy obtido a partir da amostra da distribuicdo a posterio®da variancia ddy € dada,
entdo, porr /N, com:

5 N—lN —k
W=Ww|1+2 z NP (3.40)
K=1
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uandoN — o, T2 — T2, em que:
N

T = vO<1+2z pk> :
k=1

desde que a soma de autocorrelacdes seja convergente. Sob independéncia, as expressfes acima
reduzem-se § e, como ressalta Gamerman (1997), € importante diferenciarygnte [6;) -
uma medida de incerteza da posterioriddee 13 /N, esta Gltima uma medida de variabilidade
associada a estimativa (3.39).

O erro-padréo estimado a partir da amostfaN, é obtido substituindo-se, em (3.4,
pela variancia amostral d€f,) e a autocorrelacéo tedrica de ordkenpy, por sua estimativa:

= zr’:l;{((t(en) —t_N)(t(enJrk) —t_N)
S (t(6n) —tn)? .

Para a obtencéo de uma amostra de valores preditiypsy|DT), cujos valores tedricos
seriam dados por (2.6), procede-se da seguinte forma: os parametros decestgélcsao
atualizados aplicando-se as equacdes de evolugdo em (3.1) ou (3.15), respectivamente, com
erros futurosir 11, - , Ut h €UT1, -, UT 1 gerados de forma independente, de distribuigdes
N(0,W) e N(0,Q), para cada ponto amostral dée Q. Assim, amostras det .y, € Brh S0
obtidas aplicando-se as equacdes de evolucdo a cada ponto das amastrd3€lee (Br|Dr):

h
aTih =0T+ ZUT+i;
i=

h
ﬁT+h=BT+_ZUT+i-

Uma vez atualizados os parametros de estado, obtém-se uma amostra do predi@r
finalmente, valores pasg ., s&o gerados facilmente da distribuig#g especificada em (3.1).

No capitulo a seguir, a metodologia aqui descrita é avaliada a partir de exercicios de ajuste
dos modelos propostos a dados simulados.



CAPITULO 4

Analise de Dados Artificiais

No presente capitulo, sdo apresentados os resultados obtidos no ajuste dos modelos propos-
tos a dados simulados, com respostas seguindo as distribuicées Poisson (se¢&o 4.1), Binomial
(secéo 4.2), Gama (secao 4.3) e Gaussiana Inversa (se¢do 4.4). Busca-se, entédo, avaliar a ca-
pacidade dos mesmos para identificar os valores dos parametros utilizados na geracao dos dados
artificiais (aos quais passamos a nos referir como valores tedricos), bem como o desempenho do
procedimento MCMC. Na secao 4.5 tecem-se algumas conclusdes sobre os resultados obtidos
com os conjuntos de dados simulados.

4.1 Resposta Poisson

A estrutura geral do modelo considerado nesta se¢éo € dada por:

Yt ~ PoissoriA;)
log(A) = (4.1)

em que o prediton; assume diferentes formas, determinadas pelas variadas fungdes de trans-
feréncia postuladas e pela natureza dos parametros que o compdem: estatica ou dinamica.

4.1.1 Funcéo de transferéncia de ordenr (= 1,s=0)

O modelo estético de primeira ordem apresenta o seguinte preditor:

Nt = o+E+Zy+ Hix
E: = pE_1+PBX, (4.2)

em quea € um nivel estaticaZ; e Z, sdo covariaveis ¥ é a variavel cujo impacto cumulativo,
a cada instante (medido porE;), se deseja avaliarp € um parametro autoregressivo, que
mede a "'memdria” do efeito d€¢, enquantg3@ mede o efeito imediato d€ sobre a resposta
esperada.

Com base na estrutura acima, foram gerados dois conjuntos de dados artificiais, ambos
compostos por 1000 pontos, sendo 970 destes utilizados para estimagéo do modelo e os 30

53
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restantes, para avaliagdo da capacidade preditiva. Nesta secéo e ao longo de todo o presente
capitulo, os valores adotados para as regres30e& na simulagdo dos dados artificiais sao
valores reais de variaveis sobre as quais se tem interesse nas aplicacdes desenvolvidas no capi-
tulo 5. Portanto, ndo ha um mecanismo de simulacdoXaa, mas sim um mecanismo de
geracdo d& condicionalmente X e Z. A figura 4.38 exibe as trajetorias da regressqra

das covariaveigy; e Zy utilizadas ao longo das secfes 4.1 e 4.2.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

t t t

Figura 4.1 RegressoraX; e covaridveisZy; e Zy utilizadas nas simulacdes para respostas Poisson e
Binomial.

O primeiro conjunto foi simulado com os seguintes valores para o vetor parameétreo:
1,0, p=09 =003 Eg=0,5 6 =-01, & =0,13 A estimacdo foi feita usan-
do o algoritmo MCMC descrito no capitulo 3, com geragdo de valores a partir de uma pro-
posta passeio aleatdrio para logpg e proposta baseada na verossimilhanga para os demais
parametros. A amostragem deg e &, foi feita em conjunto e os demais parametros foram
amostrados individualmente. As distribuicdes a priori para todos os parametros foram vagas:
a,B,Eg, 01,0 id N(0,10°), p ~U(0,1). Observou-se convergéncia bastante rapida do algo-
ritmo MCMC (as cadeias geradas ja apresentam comportamento convergente com algo em
torno de 2000 iteracbes). Ao todo, o procedimento contou com 30000 iteracbes. Optou-se
por gerar cadeias longas, de forma a se ter mais seguranca de sua convergéncia. A figura 4.2
exibe as trajetorias de duas cadeias paralelas para cada um dos parametros, com saltos de 20
iteracdes) e observa-se que as duas mesclam-se bem. Na mesma figura também estédo dispostos
os histogramas das amostras das distribuicdes a posteriori. Os histogramas foram construidos
tomando-se as 10000 iteracdes finais de cada cadeia paralela, a intervalos de 20 observacoes,
de forma a reduzir a autocorrelacdo serial, sendo a amostra final, portanto, composta por 1000
observacdes. O procedimento de estimacao foi capaz de recuperar bastante bem os valores
tedricos dos parametros.

A tabela 4.1 exibe os valores das componentes do vetor paramétrico utilizados para simular
os dados e estatisticas sumarias das amostras da posteriori - valores minimo e maximo, quartis,
média e seu erro-padrdo estimadd/N - obtidas como descrito na se¢éo 3.5. Exceto pelo
parametroEy, que mede o efeito acumulado da regressora no instante inicial e sobre o qual
existe grande incerteza, de forma geral tanto a média amostral quanto a mediana apresentam-se
como estimativas pontuais acuradas, sendo a média um estimador bastante preciso, como se
pode ver pelos erros-padréo calculados. A tabela 4.2 apresenta as correlacdes a posteriori entre
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Figura 4.2 Resposta Poisson: Tracos das cadeias geradas e histogramas da amostra da posteriori,
para dados simulados de acordo com 0 modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=0).
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0s parametros, destacando-se a correlacéo greye

Tabela 4.1 Resposta Poisson: Sumario das amostras da posteriori obtidas da estima¢do do modelo
autoregressivo de ordefn = 1,s= 0), para dados simulados com= 0,9.

a p B Eo 0 &
Tedrico 1,0 0,9 0,03 0,5 -0,1 0,13
Min 0,93360| 0,73170| 0,01801| -1,47700| -0,13280| 0,07496
Q1 0,98740| 0,88090| 0,03111| -0,17490| -0,08382| 0,11110
Mediana| 1,00200| 0,89530| 0,03450( 0,03747| -0,07128| 0,12050
Média 1,00200| 0,89250| 0,03473| 0,03085| -0,07143| 0,12080
Q3 1,01500| 0,90840| 0,03806| 0,25020| -0,05963| 0,13040
Max. 1,06800| 0,94820| 0,05494| 1,05800| -0,01336| 0,16380
e.p. 0,00031| 0,00051| 0,00009| 0,00596| 0,00014 | 0,00010

a

P

B

Eo N

&

a
P
B
Eo
]
(6%)

1,00
-0,26
-0,11
-0,22
-0,08
-0,37

-0,26
1,00
-0,75
0,11
0,35
0,38

-0,11
-0,75
1,00
-0,02
-0,02
-0,03

-0,22
-0,02

-0,10

0,11
1,00

0,08

-0,08
0,35
-0,02
-0,10
1,00
0,12

-0,37
0,38
-0,03
0,08
0,12
1,00

resposta ao impulso

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

transferéncia

defasagem

10 15 20

defasagem

Tabela 4.2 Resposta Poisson: Correlagdes a posteriori obtidas da estimacdo do modelo autoregressivo
de ordem(r = 1,s=0), para dados simulados com= 0, 9.

Figura 4.3 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0): Funcao de resposta ao impulso e de trans-
feréncia - tedricas (linha sélida), médias e limites de credibilidade estimados a 95% (linhas tracejadas).
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A figura 4.3 exibe as fun¢des de resposta ao impulso e de transferéncia tedricas (linhas soli-
das) e suas estimativas a posteriori, junto a intervalos de credibilidade a 95%. Mais especifica-
mente, apresentam-se riscos relativos associados a exposicdo a uma unidade da regressora, em
comparacao ao nivel nulo, uma vez que tais funcdes ja se encontram exponenciadas e descon-
tadas de® = 1. As estimativas pontuais (linhas tracejadas) séo dadas pela média de cada uma
das funcgdes, ao longo das 1000 iteracbes que compdem a amostra final do algoritmo MCMC.
Embora as funcdes tedricas sejam ligeiramente superestimadas pelas estimativas pontuais, seus
valores séo capturados pelos limites de credibilidade a 95%. Na figura 4.4 pode-se comparar a
funcdo de resposta médi& ) tedrica a sua estimativa (dada pela média a posteriori). Como se
vé no diagrama de dispersdo, em alguns poucos pontos a média a posteriori subestima a funcéo
de resposta média; entretanto, ainda assim, todos os valores da funcéo de resposta média tedrica
sao capturados pelo intervalo de credibilidade a 95%.
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Figura 4.4 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0). Funcao de resposta média: (a) diagrama de
disperséo dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b) tracos da funcéo tedrica (linha
em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.

Os erros quadraticos médios associados a média, a mediana e a moda das amostras das
distribuicOes preditivas, para horizontes variando de 1 a 30, foram, respectivamente: 1,69, 1,57
e 1,83, indicando uma ligeira vantagem da mediana em relac&o as demais estimativas pontuais.
A forma das distribuicdes preditivas pode ser vista na figura 4.5, que exibe histogramas das
amostras das mesmas, nos quais a linha vertical corresponde ao valor real observado para a
resposta a cada instante, capturado pela distribui¢cdo preditiva (ao levarmos em conta intervalos
de credibilidade a 95%) em todos os 30 instantes no horizonte de previsao.
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Figura 4.5 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0): Histogramas das amostras das distribuicbes
preditivas para horizontes variando de 1 a 30.



4.1 RESPOSTA POISSON 59

Uma questao relevante avaliada neste exercicio foi a quantidade de informacé&o contida nos
dados necessaria a estimacao dos parametros do modelo. O modelo autoregressivo foi ajustado
com o tamanho da série assumindo valores: 100, 300, 500, 700 e 1000 (os resultados deste
ultimo foram apresentados acima). A figura 4.6 exibe, para os diferentes tamanhos da série, 0s
histogramas da amostra a posteriori para o parametro autoregressivo (seu valor tedrico é 0,90).
Percebe-se que o verdadeiro valor do parametro passa a ser bem estimado com algo em torno
de 700 observagoes.

sclhe | g, |

0 08 n 00 [iF] 04 08 1] 10
T=100 T=300

oa 0z 04 1] 0B 10 04 0s 06 07 0§ 09

T=500 T=700

Figura 4.6 Resposta Poisson: Histogramas das amostras das posteriops p@&a dados simulados
segundo o0 modelo de ordem (r=1,s=0), ajustado para T=100, 300, 500 e 700.
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Figura 4.7 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0) @gom 0,9 e § = 0,03 (a) Funcéo de
resposta ao impulso; (b) Fungéo de resposta média. Funcdes tedricas (linha em negrito), estimativas
das médias a posteriori e de limites de credibidade obtidos do ajuste dos modelos de ordem (r=1,s=0)
e polinomial de grau 3.

Ainda, modelos polinoniais de graus 2 e 3 foram ajustados, considerando-se 0 mesmo con-
junto de dados, simulado de acordo com o modelo de ofdeml,s= 0) com parametro
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autoregressivp = 0,9. Para o modelo de grau 2, a convergéncia das cadeias geradas nao foi
atingida. Ja para o modelo de grau 3, embora o procedimento MCMC tenha convergido, a
funcao de resposta ao impulso estimada - como se pode ver na figura 4.7 - tem grande incerteza
associada, apresentando-se nédo significativa, apesar de seus valores médios a posteriori estarem
razoavelmente proximos aos efeitos teodricos. A funcao de resposta média estimada com o mo-
delo polinomial apresenta comportamento semelhante, com valores médios acompanhando os
tedricos, mas sujeita a grande incerteza. Entretanto, como os dados foram gerados a partir do
modelo autoregressivo, é natural que o ajuste segundo tal estrutura exiba menor incerteza.

Um segundo conjunto de dados foi simulado, repetindo-se o exercicio anterior, de forma a
avaliar o comportamento do procedimento de estimacgéo para valores do parametro autoregres-
sivo préximos a fronteira de estabilidade. Para isso, fgz-s€),99. Embora a convergéncia
tenha sido um pouco mais lenta (apds, aproximadamente, 5000 iteracdes), hdo houve proble-
mas para estimacao do parametro autoregressivo. As tabelas 4.3 e 4.4 exibem, respectivamente,
estatisticas sumarias e correlagdes das amostras da posteriori €, com exce¢do dos parametros
Eo e &1, média e mediana a posteriori apresentam-se como estimativas bastante acuradas.

Tabela 4.3 Resposta Poisson: Suméario das amostras da posteriori obtidas da estimacdo do modelo
autoregressivo de ordefn = 1,s= 0), para dados simulados com= 0, 99.

a P B Eo 0 (o)
Tebrico 1,0 0,99 0,03 0,5 -0,10 0,13
Min. 0,89510/| 0,98700| 0,02691| 0,06480| -0,15060| 0,10410
Q1 1,02400/| 0,98900| 0,03013| 0,33290| -0,07437| 0,13140
Mediana| 1,04700| 0,98940| 0,03107| 0,39900| -0,05624| 0,13810
Média 1,04700| 0,98940| 0,03107| 0,39480| -0,05671| 0,13820
Q3 1,07200| 0,98990| 0,03197| 0,45610| -0,03783| 0,14500
Max. 1,15000/| 0,99170| 0,03634| 0,70950| 0,04039| 0,16790
e.p. 0,00175| 0,00005| 0,00007| 0,00624| 0,00177| 0,00033

Tabela 4.4 Resposta Poisson: Correlacdes a posteriori obtidas da estimacdo do modelo autoregressivo
de ordem(r = 1,s= 0), para dados simulados comp= 0, 99.

a P B Eo O (o)
a 1,00 | -0,73| 0,43 | -0,68| 0,66 | 0,00
p |-0,73| 1,00 |-091| 0,65 |-0,91| -0,41
B 0,43|-0,91| 1,00 | -0,54| 0,88 | 0,63
Eo | -0,68| 0,65 |-0,54| 1,00 | -0,63| -0,21
50 | 066|-091| 0,88 -0,63| 1,00 | 0,37
» | 0,00|-0,41| 0,63]|-0,21| 0,37 | 1,00
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4.1.2 Funcéo de transferéncia de ordenr (= 1,s > 0)

Suponha-se, agora, a seguinte forma para o preglitem (4.1):

N = a+E+0Zi+ &Hix
Et = PE_1+BoX +PrX—1+ - BsX—s. (4.3)

Inicialmente, simulou-se uma série com 1000 observacdes, de acordo com a estrutura
acima, assumindo-se= 1. Adotaram-se 0s seguintes valores para o vetor de parametros:
a=10p=09 Bo=0,03 B =0,07, Eg =0,5, & = —0,1, & = 0,13 As distribuicbes
a priori de todos os parametros foram nao-informativas e a geracdo de amostras da posteriori
foi feita usando-se o algoritmo de Metropolis-Hastings. Novamente, as densidades propostas
utilizadas foram: passeio aleatério para logitpe a proposta baseada em aproximagéo em
torno da média para os demais parametinp e Eg foram amostrados individualmeni@; e
B1, bem comad; e &, foram gerados em conjunto.

A figura 4.8 exibe os tragos , a cada 20 itera¢cdOes (de um total de 30000), das cadeias geradas
e histogramas das amostras apos suposta convergéncia. Na tabela 4.5, encontram-se estatisticas
sumarias da amostra da posteriori.

O parametrgB3y, que mede o efeito imediato da regressora, € ligeiramente subestimado,
com intervalo de credibilidade a 95% estimado por (0,0165, 0,0297). A taxa de aceitacdo para
o0 bloco (o, B1) é bastante baixa (em torno de 10%), sugerindo a possivel necessidade de uma
cadeia longa para se atingir convergéncia. O procedimento foi repetido, entdo, com 100000
iteracdes, com resultados bastante semelhantes aqueles obtidos com 30000 iteracdes e, por-
tanto, levando a concluséo - j& indicada pelos tracos da figura 4.8 - de convergéncia da cadeia.
Na tabela 4.6 sdo apresentadas as estimativas das correlacdes a posteriori. Comparando-se 0s
resultados aqueles obtidos para o0 modelo de or@tem1,s = 0) observa-se que, naquele,

o parametrgB (de efeito imediato da regressora) apresentava-se bastante correlacionado ao
parametro autoregressivo. Ao se adotar uma defasagem, esta correlacdo diminui consideravel-
mente. Em contrapartida, a correlacao epteef3; € bastante elevada, uma vez que estes dois
parametros retratam efeitos passados da regressora sobre a resposta média.
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Figura 4.8 Resposta Poisson: Tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras da posteriori,
para dados simulados de acordo com o modelo de funcdo de transferéncia de peddns & 1).
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Tabela 4.5 Resposta Poisson: Suméario das amostras da posteriori obtidas da estimac¢do do modelo de
ordem r=1,s=1.

a P Bo B Eo 0 (6)

Tedrico 1,0 0,9 0,03 0,07 0,5 -0,10 0,13

Min. 0,91810| 0,88870| 0,01267| 0,05453| -0,99740| -0,15330]| 0,09333
Q1 0,96650| 0,90410| 0,02097| 0,06765| -0,12240| -0,10130| 0,13100
Mediana| 0,98250| 0,90840| 0,02328| 0,07174| 0,06810| -0,08840| 0,14040
Média 0,98180| 0,90790| 0,02317| 0,07177| 0,06255| -0,08732| 0,14090
Q3 0,99650| 0,91200| 0,02538| 0,07609| 0,25080| -0,07454| 0,15110
Max. 1,04900| 0,92550| 0,03386| 0,09014| 0,90230| -0,02711| 0,19260
e.p. 0,00038| 0,00020| 0,00004| 0,00009| 0,00999| 0,00035]| 0,00024

Tabela 4.6 Resposta Poisson: Correlacdes a posteriori obtidas da estimacdo do modelo autoregressivo
de ordem (r=1,s=1).
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Figura 4.9 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=1) : Funcao de resposta ao impulso e de trans-
feréncia - tedricas (linha sélida), médias e limites de credibilidade estimados a 95% (linhas tracejadas).

A figura 4.9 exibe as funcbes de resposta ao impulso e de transferéncia teoricas (linhas
sélidas), suas médias a posteriori e limites de credibilidade estimados. A despeito da ligeira
subestimativa d€p, o processo de estimacao exibe excelentes resultados para tais fungoes.
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Na figura 4.10 pode-se comparar a funcao de resposta mgpitadrica a sua estimativa
(média a posteriori). Os limites estimados do intervalo de credibilidade a 95% compreendem
todos os valores da funcéo de resposta média tedrica.
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Figura 4.10 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=1). Funcéo de resposta média: (a) diagrama
de dispersao dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b) tracos da funcéo teérica (linha
em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.

A capacidade preditiva do modelo foi avaliada para horizontes variando de 1 a 30. A média
amostral das distribui¢cdes preditivas apresentou erro quadratico médio ligeiramente menor que
mediana e moda: 1,76, contra 1,93 (erro associado a mediana) e 1,97 (a moda). Histogramas
das amostras das distribuicfes preditivas preditivas sao dispostos na figura 4.11, e nota-se que
as distribuicdes preditivas capturam bastante bem os valores reais observados.
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As dificuldades na estimacdo aumentam a medida em que a ordem das defasagens na regres-
sora,s, cresce. A figura 4.12 e as tabelas 4.7 e 4.8 exibem o sumario das amostras da posteriori
para o modelo de ordem £ 1, s= 2), tendo como resposta um conjunto de dados simulados a
partir dos seguintes valores para o vetor de parameatresi,0, p = 0,9, Bp =0, 1, 1 = 0,06,

B>=0,03 Ep=0,5 & =-0,1, 5, =0,13

Como se pode ver na tabela 4.7, os paramg®ios B, sdo subestimados. Para avaliar
se a verossimilhanca contém informacgé&o suficiente para a estimacédo do pa@meue
foi particularmente mal estimado, construiu-se uma grade cruzada para os pargnetpos
(observe-se, na tabela 4.8, a elevada correlacéo a posteriori entre estes), condicionando-se aos
verdadeiros valores dos demais parametros. A figura 4.13 exibe as verossimilhancas perfiladas
paraf; e p. Pode-se observar que a verossimilhanca concentra-se abaixo do valor tedrico de
Ba.

A estimacao espuria dos parametros de impacto defasado da regressora obviamente € re-
fletida na estimacao das func¢des de reposta ao impulso, subestimada, como se pode ver nafigura
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Figura 4.12 Resposta Poisson: Tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras da posteriori,
para dados simulados de acordo com 0 modelo de ordem (r=1,s=2).
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Figura 4.12 Resposta Poisson: Tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras da posteriori,
para dados simulados de acordo com o modelo de ordem (r=1,s=2) (continuacao).

Tabela 4.7 Resposta Poisson: Sumario das amostras da posteriori obtidas da estima¢édo do modelo de
ordem (r=1,s=2).

a P Bo B B2 Eo 0 (o)
Tedrico 1,0 0,9 0,1 0,06 0,03 0,5 -0,10 0,13
Min. 0,9550( 0,8493| 0,0765| -0,0221| -0,0380| -0,7801| -0,1763| 0,0990
Q1 1,0110| 0,8785| 0,1022| 0,0174 | -0,0214| 0,0572 | -0,1226| 0,1338

Mediana| 1,0270| 0,8851| 0,1107| 0,0250 | -0,0165| 0,2639 | -0,1093| 0,1426
Média | 1,0250/| 0,8844| 0,1101| 0,0256 | -0,0161| 0,2553 | -0,1099| 0,1431

Q3 1,0400| 0,8909| 0,1175| 0,0338 | -0,0106| 0,4466 | -0,0982| 0,1527
Max. 1,0990| 0,9112| 0,1561| 0,0626 | 0,0101| 1,0670 | -0,0575| 0,1875
e.p. 0,0005| 0,0005| 0,0002| 0,0001| 0,0001 | 0,0150| 0,0002 | 0,0005

4.14. Entretanto, a funcdo de resposta média, exibida na mesma figura, € bastante bem esti-
mada, configurando-se um problema de identificagdo no modelo, acarretado, provavelmente,
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Tabela 4.8 Resposta Poisson: Correlacdes a posteriori obtidas da estimacdo do modelo autoregressivo

de ordem (r=1,s=2).

a p Bo By B> Eo O (o)
a | 1,00|-0,37| -0,12| 0,02 | 0,20 | -0,14| -0,07| -0,42
p |-0,37| 1,00 |-0,05| 0,11 | -0,88| 0,06 | 0,30 | 0,53
Bo | -0,12| -0,05| 1,00 | -0,96| 0,20 | 0,00 | 0,09 | 0,10
B. | 002 0,11|-0,96| 1,00|-0,30| -0,01| 0,00 | 0,01
B | 0,20 | -0,88| 0,20 | -0,30| 1,00 | -0,05| -0,12| -0,34
Eo | -0,14| 0,06 | 0,00 | -0,01| -0,05| 1,00 | -0,14| 0,03
& | -0,07| 0,30 | 0,09 | 0,00 |-0,12| -0,14| 1,00 | 0,27
» | -0,42| 0,53 | 0,10 | 0,01 | -0,34| 0,03 | 0,27 | 1,00

pela forte correlacdo entd§, X_1 € X;_», associada, ainda, a ado¢do de um parametro au-
toregressivo, que "compete” com as variaveis defasadas pela representacdo da memoria do
processo. Como se pode ver na mesma figura, o modelo de defasagem polinomial de grau 3,
aplicado ao mesmo conjunto de dados, apresenta funcao de transferéncia com magnitude bas-
tante semelhante ao modelo autoregressivo, embora ndo seja capaz de captar o efeito crescente
nas primeiras defasagens. Naturalmente, o modelo polinomial apresenta maior incerteza, uma
vez que os dados foram gerados da estrutura autoregressiva derotdém = 2 e também

nao foi capaz de recuperar a funcao de resposta ao impulso teorica.
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Figura 4.14 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=2) gom 0,9, fo = 1,0, B1 =0,06e 3, =

0,03 (a) Funcéo de resposta ao impulso; (b) Funcdo de resposta média. Func¢des teoricas (linha em
negrito), estimativas das médias a posteriori e de limites de credibidade obtidos do ajuste dos modelos
de ordem (r=1,s=2) e polinomial de grau 3.

4.1.3 Funcao de transferéncia de ordenr = 1,s= 0) com erro aleatdrio

Assume-se, agora, a estrutura (3.16) para o efeito acumuladg @ que um termo
aleatério € acrescidoB. Um conjunto de 1000 observacdes foi simulado assumindo-se 0s
seguintes valores para as componentes do vetor paramédrieol,0, p = 0,9, B = 0,03,

Eo=0,5 Q: =0,07,5 =-0,10, 5, =0,13.

Afigura 4.15 exibe os tracos das cadeias geradas no procedimento de estimagéao, com saltos
de 20 iteracdes, de forma a reduzir a autocorrelacéo serial, junto a histogramas das amostras da
posteriori.

Como se pode ver na tabela 4.9, o parametro autoregressivo € subestimado pela média e pela
mediana da amostra da posteriori obtida via MCMC; entretanto o intervalo de credibilidade
estimado a 95%, dado pd, {703 0,915 captura seu verdadeiro valor. O mesmo ocorre com
a variancia dos erros, cujo intervalo de credibilidade a 95% é estimad®,0d:9(0,085. A
tabela 4.10 reporta correlacdes a posteriori estimadas, destacando-se a correlagée @ntre
assim como no caso estatico de orders 1,s=0).
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Figura 4.15 Resposta Poisson: Tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras da posteriori,
para dados simulados segundo o modelo autoregressivo de ordem (r=1,5=0) com erro aleatdrio.
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Tabela 4.9 Resposta Poisson: Sumario das amostras da posteriori obtidas da estimacdo do modelo de
ordem (r=1,s=0) com erro aleatério.

a P B Eo 0 &) Qe
Teobrico 1,0 0,9 0,03 0,5 -0,10 0,13 0,07
Min 0,93700| 0,42070| 0,0143| -0,44980| -0,20120| 0,05471| 0,00611
Q1 0,99980| 0,79840| 0,0287| 0,41860| -0,12570| 0,09708| 0,03572
Mediana| 1,01700| 0,83730| 0,0341| 0,66760 | -0,11290| 0,10780| 0,04696
Média 1,01500| 0,82870| 0,0351| 0,69180| -0,11280| 0,10810/| 0,04778
Q3 1,03100/ 0,86770| 0,0402| 0,94770| -0,09895| 0,11980| 0,05853
Max. 1,09400| 0,94550| 0,0744| 2,54300| -0,04853| 0,16360| 0,11230
e.p. 0,00065| 0,00131| 0,0001| 0,00789| 0,00033| 0,00023| 0,00099

Tabela 4.10 Resposta Poisson: Correlacdes a posteriori obtidas da estimacédo do modelo autoregres-

sivo de ordem (r=1,s=0) com erro aleatério.
a p B
1,00 | -0,22| -0,12
-0,22| 1,00 | -0,64
-0,12| -0,64| 1,00
-0,01| -0,41| 0,23
-0,10| 0,31 | 0,13
-0,27| 0,37 | 0,01
Q¢ | -0,31| -0,13| 0,13

Eo
-0,01
-0,41
0,23
1,00
-0,29
-0,14
0,05

A
-0,10
0,31
0,13
-0,29
1,00
0,10
-0,05

%
-0,27
0,37
0,01
-0,14
0,10
1,00
-0,02

Qe
-0,31
-0,13
0,13
0,05
-0,05
-0,02
1,00

a
o
B
Eo
o]
(6]
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4.1.4 Funcao de transferéncia de ordenr = 1,s= 0) e nivel dinamico

Embora a evolucéo dinamica do niwel- como postulada em (3.1) - ndo implique carater
dindmico para as fungdes de transferéncia e de resposta ao impulso, pode-se conseguir, ao
se permitir tal evolucdo, modelos mais adaptativos que os estaticos. Para avaliar a identifi-
cabilidade do modelo sob tais condi¢des, simulou-se um conjunto de dados com funcéo de
transferéncia de ordefn = 1,s= 0), gerada a partir d8 = 0,03, p = 0,9. O efeito inicial da
regressora foi fixado emEg = 0,1. O preditor utilizado na simulagéo contou com duas co-
variaveis, cujos parametros s&o= —0,10e &, = 0,13. O nivela; evolui segundo um passeio
aleatdrio com variancia dos erros dada b« 0,005

As cadeias geradas pelo algoritmo MCMC apresentam comportamento convergente com
menos de 5.000 iteragbes. Ainda assim, foram realizadas, ao todo, 30.000 iteragdes do al-
goritmo. A figura 4.16 exibe os tracos das cadeias paralelas construidas no procedimento de
estimacdo, com saltos de 20 iteracdes, junto aos histogramas das amostras finais para cada
parametro.

Na tabela 4.11, encontram-se estatisticas sumarias associadas as amostras da posteriori.
Como se pode verificar, as distribuicoes a posteriori foram capazes de recuperar bastante bem
os valores tedricos dos parametros estéticos, a excecdo do parametro autoregressivo, um tanto
subestimado, com intervalo de credibilidadés&oestimado po(0,0598 0,8912). A inser¢édo
de um nivel governado por passeio aleatério introduz no preditor mais um bloco estrutural
para avaliacdo da memdria do processo sob andlise, além do bloco de funcéo de transferéncia
governado pelo parametro autoregressivo. Dai decorre, possivelmente, a dificuldade na identi-
ficacdo deste ultimo. Média e mediana apresentam-se como estimativas pontuais acuradas para
os parametrog eW e a média, em particular, apresenta-se bastante precisa (como se pode ver
pelo erro-padréo reportado). Na tabela 4.12 encontram-se estimativas das correlacdes a pos-
teriori. A correlacdo entre os paramet® 3, que nas aplicacdes com nivel estatico foram
bastante significativas, agora é praticamente nula.

Tabela 4.11 Resposta Poisson: Sumario das amostras da posteriori obtidas da estimacédo do modelo
de ordem (r=1,s=0) com nivel dindmico.

P B Eo o o w

Teorico 0,9 0,03 0,1 -0,10 0,13 0,005

Min 0,00337| -0,0197| -7,68400| -0,49260| 0,03306| 0,00222
Q1 0,46410| 0,0292 | -0,51800/ -0,13200/| 0,14090| 0,00448
Mediana| 0,64770| 0,0389| 0,13240| -0,04564| 0,18630| 0,00544
Média 0,59220| 0,0388 | 0,09489 | -0,05023/| 0,19210| 0,00576
Q3 0,75360| 0,0493| 0,73040| 0,03882| 0,23870| 0,00666
Max. 0,93980| 0,0866 | 8,84200| 0,35140| 0,43620| 0,01289
e.p. 0,00624| 0,0003| 0,02193| 0,00781| 0,00240| 0,00014

As figuras 4.17 e 4.18 exibem a comparacédo entre valores tedricos e ajustados, respectiva-
mente, para o nivel; e para as funcdes de resposta ao impulso e de transferéncia (exponencia-
das).
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Figura 4.16 Resposta Poisson: Tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras da posteriori,
para dados simulados segundo o modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=0) com nivel din&dmico .

O nivel foi bem recuperado pelo processo de estimacao, mas, claramente, as funcbes de
resposta ao impulso e de transferéncia sédo afetadas pela dificuldade em identificar o parametro
autoregressivp. A funcao de resposta média, parece bem estimada, como mostra a figura
4.19. Na figura 4.20 encontram-se histogramas das amostras das distribuicdes preditivas condi-
cionais aX;_.,, para horizonteh = 1 a 30.
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Tabela 4.12 Resposta Poisson: Correlacdes a posteriori obtidas da estimagédo do modelo autoregres-
sivo de ordem (r=1,s=0) com nivel dindmico.
p B Eo | & % | W

1,00 | 0,03 | 0,06 | 0,18 | -0,04| -0,16

0,03| 1,00 |-0,03| 0,11 | -0,09]| -0,12

0,06 | -0,03| 1,00 | 0,02 | 0,03 | -0,01

0,28 | 0,21 | 0,02 | 1,00 | -0,35]| -0,24

-0,04| -0,09| 0,03 | -0,35| 1,00 | 0,35

-0,16| -0,12| -0,01| -0,24| 0,35 | 1,00

=R URERS

v ~ -
—
o |
= -
kel =
=
o | ml
g S s
Q = o
c 9 _| <
c © ©
3 2
D zZ
€ — T
o
Fi7
| ~

-15 -1.0 -05 00 05 1.0 15 0 200 400 600 800 1000

nivel teérico t

@) (b)

Figura 4.17 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0) com nivel dindmico. di\el) diagrama
de dispersao dos valores teoricos versus média a posteriori estimada,; (b) tragpseteico (linha em
negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.
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Figura 4.18 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0) com nivel dindmico: Funcao de resposta
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Figura 4.19 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,5=0) com nivel dindmico. Funcao de resposta
média: (a) diagrama de dispersdo dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b) tracos
da fungéo tedrica (linha em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a
95 %.
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Figura 4.20 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0) com nivel dindmico : Histogramas das
amostras das distribuic@es preditivas para horizontes variando de 1 a 30.
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4.1.5 Funcéo de transferéncia de ordenr (= 1,s= 0) com fator de ganho dindmico

Pressupondo-se que o choque imediato da regre¥s@@bre a resposta esperada possa
variar no tempo e assumindo-se, com tal propdsito, a estrutura ditada pelas equacoes (3.14) e
(3.15), obtém-se, como mencionado na subsecao 3.3.4, funcbes de resposta ao impulso que
a cada instanté podem ter formatos e magnitudes diferentes, de acordo com o valor de
B:. Seguindo tais pressupostos, simulou-se um conjunto de dados artificiais, adotando-se os
seguintes valores para os parametros de interessel,0, p = 0,7, Ep = 0,1, & = —0,05,

& = 0,05 e passeio aleatério para os fatores de ganho governados pela vagan0i@®005

No procedimento MCMC, como ja visto anteriormente, a condicional compleéfsedema
Gama inversa. Para os parametros restantes, que ndo tém condicional completa conhecida, foi
necessario inserir passos Metropolis-Hastings no amostrador de Gibbs. Os erros de evolugéo
da equacéao (3.15) foram gerados individualmente, a partir das propostas baseadas em (3.17) e
(3.18). A mesma proposta foi utilizada para os demais parametros, gerados individualmente,
a excecdo dé; e &, gerados em bloco. A figura 4.21 exibe os tracos das cadeias geradas ( a
saltos de 20 iteracfes) e histogramas das amostras apds suposta a convergéncia.

A tabela 4.13 exibe estatisticas sumarias das amostras da distribuicdo a posteriori. Os
parametrosx e p sdo particularmente bem estimados pela média. Os parandgtea® sao
superestimados, com intervalos de credibilidade estimados a 95%, respectivamente: (-0,046;
0,042) e (0,047; 0,143). A cadeia gerada parexibe forte autocorrelacdo, como se pode ver
na figura 4.21, mas o erro-padréo associado a média estimada a posteriori € bastante baixo, in-
dicando que o tamanho da amostra final, mesmo sob presenca de autocorrelagéo, foi suficiente
para a estimacao deste parametro. Na tabela 4.14, destaca-se a correlagédo a posteriori entre 0os
parametrop e Q.

Tabela 4.13 Resposta Poisson: Sumario das amostras da posteriori obtidas da estimacéo do modelo
de ordem (r=1,s=0) com fator de ganho dindmico.

a p Q Eo 01 %
Tedrico 1,0 0,7 0,0005 0,1 -0,05 0,05
Min 0,91710/ 0,48190| 0,00006| -3,08600| -0,07227| -0,00612
Q1 0,99530| 0,68190| 0,00020| -0,32860| -0,01857| 0,07900
Mediana| 1,01300| 0,72380| 0,00029| 0,07496 | -0,00292| 0,09499
Média | 1,01300| 0,71920| 0,00031| 0,04271| -0,00266| 0,09511
Q3 1,03000| 0,76040| 0,00039| 0,44850| 0,01220| 0,11220
Max. 1,11100| 0,87410| 0,00085| 1,92200| 0,08234| 0,17680
e.p. 0,00038/| 0,00292| 0,00001| 0,00840| 0,00024| 0,00033




4.1 RESPOSTA POISSON 78

g
= T T T T T T T
o 200 aoo 600 s00 1000 o.90 o.o5 1.00 1.05 1.10
..... cao alpha

o

05 06 07 08 09

0 20 40 60 80 1000

o = g
g j—\i
o aroo 2 aoa o o—oa
(=3
~ g
- =
5 200 aco  cwo  meo  1cco S = 4 5 T A
S oo
= i1
P —_——T 1
_—
—oom 000 005
-
= =
5 200 aco  cwo  meo  1ceo 0.00 o.0n oo ohs
,,,,, ot adeiaz

Figura 4.21 Resposta Poisson: Tragos das cadeias geradas e histogramas das amostras da posteri-
ori, para dados simulados segundo o modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=0) com fator de ganho
din&mico.
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Tabela 4.14 Resposta Poisson: Correlacdes a posteriori obtidas da estimagédo do modelo autoregres-
sivo de ordem (r=1,s=0) com fator de ganho dindmico.

a p Q Eo | & 2

a | 1,00| 0,00 |-0,07|-0,10| -0,03]| -0,23

p | 0,00| 1,00 |-0,48| 0,02 | 0,08 | 0,06

Q |-0,07|-0,48| 1,00 | 0,02 | -0,03]| -0,04

Ey | -0,10| 0,02 | 0,02 | 1,00 | -0,13| 0,00

o | -0,03| 0,08 | -0,03|-0,13| 1,00 | -0,19

o | -0,23| 0,06 | -0,04| 0,00 | -0,19| 1,00

Pode-se verificar, na figura 4.21, que a distribuicdo a posteri®@iélassimétrica positiva,
colocando maior massa na regido abaixo do valor tedrico postulado para a criagdo dos dados.
Em decorréncia da subestimativa da variancia de evolugéo, as estimativg$ pasaltam
mais suaves que os valores teodricos, como ilustra a figura 4.22. Ainda assim, exceto por alguns
poucos pontos, os valores tedricos encontram-se dentro dos limites de credibilidade estimados
a 95%.

N
S | o |
o
S
s 2 g °
9] 2 4
@ o o |
o =
s g
T o | S, n
8 oS o
8 S o«
£ 5 o 4
= T
— L
c|>' — |
G
@@o%% R
o
\ \ \ \ \ \ \ [ \ \ \ \ \ \
-03 -02 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0 200 400 600 800 1000
Beta_t tedrico t
(a) (b)

Figura 4.22 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0) com nivel dindmico. Fator de Gar{ap
diagrama de disperséo dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b) trggdsd@iéco
(linha em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.

A figura 4.23 exibe a funcdo de resposta médjacuja estimacado apresenta-se bastante
satisfatoria. Na figura 4.24, exibem-se as fungfes de resposta ao impulso para trés instantes,
sendo seus valores tedricos muito bem estimados nos trés casos. Na figura 4.25, estédo dis-
postos os histogramas das amostras das distribui¢cdes preditivas condici¥gais,a h=
1,2,---,30. Os intervalos de credibilidade a 95% para as predi¢cdes capturam os valores reais
deyg71,- -+, Y1000 COm excecdo dos instantes 21 e 22 do horizonte de previsédo, nos quais 0s
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Figura 4.23 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0) com fator de ganho dindmico. Funcao de
resposta média: (a) diagrama de disperséo dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b)
tracos da fungéo tedrica (linha em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibili-
dade a 95 %.

valores reais da respostgdi € Yog2) Sao atipicamente elevados, se comparados ao restante do
horizonte.
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Figura 4.24 Resposta Poisson, modelo de ordem (r=1,s=0) com fator de ganho dinamico, funcéo de
resposta ao impulso nos instantes 124t = 541et = 890 funcao tedrica (linha solida), estimativas
da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.
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4.2 Resposta Binomial

Suponham-se modelos da seguinte forma:

Yt ~ Binomial(n, p)

P _
|Og(m) =

4.2.1 Funcao de transferéncia de ordenr = 1,s=0)

Suponha-se a seguinte forma para o preditor:

N = o+E+01Zy+ &pZx
B = pE-1+B%.

Gerou-se um conjunto de dados artificiais a partir da formulacédo acima, fixamde-5e
e atribuindo-se os seguintes valores aos parametros de intaresst0, 8 = 0,05, p = 0,9,

Eo=0,5 06 =-0,1,5=01.

Adotaram-se prioris vagas para todos 0os parametros e, no algoritmo Metropolis em Gibbs,
aplicou-se a proposta dada pela condicional completa de cada parametro, no modelo de tra-
balho (2.9) baseado em (3.34) e (3.35), pasB, Eo, 01 € &, sendo estes dois ultimos gerados
conjuntamente. O logito de foi gerado de uma proposta passeio-aleatorio.

Os tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras finais da posteriori, apos con-
vergéncia, sao exibidos na figura 4.26. Os paramegires3 apresentam forte correlagéo a
posteriori, como indica a tabela 4.16, serm@cubestimado ¢ superestimado por suas es-
timativas pontuais - exibidas na tabela 4.15. Ainda assim, os valores teéricos de ambos o0s
parametros encontram-se dentro dos limites de credibilidade estimados a 95%, dados, respec-
tivamente, por : (0,683; 0,929) e (0,044; 0,130), paegB3. Consequentemente, as estimativas
pontuais das funcdes de resposta ao impulso e de transferéncia - dadas por suas médias a poste-
riori estimadas - ndo séo acuradas. Entretanto, também estas funcdes tém seus valores tedricos
dentro dos limites de credibilidade estimados a 95%, como mostrado na figura 4.27.
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Figura 4.26 Resposta Binomial: Tracos das cadeias geradas e histogramas da amostra da posteriori,
para dados simulados de acordo com 0 modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=0).
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Tabela 4.15 Resposta Binomial: Sumario das amostras da posteriori obtidas da estimacdo do modelo
autoregressivo de ordefn = 1,s=0).

a P B Eo O o
Teodrico 1,0 0,9 0,05 0,5 -0,1 0,1
Min 0,90860| 0,43200/| 0,02830| -1,36000| -0,18400| -0,08332
Q1 0,99310| 0,79820| 0,06660| 0,14190| -0,09175| 0,02865
Mediana| 1,01600| 0,83920| 0,08019| 0,62270| -0,06534| 0,05252
Média 1,01700| 0,83210| 0,08222| 0,71010| -0,06357| 0,05327
Q3 1,04100| 0,87690| 0,09682| 1,16500| -0,03545| 0,07714
Max. 1,11900| 0,96290| 0,17870| 6,08100| 0,09082| 0,19620
e.p. 0,00072| 0,00099| 0,00021| 0,01192| 0,00040| 0,00074

Tabela 4.16 Resposta Binomial: Correlacdes a posteriori obtidas da estimac¢éo do modelo autoregres-
sivo de ordentr = 1,s=0).

a I B Eo o1 o)

resposta ao impulso

1

a
P
B |o
Eo| O
&1
&

-0,32

-0,27
-0,26

,00 | -0,32
1,00
-0,84
-0,38
0,42

0,42

,16
,09

0,16
-0,84
1,00
0,31
-0,17
-0,21

0,09
-0,38
0,31
1,00
-0,29
-0,17

-0,27
0,42
-0,17
-0,29
1,00
0,10

-0,26
0,42
-0,21
-0,17
0,10
1,00

transferéncia

T T
0 5 10

15 20 25

defasagem

01 02 03 04 05 06 07

15 20 25

defasagem

Figura 4.27 Resposta Binomial, modelo de ordem (r=1,s=0) funcdo de resposta ao impulso tedrica
(linha sdlida), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.
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4.2.2 Funcéo de transferéncia de ordenr(= 1,s=1)

Supondo-se
Et = pEi—1+ BoX + BaX-1,

gerou-se um conjunto de 1000 observacdes artificiais, fixanao=s& e atribuindo-se aos
parametros do modelo os seguintes valooes: 1,0, By = 0,05, 3; =0,10,p =0,9, Ex = 0,5,
0n=-01ed=0,1.

Adotaram-se prioris vagas para todos os parametros e procedeu-se ao algoritmo MCMC
com geracao individual de, p e Eg e geragdo dos blocdgo, B1) e (d1,d,). Todos os para-
metros foram gerados da condicional completa obtida do modelo de trabalho (2.9), exceto por
P, que teve seu logito gerado de uma proposta passeio-aleatério. A figura 4.28 exibe os tracos
das cadeias geradas (a cada 20 iteracdes) e 0s histogramas das amostras finais.

Como se pode ver na tabela 4.17, as estimativas, de forma geral, sdo satisfatorias e a in-
certeza associada ao processo de estimacao é bastante pequena, como indicam os erros-padrao
associados as meédias a posteriori estimadas. A estimacdo do parametro que representa o efeito
acumulado da regressorano instante inicial da analisekg - exibe, como nas aplicacdes
anteriores, maior incerteza que os demais, mas ainda assim seu erro-padrdo ndo é grande se
comparado a magnitude deste parametro.

A estrutura de correlagcéo a posteriori, exibida na tabela 4.18, apresenta-se bastante seme-
Ihante aquela obtida no ajuste do mesmo tipo de funcao de transferéncia para respostas Poisson,
estando o parameti@ correlacionado # e ap.

Tabela 4.17 Resposta Binomial: Suméario das amostras da posteriori obtidas da estimacdo do modelo
de ordem (r=1,s=1).

a P Bo B1 Eo 0 &
Teobrico 1,0 0,9 0,05 0,1 0,5 -0,1 0,1
Min. 0,90450| 0,84370| -0,02625| 0,06068| -1,74900| -0,22000| -0,05164
Q1 0,99380| 0,88150| 0,01478| 0,11620| 0,02178| -0,10380| 0,07367
Mediana| 1,01900| 0,89320| 0,02572| 0,13340| 0,36410| -0,07252| 0,10490
Média 1,01900| 0,89150| 0,02632| 0,13330| 0,38220| -0,07385| 0,10320
Q3 1,04700| 0,90220| 0,03820| 0,14980| 0,73270| -0,04530| 0,13320
Max. 1,13400| 0,92450| 0,07748| 0,22590| 2,73700| 0,05650| 0,22160
e.p. 0,00113| 0,00112| 0,00034| 0,00045| 0,03104 | 0,00075| 0,00099

As funcdes de resposta ao impulso e de transferéncia estimadas, junto a seus valores teori-
cos, sao apresentadas na figura 4.29, sendo ambas muito bem estimadas. O mesmo ocorre com
a funcéo de resposta médigy, cujos valores teoricos e estimados sdo exibidos na figura 4.30.
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Figura 4.28 Resposta Binomial: Tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras da posteriori,
para dados simulados de acordo com o modelo de funcdo de transferéncia dererdem= 1.
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Tabela 4.18 Resposta Binomial: CorrelagGes a posteriori obtidas da estimacdo do modelo autoregres-
sivo de ordem (r=1,s=1).

resposta ao impulso

0.05 0.10 0.15 0.20

0.00

a P Bo | B Eo o o
a | 1,00|-0,36| -0,05| 0,24 | 0,02 | -0,24| -0,31
p |-0,36| 1,00 | 0,12 | -0,71| -0,15| 0,35 | 0,42
Bo | -0,05| 0,12 | 1,00 | -0,69| 0,03 | 0,14 | 0,12
B | 0,24 |-0,71|-0,69| 1,00 | 0,04 | -0,15| -0,25
E, | 0,02 -0,15| 0,03 | 0,04 | 1,00 | -0,23| -0,09
o | -0,24| 0,35 0,14 | -0,15| -0,23| 1,00 | 0,09
o | -0,31| 0,42 | 0,12 | -0,25| -0,09| 0,09 | 1,00

10 15

defasagem

transferéncia

10 15 20 25

defasagem

I
30

Figura 4.29 Resposta Binomial, modelo de ordem (r=1,s=1) funcdo de resposta ao impulso tedrica
(linha sdlida), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.
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Figura 4.30 Resposta Binomial, modelo de ordem (r=1,s=1). Func¢é&o de resposta média: (a) diagrama
de dispersdo dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b) tracos da funcéo teérica (linha
em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.
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4.2.3 Funcao de transferéncia de ordenr = 1,s= 0) com erro aleatério

Acrescentando-se um termo de erro a funcao de transferéncia de primeira ordem, tem-se:

Ei = pE—1+BX + &,

& ~ N(O7Q£)

Assumindo-se a formulagdo acima, gerou-se um conjunto com 1000 observacdes, a partir da
seguinte definicdo para o vetor paramétrige= 1,0, 8 = 0,05, p =0,9,Ep = 0,5, 5, = —0,1,
o =0,1,Q; =0,07.

Tabela 4.19 Resposta Binomial: Sumario das amostras da posteriori obtidas da estimacdo do modelo
de ordem (r=1,s=0) com erro aleatdrio.

a P B Eo &1 () Qe
Tedrico 1,0 0,9 0,05 0,5 -0,1 0,1 0,07
Min 0,87480| 0,49000| 0,0246| -1,54500| -0,20510| -0,07063| 0,00000
Q1 0,98030| 0,77970| 0,0681| 0,43960| -0,10710| 0,02492 | 0,00005
Mediana| 1,00200| 0,82390| 0,0812| 0,94210| -0,07938| 0,05034 | 0,00018
Média 1,00300| 0,81660| 0,0826| 1,04800| -0,07884| 0,05037 | 0,00086
Q3 1,02700| 0,85960| 0,0954| 1,57400| -0,05087| 0,07507 | 0,00068
Max. 1,10900| 0,95860| 0,1729| 4,63400| 0,03283| 0,16780| 0,01163
e.p. 0,00046| 0,00289| 0,0004| 0,04146| 0,00131| 0,00102| 0,00020

35 4.0 4.5

média a posteriori

3.0

fe) [e]

8
S
4 o‘%’%@oo%’o
o
o

© %o@o

[e)

45

4.0

resposta média (np_t)
35

3.0
1

25
1

25 3.0 3.5 4.0 4.5 0 200 400 600 800 1000

média tedrica t

(@ (b)

Figura 4.31 Resposta Binomial, modelo de ordem (r=1,s=0) com erro aleatdrio. Funcé&o de resposta

média: (a) diagrama de dispersdo dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b) tracos
da funcéo tedrica (linha em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a

95 %.

Estatisticas sumarias das amostras obtidas via MCMC sao apresentadas na tabela 4.19 e
constata-se que as estimativas pontuais da variancia dos erros ficam muito aquém do seu valor
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tedrico. De fato, a distribuicdo a posteriori ndo é capaz de captar o verdadeiro véder de
sendo seu intervalo de credibilidade estimado a 95%: (0,00000945; 0,00570). A subestimativa
de Q. compromete a obtencédo da fungéo de resposta média, como se vé na figura 4.31.

Repetiu-se o procedimento de estimacao para dados gerados com 0s mesmos valores para
0 vetor paramétrico, porém assumindorse 50. Nesse caso foi possivel identificar o valor
tedrico da variancia dos erros. Gréficos das trajetorias das cadeias geradas e histogramas das
amostras da posteriori encontram-se na figura 4.32.

Os parametrop e 3 apresentam forte correlacdo a posteriori (-0,83) e o primeiro fica
ligeiramente subestimado, com intervalo de credibilidade a 95% dado por (0,834; 0,898), en-
guantof é superestimado, com intervalo de credibilidade a 95% (0,056; 0,083). Consequente-
mente, as funcdes de resposta ao impulso e de transferéncia sdo mal estimadas, como se pode
ver na figura 4.33. As estimativas, exibidas na figura 4.34, para a funcao de resposta média sé&o
satisfatorias.
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Figura 4.32 Resposta BinomidQ, p;): Tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras
da posteriori, para dados simulados de acordo com o modelo de funcdo de transferéncia de ordem
(r=1,s=0) com erro aleatorio.
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Figura 4.32 Resposta BinomidQ, p;): Tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras
da posteriori, para dados simulados de acordo com o modelo de funcdo de transferéncia de ordem
(r=1,s=0) com erro aleatorio (continuagéo).
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Figura 4.33 Resposta BinomidQ, p;), modelo de ordem (r=1,s=0) com erro aleatério: funcdo de
resposta ao impulso tedrica (linha solida), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade
a 95 %.
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Figura 4.34 Resposta Binomial (5Gx), modelo de ordem (r=1,s=0) com erros aleatdrios. Funcgéo de
resposta média: (a) diagrama de disperséo dos valores teoricos versus média a posteriori estimada,; (b)
tracos da funcao tedrica (linha em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibili-
dade a 95 %.

4.2.4 Funcao de transferéncia de ordenr = 1,s= 0) e nivel dindmico

Pressupondo-se o preditor

N = ot+E+qZy+ Hix
o = O1+uw, U ~NOW),
E. = pE_1+BX%,

simulou-se um conjunto de dados composto por 1000 pontos, a panti @dee dos seguintes
valores para os parametros envolvid@s= 0,05, p = 0,9, Eg = 0,5, = -0,1, & =0,1,
W = 0,005

Como se vé nafigura 4.35, diferentemente do que ocorreu ao se aplicar um nivel dinamico a
resposta Poisson, no caso Binomial foi possivel identificar o parametro autoregressivo, tendo-
se, entdo, como mostra a figura 4.36, estimativas muito boas para as funcdes de resposta ao
impulso e de transferéncia, as quais dependem, nesse caso, appna dé variancia da
equacdao de sistema, entretanto, é subestimada, produzindo estimativas excessivamente suaves
para o nivela;, como visto na figura 4.37 e, conseqientemente, obtém-se estimativas suaves
para a funcao de resposta média, mas, ainda assim, com intervalos de credibilidade englobando
os valores tedricos em praticamente todos 0s pontos.
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Figura 4.35 Resposta Binomidl( p;): Tracos das cadeias geradas e histogramas das amostras da pos-
teriori, para dados simulados segundo o modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=0) com nivel dindmico.
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Figura 4.36 Resposta Binomial( p;), modelo de ordem (r=1,s=0) com nivel dindmico: funcéo de
resposta ao impulso tedrica (linha solida), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade
a 95%.
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Figura 4.37 Resposta Binomia( p;), modelo de ordem (r=1,s=0) com nivel din@mico. Niegl (a)
diagrama de disperséo dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b) tragdsdeco

(linha em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %. Funcéo de
resposta média:(c) diagrama de dispersao dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (d)
tracos da funcdo tedrica (linha em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibili-
dade a95%.
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4.3 Resposta Gama

Considere-se, nesta secdo, a seguinte estrutura geral para os modelos propostos:

Yo o~ Gamd¢?/\t)
¢

log (AT) _— (4.4)

4.3.1 Funcao de transferéncia de ordenr = 1,s=0)

Como visto anteriormente, o modelo estatico de or@em1,s= 0) tem preditor dado pela
equacao (4.2). Utilizando esse preditor (com apenas uma variavel de cafiffy@e, estrutura
observacional (4.4), foram geradas 1000 observactes artificiais, sendo 970 destas utilizados
para estimacdo do modelo e as 30 restantes, para avaliagdo da capacidade preditiva. A figura
4.38 exibe as trajetorias da regressra da covariavel; utilizadas ao longo das se¢des 4.3 e
4.4,

Xt
-4 -3 -2 -1 0 1 2
Z1t

T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

t t

Figura 4.38 Regressora; e covariavel, utilizadas nas simulacdes para respostas Gama e Gaussiana
Inversa.

O conjunto de valoreg, - - - , Y1000 foi simulado a partir dos seguintes valores para o vetor
paramétrico:¢ = 7,0, a = 1,5, p=0,9, B = —-0,02 Ep =0,2, d = —0,12. A estimacgdo
foi feita usando o algoritmo MCMC descrito no capitulo 3, com geracao individual de cada
parédmetro, a partir de propostas passeio aleatériolpaiéd), a, logito(p), Eg e d e proposta
baseada na verossimilhanca pBraAs distribuicdes a priori para todos os parametros foram
n&o-informativaso, B, Eo, 51, 5 1 N(0,10°), p ~U(0,1), ¢ ~ G(107°,107°).

A figura 4.39 exibe as trajetorias de duas cadeias paralelas para cada um dos parametros,
com saltos de 20 iteragcOes e observa-se comportamento convergente apds, aproximadamente,
10000 iteracdes. Na figura também estdo dispostos os histogramas das amostras das dis-
tribuicbes a posteriori. Como se pode verificar, 0 procedimento de estimacao foi capaz de
identificar bastante bem os valores tedricos dos parametros.

As tabelas 4.20 e 4.21 exibem, respectivamente, estatisticas descritivas das amostras das
posterioris marginais de cada parametro e suas correlacdes a posteriori estimadas.
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Figura 4.39 Resposta Gama: Tracos das cadeias geradas e histogramas da posteriori, para dados
simulados de acordo com o modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=0).
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Tabela 4.20 Resposta Gama: Sumario das amostras da posteriori obtidas da estimacao do modelo
autoregressivo de ordem (r=1,s=0) para dados simulados.

¢ a P B Eo o

Teobrico 7,0 15 0,9 -0,02 0,2 -0,12

Min 0,42940| 1,45000/ 0,79960| -0,03871| -0,48100| -0,14740
Q1 6,95100/| 1,48600| 0,87730| -0,02402| 0,00504 | -0,11870
Mediana| 7,16300| 1,49300| 0,89500| -0,02078| 0,11930| -0,11110
Média 7,14000/| 1,49300| 0,89170| -0,02128| 0,13700| -0,11110
Q3 7,37800| 1,50100( 0,90730| -0,01818| 0,25460 | -0,10350
Max. 8,77000| 1,54200| 0,94570| -0,01064| 0,97900 | -0,07393
e.p. 0,06850| 0,00016| 0,00141| 0,00010| 0,01245| 0,00012

Tabela 4.21 Resposta Gama: Correlacdes a posteriori obtidas da estimac&o do modelo autoregressivo
de ordem (r=1,s=0) para dados simulados.

¢ a P B
1,00| 0,01 0,01 | 0,01
0,01| 1,00 | -0,01| 0,04
0,01|-0,01| 1,00 | 0,95
0,01| 0,04 | 0,95 | 1,00
o | 0,00|-0,15| -0,22| -0,24
0,00 -0,03| 0,09 | 0,03

Eo o
0,00 | 0,00
-0,15| -0,03
-0,22| 0,09
-0,24| 0,03
1,00 | 0,03
0,03 | 1,00

QS

I M®O

4.3.2 Funcéo de transferéncia de ordenr (= 1,5 > 0)

Suponha-se que o preditgy em (4.4) seja dado por (4.3). Assumindosse 1, gerou-se
um conjunto de dados composto por 1000 pontos, a partigde: 7,0, a = 1,5, p = 0,9,
Bo=—0,03, B1=-0,01, Eg =0,2, d = —0,12. Graficos sumarios das amostras geradas sao
exibidos na figura 4.40 e fica clara a dificuldade na identificacd® @g3,. A despeito disso,
0 impacto da regressodq sobre a resposta (excetuando-se seu impacto imediato) é estimado
satisfatoriamente, como se vé na figura 4.41.
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Figura 4.40 Resposta Gama: Tragos das cadeias geradas e histogramas da posteriori, para dados
simulados de acordo com o modelo autoregressivo de ordem (r=1, s=1).
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Figura 4.41 Resposta Gama, modelo de ordem (r=1,s=1) : Func&o de resposta ao impulso e de trans-
feréncia - real (linha sélida), média e limites de credibilidade estimados a 95% (linhas tracejadas).

Paras = 2 e trabalhando-se com dados gerados a partip ée7,0, a = 1,5, p = 0,9,
Bo=—0,04, 51 =—0,03, B>=—-0,01, Ex =0,2, d = —0,12, tem-se os resultados exibidos na
figura 4.42. Estatisticas sumarias associadas as amostras das distribuicdes a posteriori de cada
parametro sdo registradas nas tabelas 4.22 e 4.23.

Tabela 4.22 Resposta Gama: Sumario das amostras da posteriori obtidas da estimac&o do modelo de
ordem r=1,s=2,

¢ a P Bo B B Eo o

Tedrico 7,0 1,5 0,9 -0,04 -0,03 -0,01 0,2 -0,12

Min. 6,2530| 1,4580| 0,8663| -0,0684| -0,1213| -0,0485| -0,5652| -0,1518
Q1 6,9560| 1,4850| 0,8915| -0,0196/| -0,0835| -0,0130| 0,0154 | -0,1164
Mediana| 7,1700| 1,4940| 0,8968| -0,0069| -0,0692| -0,0059| 0,1363 | -0,1083
Média 7,1700| 1,4940| 0,8966| -0,0082| -0,0688| -0,0054| 0,1461 | -0,1085
Q3 7,3780| 1,5020| 0,9023| 0,0032 | -0,0554| 0,0031| 0,2710| -0,1003
Max. 8,2370| 1,5300| 0,9134| 0,0380| 0,0107| 0,0224| 0,9739| -0,0712
e.p. 0,0068| 0,0002| 0,0007| 0,0008 | 0,0013| 0,0011| 0,0050| 0,0004

Embora os intervalos de credibilidade estimados a 95%af& e 3» - dados, respectiva-
mente, por: (-0,0397; 0,0221), (-0,1044; -0,0303) e (-0,0302; 0,0174) - contenham os valores
tedricos de cada um destes parametros, ndo se obtém estimativas acuradas para 0S mesmos, es-
tando os valores teéricos pgbge B1 (estes altamente correlacionados), localizados préximos
as caldas de suas distribuices marginais a posteriori. Tem-se, entdo, subestimativas para as
funcdes de resposta ao impulso e transferéncia, como se vé na figura 4.43, ainda que a funcao
de resposta média, exibida na figura 4.44, tenha sido muito bem estimada, o que nos traz indi-
cios de problemas de identicabilidade para esta especificacdo do modelo.
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Tabela 4.23 Resposta Gama: Correlacdes a posteriori obtidas da estimac&o do modelo autoregressivo

de ordem r=1,s=2,

¢ a P | Bo | B | B | Eo | 9o
¢ | 1,00 |-0,04| 0,01 0,01 0,00 -0,01|-0,02| 0,01
a |-0,04 1,00| 0,01 | 0,01| 0,00 0,01]|-0,22| 0,05
p | 001]001 100]| 0,212 -0,35| 0,90 | -0,19| 0,03
| 0,01| 0,01| 0,21 | 1,00 | -0,94| 0,22 | -0,06| 0,08
B | 0,00| 0,00 -0,35|-0,94| 1,00 | -0,52| 0,10 | -0,10
B> | -0,01| 0,01 | 0,90 | 0,22 | -0,52| 1,00 | -0,20| 0,03
E | -0,02| -0,12| -0,19| -0,06| 0,10 | -0,20| 1,00 | 0,07
o | 001 005 003, 0,08]-0,10| 0,03| 0,07 | 1,00
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Figura 4.42 Resposta Gama: Tragos das cadeias geradas e histogramas da posteriori, para dados
simulados de acordo com o modelo autoregressivo de ordem (r=1, s=2).
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Figura 4.42 Resposta Gama: Tracos das cadeias geradas e histogramas da posteriori, para dados
simulados de acordo com o0 modelo autoregressivo de ordem (r=1, s=2) (continuacao).
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Figura 4.43 Resposta Gama, modelo de ordem (r=1,s=2) : Funcédo de resposta ao impulso e de trans-
feréncia - real (linha sélida), média e limites de credibilidade estimados a 95% (linhas tracejadas).
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Figura 4.44 Resposta Gama, modelo de ordem (r=1,s=2). Funcao de resposta média: (a) diagrama de

disperséo dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b) tracos da funcao tedrica (linha
em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.

4.4 Resposta Gaussiana Inversa

4.4.1 Funcéo de transferéncia de ordenr (= 1,s=0)

Considerando-se a formulacao:

Y ~ Gaussianalnversﬂt,oz)
log(ty) = m=a+E+93%,

simulou-se, inicialmente, um conjunto de dados assumindo-se
Et = pEt—1+B)<l7

coma =1,0,p0=0,9,3=0,05 & =0,5=-0,1e0?=0,05.

Para estimacédo do modelo foi executado o algoritmo MCMC descrito na secdo 3.4, com
movimentos individuais baseados em propostas passeio aleatdrio pargl@ita8, & e 9,
sendoo? gerado a partir de sua densidade condicional completa, gama inversa. A figura 4.45
exibe tragcos das cadeias geradas e histogramas das amostras da posteriori.

As funcdes estimadas de resposta ao impulso e de transferéncia obtidas a partir do proce-
dimento MCMC séo exibidas na figura 4.46. Na figura 4.50, observa-se a funcéo de resposta
média. Nota-se que houve uma clara dificuldade em identificar o valor do pararieEotre-
tanto, como todos os parametros que compdem o pregitoram identificados pelo proced-
imento de estimacéo e, ainda, como a estrutura preditiva é colocada naumédita € muito
bem estimada.
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Figura 4.45 Resposta Gaussiana Inversa: Tracos das cadeias geradas e histogramas da posteriori,
para dados simulados de acordo com o0 modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=0).
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Figura 4.45 Resposta Gaussiana Inversa: Tragos das cadeias geradas e histogramas da posteriori,
para dados simulados de acordo com 0 modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=0).
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Figura 4.46 Resposta Gaussiana Inversa, modelo de ordem (r=1,s=0) : Funcéo de resposta ao im-
pulso e de transferéncia - real (linha sélida), média e limites de credibilidade estimados a 95% (linhas
tracejadas).
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Figura 4.47 Resposta Gaussiana Inversa, modelo de ordem (r=1,s=0). Funcao de resposta média: (a)
diagrama de disperséo dos valores tedricos versus média a posteriori estimada; (b) tragos da fungéo
tedrica (linha em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.

4.4.2 Funcéo de transferéncia de ordenr(=1,s=1)

Em um segundo exercicio, supds-se

E: = pEt—1+ BoX + B1Xi—1,

coma =1,0,p=0,9, Byg=0,05 pB1=0,01, & =0,56=—-0,1e0?=0,05 O resumo do
procedimento MCMC encontra-se na figura 4.48 e as figuras 4.49 e 4.50 exibem, respectiva-
mente, as estimativas dos impactos defasado§ dela funcao de resposta meédig,
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Figura 4.48 Resposta Gaussiana Inversa: Tracos das cadeias geradas e histogramas da posteriori,
para dados simulados de acordo com 0 modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=1).
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Figura 4.48 Resposta Gaussiana Inversa: Tracos das cadeias geradas e histogramas da posteriori,
para dados simulados de acordo com 0 modelo autoregressivo de ordem (r=1,s=1) - (continuacao).
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Figura 4.49 Resposta Gaussiana Inversa, modelo de ordem (r=1,s=1) : Funcéo de resposta ao im-
pulso e de transferéncia - real (linha sélida), média e limites de credibilidade estimados a 95% (linhas
tracejadas).
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Figura 4.50 Resposta Gaussiana Inversa, modelo de ordem (r=1,s=1). Funcao de resposta média: (a)
diagrama de disperséo dos valores teoricos versus média a posteriori estimada; (b) tragcos da fungéo
tedrica (linha em negrito), estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 95 %.
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Mais uma vez, percebe-se que os parametr@s 3, & € 0 sdo bem estimados. Toda
a estrutura preditiva, dependente de tais parametros, € posta sobre a resposta;:méllia,
parametras?, ortogonal g, é severamente subestimado nos dois casos tratados. Assim, tem-
se uma reducdo na incerteza associada as estimativas induzida pela méa estingcaestie
fato ndo compromete as estimativas pontuais das funcdes de resposta ao impulso, de trans-
feréncia e de resposta média, mas deve-se ter cautela ao se inferir sobre tais modelos, pois a
credibilidade associada aos resultados obtidos é questionavel.

4.5 Alguns Comentarios sobre os Exercicios com Dados Simulados

Com excecao do caso Binomial, em que houve problemas de identificacédo glopaa
estimacédo de funcdes de transferéncia em modelos estaticos derosdérs = 0 foi muito
bem sucedida, com identificacdo de todos os parametros envolvidos e bastante precisdo asso-
ciada as estimativas; quadro que ndo se alterou ao se adicionar, ao preditor, termos de erro
independentes e identicamente distribuidos.

Para os modelos de ordem=1,s= 1, as estimativas pontuais (g e 1 ndo sdo muito
acuradas, o que ndo chega a comprometer a estimacéo das funcdes de resposta ao impulso, de
tranferéncia e de resposta média, como se constata ao se levar em conta intervalos de credibili-
dade estimados para tais funcoes.

J& os modelos de ordem= 1,s = 2 apresentaram problemas de identificacdo acarretados
pela autocorrelagdo serial na regressora, tendo as estimativas esp(ijag.de 3> compro-
metido a identificacdo da funcéo de transferéncia teorica. As dificuldades encontradas ja com
r = 2 defasagens aplicadas a regressora sugerem que, para a modelagem de efeitos que atinjam
seu apice algum tempo apds um pulso, é recomendavel que se invista em abordagens livres dos
problemas de autocorrelagéo a que estéo sujeitos os modelos que dependem de defasagens na
regressora.

No caso da distribuicdo Gaussiana Inversa, embora tenham sido obtidos resultados acura-
dos na estimacéo dos parametros presentes no preditor (e, consequentemente, das funcdes de
resposta ao impulso, de transferéncia e de resposta mggispesmo para modelos bastante
simples foi impossivel identificar o paramews, uma vez que a estrutura preditiva especi-
ficada sobreu; ndo fornece informacgédo sobre este, o que sugere a adequacdo de um nivel
hierarquico adicional, no qual® seja modelado.

Quanto a adocao de parametros com evolucao estocastica, embora tenha-se encontrado
certo grau de dificuldade na identificacdo do parametro autoregrgsaivse especificar nivel
dindmico associado a resposta Poisson, quando a mesma estrutura foi aplicada a dados bino-
miais o modelo mostrou-se identificavel. Também foi bem sucedida a estimacao de modelos
com funcdes de transferéncia dinamicas de ordem 1, s = 0), determinadas pela evolucao
do parametr@3, que mede o impacto imediato da regressora sobre a resposta esperada. A
dindmica da funcao de resposta ao impulse: (1,s = 0) é determinada pelo amortecimento
de 3, nos instantes posteriores a um pulso, causado por poténcias crescepteParanto,
ao se permitir a evolucdo d& confere-se dinamica ndo somente os impactos imediatos da
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regressora, mas também a seus efeitos defasados. Embora as variancias dos erros de evolucéo
tenham sido subestimadas, produzindo trajetérias suavizadas para os parametros de estado,
ainda assim obteve-se 6timos resultados na identificagdo desses modelos. E particularmente
digna de nota a possibilidade de estimagcdo de modelos téo flexiveis, a partir de dados gerados
de distribuicdes que distam severamente da usual distribuicdo gaussiana, como foi 0 caso nos
exemplos discutidos, em que se buscou produzir dados para 0s quais aproximacdes normais

fossem inadequadas.
No proximo capitulo, os modelos avaliados séo aplicados a conjuntos de dados reais.



CAPIiTULO 5

AplicacOes a Dados Reais

Em diversas grandes metrépoles ao redor de todo o mundo, especialistas vém tentando iden-
tificar quais sé@o os poluentes mais danosos a saude, quantificando seu impacto sobre diferentes
patologias. Uma questdo importante - embora ignorada em varios desses estudos - € a consi-
deracdo do impacto cumulativo de poluentes sobre desfechos epidemiolégicos e do tempo de
persisténcia dos efeitos de cada poluente, bem como sua forma de evolucéo, ou seja, se o efeito
de elevagbes de determinado poluente, por exemplo, decresce ao longo do tempo ou cresce,
atingindo impacto maximo dias ap0s a ocorréncia de elevacéo, para entdo decair.

Na maioria dos trabalhos que chegam a considerar impactos defasados, o horizonte de in-
fluéncia do poluente é fixado, adotando-se, usualmente, modelos com defasagens distribuidas
ou médias mdveis de até, no maximo, trés dias. Para a aplicacdo de modelos com defasagens
por varios dias, tem-se problemas de estimacao devido a forte correlacdo entre os niveis de
poluentes em dias subsequentes. Tais dificuldades podem ser contornadas adotando-se modelos
de defasagens com restricdes nos coeficientes, como os modelos polinomiais apresentados na
subsecédo 3.3.1 ou, ainda mais parcimoniosamente, utilizando-se funcdes de transferéncia com
termos autoregressivos. A primeira aplicacdo, apresentada na secdo 5.1, versa sobre efeitos
(presentes e acumulados) de poluentes sobre contagens de 6bitos de criangcas com idades infe-
riores a 5 anos, devido a doencas respiratdrias, na regido metropolitana de S&o Paulo.

Outra questao importante na avaliacdo do impacto da poluicdo atmosférica é a construcao de
modelos para previsédo dos proprios niveis de poluentes, uma vez que é bastante comum a exis-
téncia de periodos sem observacao neste tipo de série temporal, devido a falhas nas estacdes de
mensuragao ou mesmo no registro de tais mensuracdes. A previsao do nivel de poluentes é uma
tarefa bastante complexa, uma vez que a propagacao dos mesmos depende - além de variaveis
climaticas como temperatura e umidade - de correntes de ar, efeitos topograficos, bem como de
suas proprias caracteristicas fisico-quimicas. Na aplicacdo desenvolvida na se¢éo 5.2, utiliza-se
um banco de dados referente a regido metropolitana do Rio de Janeiro, que contém registros
de niveis de poluentes, chuva, temperatura e umidade, modelando-se a evolucéo do impacto da
chuva sobre niveis de material particulado.

Na sec¢éo 5.3, faz-se um breve resumo dos resultados obtidos nas aplicagdes.
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5.1 Efeito de Mondxido de Carbono sobre Obitos
de Criancas em Sao Paulo

Nesta secao € apresentada uma aplicagcéo envolvendo contagens diérias de 6bitos por doencas
respiratorias de criangas e niveis de poluentes atmosféricos, registrados em S&o Paulo, no
periodo de 01 de janeiro de 1994 a 31 de dezembro de 1997, aos quais serdo aplicados os
modelos Poisson propostos no capitulo 3.

Héa algum tempo tem-se percebido que o niumero de interna¢des por doencas respiratorias
em S&o Paulo parece estar correlacionado as condi¢cdes atmosféricas e niveis de poluicdo na
regido metropolitana. Essa hipdtese vem servindo como motivagédo para o desenvolvimento de
diversos estudos que buscam quantificar o efeito de diferentes poluentes sobre o nimero de
internacdes e/ou Obitos. O banco de dados utilizado apresenta apenas registros de 6bitos (e ndo
de internacdes). Obviamente as causas que levam ao Obito sdo varias, entretanto, utilizando a
informacdo disponivel, restringimo-nos ao efeito de poluentes sobre a contagem de desfechos
epidemiolégicos, utilizando, como covariaveis: temperatura, umidade e termos para ajuste de
sazonalidade. Em analises preliminares (Alves, 2003; Ornelas, 2004), verificamos significancia
(e persisténcia) do impacto de Monoxido de Carbono (CO) sobre 6bitos de criancas menores
de 5 anos em Sao Paulo. Passamos a descrever os resultados das andlises dos efeitos deste
poluente.

De acordo com Estrella et al. (2005), o Monéxido de Carbono resulta da queima incompleta
de combustiveis e a principal fonte emissora desse poluente é veicular, com altas concentracoes
ocorrendo em areas sujeitas a trafego intenso e congestionamentos. O Mondxido de Carbono
compete com o Oxigénio, tendo uma capacidade de combina¢do com a hemoglobina muito
superior a este ultimo. Forma-se, a partir dessa combinacao, a carboxihemoglobina, reduzindo
o transporte de oxigénio pelo sangue e debilitando a funcéo respiratoria.

Os padrdes de qualidade do ar definem legalmente o limite maximo para a concentracao de
um poluente na atmosfera, que garanta a protecdo da saude e o bem estar da populagdo. Os
padrdes nacionais foram estabelecidos pelo IBAMA - Instituto Brasileiro de Meio Ambiente e
aprovados pelo CONAMA - Conselho Nacional de Meio Ambiente. Na figura 5.1, encontra-se
a série temporal de registros do poluente Mond6xido de Carbono, no periodo avaliado. Toma-se,
como valor diario do poluente, a média aritmética sobre as oito esta¢gées de mensuracao de CO
disponiveis no banco de dados. A linha horizontal indica o limite superior da fronteira de niveis
aceitaveis para composicédo de um indice de qualidade do ar, conforme registra a Companhia
de Tecnologia de Saneamento Ambiental (CETESB). Observa-se que nos meses de inverno,
guando se agrava o fenbmeno da inversdo térmica, dificultando a dispersao de poluentes, 0s
niveis de CO ultrapassam o limite aceitavel.

A figura 5.2 exibe a série de contagens diarias de 6bitos por doencas respiratorias para
criancas com idades inferiores a 5 anos, na cidade de S&ao Paulo, no periodo de 1994 a 1997.
Nota-se a existéncia de sazonalidade bem marcada, com aumento de casos durante o inverno.
Além da natureza discreta do niamero de Obitos, pode-se observar que o numero médio de
contagens € bastante baixo, invalidadando qualquer possibilidade de aproximag&do normal para
tal desfecho.



5.1 EFEITO DE MONOXIDO DE CARBONO SOBRE OBITOSDE CRIANGAS EM SAO PAULTL 1

15
\

co
10
|

N ””WW

T T T T
1994 1995 1996 1997 1998

Figura 5.1 Niveis diarios de CO (ppm) em SP - 01/Jan/1994 a 31/Dez/1997.
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Figura 5.2 Contagem de 6bitos por doencas respiratérias de menores de 5 anos em SP - 01/Jan/1994
a 31/Dez/1997.

Ao analisar estes mesmos dados, por meio de modelos aditivos generalizados, Conceicao
et al. (2001) constataram a existéncia de associacao significante entre mortalidade infantil por
doencas respiratorias e niveis diarios de CO; 8BMo. Ao incluir os poluentes simultanea-
mente no modelo, observaram relagéo significante apenas para o poluente CO e significancia
marginal do poluente SO Botter et al. (2000) modelaram as contagens totais de oObitos de
maiores de 65 anos, também em S&o Paulo, de 1991 a 1993, utilizando modelos de espaco
de estados. Embora tenham encontrado maior efeito associado ao Dioxido de Enxgfre (SO
restringem o horizonte de influéncia dos poluentes a apenas alguns dias. Ao utilizar, para este
mesmo desfecho, no periodo de 1994 a 1997, modelos aditivos generalizados (com temperatura
e umidade consideradas de forma ndo-paramétrica e defasagens distribuidas com restrigéo poli-
nomial para os efeitos de poluentes), Alves (2005) observa que, embora o efeito imediato de
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SO, seja maior que o de CO para os 6bitos de idosos, o efeito de CO é mais duradouro, su-
perando o de S©para horizontes além de 4 dias. Ferreira e Gamerman (2000) avaliaram a
associacao entre poluentes e mortalidade infantil em S&o Paulo durante o ano de 1991, uti-
lizando, como variaveis explicativas, os niveis deo,NEOCO, relacionados as contagens de
Obitos por meio de Modelos Dinamicos Lineares Generalizados,como proposto no presente
trabalho. O modelo adotado por Ferreira e Gamerman, entretanto, ndo considera os efeitos de
médio e longo prazo das covariaveis, avaliando apenas o impacto instantaneo dos poluentes
sobre o numero de 6bitos.

A forma geral dos modelos adotados na presente analise é:

Obitog ~ PoissoriA;)
log(A)=nt = a+E+aTemp+ SHUmid
2mt 2t 4t 4t
Cos| =—— oSen| —— Cos| =—— Sen| ——
+& OS<365) + 04 en(365> + 05 08(365) + s en(365)
em quek; é o bloco estrutural representando o efeito acumulado de CO a cada instante, ex-
presso por diferentes formas propostas de funcao de transferéncia. Além do poluente, utilizam-

se como covariaveis em todos 0s modelos ajustados a temperatura minima e a umidade média,
cujos valores diarios sao exibidos na figura 5.3.

Temmin{

1994 1o9s 1996 1997 1098

Unidmeg

T T T T T
1994 1o9s 1996 1997 100=s

Figura 5.3 Registros diarios de temperatura minima e umidade média em SP - 01/Jan/1994 a
31/Dez/1997.

Na tabela 5.1, sdo detalhadas as especificacdes do prgdifoe define cada um dos mo-
delos estimados, via MCMC, como descrito no capitulo 3 e sob a adocéo de prioris vagas para
todos os parametros. Na mesma tabela, sdo apresentados os valores obtidos para dois critérios
de comparacgéao de modelos: DIC e EPD, ambos descritos na secéo 2.5.
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Tabela 5.1 Comparagéo dos modelos ajustados para 6bitos de criangas, com avaliagdo do impacto

cumulativo do poluente Mono6xido de Carbono.

Modelo (Especificacdes do Preditor) | Funcao de Transferéncia DIC EPD
(po=4,1)
1:(r=1s=0),03=04=386=0306=0| E=pE_1+BCO 560,85 2825,98
(Po=4,6)
2:.(r=15=1),0=3=36=0%6=0| & =pE_1+BoCO +P1CO_1 561,76 | 2830,47
(Po=3,5)
3:(r=0,5s=30,d=2), E =33,B,CO_j 559,30 | 2828,69
B=0u=06=06=0 Bi = Siolki*
(po=4,1)
4: (r=0,s=30,d=3), E =33,B,CO_j 560,20 | 2832,95
B=0q=06=3%=0 Bi = Sio ki
(pD=229,9)
5 (r=1s=0), Ei =pE_1+BCO + & 508,09 2521,05
errosiid, 3= =%6=03%=0 & ~N(0,Qg)
(po=233,2)
6:(r=1s=1), E: = pE_1+BCO +LBCO_1+ & 508,68 | 2534,36
errosiid, 3 =u=%6=030=0 & ~ N(0,Qg)
(po=233,0)
7:(r=0,5=30,d=2), E=30BiCOj+& 508,58 | 2521,58
errosiid,is =% =06=0=0 & ~ N(0,Q¢)
Bi = ZE:O ijk
(pD=229,8)
8: (r=0,5=30,d=3), Ei=332BiCO_j+& 506,54 | 2523,66
erros iid,3 = =06=0%=0 & ~N(0,Q¢)
Bi = Sk oli*
(po=29,2)
9:(r=1s5=0),03=0=06=06=0| & =pE_1+BCO 425,77 2649,18
choque dinamico B=B_1+U, U ~N(0Q)
(pD=24,9)
10: (r=1,s=0) E = pE_1+BCGO 441,24 2673,07
choque dindmico e termos sazonais f = B-1+Ut, Ui ~ N(0,Q)

r=ordem da autoregress&@snumero de defasagens em Gi>grau do polindmio de aproximagéo dos parametros de defasagem

O critério DIC privilegia os modelos em que se permite variacdo estocastica do parametro
gue governa o impacto imediato de CO sobre a resposta média, sendo o modelo 9 o escolhido.
Ja o critério EPD apresenta menores valores para os modelos cujos preditores contam com erros
aleatédrios e independentes. De acordo com tal critério, os modelos com defasagens sujeitas a
restricdes polinomias de graus 2 e 3 (modelos 7 e 8) sdo praticamente equivalentes ao modelo
de ordem(r = 1,s= 0). Como a parametriza¢do deste Ultimo é mais parcimoniosa e néo esta
sujeita a truncamento no horizonte de influéncia do poluente, escolheu-se, com base no critério
EPD, o modelo 5. Passamos a descrever os resultados obtidos em cada um destes modelos.
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Analise do Modelo 5

A figura 5.4 exibe histogramas das amostras das distribuicbes a posteriori de parametros
envolvidos no modelo 5 e a tabela 5.2 exibe estatisticas associadas a tais amostras.
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Figura 5.4 Efeito de CO sobre ébitos de criangcas em SP - modelo 5: Histogramas das amostras da
posteriori.

Tem-se elevada precisdo associada ao processo de estimacdo, o que pode ser constatado
ao se comparar a magnitude dos erros-padrao reportados a magnitude média de cada um dos
parametros. As distribuicbes a posteriori, com excec¢éo do parakgefonja posteriori apre-

senta coeficiente de variacdo estimado - dado, 6‘6(E0]DT)/I§(EO|DT)- igual a1209%, sao

bastante concentradas, com coeficientes de variacdo abai¥d@&levacdes no nivel de CO

tém efeito imediato significativo sobre a resposta esperada, como indicam o histograma e o
sumario da posteriori dé e, ainda, de acordo com a estimacédo do parametro autoregressivo

tal efeito € duradouro. A temperatura minima tem efeito negativo sobre o nimero esperado de
Obitos, ou seja, maiores registros de internacfes estdo associados a temperaturas mais baixas.
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Tabela 5.2 Efeito de CO sobre 6bitos de criangas em SP - modelo 5: Suméario das amostras da poste-
riori.

a p B Eo Qe 9] &7
Min. 0,71590| 0,82930| 0,0218| -1,09200| 0,03689| -0,12660| -0,01528
Q1 0,76970| 0,89150| 0,0342| 0,00836| 0,07191| -0,07652| 0,02083
Mediana| 0,78300| 0,90490| 0,0390| 0,22350 | 0,08238| -0,06517| 0,03157
Média | 0,78300| 0,90300| 0,0393| 0,21440| 0,08273| -0,06556| 0,03124
Q3 0,79610| 0,91690| 0,0435| 0,44620| 0,09347| -0,05368| 0,04074
Max. 0,86160| 0,95180| 0,0636| 1,22600 | 0,13480| -0,00717| 0,08063
e.p. 0,00055| 0,00093| 0,0003| 0,00637 | 0,00046| 0,00020| 0,00019

Pode-se considerar o efeito de umidade positivo, com intervalo de credibilidade a 9584 para
estimado pof0,002;Q061) e P(& > 0|Dt) = 0,983

Os graficos das fungdes de resposta ao impulso e de transferéncia estimadas com base nas
amostras das distribuicdes a posteriorigde 3 encontram-se na figura 5.5. De acordo com
tais estimativas, o efeito de um pulso de um desvio-padréo no nivel de CO extingue-se apos
aproximadamente 30 dias.

Exponenciando-se a funcao de resposta ao impulso obtém-se a evolugéo dos riscos relativos
associados aos niveis maximos de CO registrados em cada ano do periodo de analise, compara-
dos ao nivel médio ao longo de todo o periodo. como exibe a figura 5.6. O nivel maximo
observado para o Monoxido de Carbono no periodo de analid®fd4d ppm registrado no
dia 14/07/1994. Segundo o modelo 5, uma elevacédo no valor de CO do nivel médio observado
ao longo de todo o periodo de analise (em torngldelppm) para o nivel maximo obser-
vado, provocaria um acréscimo inicial em torn@2@8ono niumero esperado de 6bitos, com tal
efeito decrescento nos dia subsequientes. A magnitude do efeito, junto ao longo periodo de per-
sisténcia observado para o poluente servem como alerta para a necessidade de implementacao
e manutencéo de politicas publicas eficazes no combate a emisséo de CO.
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Figura 5.5 Efeito de CO sobre 6bitos de criancas em SP - modelo 5: Fun¢des de resposta ao impulso
e de transferéncia associadas a elevacfes de 1 desvio-padréo no nivel do poluente.
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Nivel de CO:
— 14/07/94: 19,14 ppm
—— 08/08/95: 15,27 ppm
—— 19/06/96: 12,58 ppm
17/08/97: 11,44 ppm
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Figura 5.6 Efeito de CO sobre 6bitos de criangcas em SP - modelo 5: Evolug¢éo dos riscos relativos
associados aos niveis maximos de CO observados a cada ano, quando comparados ao nivel médio
observado no periodo de analise.

A figura 5.7 apresenta a trajetoria da funcao de resposta mgdiestimada pela média a
posteriori, com intervalos de credibilidad®@%), junto aos valores observados para a série de
contagens de 6bitos. Pode-se ver que o modelo foi capaz de capturar bastante bem as flutuacfes
da variavel resposta.

12

10

Lambda_t
6

1994 1995 1996 1997 1998

t

Figura 5.7 Efeito de CO sobre ébitos de criangcas em SP - modelo 5: Contagens diarias de 6bitos (linha
tracejada) e funcdo de resposta médig,estimada, com intervalos de credibilidad®@a
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As 30 ultimas observacdes disponiveis foram reservadas para avaliacdo da capacidade pre-
ditiva do modelo, tendo sido este ajustado utilizando as observacdes até o dia 30/11/1997.
Na figura 5.8 encontram-se os histogramas das amostras das distribuicbes preditivas para o
periodo de 01/12/1997 a 30/12/1997. As linhas verticais tracadas em cada histograma indicam
0 numero de 6bitos observado em cada um desses dias. Com excecao de alguns poucos dias, as
distribuicOes preditivas concentram-se em torno dos valores observados. As distribuicdes pre-
ditivas sao assimétricas e previsdes baseadas na moda fornecem menor erro quadratico médio
(1,43) que aquelas baseadas na mediana e na média, que apresentam erros quadraticos medios
1,63 e 2,05, respectivamente.
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Figura 5.8 Efeito de CO sobre 6bitos de criancas em SP - modelo 5: Histogramas das amostras das
distribuicdes preditivas para o nimero de 6bitos, com horizontes variando de 1 a 30 dias.
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Modelo 9

Apds convergéncia do procedimento MCMC, obteve-se a trajetdria etimadf; paceno
exibe a figura 5.9.
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Figura 5.9 Efeito de CO sobre 6bitos de criancas em SP - modelo 9: Média e intervalos de credibilidade
a 90% paraf;.

Ainda que o critério DIC tenha apontado para o modelo 9, a estimativa dos coeficientes
B implica, em alguns momentos, efeito negativo, o que é contra-intuitivo. Tais estimativas
parecem influenciadas por algum resquicio de sazonalidade nao tratada neste modelo, o que
nos leva a analise do modelo 10, que conta com termos sazonais e também apresenta valor do
critério DIC inferior aos demais.

Analise do Modelo 10

Na figura 5.10 séo exibidos histogramas das amostras das distribuicbes a posteriori dos
parametros estaticos envolvidos no modelo 10. As amostras finais foram constituidas por 2000
pontos, obtidos mesclando-se 1000 iteracdes finais de duas cadeias paralelas, tomadas a interva-
los de 10 iteragbes. Observa-se valor elevado para o parametro autoregressivo, indicando lento
decaimento do efeito de Monoxido de Carbono sobre o niumero esperado de ébitos. Tempera-
tura minima apresenta tendéncia a efeito negativo, como esperadé(dpm 0/Dt) =0,94.

Embora o histograma da amostradendique néo significancia da variavel umidade média,

cujo coeficiente tem intervalos de credibilidade a 95% estimadd-0y029;0025), a va-

riavel € mantida no modelo, uma vez que é reconhecida por epidemiologistas como um fator
relevante para a explicagcdo do desfecho em questéo. Assim, é desejavel que a incerteza refletida
por esta regressora seja considerada.

Estatisticas obtidas das amostras da posteriori encontram-se na tabela 5.2. Ao se comparar
a magnitude dos erros-padrdo a média obtida para cada parametro, percebe-se que as maiores
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incertezas sdo encontradas na estimacaQ,d® e d3. A variancia de evolucad, ndo esta
presente na verossimilhanca e, portanto, toda a informacgéo disponivel para sua estimacao é
obtida de sua distribuicdo a priori (especificada de forma vaga) e da atualizacdo dos erros
de evolugdo, sendo natural esperar-se alguma dificuldade em sua estimac&o. E possivel ten-
tar melhorar a precisdo das estimativas destes parametros utilizando-se cadeias mais longas e
tomando-se amostras maiores. De forma geral, entretanto, o processo de estimacao foi bastante
preciso, como se pode ver pelos erros-padrao reportados para os demais parametros. Como ja
mencionado, a estimativa do parametro autoregregsindica que um pulso no nivel de CO
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Figura 5.10 Efeito de CO sobre 6bitos de criancas em SP - modelo 10: Histogramas das amostras da
posteriori.
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Tabela 5.2 Efeito de CO sobre ébitos de criangas em SP - modelo 10: Sumario das amostras da poste-

riori.

a p Q Eo | & % O3 Oy 05 3
Min 0,73 | 0,81 | 1,36E-06| -0,68| -0,13| -0,049| -0,161| 0,03 | -0,21| -0,204
Q1 0,83 | 0,90 | 4,08E-06| 0,14 | -0,06| -0,011| -0,024| 0,15 | -0,13| -0,129

Mediana| 0,85 | 0,92 | 7,90E-06| 0,33 | -0,04| -0,002| 0,006 | 0,17 | -0,11| -0,113
Média 0,85| 0,92 | 1,10E-05| 0,34 | -0,04 | -0,002| 0,005 | 0,17 | -0,10| -0,112

Q3 0,87 | 0,93 | 1,46E-05| 0,53 | -0,02| 0,008 | 0,037 | 0,19 | -0,08 | -0,094
Max. 0,95| 0,98 | 5,95E-05| 1,36 | 0,04 | 0,043 | 0,139 | 0,29 | 0,02 | -0,003
e.p. 0,1%| 0,1% | 1,94E-06| 0,5%| 0,1%| 0,03% | 0,3% | 0,1% | 0,1% | 0,04%

tem efeito duradouro sobre a resposta média. A variancia dos erros de sistema apresenta-se
bastante baixa, resultando em movimentos suaves para os coefifeotés trajetdria esti-

mada é exibida na figura 5.11. Observa-se que o efeito de CO nao se apresenta significativo em
todo o periodo de andlise.

0.10
|

Beta t

T T T T T
1994 1995 1996 1997 1998

Figura 5.11 Efeito de CO sobre ébitos de criancas em SP - modelo 10: Média e intervalos de credibil-
idade a 90% pard3.

Na figura 5.12 apresenta-se a trajetoria estimada das funcdes de resposta ao impulso e de
transferéncia associadas a elevacao de um desvio-padrédo no nivel de CO, para quatro instantes,
especificamente, aqueles em que foram observados os niveis maximos do poluente a cada ano.
As estimativas pontuais sdo dadas por sua média a posteriori e registram-se também os limites
de credibilidade estimados a 90%. Constata-se que tal pulso apresentaria-se significativo nos
dias 14/07/94 e 19/06/96, com efeito anulando-se apds aproximadamente 30 dias. Ja nos dias
08/08/95 e 17/08/97, a variacdo sobre o nivel de CO ndo tem impacto significativo sobre o
namero esperado de o6bitos.
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Figura5.12 Efeito de CO sobre 6bitos de criangas em SP - modelo 10: Fungdes de resposta ao impulso
e de transferéncia associadas a elevacfes de 1 desvio-padréo no nivel do poluente, estimadas em quatro
instantes - estimativas da média a posteriori e de limites de credibilidade a 90%.
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O nivel maximo de CO registrado nos dois ultimos anos de analise ficou em torno de
12ppm Na figura 5.13 apresenta-se a evolugéo temporal dos riscos relativos - obtidos ex-
ponenciando-se a funcéo de resposta ao impulso - associados ao aumento no nivel de CO do
valor médio observadat(44ppm para 012, 00ppm supondo-se a ocorréncia de tal variacao
em diferentes instantes, nos quais o efeit€@eapresenta-se significativo, como indicado na
figura 5.11. Como se pode ver, 0 mesmo pulso aplicado a regressora em diferentes momentos
tem impactos com magnitudes bastante distintas, provocando um aumento inicial no nimero
esperado de 6bitos que varia2l®7%a 10,64% O efeito dessa elevacao decai gradualmente,
extinguindo-se apos aproximadamente 30 dias.
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% — 15/04/97
--- 24/10/97

risco relativo

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0 10 20 30 40 50 60

defasagem (dias)

Figura 5.13 Efeito de CO sobre 6bitos de criangas em SP - modelo 10: Evolucao dos riscos relativos
associados a 12 ppm de CO, comparado ao nivel médio observado no periodo de analise, em diferentes
instantes.

A figura 5.14 apresenta a trajetéria da funcao de resposta medéstimada pela média a
posteriori, com intervalos de credibilidad®@%), junto aos valores observados para a série de
contagens de Obitos. Percebe-se que o modelo acompanha as flutuagdes da variavel resposta,
com incerteza menor que aquela registrada pelo modelo 5.
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Figura 5.14 Efeito de CO sobre 6bitos de criancas em SP - modelo 10: Contagens diarias de Obitos
(linha tracejada) e fungéo de resposta médig,estimada, com intervalos de credibilidad®@%

A figura 5.15 apresenta histogramas das distribuicdes preditivasypaia -, Yt 30,
condicionais as regressoras. Mais uma vez, com excecdo feita a alguns poucos pontos, as
distribuicOes preditivas concentram-se em torno dos valores observados e os limites de credi-
bilidade a95% compreendem os valores observados em todo o horizonte de previsdo. Média,
mediana e moda estimadas a posteriori apresentam,respectivamente, erros quadraticos medios:
1,46, 1,27 e 1,13, sendo, portanto, a melhor estimativa pontual dada pela moda a posteriori.
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Figura 5.15 Efeito de CO sobre 6bitos de criancas em SP - modelo 5: Histogramas das amostras das
distribuicdes preditivas para o nimero de 6bitos, com horizontes variando de 1 a 30.
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Comparacéao entre os Modelos 5 e 10

Como visto, os critérios para selecdo de modelos adotados ndo sdo conclusivos, apontando
modelos diferentes. Existem diversos outros métodos para selecdo de modelos e deve-se levar
em conta que tais métodos dependem fortemente das fun¢bes de perda utilizadas. Assim, a
escolha de outro método poderia levar a um outro modelo. Por exemplo, supondo-se que um
modeloM tenha sido ajustado com base ém -- - ,y1) pode-se avaliar sua capacidade predi-
tiva. Os valores obtidos para as estimativas das verossimilhancas preditivas (2.24) dos modelos
5 e 9 foram, respectivament2;63x10 12 e 1, 73x10~1°, fornecendo uma raz&o de verossimi-
lhancas preditivas igual a 1,5, favoravel ao modelo 5.

De acordo com as estimativas pontuais para as previsdes, entretanto, 0 modelo 10 seria
o escolhido, como se verifica pelos erros quadraticos médios associados a média, mediana e
moda reportados nas andlises de cada um dos modelos.

A grande vantagem do modelo 5 em relagdo ao modelo 10 reside no tempo computacional
necessario a seu ajuste, muito inferior a este ultimo. Entretanto, com os avanc¢os tecnoldgicos,
0s tempos computacionais tendem a diminuir cada vez mais, ndo sendo este, a medio prazo,
um obstaculo a modelos dinamicos. Ainda, julgamos a formulacdo do modelo 10 muito mais
atraente e realista, uma vez que toda a incerteza € estruturada por meio da evolucdo temporal
do parametrd3, ao contrario do modelo 5, em que uma parcela consideravel da incerteza
associada a resposta é atribuida a termos aleatérios independentes, dando conta de efeitos nao
presentes no modelo. Concluimos, portanto, que é valido o investimento no sentido de melhorar
o preditor do modelo 10, talvez incorporando efeito de outros poluentes ou considerando efeitos
passados para as variaveis climaticas, ndo abandonando, assim, a flexibilidade de que diferentes
situacOes atmosféricas observadas ao longo do tempo impliguem em impactos com diferentes
magnitudes sobre a resposta esperada.



5.2 EFEITO DE CHUVA SOBRE NIVEIS DE MATERIAL PARTICULADONO RIO DE JANEIRA.26

5.2 Efeito de Chuva sobre Niveis de Material Particulado
no Rio de Janeiro

Segundo informacdes coletadas no sitio da Companhia de Tecnologia de Saneamento Am-
biental (CETESB), o material particulado € um conjunto de poluentes constituidos de poeiras,
fumacas e todo o tipo de material sélido e liquido que se mantém suspenso na atmosfera de-
vido a seu pequeno tamanho (nesta aplicacdo, consideram-se particulas com diametro inferior
a10um). Esse poluente resulta da queima incompleta de combustiveis e de seus aditivos, de
processos industriais e do desgaste de pneus e freios. Em geral provem da fumaca emitida pe-
los veiculos movidos a 6leo diesel, da fumaca expelida pelas chaminés das industrias ou pelas
gueimadas, da poeira depositada nas ruas, dos residuos de processos industriais que utilizam
material granulado, de obras viarias ou que movimentam terra, areia, etc. O material particu-
lado serve de meio de transporte para outras substancias, como hidrocarbonetos e metais, que
se agregam as particulas. Entre as particulas inalaveis, as mais grossas ficam retidas na parte su-
perior do sistema respiratério, enquanto as mais finas, devido ao seu tamanho diminuto, podem
atingir os alvéolos pulmonares. Entre os sintomas relacionados com a inalacdo do material
particulado estdo as alergias, asma e bronquite crénica. Causa também irritacdo nos olhos e
garganta, reduzindo a resisténcia as infeccdes. Assim, sdo comun os estudos epidemiolégicos
considerando niveis de material particulado como regressores. E bastante usual, entretanto,
encontrar periodos sem registros, devido a defeitos nos equipamentos de mensuragao ou outros
motivos. Assim, modelos para previséo de niveis de poluentes podem ser muito Uteis na formu-
lacdo de modelos hierarquicos em que, num primeiro nivel, determine-se 0 comportamento do
poluente (em funcéo de fatores meteoroldgicos, por exemplo) e, num segundo nivel, o desfecho
epidemiolégico, dado o nivel de poluente. Além disso, modelos que tenham niveis de polu-
entes como variavel resposta sao Uteis na medida em que podem contribuir para a identificacéo
de fontes controlaveis de emisséo, auxiliando na definigdo de politicas publicas para melhoria
da qualidade do ar.

Nesta segunda aplicacéo, propdem-se modelos para avaliacdo da associacéo entre niveis do
poluente material particulado (Rl) no municipio do Rio de janeiro e condi¢des climaticas,
incluindo-se temperatura minima e umidade média, com especial atencdo a propagacao do
efeito de volumes de chuva sobre os niveis desse poluente. Utilizam-se, ainda, como variaveis
de controle, indicadoras de feriado e de dia da semana, tomando como base o domingo.

De acordo com o relatdrio técnico do proj€oalidade do Ar e Efeitos na Saude da Popu-
lacéo do Municipio do Rio de Janeif@005), os dados diarios de poluicdo do ar para o periodo
de setembro de 2000 a agosto de 2002 foram obtidos na Fundacéo Estadual de Engenharia do
Meio Ambiente (FEEMA) - cujos monitores automaticos localizam-se em Jacarepagua e no
Centro - e na Secretaria Municipal do Meio Ambiente (SMAC), que tem monitores automati-
cos nos bairros de Copacabana, Centro, Sdo Cristovao e Tijuca. O nivel de poluente utlizado
nas aplicacfes € a média diaria proveniente dessas diferentes estacdes de mensuracdo. Ainda
segundo o mesmo relatoério, as informacdes sobre varidveis meteorologicas foram coletadas
no Departamento de Climatologia da UERJ, que forneceu dados da regido do Maracand, e no
Departamento de Meteorologia da Aeronautica, que disponibilizou as informacdes dos aerodro-
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mos de Santa Cruz, Campo dos Afonsos, Galedo e Santos Dumont. Mais uma vez utiliza-se a
média das medidas diarias das variaveis meteoroldgicas. A figura 5.16 exibe as concentracfes
médias diarias de P) (ug/nT) registradas no periodo de anélise e a figura 5.17, as séries
diarias de volume de chuva, umidade média e temperatura minima no periodo.
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Figura 5.16 Niveis diarios de P (ug/m?) no RJ - 01/Set/2000 a 31/Ago/2002.
Os modelos ajustados seguem a seguinte estrutura:

Poluente ~ Gamg¢,A)
¢

|Og(/\—t):r]t = o+E+06cCi+0pDi+ 05,

em que:

E; é o bloco estrutural representando o efeito acumulado de chuva a cada instante, ex-
presso por diferentes formas propostas de funcéo de transferéncia;

C{ = (Umidade, Temperaturg);

D; = (Seg, Ter,Qua, Qui,, Sex,Sah,Fer;) € um vetor de variaveis indicadoras para
dias da semana e feriados;

S = (Cos(5gs) , Sen(3gs))-
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Figura 5.17 Variaveis meteoroldgicas no RJ - 01/Set/2000 a 31/Ago/2002.
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A tabela 5.3 apresenta os valores obtidos para os critérios DIC e EPD, em funcéo de dife-
rentes especificacdes do predijtr

Tabela 5.3 Comparacdo dos modelos ajustados para nivel ded?bbm avaliacao do impacto cumu-
lativo do volume de chuva.

Modelo (Especificacdes do PreditarfFuncéo de Transferéncia DIC EPD
(po=13,1)
1:(r=1,5=0),6s=0 E: = pE_1+ BChuva 5419,7 | 74,3
(po=13,6)
2:(r=1s=1),6s=0 E; = pE;_1+ BoChuva+ B:Chuva 5416,9 | 74,0
(po=13,9)
3:(r=1s5=0),0s#0 E; = pE_1+ BChuva 53015 | 62,4
(pD=14,2)
4:(r=1s=1),0s#0 E: = pE;_1+ BoChuva + B1Chuva 1 5303,8 | 62,7
(po=13,1)
5:(r=0,5s=30,d=2),5s=0 E =33, BChuva_ 5431,2 | 75,7
Bi = Yo ki
(pD=13,4)
6:(r=0,5s=30,d=3),5s=0 E = y3,B;Chuva_| 54154 | 74,0
Bi = Sio ki
(po=236,6)
7:(r=1s=0),0s=0 E: = pE;_1+ BChuva + & 5399,9 | 51,3
erros iid & ~ N(0,Q;)

r=ordem da autoregress@nimero de defasagens para o volume de chdsgrau do polindmio de aproximacéo dos parametros de defasagem

Segundo o critério DIC, os melhores modelos sao aqueles que apresentam termos sazonais,
com ligeira vantagem para o modelo 3, de ordems 1,s= 0). J& de acordo com o critério
EPD, o melhor modelo é o 7: aquele em que foram introduzidos termos de erro aleatério no
preditorn;. Passamos a descrever os resultados de ambos os modelos.
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Analise do Modelo 3

A figura 5.18 exibe os histogramas das amostras das posterioris marginais dos parametros
envolvidos no modelo, bem como dos niveis deifPkktimados para os instantes 478 e
t =479 em que ndo havia registro do poluente. Algumas estatisticas referentes a estas amostras
séo exibidas na tabela 5.4.

Tabela 5.4 Efeito de chuva sobre P)dno RJ - modelo 3: Sumario das amostras da posteriori.
) a Eo P B QUmid | Otemp | Ocos Osen
Min 16,30 | 3,15 | -0,23 | 0,35 | -0,053| -0,08 | 0,083 | 0,015 | -0,28
Q1 19,09 | 3,48 0,53 0,64 | -0,039| -0,06 | 0,121 | 0,037 | -0,25
Mediana| 19,80 | 3,57 0,70 0,68 | -0,035| -0,06 | 0,130 | 0,047 | -0,24
Média 19,82 | 3,57 0,72 0,67 | -0,035| -0,06 | 0,129 | 0,048 | -0,24

Q3 20,53 | 3,66 0,89 0,71 | -0,031| -0,05 | 0,237 | 0,057 | -0,23
Max. 2291 | 3,92 1,87 0,82 | -0,018| -0,03 | 0,162 | 0,107 | -0,18
e.p. 0,0295| 0,0184| 0,0263| 0,0020| 0,0003| 0,0007| 0,0019| 0,0021| 0,0016
Oseg OTer dQua OQui Osex Osab OFer Y478 Y479
Min 0,00 0,07 0,08 0,11 | 0,115 | -0,01 | -0,211 | 21,950| 24,34
Q1 0,08 0,14 0,16 0,18 | 0,196 | 0,08 | -0,109| 39,420| 45,95

Mediana| 0,10 | 0,16 | 0,28 | 0,20 | 0,217 | 0,11 | -0,080| 45,050 52,45
Média 0,10 | 0,16 | 0,18 | 0,20 | 0,218 | 0,11 | -0,079| 45,850| 52,73

Q3 0,13 | 0,18 | 0,20 | 0,22 | 0,241 | 0,13 | -0,050| 51,350| 58,98
Max. 020 | 0,25 | 0,28 | 0,30 | 0,308 | 0,20 | 0,038 | 87,280| 90,51
e.p. 0,0009| 0,0008/| 0,0008| 0,0009| 0,0009| 0,0009| 0,0011| 0,2539| 0,2771

Os erros-padréao estimados indicam bastante precisdo no processo de estimacdo. As esti-
mativas associadas aos dias da semana séo significativas, com efeitos comparados ao domingo
crescendo a medida em que se aproxima a sexta-feira e decrescendo novamente no sabado.
Tal efeito deve-se, possivelmente, ao grande fluxo de veiculos usual no municipio do Rio de
Janeiro as sextas-feiras. Feriados apresentam efeito negativo, quando comparados a dias nor-
mais, provavelmente devido a diminuicdo de atividades industriais e de trafego. A umidade
média apresenta efeito negativo e causa certa estranheza a estimativa positiva do efeito da tem-
peratura, que pode estar ocorrendo devido a forte correlacéo a posteriori apresentada pelo co-
eficiente desta variavel com o nivel(—72%) e com 0s termos sazonai&:os (68%) € dsen
(—74%). O efeito imediato da chuvg, é negativo, indicando decréscimo nos nivei®ti g
em fungéo de elevag¢des nos volumes de chuva.
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Figura 5.18 Efeito de chuva sobre P)no RJ - modelo 3: Histogramas das amostras da posteriori.
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As funcbes de resposta ao impulso e de transferéncia estimadas pela média a posteriori
junto a seus limites de credibilidade9&% com base em elevacdes de um desvio-padrao no
nivel de chuva, sé@o exibidas na figura 5.19. O efeito da chuva sobre o nivel}deRMgue-
se apos aproximadamente 10 dias. Na figura 5.20, observa-se que o nivel maximo de chuva
registrado no periodo de analise conduziria a uma reducao imediata da or88frb de nivel
de material particulado e, considerando-se que ndo houvesse chuva nos dias subsequentes a
este volume, os niveis de Rytornariam a subir gradualmente.
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Figura 5.19 Efeito de chuva sobre P no RJ - modelo 3: Funcfes de resposta ao impulso e de
transferéncia associadas a elevacdes de 1 desvio-padrao no nivel de chuva.
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Figura 5.20 Efeito de chuva sobre P)no RJ - modelo 3: Evolugdo do risco relativo associado ao
nivel maximo de chuva observado no periodo de andlise, quando comparado a dias sem chuva.



5.2 EFEITO DE CHUVA SOBRE NIVEIS DE MATERIAL PARTICULADONO RIO DE JANEIRA.33

As 30 ultimas observacdes disponiveis foram reservadas para avaliacdo da capacidade pre-
ditiva do modelo. Na figura 5.21 encontram-se o0s histogramas das amostras das distribuicbes
preditivas para o periodo de 02/08/2002 a 31/08/2002. As linhas verticais tracadas em cada
histograma indicam o nivel de Rilobservado em cada um desses dias. Com excecao de
alguns poucos dias, as distribui¢cdes preditivas concentram-se em torno dos valores observados.
As previsdes baseadas na média fornecem erro quadratico gi&gib(correspondente a um
erro relativo médio de 17,7%), praticamente equivalente aguelas baseadas na mediana, que
apresentam erro quadratico mégrp,9, o que se traduz em um erro relativo médio de 17,5%.
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Figura 5.21 Efeito de CO sobre 6bitos de criancas em SP - modelo 3: Histogramas das amostras das
distribuicbes preditivas para o nimero de 0Obitos, com horizontes variando de 1 a 30.
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Analise do Modelo 7

Os histogramas referentes as amostras das distribui¢cdes a posteriori dos parametros envolvi-
dos no modelo 7 séo exibidos na figura 5.22. Estatisticas sumarias associadas a estas amostras
encontram-se registradas na tabela 5.5.

Tabela 5.5 Efeito de chuva sobre P)dno RJ - modelo 3: Sumario das amostras da posteriori.

¢ a B o} Eo Q¢ o.Umid | 8. Temp| d.Seg
Min 16,10 | 4,11 | -0,0881| 0,572 | -0,07 | 0,005 | -0,05 | -0,027 | 0,00
Q1 21,43 | 4,27 | -0,0693| 0,696 | 0,35 | 0,015| -0,04 | -0,004 | 0,10

Mediana| 24,11 | 4,32 | -0,0651| 0,722 | 0,51 | 0,019 | -0,03 0,002 | 0,12
Média 2481 | 4,33 |-0,0652| 0,719 | 0,53 | 0,019 | -0,03 0,001 | 0,12

Q3 27,43 | 4,38 | -0,0608| 0,746 | 0,68 | 0,023 | -0,03 0,008 | 0,14

Max. 48,85 | 4,66 |-0,0447| 0,834 | 1,47 | 0,041 | -0,01 0,032 | 0,21

e.p. 1,1659| 0,0065| 0,0005 | 0,0020| 0,0191| 0,0016| 0,0004 | 0,0008 | 0,0020
0.Ter | 8.Qua| O.Qui | 0.Sex | 6.Sab | d.Fer Y478 Ya79

Min 0,05 | 0,08 0,10 0,15 | 0,024 | -0,24 | 25,540 | 29,260

Q1 0,15 | 0,18 0,19 0,21 | 0,091 | -0,13 | 45,030 | 50,220

Mediana| 0,17 0,20 0,21 0,23 | 0,117 | -0,10 | 52,810 | 59,200
Média 0,17 0,20 0,21 0,24 | 0,116 | -0,10 | 53,830 | 60,480

Q3 0,19 | 0,22 0,23 0,26 | 0,141 | -0,08 | 60,460 | 69,160
Max. 0,27 | 0,31 0,32 0,34 | 0,210 | 0,02 | 116,100{ 119,200
e.p. 0,0021| 0,0021| 0,0021 | 0,0020| 0,0021| 0,0025| 0,7420 | 0,8586

Assim como ocorreu no modelo 3, observa-se um efeito de aumento do poluente a medida
em que a sexta-feira se aproxima, com decréscimo no sabado. Tem-se também um decaimento
significativo nos niveis de P)\em feriados. A temperatura aparece, no presente modelo, como
variavel ndo significativa e umidade apresenta mais uma vez efeito negativo. A persisténcia
do efeito da chuva néo se altera significativamente em relagcdo ao modelo 3, mas o impacto
imediato da chuva passa a ser maior (em médulo).
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Figura 5.22 Efeito de chuva sobre P)no RJ - modelo 8: Histogramas das amostras da posteriori.
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A figura 5.23 exibe as funcdes de resposta ao impulso e de transferéncia associadas a ele-
vacdes de um desvio-padrdo nos niveis de chuva e, na figura 5.24, observa-se o risco relativo
associado ao nivel maximo de chuva observado no periodo de anélise, comparado a um dia sem
chuva. Como se pode ver, de acordo com o modelo 7, tal volume de chuva ocasionaria uma
gueda imediata no nivel de Riylde mais que 50%, com 0s niveis do poluente voltando a seu
patamar usual apds cerca de 20 dias.
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Figura 5.23 Efeito de chuva sobre P)d no RJ - modelo 7: Funcfes de resposta ao impulso e de
transferéncia associadas a elevactes de 1 desvio-padréo no nivel de chuva.

0.0
I

-0.1
I

Risco Relativo
-0.3
1

-0.4

-0.5

-0.6
I

0 10 20 30 40 50 60

Defasagem

Figura 5.24 Efeito de chuva sobre P)no RJ - modelo 7: Evolugdo do risco relativo associado ao
nivel maximo de chuva observado no periodo de andlise, quando comparado a dias sem chuva.
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A figura 5.25 exibe histogramas das amostras das distribuicbes preditivas para os niveis
de PMy nos 30 ultimos dias do periodo de andlise. As linhas verticais em cada histograma
indicam os reais valores observados. Com excecao #diazho horizonte de previsdo, em
gue se observou um nivel atipico para o poluente, bem superior a média deste periodo final,
as distribuicdes preditivas capturaram bastante bem os verdadeiros valores observados para o
poluente. O erro quadratico médio associado a média foi 254,6 (correspondente a um erro
relativo médio de 17,0%) . Ja para a mediana das distribui¢cdes preditivas, observou-se um erro
quadratico médio de 262,5 e erro relativo médio de 16,8%.
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Figura 5.25 Efeito de CO sobre 6bitos de criancas em SP - modelo 7: Histogramas das amostras das
distribuicbes preditivas para o nimero de 0Obitos, com horizontes variando de 1 a 30.

Como o modelo 3 apresentou menor erro preditivo e € bem mais parcimonioso que o modelo
7, julgamos que este seja o melhor modelo entre os ajustados.
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5.3 Conclusoes

Na primeira aplicacao apresentada, fica claro que o efeito de eleva¢gdes nos niveis Monoxi-
do de Carbono sobre o desfecho analisado perdura por diversos dias. De acordo com o modelo
5, a elevacao do nivel médio ao nivel maximo do poluente observados no periodo de andlise
chegaria a acarretar um aumento imediat@@#no nimero esperado de 6bitos. Ao se tornar
a estrutura que governa o impacto do poluente mais flexivel, no modelo 10, verifica-se que tais
elevacdes apresentam-se significativas em alguns instante, e em outros ndo, o que provavel-
mente ocorre devido aos mecanismos de interacdo do poluente com outras fontes associadas
ao desfecho (incorporadas ou ndo no modelo). Julgamos que seja valido investigar a inclusao
de novos termos no preditor desse modelo, mantendo a evolucéo temporal do cogictente
forma a capturar outras fontes de incerteza que talvez sejam a razao para os bons resultados as-
sociados ao modelo 5, que conta com termos de erro ndo estruturado no preditor. Cabe ressaltar
gue, embora os resultados de ajuste e preditivos do modelo 5 sejam satisfatorios, a incerteza
representada pelos erros ndo tem sua fonte explicitada, ao contrario do que ocorre no modelo
10.

Na aplicacao sobre niveis de material particulado, além de se verificar a significancia do
efeito imediato da chuva, tendo-se chegado a obter uma estimativa de decréscimo em torno
de 35% no nivel esperado do poluente, associado ao volume de chuva maximo observado,
constatou-se também a propagacao desse efeito nos dias subsequentes.

Um aspecto bastante interessante nesta segunda aplicacao € o fato de terem sido as obser-
vagOes omissas preenchidas durante o procedimento de estimacgédo e, portanto, os resultados
obtidos refletem essa fonte adicional de incerteza.

Em ambas as aplica¢cdes, pode-se verificar a relevancia na estimacao de modelos com pre-
ditores ndo-lineares associados a respostas nao-gaussianas: discreta, no primeiro caso, e con-
tinua, no segundo, tendo sido possivel a identificacdo de todos os modelos propostos. No
caso da segunda aplicacdo, modelos que apresentam funcdes de transferéncia dinamicas ainda
apresentam problemas de convergéncia. Atualmente estamos investigando as causas desses
problemas, que provavelmente ocorrem devido a quantidade de informacéo disponivel (700
dias), bem menor que na aplicacdo de Obitos em S&o Paulo, em que se dispds de 4 anos de
observacdes diérias, totalizando 1461 dias.

No préximo capitulo, faz-se um breve resumo dos aspectos desenvolvidos ao longo deste
trabalho, apontando-se alguns tGpicos para pesquisa futura.



CAPITULO 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

As possiveis causas para violacdes das hipoteses basicas de um modelo dindmico linear
séo diversas. Ao longo deste trabalho, tratou-se da estimagéao Bayesiana de modelos dindmicos
com estrutura observacional pertencente a familia exponencial - portanto, ndo necessariamente
normal - e contendo, em seus preditores, funcdes de transferéncia - o que torna tais preditores
nao-lineares. Tais modelos encaixam-se, dessa forma, na categoria dos modelos dinamicos
ndo normais e ndo lineares. Como visto na subsec¢do 2.2.2, até o final da década de 1980,
a obtencéo da distribuicdo a posteriori para esse tipo de modelo restringia-se a uma quanti-
dade limitada de caracteristicas associadas a esta: momentos de primeira e segunda ordens e
modas a posteriori ou, alternativamente, obtinham-se distribuices aproximadas, ao custo de
transformacdes, de forma a se atingir normalidade da resposta e/ou linearidade do preditor. A
partir da década de 1990, com o advento de métodos que postulam a obtencdo de amostras da
posteriori, adquiriu-se a flexibilidade de, uma vez obtida uma amostra representativa da dis-
tribuicdo a posteriori, construirem-se estimativas de Monte Carlo para quaisquer quantidades
associadas a tal distribuicdo. Em suma: € possivel fazer inferéncia Bayesiana completa sob
ndo-normalidade e ndo-linearidade. Os métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov foram
adotados, neste trabalho, para este fim. Especificamente, aplicou-se o amostrador de Gibbs
(com passos Metropolis-Hastings) para a construgéo de cadeias de markov que tivessem, como
distribuicdo estacionaria, a posteriori conjunta dos parametros envolvidos nos modelos propos-
tos. Passamos a discorrer, ha se¢cao a seguir, sobre apectos relevantes ao longo do desenvolvi-
mento do trabalho. Finalmente, na secéo 6.2 sdo levantados topicos para pesquisa futura.

6.1 Comentarios Gerais

6.1.1 Aspectos Computacionais

Do ponto de vista tedérico, sob certas condi¢cdes impostas sobre os nucleos de transicdo de
forma a produzir cadeias homogéneas, ergddicas e irredutiveis - atendidas pelas propostas ado-
tadas neste trabalho - os algoritmos MCMC certamente conduzirdo a distribuicdo estacionaria.

139
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Portanto, a eficiéncia computacional desses algoritmos esta ligada ao tempo para que a cadeia
de Markov construida atinja a distribuicdo a posteriori. Assim sendo, do ponto de vista pratico,
devem-se buscar estratégias para que a convergéncia ocorra 0 mais brevemente possivel. Em
modelos dinamicos, a dimensao do vetor paramétrico costuma ser bastante elevada e, ainda, os
parametros de estado (aqueles que variam estocasticamente) sdo serialmente correlacionados,
o que dificulta a convergéncia. Deve-se, entéo, na estratégia de amostragem, decidir pela atua-
lizagdo destes parametros individualmente ou em blocos. Tem-se o0 seguinte impasse: ao se
tomar blocos muito grandes, torna-se dificil fazer movimentos que sejam adequados para todas
as componentes do bloco, o que leva a baixas taxas de aceitacdo no algoritmo Metropolis-
Hastings e, consequentementemente, a possibilidade de que a cadeia gerada fique limitada
a subregides do espaco de estados. Em contrapartida, os movimentos individuais sobre os
parametros de estado ficam comprometidos pela autocorrelacdo inerente a estes. A estratégia
aqui tomada foi guiada pela comparacao, feita por Gamerman (1998), desses dois esquemas
a um terceiro, que se mostrou mais favoravel: a reparametrizacdo dos modelos dinamicos em
termos dos erros de evolucdo e amostragem individual destes ultimos, que, a priori, ndo sao
correlacionados.

Outro ponto que merece destaque € a forma adotada para a densidade proposta no algoritmo
Metropolis-Hastings. Neste trabalho, ao se amostrar parametros fixos no tempo, oscilou-se
entre propostas passeio-aleatorio, com variancias calibradas de forma a se otimizar as taxas de
aceitacao, e a proposta sugerida por Gamerman (1998), dada pela condicional completa obtida
a partir do modelo normal postulado para as observacdes ajustadas (2.10). Nesse caso, como
a dimensao do vetor paramétrico € pequena, é bastante simples calibrar as propostas e como
estas sdo simétricas, tem-se uma simplificacdo das razdes de aceitagdo (2.15), que reduzem-se
a razbes de posterioris, 0 que facilita o codigo para implementacao do algoritmo. Por outro
lado, ao se permitir a evolugéo estocastica para pelo menos um dos parametros envolvidos no
modelo, torna-se muito dificil calibrar as variancias de propostas passeio-aleatorio de forma a
garantir movimentacao por todo o espaco de estados. Nessas condicoes, a proposta baseada em
(2.10), que é uma aproximacao para a posteriori, forneceu altas taxas de aceitacdo, mostrando-
se bastante superior a proposta passeio-aleatério e conduzindo a convergéncia bem mais ra-
pidamente. De fato, houve casos em que, ao tentar utilizar propostas passeio-aleatorio ndo
obtivemos convergéncia.

Quanto a verificacdo de convergéncia, nao foi realizado qualquer teste "formal"de con-
vergéncia, mesmo porque tais testes sdo capazes apenas de forner evidéncias de convergén-
cia, mas nao séo conclusivos. Em todas as aplicagdes feitas, buscou-se gerar cadeias bastante
longas, de forma a tentar minimizar a possibilidade de se obter amostras de distribui¢cdes Oti-
mas apenas localmente. Optou-se por gerar duas cadeias paralelas e avaliar se seus tracos
mesclavam-se bem.

6.1.2 Identificacdo dos Modelos Propostos

De forma geral, os exercicios com dados simulados apontaram as seguintes evidéncias:
funcdes de transferéncia de ordem=1,s < 1) foram estimadas bastante bem, mas para val-
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oress > 2, houve dificuldade na identificacdo dos parametros associados as defasagens da re-
gressorX. A adi¢cédo de termos de erro independentes, visando capturar fontes de variagcao nao
presentes no preditor, ndo comprometeu a estimac¢ao dos demais parametros estruturais. Quanto
aos modelos que apresentaram parametros evoluindo estocasticamente, houve certa dificuldade,
para dados Poisson, na estimacéo do parametro autoregrgssaaose permitir evolucao do

nivel a;, obtendo-se subestimativas parao que, evidentemente, acarretou efeitoXdene-

didos pela funcdo de resposta ao impulso) menos duradouros que o esperado. Presumimos
que este tipo de problema possa ser causado pelo fato de que a evolu¢ao do nivel segundo um
passeio aleatdrio carrega, a cada instante, a memoéria do processo sob analise, "competindo”,
assim, com o parametm. Ao aplicar a mesma estrutura a dados com distribuicdo Binomial,
entretanto, o parametro autoregressivo foi muito bem estimado, o que sugere que uma investi-
gacao mais profunda desse tipo de estrutura seja recomendavel, trabalhando-se com diferentes
especificacdes probabilisticas para a varidvel resposta, aliadas a variadas especificagdes de va-
lores para as componentes do vetor paramétrico. E possivel que, dada uma estrutura observa-
cional, o modelo proposto nao seja identificavel para determinada magnitude dos parametros
subjacentes, mas que o0 seja para outra. Ja os modelos com parametro de choque instantaneo da
regressoraf, variando segundo um passeio aleatdrio, apresentaram-se muito bem estimados,
recuperando-se bastante bem tanto as fungfes de resposta ao impulso e transferéncia teoricas
guanto as fungdes de resposta média. Este tipo de modelo mostra-se bastante versatil, uma vez
gue determina, a cada instante, funcdes de resposta ao impulso que, apesar de sujeitas a mesma
forma analitica, podem ter suas magnitudes atualizadas de acordo com variacdes ocorridas nos
sistemas analisados. Sua estimacéo para diferentes respostas, inclusive de natureza discreta,
constitui-se, assim, em uma das maiores contribui¢cdes deste trabalho.

Cabe registrar que, em todos os exercicios simulados em que algum dos parametros evoluiu
dinamicamente, as variancias dos erros de evolucao apresentaram-se subestimadas, fornecendo
trajetdrias para estes parametros mais suaves que suas trajetorias tedricas. Embora as trajetérias
estimadas tenham capturado satisfatoriamente o padréo tedrico, esforcos no sentido de melhor
estimar as variancias de evolucao sao validos.

Quanto a natureza da distribuicdo e ndo se observou problemas além dos ja relata-
dos associados a respostas Poisson e Gama. Para respostas distribuidas segundo o modelo
Binomial(n, p;), parece haver maior facilidade de identificacdo a medida enn guenenta.

De fato, chegamos a fazer alguns exercicios para dados simulados de acordo com o modelo
Bernoulli, para o quah = 1 e, nesse caso, 0 parametro autoregressivo apresentou-se severa-
mente subestimado. Uma possivel explicagdo para tais resultados é a seguinte: observe-se que
o coeficiente de variagdo em um modelo Binomial € proporcioriglyan. Tomando-se tal
coeficiente como uma medida de incerteza associada aos dados (ja livre de sua escala de men-
suracado), tem-se a incerteza tendendo a zero quandee. Em suma: a informacgéo contida

nos dados aumenta came dai os melhores resultados obtidos com valores maiores para este
parametro. O coeficiente de variacdo depende, ainda, & portanto, dos valores atribuidos

ao vetor paramétrico, uma vez que estes determinam o preditor atriblddibcp;). Assim,

a discussao acima somente faz sentido ao se aumentar o valpadevalores de fixos.

Para a distribuicdo Gaussiana Inversa, houve problemas na identificacdo do pag&metro
Como toda a estrutura preditiva é colocada sobre a mggiag? é ortogonal a este parametro,
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a estimacdo dos parametros estruturais que compdem o preditor ndo traz informacéo para a
estimacdo der?. Sendo assim, o investimento no sentido de se atribuir estruturas preditivas
também ao? pode ser promissor.

6.1.3 Alguns aspectos sobre as aplicacdes desenvolvidas

Em ambas as aplicacdes apresentadas, a primeira envolvendo o efeito de um poluente sobre
um desfecho epidemioldgico e na segunda, a modelagem dos niveis de um poluente em funcéo
de variaveis meteoroldgicas e de calendario, observou-se que o efeito de um pulso em uma
das regressora perdura por varios dias. Assim, para avaliacdo do real efeito acumulado pela
regressora, a utilizacdo de modelos de funcdo de transferéncia (contrapondo-se a abordagem
usual nas aplicacdes desenvolvidas nessa area de avaliacao de efeitos de curto prazo) mostrou-
se extremamente propicia. Ainda, a flexibilidade intrinseca aos modelos dindmicos adotados
permite que sejam ajustados modelos que melhor reflitam a realidade.

Uma das premissas na filosofia de inferéncia Bayesiana reside no fato de que, idealmente,
deve-se trazer a luz e conjuntamente todas as incertezas envolvidas no problema. Na segunda
aplicacé@o desenvolvida no capitulo 5, havia dois valores omissos para a variavel resposta, 0s
guais foram estimados pelo proprio procedimento MCMC, incorporando-se as distribuicdes a
posteriori a variabilidade devida ao desconhecimento de tais valores. Na primeira aplicacéo,
entretanto, havia 56 instantes sem registro para a regressora Monoxido de Carbono. Nessa
aplicacao, as observacdes omissas foram preenchidas utilizando o aplicativo desenvolvido por
Junger (2002), com metodologia baseada no algoritmo EM e fortemente influenciada pelo
ajuste de um modelo ARIMA que dé conta do padrédo temporal existente nas séries de polu-
entes em cada estacado de mensuracdo. Como a série temporal disponivel em cada estacao de
mensuracao é bastante longa, obteve-se valores de preenchimento que parecem bastante ra-
zoaveis. Esta é apenas uma dentre as diversas possibilidades para preenchimento de dados
faltantes e, como todo método de insercéo prévia de dados omissos, apresenta uma forte limi-
tacdo, principalmente no contexto Bayesiano, e com o algoritmo utilizado, a incerteza associ-
ada as estimativas obtidas é subestimada, uma vez que os dados de preenchimento séo, de fato,
tratados como valores observados. O preenchimento via algoritmo MCMC contornaria este
problema, obviamente envolvendo algum custo computacional. Tentou-se estimar tais quanti-
dades utilizando passos adicionais no algoritmo MCMC, entretanto, com a estrutura proposta
para os modelos, ndo foi possivel obter informacéo suficiente para estimar estes valores omis-
sos. Uma alternativa para se obter informacao suficiente para estimacao de valgresrie
a construcédo de modelos hierarquicos em que se determine uma estrutura preditkaepara
em um segundo nivel, a resposta esperada seja modelada condicionalieiNea aplicacdo
desenvolvida, poderia-se pensar, por exemplo, na modelagem dos niveis de Monéxido de Car-
bono em funcao de variaveis meteoroldgicas e, completando a estrutura hierarquica, o numero
esperado de 6bitos seria modelado em funcdo dos niveis do poluente e também de variaveis
climaticas.

Outra questéao relevante quanto as aplicacdes desenvolvidas é o fato de s6 termos atribuido
efeitos cumulativos através do tempo a uma das regressoras presentes no preditor. Em ambas as
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aplicacdes, os efeitos de temperatura e umidade foram considerados instantaneos, contrariando
a intuicdo de que oscilagBes sobre estas variaveis apresentem uma dinadmica propria de impacto
sobre a resposta esperada. Inicialmente, tentaram-se modelagens do tipo:

Et = pE_1+ (X, TemperaturaUmidade)3, B = (B1,B2,B3).

N&o foi possivel, na formulacdo acima, identificar o parametro autoregressivo, uma vez que
se tentou atribuir a mesma medida de memoria a variaveis que podem apresentar diferentes
dindmicas. Pode-se relaxar estas condi¢cdes, adotando-se abordagens como a descrita na sub-
secéo 6.2.3

6.2 Topicos para Trabalho Futuro

6.2.1 Modelagem de efeitos que apresentem pontos de inflexdo

Ao se analisar problemas nos quais o efeito da regressora sobre a resposta esperada leve
algum tempo até atingir seu apice, faz-se necessério, de acordo com as formulacao intro-
duzida por Koyck (1954), aplicar diversas defasagen¥XefEm aplicacfes nas quais os dados
encontram-se agregados temporalmente, dificilmente se observa esse tipo de padrdo, mas se a
unidade temporal for mais refinada, é bastante razoavel supor-se que o ef€ifindsa au-
mentar por varios instantes, até que finalmente atinja seu valor mais extremo, para entdo tornar
a decair. Como visto ao longo deste trabalho, modelos definidos em termos de defasagens
na regressorX séo propensos a problemas de identificagdo. Como discutimos anteriormente,
para evitar problemas de estimacdo acarretados pela autocorrelaca®; eiire,---, uma
abordagm alternativa consiste em assumir-se, para um modelo de defasagens distribuidas (ou
modelo de fungéo de transferéncia de forma livre) que os coeficigptesg =0,1,--- s, asso-
ciados as diversas defasagens estejam relacionados por alguma forma funcional. Neste sentido,
aplicamos, em particular, restricdes polinomiais propostas por Almon (1965). Quanto maior
o grau do polindmio suavizador, mais flexivel € o formato da trajetdria dos coeficfgntes
obtendo-se, ja com grads= 2 oud = 3, trajetdrias de decaimento geométrico ou crescimento
até um valor maximo e posterior decaimento do efeitXXd&ntretanto, além da necessidade
de escolha do grau do polindmio de aproximagao para os coefic/gntasa severa limitacéo
associada a essa abordagem encontra-se na necessidade de se especificar um niamero maximo
de defasagens, assumindo-se assim qpg= 0, | > se correndo-se o risco de subestimar
o efeito total acumulado pela regressora a cada instante. Solow (1960) propde uma forma de
restricdo aos coeficientg, j = 1,2,---, supondo-se que 0os mesmos sigam o padréo ditado
pela distribuicdo Pascal. Tem-se, entéo:

p=p( "1 aerel
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Ao se substituir os valores ¢& assim determinados el = BoX + B1X%-—1+--- € fazendo-se
E: — (1— pB)"E, B 0 operador defasagem, chega-se a:

Ei—rpE_1+ ( ; ) P°Eio— -+ (=1 p'E_r = B(1—p)%.

A estrutura acima (a qual, em geral, adiciona-se um termo de erro) prové diversos perfis pos-
siveis para os efeitos d€ a distribuicdo Pascal é sempre assimétrica positiva, e quanto maior
o valor dep e menor o valor de, mais acentuada é a assimetria, sendo o modelo de Koyck
obtido como caso particular quande- 1.

Ravines et al. (2006) utiliza as restricdes de Solow em modelos gaussianos ajustados para
dados trimestrais e, ao permitir valore® e 3 parar (ora fixando estes valores e escolhendo o
melhor modelo por critérios de selecao, ora atribuindo priori discreta aos trés valores propostos
parar e avaliando sua posteriori), obtém melhores resultadosrpard. Seria interessante
avaliar a estimacgéo desse tipo de modelo para respostas ndo Gaussianas e, ainda, para da-
dos com menor nivel de agregacédo, como os dados diarios das aplicacbes desenvolvidas neste
trabalho, onde haveria maiores chances de se obter valorels Ainda, podem-se buscar
parametrizacfes alternativas e parcimoniosas para efeitos sujeitos a pontos de inflexao.

6.2.2 Modelagem espaco-temporal

Em muitas aplicacdes, € importante modelar adequadamente néo s6 a forma de propagacao
de efeitos de uma regressora sobre a resposta esperada no tempo, mas também o comporta-
mento desses efeitos no espaco. Nas aplicacdes desenvolvidas nesse trabalho, por exemplo,
tem-se registros de niveis de poluentes em varias estagbes de mensuracdo. Ao trabalharmos
com uma unica medida, representada pela média diaria desses registros sobre todas as es-
tacoes, implicitamente postulamos que os comportamentos assumidos propaguem-se de forma
homogénea em toda a regido observada. Na modelagem referente ao nimero de 6bitos de
criangas em S&o Paulo, por exemplo, restringimo-nos a essa hipétese devido ao fato de que,
embora os niveis de poluentes sejam tomados em diferentes pontos no espaco, o desfecho em
guestdo (numero de Obitos), foi registrado apenas como a contagem total na cidade de Séo
Paulo.

Suponha-se, entretanto, que as informacdes tanto para o desfecho quanto para as regressoras
estejam disponiveis para localizagfes, registradas porperiodos de tempo. Diversas sao
as formas possiveis para a modelagem espaco-temporal da propagacdo dos efeitos de uma
regressor& sobre a resposta esperada. Supondo-se, inicialmente, funcdes de transferéncia de
ordem ¢ = 1,s=0), pode-se, por exemplo, assumir:

* que o efeito dX se propague da mesma maneira em todas as localiza¢ées, - -- ,m,
como em Fernandes (2006):

Eit=pPEit-1+BXy;
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gue, em cada estacao, os impacto imediata¥ debre a resposta possam variar com o
tempo:
Eit=pEit—1+BXt;

gue os impactos imediatos desobre a resposta possam variar de acordo com a locali-
zacao:
Eit = pEit—1+BiXt;

gue a velocidade do decaimento do efeitdXdeobre a resposta varie segundo a localiza-
cao:
Eit=pE—1+BXy

gue a memoaria do processo seja fixa no tempo e no espacgo, mas que os choques imediatos
de X sobre a resposta variem temporal e espacialmente:

Eit=pEi—1+[itXy.

Obviamente, se 0 numero de localizagfes é razoavelmente elevado e se as séries temporais
observadas em cada uma das localiza¢gGes sédo extensas, algumas das especificacées acima po-
dem implicar um vetor paramétrico a estimar com dimensédo bastante alta e a viabilidade da
identificacdo de tais modelos deve ser avaliada caso a caso.

Todas as especificacbes acima pressupdem a mesma forma de propagacdo: decaimento
geomeétrico dos efeitos d¢ ao longo do tempo. Uma outra tentativa que pode ser feita € a de
se supor que mesmo o formato da propagacao possa variar de acordo com a localizacao, em
determinados ponto decaindo sempre, em outros apresentando inflexdo, o que poderia ser feito
de diferentes maneiras: uma primeira forma seria a especificagéo de:

Eit = PEit—1+ BoXit + BirXit—1+ BisXit—s,

com a estimacédo dos parametf@sndicando a significancia ou ndo dos mesmos (o0 que de-
terminaria diferentes formatos). Como ja relatado, entretanto, para valores afitsridese
problemas na identificagcdo dos modelos assim especificados. Para contornar tal problema, ja
se mencionou a possibilidade de utilizacdo de abordagens como a de Solow. Pode-se tentar
especificar modelos de Solow em que o parametgoie determina se a funcao de resposta ao
impulso € monétona ou néo, varie espacialmente, atribuindo-se a este parametro prioris discre-
tas definidas sobre poucos pontos, como faz Ravines et al. (2006) para uma unica localizagéo.
Se for possivel determinar a posteriorirgleé = 1,--- , s, pode-se chegar a diferentes formatos

de propagacao através do espaco.

6.2.3 Tratamento do efeito acumulado de mais que uma regressora

Muitas vezes € necessario construir-se preditores nos quais presume-se gque mais que uma
regressora apresente efeitos sobre a resposta que se propagam por alguns periodos. Se aidéia de
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se trabalhar com modelos de defasagens distribuidas para uma Unica regressora ja traz compli-
cacgles devido a autocorrelacao serial associada a tal regressora, mais complexo ainda torna-se
0 problema ao se tentar atribuir defasagens distribuidas a outra(s) regressora(s), uma vez que,
além de autocorrelacdes seriais, tem-se entdo que lidar com a possivel correlacao entre regres-
soras ao longo do tempo. Assim, parametrizacdes parcimoniosas, como aquelas adotadas nas
funcdes de transferéncia com forma funcional especifica, podem ser mais adequadas.

J& iniciamos a analise de modelos contendo mais que uma funcéo de transferéncia, mas
ainda em um estagio incipiente. A figura 6.1 exibe os histogramas de amostras das posterio-
ris marginais das componentes@e- (a, p1, 02, B1,B2,Eo 1, Eo2), obtidas ao se ajustar, para
dados simulados, o modelo:

V¢ ~ Poissori)
log(At) = a+Eiz+Ext
Eit = P1Ert—1+BiXay
Ext = p2Eot_1+4 BoXos.
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Figura 6.1 Estimacdo de um modelo contendo duas fungdes de transferéncia: Histogramas das
amostras da posteriori.

Assumiram-se as seguintes distribuicdes a priorip, "y (0,1), a,Bl,Bz,irig N(0,10°).
Ao se utilizar prioris tdo vagas quanto estas para os efeitos iniciais das regressoras, apés 30000
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iteracoes, as cadeias referentes a estes efeitos ainda ndo haviam convergido. Adotaram-se,
~ A R iid . .

entdo, para estes parametros, as prigig;, Eo » ~ N(0,1). As linhas vermelhas nos histogra-

mas indicam os valores teoricos utilzados para a geracao do conjunto de dados. Como se pode

ver, foi possivel identificar todos os parametros envolvidos. Pretendemos, em breve, adotar

estruturas variadas para as funcdes de transferéncia associadas a cada regressora.
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