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Resumo

Neste trabalho estudamos o modelo de sobrevivência com fração de cura

proposto por Yakovlev et al. (1993), fundamentado em uma estrutura de

riscos competitivos concorrendo para causar o evento de interese, e a abor-

dagem proposta por Chen et al. (1999), na qual covariáveis são introduzidas

para modelar o número de riscos. Estudamos o caso em que covariáveis são

medidas com erro, e para a obtenção de estimadores consistentes conside-

ramos a utilização do método do escore corrigido. Um estudo de simulação

é realizado para avaliar o comportamento dos estimadores obtidos por este

método em amostras finitas. A simulação visa identificar não apenas o im-

pacto sobre os coeficientes de regressão das covariáveis medidas com erro

(Mizoi et al. 2007), mas também sobre os coeficientes de covariáveis medidas

sem erro. Verificamos também a adequação da distribuição exponencial por

partes ao modelo com fração de cura e erro de medida. Ao final, são feitas

aplicações do modelo envolvendo conjuntos de dados reais.

Palavras-Chave: Análise de sobrevivência, fração de cura, erro de medida.



Abstract

In this work, we study the survival cure rate model proposed by Yakovlev

et al. (1993), based on a competing risks structure concurring to cause the

event of interest, and the approach proposed by Chen et al. (1999), where

covariates are introduced to model the risk amount. We focus the measure-

ment error covariates topics, considering the use of corrected score method in

order to obtain consistent estimators. A simulation study is done to evaluate

the behavior of the estimators obtained by this method for finite samples.

The simulation aims to identify not only the impact on the regression coef-

ficients of the covariates measured with error (Mizoi et al. 2007) but also

on the coefficients of covariates measured without error. We also verify the

adequacy of the piecewise exponential distribution to the cure rate model

with measurement error. At the end, model applications involving real data

are made.

Key-words: Survival analysis, cure rate, measurement error.
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2.2 Incluindo Covariáveis ao Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3 Função de Verossimilhança . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Modelo com Fração de Cura e Erro de Medida 18

3.1 Suposições sobre o Erro de Medida . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2 Função de Verossimilhança Marginal . . . . . . . . . . . . . . 19

3.3 Método do Escore Corrigido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.4 Correção para o Modelo com Fração de Cura . . . . . . . . . . 22

3.5 Especificando a Distribuição F (·) . . . . . . . . . . . . . . . . 23

iv



3.5.1 Modelo Exponencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.5.2 Modelo Weibull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.5.3 Modelo Exponencial por Partes . . . . . . . . . . . . . 24

4 Simulação 26

4.1 Simulando o Conjunto de Dados . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.2 Efeito do Erro de Medida na Covariável Medida sem Erro . . . 28

4.3 Adequação do MEP ao Modelo com Fração de Cura e Erro de

Medida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5 Aplicação 41

5.1 Caso 1: Evasão Escolar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.1.1 Caracterização do Conjunto de Dados . . . . . . . . . . 41

5.1.2 Caracterização do Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.1.3 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.2 Caso 2: Câncer de Mama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.2.1 Caracterização do Conjunto de Dados . . . . . . . . . . 46

5.2.2 Caracterização do Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.2.3 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6 Considerações Finais 52

6.1 Conclusões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.2 Pesquisas Futuras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

A Função de Verossimilhança 55

B Logaritmo da Função de Verossimilhança Marginal 58

C Algoritmos em R 60

Referências Bibliográficas 64



Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Análise de Sobrevivência

Em modelos de sobrevivência, estamos sempre interessados no tempo até

a ocorrência de um evento de interesse, comumente denominado tempo de

sobrevivência ou de vida. Seja o tempo até a ocorrência da falha de uma

lâmpada, até a morte de um paciente com câncer, até a recidiva de um

tumor, até um cidadão quitar uma d́ıvida bancária ou mesmo até um aluno

concluir a sua graduação, todos esses fenômenos podem ser objeto de estudo

da análise de sobrevivência.

No desenvolvimento do texto que se segue, consideramos que os indiv́ıduos

são as unidades de estudo (lâmpadas, pacientes, estudantes, etc.), e dados

de sobrevivência são o conjunto de observações em relação ao tempo de vida

dos indiv́ıduos.

Seja T uma variável aleatória cont́ınua não-negativa, com função densi-

dade de probabilidade f(·) e função de distribuição acumulada F (·), repre-

sentando o tempo até a ocorrência do evento de interesse para um indiv́ıduo.

Definimos então a função de sobrevivência, S(·), como sendo a probabilidade

de T ser superior a um certo tempo t, ou seja, a probabilidade de o indiv́ıduo

sobreviver ao tempo t. Desta forma, temos

S(t) = P (T ≥ t) =

∫ ∞

t

f(u)du = 1− F (t), t ≥ 0. (1.1)
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Note que S(t) é uma função monótona decrescente, sendo S(0) = 1 e S(∞) =

limt→∞ S(t) = 0.

O risco (ou taxa de falha) de um intervalo [t, t + ∆t) é definido como

sendo a probabilidade de a falha ocorrer neste intervalo, dado que que não

ocorreu antes de t, dividida pelo comprimento do intervalo, ∆t, ou seja,

P (t ≤ T < t + ∆t|T ≥ t)

∆t
.

Se ∆t → 0, temos a taxa de falha instantânea no tempo t condicionada à

sobrevivência até o tempo t. Então, a função risco associada a T, h(·), é

definida como

h(t) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t + ∆t|T ≥ t)

∆t
. (1.2)

Temos ainda a função risco acumulado, H(·), dada por

H(t) =

∫ t

0

h(u)du. (1.3)

Observe que a função risco acumulado é tal que

H(∞) = lim
t→∞

H(t) = ∞,

ou seja, não é limitada superiormente.

As seguintes relações podem ser estabelecidas entre as definições acima:

f(t) = −dS(t)

dt
, (1.4)

h(t) =
f(t)

S(t)
, (1.5)

S(t) = exp(−H(t)). (1.6)

Portanto, para as funções f(·), F (·), S(·), h(·) e H(·), basta conhecermos

uma delas para obtermos as demais. Para maiores detalhes, recomendamos

ver o livro do Lawless (1982).

Um fenômeno comum em dados de sobrevivência é a ocorrência de cen-

suras, ou seja, para alguns indiv́ıduos em estudo não sabemos seu tempo
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exato de vida, mas apenas que este excede um valor. São observações incom-

pletas ou parciais, e isso ocorre quando o ind́ıv́ıduo não pôde ser acompa-

nhado até a ocorrência do evento de interesse, seja por ele ter abandonado o

experimento, por perda de informação ou pela limitação do tempo de acom-

panhamento do experimento, dentre outros motivos. Entretanto, tais ob-

servações mesmo censuradas fornecem informações sobre o tempo de vida do

indiv́ıduo e devem ser utilizadas na análise estat́ıstica, e a sua omissão no

cálculo das estat́ısticas de interesse pode ocasionar conclusões viciadas.

1.2 Modelos em Análise de Sobrevivência

Vários modelos paramétricos podem ser utilizados na análise de dados de

sobrevivência. Dentre os modelos univariados, alguns ocupam uma posição

de destaque por sua comprovada adequação a várias situações práticas, den-

tre os quais podemos citar: exponencial, Weibull, gama e log-normal.

Quando as circunstâncias do problema em estudo não suportam a uti-

lização de um modelo paramétrico, a solução pode estar na utilização de

distribuições ou métodos semi-paramétricos, dentre os quais destacamos o

modelo exponencial por partes (MEP).

Caracterizamos a seguir três modelos importantes no desenvolvimento

deste trabalho.

1.2.1 Modelo Exponencial

Se T tem distribuição exponencial, sua função risco é constante e dada

por

h(t) = λ, t ≥ 0,

com λ > 0. A partir desta, a função densidade de probabilidade e a função

de sobrevivência são obtidas através das relações (1.3) à (1.6), e dadas res-

pectivamente por

f(t) = λ exp(−λt), t ≥ 0, (1.7)
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e

S(t) = exp(−λt), t ≥ 0. (1.8)

1.2.2 Modelo Weibull

Se T tem distribuição Weibull, sua função risco é da forma

h(t) = λβ(λt)β−1,

com λ > 0 e β > 0, parâmetros do modelo. Note que a distribuição ex-

ponencial é um caso particular da distribuição Weibull, quando β = 1. A

função densidade de probabilidade e a função de sobrevivência são obtidas

através das relações (1.3) à (1.6), e dadas respectivamente por

f(t) = λβ(λt)β−1 exp[−(λt)β], t > 0, (1.9)

e

S(t) = exp[−(λt)β], t > 0. (1.10)

É comum encontrarmos a distribuição Weibull parametrizada de outras

formas. Uma delas, utilizada em Mizoi et al. (2007), considera um vetor de

parâmetros λ = (ρ, γ) tal que as funções densidade de probabilidade e de

sobrevivência são dadas por

f(t) = eγρtρ−1 exp(−tρeγ), t > 0, (1.11)

e

S(t) = exp(−tρeγ), t > 0. (1.12)

Relacionando as duas parametrizações, temos eγ = λβ e ρ = β.

A função risco é monótona crescente se β > 1, decrescente se β < 1 e

constante se β = 1 (distribuição exponencial).

O modelo Weibull tem sido bastante utilizado na prática por fornecer

uma boa descrição de diversos tipos de dados de sobrevivência.
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1.2.3 Modelo Exponencial por Partes

O modelo exponencial por partes ou modelo exponencial particionado

(MEP) tem sido discutido extensivamente na literatura em diferentes contex-

tos. Dentre os trabalhos que serviram de referência no seu estudo e entendi-

mento, podemos citar Friedman (1982), Kim & Proschan (1991), Lindsey &

Ryan (1993), Chen & Ibrahim (2001), Demarqui (2006), dentre outros.

Uma grande vantagem do MEP é o fato dele ser capaz de acomodar

funções risco com diversas formas, sejam elas monótonas ou não, o que o

torna bastante flex́ıvel. Outra vantagem reside no fato de podermos controlar

o seu grau de parametricidade, podendo-se até trabalhar na sua versão não-

paramétrica.

Considere uma partição arbitrária e finita de <+, {s1, . . . , sk}, tal que 0 =

s0 < s1 < s2 < . . . < sk < ∞. Desta forma, o eixo do tempo <+ fica dividido

em k intervalos disjuntos, denotados por I1 = (s0, s1], I2 = (s1, s2], . . . , Ik =

(sk−1, sk]. O MEP se caracteriza pela aproximação da função risco por valores

constantes em cada um dos intervalos definidos pela partição {s1, . . . , sk},
isto é, assume-se que em cada intervalo Ij = (sj−1, sj], j = 1, . . . , k, a função

risco seja constante e denotada por h(t) = λj, λj > 0, ∀t ∈ Ij. Desta forma,

a função risco acumulado H(t), associada ao j-ésimo intervalo, é dada pela

soma das áreas de retângulos cujas bases são determinadas pelos intervalos

definidos pela partição {s1, . . . , sk}, e com alturas dadas pela função risco

h(t), ou seja,

H(t) =


λ1t, se t ∈ I1;
j−1∑
r=1

λr(sr − sr−1) + λj(t− sj−1), se t ∈ Ij, j > 1.
(1.13)

Assim, utilizando as relações (1.6) e (1.5) respectivamente, a função de sobre-

vivência e a função densidade de probabilidade da distribuição exponencial

por partes são dadas por
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S(t|λ1, . . . , λk) =


exp (−λ1t) , se t ∈ I1;

exp

{
−

[
j−1∑
r=1

λr(sr − sr−1) + λj(t− sj−1)

]}
, se t ∈ Ij, j > 1,

(1.14)

e

f(t|λ1, . . . , λk) =


λ1 exp (−λ1t) , se t ∈ I1;

λj exp

{
−

[
j−1∑
r=1

λr(sr − sr−1) + λj(t− sj−1)

]}
, se t ∈ Ij, j > 1,

(1.15)

com λj > 0, ∀j = 1, . . . , k.

1.3 Fração de Cura

Nos modelos de sobrevivência usuais, considera-se que todos os ind́ıviduos

envolvidos no experimento atingirão o evento de interesse se forem acompa-

nhados por um tempo suficientemente grande, mas considerar tal abordagem

pode não ser adequado em algumas situações.

Existem dados de sobrevivência nos quais uma porcentagem dos indiv́ıduos

não apresentará a ocorrência deste evento, mesmo se acompanhados por um

longo peŕıodo de tempo. Certamente uma lâmpada cedo ou tarde falhará,

porém um paciente curado de um câncer pode nunca vir a sofrer o retorno

(ou recidiva) do tumor, um cidadão pode nunca vir a quitar uma d́ıvida e um

aluno pode abandonar e nunca vir a se formar em um curso. Diz-se então

que esses ind́ıv́ıduos são imunes ao evento de interesse, e o conjunto de dados

de sobrevivência aos quais eles pertencem possui uma fração de cura ou de

curados.

Um fato que pode vir a indicar a presença de imunes num conjunto de

dados de sobrevivência é a ocorrência de uma alta proporção de censura a

direita, ou seja, ao final de um experimento, quando o seu tempo limite foi

atingido, existe um grande número de indiv́ıduos que não apresentaram o
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evento de interesse. A Figura 1.1 apresenta a curva de sobrevivência esti-

mada (estimador Kaplan-Meier) para um conjunto de dados reais referente

ao tempo que alunos levam para a conclusão do curso de graduação em es-

tat́ıstica da UFRN. Observamos que a cauda direita se acomoda num valor

bem acima do zero por um peŕıodo considerável, retratando desta forma o

comportamento de uma função de sobrevivência imprópria, ou seja, que não

tende a zero quando o tempo cresce. É nesse contexto que surgem, como

proposta para tratar de dados com estas caracteŕısticas, os modelos de so-

brevivência com fração de cura.
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Figura 1.1: Estimativas Kaplan-Meier para os dados de tempo até a con-
clusão do curso de graduação em Estat́ıstica da UFRN no peŕıodo de 1997 à
2004. Amostra com n = 354 alunos.

7



1.4 Análise de Sobrevivência com Fração de

Cura

Uma alternativa para lidar com a presença de fração de cura em um con-

junto de dados é considerarmos uma mistura de distribuições paramétricas,

sendo uma função de sobrevivência imprópria considerada para a população

total (curados e não curados) e uma função de sobrevivência própria para a

parte da população formada pelos não curados. Boag (1949) e Berkson &

Gage (1952) propõem um modelo de mistura de distribuições paramétricas,

o qual considera que a população possui uma porcentagem π de indiv́ıduos

imunes ou curados. Utilizando uma partição em curados (C) e não curados

(NC), a função de sobrevivência populacional é dada por

Sp(t) = P (T ≥ t)

= P (T ≥ t|C)P (C) + P (T ≥ t|NC)P (NC)

= 1× π + SNC(t)(1− P (C))

= π + SNC(t)(1− π).

Assim,

Sp(t) = π + (1− π)SNC(t), t ≥ 0, (1.16)

sendo SNC(·) a função de sobrevivência própria associada aos indiv́ıduos não

curados.

Desde então, diversos autores vêm discutindo a respeito de modelos en-

volvendo mistura de distribuições e fração de cura. Fareweel (1982) reanalisa

um experimento toxicológico, feito originalmente por Pierce et al. (1979)

que utilizou um modelo de riscos proporcionais de Cox, usando uma mistura

de distribuições paramétricas e considerando a presença de indiv́ıduos sobre-

viventes. Goldman(1984) discute sobre a análise de sobrevivência quando a
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cura é posśıvel. Greenhouse & Wolfe (1984) estudam uma generalização do

modelo de mistura baseada na teoria de riscos competitivos. Farewell (1986)

examina o uso de tais modelos na inferência estat́ıstica. Halpern & Brown

(1987) comparam o poder dos testes log-rank e de Wilcoxon generalizado em

situações onde modelos de fração de cura são apropriados. Gray & Tsiatis

(1989) estudam testes para comparar diferenças entre frações de cura, en-

quanto Sposto et al.(1992) comparam testes de diferença entre proporção de

curados. Laska & Meisner (1992) trabalham com estimação não-paramétrica

em modelos com fração de cura. Kuk & Chen (1992) propõem um modelo

de mistura combinando regressão loǵıstica e de riscos proporcionais. Um ex-

celente livro que aborda modelos de sobrevivência com fração de cura é o de

Maller & Zhou (1996).

Alternativamente, Yakovlev et al. (1993) propõem uma nova classe de

mistura envolvendo uma estrutura de riscos competitivos, onde eles impõem

um limite superior à função de risco acumulado populacional de tal forma

que

Hp(∞) = lim
t→∞

Hp(t) = θ, θ > 0,

e definem Hp(t) = θF (t), sendo F (·) uma função de distribuição de uma

variável não-negativa. Desta forma, utilizando a relação (1.6), temos que a

função de sobrevivência populacional (curados e não curados) é dada por

Sp(t) = exp(−θF (t)), t ≥ 0,

e a fração de cura por

π = lim
t→∞

exp(−θF (t)) = exp(−θ),

o que resulta numa função de sobrevivência própria para os indiv́ıduos não

curados, de acordo com (1.16), dada por

SNC(t) =
Sp(t)− π

1− π
=

exp(−θF (t))− exp(−θ)

1− exp(−θ)
.

9



Tsodikov (1998) observa que quando o parâmetro θ é definido como uma

função de covariáveis observadas, o modelo proposto por Yakovlev et al.

(1993) apresenta a estrutura de riscos proporcionais.

Chen et al. (1999) propõem uma versão bayesiana do modelo introduzido

por Yakovlev et al. (1993), e desenvolvem vários resultados em trabalhos

posteriores. Chen et al. (2001) propõem estimadores de máxima verossi-

milhança para dados com omissão, ou seja, dados incompletos. Chen et al.

(2002 a, b e c) desenvolvem métodos Bayesianos para omissão em covariáveis,

análises multivariadas e aplicações em dados de câncer.

1.5 Erro de Medida

É comum a ocorrência de erro de medida em procedimentos de men-

suração. Seja pela imprecisão do instrumento de medida, pela falta de

habilidade do técnico responsável, por intempéries presentes no ambiente

de medição ou mesmo por algum entrevistado faltar com a verdade numa

pesquisa de opinião, os erros podem ocorrer comumente na prática, e tais

erros poderão afetar a precisão de estimadores de uma função que dependa

de tais medidas. Em estudos de comparação de grupos, parte da diferença

(ou mesmo toda) entre eles pode ser devido a tais erros.

Modelos com erro de medida em geral apresentam-se da seguinte forma:

uma variável resposta Y deve ser obtida em termos de variáveis indepen-

dentes, dentre as quais distinguimos dois tipos: X representando as variáveis

que são medidas sem erro, e Z as que não podem ser observadas de maneira

exata, para os indiv́ıduos em estudo. Assim, os parâmetros do modelo rela-

cionando Y e (X, Z) não podem ser estimados diretamente ajustando Y à

(X, Z), pois Z não é observável. Em vez disso, nós podemos observar uma

variável W que é relacionada à Z. O principal objetivo dos modelos com erro

de medida é obter estimativas não-viciadas dos parâmetros indiretamente,

ajustando o modelo para Y em termos de (X, W ). Porém, substituindo Z por
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W , sem que sejam feitos certos ajustes (ou correções), obtemos estimativas

assintoticamente viciadas (Stefanski 1985). Em geral, ocorre que o estimador

baseado na observação W , conhecido como estimador naive, é inconsistente

e a estimativa é atenuada (em direção à zero) pelo erro de medida.

Um aspecto importante na utiliação de modelos com erro de medida está

na suposição sobre a variável não observada (Z). Esta pode ser conside-

rada como uma constante (modelo funcional) ou como uma variável aleatória

(modelo estrutural). Dentre os modelos com erro de medida, podemos citar

o método do escore corrigido, simulação e extrapolação (SIMEX) e o de

regressão-calibração. Para um estudo detalhado a respeito de modelos com

erro de medida, aconselhamos a leitura do livro do Carroll et al. (1995).

Mizoi et al. (2007) introduzem erro de medida nas covariáveis associadas

ao modelo com fração de cura proposto por Chen et al. (1999) e estudam,

através de simulação, as propriedades dos estimadores obtidos através do

método do escore corrigido (Nakamura 1990, Gimenez & Bolfarine 1997).

1.6 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal o aprofundamento no estudo

do modelo introduzido por Yakovlev et al. (1993), utilizando a abordagem

de Chen et al. (1999) e seguindo a linha de pesquisa de Mizoi et al. (2007).

Especificamente desejamos:

• Realizar um estudo de simulação abrangendo aspectos complementares

ao trabalho de Mizoi et al. (2007), analisando as influências da presença

de erro de medida, em amostras finitas, na estimação dos parâmetros

não só das covariáveis medidas com erro mas também das medidas sem

erro, por meio do método do escore corrigido;

• Analisar a adequação do modelo semi-paramétrico exponencial por

partes (MEP) ao modelo de sobrevivência com fração de cura e erro de
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medida, utilizando o método do escore corrigido;

• Realizar aplicações do modelo de sobrevivência com fração de cura uti-

lizando dois conjuntos de dados reais, para consolidar a teoria estudada

no âmbito prático.

1.7 Conteúdo dos Caṕıtulos

Os caṕıtulos que seguem encontram-se organizados da seguinte forma:

no Caṕıtulo 2 é apresentada a formulação do modelo, tomando como base a

abordagem de Chen et al. (1999). No Caṕıtulo 3, apresentamos a extensão

para o caso em que uma covariável é medida com erro, assim como o processo

de estimação dos parâmetros utilizando o método do escore corrigido. No

Caṕıtulo 4 apresentamos os estudos de simulação. No Caṕıtulo 5 realizamos

duas aplicações do modelo com fração de cura a dados reais. A primeira a

dados considerados sem erro de medida, provenientes de uma pesquisa sobre

evasão escolar de um curso de graduação, e a segunda a dados com erro de

medida, provenientes de um estudo sobre câncer de mama. A conclusão do

trabalho é apresentada no Caṕıtulo 6, com uma discussão sobre os resultados

obtidos e a proposição de posśıveis pesquisas futuras.

12



Caṕıtulo 2

Modelo de Sobrevivência com
Fração de Cura

2.1 Descrição do Modelo

Consideramos o modelo de sobrevivência com fração de cura introduzido

por Yakovlev et al. (1993). Para tanto, imaginemos um cenário cĺınico, onde

pacientes que foram tratados de um câncer estão sendo observados quanto

ao tempo de remissão do tumor, ou seja, o tempo até a volta ou recidiva do

câncer. Suponha que, para um indiv́ıduo da amostra envolvida, N denota o

número de células potencialmente capazes de se tornarem canceŕıgenas, e con-

sequentemente de ocasionar o reaparecimento do tumor. Seja Ri, 0 ≤ i ≤ N ,

o tempo para que a i-ésima célula se torne, de forma detectável, canceŕıgena.

Dentre as N células capazes, a primeira que se tornar canceŕıgena ocasionará

o reaparecimento do câncer. Temos então uma estrutura denominada de

riscos competitivos. Considere adicionalmente as seguintes suposições:

1. N ∼ Poisson(θ) de média θ, ou seja, P (N = n) =
eθθn

n!
, para θ > 0

e n = 0, 1, 2, . . .. O uso da distribuição de Poisson se deve ao fato

de N representar a contagem do número de células potencialmente

canceŕıgenas;

2. R1, R2, . . . , RN : variáveis aleatórias independentes e identicamente dis-
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tribúıdas (i.i.d.), independentes de N , com função de distribuição F (·)
e função de sobrevivência S(·) = 1−F (·). Estas variáveis representam

os tempos das N células potencialmente canceŕıgenas desenvolverem

metástase detectável;

3. T : tempo até a ocorrência do evento de interesse, definido como

T = min{R0, R1, . . . , RN},

com P (R0 = ∞) = 1, R0 representando o tempo associado à uma

célula que nunca apresentará o evento de interesse. Desta forma, se

o indiv́ıduo tiver N = 0, ele possuirá apenas o tempo R0 e nunca

apresentará o evento de interesse.

A proposição seguinte apresenta a forma da função de sobrevivência para

indiv́ıduos curados e não-curados.

Proposição 2.1 Com base nas suposições (1),(2) e (3) dadas acima, temos

Sp(t) = P (T ≥ t) = exp(−θF (t)), t ≥ 0.

Prova:

Sp(t) = P (T ≥ t) = P (min{R0, R1, . . . , RN} ≥ t)

=
∞∑

k=0

P (min{R0, R1, . . . , Rk} ≥ t|N = k)P (N = k)

= P (R0 ≥ t)P (N = 0) +
∞∑

k=1

P (min{R0, R1, . . . , Rk} ≥ t)P (N = k)

=
exp(−θ)θ0

0!
+

∞∑
k=1

P (R0 ≥ t, R1 ≥ t, . . . , Rk ≥ t)P (N = k)

= exp(−θ) +
∞∑

k=1

P (R0 ≥ t)P (R1 ≥ t) . . . P (Rk ≥ t)
exp(−θ)θk

k!

= exp(−θ) + exp(−θ)
∞∑

k=1

[S(t)θ]k

k!

= exp(−θ) + exp(−θ)[exp(S(t)θ)− 1]

= exp(−θF (t)) �
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Note que utilizamos a identidade matemática
∞∑

m=0

am

m!
= ea, a > 0, na

demonstração da proposição 2.1.

Temos então que a fração de cura π induzida pelo modelo é dada por

π = lim
t→∞

Sp(t) = exp(−θ).

Este resultado é análogo à probabilidade de o indiv́ıduo não possuir nenhuma

célula potencialmente canceŕıgena, ou seja,

P (N = 0) = exp(−θ).

Observamos que a medida que θ cresce, a média de N aumenta e a fração de

cura exp(−θ) tende a zero, diminuindo a probabilidade de cura. O resultado

inverso vale, quando θ diminui o número médio de células potencialmente

canceŕıgenas (N) diminui e a fração de cura aumenta tendendo à 1.

2.2 Incluindo Covariáveis ao Modelo

A fim de considerar populações heterogêneas em relação à presença de

curados e não-curados, é de interesse incluir covariáveis ao modelo. Chen

et al. (1999) desenvolvem uma versão deste modelo no qual covariáveis são

introduzidas no parâmetro θ através da relação

θ ≡ θ(x
′
β) = exp(x

′
β), (2.1)

sendo x= (x1, . . . , xp)
′
um vetor de covariáveis e β = (β1, . . . , βp)

′
um vetor

p-dimensional de coeficientes de regressão associados a x (x
′
denota o vetor

x transposto). Caso se queira trabalhar com um intercepto, basta adicionar

β0 ao vetor de coeficientes e o valor 1 ao vetor de covariáveis, ficando β =

(β0, β1, . . . , βp)
′

e x= (1, x1, . . . , xp)
′
. A fração de cura fica relacionada ao

vetor de covariáveis através da expressão

π = exp(−exp(x
′
β)). (2.2)
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2.3 Função de Verossimilhança

Suponha uma amostra com n indiv́ıduos e considere que associado a cada

indiv́ıduo i, i = 1, . . . , n, temos as seguintes variáveis:

• Ni: variáveis i.i.d., não observáveis, com Ni ∼ Poisson(θi);

• Ri1, Ri2, . . . , RiNi
: variáveis i.i.d., não observáveis, com função de dis-

tribuição F (·|λ) e função de sobrevivência S(·|λ) = 1 − F (·|λ), sendo

λ o vetor de parâmetros;

• yi: tempo observado, dado por yi = min{Ti, Ci}, com Ti = min{Ri0,

Ri1, . . . , RiNi
} e Ci o tempo de censura do indiv́ıduo i;

• νi: indicador de falha, com νi =

{
1, se yi é tempo de falha;
0, se yi é tempo de censura.

• xi = (xi1, xi2, . . . , xip)
′
: vetor de covariáveis associadas a cada in-

div́ıduo, introduzidas no modelo através do parâmetro θi segundo a

relação θi = exp(x
′
iβ), sendo β = (β1, β2, . . . , βp)

′
o vetor dos coefi-

cientes de regressão.

Obtemos então os vetores n-dimensionais:

y = (y1, y2, . . . , yn)
′
, ν = (ν1, ν2, . . . , νn)

′
e N = (N1, N2, . . . , Nn)

′
,

e a matriz de covariáveis com dimensão n× p

X =


x

′
1

x
′
2
...

x
′
n


Denotamos o conjunto dos dados completos (com as variáveis não ob-

serváveis ou latentes) por Dc=(n,y,ν,N,X). Sendo φ = (β
′
, λ

′
)
′

o vetor de
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parâmetros, a função de verossimilhança dos dados completos é dada por

(vide Apêndice A)

L(φ; Dc) =

{ n∏
i=1

S(yi|λ)Ni−νi [Nif(yi|λ)]νi

}
×

exp

{ n∑
i=1

[
Nix

′

iβ − ln(Ni!)− exp(x
′

iβ)
]}

.

(2.3)

Note que (2.3) não pode ser obtida, pois depende de N que é uma variável

não observável. Aplicando-lhe o logaritmo, obtemos o logaritmo da função

de verossimilhança dos dados completos,

l(φ; Dc) =
n∑

i=1

{
(Ni − νi) ln S(yi|λ) + νi ln Ni + νi ln f(yi|λ)

}
+

n∑
i=1

[
Nix

′

iβ − ln(Ni!)− exp(x
′

iβ)
]
. (2.4)

Seja D = (n,y, ν,X) o conjunto dos dados observados. Uma vez que

(2.4) inclui as variáveis latentes N , trabalhamos com o logaritmo da função

de verossimilhança marginal (obtida fazendo-se o somatório nas variáveis não

observadas N), dada pela equação (vide Apêndice B)

l(φ; D) =
n∑

i=1

{
νix

′

iβ + νi ln f(yi|λ)− exp(x
′

iβ)[1− S(yi|λ)]
}

. (2.5)

Através dela, obtemos as estimativas de máxima verossimilhança dos parâme-

tros envolvidos.

No próximo Caṕıtulo, iremos desenvolver a teoria acerca do método do

escore corrigido, que será usado aqui para lidar com erro de medida em

covariáveis, com base em uma correção na equação (2.5).
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Caṕıtulo 3

Modelo com Fração de Cura e
Erro de Medida

3.1 Suposições sobre o Erro de Medida

Suponhamos que no conjunto de covariáveis do modelo com fração de

cura, uma delas não seja medida com precisão. Desta forma, para cada

indiv́ıduo i, i = 1, 2, . . . , n, teremos p + 1 covariáveis, sendo

• zi: covariável medida com erro;

• x
′
i = (xi1, xi2, . . . , xip): vetor de p covariáveis medidas sem erro.

Consideramos um modelo de erro nas covariáveis com estrutura aditiva. As-

sim, em vez de observarmos a covariável zi, observamos wi, i = 1, 2, . . . , n, e

elas se relacionam da seguinte forma:

wi = zi + ui, (3.1)

sendo ui, para i = 1, 2, . . . , n, variáveis aleatórias i.i.d. representando o erro

de medida, com ui ∼ N(0, σ2
u), independentes de zi, yi e νi. Consideramos um

modelo funcional, ou seja, assumimos que zi são constantes desconhecidas.
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3.2 Função de Verossimilhança Marginal

Considerando os verdadeiros valores da covariável medida com erro, z =

(z1, z2, . . . , zn)
′
, o logaritmo da função de verossimilhança marginal do modelo

com fração de cura, dado por (2.5), é agora representado por

l(φ; D) =
n∑

i=1

{
νi

(
x

′

iβx+ziβz

)
+νi ln f(yi|λ)−exp

(
x

′

iβx+ziβz

)
[1−S(yi|λ)]

}
,

(3.2)

sendo φ = (β
′
, λ

′
)
′
com β = (β

′
x, βz)

′
e D = (n,y, ν, z,X). Se substitúırmos

as verdadeiras covariáveis z pelas covariáveis observadas w= (w1, w2, . . . , wn)
′
,

o logaritmo da função de verossimilhança marginal recebe a denominação de

naive, sendo a expressão dada por

l(φ; D) =
n∑

i=1

{
νi

(
x

′

iβx+wiβz

)
+νi ln f(yi|λ)−exp

(
x

′

iβx+wiβz

)
[1−S(yi|λ)]

}
,

(3.3)

com D = (n,y, ν,w, X).

As estimativas obtidas a partir de (3.3), chamadas estimativas naive,

podem ser assintoticamente viciadas (Stefanski 1985). Em geral, o estimador

naive é atenuado pela presença de erro de medição, fato que verificamos no

próximo Caṕıtulo através de simulações computacionais.

3.3 Método do Escore Corrigido

O método do escore corrigido (Nakamura 1990, Gimenez & Bolfarine

1997) é um método para estimação em modelos com erro de medida nas

variáveis, que possibilita a obtenção de estimadores consistentes e assinto-

ticamente normais. O método pressupõe o conhecimento da variância do erro

de medida, ou uma estimativa dela, e pode ser utilizado tanto em modelos

funcionais como estruturais.
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Este método propõe calcular inicialmente uma correção no logaritmo da

função de verossimilhança observada ou naive l(φ; D), que é função das co-

variáveis observadas w, obtendo assim o que denominamos de logaritmo da

função de verossimilhança corrigida l∗, que deve satisfazer a equação

E[l∗(φ; D)|D] = l(φ; D). (3.4)

Desta forma, a esperança do logaritmo da função de verossimilhança corrigida

l∗(φ; D), condicionada à D, é igual ao logaritmo da função de verossimilhança

dos dados reais, sem erro de medida, l(φ; D), dada pela expressão (3.2).

Quando l∗ é diferenciável, definimos a função escore corrigido U∗ como

sendo a sua derivada em relação aos parâmetros do modelo, ou seja,

U∗(φ; D) =
∂l∗(φ; D)

∂φ
. (3.5)

As estimativas do método do escore corrigido são definidas como a solução

da equação U∗(φ; D) = 0, sendo −∂U∗(φ;D)
∂φ

uma matriz positiva definida.

Quando a função escore corrigido satisfaz a condição

E[U∗(φ; D)|D] = U(φ; D), (3.6)

com U(φ; D) = ∂l(φ;D)
∂φ

, e sob certas condições de regularidade, propriedades

assintóticas dos estimadores podem ser obtidas usando resultados apresen-

tados em Gimenez & Bolfarine (1997). Suponhamos então válida a relação

(3.6) e denotemos

U∗(φ; D) =
n∑

i=1

U∗i (φ, yi, νi, wi, Xi) =
n∑

i=1

∂l∗i (φ, yi, νi, wi, Xi)

∂φ

e

H∗(φ; D) =
n∑

i=1

H∗
i (φ, yi, νi, wi, Xi) =

n∑
i=1

∂U∗i (φ, yi, νi, wi, Xi)

∂φ

(para simplificar a notação, no que segue denotamos as funções acima por

U∗(φ), U∗i (φ), H∗(φ) e H∗
i (φ)). Sejam então
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H
∗
n(φ) =

1

n

n∑
i=1

H∗
i (φ),

Λn(φ) =
1

n

n∑
i=1

E
[
−H∗

i (φ)
]
,

Γn(φ) =
1

n

n∑
i=1

E
[
U∗i (φ)U∗i (φ)

′
]
.

Denotando por φ0 o verdadeiro valor do parâmetro segue que, sob certas

condições de regularidade, φ̂ec segue uma distribuição assintótica normal com

média φ0 e matriz de covariâncias n−1Ωn, com

Ωn =
{

Λn(φ0)
}−1

Γn(φ0)
{

Λn(φ0)
′
}−1

. (3.7)

Uma estimativa consistente para (3.7) é dada por

Ω̂n =
{
−H

∗
n(φ̂ec)

}−1

Gn(φ̂ec)
{
−H

∗
n(φ̂ec)

′
}−1

, (3.8)

com

Gn(φ) =
1

n

n∑
i=1

U∗i (φ)U∗i (φ)
′
.

Testes estat́ısticos baseados nas propriedades assintóticas dos estimadores

escore corrigido podem ser constrúıdos para testar hipóteses de interesse

usando resultados apresentados em Gimenez et al. (2000). No Caṕıtulo

5 realizamos uma aplicação envolvendo um conjunto de dados supostamente

com erro de medida e utilizamos estes resultados para calcular o erro padrão

e o p-valor associados às estimativas escore corrigido.
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3.4 Correção para o Modelo com Fração de

Cura

Seja F (·|λ) a distribuição de probabilidade das variáveis latentes (Ri’s),

com λ = (λ1, . . . , λk) um vetor de parâmetros da distribuição considerada.

Obtemos a correção a partir do logaritmo da função de verossimilhança

marginal naive (3.3), calculando a sua esperança levando em conta a relação

(3.1). Desta forma, temos

E(l(φ; D)|D) =
n∑

i=1

{
E

[
νi

(
x

′

iβx + wiβz

)∣∣∣D]
+ νi ln f(yi|λ)

−E
[
exp

(
x

′

iβx + wiβz

)∣∣∣D]
[1− S(yi|λ)]

}
=

n∑
i=1

{
νi

(
x

′

iβx + E(wiβz|D)
)

+ νi ln f(yi|λ)

−E[exp(wiβz)|D]exp(x
′

iβx)[1− S(yi|λ)]
}

.

Mas E(wiβz|D) = ziβz e E[exp(wiβz)|D] = exp
(
ziβz +

β2
zσ

2
u

2

)
, i = 1, . . . , n.

Note que para calcularmos E[exp(wiβz)|D], com wi ∼ N(zi, σ
2
u), basta uti-

lizarmos as propriedades da função geradora de momentos da distribuição

normal, Mwi
(t), com t = βz. Para maiores detalhes, recomendamos o livro

do Magalhães (2006). Então,

E(l(φ; D)|D) =
n∑

i=1

{
νi

(
x

′

iβx + ziβz

)
+ νi ln f(yi|λ)

−exp(x
′

iβx + ziβz +
β2

zσ
2
u

2
)[1− S(yi|λ)]

}
,

que difere da expressão (3.2) apenas pelo termo η =
β2

zσ
2
u

2
. Portanto, o

logaritmo da função de verossimilhança marginal corrigida é dado por
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l∗(φ; D) =
n∑

i=1

{
νi

(
x

′

iβx + wiβz

)
+ νi ln f(yi|λ)

−exp
(
x

′

iβx + wiβz −
β2

zσ
2
u

2

)
[1− S(yi|λ)]

}
,

(3.9)

Com a expressão (3.9), calculamos o vetor escore corrigido U∗, obtido

derivando-se l∗ em relação a todos estes parâmetros, possuindo dimensão

p + k + 1 (p = dim(βx), k = dim(λ) e dim(βz) = 1). Assim,

U∗(φ) = (Uβx

1 , . . . , Uβx
p , Uβz , Uλ

1 , . . . , Uλ
k ), (3.10)

sendo

Uβx

j =
n∑

i=1

{
xij

[
νi − exp

(
x

′

iβx + wiβz −
β2

zσ
2
u

2

)
[1− S(yi|λ)]

]}
,

j = 1, . . . , p,

Uβz =
n∑

i=1

{
νiwi − (wi − βzσ

2
u)exp

(
x

′

iβx + wiβz −
β2

zσ
2
u

2

)
[1− S(yi|λ)]

}
,

Uλ
j =

n∑
i=1

{ νi

f(yi|λ)

∂f(yi|λ)

∂λj

+ exp
(
x

′

iβx + wiβz −
β2

zσ
2
u

2

)∂S(yi|λ)

∂λj

}
.

j = 1, . . . , k.

3.5 Especificando a Distribuição F (·)

Na expressão (3.9) é necessário que especifiquemos a distribuição F (·)
das variáveis latentes (Ri’s), que representam os tempos associados aos riscos

competitivos. A seguir determinamos a expressão do logaritmo da verossimi-

lhança marginal corrigida para diferentes distribuições.

3.5.1 Modelo Exponencial

Substituindo as relações (1.7) e (1.8) em (3.9), e lembrando que o tempo

t para cada indiv́ıduo é representado pelas observações yi, i = 1, . . . , n, obte-
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mos

l∗(φ; D) =
n∑

i=1

{
νi

(
x

′

iβx + wiβz + ln λ− λyi

)
−exp

(
x

′

iβx + wiβz −
β2

zσ
2
u

2

)
[1− exp(−λyi)]

}
,

(3.11)

3.5.2 Modelo Weibull

Substituindo as relações (1.11) e (1.12) em (3.9), obtemos

l∗(φ; D) =
n∑

i=1

{
νi

(
x

′

iβx + wiβz + γ + ln(ρyρ−1
i )− yρ

i e
γ
)

−exp
(
x

′

iβx + wiβz −
β2

zσ
2
u

2

)
[1− exp(−yρ

i e
γ)]

}
,

(3.12)

expressão obtida por Mizoi et al. (2007).

3.5.3 Modelo Exponencial por Partes

O logaritmo da função de verossimilhança marginal corrigida, dado por

(3.9), aliado à relação (1.5), pode ser reescrito da seguinte forma:

l∗(φ; D) =
n∑

i=1

{
νi

(
x

′

iβx + wiβz + ln h(yi|λ) + ln S(yi|λ)
)

−exp
(
x

′

iβx + wiβz −
β2

zσ
2
u

2

)
[1− S(yi|λ)]

}
.

(3.13)

Para o MEP, o valor da função risco depende do intervalo em que a

observação está localizada. Assim, para uma observação yi, i = 1, . . . , n, o

risco é dado por

h(yi|λ) =
k∏

j=1

λ
bij

j (3.14)
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sendo

bij =

{
1 se yi ∈ Ij;
0 caso contrário.

A função de sobrevivência para o MEP, S(yi|λ), é dada pela relação (1.14).

Portanto, o logaritmo da função de verossimilhança marginal corrigida para

o MEP é obtido substituindo as relações (1.14) e (3.14) em (3.13).

Temos então a expressão do logaritmo da função de verossimilhança cor-

rigida para um conjunto de dados com uma covariável medida com erro e

utilizando o MEP para a distribuição de probabilidade das variáveis latentes.

No próximo Caṕıtulo realizamos simulações para avaliar o desempenho do

MEP em tal situação, utilizando um procedimento análogo ao de Mizoi et

al. (2007), que utiliza a distribuição exponencial.
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Caṕıtulo 4

Simulação

4.1 Simulando o Conjunto de Dados

Suponha que temos duas covariáveis (x e z) associadas a cada indiv́ıduo,

e que apenas uma delas (z) é medida com erro. As covariáveis serão con-

sideradas como valores fixos para cada ind́ıv́ıduo, embora seus valores sejam

gerados a partir da distribuição Normal. Assim, para i = 1, . . . , n, o conjunto

de dados será gerado da seguinte forma:

xi ∼ N(0, 1),

zi ∼ N(0, 1),

wi = zi + ui,

com ui ∼ N(0, σ2
u).

Temos ainda que:

θi = exp(βxxi + βzzi), com βx = βz = 0, 3 ,

Ni ∼ Poisson(θi),

Consideramos para as variáveis latentes, representando os tempos associ-

ados aos riscos competitivos (Ri’s), uma distribuição exponencial caracteri-

zada no Caṕıtulo 1 pelas expressões (1.7) e (1.8). Usaremos a parametrização

26



λ = exp(γ), devido à vantagem computacional na estimação do parâmetro

γ que pode assumir qualquer valor real. Portanto, as variáveis Rij serão

geradas considerando γ = −1, 5 , com

Rij ∼ Exp(eγ), j = 1, . . . , Ni.

Assim, para os indiv́ıduos não imunes (N > 0), temos

Ti = min{Ri1, . . . , RiNi
}.

Além disso, simulamos censuras aleatórias da seguinte forma:

Ci ∼ Exp(eµ),

sendo µ = µ(pc) obtido por simulação de acordo com a proporção de censura

fixada para a população de não-curados pc, através da relação

pc = P (T > C).

E por fim, temos

Yi = min{Ti, Ci}.

Todo o processo foi implementado com o software R 1, utilizando sua

linguagem de programação, os geradores de números aleatórios rnorm, rpois

e rexp, a função optim para maximizar as funções envolvidas (verossimilhança

e verossimilhança corrigida), dentre outras funções. Os principais algoritmos

implementados estão descritos no Apêndice C.

1http://www.r-project.org/
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4.2 Efeito do Erro de Medida na Covariável

Medida sem Erro

Baseado nos dados simulados, maximizaremos as expressões (3.3) e (3.9)

para obtermos respectivamente as estimativas Naive e EC (escore corrigido).

Mizoi et al. (2007) utiliza este mesmo procedimento de simulação, porém

com apenas uma covariável (z) que é medida com erro. Adicionamos uma

segunda covariável (x), sem erro de medida, para analisar o comportamento

da estimativa do coeficiente de regressão associado a ela (βx) na presença de

outra covariável medida com erro em amostras finitas, utilizando o método

do escore corrigido. Para esta análise, geramos amostras sem proporção de

censura (pc = 0%), com tamanhos n = 50, n = 100 e n = 300 e variâncias

do erro de medida σ2
u = 0, 1 , σ2

u = 0, 5 e σ2
u = 1 . Para cada combinação

destes valores, geramos 1500 réplicas e apresentamos os resultados emṕıricos

para a média, o erro padrão (EP) e a raiz quadrada do erro quadrático médio

(REQM) na Tabela 4.1.
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n=50 n=100 n= 300

Estimador média EP REQM média EP REQM média EP REQM
βx 0,3131 0,1977 0,1981 0,3064 0,1310 0,1311 0,3000 0,0751 0,0751
βz 0,3168 0,1942 0,1949 0,2994 0,1345 0,1345 0,2999 0,0739 0,0739
γ -1,5098 0,2125 0,2126 -1,5058 0,1480 0,1481 -1,5016 0,0849 0,0848

σ2
u = 0, 1

βx 0,3097 0,1989 0,1990 0,3152 0,1376 0,1384 0,2994 0,0732 0,0731
Naive βz 0,2871 0,1937 0,1940 0,2825 0,1302 0,1313 0,2738 0,0719 0,0765

γ -1,5135 0,2025 0,2029 -1,5072 0,1455 0,1457 -1,5010 0,0828 0,0828
βx 0,3122 0,2011 0,2014 0,3168 0,1386 0,1396 0,3006 0,0735 0,0735

EC βz 0,3229 0,2221 0,2232 0,3147 0,1469 0,1476 0,3031 0,0806 0,0807
γ -1,5188 0,2036 0,2044 -1,5111 0,1460 0,1464 -1,5040 0,0831 0,0831

σ2
u = 0, 5

βx 0,3137 0,1954 0,1958 0,3011 0,1374 0,1374 0,3046 0,0748 0,0749
Naive βz 0,2093 0,1592 0,1831 0,2033 0,1067 0,1439 0,1992 0,0595 0,1171

γ -1,4954 0,2088 0,2087 -1,4967 0,1486 0,1485 -1,4964 0,0859 0,0860
βx 0,3208 0,2091 0,2101 0,3069 0,1431 0,1432 0,3092 0,0768 0,0774

EC βz 0,3446 0,2960 0,2992 0,3295 0,1955 0,1977 0,3076 0,0980 0,0983
γ -1,5166 0,2158 0,2164 -1,5132 0,1522 0,1527 -1,5078 0,0871 0,0874

σ2
u = 1

βx 0,3017 0,1843 0,1842 0,3035 0,1336 0,1336 0,2948 0,0749 0,0751
Naive βz 0,1550 0,1420 0,2029 0,1490 0,0905 0,1761 0,1514 0,0524 0,1576

γ -1,4910 0,2092 0,2093 -1,4865 0,1440 0,1446 -1,4845 0,0870 0,0884
βx 0,3224 0,3141 0,3147 0,3140 0,1484 0,1490 0,3039 0,0807 0,0808

EC βz 0,3013 0,4018 0,4016 0,3264 0,2372 0,2386 0,3235 0,1281 0,1302
γ -1,5226 0,2227 0,2237 -1,5103 0,1506 0,1509 -1,5034 0,0901 0,0902

Tabela 4.1: Média, erro padrão (EP) e raiz quadrada do erro quadrático médio (REQM) em-
ṕıricos das estimativas naive e escore corrigido (NAIVE e EC) para dados simulados do
modelo exponencial, com βx = 0, 3, βz = 0, 3 e γ = −1, 50, sem censura, com proporção
média de imunes 0,36 e para diferentes valores da variância do erro de medida (σ2

u),
com base em 1500 réplicas.
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Assim como Mizoi et al. (2007), vimos claramente a atenuação do esti-

mador naive de βz, coeficiente de regressão da covariável medida com erro, de

acordo com o aumento da variância do erro de medida. Quanto ao coeficiente

de regressão da covariável medida sem erro, βx, não percebemos através da

Tabela 4.1 alterações significativas, mas apenas que a sua estimativa naive

é sempre inferior a estimativa escore corrigido. Para melhor avaliar esta

diferença e determinar se há v́ıcio das estimativas em relação ao verdadeiro

valor, βx = 0, 3, propomos a utilização das quantidades

dx =
β̂xnaive

− βx

βx

, (4.1)

dxEC =
β̂xEC

− βx

βx

, (4.2)

d = β̂xEC
− β̂xnaive

. (4.3)

Contruimos os gráficos destas 3 quantiades em função da variância do erro de

medida, para diferentes tamanhos de amostra (n = 50, n = 100 e n = 300).

Para cada combinação, geramos 1000 réplicas para obtermos as médias. Os

resultados são representados graficamente nas Figuras (4.1), (4.2) e (4.3).
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Figura 4.1: Variação de dx, dxEC e d em função de σ2
u para n = 50.
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Figura 4.2: Variação de dx, dxEC e d em função de σ2
u para n = 100.
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Figura 4.3: Variação de dx, dxEC e d em função de σ2
u para n = 300.
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Das Figuras (4.1), (4.2) e (4.3), podemos extrair alguns resultados. Para

amostras de tamanho n = 50 e n = 100, o estimador escore corrigido

mostrou-se viciado em relação ao verdadeiro valor, fornecendo em média para

este exemplo valores acima do verdadeiro valor. Este v́ıcio não é abalado pela

variação do valor da variância do erro de medida, mas sim pelo tamanho da

amostra. À medida que n cresce, o v́ıcio diminui. O mesmo não acontece

com o estimador naive, que fornece, desde n = 50, estimativas que variam em

torno do verdadeiro valor, e que não são afetadas pelo aumento da variância

do erro de medida da covariável medida com erro. Quanto à diferença en-

tre os dois estimadores, vimos que o escore corrigido fornece valores sempre

diferentes, neste caso superiores, dos valores fornecidos pelo estimador naive.

Essa diferença cresce à medida que a variância do erro de medida cresce, pelo

menos até σ2
u = 1, e diminui com o aumento do tamanho da amostra, como

esperado.

4.3 Adequação do MEP ao Modelo com Fração

de Cura e Erro de Medida

Ao utilizarmos o MEP, devemos inicialmente definir a partição do eixo do

tempo. Tal partição em geral é feita de maneira arbitrária, de forma que, em

situações práticas, diferentes partições proporcionam resultados distintos.

Como o modelo exponencial possui uma função risco constante em todo o

intervalo de tempo, podemos considerá-lo como um caso particular do MEP

com apenas um subintervalo em <+. Portanto, estaremos gerando valores de

uma exponencial particionada com apenas 1 subintervalo. Entretanto, para

verificar a flexibilidade do modelo em ajustar funções risco, consideraremos

para fins de estimação um modelo exponencial por partes com 4 subinterva-

los.

O conjunto de dados é gerado de maneira similar ao exposto no ińıcio

deste Caṕıtulo, porém utilizando apenas uma covariável (z), que é medida
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com erro. Iremos considerar uma partição com 4 valores (determinando 4

subintervalos) determinados pelos quartis da distribuição exponencial, ou

seja, {s1, s2, s3, s4} tais que P (T < s1) = 0, 25 , P (T < s2) = 0, 50 ,

P (T < s3) = 0, 75 e s4 = max{δiyi, i = 1, . . . , n}, sendo δi um indi-

cador de não-imunidade (δi = 0 se o indiv́ıduo for imune, δi = 1 caso

contrário). Assim, além do βz, temos 4 parâmetros do modelo a serem es-

timados: λ = (λ1, λ2, λ3, λ4). Utilizamos a parametrização λj = exp(γj),

j = 1, 2, 3 e 4, pela vantagem no processo de maximização onde o γ pode

assumir qualquer valor real.

Para esta análise, geramos amostras com proporções de censura pc = 0%,

pc = 15%, pc = 25% e pc = 50% sobre os indiv́ıduos não curados, com

tamanhos de amostra de n = 50, n = 100 e n = 300 e variâncias do erro de

medida σ2
u = 0, 1 , σ2

u = 0, 5 e σ2
u = 1 . Para cada combinação destes valores,

geramos 1500 réplicas e apresentamos a média, o erro padrão (EP) e a raiz

quadrada do erro quadrático médio (REQM) nas Tabelas 4.2 à 4.5.

35



n=50 n=100 n= 300
σ2

u Par média EP REQM média EP REQM média EP REQM
γ1 -1,5419 0,3399 0,3424 -1,5443 0,2354 0,2394 -1,5050 0,1286 0,1286
γ2 -1,5361 0,3810 0,3825 -1,5043 0,2621 0,2621 -1,5116 0,1497 0,1501

- γ3 -1,5413 0,4561 0,4578 -1,5067 0,3139 0,3138 -1,5021 0,1692 0,1692
γ4 -1,4044 0,5462 0,5543 -1,4394 0,3501 0,3551 -1,4826 0,1925 0,1933
βz 0,3116 0,1959 0,1961 0,3052 0,1369 0,1370 0,3012 0,0752 0,0752

γ1naive -1,5417 0,3254 0,3280 -1,5188 0,2320 0,2327 -1,5040 0,1284 0,1285
γ2naive -1,5349 0,3900 0,3914 -1,5257 0,2726 0,2738 -1,4997 0,1487 0,1486
γ3naive -1,5281 0,5126 0,5132 -1,5152 0,3184 0,3187 -1,5044 0,1718 0,1718
γ4naive -1,3685 0,5538 0,5691 -1,4271 0,3744 0,3813 -1,4861 0,1920 0,1925
βznaive 0,2787 0,1870 0,1881 0,2769 0,1331 0,1350 0,2745 0,0693 0,0738

0,1 γ1EC -1,5491 0,3277 0,3312 -1,5242 0,2330 0,2342 -1,5083 0,1288 0,1290
γ2EC -1,5397 0,3910 0,3929 -1,5293 0,2732 0,2747 -1,5027 0,1488 0,1488
γ3EC -1,5308 0,5153 0,5161 -1,5175 0,3187 0,3191 -1,5062 0,1719 0,1720
γ4EC -1,3694 0,5542 0,5692 -1,4279 0,3743 0,3811 -1,4867 0,1921 0,1925
βzEC 0,3125 0,2136 0,2139 0,3081 0,1501 0,1503 0,3037 0,0775 0,0776
γ1naive -1,5401 0,3342 0,3365 -1,4977 0,2261 0,2260 -1,4888 0,1263 0,1267
γ2naive -1,5358 0,3730 0,3746 -1,5070 0,2560 0,2560 -1,5018 0,1500 0,1499
γ3naive -1,5343 0,5993 0,6001 -1,5049 0,3063 0,3062 -1,4898 0,1758 0,1761
γ4naive -1,3774 0,5537 0,5669 -1,4397 0,3399 0,3451 -1,4790 0,1947 0,1957
βznaive 0,1964 0,1487 0,1811 0,1994 0,1067 0,1466 0,2000 0,0602 0,1167

0,5 γ1EC -1,5737 0,3474 0,3551 -1,5205 0,2311 0,2320 -1,5055 0,1278 0,1278
γ2EC -1,5565 0,3789 0,3829 -1,5221 0,2579 0,2587 -1,5131 0,1509 0,1514
γ3EC -1,5453 0,5838 0,5854 -1,5134 0,3075 0,3077 -1,4963 0,1764 0,1764
γ4EC -1,3842 0,5572 0,5689 -1,4426 0,3401 0,3448 -1,4811 0,1946 0,1954
βzEC 0,3364 0,3169 0,3189 0,3178 0,1860 0,1867 0,3078 0,0981 0,0984
γ1naive -1,5340 0,3255 0,3272 -1,4971 0,2252 0,2252 -1,4838 0,1325 0,1334
γ2naive -1,5160 0,3735 0,3737 -1,5038 0,2539 0,2539 -1,4866 0,1474 0,1479
γ3naive -1,5010 0,4678 0,4677 -1,5074 0,2953 0,2953 -1,4934 0,1698 0,1699
γ4naive -1,3902 0,5585 0,5690 -1,4548 0,3411 0,3439 -1,4769 0,1912 0,1925
βznaive 0,1339 0,1185 0,2040 0,1441 0,0867 0,1783 0,1476 0,0523 0,1611

1 γ1EC -1,5760 0,3429 0,3512 -1,5341 0,2417 0,2440 -1,5103 0,1361 0,1364
γ2EC -1,5420 0,3848 0,3869 -1,5277 0,2590 0,2604 -1,5047 0,1492 0,1492
γ3EC -1,5150 0,4719 0,4720 -1,5209 0,2975 0,2981 -1,5039 0,1704 0,1704
γ4EC -1,3944 0,5544 0,5642 -1,4590 0,3415 0,3439 -1,4804 0,1915 0,1924
βzEC 0,3306 0,5055 0,5062 0,3285 0,2774 0,2787 0,3127 0,1271 0,1277

Tabela 4.2: Estimativas para dados simulados do MEP, com βz = 0, 30 , γj = −1, 50,
para j = 1, . . . , 4, 1500 réplicas, πmédio = 0, 36 (sem censura).
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n=50 n=100 n= 300
σ2

u Par média EP REQM média EP REQM média EP REQM
γ1 -1,3710 0,1989 0,3897 -1,3271 0,2413 0,2968 -1,3287 0,1365 0,2190
γ2 -1,3380 0,5842 0,6060 -1,2861 0,3050 0,3724 -1,2557 0,1650 0,2948

- γ3 -1,2567 1,3902 1,4109 -1,1850 0,3881 0,4998 -1,1950 0,2129 0,3720
γ4 -1,1886 1,9122 1,9368 -1,0388 0,9958 1,0971 -1,0860 0,3105 0,5174
βz 0,2981 0,1989 0,1989 0,2889 0,1319 0,1324 0,2817 0,0753 0,0775

γ1naive -1,3850 0,3495 0,3678 -1,3548 0,2281 0,2703 -1,3195 0,1334 0,2245
γ2naive -1,2882 0,4226 0,4726 -1,2745 0,2982 0,3737 -1,2619 0,1721 0,2938
γ3naive -1,2446 0,8634 0,9001 -1,2083 0,3825 0,4809 -1,1711 0,2188 0,3949
γ4naive -1,1534 2,2204 2,2466 -1,0023 0,9013 1,0294 -1,0779 0,3418 0,5431
βznaive 0,2700 0,1878 0,1901 0,2687 0,1303 0,1340 0,2570 0,0707 0,0827

0,1 γ1EC -1,3932 0,3520 0,3677 -1,3611 0,2292 0,2679 -1,3242 0,1339 0,2209
γ2EC -1,2935 0,4237 0,4712 -1,2789 0,2989 0,3718 -1,2653 0,1724 0,2912
γ3EC -1,2585 1,0528 1,0798 -1,2108 0,3828 0,4797 -1,1731 0,2189 0,3933
γ4EC -1,1310 1,4679 1,5131 -0,9922 0,8041 0,9508 -1,0786 0,3420 0,5426
βzEC 0,3036 0,2174 0,2173 0,2994 0,1476 0,1475 0,2846 0,0792 0,0806
γ1naive -1,3628 0,3431 0,3694 -1,3335 0,2340 0,2872 -1,3088 0,1364 0,2349
γ2naive -1,3014 0,4448 0,4870 -1,2765 0,2919 0,3676 -1,2509 0,1645 0,2985
γ3naive -1,2072 0,9121 0,9576 -1,2012 0,3904 0,4915 -1,1742 0,2133 0,3894
γ4naive -1,1639 1,3061 1,3482 -0,9997 0,6467 0,8175 -1,0778 0,3342 0,5384
βznaive 0,1870 0,1459 0,1845 0,1924 0,1104 0,1541 0,1859 0,0596 0,1287

0,5 γ1EC -1,3995 0,3626 0,3762 -1,3596 0,2425 0,2802 -1,3269 0,1389 0,2220
γ2EC -1,3246 0,4532 0,4858 -1,2942 0,2965 0,3608 -1,2637 0,1657 0,2886
γ3EC -1,2305 1,0531 1,0867 -1,2114 0,3922 0,4868 -1,1816 0,2141 0,3837
γ4EC -1,1612 1,2882 1,3316 -1,0099 0,6960 0,8511 -1,0801 0,3342 0,5366
βzEC 0,3265 0,3904 0,3912 0,3075 0,1948 0,1948 0,2860 0,0962 0,0972
γ1naive -1,3329 0,3379 0,3769 -1,3201 0,2356 0,2964 -1,3087 0,1348 0,2339
γ2naive -1,2839 0,4430 0,4928 -1,2526 0,2955 0,3853 -1,2410 0,1708 0,3102
γ3naive -1,1886 0,6953 0,7616 -1,2038 0,4031 0,5001 -1,1713 0,2143 0,3923
γ4naive -1,1237 1,2704 1,3246 -0,9838 0,6802 0,8537 -1,0815 0,3247 0,5296
βznaive 0,1228 0,1178 0,2128 0,1352 0,0875 0,1866 0,1394 0,0521 0,1689

1 γ1EC -1,3689 0,3551 0,3784 -1,3597 0,2491 0,2859 -1,3384 0,1399 0,2137
γ2EC -1,3081 0,4586 0,4969 -1,2786 0,3041 0,3761 -1,2616 0,1735 0,2948
γ3EC -1,2041 0,7554 0,8111 -1,2188 0,4055 0,4933 -1,1828 0,2153 0,3834
γ4EC -1,1412 1,3099 1,3578 -0,9881 0,6981 0,8654 -1,0851 0,3250 0,5270
βzEC 0,3165 0,6609 0,6609 0,3033 0,2930 0,2929 0,2956 0,1273 0,1273

Tabela 4.2: Estimativas para dados simulados do MEP, com βz = 0, 30 , γj = −1, 50,
para j = 1, . . . , 4, 1500 réplicas, πmédio = 0, 36 (15% de censura).
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n=50 n=100 n= 300
σ2

u Par média EP REQM média EP REQM média EP REQM
γ1 -1,2659 0,3771 0,4437 -1,2198 0,2497 0,3753 -1,2088 0,1447 0,3252
γ2 -1,1081 0,5110 0,6438 -1,0956 0,3582 0,5401 -1,0718 0,1945 0,4703

- γ3 -0,7936 0,9733 1,2023 -0,8928 0,5700 0,8327 -0,9165 0,2745 0,6448
γ4 -1,5247 1,8480 1,8475 -0,9939 1,4966 1,5794 -0,6909 0,8273 1,1570
βz 0,2859 0,2013 0,2017 0,2703 0,1388 0,1419 0,2681 0,0780 0,0842

γ1naive -1,2574 0,3768 0,4480 -1,2178 0,2481 0,3757 -1,1975 0,1439 0,3349
γ2naive -1,1306 0,4826 0,6076 -1,0857 0,3532 0,5443 -1,0707 0,1931 0,4707
γ3naive -0,7225 0,9898 1,2583 -0,9166 0,5896 0,8293 -0,9251 0,2782 0,6386
γ4naive -1,5178 1,5827 1,5823 -0,9752 1,4537 1,5451 -0,7203 0,6462 1,0126
βznaive 0,2627 0,1904 0,1940 0,2462 0,1254 0,1364 0,2429 0,0750 0,0943

0,1 γ1EC -1,2667 0,3799 0,4457 -1,2242 0,2493 0,3717 -1,2028 0,1446 0,3305
γ2EC -1,1370 0,4842 0,6050 -1,0904 0,3538 0,5412 -1,0746 0,1935 0,4673
γ3EC -0,7221 0,9717 1,2445 -0,9193 0,5898 0,8275 -0,9273 0,2784 0,6367
γ4EC -1,5287 1,6025 1,6022 -0,9762 1,4430 1,5347 -0,7198 0,6321 1,0040
βzEC 0,2955 0,2194 0,2194 0,2740 0,1415 0,1439 0,2688 0,0838 0,0894
γ1naive -1,2385 0,3604 0,4452 -1,2153 0,2436 0,3746 -1,1906 0,1436 0,3411
γ2naive -1,1306 0,5217 0,6391 -1,0846 0,3612 0,5504 -1,0626 0,1965 0,4795
γ3naive -0,7487 0,9352 1,1994 -0,8801 0,6150 0,8730 -0,9207 0,2801 0,6434
γ4naive -1,4767 1,5537 1,5533 -0,9911 1,3219 1,4161 -0,7073 0,6666 1,0356
βznaive 0,1746 0,1533 0,1980 0,1801 0,1116 0,1638 0,1807 0,0604 0,1337

0,5 γ1EC -1,2770 0,3791 0,4397 -1,2438 0,2537 0,3605 -1,2116 0,1460 0,3232
γ2EC -1,1551 0,5310 0,6331 -1,1037 0,3659 0,5393 -1,0778 0,1979 0,4663
γ3EC -0,7573 0,9135 1,1771 -0,8944 0,6500 0,8882 -0,9291 0,2808 0,6362
γ4EC -1,4908 1,5066 1,5061 -1,0348 1,3959 1,4709 -0,7113 0,6686 1,0338
βzEC 0,2963 0,3419 0,3419 0,2961 0,2512 0,2511 0,2799 0,0998 0,1018
γ1naive -1,2069 0,3511 0,4572 -1,2074 0,2615 0,3923 -1,1840 0,1437 0,3471
γ2naive -1,1031 0,5249 0,6579 -1,0822 0,3654 0,5550 -1,0543 0,1988 0,4879
γ3naive -0,7279 0,8865 1,1754 -0,9050 0,6066 0,8496 -0,9265 0,2760 0,6364
γ4naive -1,5060 1,5229 1,5224 -0,9867 1,4066 1,4969 -0,7114 0,6203 1,0032
βznaive 0,1137 0,1210 0,2222 0,1319 0,0873 0,1894 0,1367 0,0514 0,1712

1 γ1EC -1,2421 0,3982 0,4743 -1,2518 0,2809 0,3748 -1,2189 0,1484 0,3178
γ2EC -1,1246 0,5446 0,6613 -1,1146 0,3794 0,5407 -1,0792 0,2021 0,4668
γ3EC -0,7415 0,8943 1,1724 -0,9235 0,6119 0,8406 -0,9401 0,2776 0,6249
γ4EC -1,5590 1,5862 1,5868 -1,0084 1,3966 1,4801 -0,7123 0,5990 0,9894
βzEC 0,3024 0,7019 0,7017 0,3081 0,3383 0,3383 0,2936 0,1288 0,1289

Tabela 4.2: Estimativas para dados simulados do MEP, com βz = 0, 30 , γj = −1, 50,
para j = 1, . . . , 4, 1500 réplicas, πmédio = 0, 36. (25% de censura)
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n=50 n=100 n= 300
σ2

u Par média EP REQM média EP REQM média EP REQM
γ1 -1,1235 0,5264 0,6470 -1,0396 0,3587 0,5836 -0,9878 0,2096 0,5534
γ2 0,1285 1,5401 2,2411 -0,0319 1,1481 1,8634 -0,5555 0,7128 1,1831

- γ3 -2,1377 1,4094 1,5465 -2,1774 1,6647 1,7967 -2,2632 2,8224 2,9229
γ4 -1,9582 1,3099 1,3873 -1,9648 1,3571 1,4341 -1,9454 1,9707 2,0197
βz 0,2861 0,2631 0,2634 0,2802 0,1674 0,1686 0,2669 0,0959 0,1015

γ1naive -1,1235 0,5575 0,6726 -1,0304 0,3718 0,5989 -0,9788 0,2045 0,5598
γ2naive 0,1804 1,3057 2,1278 0,0023 1,0694 1,8438 -0,5478 0,6946 1,1785
γ3naive -2,1933 1,2731 1,4493 -2,1521 1,4570 1,5958 -1,8142 2,2508 2,2719
γ4naive -1,9335 1,1409 1,2201 -2,0038 1,3226 1,4149 -1,9774 1,6266 1,6947
βznaive 0,2640 0,2445 0,2470 0,2437 0,1629 0,1723 0,2442 0,0886 0,1047

0,1 γ1EC -1,1422 0,5741 0,6763 -1,0413 0,3762 0,5931 -0,9879 0,2059 0,5519
γ2EC 0,1624 1,3113 2,1171 -0,0080 1,0731 1,8376 -0,5580 0,6953 1,1707
γ3EC -2,2302 1,3366 1,5226 -2,1019 1,3466 1,4746 -1,7930 2,2306 2,2491
γ4EC -1,9538 1,1804 1,2642 -2,0649 1,1720 1,3006 -2,0391 1,6187 1,7056
βzEC 0,3025 0,2925 0,2924 0,2734 0,1865 0,1883 0,2714 0,0998 0,1038
γ1naive -1,0765 0,5270 0,6759 -1,0168 0,3652 0,6057 -0,9553 0,1998 0,5801
γ2naive 0,2440 1,3397 2,1989 0,0008 1,1138 1,8687 -0,5047 0,7074 1,2210
γ3naive -2,2073 1,3524 1,5257 -2,0543 1,4723 1,5728 -1,8937 2,3234 2,3558
γ4naive -1,9201 1,1740 1,2465 -1,9648 1,1997 1,2862 -1,9716 1,6977 1,7615
βznaive 0,1678 0,1745 0,2189 0,1855 0,1346 0,1766 0,1763 0,0746 0,1445

0,5 γ1EC -1,1319 0,5837 0,6899 -1,0749 0,3954 0,5805 -0,9900 0,2076 0,5506
γ2EC 0,1843 1,3792 2,1767 -0,0560 1,1098 1,8210 -0,5432 0,7073 1,1897
γ3EC -2,2046 1,3085 1,4857 -2,0588 1,4453 1,5491 -1,9213 2,4318 2,4672
γ4EC -1,9950 1,2688 1,3615 -2,0444 1,2879 1,3979 -1,9420 1,8412 1,8929
βzEC 0,3262 0,6998 0,7001 0,3143 0,2624 0,2627 0,2784 0,1274 0,1292
γ1naive -1,0492 0,5323 0,6974 -0,9640 0,3371 0,6331 -0,9552 0,2031 0,5814
γ2naive 0,2220 1,3621 2,1953 -0,0190 1,1097 1,8505 -0,5254 0,6922 1,1952
γ3naive -2,1586 1,3722 1,5216 -2,0612 1,4498 1,5542 -1,7864 2,1739 2,1919
γ4naive -1,9599 1,3118 1,3896 -2,0312 1,2955 1,3998 -2,0047 1,6881 1,7613
βznaive 0,0986 0,1427 0,2469 0,1134 0,0981 0,2108 0,1270 0,0616 0,1836

1 γ1EC -1,0307 0,6539 0,8047 -1,0125 0,3720 0,6131 -1,0095 0,2198 0,5375
γ2EC 0,2235 1,3900 2,2139 -0,0585 1,1136 1,8213 -0,5839 0,7005 1,1531
γ3EC -2,2366 1,4533 1,6289 -2,0921 1,4159 1,5343 -1,8629 2,2627 2,2909
γ4EC -2,0501 1,4113 1,5143 -2,0228 1,1181 1,2339 -1,9845 1,6305 1,7005
βzEC 0,3577 1,1929 1,1939 0,2877 0,4991 0,4991 0,2795 0,1557 0,1569

Tabela 4.2: Estimativas para dados simulados do MEP, com βz = 0, 30 , γj = −1, 50,
para j = 1, . . . , 4, 1500 réplicas, πmédio = 0, 36 (50% de censura).

39



Em relação ao parâmetro βz, vimos que o método do escore corrigido

fornece estimativas melhores que as estimativas naive, que são atenuadas

pela presença do erro de medida. O erro padrão das estimativas naive são

menores que das estimativas escore corrigido, pois não levam em conta o

aumento da variância ocasionado pela presença do erro de medida.

Vimos que, quando não há censura, os 4 parâmetros do MEP convergem

para o mesmo valor do parâmetro do modelo exponencial utilizado para gerar

os dados, mostrando que o modelo ajustado se aproxima do teórico. Porém,

ao introduzirmos censuras, suas estimativas são seriamente afetadas.

Além disso, observamos que o erro quadrático médio das estimativas

diminui com o aumento do tamanho da amostra, e aumenta com o cresci-

mento da proporção de censura.
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Caṕıtulo 5

Aplicação

5.1 Caso 1: Evasão Escolar

5.1.1 Caracterização do Conjunto de Dados

Analisamos um conjunto de dados, coletados entre os anos de 1997 e 2004,

correspondente à 354 alunos do curso de estat́ıstica da UFRN, que na ocasião

de inscrição para o vestibular responderam um questionário sócio-econômico

contendo 25 questões, das quais escolhemos 4 para relacionar ao modelo. Os

dados foram obtidos de Freire & Valença (2005), e contêm informações sobre

o tempo (em semestres) que os alunos ultrapassaram o peŕıodo de 6 semestres

para se graduar (o mı́nimo exigido são 7 semestres) e a situação quanto ao

término do curso, graduados (falha ou evento de interesse) ou não-graduados

(censura), até 2004.

As covariáveis consideradas foram:

1. Sexo (categorizada, 2 ńıveis):

x1 = 1 se for homem;

x1 = 0 se for mulher.

2. Idade (cont́ınua): x2

3. Grau de instrução da mãe (categorizada, 4 ńıveis):

x31 = 1 : Desconhece, analfabeta ou ensino fundamental incompleto;
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x32 = 1 : Ensino fundamental completo ou ensino médio incompleto;

x33 = 1 : Ensino médio completo;

x31 = x32 = x33 = 0 : Ensino superior incompleto, completo ou pós-

graduação.

4. Meio de transporte que mais utiliza (categorizada, 2 ńıveis):

x4 = 1 : transporte coletivo;

x4 = 0 : carro próprio ou da famı́lia, outros.

5.1.2 Caracterização do Modelo

Consideramos para as variáveis latentes representando os tempos associa-

dos aos riscos competitivos (Ri’s) o modelo paramétrico Weibull, descrito no

Caṕıtulo 1, com funções densidade de probabilidade e sobrevivência dadas

por (1.11) e (1.12). A expressão do logaritmo da função de verossimilhança

marginal (2.5) para o modelo weibull é dada por

l∗(φ; D) =
n∑

i=1

{
νi

(
x

′

iβx + γ + ln(ρyρ−1
i )− yρ

i e
γ
)
−

exp
(
x

′

iβx

)
[1− exp(−yρ

i e
γ)]

}
,

sendo φ = (β
′
x, λ

′
)
′
, com λ = (ρ, γ)

′
os parâmetros da distribuição Weibull

e βx = (β1, β1, β31, β32, β33, β4)
′

os coeficientes de regressão das covariáveis

(x1, x2, x31, x32, x33, x4) envolvidas no modelo.

5.1.3 Resultados

Utilizamos a função optim do software R, associada ao método Quasi-

Newton de Broyden, Fletcher, Goldforb e Shanno (BFGS), para obter as

estimativas de máxima verossimilhança. Os resultados são apresentados na

Tabela 5.1.
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Tabela 5.1 - Estimativas de máxima verossimilhança. Dados de evasão
do curso de Estat́ıstica UFRN, n = 354 alunos, modelo Weibull.

Descrição Parâmetro Estimativa EP P-valor

sexo β1 −0, 4419 0, 1996 0, 0269
idade β2 −0, 0305 0, 0139 0, 0278

grau de β31 −0, 4187 0, 3493
instrução β32 −0, 1242 0, 2877 0, 0089
da mãe β33 −0, 3947 0, 2782

transporte β4 0, 5611 0, 2498 0, 0250
parâmetros γ −3, 1404 0, 2557 < 0, 0001

Weibull ln ρ 0, 5983 0, 0763 < 0, 0001

Com base nas estimativas dadas na Tabela 5.1 e na relação (2.2), a fração

de cura fica relacionada às covariáveis através da equação

π(x) = exp
(
− exp(− 0, 4419x1 − 0, 0305x2 − 0, 4187x31

−0, 1242x32 − 0, 3947x33 + 0, 5611x4)
)
. (5.1)

A fração de cura para a amostra estudada possui a distribuição de frequência

sumarizada na Tabela 5.2. e representada na Figura 5.1.

Tabela 5.2 - Sumário de estat́ısticas para π.
Dados de evasão escolar.

Min. 1o Qu Mediana Média 3o Qu Max.
0,3524 0,5244 0,6057 0,6037 0,6783 0,9127

Como exemplo, imaginemos os sequintes perfis:

• Perfil 1: um homem de 23 anos, tendo mãe que possui ensino funda-

mental completo ou médio incompleto e acostumado a andar de trans-

porte coletivo. Em termos de covariáveis, esse perfil é representado pelo

vetor x = (1, 23, 0, 1, 0, 1). Para este perfil, o modelo fornece, através

da relação (5.1), π = 0, 6106.

• Perfil 2: uma moça de 17 anos, tendo mãe que possui ensino superior

(completo ou incompleto) ou pós-graduação e acostumada a andar de

transporte coletivo. Temos x = (0, 17, 0, 0, 0, 1), π(x) = 0, 3522.
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Figura 5.1: Histograma dos valores da fração de cura (π) dos perfis presentes
na amostra.

• Perfil 3: um rapaz de 17 anos, tendo mãe que possui ensino superior

(completo ou incompleto) ou pós-graduação e acostumado a andar de

transporte coletivo. Temos x = (1, 17, 0, 0, 0, 1), π(x) = 0, 5113.

• Perfil 4: Um homem de 49 anos, tendo mãe que é analfabeta ou possui

o ensino fundamental incompleto e acostumado a andar de carro próprio

ou da famı́lia. Temos x = (1, 49, 1, 0, 0, 0), π(x) = 0, 9095.
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O modelo mostrou uma adequação bastante satisfatória ao conjunto de

dados, retratando com fidelidade a real situação do problema de evasão que

ocorre no curso de estat́ıstica da UFRN. Comparando o valor que a função de

sobrevivência estimada (Kaplan-meier - Figura 1.1) se acomoda com a média

das proporções de imunidade fornecida pelo modelo, vimos que são valores

bem próximos, em torno de 0,60. Vimos tambem que é posśıvel traçar perfis

e analisá-los quanto a chance de evasão.

Analisando os perfis exemplificados, constatamos algumas particulari-

dades. Comparando os perfis 2 e 3, percebemos que a chance de um homem

abandonar o curso e nunca se formar é maior que a de uma mulher sob

condições sócio-econômicas equivalentes. Determinamos os perfis com maior

(Perfil 4) e menor (Perfil 2) chance de evasão dentro da amostra.

Portanto, o modelo se mostrou uma ferramenta adequada para tratar com

o problema de estimação da taxa de evasão do curso de graduação.

45



5.2 Caso 2: Câncer de Mama

5.2.1 Caracterização do Conjunto de Dados

Analisamos um conjunto de dados, obtidos de Macedo & Valença (2005),

contendo informações a respeito de n = 355 pacientes com câncer de mama

atendidas no Hospital Prof. Dr. Luiz Antônio no peŕıodo de 1991 à 1995.

Este Hospital é uma unidade filantrópica que compõe a Liga Norte-Rio-

Grandense contra o Câncer.

A coleta de dados foi realizada de forma retrospectiva a partir dos prontu-

ários de 485 pacientes, dos quais 130 foram exclúıdos por não atenderem

critérios de inclusão do estudo original, registrados no Hospital Dr. Luiz

Antônio com diagnóstico de câncer de mama comprovado através de exa-

me anátomo-patológico. Todas as pacientes se submeteram a tratamento

cirúrgico para retirada do tumor e a medida de interesse foi o tempo decorrido

(em meses) entre a remissão e a recidiva do câncer de mama, ou seja, o tempo

livre da doença. A Figura 5.2 apresenta a curva de sobrevivência estimada

(estimador Kaplan-Meier) para o conjunto de dados de câncer de mama,

mostrando uma alta proporção de censura à direita.

Consideramos as seguintes covariáveis na nossa análise:

1. EST: estadiamento do tumor ressecado (categorizada, 2 ńıveis):

x1 = 1 se estadiamento IIIA ou IIIB;

x1 = 0 se estadiamento 0, 1, IIA ou IIB.

2. NLR: número de linfonodos ressecados (discreta).

3. NLC: número de linfonodos comprometidos (discreta).

4. TNC: tratamentos não-cirúrgicos (categorizada, 4 ńıveis):

x41 = 1 : QH (quimio-hormonioterapia);

x42 = 1 : RH (radio-hormonioterapia);
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Figura 5.2: Estimativas Kaplan-Meier para os dados de tempo até a recidiva
do câncer de mama. Amostra com n = 355 pacientes.

x43 = 1 : QRH (quimio-radio-hormonioterapia).

x41 = x42 = x43 = 0 : nenhum ou outros tipos.

5. TTUM: tamanho do tumor (cont́ınua):

A covariável TTUM (tamanho do tumor) é uma medida feita indireta-

mente por equipamentos de ressonância magnética. Além disso, o formato

de um tumor é irregular e algumas suposições precisam ser feitas para tal

medição. Por exemplo, neste conjunto de dados, considerou-se o tamanho

do tumor como sendo a dimensão de maior diâmetro. Portanto, supomos

que a covariável TTUM é afetada por erros de medição. Em nossa análise,

consideramos a metodologia descrita no Caṕıtulo 3 (estrutura aditiva e nor-

malidade do erro), supomos alguns valores para a variância do erro de medida

e verificamos o comportamento das estimativas.

47



5.2.2 Caracterização do Modelo

Consideramos para as variáveis latentes representando os tempos associa-

dos aos riscos competitivos (Ri’s) o modelo paramétrico Weibull, descrito no

Caṕıtulo 1, com funções densidade de probabilidade e sobrevivência dadas

por (1.11) e (1.12), e a expressão do logaritmo da função de verossimi-

lhança marginal corrigida dada pela equação (3.12), sendo φ = (β
′
, λ

′
)
′
,

com λ
′
= (ρ, γ) e β

′
= (β

′
x, βz)

′
um vetor 7 × 1 de coeficientes de regressão,

βx = (βEST , βNLR, βNLC , βTNC,QH , βTNC,RH , βTNC,QRH)
′
e βz = βTTUM , o co-

eficiente de regressão da covariável TTUM, supostamente medida com erro.

5.2.3 Resultados

Apresentamos na Tabela 5.3 os resultados das estimativas escore cor-

rigido, variando o valor da variância do erro de medida sobre a covariável

TTUM, nos valores σ2
u = 0 (representando, de acordo com a suposição da

existência do erro de medida, as estimativas naive), σ2
u = 0, 01, σ2

u = 0, 10 e

σ2
u = 0, 25. Utilizamos novamente a função optim do software R, associada

ao método Quasi-Newton de Broyden, Fletcher, Goldforb e Shanno (BFGS),

para obter as estimativas escore corrigido. Para obtenção do erro padrão e

p-valor das estimativas, utilizamos os resultados apresentados na Seção 3.3.

Em relação às estimativas de βTTUM (coeficiente de regressão da co-

variável medida com erro), observamos que à medida que aumentamos a

variância do erro de medida, o seu valor é aumentado (0,0912 à 0,0988).

Além disso, o erro padrão aumenta mas o P-valor diminui, aumentando o

seu ńıvel de significância. As outras covariáves supostas medidas sem erro

sofrem pequenas alterações com o aumento da variância do erro de medida.

O coeficiente de regressão da covariável EST (βEST ) sofre uma redução, en-

quanto que o da covariável NLC (βNLC) sofre um aumento. Em ambos os

casos, observa-se a diferença entre as estimativas naive e escore corrigido em

relação às covariáveis medidas sem erro.
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σ2
u Parâmetro Estimativa EP P-valor

βEST 0, 5968 0, 2799 0, 0407
βNLR −0, 0427 0, 0152 0, 0082
βNLC 0, 0716 0, 0242 < 0, 0001

βTNC,QH −1, 0590 0, 6021
0 βTNC,RH −1, 1640 0, 3926 0, 0106

βTNC,QRH −0, 7137 0, 2533
βTTUM 0, 0912 0, 0547 0, 1050

γ −5, 8504 0, 5751 0, 0352
ρ 1, 3562 0, 0984 0, 0004

βEST 0, 5954 0, 2803 0, 0414
βNLR −0, 0427 0, 0152 0.0082
βNLC 0, 0716 0, 0242 < 0, 0001

βTNC,QH −1, 0694 0, 6061
0,01 βTNC,RH −1, 1685 0, 3931 0, 0102

βTNC,QRH −0, 7160 0, 2533
βTTUM 0, 0918 0, 0549 0, 1039

γ −5, 8522 0, 5760 0, 0353
ρ 1, 3569 0, 0985 0, 0004

βEST 0, 5905 0, 2822 0, 0442
βNLR −0, 0430 0, 0152 0.0079
βNLC 0, 0718 0, 0242 < 0, 0001

βTNC,QH −1, 0614 0, 6021
0,10 βTNC,RH −1, 1690 0, 3939 0, 0105

βTNC,QRH −0, 7177 0, 2540
βTTUM 0, 0941 0, 0563 0, 1042

γ −5, 8525 0, 5752 0, 0352
ρ 1, 3562 0, 0985 0, 0004

βEST 0, 5804 0, 2861 0, 0503
βNLR −0, 0433 0, 0152 0.0041
βNLC 0, 0721 0, 0242 < 0, 0001

βTNC,QH −1, 0653 0, 6022
0,25 βTNC,RH −1, 1769 0, 3960 0, 0103

βTNC,QRH −0, 7243 0, 2553
βTTUM 0, 0988 0, 0589 0, 1030

γ −5, 8559 0, 5756 0, 0352
ρ 1, 3563 0, 0986 0, 0004

Tabela 5.3 - Estimativas escore corrigido. Modelo
Weibull, dados de câncer de mama, n = 355 pacientes.
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Com base nas estimativas sem erro de medida (σ2
u = 0) dadas na Tabela

5.3 e na relação (2.2), a fração de cura fica relacionada às covariáveis através

da equação

π(x) = exp
(
− exp(0, 5968xEST − 0, 0427xNLR + 0, 0716xNLC −

1, 0590xTNC,QH − 1, 1640xTNC,RH − 0, 7137xTNC,QRH +

0, 0912xTTUM)
)
. (5.2)

A fração de cura para a amostra estudada possui a distribuição de frequência

sumarizada na Tabela 5.4. e representada na Figura 5.3.

Tabela 5.4 - Sumário de estat́ısticas para π.
Dados de câncer de mama.

Min. 1o Qu Mediana Média 3o Qu Max.
0,0048 0,5120 0,6806 0,6099 0,7731 0,9173
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Figura 5.3: Histograma dos valores da fração de cura (π) dos perfis presentes
na amostra.
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Assim como no Caso 1, podemos traçar perfis e observar os resultados

fornecidos pelo modelo. Como exemplo, imaginemos os seguintes:

• Perfil 1: pacientes com 32 linfonodos ressecados, sendo que nenhum

deles se apresentou comprometido (metástase), com estadiamento 0,

1, IIA ou IIB, tendo realizado o tratamento não-cirúrgico de radio-

hormonioterapia, e com tumor medindo 0,9 cm. Em termos de co-

variáveis, esse perfil é representado pelo vetor x = (0, 32, 0, 0, 1, 0, 0.9).

Para este perfil, o modelo fornece, através da relação (5.2), π = 0, 9173.

• Perfil 2: pacientes com 19 linfonodos ressecados, sendo que nenhum

deles se apresentou comprometido, com estadiamento IIIA ou IIIB,

tendo realizado o tratamento não-cirúrgico de quimio-hormonioterapia,

e com tumor medindo 3,5 cm. Temos x = (1, 19, 0, 1, 0, 0, 3.5), π =

0, 6806.

• Perfil 3: pacientes com 38 linfonodos ressecados, sendo que 32 deles

se apresentaram comprometidos, com estadiamento IIIA ou IIIB, não

tendo realizado qualquer tipo de tratamento não-cirúrgico, e com tumor

medindo 4,5 cm. Temos x = (1, 38, 32, 0, 0, 0, 4.5), π = 0, 0048.

Assim como no Caso 1, o modelo mostrou uma adequação satisfatória

ao conjunto de dados e diversas conclusões podem ser tiradas a respeito da

influência das covariáveis consideradas no tempo de remissão.
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Caṕıtulo 6

Considerações Finais

6.1 Conclusões

Estudamos nesse trabalho um modelo de sobrevivência que suporta ca-

sos em que os dados de sobrevivência possuem uma fração de curados, ou

seja, indiv́ıduos que nunca apresentarão o evento de interesse. Além disso,

avaliamos através de simulação, situações especiais para o caso em que co-

variáveis associadas ao modelo de sobrevivência com fração de cura sejam

medidas com erro, utilizando o método do escore corrigido que fornece esti-

madores consistentes.

No estudo de simulação, analisamos o comportamento dos estimadores

naive e escore corrigido quando uma das covariáveis é medida com erro.

Em relação ao coeficiente de regressão da covariável medida com erro, veri-

ficamos uma atenuação do estimador naive e valores do estimador escore

corrigido mais próximo do verdadeiro. Quanto às covariáveis medidas sem

erro, verificamos a influência que os seus estimadores de regressão (naive e

escore corrigido) sofrem quando da presença de uma outra covariável medida

com erro, mostrando através de gráficos os posśıveis v́ıcios do estimador

escore corrigido em relação ao verdadeiro valor da estimativa para amostras

de tamanho moderado (n = 50 e n = 100). Variamos o tamanho da amostra

e a variância do erro de medida, e verificamos a existência de diferença entre
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as estimativas naive e escore corrigido, diferença esta que diminui com o

aumento do tamanho da amostra. Verificamos também através de simulação

a adequação do modelo semi-paramétrico exponencial por partes ao modelo

de sobrevivência com fração de cura e erro de medida, onde as propriedades

do estimador escore corrigido para amostras finitas foram mantidas.

Realizamos aplicações do modelo em dois conjuntos de dados reais, am-

bos caracterizados por uma grande proporção de censura ao final do tempo

de observação que, em conjunto com a natureza dos fenômenos envolvidos

(tempo de conclusão de um curso de graduação e tempo de remissão de um

câncer), indicam a presença de indiv́ıduos imunes ao evento de interesse.

Na primeira aplicação, consideramos dados de evasão escolar de um curso

de graduação, sem erro de medida, e testamos a adequação do modelo de

sobrevivência com fração de cura na estimação da taxa de evasão do curso.

Na segunda, utilizamos um conjunto de dados de um estudo cĺınico sobre

o câncer de mama, onde o evento de interesse é o tempo entre a remissão

e a recidiva do tumor. Consideramos que uma das covariáveis (tamanho do

tumor) é medida com erro, e aplicamos o modelo de sobrevivência com fração

de cura e erro de medida formulado nas seções anteriores, testando-o para

diferentes valores de variância do erro de medida e analisando as estimativas

obtidas.

6.2 Pesquisas Futuras

Propomos posśıveis pesquisas futuras que podem ser desenvolvidas com

base neste trabalho e nas suas referências.

1. Ao utilizarmos o MEP, devemos sempre definir a partição do eixo do

tempo. Tal partição em geral é feita de maneira arbitrária, de forma

que, em situações práticas, diferentes partições proporcionam resulta-

dos distintos. Demarqui (2006) propõe uma abordagem Bayesiana para

o problema dessa escolha, sendo os valores da partição parâmetros a
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serem estimados. Então uma proposta de trabalho é usar a proposta de

Demarqui (2006) no modelo de sobrevivência com fração de cura e erro

de medida, utilizando o MEP como distribuição da variáveis latentes

(Ri’s).

2. Considerar a situação onde existem covariáveis omissas no conjunto de

dados. Estudar como podemos lidar com esse tipo de problema, incor-

porando as covariáveis que possuem omissões no modelo com fração de

cura e erro de medida.

3. Utilizar outros métodos, além do escore corrigido, para obtenção de

estimadores consistentes em conjunto de dados com erro de medida,

utilizando o modelo com fração de cura e erro de medida. Comparar

os diferentes métodos em relação ao modelo.
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Apêndice A

Função de Verossimilhança

Considerando o conjunto de dados completo dado por Dc = (n,y, ν,n, X),

desejamos obter a função de verossimilhança (2.3), de acordo com as su-

posições feitas na seção 2.3. Como n e X são dados a serem fornecidos pelo

problema, iremos calcular a densidade conjunta dos vetores y = (y1, . . . , yn),

ν = (ν1, . . . , νn) e n = (n1, . . . , nn). Ressaltamos a diferença entre n (tamanho

da amostra) e n (vetor com os valores assumidos pela variável aleatória

Ni ∼ Poisson(θ), i = 1, . . . , n, representando o número de variáveis latentes

para cada indiv́ıduo da amostra). Assim,

f(y, ν,n) =
n∏

i=1

f(yi, νi, ni)

=
n∏

i=1

f(yi, νi|ni)f(ni). (A.1)

Lembrando que Ni ∼ Poisson(θ), temos

f(ni) = P (Ni = ni) =
θnie−θ

ni!
. (A.2)

Temos que yi = min{Ti, Ci}, com Ti = min{Ri0, Ri1, . . . , RiNi
}.

Sejam fT e g as funções densidade de probabilidade de Ti e Ci, respecti-

vamente, e ST e G as funções de sobrevivência de Ti e Ci, respectivamente,

para i = 1, . . . , n.
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Então,

ST (t|ni) = P (Ti ≥ t|Ni = ni) = P (min{Ri0, Ri1, . . . , RiNi
} ≥ t)

= P (Ri0 ≥ t)P (Ri1 ≥ t) . . . P (Rini
≥ t)

= 1S(t|λ) . . . S(t|λ)

= S(t|λ)ni . (A.3)

Assim, utilizando a relação (1.4), temos

fT (t|ni) = −dST (t|ni)

dt
= nif(t|λ)S(t|λ)ni−1. (A.4)

Podemos particionar a expressão f(yi, νi|Ni = ni) em dois casos disjuntos:

νi = 0 ou νi = 1. Desta forma, e utilizando as relações (A.3) e (A.4), temos

P (yi = t, νi = 0|Ni = ni) = P (Ci = t, Ti > Ci|Ni = ni)

= P (Ti > Ci|Ci = t, Ni = ni)P (Ci = t)

= ST (t|ni)g(t)

= S(t|λ)nig(t) (A.5)

e

P (yi = t, νi = 1|Ni = ni) = P (Ti = t, Ti ≤ Ci|Ni = ni)

= P (Ti ≤ Ci|Ti = t, Ni = ni)P (Ti = t|Ni = ni)

= G(t)fT (t|ni)

= G(t)nif(t|λ)S(t|λ)ni−1 (A.6)

Portanto, de (A.5) e (A.6), a distribuição de (yi, νi) dado Ni = ni, i =

1, . . . , n, sob a suposição de censura não-informativa é

f(yi, νi|ni) α

{
S(yi|λ)ni se νi = 0,
nif(yi|λ)S(yi|λ)ni−1 se νi = 1.

(A.7)
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A equação (A.7) pode ser reescrita de forma mais sintética, e com o abuso

de notação de trocarmos o sinal de proporcionalidade pelo sinal de igualdade,

da forma

f(yi, νi|ni) = [S(yi|λ)ni ]1−νi [nif(t|λ)S(yi|λ)ni−1]νi

= S(yi|λ)ni−νi [nif(yi|λ)]νi (A.8)

Substituindo (A.2) e (A.8) em (A.1), temos

f(y, ν,n) =
n∏

i=1

S(yi|λ)ni−νi [nif(yi|λ)]νi
θnie−θ

ni!

=
n∏

i=1

S(yi|λ)ni−νi [nif(yi|λ)]νiexp
{ n∑

i=1

[ni ln θ − ln ni!− θ]
}

.

Logo, a função de verossimilhança dos dados completos é dada por

L(θ, λ; Dc) =
n∏

i=1

S(yi|λ)Ni−νi [Nif(yi|λ)]νiexp

{ n∑
i=1

[Ni ln θ − ln(Ni!)− θ]

}
.

Introduzindo covariáveis no modelo através do parâmetro θ através da

relação θ ≡ θ(x
′
iβ) = exp(x

′
iβ), temos que

L(β, λ; Dc) =

{ n∏
i=1

S(yi|λ)Ni−νi [Nif(yi|λ)]νi

}
×

exp

{ n∑
i=1

[Nix
′

iβ − ln(Ni!)− exp(x
′

iβ)]

}
,

que é a expressão da função de verossimilhança (2.3).
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Apêndice B

Logaritmo da Função de
Verossimilhança Marginal

Vamos mostrar a obtenção do logaritmo da função de verossimilhança

marginal (2.5).

Do logaritmo da função de verossimilhança dos dados completos (2.4), e

lembrando a relação θi = exp(x
′
iβ), temos para cada indiv́ıduo i, i = 1, . . . , n,

a seguinte parcela sendo somada:

li(θ, λ; Dc) = (Ni − νi) ln S(yi|λ) + νi ln Ni + νi ln f(yi|λ) + Ni ln θi −

ln(Ni!)− θi

= ln S(yi|λ)Ni − νi ln S(yi|λ) + ln N νi
i + νi ln f(yi|λ) +

ln θNi
i − ln(Ni!)− θi

= −νi ln S(yi|λ) + νi ln f(yi|λ)− θi + ln

{
[S(yi|λ)θi]

NiN νi
i

Ni!

}
= KN + ln

{
[S(yi|λ)θi]

NiN νi
i

Ni!

}
(B.1)

sendo KN = −νi ln S(yi|λ) + νi ln f(yi|λ) − θi, uma constante em relação a

Ni. Aplicando exponencial a (B.1), obtemos os fatores multiplicados para

para cada indiv́ıduo i, i = 1, . . . , n, da função de verossimilhança:

Li(θ, λ; Dc) = exp(KN)
[S(yi|λ)θi]

NiN νi
i

Ni!
(B.2)
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Para obter a função de verossimilhança marginal, vamos somar (B.2) em

todos os valores que Ni pode assumir.

Li(θ, λ; D) =
∞∑

Ni=0

exp(KN)
[S(yi|λ)θi]

NiN νi
i

Ni!

= exp(KN)
∞∑

Ni=0

{
νiS(yi|λ)θi

[S(yi|λ)θi]
Ni−1

(Ni − 1)!
+ (1− νi)

[S(yi|λ)θi]
Ni

(Ni)!

}

= exp(KN)

{
νiS(yi|λ)θi

∞∑
Ni=1

{ [S(yi|λ)θi]
Ni−1

(Ni − 1)!

}
+ (1− νi)×

∞∑
Ni=0

{ [S(yi|λ)θi]
Ni

(Ni)!

}}
= exp(KN)

[
νiS(yi|λ)θi exp

(
S(yi|λ)θi

)
+ (1− νi) exp

(
S(yi|λ)θi

)]
= exp(KN) exp

(
S(yi|λ)θi

)[
νiS(yi|λ)θi + 1− νi

]
(B.3)

Aplicando o logaritmo à (B.3) e substituindo a expressão de KN , obtemos

a parcela do logaritmo da função de verossimilhança marginal

li(θ, λ; D) = ln

{
exp(KN) exp

(
S(yi|λ)θi

)[
νiS(yi|λ)θi + 1− νi

]}
= KN + S(yi|λ)θi + ln

[
νiS(yi|λ)θi + 1− νi

]
= −νi ln S(yi|λ) + νi ln f(yi|λ)− θi + S(yi|λ)θi + νi ln

(
S(yi|λ)θi

)
= −νi ln S(yi|λ) + νi ln f(yi|λ)− θi + S(yi|λ)θi + νi ln(S(yi|λ) + νi ln θi

= νi ln θi + νi ln f(yi|λ)− θi

[
1− S(yi|λ)

]
(B.4)

O logaritmo da função de verossimilhança marginal (2.5) é então obtido

somando (B.4) em i, i = 1, . . . , n, e substituindo a relação θi = exp(x
′
iβ),

l(β, λ; D) =
n∑

i=1

{
νix

′

iβ + νi ln f(yi|λ)− exp(x
′

iβ)[1− S(yi|λ)]
}

.
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Apêndice C

Algoritmos em R

C.1 Gerando os Dados Simulados

x <- rnorm(n,0,1)
z <- rnorm(n,0,1)
u <- rnorm(n,0,sqrt(sigmau))
w <- z + u
teta <- exp(0.3*x + 0.3*z)
N <- numeric(n)
for(i in 1:n){N[i] <- rpois(1,teta[i])}
v <- rep(1,n) #indicador de falha;
vi <- rep(0,n) #Indicador de imunidade.
C <- rexp(n, exp(mi)) #Gera censuras aleatórias.
y <- numeric(n)
for(i in 1:n){
N[i] <- rpois(1,teta[i]) #número de variáveis latentes.
if (N[i] > 0){
y[i] <- min(rexp(N[i],exp(-1.5)),C[i]) #Observaç~oes (n~ao imunes).
if(y[i] == C[i]) v[i] <- 0
}
else{
y[i] <- 10^4 #Tempo de grande ordem de grandeza para os imunes.
vi[i] <- 1
v[i] <- 0
}}

Obs.: n é o tamanho da amostra, sigmau a variância do erro de medida e
mi obtido por simulação de acordo com a proporção de censura desejada para o
conjunto de dados.

Censura 0% 15% 25% 50%
mi < −10 -2.307 -1.533 0.335
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C.2 Simulação com Modelo Exponencial

#Funç~oes de Bz, Gama e Bx.

Fec <- function(p){ #Verossimilhança corrigida.
Bz <- p[1]
Gama <- p[2]
Bx <- p[3]
for(i in 1:n){
L[i] <- v[i]*(x[i]*Bx + w[i]*Bz + Gama - y[i]*exp(Gama))- exp(x[i]*Bx +
w[i]*Bz-(Bz^2)*(sigmau)/2)*(1-exp(-y[i]*exp(Gama)))
}
LL <- sum(L)
return(-LL)
}

Fnaive <- function(p){ #Verossimilhança naive.
Bz <- p[1]
Gama <- p[2]
Bx <- p[3]
for(i in 1:n){
L[i] <- v[i]*(x[i]*Bx + w[i]*Bz + Gama - y[i]*exp(Gama))- exp(x[i]*Bx +
w[i]*Bz)*(1-exp(-y[i]*exp(Gama)))
}
LL <- sum(L)
return(-LL)
}

L <- numeric(n)
p <- c(0.3,-1.5, 0.3)
optim(p,Fec,method=’BFGS’)
optim(p,Fnaive,method=’BFGS’)

Obs.: A função optim por default minimiza as funções, por isso retornamos −LL

no algoritmo.
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C.3 Simulação com MEP

Nint = 4
yni <- numeric() #Vetor com observaç~oes dos n~ao imunes.
u <- 1
for(i in 1:length(y)){
if(y[i]!= max(y)){
yni[u] <- y[i]
u <- u+1}}
yni <- sort(yni)

comp <- 1/Nint
lim <- seq(comp,1,comp)
s <- numeric()
for(i in 1:Nint-1){
s[i] <- -log(1-lim[i])/exp(-1.5) #Valores dos quartis para a partiç~ao.
}
s[Nint] <- max(yni)

pos <- numeric() #Vetor indicando o subintervalo de cada observaç~oes.
for(i in 1:length(y)){
j <- 1
while(y[i] > s[j] & j != Nint + 1){
j <- j+1}
pos[i] <- j
}

Fmep <- function(p){ #Verossimilhança naive.
lamb1 <- p[1]
lamb2 <- p[2]
lamb3 <- p[3]
lamb4 <- p[4]
Bz <- p[5]
S <- function(i){
if(pos[i] == 1) Sob <- exp(-y[i]*exp(lamb1))
if(pos[i] == 2) Sob <- exp(-exp(lamb2)*(y[i]-s[1]) - exp(lamb1)*s[1])
if(pos[i] == 3) {Sob <- exp(-exp(lamb3)*(y[i]-s[2]) - exp(lamb1)*s[1] -
exp(lamb2)*(s[2]-s[1]))}
if(pos[i] == 4) {Sob <- exp(-exp(lamb4)*(y[i]-s[3]) - exp(lamb1)*s[1] -
exp(lamb2)*(s[2]-s[1])- exp(lamb3)*(s[3]-s[2]))}
if(pos[i] == 5) Sob <- 10^-10 #indivı́duo imune.
return(Sob)}
for(i in 1:n){
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if(pos[i] == 1) L[i]<-v[i]*(w[i]*Bz+log(exp(lamb1)*S(i)))-exp(w[i]*Bz)*(1-S(i))
if(pos[i] == 2) L[i]<-v[i]*(w[i]*Bz+log(exp(lamb2)*S(i)))-exp(w[i]*Bz)*(1-S(i))
if(pos[i] == 3) L[i]<-v[i]*(w[i]*Bz+log(exp(lamb3)*S(i)))-exp(w[i]*Bz)*(1-S(i))
if(pos[i] == 4) L[i]<-v[i]*(w[i]*Bz+log(exp(lamb4)*S(i)))-exp(w[i]*Bz)*(1-S(i))
if(pos[i] == 5) L[i]<- -exp(w[i]*Bz)*(1-S(i))}
LL <- sum(L)
return(-LL)}

FmepEC <- function(p){ #Verossimilhança corrigida.
lamb1 <- p[1]
lamb2 <- p[2]
lamb3 <- p[3]
lamb4 <- p[4]
Bz <- p[5]
S <- function(i){
if(pos[i] == 1) Sob <- exp(-y[i]*exp(lamb1))
if(pos[i] == 2) Sob <- exp(-exp(lamb2)*(y[i]-s[1]) - exp(lamb1)*s[1])
if(pos[i] == 3) {Sob <- exp(-exp(lamb3)*(y[i]-s[2]) - exp(lamb1)*s[1] -
exp(lamb2)*(s[2]-s[1]))}
if(pos[i] == 4) {Sob <- exp(-exp(lamb4)*(y[i]-s[3]) - exp(lamb1)*s[1] -
exp(lamb2)*(s[2]-s[1])- exp(lamb3)*(s[3]-s[2]))}
if(pos[i] == 5) Sob <- 10^-10
return(Sob)}
for(i in 1:n){
if(pos[i] == 1) {L[i] <- v[i]*(w[i]*Bz + log(exp(lamb1)*S(i))) - exp(w[i]*Bz -
(Bz^2)*sigmau/2)*(1-S(i))}
if(pos[i] == 2) {L[i] <- v[i]*(w[i]*Bz + log(exp(lamb2)*S(i))) - exp(w[i]*Bz -
(Bz^2)*sigmau/2)*(1-S(i))}
if(pos[i] == 3) {L[i] <- v[i]*(w[i]*Bz + log(exp(lamb3)*S(i))) - exp(w[i]*Bz -
(Bz^2)*sigmau/2)*(1-S(i))}
if(pos[i] == 4) {L[i] <- v[i]*(w[i]*Bz + log(exp(lamb4)*S(i))) - exp(w[i]*Bz -
(Bz^2)*sigmau/2)*(1-S(i))}
if(pos[i] == 5) L[i] <- - exp(w[i]*Bz - (Bz^2)*sigmau/2)*(1-S(i))}
LL <- sum(L)
return(-LL)}

L <- numeric(n)
p <- c(rep(-1.5,Nint), 0.3)
optim(p,Fmep)
optim(p,FmepEC)

Obs.: Nint é o número de subintervalos de acordo com a partição escolhida. Neste

trabalho, utilizamos Nint = 4 intervalos.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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