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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo fazer uma analise qualitativa sobre a abordagem
de “Sistemas Lineares” apresentada por trés livros didaticos do Ensino Médio,
aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio
(PNLEM). A nossa pesquisa fundamenta-se no referencial tedrico dos Registros
de Representacdo Semidtica de Raymond Duval (2003), pois acreditamos na
importancia da conversédo de registros para a constru¢cdo do conhecimento pelo
aluno. A nossa proposta é verificar, nestes livros didaticos, em quais registros de
representacdes semioticas 0s sistemas lineares sado apresentados e quais as
conversdes de registros propostas em seus exercicios. Escolhemos analisar livros
didaticos, pois acreditamos que sdo 0s instrumentos mais utilizados pelo
professor para preparar e ministrar suas aulas. Assim sendo, os livros didaticos
podem determinar conteudos e estratégias a serem trabalhadas em sala de aula.
Esta pesquisa nos levou também a investigar quais séo as orienta¢des de alguns
documentos oficiais - Orienta¢gées Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN+), (BRASIL, 2002), Orientacbes Curriculares para
professores do Ensino Médio (BRASIL, 2006), e as Recomendacdes do PNLEM
(BRASIL, 2007) - para a abordagem desse tema e a fazermos uma comparacao
do método do escalonamento nos registros grafico e algébrico. Os resultados
obtidos mostram que o registro gréafico e o registro de representacdo semiotica da
lingua natural estdo presentes em dois dos trés livros analisados, porém o registro
grafico esta presente apenas em textos explicativos, sendo muito pouco
explorado nos exercicios resolvidos ou propostos. Observamos ainda que o
registro algébrico continua prevalecendo na abordagem de sistemas lineares
nestes livros didaticos e que os algoritmos para a resolucdo de sistemas
continuam sendo tratados em primeiro plano, enquanto a analise dos resultados
obtidos na resolucdo ou na classificagdo de um sistema linear ainda é explorada

timidamente.

Palavras-chave : Livros didaticos de Matematica do Ensino Médio, Sistemas de

Equac0es Lineares, Registros de Representacdo Semiotica.
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ABSTRACT

This task has as a goal to make a qualitative analysis about the “linear system”
aprouch presented in three didatic books of the high school program that were
aproved by the “Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio”
(PNLEM). The research is based in the theorical reference of the Registers of the
Semiotics Representation by Raymond Duval (2003), because we believe in the
importancy of the register's conversion in order to build the student’s knowledge.
Our proposal is to check in these didatic books in which registers of the semiotics
representation the linear systems are presented and which register's conversion
are proposed in their exercises. We chose to analyse didatic books because we
believe they are the instruments used the most by the teachers to prepare and to
give classes. This way, the didatic books can determine the content and strategies
to be worked in class. This research lead us also to investigate which are the
orientations in some oficial documents: Complementary Educacional Orientations
to the Nacionals Curriculares Parameters (PCN+) (BRASIL, 2002); Curriculares
Orientations to High school teachers (BRASIL, 2006) and the PNLEM
recomendations (BRASIL, 2007). From these documents we will do a comparision
between the method of the stagger in the graphical and algebraical registers. The
results obtained show that the graphical register and the register of semiotic
representation of the natural language are pesented in two of the three books
anlysed, however the graphic register is presented only in explanation texts,
beeing few explored in the solved exercises or in the proposed exercises. We also
observedthat the algebraical register is still prevailling in the linear system aprouch
and that the algorithm to the resolution of systems has still beeing treated in first
view, while the analyse of the results obteined in the resolution or classification of

a linear system is still explored timidly.

Keywords: Didatic books of Mathematics of High school, Sistem of linear

equations, Registers of the Semiotics Representation.
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INTRODUCAO

Meu interesse pelo tema “sistemas lineares” surgiu do fato de trabalhar
“Algebra” com alunos do Ensino Médio em conceituadas escolas da rede
particular de ensino, situadas em S&o Bernardo do Campo. Nessa minha
trajetdria profissional, abordava este tema de maneira mecéanica. Certamente,
meus alunos adquiriam as técnicas para resolver os sistemas lineares, mas,
provavelmente, ndo interpretavam os resultados obtidos. Esse fato me
causava uma grande insatisfacao e, por isso, decidi investigar este tema neste
meu trabalho.

Com o objetivo de melhorar minha pratica docente e de me aproximar da
educacao superior, ingressei no curso de Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica, do Programa de Estudos Pés-Graduados da Pontificia
Universidade Catodlica de Sdo Paulo (PUC-SP). Em fevereiro de 2007, comecei
a frequentar o Grupo de Pesquisa para Educacdo Algébrica (GPEA), que tem
como projeto central o tema: “Qual a algebra a ser ensinada em cursos de
formagcdo de professores de Matematica?”. A este tema central estédo
interligados alguns ramos, entre eles, o projeto “Algebra Linear”, no qual se
insere este trabalho, cujas pesquisas visam investigar 0 ensino e a
aprendizagem de Algebra Linear, buscando elementos de analise em livros
didaticos, documentos oficiais, discurso de professores, observacdo em sala de
aula, desempenho de alunos em experimentos, entre outros.

Levando em conta 0s objetivos deste projeto, as discussdes com
professores do ensino superior, que vivenciamos neste grupo de pesquisa
sobre as dificuldades que os alunos apresentam para resolver sistemas
lineares nas aulas de Algebra Linear, e por acreditarmos na hipétese de que
estas dificuldades poderiam estar relacionadas com a forma mecanica que o
tema estaria sendo trabalhado no ensino médio atualmente, decidimos
investigar, sob a orientacdo da Prof?. Dr2 Barbara L. Bianchini, o tema
sistemas lineares na educacdo bésica, tema este que é considerado pelos

professores do ensino superior um conhecimento prévio necessario para o



estudo da disciplina Algebra Linear nos cursos de Licenciatura em Matematica,
Engenharias, Ciéncias da Computacao e outros.

Convencidas da importancia do tema e amparadas na teoria de
aprendizagem de Raymond Duval (2003), selecionamos trés colecdes
aprovadas pelo Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio
(PNLEM/2007)* e decidimos investigar sob quais registros de representacao
semi6tica® estdo sendo abordados os sistemas lineares e quais as conversdes
de registros® propostas. Consideramos também relevante analisar, quanto ao
registro algébrico, quais os tratamentos que estdo sendo abordados nestes
livros didaticos. Os Registros que privilegiaremos em nossas analises sdo: a
lingua natural, os registros algébrico e gréafico, pois acreditamos que estes
estdo diretamente ligados ao tema e que podem contribuir para que o aluno
entenda melhor o que € resolver um sistema linear, ndo somente aplicando
regras prontas, mas principalmente, interpretando o seu conjunto solucéao.

A escolha desta proposta nos levou também a analisar recentes
documentos oficiais norteadores da Educacdo Nacional: Parametros
Curriculares Mais - PCN+ (BRASIL, 2002) e Orientagbes Curriculares para o
Ensino Médio (BRASIL, 2006).

Este trabalho esta organizado em nove capitulos, descritos da seguinte
forma:

No primeiro capitulo, apresentamos a problematica, o objetivo e os
procedimentos metodoldgicos por nés utilizados.

No segundo capitulo, temos a fundamentacéo tedrica do nosso trabalho,
que se baseia nas teorias dos Registros de Representacdo Semiotica de
Raymond Duval e na Aprendizagem Significativa de David Ausubel.

No terceiro capitulo, um panorama histérico dos sistemas lineares e a

demonstracdo dos dois algoritmos mais utilizados para resolver sistemas

' O PNLEM é um programa do governo federal que foi implantado em 2004, voltado para a
distribuicao gratuita de livros didaticos aos alunos do Ensino Médio da rede publica de ensino,
e é mantido pelo FNDE com recursos financeiros do Orcamento Geral da Unido. (Fonte: portal
do MEC: http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/EnsMed/port 1818.pdf

? Registros de representacdes semidticas sdo os diferentes signos utilizados para representar
objetos matematicos como: figuras, gréaficos, escritas simbdlicas, registro numérico, lingua
natural, entre outros.

® Uma conversdo de registros é a transformagdo de uma representacdo mudando de um
registro para outro. Um tratamento é uma transformacéo efetuada dentro do mesmo registro.




lineares com mais de duas incégnitas: A Regra de Cramer e o Método do
Escalonamento (ou Método de Gauss).

No quarto capitulo, os livros didaticos selecionados para serem
analisados neste trabalho.

No quinto capitulo, algumas orientacdes didaticas sugeridas pelos
documentos oficiais para o ensino de sistemas lineares.

No sexto capitulo, analisamos em quais registros os sistemas lineares
estdo sendo abordados nos livros por nés selecionados e quais as conversdes
de registros propostas em seus exercicios.

No sétimo capitulo, analisamos, ainda, como os livros didéaticos
classificam Sistemas Lineares com mais de duas incégnitas.

No oitavo, apresentamos uma comparacao entre escalonamento de um
sistema no registro algébrico e no registro grafico.

Encerramos o nosso trabalho apresentando as consideracgoes finais.



1. PROBLEMATICA E OBJETIVO

A Algebra tem mais destaque que a Geometria nos curriculos de
Matematica atualmente, porém para muitos alunos ela ainda € considerada
“dificilima, abstrata”. Em muitas aulas de algebra, alunos continuam apenas
armazenando informagdes e manipulando algoritmos, reproduzindo modelos,
provavelmente sem compreender realmente 0s conceitos algébricos e
possivelmente sem conseguir usar seus conhecimentos em situacdes do dia-a-
dia.

Lellis e Imenes (2001, pp. 42-43) afirmam que em muitas escolas o
ensino da matematica é tratado como um conjunto de técnicas, de aplicacbes
de férmulas, com uma grande quantidade de exercicios que se resumem em

“calcular”, “obter”, “efetuar”, em contextos exclusivamente matematicos, com o
objetivo de buscar resultados. O que importa é “como” fazer, sem se preocupar
com "porque fazer assim” ou “para que fazé-lo”.

Muitas aulas de algebra ainda sdo baseadas em definicado-exemplos-
reproducdo, como se ensinar fosse transmitir um contetudo e aprender fosse
reproduzir esse conteddo de maneira mecanica. Nesse modelo de ensino nédo
existem trocas, discussfes, experimentos, conjecturas. Assim, o aluno pode se
tornar desinteressado, sem ter a possibilidade de opinar, criticar, de ser
criativo.

Lins e Gimenez (2001, pp.105 - 106) afirmam que quase a totalidade dos
livros didaticos brasileiros disponiveis se baseia na sequéncia: técnica
(algoritmo)/ pratica (exercicios), sem desenvolver a investigacao e a reflexdo e
que os professores, ou por despreparo ou por nao conhecerem outra
alternativa, acabam adotando esta pratica. Segundo esses autores, estudos
feitos em todo o mundo, inclusive no Brasil, mostram que esta pratica pode ser
prejudicial a educacéao.

Para atender aos objetivos do ensino de Matematica no Ensino Médio,
um livro didatico deveria abranger uma grande variedade de conteddos nos
diversos campos da Matematica e quando possivel, abordar esses conteudos

de maneira diversificada, com diferentes linguagens: materna, simbolos



matematicos, graficos, tabelas, etc. Espera-se também que ele aborde
aspectos da Historia da Matematica de maneira contextualizada e que ele
contribua para que o aluno compreenda realmente os conceitos matematicos
através da construcdo dos conhecimentos, sem precisar decora-los.
Consideramos importante que ele apresente situagdes-problema que levem o
aluno a refletir, a generalizar, a conjecturar, a argumentar e a criar e discutir
hipoteses.

O livro didatico deveria ser uma ferramenta a mais (como o computador,
o material concreto) para completar e enriquecer diariamente a aula do
professor, contribuindo para a aprendizagem efetiva do aluno. Porém,
acreditamos que na nossa realidade, muitas vezes ele funciona como o Unico
norteador para muitos professores, que planejam suas aulas unicamente

baseados nos contelidos dos livros didaticos.

[...] o livro didatico vem assumindo, ha algum tempo, o papel de
Unica referéncia sobre o saber a ser ensinado, gerando, muitas
vezes, a concepcdo de que “o mais importante no ensino da
matematica na escola € trabalhar o livro de capa a capa”. [...] E
importante, pois, que o livro didatico de Matemética seja visto
nao como um substituto de orientacdes curriculares, mas como
um recurso a mais. (BRASIL, 2006, p. 86).

Lajolo (apud Oliveira, 2006, p.16) afirma que no Brasil o livro didatico
determina conteudos e estratégias de ensino, marcando de forma decisiva o
gue se ensina e como se aprende. Oliveira (2006) considera que o livro didatico

€ muito importante, pois influencia o ensino de Matemética.

[...] Considero que o livro didatico exerce grande influéncia no
processo de ensino, pois, além de determinar o curriculo a ser
desenvolvido em sala de aula, constitui-se como importante
instrumento pedagdgico para o professor, jA que lhe sugere
contetdo, metodologia e atividade. (p. 16).

Araudjo (2002) analisou em seu trabalho trés livros didaticos, com o

objetivo de encontrar textos metamatematicos passiveis de se tornarem



alavancas meta® para alunos de um primeiro curso de Algebra Linear, e, ao
analisar o prefacio desses trés livros adotados em universidades de Sao Paulo,
a autora verificou que todos eles afirmavam que o estudo dos sistemas lineares
€ essencial, pois serd uma ferramenta para a compreensdo dos demais
assuntos tratados na disciplina.

Karrer (2006) afirma que a dificuldade no estudo de conteudos de
Algebra Linear ndo é um problema especificamente brasileiro. A autora cita em
seu trabalho pesquisas como a de Dias (1998) e a de Pavlopoulou (1993) que
evidenciam que os livros de Algebra Linear privilegiam o registro simbélico (ou
algébrico) e que as dificuldades dos alunos nesta disciplina estédo relacionadas
a deficiéncia na coordenacdo dos diversos registros de representacéo
semiotica.

As pesquisas de Pavlopoulou (1993) [...] estabeleceram a
relacdo entre as dificuldades dos alunos na aprendizagem de
conceitos de algebra Linear e a deficiéncia na coordenacéo

satisfatéria dos diversos registros de representacdo semidtica.
(Karrer, 2006, p. 59).

Machado (1996) afirma que uma das causas das dificuldades que os
alunos enfrentam na disciplina Algebra Linear é a falta de conhecimento de
varios pré-requisitos essenciais. Segundo a autora, uma das dificuldades dos
alunos é a passagem do registro algébrico para o grafico e vice-versa. Ela
enfatiza a necessidade de se abordar essas conversdes de registros antes do
ensino superior, caso contrario, os alunos continuardo resolvendo sistemas
sem dar sentido algum a eles.

Pesquisas como estas enfatizam a relevancia de analisarmos em quais
registros de representacdo semidtica os sistemas lineares estdo sendo
abordados nos livros didaticos do ensino médio e quais as conversdes de

registros apresentadas em seus exercicios resolvidos e propostos.

4 Os ‘recursos-meta’ sdo recursos sobre o conhecimento matematico que tém por objetivo
auxiliar o aprendizado do objeto mateméatico em estudo e quando atingem seu objetivo séo
chamados de ‘alavancas-meta’, termo introduzido por Aline Robert. (Nomura, J.I. e Bianchini,
B.L., 2007)



Freitas (1999, p.10) afirma que o grande problema para o aluno néo é
resolver um sistema, desde que ele esteja familiarizado com algum método de
resolucdo (a autora cita substituicdo, comparacdo e escalonamento). Para a
autora, o problema esta na interpretacdo da solucdo encontrada e ela
conjectura que a dificuldade de interpretacao poderia estar relacionada ao fato
de que os alunos decoram as técnicas de resolucdo dos sistemas sem
compreender o significado das respostas, isto é, realizam o algoritmo de
maneira mecanica e nao interpretam a resposta encontrada. A autora afirma

em seu trabalho:

Observo que as razbes das dificuldades dos alunos na
interpretacdo dos resultados obtidos apds a aplicacdo de um
método de resolucdo a um sistema linear podem estar ligadas
ao fato de que, métodos de resolucdo se reduzem a um
algoritmo, enquanto que a interpretacédo dos resultados obtidos
exige articulacdo entre diversos conceitos, que podem envolver
diferentes quadros e registros de representacdo. Assim, as
solugbes de um sistema linear podem ser relacionadas, por
exemplo, a pontos, retas e planos, o que permite se passar de
uma manipulacdo algébrica a uma ilustracdo gréfica em
dimenséo 2 ou 3. (Freitas, 1999, p. 24).

Freitas analisa também em seu trabalho se o aluno relaciona a
representacdo grafica com o conjunto solugédo de um sistema linear ao propor a

seguinte questao no seu teste diagnéstico:



3% questao
Os graficos abaixo representam trés sistemas lineares. Esses sistemas tem
solugéo?
AY AY AY
Sim () Sim () Sim ()
Nao () NZo () Nao ()
Nao sei () Nao sei () Nao sei ()

Figura 1- Terceira questdo do teste diagnostico apresentado no trabalho de
Freitas.
Fonte: Freitas, 1999, p. 65.

Como apenas 14% dos alunos escolheram corretamente as alternativas
apresentadas nos trés graficos, a autora conclui que em geral os alunos néo
relacionam a solugdo de um sistema linear com 0s pontos comuns entre as
retas que o representam. Freitas adverte que este fato pode estar relacionado
ao enfoque algébrico com que os livros do Ensino Médio abordam o tema. Os
trés livros didaticos do Ensino Médio analisados pela autora ndo abordavam a
representacdo gréafica dos sistemas lineares.

Amparadas nos resultados desta analise, consideramos relevante
analisar se os livros atuais também abordam os sistemas lineares apenas no
registro algébrico. Concordamos com Freitas quando ela afirma que é possivel
trabalhar a conversdo do registro algébrico para o grafico e vice-versa nos
Ensinos Fundamental e Médio e que esta estratégia podera favorecer a
compreensao e a interpretacéo dos resultados. Porém, a autora adverte que no
segundo ano do ensino médio, quando tém contato com os sistemas de trés
equacdes e trés incognitas, os alunos provavelmente ainda ndo conhecem um
sistema de coordenadas a trés dimensdes. Segundo a autora, esse problema
pode ser solucionado com o uso de softwares que construam graficos em trés

dimensoes.



Novamente concordamos com a autora e ressaltamos que ja existem
programas gratuitos, como o Winplot, que permitem que o aluno construa
graficos em trés dimensfes. Acreditamos que estes graficos possibilitem a
interpretacdo das solucbes dos sistemas obtidas algebricamente e diminua a
dificuldade que o aluno possui ha coordenacédo satisfatdria do registro algébrico
para o registro grafico.

Ja Almouloud e Bianchini (1996) apresentam em seu trabalho uma
analise dos erros mais frequentes na resolucdo de sistemas e apontam que
aparecem erro de calculos aritméticos e algébricos, de método de resolucéo,
de representacdo grafica, etc. Os autores afirmam que o aluno ignora que a
solucédo de um sistema deve satisfazer todas as suas equacoes.

Acreditamos que o resultado desta pesquisa esteja confirmando a
afirmacao de Freitas (1999) j& citada anteriormente: que os alunos decoram as
técnicas de resolugcdo dos sistemas sem compreender o significado das
respostas, isto &, realizam o algoritmo de maneira mecanica e nao interpretam
a resposta encontrada. Esta dificuldade em interpretar o conjunto solucdo de
um sistema poderia ser minimizada se o aluno soubesse converter um sistema
linear do registro algébrico para o grafico.

Com base nas pesquisas realizadas até entdo, preocupadas com o
ensino dos sistemas lineares e cientes da caréncia de trabalhos académicos
desenvolvidos nesta area, consideramos importante voltarmos nossos olhares
para os livros didaticos do ensino médio no que diz respeito ao tema: sistemas
lineares no Ensino Médio, pois acreditamos que estes livros possam nos dar
“pistas” de como esse tema esta sendo abordado nas salas de aula. Assim
sendo, amparadas na hipdtese de que os sistemas lineares geralmente séo
trabalhados apenas no registro algébrico nos livros didaticos, e
consequentemente, nas salas de aula, procuraremos responder, em no0Sso
trabalho, a seguinte questdo: "Em quais registros de representacdo semidtica
estdo sendo abordados os sistemas lineares nos livros didaticos do Ensino
Médio e quais as conversfes de registros apresentadas nos exercicios
resolvidos e nos exercicios propostos destes livros?”.

Além de investigarmos 0s registros de representacdo semiotica nos

livros didaticos, consideramos importante estudar também alguns documentos
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oficiais como PCN+ (2002) e Orientagcdes Curriculares para o Ensino Médio
(2006), entre outros, para conhecer melhor as suas orientagdes sobre o tema
sistemas lineares no Ensino Médio. As recomendacfes desses documentos
que iremos analisar nos livros didaticos sao:

* Aretomada dos sistemas lineares com duas equac¢des e duas incognitas
antes da abordagem dos sistemas com trés equacdes e trés incognitas
nos livros didaticos;

* A abordagem historica dos sistemas lineares nos livros didaticos;

» As atividades que empregam o uso do computador nos livros didaticos;

« O tratamento do registro algébrico nos livros didaticos.
e 1.1 Procedimentos metodolégicos

Este trabalho possui caracteristicas de pesquisa qualitativa de carater
documental.

Uma pesquisa qualitativa, segundo Bogdan e Biklen (apud Ludke e
André, 1986, pp. 13-15) supde o contato direto do pesquisador com a situacéo
estudada. Neste tipo de pesquisa, os dados coletados sdo predominantemente
descritivos, a observacéo € o principal método de investigacao e o pesquisador
se preocupa mais com o processo do que com o produto final.

Uma pesquisa documental € aquela que busca identificar informacdes
nos documentos contemporaneos ou retrospectivos a partir das questdes do
pesquisador. Segundo Guba e Lincoln (apud Ludke e André, 1986, p. 39), os
documentos constituem uma fonte estavel e rica, persistem ao longo do tempo
e podem transmitir informagdes contextualizadas.

Escolhemos o livro didatico como fonte primaria de dados para nossa
investigacao.

Decidimos analisar trés dos oito livros didaticos que estdo na lista dos
recomendados pelo PNLEM-2007, livros estes que sdo distribuidos
gratuitamente pelo Ministério da Educacao (MEC) aos alunos do Ensino Médio,
e, por isso, possivelmente sdo os mais adotados pelos professores das escolas
publicas. Porém, como a pesquisadora atua somente na rede particular de

ensino, ndo tivemos acesso a estes livros. Resolvemos, entdo, analisar trés
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livros de autores indicados pelo PNLEM-2007, mas que sdo também vendidos
para a rede particular de ensino, 0 que consideramos estar mais ligado a
pratica docente da pesquisadora.

A escolha destes trés livros se deu por varias razdes, entre elas, por seus
autores serem considerados, por nés, autores conceituados. Ja o terceiro livro
foi escolhido porque a pesquisadora adota outro livro destes mesmos autores
na escola particular em que atua. Contatamos as editoras destes livros e uma
delas (Editora Saraiva) nos informou que os livros distribuidos no programa
PNLEM sao os mesmos que os vendidos para a rede particular, sem nenhuma
alteracdo. J4 as outras duas editoras (FTD e Saraiva) informaram que os livros
distribuidos para a rede publica sofrem pequenas alteracbes em relacdo aos
livros disponiveis nas livrarias, alteracdes estas que estdo ligadas ao numero
de exercicios e de testes de vestibular. Acreditamos que tal fato ndo afetara os
resultados de nossas analises.

Os trés livros escolhidos para realizarmos nossa pesquisa foram:

Designacao Titulo / Série / Autor / Editora / Ano
* Matematica, Contexto e Aplicacdes - vol.2 — E.M.
L-1 * Luiz Roberto Dante
+ Atica - 2007
* Matematica - Ensino Médio - vol. 2
L-2 » Katia C.S. Smole, Maria Ignez Diniz

» Saraiva - 2003

* Matematica Completa - vol. Unico

L-3 « José R. Giovanni, José R. Bonjorno e José R. Giovanni Jr.
« FTD -2002

Quadro 1 - Livros didaticos de matematica analisados nesta pesquisa.
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2. REFERENCIAS TEORICAS

Este trabalho esta fundamentado na teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica de Raymond Duval, que estuda o funcionamento
cognitivo na aprendizagem de conceitos matematicos e na Teoria de
Aprendizagem Significativa de David Ausubel, que afirma que a aprendizagem
significativa ocorre quando uma nova informac&o ancora-se em conhecimentos
relevantes preexistentes na estrutura cognitiva do aprendiz. Para ilustrar nossa

pesquisa, apresentamos a seguir a foto desses dois pesquisadores:

' Filésofo e psicélogo francés estudou a Psicologia
Q?‘E" Cognitiva no Instituto de Pesquisa em Educacao
Matematica, na Franca. Em suas pesquisas, Duval
aborda, principalmente, o funcionamento cognitivo

implicado na atividade matematica. (Machado, 2003)

Figura 2 - Foto de Raymond Duval.
Fonte: http://www.kaputcenter.umassd.edu/associates/people/duvalr/ (acesso em
10/06/08).

Ausubel nasceu na cidade de Nova York, em 1918,
médico de formacdo, dedicou seus estudos a
Psicologia Educacional e desenvolveu a Teoria da
Aprendizagem Significativa e suas implicagdes no
ensino e na aprendizagem em sala de aula.
(Moreira, 1982)

Figura 3 - Foto de David Ausubel.
Fonte: http://www.hi.is/~joner/eaps/je_my01.jpg (acesso em 10/06/08).
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» 2.1 Os registros de representacdo semiética

Para entender as dificuldades que muitos alunos tém em compreender
Matematica € necessario estudar o complexo funcionamento cognitivo que
possibilita a aprendizagem desses alunos. Faz-se necessario analisar quais
sistemas cognitivos sdo exigidos para efetuar tratamentos matematicos e se
estes sistemas sao mobilizados exclusivamente para o0s conhecimentos
matematicos. (Duval, apud Machado, 2003, pp. 11 - 12).

A Matematica trabalha com conceitos abstratos: propriedades,
estruturas, relacdes, etc., que ndo sdo diretamente acessiveis a percepcao e,
portanto necessitam de uma representacdo simbdlica. Esses diferentes tipos
de representacdo sao estudados por Raymond Duval, no seu livro Sémiosis et
pensée humaine e sdo designados por ele como “registros de representacéo
semidtica” , que representam os diferentes signos utilizados em Matematica,
tais como figuras, graficos, escritas simbdlicas, lingua natural, registro

numeérico.

As representacbes semidticas sdo constituidas pelo emprego
de signos pertencentes a um sistema de representagdo, 0s
quais tém suas dificuldades préprias de significados e de
funcionamento.

[..] As representacbes (semidticas) ndo sao somente
necessarias para fins de comunicagéo, elas séo igualmente
essenciais para as atividades cognitivas do pensamento.
(Duval, apud Damm, et al, 2002, p. 143).

Para Duval (apud Colombo e Moretti, 2007) aprender Matematica requer
uma atividade cognitiva diferente daquela utilizada em outros dominios do
conhecimento, assim as diferentes representacées semiodticas utilizadas em

Matematica sdo muito importantes.

[...] essas representacdes cumprem varias fungdes primordiais,
como a comunicagdo, para tornar visiveis e acessiveis as
representacoes mentais; 0 desenvolvimento das
representacdes mentais, que dependem da interiorizacdo das
representacdes semidticas; na realizacao de diferentes funcdes
cognitivas, como objetivacdo (expressao interna, que se presta
ao entendimento particular) e tratamento; a producdo de
conhecimento, jA& que ha uma grande variedade de
representacdoes semidticas existentes, de um mesmo objeto
matematico. (Colombo e Moretti, 2007, p.4).
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Neste trabalho, analisaremos 0s seguintes registros de representacao
semidtica: a lingua natural, o registro algébrico e as representacfes gréficas
(Quadro 2), aléem das conversdes entre estes registros, pois acreditamos que o
registro grafico e o registro na lingua natural (e a conversao entre eles) possam
levar o aluno a uma melhor interpretagdo da solugdo de um sistema linear.
Partimos da hip6tese de que o registro algébrico predomina na abordagem dos

sistemas lineares no Ensino Médio.

Lingua natural | Registro algébrico

A

Determine  dois

X+y=-1

nameros reais
cuja soma é -1 e X—y:5
cuja diferenca
entre 0 maior e o

menor é 5.

Quadro 2 - Exemplos dos registros de representagdo semidtica que serdo analisados
neste trabalho.

Existem dois tipos de transformacdes dos registros de representagcao
semidtica: os tratamentos e as conversoes.

Uma conversdo € uma transformacgédo de uma representacdo mudando
de um registro para outro. Por exemplo, ao utilizarmos um gréafico cartesiano
para representar um sistema linear estamos realizando uma conversao do
registro algébrico para o registro gréfico.

O tratamento € uma operacao efetuada dentro de um mesmo registro de
representacdo. Por exemplo, quando multiplicamos uma equacdo do sistema
linear por um numero real diferente de zero, para escalona-lo estamos

realizando um tratamento desse registro algébrico. Veja o exemplo:
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x+y=1 &) — x+y=1 x+y=1
{2x—2y:104—-+ = {4){—!]“}?:12 - { x =3

Acreditamos que os tratamentos mais utilizados ocorram no registro
algébrico (céalculo algébrico) e no numérico (calculo numérico), porém segundo
Bolda (1997, apud Damm et al, 2002, p. 145) existe também um tipo de
tratamento particular para o registro figural (figuras geométricas): a
reconfiguracdo, que consiste em decompor e recompor as figuras.

Segundo Duval (apud Machado, 2003, p. 16) o tratamento de registro é
0 que mais chama atencéo, pois se acredita que a conversao ocorra somente
para escolher o registro no qual os tratamentos a serem utilizados s&o mais
econdbmicos. Mas, do ponto de vista matematico, a conversao é a “atividade
gue conduz aos mecanismos subjacentes a compreensao”.

Neste trabalho, voltaremos nossos olhares apenas para o tratamento do
registro algébrico dos sistemas lineares.

Duval afirma que “a originalidade da atividade de Matematica esta na
mobilizacdo simultdnea de ao menos dois registros de representacdo e na
possibilidade de trocar de registro de representacao” (Machado, 2003, p. 14) e
sustenta também, que para que um saber matematico possa ser colocado em
funcionamento, é necessario aprendé-lo em pelo menos dois registros de
representacdo e saber coordenar esses registros. As pesquisas de Duval
indicam que a compreensdo em matematica implica na capacidade de mudar
de registro®-.

A conversdo de registros se faz necessaria, pois cada um deles
apresenta uma limitacdo. Por exemplo: acreditamos que ao trabalhamos os
sistemas lineares apenas no registro algébrico, pode acontecer do aluno
dominar uma técnica e resolver este sistema, porém, pode nado estar claro para
ele que esta solugédo encontrada representa a n-upla que verifica todas as
equacbes deste sistema, simultaneamente. Esta dificuldade, quando se
trabalha no registro algébrico, poderd ser minimizada ao fazer a conversao
para o registro gréfico. Outra limitacdo do registro algébrico é a falta de

® Notas de aula do professor Vincenzo Bongiovanni, PUC-SP, 1° semestre de 2007 — disciplina:
Topicos de Geometria do Programa de Estudos Pos-Graduados em Educacao Matematica.
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contextualizacdo. Podemos ilustrar esta situagdo com este exemplo: o
X+y=-1

exercicio resolva o sistema: —
X—y=5

pode né&o ter significado para o aluno. Mas, se apresentarmos uma situagao-

problema, no registro da lingua natural (ver Quadro 2), para o aluno podera

fazer mais sentido. Assim sendo, acreditamos que o professor deva trabalhar,

sempre que possivel, com varios registros de representacdo semiotica de um

mesmo objeto matematico.

A complementaridade entre registros € fundamental no sentido
da sua parcialidade em relagdo ao objeto que pretendemos
representar, sendo que a possibilidade de conversdo entre os
registros possibilita ao sujeito perceber outros aspectos da
situacdo representada. (Damm et al, 2002, p. 150).

Gostariamos de ressaltar que a coordenacdo entre 0s registros de
representacdo semiotica pode representar uma operacao dificil para os alunos
em diferentes niveis de ensino, mas ela se faz necessaria para a melhor
apreensdo dos conteidos matematicos.

Para Duval, € na conversao dos diversos registros de representacédo que
se encontra a chave para a aprendizagem em Matematica. Mas, o autor
adverte que as atividades devem tratar a conversao de registros nos dois
sentidos da converséao.

Acreditamos que os livros didaticos priorizem o tratamento, mas que a
conversdo desempenha um papel essencial na aquisicdo de conceitos
matematicos.

Segundo Duval, para analisar uma atividade de conversao de registros
devemos analisar o registro de partida e o de chegada. Quando a
representacdo de chegada transparece na representacdo de partida dizemos
que ha uma congruéncia. Mas se a representacdo no registro de chegada nao
esta claramente associada ao registro de partida, dizemos que ha uma nao-
congruéncia. Duval (apud Karrer, 2006) afirma que é um grande equivoco
imaginar que se um estudante estabelece uma conversdo em um sentido,

automaticamente tera condicbes de estabelecé-la no sentido oposto. O autor
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afirma, ainda, que existem conversfes que sao congruentes em um sentido e
nao-congruentes no sentido oposto.

Acreditamos que, no estudo de sistema linear algumas conversdes sao
congruentes e outras sdo ndo-congruentes e que a dificuldade na conversao de
registros para alguns alunos possa estar relacionada a nao-congruéncia
destas. Apresentamos abaixo dois exemplos de conversbes de registros

relacionadas ao tema Sistemas Lineares.

Conversdo | A soma entre dois nimeros X + y = 6
Congruente | inteiros € seis e a diferenca

entre eles é 4. X = y =4
Conversao
N&o- X+y =6
Congruente X-y =4

Quadro 3 - Exemplos de conversdes congruentes e nao-congruentes.

A luz da teoria de aprendizagem de Duval, analisaremos nos livros
didaticos do Ensino Médio em quais registros de representacdo semiodtica estao
sendo abordados os sistemas lineares e quais as conversfes de registros
apresentadas nos exercicios resolvidos e nos exercicios propostos destes
livros. A congruéncia e a nao-congruéncia das conversdes de registros nao

serdo abordadas neste trabalho.
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« 2.2 A aprendizagem significativa

A Teoria de Aprendizagem de David Ausubel, segundo Moreira (1999),
focaliza principalmente a Aprendizagem Cognitiva e o que € considerado mais
importante nessa teoria € o que o aluno ja sabe.

Ausubel afirma que para que ocorra a aprendizagem significativa,
conceitos relevantes e inclusivos devem estar claros e disponiveis na estrutura
cognitiva do individuo para interagirem com as novas informacdes que chegam.
Esses conceitos pré-existentes (chamados de subsuncores) vao funcionar
como ponto de ancoragem. A aprendizagem significativa ocorre quando uma
nova informagao ancora-se em conceitos ou proposicdes preexistentes na
estrutura cognitiva do individuo, ambos se modificam e o0 novo conceito
passara a ser incorporado integrando-se a estrutura cognitiva com maior

facilidade do que se fosse armazenado separadamente.

[..] o fator isolado mais importante que influencia a
aprendizagem € aquilo que o aluno ja sabe; descubra isso e
ensine-o de acordo. (Ausubel, apud Moreira, 1999, p.163).

Para que ocorra uma aprendizagem significativa, Ausubel recomenda o
uso de organizadores prévios que servirdo de elo entre os subsuncores (o0 que
o aluno ja sabe) com o novo conceito a ser assimilado.

A luz da teoria de Ausubel, pretendemos analisar se os livros didaticos
analisados apresentam, na segunda série do ensino médio, uma retomada dos
sistemas lineares com 2 equacgbes e 2 incognitas (subsungores), hdo como
ferramenta mas sim como objeto de estudo , antes de abordar os sistemas com
mais de duas incégnitas. Acreditamos que esta retomada de conteudo estaria
fazendo o papel de organizador prévio, servindo de ponte de ligacédo entre os
conhecimentos prévios pré-existentes no cognitivo do aluno com 0 novo
conhecimento.

Gostariamos de lembrar que os sistemas lineares com duas equacoes e
duas incognitas séo utilizados como ferramenta em varios exercicios resolvidos
abordando diferentes temas do ensino médio. Podemos citar como exemplos

0S seguintes temas:
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* Igualdade entre Coordenadas Cartesianas, Funcdo do Primeiro Grau e
Progressdes Aritméticas, na primeira série do Ensino Médio;

» Geometria Analitica (ponto de encontro entre duas retas, equacao de
retas), igualdade de polindbmios, igualdade de numeros complexos na
forma algébrica e equacdes polinomiais, na terceira série do Ensino

Médio.
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3. OS SISTEMAS LINEARES

Uma equacao linear € uma equacéo do primeiro grau com uma ou mais
incoégnitas.

Um sistema linear € um conjunto de equacdes lineares.

Segundo Paiva (1995, p.114), de modo geral, um sistema linear de m

equacdes e n incognitas pode ser escrito na forma

[ @y x fapx, tapn o tagx, =8
@y Xy F o Xy + Qs Xy + o @ X, = By * X1 X3, Xg,..X, S@0a@sincognitas
onde ¢ a; sdoos coeficiengs;
* b, sdoos termosndependees.

|Gy T a Xy t X+ ta,,x, =&,
Resolver um sistema linear significa encontrar uma solucdo que

satisfaca a todas as suas equagdes simultaneamente. Uma solug&o do sistema

acima é uma n-upla (81,82, Bn) de nimeros reais que é solucéo de
cada uma de suas equacoes.

Os sistemas estdo presentes no curriculo da disciplina Matematica,
desde as séries finais do Ensino Fundamental I, nos quais geralmente se
trabalham os métodos da adicdo e da substituicdo para resolver sistemas
lineares com duas equacdes e duas incognitas. No segundo ano do Ensino
Médio, o tema € abordado novamente, s6 que 0s sistemas apresentam um
maior numero de equacdes e/ou de incognitas.

O objetivo desse trabalho é analisar em quais registros de representacdo
semidtica os sistemas lineares sdo abordados nos livros didaticos do Ensino
Médio e quais as conversdes de registros sdo propostas nos exercicios destes
livros. Porém, gostariamos de enfatizar que, além da importancia dos registros
de representacdo, consideramos extremamente importante também que o
professor explore a definicdo de um sistema com os alunos, principalmente o
fato de conjunto solucéo ter de satisfazer todas as equacdes do sistema, visto

que pesquisas realizadas anteriormente (Freitas, 1999; Almouloud e Bianchini,
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1996) demonstram que o aluno tem dificuldade para compreender o conjunto

solugéo.
e 3.1 Um pouco de histéria

Segundo lezzi (2006, pp. 202 e 203), pouco se sabe sobre a Matematica
ocidental antiga, quanto as apari¢cdes de sistemas de equacdes lineares. Pelo
gue parece, os chineses foram o0s primeiros a resolver um sistema linear de
forma sistemaética, de forma semelhante ao método da adicdo e ao método da
eliminacdo de Gauss (escalonamento) hoje conhecidos. Exemplos desse
procedimento encontram-se na importante obra chinesa A Arte da Matemética
em Nove Capitulos, de Chui-Chang Suan-Shu que data provavelmente do
século Ill a.C.

Segundo Boyer (1974) o segundo capitulo dessa obra apresenta muitos
problemas que levam a sistemas de duas equacdes e duas incognitas. O autor
afirma também que se trata de um livro muito significativo, pois apresenta
problemas que recaem em equagbes lineares com solucdes positivas e
negativas.

Boyer também afirma que os sistemas lineares também aparecem no
papiro de Rhind (egipcio) e que os chineses também conheciam um método de
resolucdo de sistemas lineares que se assemelham ao método do
escalonamento utilizado atualmente.

Na época de Diofante, segundo Freitas (1999, p.29), o método da
substituicdo j& era utilizado. Na sua famosa obra “Aritmética”, os sistemas ja
aparecem, porém, somente as solucdes racionais e positivas sao
consideradas.

Mas foi s6 em 1683, num manuscrito do japonés Kowa, que a idéia de
determinante veio a luz. Kowa, considerado o maior matematico japonés do
século XVII, usou os determinantes para resolver sistemas lineares.

Dez anos mais tarde o uso de determinantes aparece no Ocidente num
trabalho de Leibniz (1546-1716), ligado também a sistemas lineares. Leibniz
usou o determinante e fez a discussdo de um sistema com trés equacoes e

duas incognitas e mostrou que se o sistema é compativel (possivel), entdo o
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determinante 3x3 formado pelas colunas de seus coeficientes e a coluna de
seus termos independentes é igual a zero.

Segundo Boyer (1974, p. 297) a conhecida regra de Cramer utilizada
para resolver sistemas de n equacdes a n incognitas, por meio de
determinantes, foi descoberta pelo escocés Colin Maclaurin (1698-1746),
datando provavelmente de 1729, tendo sido publicada dois anos apés sua
morte, em 1748, no seu Treatise of algebra. Mas, o suico Gabriel Cramer
(1704-1752) também chegou a regra (independentemente), e a publicou em
1750. Boyer ressalta que eram evitados 0s casos em que o determinante era
nulo. “Mas, até esse momento, ainda faltava uma teoria geral sobre a resolugcéo
de sistemas lineares” (Freitas, 1999, p. 33).

Em 1800 surge o método de eliminacdo de Gauss, também conhecido
como regra do escalonamento. A partir de 1860 os sistemas lineares com 0
namero de equacbes diferentes do numero de incégnitas e os de
determinantes nulos passam a ser estudados. Em 1864 o matematico cujo
pseuddnimo era Lewis Carrol apresenta um estudo sobre a resolucdo de
sistemas com m equacdes e n incognitas. Em 1880, o matematico francés
Rouché publica um artigo intitulado Notas Sobre Equacdes e Lineares, no qual
resume 0s casos de resolucao de sistemas lineares.

Segundo Smole e Diniz (2003, p.167), o método de Gauss foi
inicialmente desenvolvido pelo matematico alemao Carl F. Gauss no século

XVIII e aperfeicoado no século XX pelo matematico francés Camile Jordan

» 3.2 ARegra de Cramer

A Regra de Cramer é um algoritmo que permite resolver sistemas
lineares por meio dos determinantes das matrizes a ele associado. Trata-se de
um método pouco indicado pelos estudiosos da Educagdo Matematica, visto
qgue ele envolve um nimero muito grande de calculos e s6 pode ser aplicado
quando o sistema possui 0 numero de equacdes igual ao numero de incégnitas
e é determinado, isto €, possui uma unica solucéo (neste caso, o determinante

da matriz dos coeficientes, abaixo explicada, é diferente de zero).
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Apresentamos a seguir uma demonstracdo da Regra de Cramer, para o
caso particular de um sistema linear de trés equagfes e trés incognitas. A
justificativa para o caso geral de n equacgfes e n incognitas se faz de maneira
analoga. Esta demonstracdo foi adaptada de Paiva (1995, pp. 130 — 131) pela
autora, visto que o citado autor apresenta a demonstragéo da Regra de Cramer
para os sistemas lineares com duas equacdes e duas incognitas, mas
consideremos adequado fazé-la para o caso de trés equacbes e trés
incognitas, tema este que é abordado no Ensino Médio e € um de nossos
objetos de estudo neste trabalho.

Consideramos importante apresentar aqui esta demonstracdo, pois
acreditamos que muitos professores ndo tenham tido a oportunidade de
conhecé-la e aceitam a regra como um algoritmo pronto, sem entendé-lo
realmente, “sem saber por que ele funciona”.

Considere o sistema linear com trés equacdes e trés incognitas:

allx + alZy + al3z = bl
M: a21x + a22y +a232 = b2
aSlx + a32y + assz = b3

Considere também as matrizes a ele associadas:

a;; dp 43
A=lay a8, ay

d3; 83 dg3
(Matriz dos coeficientes de M, sendo o determinante da matriz A ndo

nulo, isto é, det Az0).

X=|y (matriz coluna das incognitas de M).

(matriz coluna dos termos independentes de M).
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4|22 g _|%2 Sy | |% G
Al Ay Ay 83, dg3 83, 33 Ay Ay
A= B % R L I T I L FR &
= Az Ap Ap| =
As Ay A A 33 Q37 g3 A a3
3 3 3
4|31 B2 _|% G 8 S
31 a3 A1 Ap Q1 8y

(K, chamada Matriz adjunta de M, € a matriz transposta dos cofatores de M).

E considere ainda os determinantes:

;7 4, Qg3 b, a, az; a; by a
D=la; a, ag|, Dy =|b, a5 ay, Dy =lay b, ay| e
d3; Qdzp Az b; az; ag azy by ag

ay a;, by
Dz=lan axp b
az Az b

Escrevendo o sistema M sob a forma de equagéao matricial temos:

2t thy || X by
@g) @y Ay || ¥ (T[4
3 iy dazg T by
"-\-\_\_\_\_\_\_\_'_'_'_'_'_'_,—I-’

A

Multiplicando ambos os termos dessa igualdade por A (a esquerda de

cada termo) temos:

Ay Ay Ay fan ey asn) fx Ay Ay Ay b,
Ay An 4 Gy Gy Gum | |y | =4, A A, b
2

Az A Az \as an asn) | Az A, A b

A A I



Pela propriedade: se A é uma matriz quadrada de ordemn e A a sua

adjunta, entao AA=AA= (det A)l,, temos que:

- A Ay Ay b, % Ay Ay Ay by
(det 4). 1. v|=|4, 4y A4, b, — (det 4. y|=|Ay e 4, b,
z) \Ay 4, &) g z) VA 4y ) g,
— Th—
1 A

E sabendo que detA, b, b, e b, s&o numeros reais, vem que

(detA).x A+ Ay, + Ay detA).x = A b + Ayb, + Aybs
(detA).y | =] Ay + Ayh, + Abs | = < (detA).y = A + A, + Agbs
(detA).z) | Ad +AD, + A, (detA).z= A + A, + A,

Logo

APy + Apqby + Agibg

det A).x = Ajq1by + Ayb, + Agib X =
( ) 1101 + Ag1by + Agibs = det(A)

E como ja foi mostrado anteriormente na pagina 24 desse trabalho,

temos que
a. a. ~
A =422 B A o Ay S43 e A, = %2 s entdo
3, Az 3, A3 Q) Ay

X = b8, 5833 — B3, 383, — B,8),853 + by 583, + 0,81,8,3 — b3y By,
det(A)

=

X = (By3ys8s3 + B,8) 385, + b3y ,853) — (B18,383, + 81,855 + 0;81385,) N

det(d)
b a, a;
b, @, ay
_|bs 8, 8 « = Dx
(detA) D
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Assim, de maneira analoga, podemos verificar que:

a;; by

iz 2 Aoz

: ;) bz A D
(detd). 7 = b+ by A p = y = — v = i
(det A) D

ap 2 P

Ay Ay by
Ay Ay by N
(detd) 2 = Apbr+ 4 8+ Agb, = z = =z = z
(det 4) D

Desta forma, demonstramos a Regra de Cramer e acreditamos que esta
demonstracao podera auxiliar a muitos professores na compreenséao desse

algoritmo.

e 3.3 O método de Gauss ou método do escalonamento

Outro algoritmo indicado no Ensino Médio para resolver os sistemas
lineares € o método de Gauss (ou escalonamento). Trata-se de um algoritmo
que permite a resolucéo e a classificacdo de qualquer sistema linear, por isso e
por exigir um numero reduzido de operacdes, ele se torna um processo mais
indicado pelos pesquisadores de educacdo matematica do que a Regra de
Cramer.

Vale ressaltar aqui que documentos oficiais como as Orientacbes
Curriculares para o Ensino Médio afirmam que a Regra de Cramer deve ser
abandonada, por se tratar de um procedimento custoso e limitado aos sistemas

com trés equacoes e trés incognitas.

[...] A resolucéo de sistemas 2X3 ou 3X3 também deve ser feita
via operacfes elementares (0 processo de escalonamento),
com discussdo das diferentes situacdes (sistemas com uma
Unica solugdo, com infinitas solu¢des e sem solugdo). Quanto
a resolucao de sistemas de equacdes 3X3, a regra de Cramer
deve ser abandonada, pois € um procedimento custoso (no
geral, apresentado sem demonstracdo, e, portanto de pouco
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significado para o aluno), que sé permite resolver os sistemas
guadrados com solucgéo unica. (BRASIL, 2006, pp. 77-78).

Dado um sistema linear, sempre € possivel escrevé-lo na forma matricial.
Considere o sistema linear com trés equacgdes e trés incognitas:
3y, X+ 3,y +3,Z=h
Sijayxta,ytasz=h,
8y, X+ a8,y +a,z=h,

Podemos obter, a partir de S, uma matriz incompleta A (também
chamada matriz dos coeficientes), uma matriz ampliada B (cuja primeira coluna
é formada pelos coeficientes da variavel x, a segunda pelos coeficientes de
variavel y; a terceira pelos coeficientes de z e a quarta coluna é formada pelos

termos independentes) e uma equacao matricial:

@1 @y A3 a4 d dip &y dn dp g3 x By

A=lay ay an|, B=lay ay ay Byl B |@n an dn|. |y | T &

31 @ G @3 Gy iy By @3 @z dag z LR
matriz dos coeficientes matriz ampliada equagdo matricial

ou matriz completa

Smole e Diniz (2003) afirmam que o método proposto por Gauss
consiste em efetuar algumas operacdes elementares com as linhas da matriz
ampliada do sistema dado, transformando-o num sistema na forma escalonada,
que é mais simples de ser resolvido e é equivalente® ao primeiro.

Segundo Dante (2007), um sistema com m equacfes e n incognitas é
dito escalonado quando a sua matriz dos coeficientes tiver em cada linha o
primeiro elemento ndo nulo situado a esquerda do primeiro elemento ndo nulo
da linha seguinte e que se houver linha com todos os elementos nulos ela deve
estar abaixo de todas as outras linhas.

Exemplos de um sistema na forma escalonada:

® Sistemas equivalentes sdo aqueles que possuesnansenjunto solugao.
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XtV taaz = apx+ Dy+ 0z =k
0 xtapytasz=8, M o xtay+0z=48
0 x+ 0 yta,z =45 @y X itV + gz = &y

Trata-se de um sistema que possui a primeira (ou a ultima linha) com
apenas uma incognita, assim, pode ser resolvido facialmente, pois basta
encontrar o valor dessa incognita e substitui-lo na equacédo anterior (ou na
posterior), encontrando o valor da proxima incognita, e assim sucessivamente.

Smole e Diniz (2003) afirmam também que

[...] para escalonar um sistema, comecamos eliminando a
primeira incognita, zerando seu coeficiente em todas as
equacles, a partir da segunda; depois, eliminamos a segunda
incégnita em todas as equacdes, a partir da terceira, e assim
por diante. (p. 167).

As operagbes elementares entre as linhas da matriz ampliada, citadas

anteriormente, consistem em:
I.  Permutar linhas de lugar entre si;
[I.  Multiplicar ou dividir uma linha por um namero real nao nulo;

.  Somar a uma linha, outra linha da matriz, previamente

multiplicada por um namero real ndo nulo.

Apresentaremos a Sseguir uma justificativa para a regra do
escalonamento, que foi adaptada de Callioli, Domingues e Costa (1990, pp. 4-
5) pela pesquisadora, pois consideramos muito importante para o professor
conhecer as propriedades matematicas que garantem a existéncia desse
algoritmo, visto que provavelmente ele ira trabalha-lo com seus alunos.

Mostraremos que se um sistema linear S, for obtido de um sistema linear
S, através de um nudmero finito dessas operagces elementares, entdo S, é
equivalente a S (indica-se por S; ~S).

Considere o sistema com m equacdes e n incognitas S :



29

@ d T E, ik o tax, =5

Xy T Xy Tkt ta,x, =5

(@1 ) F ey taaks +. ta,,x, = A

E evidente que se S, for obtido permutando-se as equagbes de S (que

na matriz ampliada, corresponde a trocar duas linhas entre si), entdo toda

solucdo de S é também solugéo de S, (operagéo elementar ).

Consideremos agora o sistema S, , obtido multiplicando-se uma das

1 )
equacdes de S pelo numero real k, ndo nulo (que na matriz ampliada,
corresponde a multiplicar uma linha pelo nimero). Devido a primeira operacao
elementar que acabamos de mostrar, podemos supor que a equagao

multiplicada seja a primeira.

[ koapx + kapx, + kagn+ thaex, = ki

Ao Xy Tk taax o tagx, =&

| @1 F g%y Y@t %, = b

Se (B, 5,,----.5,) é uma solucdo de S, entdo, substituindo esta n-upla
na primeira equacao de S temos:
ap by taphfs...tamby =by (1)

E multiplicando esta igualdade (1) por k obtemos a igualdade abaixo (2) :

(kayy) By + (kyy) By + (ke ) By =Koy By + Kauo /5y + Ky By = Kby

O que mostra que (B, 5,,.....53,) é também solucéo da primeira equagdo

de S

1 -



30

Por outro lado, se (8, 5,,.....[3,) é solugdo de S, , entdo a igualdade

(2) é verdadeira. Dividindo (2) por k obtemos (1). Portanto (8, B5,----.5,)

pertence ao conjunto solucdo de S (operacao elementar ).

Para justificar a operagdo elementar (lll), consideremos o sistema S,
com duas equacdes e trés incognitas:
S - X +apy+azz=h
2 .
8y X+ ayY +ay3Z=b,
Substituindo a segunda equacao pela soma das duas, temos 0 novo

sistema S,:

s, { a; X+a,y+a;sz=h
(A +ag)X+(ay +a,)y+(a +a3)z=h,

Se a terna ordenada (,31,,32 . ,33) é solugdo de S, , temos:

S, {allxﬁl +a1oo +a13B3 = by
an1B1 +axfr +ayfz =by

Entdo (,31,,32 ,,33 ) é também solugéo de S, pois:

(ag1 +a11)B1 +(ag +a12) B +(ap3 +@13) B3 =@y By + @111 +anfs + 126, +axfs +
a1303 = (a1181 + 8> +a13f3) + @y B + a8, +ax3f3 = by + by

Reciprocamente, se (8;,06,,8;) é uma solugdo de S, entdo é uma
solucdo de S,, pois a primeira equagdo de S, € a mesma e a segunda
equacgdo de S, pode ser obtida de S, multiplicando-se a primeira linha por (-1)
e somando a segunda equacgao de S.

A partir das duas ultimas transformacdes aqui apresentadas, podemos
concluir que é possivel somar a uma equacado, outra equacado do sistema
previamente multiplicada por um ndmero real ndo nulo (que na matriz ampliada
corresponde a somar a uma linha um mdltiplo de outra linha).

Lima (1998) afirma que o método do escalonamento se baseia no fato

de que todo sistema é equivalente a um sistema escalonado.
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Desta forma, demonstramos a Regra de Gauss, e acreditamos que esta
demonstracdo podera auxiliar a muitos professores no entendimento desse
algoritmo.

No CD anexo (final do trabalho) analisaremos a relacdo entre o
tratamento do registro algébrico ao resolvermos um sistema linear pelo método
de Gauss e as transformacgdes que ocorrem no registro grafico desse sistema.
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4. APRESENTACAO DOS LIVROS DIDATICOS ANALISADOS

O primeiro livro analisado, doravante denominado L, , € o volume 2 da

colecdo Matematica, Contexto e Aplicacdes, cujo autor € Luiz Roberto Dante,
estad na 4° edicdo, foi editado em 2007 pela editora Atica, e indicado pelo
PNLEM-2007. Na abertura de cada capitulo, o autor apresenta informacdes
gerais sobre o tema que sera abordado com o objetivo de despertar a
curiosidade do aluno. Além do texto, dos exercicios resolvidos e propostos,
cada capitulo é complementado com as secbes “Atividades Adicionais” e
“Questdes de vestibular’ que, segundo o autor, sdo destinadas a revisar, fixar e
aprofundar os contetdos estudados.

No prefacio, o autor afirma que o seu objetivo é criar condi¢des para que
o aluno possa compreender as idéias basicas da Matematica desse nivel de
ensino, além de atribuir sentido a elas e aplici-las corretamente na resolugéo
de problemas do mundo real. Dante também pretende preparar os alunos para
0S processos seletivos de ingresso nos cursos de Educacéo Superior.

O autor afirma também que explorou todos os conceitos de maneira
intuitiva e compreensivel, evitou as “receitas” prontas e o formalismo, mas
manteve o rigor coerente com este nivel de ensino.

No final do prefacio o autor afirma que espera poder contribuir com o
trabalho do professor em sala de aula e com o processo de aprendizagem dos
alunos, consolidando e aprofundando o que eles aprenderam no Ensino
Fundamental.

O segundo livro analisado, doravante denominado L,, € o volume 2 da

colecdo Matemética Ensino Médio, cujas autoras sdo Katia S. Smole e Maria
Inez Diniz, editado em 2003 pela editora Saraiva, esta na 3° edicdo e também
foi indicado pelo PNLEM-2007. Além do texto, dos exercicios resolvidos e dos
propostos, o livro também apresenta secOes diferenciadas como “Flash
Matematico” que tem como objetivo ampliar o conhecimento do aluno; “Saia
dessa” que propde exercicios que levam o aluno a refletir sobre importantes
temas da Matematica; “Elo” que relaciona a Matematica com outras disciplinas

e com o dia-a-dia do aluno, “Para Recordar” que propde exercicios cujo
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Ay

objetivo é retomar conteudos estudados anteriormente e “Invente vocé” que
além de estimular a criatividade do aluno, algumas vezes propfe que este
realize conversao de registro como por exemplo, quando fornece a equacéo

x+y +z =15 (registro algébrico) e sugere que o aluno elabore um problema

(lingua natural) que envolva a equacgédo dada (Smole e Diniz, 2003, pp. 125 e
126).

No prefacio, as autoras afirmam que tém como objetivo, além de
contemplar os conteddos mateméaticos pertinentes a esse nivel de ensino,
avancar para que a Matemética seja entendida sob dois aspectos:
primeiramente, como linguagem das ciéncias a servico das demais disciplinas
e, em segundo lugar, aprofundar o olhar da Matematica como ciéncia, com sua
forma de organizar conceitos e técnicas e de propor e resolver situacoes-
problema. As autoras afirmam também que esperam que esta colegdo
reformulada possa mostrar a Matematica em todas as suas dimensbes e
proporcionar aos alunos aprendizagens valiosas e transformadoras.

O terceiro livro analisado, doravante denominado L., € Matematica

Completa - Vol. Unico, cujos autores sdo José R. Giovanni, José R. Bonjorno e
José R. Giovanni Jr., editado em 2002 pela editora FTD, e indicado pelo
PNLEM-2007. Além do texto, dos exercicios resolvidos e propostos, o livro
encerra cada capitulo com as secdes “Exercicios de Revisdo” e “Testes”. O
livio esta dividido em seis unidades denominadas: Algebra, Porcentagem,
Trigonometria, Geometria, Geometria Analitica e NocOes de Estatistica. Para
iniciar cada uma delas, os autores apresentam uma pequena biografia de um
matematico relacionado ao tema da unidade e um pouco da histéria desse
tema.

Os autores afirmam que esta obra contém o que ha de fundamental nos
programas de Matematica para o Ensino Médio, que a abordagem dos
assuntos é feita de maneira simples, que a leitura é acessivel, porém, sem fugir
do rigor matematico e que 0s exercicios obedecem a uma graduacdo de
dificuldades.

No final do prefacio, os autores afirmam que acreditam que com este
livro 0 aluno podera desenvolver um curso relativamente abrangente no Ensino
Médio.
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e 4.1 Os sistemas lineares nos livros didaticos anali sados

Numa primeira analise, pudemos observar que os trés livros didaticos
apresentam propostas de trabalho distintas: enquanto os livros L; e Lj
apresentam o conteudo de sistemas num uUnico capitulo intitulado Sistemas
lineares (organizacdo linear de conteudos), o L, aborda esse conteldo em
espiral: no capitulo intitulado sistemas lineares, encontramos uma revisdo da
resolucdo grafica e algébrica dos sistemas com duas equacdes e duas
incégnitas, a apresentacao e a resolugdo (método da adicdo) dos sistemas com
trés equacdes e trés incognitas, bem como a sua representagcdo geomeétrica.
Posteriormente, os sistemas sdo abordados no estudo das matrizes (método
do escalonamento) e no estudo dos determinantes (Regra de Cramer).

Consideramos mais adequado que os conteudos sejam trabalhados em
espiral, isto €, um contetdo é apresentado num dado momento e é retomado e
aprofundado posteriormente. Acreditamos que desta forma estamos reforcando
a aprendizagem do aluno e tornando os seus conhecimentos mais solidos.

Para nds, essa maneira inovadora de organizar os temas mostra que é
possivel trabalhar os conteldos matematicos de forma mais integrada e menos
mecanica.

Segundo Pires (2000), a partir da década de 80, muitas reformas
ocorreram na Educacdo do Brasil, e no que diz respeito ao curriculo da
Matematica, estas reformas, além de se preocuparem com a excessiva
mecanizacao de algoritmos, com a priorizacdo dos temas algébricos e reducédo
dos geométricos e com o excessivo nivel de abstracdo, enfatizam também a
necessidade dos conteudos serem apresentados em diferentes niveis de
abordagem, de se trabalhar os temas em espiral. Defendem a retomada de um
conteado em diferentes ocasides, permitindo uma progressiva formalizacdo e
sistematizacdo desses temas, pois para dominar um conteudo e aplica-lo
eficientemente € preciso compreendé-lo com aprofundamento. A autora afirma
que em 1985 teve inicio o processo de elaboracdo da chamada Proposta
Curricular para o ensino de 1° grau e que esta proposta ja enfatizava a

importancia do trabalho dos contetdos em espiral.
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Outra sugestao explicitada era a de apresentar o contetdo, em
diferentes niveis de abordagem, em que se procura respeitar a
integracdo dos temas a serem trabalhados, bem como seu
desenvolvimento "em espiral”, conforme preconizava Jerome
Bruner (1972). Esse modelo apoiava-se no pressuposto de que
gualquer matéria oferece elementos interessantes para a
educacao da crianca, de forma que algo pode ser ensinado a
ela, honradamente, em qualquer momento e que, portanto, um
plano de estudos deve ser elaborado em torno de grandes
questdes, principios e valores que uma sociedade estima,
dignos do interesse continuo de seus membros. Defendia-se a
idéia de que dominar as idéias basicas e usa-las
eficientemente  exige  constante  aprofundamento  da
compreensdo que delas se tem, o que se pode conseguir
aprendendo-se a utiliza-las em formas progressivamente mais
complexas. (Pires, 2007, p.16).

Pires (2000) afirma, também, que essas novas propostas ndo romperam
com a linearidade dos nossos curriculos, que ainda apresentam conteudos
listados por série, de forma bastante tradicional. Esta afirmag&o vem confirmar
um dos fatos observados em nossa pesquisa, pois, dentre os trés livros
analisados, apenas um apresenta uma proposta de trabalho de conteddos em
espiral.

Documentos oficiais como os PCN do Ensino Fundamental (BRASIL,
1998) também discutem a organizacdo dos conteudos e enfatizam que a
organizacdo linear - dominada pela idéia de que cada conteuddo é um
conhecimento prévio para o proximo, - embora seja a tradicionalmente mais
usada no Brasil, € uma forma excessivamente hierarquica, em que geralmente
0os conteudos séo tratados isoladamente, extensivamente e num (nico
momento, sem se levar em conta que para que o aluno se aproprie de um
conhecimento é aconselhavel que ele o encontre em mais de um registro de

representacéo e em diferentes momentos. (Colombo e Moretti, 2007, p.5).

Quanto a organizacao dos contetdos, de modo geral observa-
se uma forma excessivamente hierarquizada de fazé-la. E uma
organizacdo dominada pela idéia de pré-requisito, cujo Unico
critério € a estrutura loégica da Matematica. Nessa visdo, a
aprendizagem ocorre como se 0s conteudos se articulassem
na forma de uma corrente, cada conteddo sendo um pré-
requisito para o que vai sucedé-lo.

[...] O que também se observa em termos escolares é que
muitas vezes o0s conteddos matematicos sdo tratados
isoladamente e sdo apresentados e exauridos num Unico
momento.
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Quando acontece de serem retomados (geralmente num
mesmo nivel de aprofundamento, apoiando-se nos mesmos
recursos), € apenas com a perspectiva de utiliza-los como
ferramentas para a aprendizagem de novas noc¢des. (BRASIL,
1998, pp. 22).
O documento também afirma que na organizacao linear dos conteudos
ndo se leva em conta que para que o aluno se aproprie de um novo
conhecimento é recomendavel encontrar este conhecimento em diferentes

momentos.

[...] De modo geral, parece ndo se levar em conta que, para o
aluno consolidar e ampliar um conceito, € fundamental que ele
0 veja em novas extensoes, representacfes ou conexdes com
outros conceitos. (BRASIL, 1998, pp. 22 e 23).

Na organizacdo em espiral, um conteddo é abordado numa determinada

Série e € retomado em momentos posteriores para ser aprofundado.



37

5. OS SISTEMAS LINEARES E OS DOCUMENTOS OFICIAIS

O objetivo deste trabalho é analisar em quais registros 0s Sistemas
Lineares sdo apresentados nos livros didaticos analisados e quais as
conversdes de registros propostas, conversdes estas que estdo propostas nos
documentos oficiais como as Orientacdes curriculares para o Ensino Médio
(BRASIL, 2006) e o Guia do Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio
(BRASIL, 2005).

No estudo de sistemas de equagbes, além de trabalhar a
técnica de resolucdo de sistemas, é recomendavel colocar a
algebra sob o olhar da geometria. (BRASIL, 2006, p. 77).

Porém, verificamos que, além da conversao de registros, os documentos
oficiais destacam também a necessidade de se abordar os aspectos historicos
dos temas a serem trabalhados, de se retomar os conhecimentos anteriores do
aluno e de se propor atividades com o uso do computador.

As Orientagbes Curriculares para o Ensino Médio enfatizam a

importancia da abordagem histérica dos sistemas lineares:

A utilizacdo da Histéria da Matemética em sala de aula também
pode ser vista como um elemento importante no processo de
atribuicdo de significados aos conceitos mateméticos. (BRASIL,
2006, p. 86).

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN+) alertam para a
importancia de se retomar os conhecimentos anteriores ao abordar os sistemas

com trés equacoes e trés incognitas:

Com relagdo a algebra, ha ainda o estudo de equacdes
polinomiais e de sistemas lineares . Esses dois contetdos
devem receber um tratamento que enfatize sua importancia
cultural, isto é, estender os conhecimentos que os alunos
possuem sobre a resolucdo de equagbes de primeiro e
segundo graus e sobre a resolucdo de sistemas de duas
equacles e duas incognitas para sistemas lineares 3 por 3 [...]
(BRASIL, 2002, p. 122).

Quanto ao tratamento do registro algébrico, os documentos afirmam que

a regra do escalonamento deve ter prioridade em relacéo a regra de Cramer.
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[...] Quanto a resolucédo de sistemas de equagOes 3X3, a regra
de Cramer deve ser abandonada, pois € um procedimento
custoso (no geral, apresentado sem demonstracao, e, portanto
de pouco significado para o aluno), que s6 permite resolver os
sistemas quadrados com solucdo Unica. (BRASIL, 2006, pp.
77-78).

Consideramos importante verificar se ao abordar o tema Sistemas
Lineares os livros didaticos contemplam estas indicacdes, mas gostariamos de
ressaltar que a ordem dos temas abordados ndo esta relacionada com a
importancia de cada um deles, pois acreditamos que todos eles tenham a sua
grande relevancia dentro da Educacdo Matemética.

+ 5.1 A retomada dos sistemas lineares com duas equa¢ 0Oes e
duas Incégnitas antes da abordagem dos sistemas com trés

equacoes e trés incognitas nos livros didaticos

Segundo Moreira e Masini (1982) na Teoria de Aprendizagem de David
Ausubel, a aprendizagem se diz significativa quando uma nova informacao
ancora-se em conhecimentos relevantes preexistentes na estrutura cognitiva
do aprendiz (subsuncores), ou seja, quando o novo conhecimento interage com
outro ja existente na sua estrutura cognitiva e ambos sofrem adaptacoes.

Concordamos com Ausubel quando ele afirma que, para que ocorra a
aprendizagem significativa, 0s conceitos preexistentes (subsuncbes) devem
estar claros e disponiveis na estrutura cognitiva do individuo, e, para que isto
ocorra, o professor deve utilizar-se de organizadores prévios’.

Em nosso trabalho, objetivamos analisar os registros de representacao
semidticas dos sistemas lineares nos livros didaticos do Ensino Médio, mas
nao podemos nos esquecer que o0s alunos ja deveriam ter tido um contato com
os sistemas lineares (com duas equacdes e duas incognitas) anteriormente,
pois, segundo as recomendacfes dos PCN (1998), este tema deveria ser

abordado nas séries finais do Ensino Fundamental, tanto no quadro algébrico

" InformacBes introdutérias, que devem ser apredastantes do novo contetido, uma vez que tém a
funcéo de servir de ponte entre o que o alunoljé ea novo conceito que ele deve saber para queoc
uma aprendizagem significativa.
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guanto no geométrico, como vemos nos conteldos propostos pelo referido

documento para o quarto ciclo.

Resolucéo de situacbes-problema por meio de um sistema de
equacbes do primeiro grau, construindo diferentes
procedimentos para resolvé-lo, inclusive o da representacao
das equacfes no plano cartesiano, discutindo o significado das
raizes encontradas em confronto com a situacdo proposta.
(BRASIL, 1998, P. 88).

Amparadas na Teoria de Aprendizagem de David Ausubel, acreditamos
gue uma retomada do tema sistema lineares com 2 equacdes e 2 incognitas,
estaria fazendo a ponte entre 0 que o aluno ja conhece e o novo conhecimento.
Assim, consideramos relevante verificar se os livros didaticos apresentam essa
retomada.

Dois dos trés livros didaticos (L; e L,) retomam a resolucéo de sistemas
lineares com duas equacdes e duas incognitas algebricamente (método da
adicdo) antes de abordar os sistemas com mais incognitas. Estes livros
apresentam trés exercicios resolvidos, sendo o primeiro deles um sistema
possivel e determinado (possui uma Unica solugdo), o segundo um sistema
impossivel (ndo possui nenhuma solug¢éo) e o ultimo exercicio resolvido é um
sistema possivel e indeterminado (possui infinitas solugdes). Porém, a
diferenca entre eles esta no fato do L, partir de uma situacdo-problema na
lingua natural (Figura 4) e o L; ja propor o sistema no registro algébrico para
ser resolvido (Figura 5). Logo a seguir, os autores dos dois livros (L; e L) se
preocupam também em apresentar a interpretacdo geométrica desses trés
sistemas ja resolvidos algebricamente.

Os autores de L; e L, chamam a aten¢ao dos alunos para o fato de que
os sistemas com duas equacdes e duas incognitas podem possuir uma unica
resposta e que, neste caso, sdo representados graficamente por duas retas
coplanares concorrentes, ou infinitas respostas e, neste caso, s&o
representados por duas retas coincidentes ou ainda nao possuir nenhuma
resposta, sendo representado neste caso por duas retas coplanares paralelas e

distintas.
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b) A soma de dois niimeros € 100 e sua média aritmética € 50. Quais sdo esses numeros?
xty =100
Resolvendo o sistemaq x+y
——to = 5l
2
vamos multiplicar os dois membros da 12 equagio por —1 e os dois membros da
segunda por 2. Em seguida, somamos as equacgdes obtidas:

x+y =100 @{X y=-100
xty _ s © x+ y= 100
2 Ox+0y= 0

Nesse caso, existe uma infinidade de nimeros que satisfazem a igualdade. A solugéo
do sistema sdo todas as duplas de nimeros do tipo (x, 100 — x). Assim, esse sistema ¢é
possivel, porém indeterminado, ou compativel e indeterminado.

encontramos a solucao do problema. Para isso,

Graficamente, temos:

x ¥

As retas sdo coincidentes porque as duas equagdes do sistema tém mesmo coefi-
ciente angular e mesmo coeficiente linear. Portanto, existe uma infinidade de pares
que verificam simultaneamente as duas equagoes. A solucdo do sistema ¢é dada por
S={(x,100-%x)|x € R}.

Figura 4 - Retomada da resolucdo (algébrica e geométrica) de um sistema com duas
equacdes e duas incognitas, com a conversao de registro: da lingua natural para o
registro algébrico e para o gréfico.

Fonte: L, p. 129.
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Resolver um sistema linear significa descobrir o seu conjunto solugao S, formado

por todas as solugdes do sistema.
A resolucdo dos sistemas lineares 2 X 2, em IR X R, ja foi vista no ensino funda-

mental por meio de alguns métodos como adi¢do, substituicao, comparagdo e outros.
Vamos retomar, com exemplos, a resolucao pelo método da adicdo:

[| g

2x —4y =2 2K — 4y =2
Oy =8
Se em Oy = —8 nio existe valor real para y, entao ndo existe par de niimeros reais que seja solugao do sistema.
Dizemos que o sistema tem S = & e que ele & um sistema impossivel (nao tem nenhuma solucdo, ou seja, o

{x —2y=5-(-2) {*Zx' +4y=-10
29) =

conjunto solucao é vazio).

. . . = . ¥
As retas paralelas e distintas indicam que ndo existe par x—dy=2 L
que seja solucdo do sistema (sistema impossivel). H “

P
X—=2y=5

Figura 5 - Retomada da resolugcdo de um sistema com duas equacles e duas
incégnitas, no registro algébrico e no registro gréfico.
Fonte: L; pp. 181-182.

Os livros L; e L, prop6em também exercicios de sistemas lineares com
duas equacgbes e duas incognitas para serem resolvidos algebricamente,
geometricamente e classificados quanto ao numero de solugbes que eles
apresentam.

J& o L3 ndo retoma a resolugéo de sistemas com duas equacdes e duas
incoégnitas. Esta situacdo reforca a afirmacdo dos PCN do Ensino
Fundamental, que afirma que os livros didaticos desconsideram a importancia
do conhecimento prévio do aluno na construcado do conhecimento. (1998, p. 23)

Podemos concluir, entdo, que apenas dois dos livros analisados
apresentam uma retomada de conteddo (que, segundo a Teoria de
Aprendizagem Significativa de Ausubel assume o papel de organizador prévio)
do tema sistemas lineares com duas equacdes e duas incognitas (que, na
mesma teoria, assume o papel de subsuncgor) antes de apresentar os sistemas

com trés incognitas.
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« 5.2 A abordagem histérica dos sistemas lineares nos livros

didaticos analisados

Acreditamos que a Histéria da Matematica possa ser utilizada em sala
de aula para dar significado aos conceitos matematicos, para que o aluno
compreenda em gque situagao surgiu o tema, quais as necessidades da época e
como aquele contetdo contribuiu para resolver algum problema que estava
sem solugéo.

Documentos oficiais também defendem o estudo da Histéria da

Matematica.

Compreender a constru¢cado do conhecimento mateméatico como
um processo histdrico, em estreita relagdo com as condi¢bes
sociais, politicas e econbmicas de uma determinada época, de
modo a permitir a aquisicdo de uma visao critica da ciéncia em
constante construcdo, sem dogmatismos ou certezas
definitivas. (BRASIL, 2002, p. 117).

Porém, € importante ressaltar que o estudo da Historia da Matematica
ndo deva se resumir a descricdo de fatos ocorridos no passado ou a
apresentacdo de biografias de matematicos famosos. Acreditamos na
importancia do professor enfatizar para o aluno que a Historia da Matemética
nao se construiu num curto periodo de tempo, que o processo nao foi facil,
cheio de idas e vindas e que cada um contribuiu um pouco para que
chegassemos nessa Matematica organizada e complexa que hoje

conhecemos.

[...] A recuperacdo do processo histérico de construcdo do
conhecimento matematico pode se tornar um importante
elemento de contextualizacdo dos objetos de conhecimento
que vao entrar na relacdo didatica. A Histéria da Matematica
pode contribuir também para que o proprio professor
compreenda algumas dificuldades dos alunos, que, de certa
maneira, podem refletir historicas dificuldades presentes
também na construcdo do conhecimento matematico. (BRASIL,
2006, p. 86).

Por acreditarmos que o livro didatico deva apresentar os fatos historicos

relacionados aos temas estudados e utiliza-los como um instrumento para
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auxiliar a construcdo do conhecimento do aluno, consideramos relevante
verificar se os livros didaticos apresentam a historia dos sistemas lineares.

O autor do L1 inicia o Capitulo 8, Sistemas Lineares, com um texto
informativo que explica a origem da palavra sistema: do grego, systema
(significa junto) e que, em Matematica, sistema € o conjunto de equagbes que
devem ser resolvidas juntas, isto é, os resultados devem satisfazer todas as
equacdes. O texto segue explicando que basta que haja mais do que uma
variavel num problema para que ele seja representado por um sistema de
equacdes. O referido texto traz também algumas informacdes histdricas como
o fato do inglés Arthur Cayley (1821-1895) ter sido o primeiro matematico a
representar em forma de matrizes os dados extraidos de um sistema de
equacdes e gque os sistemas ja apareceram no livro chinés Nove Capitulos
Sobre a Arte Matemaética, de Chui-Chang Suan-Shu, de 250 a.C.

J& o L, apresenta, na secdo Flash Matematico (p. 166), algumas
curiosidades da vida do matematico Carl Friedrich Gauss (1777-1855), porém,
nenhuma dessas curiosidades esta relacionada com o tema sistemas lineares.
Na pégina 167 o autor afirma que Gauss desenvolveu o método do
escalonamento no século XVIII.

O terceiro livro analisado também apresenta - no inicio da Unidade A,
intitulada Algebra - a biografia de Gauss, porém n#o faz nenhuma citacdo da
relacdo desse matematico com a resolucdo dos sistemas lineares.

Acreditamos que as referéncias histéricas sobre os sistemas lineares
presentes nos trés livros analisados deveriam ser mais completas, mais
abrangentes e mais enriquecedoras, assim, poderiam contribuir efetivamente
para facilitar a constru¢cdo do conhecimento do aluno e valorizar o aprendizado

deste tema.

» 5.3 Os livros didaticos e as atividades que emprega m 0 uSO

do computador

Os documentos oficiais recomendam que os livros didaticos estimulem o

uso do computador em sala de aula.
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Um outro elemento tecnolégico de importancia inegavel é o
computador. Num livro didatico podem ser propostas atividades
gue empreguem o computador como meio auxiliar na
aprendizagem de conceitos e procedimentos matematicos,
bem como atividades que auxiliem a formacéo do aluno para o
mundo do trabalho. (BRASIL, 2005, p. 78).

Acreditamos que o uso do computador na educacgdo, ndo s6 podera
aumentar as possibilidades de trabalho do individuo, como também podera
tornar as nossas aulas mais dinamicas, mais atraentes, ja que os alunos
estardo motivados a investigar, fazer descobertas, o que podera facilitar a
construgdo de conhecimentos. Porém pudemos observar que nenhum dos
livros analisados apresenta alguma atividade com o uso de computador
envolvendo os sistemas lineares.

O L, apresenta, no final do capitulo, uma atividade muito interessante
que introduz a programacao linear no Ensino Médio (Figuras 6 e 7). Trata-se de
uma atividade bem contextualizada com a qual o aluno pode aplicar no¢oes de
Matematica em problemas atuais.

Acreditamos que esta poderia ficar ainda muito mais atraente se fosse
utilizada a informética para auxiliar a construcao dos gréficos.

Talvez pela caréncia de computadores nas escolas, podemos observar
que os livros didaticos ainda estimulam pouquissimo o uso do computador nas
atividades de matematica. Porém, nds acreditamos que esse recurso poderia
enriquecer muito a aula, possibilitar atividades mais dinamicas, auxiliar na
compreensao de varios conteados matematicos, na formulacéo de conjecturas

e validacdo de hipdteses e na observacédo de padrdes.
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Introducéio & programacéo linear

As equacdes e inequagdes lineares, bem como
os sistemas de equacoes e inequagbes simultaneas,
sa0 bastante Uteis em muitos problemas de econo-
mia, transporte, dietas, etc. Nesses problemas é co-
mum se perguntar pelos valores maximo ou minimo
de uma funcdo cujas varidveis estdo sujeitas a certas
desigualdades. Em muitos desses problemas a fun-
¢do que se quer otimizar (ou seja, da qual se quer en-
contrar seu maximo ou minimo) é uma funcgéo linear
e as desigualdades a que estdo sujeitas suas variaveis
também séao lineares. Quando isso ocorre, dizemos
entdo que estamos diante de um problema de pro-
gramacgdo linear.

Programacdo linear — o método gréfico

Consideremos a seguinte

situacdo-problema: z : ? 5
) Dms‘ proglutos PeQcon- | NERFEER
tém as vitaminas A, B e C nas c 2 728
quantidades indicadas no qua- 3 2

dro ao lado. A udltima coluna in-

dica a quantidade minima necessaria de cada vitamina
para uma alimentacdo sadia, e a uUltima linha indica o
preco de cada produto por unidade. Que guantidade
de cada produto uma dieta deve conter para que pro-
porcione uma alimentacdo sadia com o minimo custo?

consideramos a seguinte orientacdo para resolvé-lo:

1.

Diante de um problema de programacao linear,

Estabelecemos a fungdo objetivo, isto &, a funcdo
que gueremos maximizar ou minimizar.

Transformamos as restricdes impostas no problema
num sistema de inequacodes lineares.

Tragamos o gréfico do poligono convexo corres-
pondente a essas restricoes determinando as coor-
denadas dos seus vértices.

Calculamos os valores da funcdo objetivo em cada
um dos vértices.

O maior desses valores é o maximo e o menor é o
minimo da funcéo objetivo.

Voltamos ao problema e damos a sua solucéo.

Figura 6 - Atividade que introduz a programacao linear no ensino médio.
Fonte: L; p. 202.
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. Problema de economia
Um comerciante vende dais tipos de artigos, A e B. Na
venda do artigo A tem um lucro de 20 por unidade e na
venda do artigo B, um lucro de 30. Em seu dep0sito s6
cabem 100 artigos e sabe-se que por compromissos ja
assumidos ele venderd pelo menas 15 artigos do tipo A
e 25 do tipo B. O distribuidor pode entregar ao co-
merciante, no maximo, 60 artigos do tipo A e 50 artigos
do tipo B. Quantos artigos de cada tipo devera o co-
merciante encomendar ao distribuidor para que, su-
pondo que venda todos, obtenha o lucro maximo?
Resolucéo:
Seja x o nimero de artigos do tipo A e y 0 nimero de
artigos do tipo B que devem ser encomendados.
1. Fungdo objetivo:
Se pera cada artigo do tipo A que vende tem um lucro de
20 e para cada artigo do tipo B tem um lucro de 30, 0
lucro total é dado pela fungdo objetivo L = 20x + 30y.

2. Restrigbes:

a) cabem no méximo 100 artigos:
x+y=<100

b) seréo vendidos pelo menos 15 artigos A:
x=1b

¢) serdo vendidos pelo menos 25 artigos B:
y=25

d) o distribuidor entregard no méximo 60 artigos A:
X = 60

&) o distribuidor entregard no maximo 50 artigos B:
y =50

3. Gréfico:
As restricbes ddo origem ao poligono convexo limi-
tado pelas retas x + y = 100, x = 15,y = 25,
x =60 e y=50.

@
3

0|15 60 100

4. Valor da fungio objetivo nos vértices:

As coordenadas dos vértices do poligono resultante
se encontram facimente resclvendo os pares de
equagdes que correspondem aos lados que determi-
nam o vértice. As coordenadas sfo (15, 25), (15, 50),
(50, 50), (60, 40), (60, 25).

Vertice Valor de L = 20x + 30y
(15,25)  20-15+ 30+ 25 = 1050 « minimo
(15,50)  20-15+ 30- 50 = 1800

(50,50) | 20 - 50 + 30 - 50 = 2500 < méximo
(60,40) | 2060 + 30 - 40 = 2400

(60.25) | 20-60 +30-25= 1950

™

5. Concluimos que a solugdo 6tima, que corresponde &o'

valor maximo de lucro L, é (50, 50) e o lucro maximo &
2500.

6. Resposta do problema:
O comerciante, para obter o lucro maximo nas condi-
coes do problema, deverd encomendar 50 artigos do
tipo A e 50 artigos do tipo B. Com isso, vendendo to-
dos, terd um lucro de 2 500.

Figura 7- Exercicio resolvido envolvendo a programacdo linear.

Fonte: L; p. 203.

Gostariamos de deixar como sugestdo que os computadores fossem

utilizados para que o aluno pesquise sobre a histéria dos sistemas lineares e

de outros temas da Matematica.
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Acreditamos também que as planilhas eletrbnicas possam facilitar os
processos de resolucao de sistemas (Cramer ou Escalonamento).

As planilhas eletrbnicas sdo programas de computador que
servem para manipular tabelas cujas células podem ser
relacionadas por expressées matematicas. Para operar com
uma planilha, em um nivel basico, é preciso conhecimento
matematico similar aquele necesséario ao uso da calculadora,
mas com maiores exigéncias quanto a notacao de trabalho, j&
gue as operacdes e as funcdes sdo definidas sobre as células
de uma tabela em que se faz uso de notacdo para matrizes.
Assim, é importante conhecer bem a notacdo matematica
usada para expressar diferentes conceitos, em particular o
conceito de funcdo. Além disso, a elaboracdo de planilhas mais
complexas requer raciocinio tipico dos problemas que exigem
um processo de solugdo em diferentes etapas. (BRASIL, 2006,
pp. 87 e 88).

[...] As planilhas eletrénicas, mesmo sendo ferramentas que
ndo foram pensadas para propésitos educativos, também
podem ser utilizadas como recursos tecnolégicos Uteis a
aprendizagem matemética. Planilhas oferecem um ambiente
adequado para experimentar seqiéncias numéricas e explorar
algumas de suas propriedades. (BRASIL, 2006, p. 89).

Podemos concluir entdo que, os livros didaticos analisados, no que diz
respeito ao uso da informatica para resolucdo de sistemas lineares, ainda estédo
deixando a desejar e ainda nao estdo atendendo plenamente as

recomendacdes dos documentos oficiais.
* 5.4 O tratamento do registro algébrico nos livros d idaticos

Segundo o Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio

A abordagem dos sistemas de equacdes lineares tem um papel
importante ndo sO6 para a formagdo matematica como na
modelizacdo algébrica de muitas situacBes das ciéncias e da
tecnologia. (BRASIL, 2005, p. 73).

O documento evidencia também que a resolucdo dos sistemas por
escalonamento (Método de Gauss) deve ter prioridade em relagdo ao uso da
Regra de Cramer visto que este primeiro permite aos professores e alunos
aborda-lo ou por meio das operacbes elementares com suas linhas ou

recorrerem ao auxilio do computador.
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As Orientagfes Curriculares para o Ensino Médio também afirmam que
0os sistemas lineares no Ensino Médio devam ser resolvidos pelo

escalonamento e que a Regra de Cramer deve ser abolida do Ensino Médio.

[...] A resolucao de sistemas 2X3 ou 3X3 também deve ser feita
via operagbes elementares (o processo de escalonamento),
com discussdo das diferentes situacdes (sistemas com uma
Unica solucdo, com infinitas solucdes e sem solucdo). Quanto
a resolucdo de sistemas de equacbes 3X3, a regra de Cramer
deve ser abandonada, pois € um procedimento custoso (no
geral, apresentado sem demonstracdo, e, portanto de pouco
significado para o aluno), que sé permite resolver os sistemas
quadrados com solugéo unica. (BRASIL, 2006, pp. 77-78).

Apoiadas nos fatos acima citados consideramos importante averiguar
quais os processos abordados pelos livros didaticos do Ensino Médio para a
resolucdo de sistemas lineares com mais de duas incognitas, isto €, qual o
tratamento que é dado no registro algébrico ao se abordar os sistemas lineares
no Ensino Médio.

O L; apresenta dois métodos para a resolucdo de sistemas com trés
equacodes e trés incognitas: o0 método do escalonamento (método de Gauss) e
a regra de Cramer.

Ja o L,, além dos métodos ja citados, apresenta também a resolucéo
desses sistemas através do método da adigdo e pelo método da substitui¢éo,
meétodos esses que ja sdo conhecidos pelos alunos desde as séries finais do
Ensino Fundamental.

Os dois livros abordam também a resolucéo de sistemas cujo numero de
equacbes é diferente do numero de incognitas, conforme os dados

apresentados nos Quadros 4 e 5, a seguir.
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N°. de N°. de N°. de N°. de
exemplos exercicios exemplos exercicios
resolvidos de | propostos resolvidos de | propostos
resolucao de para a resolucao de para a
sistemas de | resolucédo de | sistemas de resolucao
ordem mxn sistemas de ordem 3x3 | de sistemas
ordem mxn de ordem
3x3
Método do
escalonamento 6 5 3 7
(Gauss)
Regra de
Cramer 0 0 1 3

Quadro 4 - Dados referentes ao L; sobre o tratamento do registro algébrico dos

sistemas lineares.

O L; apresenta também um exemplo resolvido e trés exercicios

propostos envolvendo a resolucao de sistemas de ordem 4x4.

N°. de N°. de N°. de N°. de
exemplos exercicios exemplos exercicios
resolvidos de propostos resolvidos de | propostos
resolucao de para a resolucao de para a
sistemas de | resolucédo de | sistemas de resolucao
ordem mxn sistemas de ordem 3x3 | de sistemas
ordem mxn de ordem
3x3
Método da
adicdo ou da 2 3 3 8
substituicdo
Método do
escalonamento 1 2 1 1
(Gauss)
Regra de
Cramer 0 0 2 2

Quadro 5 - Dados referentes ao L, sobre o tratamento do registro algébrico dos

sistemas lineares.

O L, apresenta para “fechar” o assunto sistemas lineares, um texto, que

resume as principais caracteristicas do método de Gauss e da Regra de

Cramer.

Gostariamos de observar que, no referido texto, o segundo item que

explana sobre o método do escalonamento, no qual lemos os zeros da matriz
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podem estar acima da diagonal principal, podemos ler também abaixo da
diagonal principal.

> Fleash Meatematico

>

e

g

Cramer e Laplace ou escalonamento ou...

Com o que foi estudado até aqui sobre resolucéo de sistemas lineares é impor-
tante elaborarmos uma pequena sintese dos métodos de resolucao e suas limitagoes
- para que, frente a um sistema linear, possamos optar pela melhor forma de buscar
suas solucdes.

Regra de Cramer

e Aplica-se apenas a sistemas lineares n x n com matriz incompleta A quadrada.

e Se det A # 0, sabemos que o sistema é possivel com solugdo Unica e o valor de
cada incognita pode ser calculado como quociente de dois determinantes usando-
se a regra de Cramer.

= Essaresolucio depende da facilidade ou ndo do calculo do determinante de A g, no
caso de matrizes de ordem 4 x 4 ou maiores, o recurso para o calculo de det A e
aplicar o teorema de Laplace.

» Se det A =0, sabemos, sem precisar resolvé-lo, que o sistema é possivel e indeter-
minado ou impossivel, mas a decisdo tera de ser tomada usando-se outro metodo
de resolugédo.

Método de eliminacdo de Gauss ou escalonamento

e Aplica-se a qualquer sistema linear e consiste em escalonar a matriz completa di
sistema.

e O escalonamento transforma a matriz completa em outra equivalente com zsros
abaixo da diagonal principal.

e Para escalonar uma matriz, sdo permitidas as seguintes operagdes ou uma combi-
nacao delas:

— trocar de lugar duas linhas da matriz;
— multiplicar ou dividir uma linha da matriz por um ndmero nao-nulo;

— adicionar duas linhas da matriz, termo a termo, substituindo uma dessas linhas
pela soma obtida.

Q

Figura 8 - Comentarios finais sobre os processos de resolugéo de sistemas.
Fonte: L, pp. 186 — 187.

O L3 aborda apenas a regra de Cramer para resolver sistemas (quadro
6). Os autores apresentam um Unico exercicio proposto que envolve um
sistema com quatro equacfes e quatro incégnitas, porém ndo apresentam
nenhum exemplo de resolugédo ou de classificacdo de sistemas com o numero

de equacdes diferente do niumero de incognitas.
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N°. de N°. de N°. de N°. de
exemplos exercicios exemplos exercicios
resolvidos de propostos resolvidos de | propostos

resolucao de para a resolucao de para a

sistemas de | resolucédo de | sistemas de resolucao
ordem mxn sistemas de ordem 3x3 | de sistemas

ordem mxn de ordem
3x3
Regra de
Cramer 0 0 1 4

Quadro 6 - Dados referentes ao L; sobre o tratamento do registro algébrico dos
sistemas lineares.

Como pudemos observar, os livros didaticos tém como objetivo principal
resolver, classificar e discutir os sistemas lineares com trés equacoes e trés
incégnitas, mas apresentam também alguns sistemas cujo numero de
equacdes ndo € igual ao numero de incognitas. Ja os sistemas de ordem 4x4
sdo pouco explorados. Nao encontramos nenhum sistema com mais de quatro
incognitas nos livros do Ensino Médio que analisamos. Os dados contidos nos
Quadros 4,5,e 6 contém informacdes referentes aos exercicios resolvidos e
propostos, ndo sédo considerados neste momento as questdes de vestibular e
nem os exercicios adicionais ou optativos.

E importante notar também que, apesar dos documentos oficiais
defenderem apenas o uso do escalonamento para resolver sistemas lineares,
os livros didaticos abordam também a Regra de Cramer, na maioria das vezes
sem dizer qual é o algoritmo mais eficiente ou o mais rapido e levando o aluno
a uma possivel resolucdo mecanica, sem refletir sobre os beneficios de um ou
de outro método, visto que, os exercicios, geralmente, indicam qual o processo
gue o aprendiz deve utilizar - Cramer ou escalonamento - sem que ele possa
refletir e optar pelo método mais pratico e que envolve o0 menor numero de

calculos.
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6. OS SISTEMAS LINEARES E OS REGISTROS DE
REPRESENTACAO SEMIOTICA

Segundo Raymond Duval (apud Machado, 2003, pp.14-15), a
Matematica apresenta uma grande variedade de representacfes semidticas
(aqui chamadas registros): sistemas de numeracdo, figuras geométricas,
escritas algébricas, representacdes graficas, entre outros, e a compreensao
dos conteudos da Matematica esta relacionada a capacidade de mudar esses
registros. Para que um conhecimento ou um saber matematico possa ser
colocado em funcionamento, é necessario que o aprendiz o apreenda néo
somente com um registro, mas com pelo menos dois registros de
representacdo semidtica e que saiba coordenar esses registros, pois a
conversao possibilita ao sujeito perceber outros aspectos do objeto

representado.

[...] Porque passar de um registro de representacdo a outro nao
€ somente mudar de modo de tratamento, é também explicar
as propriedades ou os aspectos diferentes de um mesmo
objeto. Vemos entdo, que dois registros diferentes ndo tém de
forma alguma o mesmo conteldo.

[..] Vé-se, entdo, porque a compreensdo matematica esta
intimamente ligada ao fato de dispor de ao menos dois
registros de representacdo. (DUVAL, apud Machado, 2003,
p.22).

Documentos oficiais também evidenciam a importancia de abordar um
mesmo contelldo matematico de maneira diversificada, isto €, com diferentes

registros de representacgéao.

Podem ser utilizadas diferentes linguagens para representar os
conteudos simbolos: matematicos, lingua natural, desenhos,
gréficos, icones, etc. Esse tratamento diversificado é apontado,
atualmente, como um fator muito importante para a
compreensdo dos conceitos e dos procedimentos matematicos.
(BRASIL, 2005, p. 75).

Diante dos fatos aqui relatados, e para respondermos a nossa questao
de pesquisa, analisaremos aqui, a luz da teoria de Duval, em quais registros de

representacdo semidtica os sistemas lineares sdo abordados nos livros
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didaticos e quais as conversdes propostas tanto em seus exercicios resolvidos
guanto nos exercicios propostos. Voltaremos nossos olhares especificamente
para trés registros de representacao semiodtica que consideramos fundamentais
ao abordamos os Sistemas Lineares: lingua natural, registro grafico e registro

algébrico.

6.1 Os sistemas lineares e 0 registro de representa c¢ao da

lingua natural nos livros didaticos

Uma situacéo-problema apresenta-se no registro de representacédo da
lingua natural e para resolvé-lo o aluno deve realizar uma conversao ou para o

registro algébrico ou para o grafico.

[...] Os sistemas lineares devem receber um tratamento que
enfatize sua importancia cultural, isto €, estender os
conhecimentos que os alunos possuem sobre a resolucdo de
equacOes de primeiro e segundo graus e sobre a resolucdo de
sistemas de duas equacbes e duas incAgnitas para sistemas
lineares 3 por 3, aplicando esse estudo a resolucdo de
problemas simples de outras areas do conhecimento. (BRASIL,
2002, p. 122).

Documentos oficiais como o PCN+ (2002) e as Orientagbes Curriculares
para o Ensino Médio (2006) defendem que a aprendizagem de um novo
conceito matematico deveria ocorrer a partir da apresentacao de uma situacao-
problema ao aluno, que, partindo de seus conhecimentos j& existentes,
buscaria uma resolucao para o problema, construindo assim sua aprendizagem
e, na etapa final do processo, caberia ao professor formalizar esse novo

conceito.

A resolucdo de problemas é peca central para o ensino de
Matematica, pois o pensar e o fazer se mobilizam e se
desenvolvem quando o individuo estd engajado ativamente no
enfrentamento de desafios. Essa competéncia nédo se
desenvolve quando propomos apenas exercicios de aplicacdo
dos conceitos e técnicas mateméaticos, pois, neste caso, o0 que
estd em acdo é uma simples transposicdo analdgica [...]
(BRASIL, 2002, p. 112).
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Analisaremos aqui se os livros didaticos apresentam o0s sistemas
lineares com trés equacdes e trés incognitas, que € um tema novo para 0s
alunos do Ensino Médio, tendo o registro de representacdo da lingua natural
como registro de partida.

No livro didatico L; o autor inicia o capitulo 8, intitulado Sistemas
Lineares, afirmando que os problemas que envolvem as equacgdes lineares e
0s sistemas existem ha muito tempo, e apresenta um exemplo de sistema com
trés equacdes e trés incognitas no registro algébrico que, segundo ele, foi

extraido de uma obra que data de 250 a.C, aproximadamente (Figura 9).

O jd citado livro chinés Nove ca-
pitulos sobre a arte Matematica, de
Chui-Chang Suan-Shu, porexemplo, con-
tém 246 problemas sobre mensuracdo
de terras, agricultura, sociedades, enge-
nharia, impostos, cdlculos, solucoes de
equacdes e propriedades dos tridngulos
retangulos, costume herdado dos babilo-
nios de compilar colegées de problemas
especificos. Essa obra data de aproxima-
damente 250 a.C. e jd apresentava siste-

mas de equacoes lineares simultineas.

Um exemplo € o sistema:

Bast 2y -k 2= 50
Doty e =5
X w0y 37— 06

Figura 9 - Exemplo de sistema extraido do livro
Nove Capitulos Sobre a Arte Matematica, de
Chui-ChangSuan-Shu.

Fonte: L, p.177.

ApGs esta introducdo, o autor apresenta um sistema linear com duas
equacdes e duas incognitas a partir de uma situagdo-problema (registro da

lingua natural) (Figura 10).
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Um terreno de 8000 m? deve ser dividido em dois lotes. O lote maior devera ter
1000 m? a mais que o lote menor. Calcule a drea que cada um devera ter.

Resolucéo:
Sendo x e y, respectivamente, as dreas destinadas ao lote maior e ao lote menor do terreno, teremos um sistema
de duas equagbes com duas incognitas:
X +y=8000
X =y +1000
Resolvendo esse sistema por qualquer dos métodos j& estudados, obtemos x = 4500 e y = 3500, que é a tinica

solugdo do sistema e que indicamos por (4500, 3500).
Logo, o maior lote terd uma drea de 4500 m? e 0 menor terd uma drea de 3500 m?

Figura 10 — Sistema linear com 2 equacbBes e 2 incognitas no registro de
representacao semibtica da lingua natural.
Fonte: L, p.178.

Porém, ao abordar um sistema com mais de duas incognitas, o autor
apresenta uma definicdo no registro algébrico, seguida de alguns exemplos no
mesmo registro, sem apresentar uma situacdo-problema no registro de

representacdo semiotica da lingua natural (Figura 11).

Denomina-se sistema linear m X n o conjunto S de m equacdes lineares em n incognitas, que pode ser repre-
sentado assim:

aX, FapgX, TaX; t.tax, =b

AyX; T apX, + A%, ot ayx, =b,

| A ar P
| m X nselé“m porn”./

A, X 8 ¥y A8 Ky btk 8,00 Shi

Exemplos:
3x—-2y=6 ) . P
é um sistema linear 2 X 2 nas incoégnitas x e y.
x+3y=10

3x—y=3

X —y-=3—2X i . . .
2¢ é um sistema linear 2 X 2 nas incégnitas X e y, pois equivale a .
) { g HEOESG {2x +0y =12

2x+y=12+y
XxX—2y—z=0
39) {2x —y —z=—1éumsistema linear 3 X 3 nasincégnitas x, y e z.

X—y+z=28

Figura 11 - Sistema linear com m equacdes e n incognitas no registro algébrico.
Fonte: L, p. 180.
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Ao abordar os sistemas lineares com trés equacdes e trés incognitas, o
autor também apresenta sistema linear no registro algébrico e ja o relaciona
com sua representacdo no registro grafico. Esta definicdo estd associada a
notacdo de vetores, como nos mostra a Figura 12.

Acreditamos que, apesar do tema “vetores” ja ter sido abordado pelo autor
na secao “Assunto Optativo”, no capitulo 7, intitulado “Determinantes”, esta
forma de apresentacdo € ainda um pouco prematura para um aluno que esta

iniciando o estudo de sistemas lineares com mais de duas incégnitas.

Consideremaos o sistema:
ax+hby+cz=d
a,x + b,y + ¢,z =d,
a;x +byy + ¢,z =d,

Para refletir

de trés equagdes com trés incognitas. Geometricamente, cada uma das equagées,
nessa ordem, define os planos ., , e m,, respectivamente. O terno (x, y, z) é solu-
¢ao desse sistema quando o ponto P(x, y, z) pertence a intersec¢do @, N, N T,
ou seja, quando P esta simultaneamente nos trés planos.

Associadas a esse sistema ha duas matrizes: aincompleta (1) e a completa an.

Nos sistemas de duas equacdes
com duas incognitas tinhamos |
| duas retas no plano. Agora,
temos trés planos no espago.

a b q a, b, ¢ d
a b, g @ e la b, ¢ d @
a3 b3 c3 3% 3 a3 bi c3 3 l3x4

Os vetores linha da matriz incompleta sdo £ =M,b,c)t,= (@,b,c)el, =(a,b ¢,); € os vetores linha da

3 Py
matriz completa sao L, =(a, bw, ¢, d)L,=(@,b,c,d)el,=(a,b,c, ds),todos nao-nulos.

Figura 12 - Sistema linear com 3 equacdes e 3 incégnitas no registro algébrico.
Fonte: L, p. 186.

Apés apresentar dois métodos de resolugdo algébrica para estes
sistemas lineares (Escalonamento e Regra de Cramer), o autor resolve duas
interessantes situacdes-problema que relacionam este tema a outra disciplina:
a Quimica, e propde a resolucdo de problemas contextualizados, relacionados

com o dia-a-dia do aluno (Figura 13).
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ﬂ =)
: J
| 14. Quando se escreve uma equagio quimica, & importante 0 sistema € SPI e admite mais de uma salugo (x, y, 2),
| verificar sempre se o nimero de dtomos de cada ele- porém nos interessa a menor solugdo inteira. A solugéo
1 mento & o mesmo em ambos 0s lados da equagéo, ou genérica desse sistema € (2e, o, 2at), portanto temos a
" seja, se ela estd balanceada. Para realizar o balancea- menor solucdo inteira para o = 1. ’
‘ mento, temos de colocar um niimero (denominado coe- Assim, x =2,y = 1ez =2, eaequacgio balanceada &: |
| ficiente estequiométrico) antes dos simbolos. Esses 2H, + 0, = 2H,0.
coeficientes usados no balanceamento de uma equa- Obtenha os quatro coeficientes estequiométricos para
o quimica devem ser sempre 0s menores NUMEros o balanceamento da equagdo abaixo:
o o T g ; 1 3
inteiros possiveis, pois ndo da para imaginar 5 molé- CeHg + 0, = CO, + H,0
‘ cula de algum elemento quimico. Veja como exemplo o Resolucéo:
| balanceaﬁmento da equagéo delagua_’ xCH, + y0, = 2CO, + wH,0 \
\ A equagdo H, + 0, = H,O n#o estd balanceada; note ‘
i que a quantidade de oxigénio em ambos os lados ndo é Bx =z Bx —z =0 i
i gmesma. . Bx = 2w = {6x —-2w=0—=SPl— |
€ 0s coeficientes estequiométri i |
q cos forem respecti 2y =27 +w G Bz o= [ |
vamente X, y € z, temos que:
xH, +y0,—zH 0 5
. 2 2 z — escalonamento = S = 4| £ 2% o5 o |V entgio
ou seja: 3 2 |
{Zx = 2z (hidrogénio) a menor solugéo inteira precisa de o. = 6: E
2y = z (oxigénio) S ={(2 15,12, 8)} 1
= /p
e

2CH, + 150, — 12C0, + 6H,0.

Portanto, a equacéo balanceada é ‘

Figura 13 - Exemplo de situacdo-problema que relaciona os sistemas lineares com a
guimica.
Fonte: L, p. 199 e 200.

Ja o livro L,, apds apresentar os sistemas lineares com duas equacoes e
duas incognitas, propde ao aluno a resolugcdo de uma situacdo-problema
contextualizada, no registro da lingua natural, que recai num sistema linear

com trés equagbes e trés incognitas (Figura 14), e, a partir desse problema,

apresenta o primeiro processo de resolucdo desses sistemas lineares.
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3. Sistema linear 3 x 3

Numa outra liquidagio, Jodo, Ana e Luiz resolveram comprar livros, CDs e fitas
de video.

Jodo gastou R$ 70,00 e comprou 1 livro, 3 CDs e 1 fita de video. Ana gastou
R$ 80,00 e comprou 2 livros, 2 CDs e 2 fitas. Luiz gastou R$ 75,00 comprando 3 livros,
1 CD e 1 fita de video. Qual o prego de cada item, sabendo que todos os CDs tém o
mesmo prego, assim como todos os livros ¢ fitas de video?

Para resolver o problema acima, chamamos de x o prego de cada livro, de y o prego
de cada CD e de z o preco de cada fita de video e obtemos trés equagdes que representam
os gastos de Jodo, Ana e Luiz, respectivamente: x +3y +z=70,2x + 2y +2z=80 ¢
3x +y +z=75. Essas equagdes podem ser escritas como um sistema:

x+3y+ z=170
2x +2y+2z=280
3x+ y+ z=175
Os valores de x, y e z que tornam as trés igualdades verdadeiras formam a solugédo
desse sistema de equacdes.

Figura 14 - Primeiro sistema com mais de duas incognitas do L.
Fonte: L, p. 131.

O livro Lz também ndo apresenta os sistemas lineares através de
situacdes- problema. O primeiro sistema linear que aparece no livro foi definido
pelo autor de uma maneira que consideramos literal, pouco contextualizada e
gue pode nao ser entendida por um aluno que estéa iniciando seus estudos
sobre o tema (Figura 15). Depois da definicdo, o autor apresenta um exemplo
de sistema linear homogéneo com trés equacOes e trés incognitas, que

também nao estéa relacionado com nenhuma situacao-problema.



59

Dentre suas variadas aplicacOes, as matrizes sdo utilizadas na resolucio de um sistema
de equacdes lineares.

Seja o sistema linear:
au X] + alg X2 F ot aln Xn :bl
dg X + dog X9 +...+agn Xq :bg

Ay X +ags X +atadm, Xn=b,

Utilizando matrizes, podemos representar este sistema da seguinte forma:

11 a, In % b1
al] a22 2n X_’ b2
a Y | X h
ml m2 mn s n
matriz constituida pelos matriz coluna matriz coluna
coeficientes das incégnitas constituida dos termos
pelas incognitas independentes

Figura 15 - Primeiro sistema com mais de duas incognitas do Ls.
Fonte: Ls, p. 198.

Podemos afirmar, entdo, que, apesar de somente o livro L, apresentar o
sistema de equacdes lineares com mais de duas incognitas a partir de uma
situacdo-problema, tanto o L; quanto o L, se preocuparam em apresentar
situacOes-problema desafiadoras, contextualizadas e que permitem ao aluno
analisar dados, tomar decisdes e buscar “caminhos” para a sua resolucgéo.
Concordamos com este tipo atividade, pois acreditamos que ela coloca o aluno
num papel ativo na construcdo do seu proprio conhecimento.

Ja o L3 ndo apresenta nenhuma situacdo-problema relacionada a
sistemas lineares no decorrer de todo capitulo. Observamos que seus
exercicios poderiam ser menos tecnicistas, deveriam valorizar mais a
construcdo do conhecimento do aluno e dar menor importancia as técnicas de

resolucdo mecanicas.



60

Em resumo, dois (L; e L,) dos trés livros analisados tratam os sistemas
lineares com trés equacbes e trés incognitas utilizando-se do registro de

representacdo da lingua natural.

6.2 Os sistemas lineares e o0 registro grafico nos |  ivros

didaticos

O estudo dos sistemas lineares no Ensino Médio é apresentado com
maior freqiiéncia no registro algébrico. Por este motivo, 0 seu aprendizado
requer uma abstracao para a qual a aluno talvez ndo tenha muita habilidade.
Acreditamos que, sem relacionar o estudo algébrico com a representacao
grafica, este pode tornar-se um estudo com pouco significado, apenas um
roteiro de regras a serem seguidas e resolu¢cdes mecanicas, sem nenhuma
interpretacao.

As Orientacbes Curriculares para o Ensino Médio (2006) propdem, de
maneira muito clara, que os sistemas sejam trabalhados algebricamente e

geometricamente.

No estudo de sistemas de equagbes, além de trabalhar a
técnica de resolucdo de sistemas, € recomendavel colocar a
algebra sob o olhar da geometria. (2006, p. 77).

Duval (apud Machado, 2003) afirma que para analisar as dificuldades de
aprendizagem € necessario analisar a conversao de registros. O autor afirma
também que, passar de uma equacdo para um grafico, exige uma articulagao

entre as variaveis cognitivas que sao especificas de cada registro (p. 17).

Na realidade, a conversdo entre graficos e equacdes supbe
gue se consiga levar em conta, de um lado, as variaveis visuais
préprias dos graficos (inclinagcéo, interseccdo com 0s eixos,
etc.) e, de outro, os valores escalares das equacbes [...]
(DUVAL, apud Machado, 2003, p. 17).

Analisaremos aqui se os livros didaticos selecionados abordam os
sistemas lineares no registro grafico.
Os livros L; e L, apresentam a interpretacdo grafica dos sistemas

lineares com trés equacdes e trés incognitas (trés planos no espacgo), mas
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estas abordagens séo feitas de maneiras distintas. Enquanto o L; faz uma
apresentacdo bem detalhada dos oito casos possiveis explicando
detalhadamente cada um deles e relacionando-os com exemplos algébricos,
que serdo apresentados a seguir (Figuras 16, 17 e 18), o L, apresenta uma
explicagdo mais geral, mais condensada, abordando apenas seis possiveis
casos - nao cita o caso com dois planos coincidentes e um terceiro plano que
intercepta estes dois segundo uma reta e caso de dois planos coincidentes e
um terceiro plano paralelo e distinto dos anteriores - e ndo relaciona cada
registro de representacdo grafico com exemplos no registro de representacdo
algébrico, isto €, ndo propbe a conversao do registro algébrico para o registro

gréafico (Figura 19).
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Neste caso, todos os pontos P(x, y, z) de T, séo solugbes do sistema. H4, portanto,
infinitas solucdes para o sistema.

O sistema é possivel e indeterminado (SPI).

Pode-se provar que isso ocorre quando L,, L, e L, sdo multiplos uns dos outros.
Por exemplo:

x+ty—z=1-L=001-11
2x+2y —2z=2->1,=(2,2,-2,2)
dx +4y —4z=4 >, =(4,4,—4,4)
Nesse caso, temos L= 2L 0 kg= 4L, @ Ly = 2L,
Da primeira equacdo x +y — z = 1 tiramos quez = x + y — 1. Assim, as solu¢cées do sistema sao todos os pon-
tos da forma (x, y, x +y — 1), em que X e y sao nimeros reais arbitrarios.
Por exemplo, sdo solugdes (1,1, 1); (1, 2, 2); (2, 5, 6); etc.

Neste caso, o sistema é impossivel, nao possui solucao (Sl).
Pode-se provar que isso ocorre quando L, é multiplo de L, ou seja, L, = kL,,
o que acarreta £, = k€,; £, = m{ ; mas L3 nao é miiltiplo de L,.
Exemplo:
x+ty—z=1=L=01,-10ef, =11-1

X2y —22=2-L,=(2,2-22ef,=(22 -2 / /
Ax +4y —4z=7 5L, =(4,4,—4,7) e £, =(4,4,—4) i
Nesse caso, temos L, = 2L ; £, = 4£,; mas L, ndo € multiplo de L,. Logo, o sistema ndo tem solugdo; & impossivel.

ada

cihilidad.
Huade. L

Neste caso, todos os pontos P(x, v, z) da reta sao solug¢bes. Ha, portanto, infini- /
3

tas solucdes. O sistema é possivel e indeterminado (SPI). Pode-se provar que isso
ocorre quando L, = KL, (e, portanto, £, = k{,); mas €, nao & multiplo de €.

Exemplo:
x+y—z=1-L=01-10ef,=01-17
2X+2y*22=2_)L2:(2,2,—2,2)632:(2;2,_2)
Ax +4y —z=4—>L,=(44,-14)el,=(44-)

T, = T, Mas 63 = (4,4, —1) nao é multiplode €, = (1,1, —1). Assim, &, N 7, é a retar. Essa reta é formada pelos
pontos P(x, y, ), cujas coordenadas sao as solugdes do sistema:

= 5
4x +4y —z=4 4y —z =4 — 4x 4»y\7z=/t¥~;lri

3z=0=2z=0

{x+yfz:1 {y—z=1—x {‘4y;+4z—ﬂf+ﬂrx’
=

Sez=0,entdoy=1—x.
Portanto, as solugdes do sistema s&o todos os pontos da forma (x, 1T — x, 0) para qualquer valor real de x. Por
exemplo, sdo solu¢des (1,0, 0); (2, —1, 0); (6, —5, 0); etc.

Figura 16 - Trés dos oito possiveis casos de classificacdo de sistemas lineares com
trés equagles e trés incognitas no registro algébrico com conversdo para o registro

grafico.
Fonte: L, pp. 186 —187.
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Neste caso, o sistema néo possui solucado; é impossivel (Sl). Pode-se provar que isso
ocorre quando cada um dos vetores, €, €, e £, € multiplo do outro, mas os vetores L, L,

e L, ndo sao mdltiplos um do outro, dois a dois. L
Exemplo: @
x+y—z=1-L =01-1,Net, =01-1 i

2x +2y —2z=3 >, =(2,2,-2,3)et, =(2,2,—2)
A4 +4y —4z=7 5L, =(4,4,—4,7)e €, =(44,—4)

Temos nesse exemplo que €, £, e £, sédo multiplos um do outro, mas L, L, e L; ndo sdo multiplos um do

outro, dois a dois.
Logo, esse sistema nao tem solugdo; é impossivel.

o

Portanto, o sistema nao possui solugao; € impossivel (S).

Pode-se provar que isso acontece quando £, = k€,, mas L, ndo & multiplo de @
)

L,, pois 7, / . Além disso, €, ndo é mdltiplo de €, pois \//\ T

T, e T, 540 paralelos. Logo, T, N T, = . Isso acarreta que T, N T, N T, = . T
‘l \

Exemplo:
x+ty—z=1-=L=(01,-1Nef, =(11-7

2x +2y —2z=3—>1,=(2,2,-2,3)et, =(2,2,—-2)
A4x+ 4y —z=4 > L;=(4,4,—1,4)ef,=(4,4,—1)

Observe que £, = 2¢,, porém L, ndo é multiplo de L,. Observe também que
£, ndo é mdltiplo de £,.
Logo, o sistema é impossivel.

6% possi 2. 0S8 I
Neste caso, todos os pontos P(x, y, z) da reta r sdo solugdes. H4, portanto, in-
finitas solugoes.
O sistema é possivel e indeterminado (SPI). Pode-se provar que isso ocorre
quando nenhum dos vetores €, €, e £, € multiplo do outro e L, pode ser escrito

como combinacgao linear de L,el,istoé L, = kL, + mL,.

Exemplo:

EJ
x+y+z=1-L=0110ed, =011 %
2x—ytz=5->L,=(2,—11,5et,=(2-11) A, NE=r

4x+y+3z=7>L,=(4,1,3,7) e, =(41,3)

QObserve que nenhum dos vetores £, £, e £, € mdltiplo do outro. E, também, que L, = 2L, + L
2L, = 2x +2y +2z=2
L, > 2x—-—y+z=5
4x +y+3z=7 =1L,
Logo, o sistema é indeterminado.
T, N7, N, = r. Esta reta é formada pelos pontos P(x, y, z), cujas coordenadas sdo as solu¢des dos sistemas:

x+ty+z=1 2x —y+z=5 —6x +3y —3z=-—15
{2x—y+z=5 {4x+y+32:7 {4x+y+32=7
U 4
2= 073 i d
2 2
Portanto, as solugdes do sistema sdo todos os pontos da forma [x, :%+_X’ %J para qualquer valor real

de x. Por exempilo, sdo solucdes do sistema: (0, —2, 3), (2, —1,0), (—2, —3, 6), etc.

Figura 17 - Trés dos oito possiveis casos de classificacdo de sistemas lineares com
trés equacdes e trés incognitas no registro algébrico com converséo para o registro
grafico.

Fonte: L, pp. 187 —188.
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Neste caso, o sistema € impossivel (Sl).
Os vetores ¢, €, e £, ndo sdo miltiplos um do outro, pois ndo ha para-
lelismo nem coincidéncia entre nenhum dos planos. Além disso, é possivel

provar que £, =k, + mf, e L, # kL, + mL,.

Exemplo:

x+y—3z=1-L,=01-310ef, =(1-3)
5x+2y+z=2->1L,=(5212¢ef,=(521
9x+3y+5z=5->L1;,=(93525et;=(935)

Observe que os vetores £, £, e £, ndo sdo multiplos um do outro. Note também que £, = 2¢, — £,, mas
Lz 2L2 — L. Vejamos: L, = (9, 3, 5, 5); 2L, = (10, 4,2, 4); —L, = (=1, —1, 3, —1); logo, 2L~ L, =(9%8;583) &
L, =(9,3,5,5). Assim, L, % 2L, — L..

Portanto, este sistema é impossivel.

Neste caso, o sistema é possivel e determinado (SPD).

E possivel provar que o sistema tem uma tnica solucio se, e somente se, 0s vetores €., ¢, e £, sdo linearmente
independentes.

Exemplo:
Xx+2y—3z=4—>4£=(12,-3)
2x +3y+4z=5->+4,=(2,3,4)
4x+7y —z=13>4¢,=(47,-1)

Lembramos que uma maneira de saber se os vetores 1,2, —3),

i 2 —3
(2, 3,4) e (4 7, —1) sdo LI é verificar se o determinante |2 3 4|6
4 7 —1 s=mNn
diferente de zero.
T 2 =3
Como |2 3 4 | =—1+#0,o0svetores sio Ll. Portanto, este sistema é possivel e determinado (SPD).
4 7 —1

Nos préximos itens vocé aprendera como determinar a solu¢do de um sistema como este.

Figura 18 - Dois ultimos possiveis casos de classificacdo de sistemas lineares com
trés equacdes e trés incognitas no registro algébrico com converséo para o registro
grafico.

Fonte: L, pp. 188 — 189.
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Sistemas lineares 3 x 3 e Geometria
S . o . - S . |

Os planos podem se encontrar em Os trés planos podem também
um Unico ponto. Nesse caso, o sistema possuir uma reta comum a eles ou ser
linear é possivel e determinado e tem | coincidentes. Nessa situagdo, o sistema
linear é possivel e indeterminado, ou

solugéo Unica.
seja, apresenta infinitas solugdes.

P s e

Os trés planos podem ainda ser pa- Por fim, os planos podem se en-
contrar, mas apenas dois a dois, nao ha-

vendo ponto comum que pertenca aos

ralelos entre si.

o trés.

p

g

\\
Pode também ocorrer de dois deles a/ i ’v
serem paralelos e o terceiro nao. : R

I
I
1
[
!
I
I

Nesses trés ultimos casos, o sistema
linear é impossivel, isto é, sem solugao.

Figura 19 - Representacao no registro grafico de sistemas lineares com trés equacodes

e trés incognitas.
Fonte: L, pp. 137 e 138.
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Observamos que o tema: posi¢cles relativas entre planos no espago
(Geometria de Posicdo), que consideramos um conhecimento prévio para o
estudo dos sistemas lineares com trés equacgdes e trés incognitas no registro
grafico, é discutido em capitulo posterior ao que apresenta o registro grafico
dos sistemas, no L; e no L,. Acreditamos que esse fato enfatize a importancia
do professor preparar suas aulas antecipadamente e ter autonomia para
selecionar a ordem dos contetdos a serem trabalhados, sem precisar seguir
estritamente a sequéncia que € apresentada nos livros didaticos.

J& o livro L3 ndo aborda o registro de representacéo grafica dos sistemas
lineares, aborda o tema somente no registro algébrico.

Podemos concluir, entdo, que apenas dois dos livros analisados (L; e L>)
apresentam os sistemas lineares com trés equacdOes e trés incognitas no
registro de representacdo grafico, e que ambos abordam este tema em textos

explicativos.

6.3 Os sistemas lineares e as conversoes de registr 0 propostas

nos exercicios dos livros didaticos

O primeiro livro analisado, ao retomar os sistemas com duas equacoes e
duas incognitas, apresenta trés exercicios resolvidos que partem do registro
algébrico e chegam ao registro grafico (Figura 20). Consideramos muito
importante que, neste exercicio, 0 autor explora o fato de existirem infinitos
pares ordenados que verificam cada uma das equacdes, que estes infinitos
pares ordenados (representados graficamente por pontos) originam cada uma

das duas retas e que a intersecc¢ao destas retas € a solucao do sistema.
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Os pares de nimeros reais que sdo solugdes de uma equagéao linear com duas incégnitas determinam, no
grafico, uma reta. A interseccio das duas retas das equacdes do sistema determina sua solucio, se existir.
Veja a representacao grafica dos trés sistemas resolvidos por adicao:
19) J3x—y:10—)(4,2), 2, —4); .. y
|2x +5y =1— (=2, 1, (3, -, ..

As retas concorrentes indicam que existe um unico par que i
é solucdo do sistema (sistema possivel e determinado).

,,,,,,,,

Figura 20 - Um dos trés exercicios resolvidos cujo registro de partida é o algébrico e o
de chegada é o gréfico.
Fonte: Ly, p. 182.

O autor também apresenta um exercicio cuja proposta é que o aluno
empregue o registro grafico (Figura 21) e propde como exercicio optativo, que o
aluno represente graficamente um sistema de inequagfes com duas incognitas
(Figura 22).

Exercicio proposto
Resolva cada sistema linear 2 X 2 usando o método da i X —2y =-12
adigéo; classifique-os quanto ao nimero de solugdes e | ) BX + 6y = 8
faga sua representacdo gréfica.
4x +2y =4 9 5x — 10y =15b
2X +y=5 2x — 4y =6

Figura 21 - Exercicio proposto cujo registro de partida é o algébrico e o de chegada é
o grafico. Fonte: L,, p. 182
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Exercicios optativos

Faca o gréfico dos seguintes sistemas de inequagoes si-

multéneas:
(ox —y < 4 [x = 0
a) ¢ x +y=-—I1 c) sy =0
y = 4 3Xx +y=2
[x =0 i
Ax + 3x =12
, y =0
b) 1 d) ix —2y =<2
X+y=2
y—3x =3
12X +y =<3 y

Figura 22 - Exercicio que propde o registro grafico de um sistema de inequag¢des com
duas incognitas.
Fonte: Ly, p. 204.

Outra proposta do autor € uma situacao-problema que possui como registro
de partida a lingua natural e que levara o aluno a utilizar o registro algébrico

para resolver um sistema 2x2 (Figura 23).

(Uerj-adaptado) Jodo contou os coelhos, os patos e os
bois que havia em sua fazenda, obtendo um total de
340 animais. A seguir, verificou que o numero de coe-
Ihos era o triplo do de patos e que o ndmero de bois
excedia em 20 unidades o total de coelhos e patos. De-
termine o nimero de patos que ha na fazenda.

Figura 23 - Exercicio que prop8e a conversao do registro da lingua natural para
o registro algébrico.
Fonte: Ly, p. 206.

Ao abordar os sistemas com trés equacdes e trés incognitas, o registro
grafico esta presente no texto expositivo do autor, mas existe um unico
exercicio proposto, na secdo “Questdes de Vestibular’ que leva o aluno a
interpretar graficamente a solucdo de um sistema linear com duas equacoes e

duas incognitas (Figura 24).
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(PUC-RJ) Ache todas as solugdes do sistema
X+ y —Z=1 ,
. Interprete sua resposta geometri-
—X +y +z =1

camente. Verifique se o sistema tem uma solucdo do
tipox=a+ 1,y =2a e z=a.

Figura 24 - Exercicio que propfe a representacdo grafica de um sistema linear com
trés incognitas.
Fonte: Ly, p. 206.

O autor propde exercicios que partem do registro de representacao da
lingua natural e que para serem resolvidos, precisam ser convertidos para o
registro algébrico. Existe um Unico exercicio que propde a conversdo no
sentido contrario, isto €, o autor fornece um sistema no registro algébrico e a
sua solucéo, e pede que o aluno “invente” um enunciado criando uma situacéo
gue possa ser representada pelo sistema dado (Figura 25). Neste caso,
dizemos que existiu a conversao de registros de representagdo, pois ela

precisa ocorrer nos dois sentidos.

X+ 2y +z=12
O sistema linear 4 5x + 12y + 5z — 66 e determinado e
X —y + 12z = 47
sua solugdo & {(2, 3, 4)}. Invente um enunciado, criando
uma situagéio que possa ser representada por ele.

Figura 25 - Exercicio que propde a conversao do registro algébrico para o da
lingua natural.
Fonte: Ly, p. 201.

O segundo livro analisado, ao retomar o0s sistemas lineares 2x2,
apresenta trés exercicios que partem de uma situacao-problema (registro de
representacdo da lingua natural) e sdo resolvidos algebricamente (registro
algébrico) e graficamente (registro grafico); um desses exercicios pode ser
visto na Figura 4 (p. 40 deste trabalho). Em seguida, na secédo “Problemas e
Exercicios” o autor propde que o aluno resolva sistemas lineares graficamente,

em que o registro de partida é o algébrico e o de chegada é o grafico (Figura
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26) e também exercicios cujo registro de partida é o da lingua natural, que para
serem resolvidos precisam ser convertidos para registro algébrico, como o

problema apresentado na sessao “Problemas e Exercicios” (Figura 27).

Resolwva graficamente cada um dos sis-—
termas e, para cada caso, indigue se ha
uma solucao, nenhumMma solucadao ou uma
infinidade de solucoes:

- v =5 4+ Zx > — 2w = 7
As — 10 = 2y ) 2(%—\/):

>
=P =

by | 3<+vyv=-—16 i3 ¥ =
l 2 — 3y = —7 I —_—

=

Figura 26 - Exercicio proposto cujo registro de partida é o algébrico,
e o de chegada é o grafico.
Fonte: L,, p. 130.

A soma das medidas dos raios de duas circun- P N

feréncias é 12 e a circunferéncia menor da trés  / 5 i

voltas completas ao redor da maior até voltara | .__A._. )

posicao inicial A. Qual ¢ o raio de cada uma | AN

delas? \.\ / s~
i

Figura 27 - Exercicio que propde a conversao do registro de representacdo na lingua
natural para o registro algébrico de um sistema linear com duas equacdes e duas
incégnitas.

Fonte: L,, p. 131.

Na secdo “Invente Vocé€” encontramos uma proposta diferente das
convencionais, que consideramos muito interessante. O autor apresenta um
sistema linear com alguns termos desconhecidos em uma de suas equacodes e
imp&e condi¢cbes para a solucao deste sistema linear. O objetivo € que o aluno
complete corretamente as lacunas desta equacgao do sistema linear 2x2 dado,

obedecendo a estas restricdes (Figura 28).

. : x+y =10 .
5. Copie e complete o sistema de modo que ele seja:
2x+...?2..=..7...
a) impossivel b) indeterminado c) possivel e determinado

Figura 28 - Exercicio que propde a conversao do registro de representacdo da lingua
natural para o registro algébrico.
Fonte: L,, p. 190.
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Trata-se de uma proposta inovadora, que leva o aluno a refletir e
conjecturar sobre quais as condi¢cdes as equacgbes de um sistema precisam
obedecer para que este seja possivel, indeterminado ou impossivel.

Acreditamos que apoés resolver alguns exercicios como este, o aluno
podera concluir que em alguns casos é possivel analisar as equacdes do
sistema e classifica-lo, sem resolvé-lo algébrica ou geometricamente.

Por exemplo, quando um sistema possui todas as suas equacOes
proporcionais, isto €, cada equacao € obtida multiplicando outra equacao por
um namero real ndo nulo, temos um sistema possivel e indeterminado, com
infinitas solugdes. Mas, se as equacOes ndo forem proporcionais, apenas
porque um termo de uma delas ndo obedece a razdo de proporcionalidade,

entdo o sistema € impossivel (Quadro 7).

Sistema Indeterminado: suas Sistema Impossivel: apenas um termo
equacdes sao proporcionais. de uma de suas equacdes nao &
proporcional (no exemplo, o termo

independente de x e de y)

X+y =4
5x +5y =10

Quadro 7 - Exemplos de sistemas lineares com duas equacfes que poderiam ser
classificados mediante analise de suas equacdes.
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Ainda sobre o L,, observamos que ao abordar os sistemas com trés
equacdes e trés incognitas, o registro grafico esta presente apenas na se¢ao
“Flash Matematico” num texto expositivo das autoras. Nao existe nenhum
exercicio resolvido ou proposto envolvendo a representacdo grafica desses
sistemas, isto €, ndo foi proposto em nenhum momento que o aluno trabalhe
com o registro grafico nem como registro de partida nem como de chegada.
Ja a conversédo do registro de representacdo da lingua natural para o registro
algébrico foi contemplada pelas autoras, tanto nos exercicios resolvidos (ver

Figura 14, p. 61 deste trabalho) como nos exercicios propostos (Figura 29).

(UFJF-MG) Em uma videolocadora, o acervo de filmes foi dividido, quanto
ao preco, em trés categorias: Seérie Ouro (SO), Série Prata (SP) e Série
Bronze (SB). Marcelo estava fazendo sua ficha de inscricdo, quando viu
Paulo alugar dois filmes SO, dois flmes SP e um filme SB e pagar R$13,50
pela locacdo dos filmes. Viu também Marcos alugar quatro filmes SO, dois
filmes SP e um filme SB e pagar R$20,50 pela locagdo. Marcelo alugou trés
filmes SO, um filme SP e dois filmes SB e pagou R$16,00 pela locacdo dos
filmes. Entdo, nessa locadora, qual o preco da locacéo de trés filmes, um de
cada categoria?

Figura 29 - Exercicio que propde a conversao do registro de representacdo da lingua
natural para o registro algébrico de um sistema linear com trés equacbes e trés
incégnitas.

Fonte: L,, p. 190.

Ay

A secdo “Invente vocé” do L, também apresenta situacdes bem
interessantes para que o aluno trabalhe com os sistemas lineares 3x3 de uma
forma diferente da convencional, deixando os algoritmos de lado e privilegiando

a reflexao sobre a solucao dos sistemas lineares (Figuras 30 e 31).

lmwvehte VWock:

1. Dé exemplo de um sistema linear possivel e determinado cuja matriz incompleta
seja:
a) a matriz do item a do exercicio 1.
b) a matriz do item ¢ do exercicio 1.

2. Resolva os sistemas que vocé criou para o exercicio anterior.

AV

Figura 30 - Atividade da sec¢do “Invente Vocé
do aluno.

Fonte: L,, p.177.

que privilegia a reflexdo e a criatividade
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b= o et = R G P
LW ERf e WA o e

Invente um sistema linear cuja solugdo nao-trivial seja
{I:.::E,ﬁcr,.?-:::::l fo e R}

Figura 31 - Atividade da secao “Invente Vocé” que pode levar o aluno a refletir sobre
quais as caracteristicas de um sistema possivel e indeterminado.

Fonte: L,, p. 184.

Acreditamos que apos resolver alguns exercicios como este, o aluno
podera concluir que, assim como num sistema linear 2x2, quando o sistema
linear possui trés equacbes e trés incognitas, em alguns casos € possivel
analisar as suas equacfes e classifica-lo, sem resolvé-lo algébrica ou

geometricamente (Quadro 8).

Sistema Possivel e Indeterminado: Sistema Impossivel: apenas um termo

suas equacdes sao proporcionais. de cada uma de suas equacbes nao é
proporcional (o termo independente de
X, dey e de z).
X+y-z=-1 X+y-z=-1
2X +2y —2z = -2 X+ty-z=-2
3x+3y-3z=-3 X+y-z=-3

-_—x____
_—-‘-____
__—_-\-_____

(O registro gréfico correspondente é
a de trés planos coincidentes no
espaco)

(O registro grafico correspondente € o
de trés planos paralelos distintos no
espaco)

Quadro 8 - Exemplos de sistemas lineares com trés equagfes que poderiam ser
classificados mediante analise de suas equacgdes.
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O terceiro livro analisado aborda os sistemas lineares apenas no registro
de representacao algébrico e ndo propde nenhuma conversdo de registro de
representacado semiotica.

Podemos afirmar entdo que as conversdes de registros foram
apresentadas nos exercicios resolvidos e propostos de apenas dois dos trés
livros analisados (L; e L), porém de forma timida, predominando a conversao
da lingua natural para o algébrico (Figura 29). Encontramos apenas um
exercicio que propunha a conversao no sentido contrario (do registro algébrico
para o da lingua natural, (Figura 25) e, gostariamos de lembrar que, segundo
Duval (2003), a converséo deveria acontecer nos dois sentidos.

Encontramos apenas um exercicio que apresentava o registro grafico de um
sistema linear com trés equacdes e trés incognitas como registro de chegada
(Figura 24) e nenhum exercicio que tenha o registro grafico como registro de

partida.
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7. OS LIVROS DIDATICOS E A CLASSIFICACAO DE
SISTEMAS LINEARES COM MAIS DE DUAS INCOGNITAS

Durante o nosso trabalho, ao analisarmos o registro grafico dos sistemas
lineares, deparamo-nos com a questao da classificacdo dos sistemas lineares
com mais de duas incognitas. Verificamos o0 quanto esse registro de
representacdo semidtica € importante para a classificacdo desses sistemas
lineares, inclusive como a falta desse registro pode levar a classificagdo
equivocada de um sistema linear.

Autores como Lima (1993, p.8-18) e Ferreira e Gomes (1996, pp. 9-16),
entre outros, advertem que a regra de Cramer s6 pode ser utilizada para
resolver sistemas lineares no caso em que o determinante da matriz dos
coeficientes do sistema néo € nulo, isto &, (D #0), neste caso os trés planos se
interceptam num Unico ponto e o sistema tem solugéo unica, isto €, trata-se de
um sistema possivel e determinado (S.P.D.).

Eles afirmam também que quando D=0, s6 podemos concluir que o sistema
linear ndo é determinado, ou seja, podemos afirmar apenas ou que ele é
indeterminado (S.P.l.) ou que é impossivel (S.l.). Entretanto, alguns livros
didaticos afirmam, de maneira equivocada, que se um sistema possui todos os
determinantes da regra de Cramer iguais a zero (D=0, D=0, D,=0 e D,=0),
entdo ele é indeterminado (S.P.l.), isto €, os trés planos que o0s representam
possuem infinitos pontos em comum e se D=0 e um dos seus determinantes
(ou 0 Dx, ou o Dy, ou o Dz) for diferente de zero, entdo o sistema € impossivel,
isto €, os planos que os representam ndo possuem pontos em comum ( planos
paralelos).

Abaixo, apresentamos um contra-exemplo para esta afirmacdo. Neste
caso, a conversao do registro algébrico para o geométrico dos sistemas
lineares possibilita perceber claramente que esta afirmacao nao € verdadeira.

Considere o sistema S; abaixo:

X+y+z=1
S :{2x+2y+2z=8
Xty+z=2
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Observe gue os determinantes obtidos a partir de S; sdo todos iguais a

Zero:
1 1 1(1 1 1 1 1 1 1
D= |z 2 =z I o= 0 D=2 2 =z g8 & = 1
11 1 (1 1 o1 v
11 11 1 11 1] 1 1
Dy= |2 & 2| 2 2 = o Dz= 2z gl 2 2 = @
1z 1|1 z 1 1 z| 1 1

De acordo com o conteudo apresentado em muitos livros didaticos, trata-
se de um sistema possivel e indeterminado (SPI), cujo registro grafico é
representado por trés planos que possuem infinitos pontos em comum. Porém,
utilizando o software Winplot, podemos observar (Figura 32) que estes trés
planos ndo possuem nenhum ponto em comum, logo, trata-se de um sistema

impossivel (SI) e ndo de um sistema possivel e indeterminada (SPI).

\+2y+22=8
T,

i+y+z=1

Figura 32 - Representacéo gréafica do sistema S;.

Também podemos aplicar a regra do escalonamento (Regra de Gauss)
no sistema S; e obtermos um sistema linear, equivalente ao primeiro e que é

impossivel, vejamos:

x+y+z=112) xty+z=1 (}— x+y+z=1
+
& 2x+2y+22=84__| =30x+0y+0z =56 () = q0x+0v+0z=6
itytz==2 itytz=2 0xH y+0z=A1
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Em virtude dos fatos que acabamos de relatar, consideramos relevante
verificar como os livros didaticos abordam o tema: classificacdo dos sistemas
lineares com trés equacdes e trés incognitas.

Os livros L; e L, apresentam a classificacdo dos sistemas lineares com
duas equagbes e duas incognitas no momento em que revisam esse tema.
Quanto a classificagdo dos demais sistemas lineares, ambos apresentam
inicialmente a classificacdo dos sistemas lineares com trés equacoes e trés
incognitas fazendo uma explanacdo dos possiveis casos nos registros
algébricos e gréficos (ver Figuras 16, 17, 18 e 19).

O L; apresenta a classificacdo e a resolucdo dos demais sistemas
lineares utilizando o processo do escalonamento. A obra apresenta quatro
sistemas lineares ja escalonados, a resolucdo (registro algébrico) e a
classificagdo de cada um deles. Dentre estes quatro sistemas lineares,
podemos observar que o primeiro e o segundo possuem 0 numero de
equacdes igual ao numero de incognitas (trés no primeiro exemplo e quatro no
segundo), e o terceiro e 0 quarto exemplos apresentam apenas duas equacdes
sendo trés incognitas no exemplo trés e quatro incégnitas no quarto exemplo.

Em seguida, o autor propde um exercicio com seis sistemas lineares ja
escalonados, para serem classificados e resolvidos (Figura 33). A obra
apresenta também uma forma muito interessante para discutir os sistemas
lineares empregando o calculo do determinante da matriz dos coeficientes
aliado ao escalonamento do sistema, sem recair no erro anteriormente
mencionado. Porém, consideramos este método muito restrito visto que ele é
indicado apenas aos sistemas lineares que possuem o numero de equacdes

igual ao numero de incognitas (Figura 34).

xercicio proposto

Classifique e resolva os sistemas lineares escalonados.
‘ 2x —y + 3z =0
) 2y — Z 1
I 2z = —6

& {3)(1 — 2x, + X, =

2
X, —X; =0

Figura 33 - Dois dos seis sistemas lineares ja escalonados, que deverdo ser
resolvidos e classificados pelo aluno.
Fonte: L; p. 191.
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o
cientes aliado ao escalonamento.

dos parametros para que o sistema seja SPD.

sistema a ser considerado).

Para discutir um sistema qualquer n X n, é conveniente utilizar o calculo do determinante da matriz dos coefi-
Primeiramente calcula-se o determinante de modo que seu valor ndo seja nulo, obtendo entdo as condiges

Depois, com 0 mesmo determinante, impde-se que seu valor seja nulo para entédo substituirmos no sistema os
salores obtidos a partir dessa condicio (se houver mais de um valor para 0 mesmo parametro, teremos mais deum

Em sequida, escalona(m)-se o(s) sistema(s) obtido(s) até a ultima linha e, a partir dela, pode ser concluida a
discussio do sistema de acordo com as classificacées possiveis dos sistemas lineares escalonados.

gl . ax +2y =1
1. Discuta o sistema ;
x +y=Db
Resolucéo:
a 2
D= =a—2

1

SeD#0=a—20=a# 2 teremos SPD.

ParaD = 0 = a = 2, & preciso escalonar ou, entéo, como
esse sistema € 2 X 2, observar as duas equagoes.

2x +2y =1

Substituindo a = 2, temos .
x+y=b

Note que os coeficientes da primeira equagio séo o
dobro dos da segunda equagéo. Entdo, para termos
. . 1 : 5
equacdes equivalentes, b = R Para serem incompativeis,
1
b —.
2
Portanto:

c a#£2-SPD

> arZeb=%—>SPI

a:28b#%ﬁ8|

X—2y+az=1
X —y —z =2 emfungio dos
—X+2y—2z=Dh

6. Discuta o sistema

parametros a e b.

Resolucéo:
1 —2 a
D=|1 -1 =1 =a—2ParaD#0=
T 2 &
=a # 2 (SPD).
Coma = 2,temos D = 0.
X—2y+2z=1
x —y —z =2 — escalonando —
-x+2y—2z=hb
X—2y +2z2=1
- y—3z=1
0=b+1

Observando a dltima linha, teremos uma igualdade verda-
deiraseb + 1 =0, portanto, b = —1 (SPI.
Algualdade serd falsa parab + 1# 0oub # —1 (SD.
Portanto:

e a#2—8PD

ea=2eb=-1—>5P

s a=2eb#-1-3l

Figura 34 - Discussdo de sistemas lineares nxn que associam determinante ao

escalonamento.
Fonte: L, p. 195

O L, também utiliza inicialmente o método do escalonamento para

classificar sistemas lineares e, apos abordar a Regra de Cramer para resolver

um sistema linear com trés equacgdes e trés incognitas, relaciona, de maneira

correta, a discussdo dos sistemas lineares com o calculo do determinante da

matriz dos coeficientes (Figura 35).
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Deferminantes e andlise de sistemas

Os determinantes podem ser utilizados para se discutir um sistema n x n, ou seja,
classifici-lo em possivel (determinado ou indeterminado) ou impossivel.

Para se discutir um sistema linear S, formado por n equagdes com n incdgnitas,
utilizando determinantes, calculamos o determinante D da matriz incompleta.

Nesse caso, duas coisas podem ocorrer:

Se D # 0, entdo S ¢é determinado.
Se D = 0, entdo S ¢ indeterminado ou impossivel.

o e = e S ]

Quando D # 0, podemos resolver o sistema valendo-nos da regra de Cramer.

Se D = 0 sabemos que o sistema ndo tem solu¢do unica, mas para decidir se ele é
indeterminado ou impossivel devemos utilizar outro processo, como, por exemplo, o de
escalonamento.

Figura 35 - Discussdao de um sistema linear (caso particular de sistemas nxn) que
associa o determinante ao escalonamento ou a outro processo.
Fonte: L, p. 180.

O terceiro livro analisado apresenta as possiveis classificacdes dos
sistemas lineares num texto informativo e em seguida apresenta uma unica
maneira de classificar e de discutir os sistemas lineares: utilizando a Regra de

Cramer, da maneira equivocada citada por Lima (1993) (Figura 36).
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Seja o sistema linear de n equacdes a n incégnitas.

&% + 8%+ .+ 8, X =h

X+ 8%, + .. +a,X =b,

2171 2n"n

a
[

la X +a X +..+a X =b
| nll nZ 2 nn"'n n

Utilizando a regra de Cramer, temos:

e o detA;  _ detA, 5 detA,
TidetA T detA T detA
possivel e determinado = detA#0
detA=0
possivel e indeterminado = e
detA =detA, =..=detA =0
detA=0
impossivel = e
pelo menos um det A #0

Discutir o sisterna ¢ saber se ele € possivel, impossivel ou indeterminado.

Figura 36 - Discussédo de um sistema linear apresentado no Ls.
Fonte: Ls, pp. 203 e 204.

Podemos observar entdo que apenas os livros L; e L, ndo utilizam a

Regra de Cramer nem para classificar e nem para discutir os sistemas lineares.

Eles enfatizam a praticidade do método do escalonamento para estes fins e

apresentam exemplos de discusséo e classificacdo de sistemas com o numero

de equacdes diferentes do numero de incégnitas, mas apresentam também um

método - para 0 caso particular de um sistema linear nxn - que associa 0

determinante ndo nulo da matriz dos coeficientes ao escalonamento. Porém, o

terceiro livro analisado apresenta a classificagdo dos sistemas lineares

utilizando apenas a Regra de Cramer, maneira esta que pode levar o aluno a

classificar incorretamente um sistema linear.
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8. COMPARACAO ENTRE O ESCALONAMENTO DE UM
SISTEMA LINEAR NOS REGISTROS ALGEBRICO E
GRAFICO

No dia da qualificacdo deste trabalho, a Profé. Dr2 Celina Aparecida
Almeida Pereira Abar, membro da banca examinadora, apresentou a seguinte
pergunta:

- Ao aplicarmos o método do escalonamento num sistema linear com
trés equacoes e trés incognitas estamos realizando um tratamento no registro
algébrico. Ao efetuar este tratamento, quais as mudancas que ocorrem no
registro gréafico?

Por considerarmos muito interessante esta questdo, pedimos a
autorizacdo a professora e ela permitiu que, partindo da sua idéia,
pesquisassemos este assunto e escrevéssemos os resultados observados.

Para dar andamento a nossa investigacao decidimos utilizar o software

Winplot, pois ele apresenta algumas caracteristicas importantes:

+ E de facil manuseio;

« E um software gratuito e ocupa pouca memoria no computador, assim
sendo, ndo € necessario ter uma maquina de Udltima geracdo para
poder baixa-lo;

 Permite a construcdo de graficos em trés dimensdes, o que é
essencial para nossa pesquisa, Visto que vamos investigar a
representacdo gréfica de sistemas lineares com trés equacgdes e trés
incoégnitas, que sdo planos no espaco.

O referido software encontra-se disponivel em varios sites, entre eles:

* http://baixaki.ig.com.br/download/WinPlot.htm (acesso em
02/07/08);
» http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html (acesso em 02/07/08);
* http://lwww.rc.unesp.br/igce/pgem/home/frames/download.htm
(acesso em 02/07/08).
Para que o leitor possa visualizar as figuras em trés dimensoes,

movimenta-las e melhor compreender as nossas observacdes, decidimos
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produzir um CD que contém todas as figuras deste capitulo e anexa-lo no final

deste trabalho. Coloque o CD no computador e abra o arquivo intitulado

“Instrucbes”.
Para iniciar nossa investigacdo, decidimos analisar um sistema linear

possivel e determinado. O sistema linear escolhido foi S;:

[ X+y-z=1
Sl 2X+5y—32=7
12X+4y+ 3z=13

Chamaremos de L, L, e L, as equagles deste sistema.

X+y—-zZ=1—1L
Siiq 2X+3Yy—-3Z=7— L
12x+4y+ 3Z2=13 — L3

Com o auxilio do software Winplot, obtemos a sua representacdo no
registro grafico. Trabalhamos com a equacdo explicita, isto é, isolando a
incégnita z em cada equacdo, pois esta € a maneira que consideramos mais

simples de trabalhar com este software em trés dimensoes.

Z = X+y-1
z = (2x+5y-7)/3
z = (13-2x-4y)f5

W

Figura 37 - Representacdo de S; no registro grafico.



83

Observando a figura acima podemos verificar que cada equacdo do
sistema corresponde a um plano no espago, e que os trés planos se encontram
num ponto, o ponto P, que é a solucéo deste sistema linear. Para encontrarmos
algebricamente esta solucéo, vamos utilizar o método do escalonamento.

Iniciamos o0 tratamento no registro de representacdo algébrico
multiplicando L; por (-2) e adicionando em L,, obtendo L;. Em seguida
multiplicamos L; por (-2) e adicionamos em L3, obtendo Ls, obtendo assim o
sistema linear S,, que possui duas novas equacgbes: Ly e Ls. Podemos
observear que estas duas novas equacfes ndo possuem a variavel X, isto €,

sao independentes de x.

X+y—-z=1
= Su¢ OX+3y—-zZ=5— L
OX+2y+72=11 —>Ls

{x+y—z:]4m (-2
s1:1 2X+ 5y -3z = 7;]

2X+4y+5z2=13

Com o auxilio do software Winplot, obtemos a representacéo no registro

grafico destas duas novas equacoes.

Zz=3y-5

Figura 38 - Representacédo de L4 no registro
gréfico.
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z = (11-2y)7

z

Figura 39 - Representacao de L, no registro grafico.

z=(11-2y)/7 z
z=3y-5

Figura 40 - Representacao de L, e Ls no registro gréfico.

Observamos que as duas novas equacgdes do novo sistema linear S;
tém como registro grafico dois planos paralelos ao eixo x, 0 que era esperado,
visto que suas equacgles sao independentes desta incognita. Outro fato que
gostariamos de ressaltar € que apesar destes dois planos serem ambos
paralelos ao eixo X, eles ndo sédo paralelos entre si. Observamos que os dois
planos possuem infinitos pontos em comum, entre eles o ponto P.

E possivel obter também a representacéo grafica das cinco equacdes
envolvidas na nossa investigacao até este momento, isto €, os cinco planos no

espago.
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Z =x+y-1

z = (2x+5y-71/3
z = (13-2x-4y)/5
z=3y-5
z=(11-29)/7

Figura 41 - Representacdo de L4, Ly, L3, Ls € Ls no registro
grafico.

Pudemos observar que o ponto P pertence aos cinco planos. Ele é o
ponto de encontros desses cinco planos.

Para concluir o escalonamento do sistema linear voltamos para o

tratamento do registro algébrico. Multiplicamos L4 por (—%) e adicionamos em

Ls, obtendo um novo sistema linear S; que possui uma nova equacao: Lg, a
sexta equacdo envolvida neste processo. Observe que Lg € uma equacdo que
s6 possui a variavel z, ou seja, ela é independente de x e de y e que se
aplicarmos um tratamento em Lg podemos observar que esta equacao também

podera ser escrita como z=1, que doravante sera denominada de L.

X+y—-z=1 X+y—-z=1
Spt9 OX+3Yy—-Z=5—>L = OX+3y—72=135 (23—
OX+2y+72=11 —Ls |Ox+2y+7z=11_ *

X+y-z=1

Ss: OX+3y—z=35

0x+0y+§z:§—~'-ﬁ = Z=1
3

Com o auxilio do software Winplot, obtemos a representacéo no registro

grafico desta nova equacao.
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Figura 42 - Representacao de L; no registro grafico.

Observamos que a representacdo gréfica de Ls € um plano paralelo
simultaneamente ao eixo X e ao eixo y, 0 que era esperado, visto que esta
equacao nao depende dessas variaveis. Também podemos observar que este
plano passa pelo ponto P e “corta” o eixo z no ponto (0,0,1), o que vem reforcar
o resultado obtido no registro algébrico, ou seja, que z=1, é parte da solucdo do
sistema linear.

E possivel obter também a representacéo grafica desses seis planos no

espaco. Podemos observar que todos eles passam pelo ponto P.

Z = x+y-1

z = (2x+5y-7)/3
z = (13-2x-4y)/5
06y,2) =(0,2,1)
z=3y-5
z=(11-2y)f7

Figura 43 - Representacdo de L,, Ly, L3, Ls, Lse L7 no
registro grafico.
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Voltamos para o tratamento no registro algébrico. Substituindo z=1 em
L4, encontramos y=2 que chamaremos de Lg, cuja representacdo no registro
grafico € um plano paralelo aos eixos x € z e corta 0 eixo y em y=2.

Substituindo esses valores em L; encontramos x=0 que denominaremos
Lo € cuja representacdo no registro grafico € um plano paralelo aos eixos y e z
e corta o0 eixo y em x=0.

Podemos concluir, entdo, que o conjunto solu¢do do sistema linear € a
terna ordenada (0,2,1), cuja representacdo grafica € o ponto P, que é o ponto
de encontro de todos os planos de S;, S, e de Ss.

Utilizando o software Winplot é possivel obter L;, Lg € Lg no registro
grafico. Gostariamos de ressaltar que nao trabalhamos na forma explicita das
equacdes (isolando a incognita z), pois estas equagfes sao independentes de
z, assim sendo, decidimos trabalhar com a equacdo do plano na sua forma

geral (ax+by+cz=0).

z

x=0

RN
RN RN
T

'R
V

|

|

]

!

RN EEEE!

i ry e
RN EEEE RN
Eaamsciasas
RN EN RN

Figura 44 - Representacdo de L, Lg e Lg no registro grafico.

Para melhor compreender as analises feitas anteriormente, podemos
observar uma das equacdes de S;, acompanhando quais os tratamentos que
ela recebeu no registro algébrico e analisar suas respectivas representacdes

no registro grafico. Escolhemos L3 para fazer esta analise.
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A equacado 2x+4y+5z=13 (Lz em S;) é representada no registro grafico
por um plano que passa pelo ponto P (solugédo do sistema) e ndo é paralelo a
nenhum dos eixos (plano na cor verde claro da figura abaixo). Apds receber um
tratamento algébrico passou a ser representada por 2y+7z=11 (Lgsem S;) que é
representada no registro grafico por um plano que passa pelo ponto P (solugcéo
do sistema) e € paralelo ao eixo x (plano na cor roxa da figura abaixo).
Finalmente, apds outro tratamento algébrico, esta equacdo passou a ser
representada por z=1, cuja representacdo grafica € um plano que também
passa pelo mesmo ponto P, que € paralelo aos eixos x e y, é perpendicular ao
eixo z e “toca” este eixo em z=1, fato este que vem confirmar o valor de z no

conjunto solucédo encontrado no registro algébrico.

(11-2v) /7

%]
Il

1
Il

(13-4y-2x)/5

Figura 45 - Representacao de Ls, Ls e L; no registro gréfico.

Podemos inferir que para resolvermos um sistema possivel e
determinado, ao aplicar o método do escalonamento, buscamos, no registro
algébrico, equacdes que sejam dependentes de apenas uma variavel, e, no
registro grafico, buscamos planos que passam pelo ponto de intersec¢cao dos
trés planos iniciais de S; e que por possuirem apenas uma variavel, sao

paralelos a dois eixos (das variaveis que sao independentes) e perpendiculares
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ao terceiro (da Unica variavel que possui). Assim, o ponto onde o plano toca o
eixo perpendicular é o valor dessa variavel na solucao algébrica do sistema.
Decidimos prosseguir nossas investigacbes com outros sistemas. O
2X+y+z=5
Sy —2x+y+z=1
2x +5y +5z =17

sistema escolhido entéo foi , pois se trata de um

sistema possivel e indeterminado. Podemos observar que, nha sua
representacdo no registro grafico (Figura 44) existem trés planos que se
encontram segundo uma reta, isto €, esses trés planos possuem infinitos

pontos em comum.

E—-Zx—v z
= 14+2=z—

B

Figura 46 - Representacdo de S, no registro grafico.

Aplicando o tratamento nas equacdes de S, para escalona-lo obtemos:
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2X+ Yy +IZ=5—M—rua1 2X+y+z=3
Sgiq —2X+Yy+I=1 4 i + :}Sﬁ: 0x+2y+2z=¢§ -2
X+ IV +IZ=17 Ox+dy +4z=12

2x+y+z=15
= Sﬁi Ox+2v+27=8
0Xx+0y+0Z=0

Observamos que a terceira equacdo de Ss € igual a segunda
multiplicada por 2, logo, no registro grafico elas sédo representadas por dois
planos coincidentes (mesmo plano), que sdo paralelos ao eixo x (pois sdo
independentes da variavel x) e que contém a reta que é a intersecgéo dos trés
planos de S, (Figura 45).

Também é facil notar que ao aplicar o tratamento nas equacdes de Ss
obtemos um novo sistema (Sg) cuja Ultima equacdo possui infinitas ternas
ordenadas (x,y,z) como solugéo, o que nos leva a classificar o sistema como
possivel e indeterminado (S.P.l.). Esse resultado no registro algébrico vem

confirmar o que j& haviamos observado no registro grafico.

z = 5-Ex-vy
z = 1+Zx-v

z = (6-2y1 /2
z = (12-4w) /4

Figura 47 - Representacdo de Ss no registro grafico.
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X+y+z=5
X+2y +3z=1
XxX+y+z=0

Finalmente, escolhemos o sistema 7 , pois se trata

de um sistema impossivel. Podemos observar que, na representacdo no
registro grafico desse sistema (Figura 46) existem trés planos que néo

possuem nenhum ponto em comum.

z = 5-H-V
z = [(1-x2-2v)/3 .
T = —H-Y

N\

Figura 48 - Representacdo de S; no registro grafico.

Aplicando o tratamento nas equacdes de S; para escalona-lo obtemos
um novo sistema Sg. A representacao grafica da segunda linha desse sistema
(Sg) € um plano paralelo ao eixo x (Figura 47). Podemos observar também que
a Ultima equacdo desse sistema nos mostra que nao existe uma terna
ordenada (X,y,z) que seja solucdo desta equagao. Logo, 0 conjunto solugéo

desse sistema é o conjunto vazio.

X+y+z=5 —4N—7.1 X+y¥y+zZ=15
Sriex+ 2y +3z=1 j v = SS H0x+1y+27z=4

X+jf‘+Z=|5' UX+Uy+UE:-5
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e

Figura 49 - Representacdo da segunda equacao de Sg
no registro grafico.

No registro grafico, as quatro equacdes envolvidas nesse
escalonamento sdo quatro planos no espaco (Figura 48). Podemos observar
gue ndo existe nenhum ponto comum aos quatro planos, assim sendo,
podemos afirmar que se trata de um sistema impossivel (S.l.). Esse resultado

confirma o que ja haviamos observado no registro algébrico.

S—H-v
(1-u-2v)/3 =

[0 A o O o
Il

Figura 50 - Representacdo das equacdes de S;e
Sg No registro grafico.
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Encerramos aqui a nossa investigacao sobre a relagéo existente entre o
tratamento aplicado ao registro algébrico de um sistema linear com trés
equacdes e trés incognitas para escalona-lo com a representacdo no registro
grafico das equacbes envolvidas nesse processo. Acreditamos que esta
investigacdo possa ser esclarecedora para muitos professores de Matematica
que nunca debrucaram seus olhares para essa relacdo e que contribua para

tornar suas praticas docentes mais diversificadas e mais completas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Motivadas pela experiéncia docente no Ensino Médio, e partindo da
hipotese de que os sistemas lineares sao trabalhados com maior enfoque no
registro algébrico, tivemos o interesse de investigar em que registros de
representacdo semibtica os livros didaticos da segunda série do Ensino Médio,
por nés selecionados, abordam os sistemas lineares com trés equacdes e trés
incognitas e quais as conversdes de registros séo tratadas nos seus exercicios
resolvidos e propostos.

Analisamos algumas pesquisas ja existentes, entre elas Karrer (2006),
Machado (1996) e Freitas (1999). Elas enfatizam que os sistemas lineares séo
considerados um conhecimento prévio para a disciplina Algebra Linear no
Ensino Superior e que as dificuldades que os alunos encontram nesta disciplina
poderiam estar relacionadas ao fato de que os livros didaticos privilegiam o
registro algébrico (ou simbdlico) gerando uma deficiéncia na coordenacéo dos
diversos registros de representacdo semidtica. Machado (1996) enfatiza a
necessidade de se abordar as conversdes de registro de representacdo
semidtica antes do Ensino Superior, caso contrario, os alunos continuardo
resolvendo sistemas sem dar sentido algum a eles.

Partindo das evidéncias apontadas nestas pesquisas e a luz da teoria
dos registros de representacdo semiodticas de Raymond Duval (2003)
decidimos analisar trés livros didaticos do Ensino Médio e investigar em quais
registros os sistemas lineares com trés equacbes e trés incognitas sao
abordados e quais as conversfes de registros tratadas nos seus exercicios
resolvidos e propostos. Os registros que privilegiamos em nossas analises
foram: o da lingua natural, o registro algébrico e o registro grafico.

Inicialmente, observamos que o registro predominante nos trés livros
didaticos, tanto na abordagem do contetddo quanto nos exercicios resolvidos e
propostos, € o registro algébrico, fato este que vem confirmar a nossa hipotese
de pesquisa.

O registro gréfico esta presente no texto explicativo de dois dos livros

analisados (L; e L), porém, apenas como mais uma informac&o para o aluno.
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Observamos que o0s sistemas lineares com duas equacfes e duas incognitas
sdo tratados no registro grafico com mais freqiiéncia que os sistemas lineares
com trés equacdes e trés incognitas. Em apenas um dos livros analisados (L;)
encontramos um exercicio proposto que utiliza o registro grafico para
interpretar o conjunto solucdo de um sistema linear com trés incognitas (figura
24).

O registro de representacdo semidtica da lingua natural também esta
presente em dois dos livros analisados (L1 € L»).

O terceiro livro analisado, tanto para resolver, quanto para classificar ou
mesmo para discutir os sistemas lineares com trés equacgdes e trés incognitas,
utiliza apenas no registro algébrico.

Quanto as conversdes de registros apresentadas nos exercicios
resolvidos e propostos, elas ainda sdo propostas de forma timida,
predominando a conversdo do registro da lingua natural para o algébrico
(Figura 29). Encontramos apenas um exercicio que propde a conversao no
sentido contréario (do registro algébrico para o da lingua natural, Figura 25).

Encontramos apenas um exercicio que tenha o registro grafico de um
sistema com trés equacdes e trés incognitas como registro de chegada (Figura
24) e nenhum exercicio que tenha o registro grafico como registro de partida.
Acreditamos que este fato ocorra devido a dificuldade que o aluno tem nesta
fase da aprendizagem para trabalhar em trés dimensdes. Voltamos a afirmar
que existem excelentes softwares gratuitos que trabalham em trés dimensdes e
que representam muito bem a posicao de trés planos no espaco. Acreditamos
gue atividades com estes softwares possam solucionar esta lacuna dos livros
didaticos.

Cabe, portanto, ao professor buscar atividades que contemplem esta
caréncia dos livros didaticos, pois acreditamos que o registro grafico deveria
ser mais explorado, visto que ele poderia contribuir para que os alunos tenham
maior facilidade ndo sé para entender o conjunto solu¢do de um sistema linear,
mas também para classifica-lo e discuti-lo quando necessério.

Gostariamos de lembrar também que, nos livros didaticos analisados, o
tema: posicoes Relativas entre Planos no Espaco (Geometria de Posicéo), que

consideramos um conhecimento prévio para o estudo dos sistemas lineares
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com trés equagbes e trés incognitas no registro geométrico, € discutido em
capitulo posterior ao que apresenta o registro grafico dos sistemas lineares.
Acreditamos que esse fato enfatize a importancia do professor preparar suas
aulas antecipadamente e ter autonomia para selecionar a ordem dos contetdos
a serem trabalhados, sem precisar seguir estritamente a seqiéncia que é
apresentada nos livros didaticos.

Podemos concluir, entdo, que a conversado predominante nos exercicios
resolvidos e propostos dos livros didaticos analisados € a da lingua natural
para o registro algébrico, e que foi encontrado apenas um exercicio no sentido
contrario dessa conversdo. Observamos a caréncia de exercicios resolvidos ou
propostos que propdem as seguintes conversdes: do registro grafico para o
algébrico, do algébrico para o da lingua natural e do grafico para o da lingua
natural.

Acreditamos que o registro grafico deveria ser mais explorado, pois ele
poderia contribuir para que os alunos tivessem maior facilidade ndo sé para
entender o conjunto solucdo de um sistema linear, mas também para classifica-
lo e discuti-lo quando necessério. Assim sendo, a abordagem desse tema néo
ficaria apenas no desenvolvimento dos algoritmos, mas o aluno poderia
analisar e melhor compreender os resultados obtidos. Deixamos aqui algumas
sugestbes de exercicios que contemplam o registro grafico dos sistemas

lineares:
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Partida: registro gréafico

Chegada: lingua natural

Partida: registro gréafico
Chegada: registro algébrico

Partida: registro algébrico
Chegada: registro grafico

Elabore uma situacgéo-
problema para o
sistema abaixo,

sabendo que P(0,2,1).

ey R e
ML
Pt
e ey
TR
B
i

Crie um sistema linear
com trés equacodes e trés
incognitas que possua a
seguinte  representacéo

grafica (trés planos

coincidentes no espaco):

L

Representar

graficamente o sistema
linear abaixo e
classifica-lo como

possivel e determinado,

possivel e
indeterminado ou
impossivel:
2x+y+z=5
-2x+ty+z=1

2X +5y + 5z =17

Quadro 9 - Sugestbes de exercicios feitas pela pesquisadora para contemplar o
registro grafico dos sistemas lineares.

Essa pesquisa alterou, de maneira positiva, nossa pratica docente. Além

de encontrar resultados, incentivamos 0s nossos alunos a refletir sobre eles.

Sempre que possivel, recorremos ao registro grafico para validar, discutir e

melhor compreender os resultados obtidos no registro algébrico. Um exemplo

disso é que ap0s discutir um sistema, algebricamente, vamos para o laboratério

de informatica para que o aluno possa compreender melhor os resultados

obtidos. Tomemos como exemplo o exercicio resolvido apresentado na Figura

34 (exercicio 6) deste trabalho. Depois de discuti-lo no registro algébrico,

partimos para a interpretacdo no registro grafico. E encontramos com a ajuda

do software Winplot, as representacdes gréficas a seguir (Figura 51).
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P?ra a=2 e b=‘1 temos Para a=2 e b=-1 temos que os planos se
trés planos que ndo se encontram (S.1) encontram em infinitops pontos (S.P.1.). Observe
z que dois planos (verde e azul) gao coindidentes.

z

X-2y+2z=1 x-2y+2z=1
x_y_z=2 X-y-z=2
X+2y-27=4 *+2y-22= -1

Para a=1 istoé a = 2

temos trés planos que se interceptam
num Unico ponto: o ponto P, que é a
unica selugéo deste sistema (S.P.D.)

X-2y+ Z =1
X-y-z=2
-X+2y-27=1

P(3,3.2)

Figura 51 - Discussdo de um sistema linear no registro gréfico, utilizando o software
Winplot

Como professoras de Matematica, buscamos constantemente novas
alternativas de atividades que levam os alunos a realmente interpretar
resultados e construir novos conhecimentos. Acreditamos que atividades
diversificadas possam contribuir para uma aprendizagem mais significativa dos

sistemas lineares.
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