UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
ESCOLA DE ENGENHARIA

CURSO DE POS-GRADUACAO
EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS

ANALISE ELASTOPLASTICA DA PROPAGACAO
DE TRINCAS PELO METODO DOS ELEMENTOS
DE CONTORNO

TESE DE DOUTORADO

2006



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
ESCOLA DE ENGENHARIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS

"ANALISE ELASTOPLASTICA DA PROPAGACAO DE TRINCAS PELO
METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO"

Marcello Claudio Teixeira

Tese apresentada ao Programa de Pos-
Graduagdo em Engenharia de Estruturas da
Escola de Engenharia da Universidade Federal
de Minas Gerais, como parte dos requisitos
necessarios a obtencdo do titulo de "Doutor em
Engenharia de Estruturas".

Comissdo Examinadora:

Prof. Dr. Fernando Amorim de Paula
DEES - UFMG - (Orientador)

Prof. Dr. Gabriel de Oliveira Ribeiro
DEES - UFMG

Prof. Dr. Ney Amorim Silva
DEES - UFMG

Prof. Dr. Gray Farias Moita
CEFET - MG

Prof. Dr. José Antonio Fontes Santiago
COPPE - UFRJ

Belo Horizonte, 28 de dezembro de 2006



i

DEDICATORIA

Ao Professor Joaquim Marcello Klein Teixeira, meu saudoso e querido pai, meu
exemplo maior de vida. Do seu incentivo cotidiano, a minha obstinacao para o término

deste trabalho.

A minha querida mae Amaryllis Coelho Teixeira, dez anos de auséncia e saudade.



il

AGRADECIMENTOS

A Maria Clara e Marcellinho, minha esposa e filho, pela compreensdo e incentivo em

todos estes anos de estudo intenso.

Aos meus irmdos Roque e Marthinha, pelo incentivo irrestrito nunca faltando o apoio

nos momentos mais dificeis.

Ao Professor Fernando Amorim de Paula pela sdbia e dedicada orientagdo, colocando o
seu competente conhecimento com clareza e desprendimento. Agradego, sobretudo, a

amizade nestes anos todos, desde a dissertagdo de Mestrado.

Marcello Claudio Teixeira

Dezembro/2006



SUMARIO

Apresentaciao

1T INrodUCAO ........ooeeeee e

1.1 Revisao Bibliografica..................c.occoiiiiiiiiiie

1.1.1 Mecanica da Fratura EIAStICa ... .oeeeeeeieeieeeeeee e

1.1.2  Mecanica da Fratura Elastoplastica...........cccceceeevieniiininnieeeenen.

1.1.3  Propagacao de TriNCaS........cceeceerieeriienieeiieniieeieesieeeieeseeeeee s ens

1.2 Organizac¢iao do Trabalho

2 MecaAnica da Fratura.........ocooooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e

2.1
2.2

2.3

Integral

Critério

e

s para Propagacao das Trincas................ccocoeiniiiiniiiiniinnneen,

2.2.1 Critério da Tensdo Principal MAXima...........cccceereueenvenciienreeneennen.

2.2.2  Critério da Densidade da Energia de Deformagao Minima............

2.2.3  OULTOS CIItETIOS  ceeunnnee et e et e e e e e e e e et eeee e e e e e eeeeeaeaaans

Resumo

3 Equacodes Integrais para Elastoplasticidade.....................................

3.1
3.2
3.3
3.4
35

3.6

Equacio Integral para Deslocamentos................cc.cooeeniiiiiininneennenne

Equacio Integral da Derivada dos Deslocamentos.................ccoce.n....

Equacio Integral das Tensoes e das Forcas de Superficie....................

Integrai

s Singulares do Tipo Cauchy e sua Derivada...........................

Comportamento Elastoplastico dos Materiais...............ccocccoeeeniieneenn

3.5.1 Leide ENAUIECIMENtO...cccovieeiiueeeeeeeeeeeeeeeeee e e eeeeeees

v

o B~ B

11

20

23
27
27
30
32
35

36

40
42
43
47
50
52
55
58
62



4 Meétodo dos Elementos de ContornoDual....................ocooovviiii

4.1 Transformaciao das Equac¢odes Integrais em Sistema Algébrico............

4.2 Elemento de Contorno com Fun¢ao de Interpolacio Quadratica........

4.3 Célula Triangular Quadratica..............ccooeeiiiniiiniiiiiniiniecececce

4.3.1 Fungdes de Interpolagao.........cceeevieriieiiieniieniienie e

4.3.2 A Integral de Dominio da Equagdo dos Deslocamentos.................

4.3.3 A Integral de Dominio da Equagdo das Tensdes..........cceevrennenee.

4.3.4 Exemplos de Aplicacdo para a Integracao Semi-Analitica.............

4.4 Algoritmo para Analise Nao-Linear...................cc.cccooiiiiiniiniiinn,

4.5 Fator de Intensidade de TenSa0.............cccooovvvveiiimmieeeiiieeiiiieeeeeeeeeeeeeeenan.

4.6 Propagacio da Trinca por Fadiga...................cccooiiiiniiiniiee

4.7 Programa de Computador...............cccoeeiriiiiiiiiiiiiee et

4.8 RESUINO. ....ooneeeeeee e e e e e et e e e e e e e e reee e e eeeaaeeenaen

5 Exem

plos de AplicacgAo. ..o,

5.1 Exemplo I — Chapa Retangular com Duas Trincas Horizontais..........

5.2 Exemplo II — Chapa Retangular com Uma Trinca Horizontal............

5.3 Exemplo III — Chapa Retangular com Trinca Horizontal no Centro..

5.4 Exemplo IV — Chapa Retangular com Trinca Inclinada.....................

5.5 Exemplo V — Chapa Retangular com Trinca no Centro (a).................

5.6 Exemplo VI — Chapa Retangular com Trinca no Centro (b)................

5.7 Exemplo VII — Chapa Retangular com Trinca no Centro (c)..............

6 Conclusoes e Trabalhos Futuros..............oovveeioemioioeeeeeeeeeeeen

7 Referéncias Bibliograficas...................ccoooooveiiiiiiiicc

Anexo A

...........................................................................................

63

65
68
71
72
75
81
87
91
94
96
99

102

103
106
108
111
114
115
117

119

122

140



Numero

2.1
2.2
23
24
3.1
3.2

3.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
5.1
5.2
53

54

LISTA DE FIGURAS

Legenda

Modos de Fratura I, I e 111

Caminho de Integracdo da Integral J

Diagrama Tensdo-Deformacao Simplificado do Material

Campo de Tensdes na Ponta da Trinca
Processo de Limite da Equacdo Integral de Contorno

Diagrama Tensao-Deformagao do Material

Diagrama Tensao-Deformagdo Simplificado do Material

Célula Triangular com Ponto Fonte no Vértice
Célula Triangular com Ponto Fonte no Meio do Lado
Célula Triangular com Ponto Fonte Fora da Célula
Chapa Retangular e Tensdo com Variag¢ao Linear
Chapa Retangular - Tensdo com Variagdo Parabolica
Anel Circular com Tensao Inicial

Esquema do Algoritmo Nao-Linear

Células na Ponta da Trinca

Esquema da propagacao da trinca por fadiga

Chapa Retangular com Trincas nas Laterais — Ex [
Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensao
Detalhe da Plastificacdo — Exemplo |

Chapa Retangular com Uma Trinca na Lateral — Ex 11

Pagina
22
24
25
28
38
51

53

74
74
80
88
89
91
94
96
98
102
104
105

106

vi



5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

Al

Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensdao

. Detalhe da Plastificagdo — Exemplo II

Chapa Retangular com Trinca no Centro — Ex I1I
Detalhe da Plastificagdo — Exemplo III

Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensao

Chapa Retangular - Trinca Inclinada 45° Lateral — Ex IV
Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensao

Detalhe da Plastificacao — Exemplo IV

Chapa Retangular com Trinca no Centro — Exemplo V
Grafico do Fator de Intensidade de Tensao

Chapa Retangular com Trinca no Centro — Exemplo VI
Gréfico do Fator de Intensidade de Tensdo

Chapa Retangular com Trinca no Centro — Exemplo VII
Grafico do Fator de Intensidade de Tensdo

Esquema da dire¢do de propaga¢ao da trinca

107

108

108

109

110

111

112

113

114

115

115

116

117

118

155

vii



Numero

4.1

4.2

4.3

5.1
5.2

53

5.4

5.5
5.6

5.7

5.8

59
5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

LISTA DE TABELAS

Legenda

Tensdes na diregdo X — Chapa retangular submetida a
tensdo inicial com variagao parabolica

Deslocamentos na dire¢do X - Anel circular submetido
a tensao inicial

Tensoes na dire¢ao X - Anel circular submetido a
tensdo inicial

Fatores de intensidade de tensao — Plastico — Exemplo |
Fatores de Intensidade de tensao — Elastico - Exemplo I

Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga —
Plastico - Exemplo |

Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga —
Elastico - Exemplo I

Fatores de intensidade de tensdo — Plastico - Ex 11
Fatores de intensidade de tensdo — Elastico — Ex 11

Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga —
Pléstico — Exemplo 11

Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga —
Elastico - Exemplo II

Fatores de intensidade de tensdao — Plastico - Ex 111
Fatores de intensidade de tensdo — Elastico - Ex 111

Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga —
Pléstico - Exemplo III

Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga —
Elastico — Exemplo III

Fatores de intensidade de tensdo — Plastico - Ex IV

Fatores de intensidade de tensdo — Elastico - Ex [V

Pagina

88

90

90

104
104

105

105

106
106

107

107

109
109

110

110

111

111

viii



5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga —
Pléstico - Exemplo IV

Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga —
Elastico - Exemplo IV

Diregao e comprimento da propagacao — Elastico e
Plastico — Exemplo IV

Fatores de intensidade de tensdao—Elastico e Plastico -
Exemplo V

Fatores de intensidade de tensdo — Elastico e Plastico -
Exemplo VI

Fatores de Intensidade de Tensdao—Elastico e Plastico -
Exemplo VII

112

113

113

114

116

117

X



CTOD
FIT
IDE
MDD
MDF
MEC
MECD
MEF
MFEL
MFEP
MSS

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Deslocamento da Abertura da Ponta da Trinca
Fator de Intensidade de Tensao

M¢étodo da Integral de Dominio da Energia
M¢étodo da Descontinuidade do Deslocamento
M¢étodo das Diferencas Finitas

M¢étodo dos Elementos de Contorno

Meétodo dos Elementos de Contorno Dual
Meétodo dos Elementos Finitos

Mecanica da Fratura Elastica Linear
Mecanica da Fratura Elastopléstica

Método da Subtragdo da Singularidade



Simbolo

QA on < T A

Oij,i; O¢f, OY

r,Q

0"5 Ba Ya 65 85
nAp,x

Xi

LISTA DE SIMBOLOS — LETRAS GREGAS

Discriminac¢ao

Inclinacdo do diagrama tensdo-deformacgdo do trecho elastico; ponto
campo

Inclinagdo do diagrama tensdo-deformagdo do trecho pléstico;
incremento de carregamento

Ponto fonte; origem do sistema local de coordenadas polares

Delta de Kronecker

Multiplicador plastico

Ponto no interior da célula

Angulo de rotagio entre os sistemas local e global

Angulo de atrito interno do material; parte do integrando que ¢é
funcdo somente do angulo @; Fungdes de interpolacdo quadraticas
no interior do elemento

Parametro de endurecimento do material

K I / K][

Coeficiente de Poisson do material

Coordenadas locais triangulares

TensOes normais

Tensdo de fluéncia do material; Tensdo de escoamento uniaxial do

material; Valores nodais das tensoes

Componentes das derivadas espaciais do tensor de tensdes; Tensao
equivalente ou efetiva; Tensdo de escoamento (Von Mises)

Tensoes de cisalhamento

Coordenadas polares

Fungdes de Interpolagdo para o elemento triangular quadratico; o, K
Contorno do problema; Contorno arbitrario em torno da ponta da

trinca

Dominio do problema

Indices



K;
K
K
K

nj2

LISTA DE SIMBOLOS — LETRAS ROMANAS

Discriminacao

Vetor de fluéncia

Matriz das incognitas

Componentes das forgas de volume
Coesdo do material

Tensor das constantes elasticas

Taxa de crescimento da trinca por fadiga
Modulo de elasticidade do material

Vetor dos elementos prescritos

Modulo de elasticidade transversal do material; Taxa de Liberacao

de Energia de Deformagao Elastica

Matriz dos coeficientes de influéncia

Jacobiano de transformacao de coordenadas

Fator de Intensidade de Tensdo no modo I

Fator de Intensidade de Tensdao no modo II

Fator de Intensidade de Tensao no modo III

Tenacidade a Fratura do material

Expoente de encruamento na deformag@o do material
Diregdes normal e tangencial ao contorno I

Numero de ciclos

Valores nodais das forcas de superficie

Omin/ Omax

Componentes das forgas de superficie dos pontos do contorno I'
Componentes dos deslocamentos

Valores nodais dos deslocamentos

Parcela elastica da Densidade da Energia de Deformacao

Parcela elastoplastica da Densidade da Energia de Deformacgao

Xii



xiil

LISTA DE SIMBOLOS — TENSORES

Simbolo Discriminacao
&ij Componentes das deformagdes
ojj Componentes das tensdes
%
Ujj Tensor fundamental dos deslocamentos
* .
Pij Tensor fundamental das forcas de superficie
3k
Eijk Tensor fundamental de terceira ordem das deformagoes
%
Ujik Tensor fundamental de terceira ordem dos deslocamentos
*
Pijk Tensor fundamental de terceira ordem das forcas de superficie
%
Eijki Tensor fundamental de quarta ordem das deformagdes
*
Oijk Tensor fundamental de quarta ordem das tensoes

g Tensor de quarta ordem obtido a partir da derivada de &



X1V

RESUMO

O presente trabalho descreve a formulagao e a implementagao numérica do Método dos
Elementos de Contorno Dual (MECD), para problemas bidimensionais com
comportamento elastoplastico, aplicado a propagacdo de trincas no modo misto. O
MECD utiliza duas equagdes diferentes, uma para cada face da trinca. A equagdo
integral de contorno para deslocamentos ¢ aplicada em uma das faces, enquanto a
equacdo integral de contorno para forgas de superficie, conhecida como equagdo
hipersingular, ¢ aplicada a outra face. Para se evitar o ponto de coloca¢do na ponta da
trinca, quinas de trincas e cantos de trincas, ambas as superficies da trinca sdo
discretizadas com elementos de contorno quadraticos descontinuos, enquanto o

elemento continuo ¢ utilizado nas demais partes do contorno.

O algoritmo ndo-linear para simulacdo do comportamento elastoplastico utiliza o
processo das tensdes iniciais, que permite tratar diversos critérios de escoamento de
forma unificada e ndo inclui a restricdo de incompressibilidade das deformacdes
inelasticas. Para esta simulacdo as equagdes integrais apresentam uma integral de
dominio na regido onde se espera a plastificacdo. A discretizacdo desta parte do
dominio foi feita através de células triangulares quadraticas de lados retos. Para a

integracao das células foi utilizada a técnica da integra¢do semi-analitica.

Para o calculo dos Fatores de Intensidade de Tensdao foi usada a Integral J, que ¢
independente do caminho de integragdo. O calculo foi feito de maneira direta porque a
trajetoria escolhida para a sua avaliacdo coincide com a fronteira da malha das células

triangulares.

Nos exemplos de aplicagdo os resultados sdo comparados com os resultados elasticos e
com resultados de trabalhos encontrados na literatura, mostrando a precisdo ¢ a

consisténcia do método.

Palavras-Chave: Método dos Elementos de Contorno Dual, Elastoplasticidade, Integral

J, Propagacao de Trinca.
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ABSTRACT

The present work describes the formulation and numerical implementation of two-
dimensional Dual Boundary Element Method to the analysis of elastoplastic fracture
mechanics and its application to the fatigue crack growth. The dual equations of the
method are the displacement and the traction boundary integral equations. When the
displacement equation is applied on one of the crack surfaces and the traction equation
on the other, general mixed-mode crack problems can be solved with a single-region
formulation. In order to avoid collocation at crack tips, crack kinks and crack-edge
corners, both crack surfaces are discretized with discontinuous quadratic boundary

elements.

Several yield criteria in a unified form are used in association with the initial stress
process to simulate the plastic behaviour, in a non-linear algorithm which does not
include the assumption of incompressibility of the inelastic strain. The region expected
to yield is discretized with internal quadratic triangular cells with flat sides. The
computation of the domain integrals is carried out by a semi-analytical integration

scheme.

The path-independent integral, the J-Integral, is used for evaluation of stress intensity
factor. The calculation is straightforward, because chosen path is coincident with points

in grid cells.
Different crack examples are presented to validate the procedure and the inelastic
material behavior influence in the stress intensity factor value is compared with elastic

and inelastic results found in the technical literature.

Key-words: Dual boundary element method, elastoplasticity, J-integral, crack growth



INTRODUCAO

Devido a aplicacdo de cargas ciclicas ou a combinagdo de carga e corrosdo, o
comprimento da trinca existente em uma estrutura aumenta com o tempo. Este aumento
implica em maior concentragdo de tensdo em torno da ponta da trinca, causando, por
sua vez, um aumento na velocidade de propagacdo e uma diminui¢do na resisténcia
residual da estrutura. Apoés determinado tempo a resisténcia residual se torna tao baixa
que a estrutura ndo pode mais suportar as cargas de servigo. Para se garantir com
seguranga a expectativa de vida 1til da estrutura, ¢ necessario conhecer a velocidade e
trajetoria da propagacdo e, também, como decresce a resisténcia residual. Segundo
BROEK (1986) o objetivo da Mecanica da Fratura é desenvolver métodos para
estimativa destas previsoes e, também, estar em condigdes de responder as seguintes
perguntas:

e Qual ¢ a resisténcia residual em funcdo do tamanho da trinca?

e Qual ¢ o tamanho critico da trinca?

e Qual ¢ o tempo para uma trinca se propagar do seu inicio até o tamanho critico?

e Qual o tamanho permitido de uma falha no inicio da vida util da estrutura?

e Qual deve ser a freqiliéncia de inspe¢do para as trincas em uma estrutura?

Solugdes analiticas capazes de responder a todas estas indagacdes sdo disponiveis

apenas para um pequeno nimero de situagdes particulares de geometria e carregamento.



A utilizacdo de métodos numéricos, confirmada por resultados experimentais, permite a
analise geral do problema. O M¢étodo dos Elementos de Contorno (MEC) ¢
naturalmente o escolhido por sua precisdo no tratamento de regides de alta concentragdo

de tensdo.

A estimativa da vida util de uma estrutura com trinca deve ser garantida sob condigdes
de servigo e também na fase de projeto. Se a Mecanica da Fratura Eléstica Linear
(MFEL) ¢ utilizada nesta analise, mesmo com aplicagdo de cargas muito pequenas, a
tensao na ponta da trinca tende para o infinito. O Fator de Intensidade de Tensao (FIT)
¢, entdo, definido como uma medida da intensidade de solicitagdo na ponta da trinca.
Como ha uma forte concentracdo de tensdes na ponta da trinca, forma-se uma zona de
comportamento plastico nesta regido. O campo de aplicagdo da MFEL depende do
tamanho desta parte plastificada, ou seja, ela continua valida enquanto seu tamanho for

pequeno em relacdo ao comprimento da trinca.

A trinca ird propagar se a liberacdo de energia eldstica disponivel para seu crescimento
for maior que a energia exigida para formar a superficie trincada. Como o FIT esté
relacionado com a Taxa de Libera¢do de Energia Eléastica G, pode-se afirmar que a
trinca propagara quando o FIT se igualar a energia exigida para formar a trinca. Esta
energia, que ¢ uma constante do material, chama-se Tenacidade, e mede a resisténcia a

propagacao da trinca.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) aplicado a Equacdo Integral de Contorno
em deslocamento nas duas faces coincidentes de uma trinca gera uma singularidade no
sistema de equagdes do método, como foi mostrado em CRUSE (1972). Para trincas
com geometria simétrica ¢ possivel evitar esta situacao pela imposicao de condi¢des de
simetria, modelando, assim, somente uma face da trinca. Entretanto, para trincas
assimétricas os problemas devem ser resolvidos de outra maneira. CRUSE e VAN
BUREN (1971) exploraram a possibilidade de modelamento da trinca como um entalhe
arredondado. Este modelo exigiu um nimero elevado de elementos na ponta do entalhe

e a precisdo para o FIT deixou a desejar (o erro ficou em torno de 14%).



O primeiro método largamente utilizado para tratar com duas superficies de trinca
coincidentes foi apresentado por BLANDFORD et al. (1981). Esta aproximagao, que ¢
baseada na técnica de sub-regides, ¢ geral e pode ser aplicada a problemas de mecanica
da fratura simétrica e assimétrica, bi e tridimensionais. Esta formulagdo introduz uma
interface artificial no corpo ligando a trinca ao contorno, delimitando duas sub-regides,
de tal maneira que cada face da trinca pertenca a uma sub-regido diferente. As duas sub-
regides sdo entdo ligadas pelas condi¢cdes de equilibrio das forcas de superficie e
compatibilidade dos deslocamentos. A principal dificuldade deste método é que o
contorno adicional ndo ¢ unico impossibilitando a sua implementagdo em um
procedimento automatico. Além disso, o método gera um sistema de equagdes bem
maior do que o estritamente necessario. Apesar destas desvantagens a técnica de sub-

regides foi largamente utilizada em problemas de trincas.

Depois PORTELA et al. (1992) desenvolveram o Método dos Elementos de Contorno
Dual (MECD) para problemas bidimensionais ¢ MI e ALIABADI (1992) para
tridimensionais, método que mostrou ser de aplicagdo geral e computacionalmente
eficiente em analises da mecanica da fratura. Problemas gerais com modos de fratura
combinados, chamados de modos mistos, podem ser resolvidos com o MECD com uma
unica regido, quando a equacdo integral de contorno para deslocamentos ¢ aplicada a
uma das faces da trinca enquanto a equagao de forcas de superficie é aplicada a outra
face. No contexto do MEC a formulacdo dual foi apresentada em primeiro lugar por
WATSON (1986), em uma formulagdo baseada na equacdo dos deslocamentos e em sua
derivada normal. A equa¢do de contorno dual foi utilizada na Teoria de Potencial 3D
por GRAY e GILES (1988), RUDOLPHI et al. (1988) e em elasticidade 3D por GRAY
et al. (1990).

A principal dificuldade do MECD ¢ o desenvolvimento de um procedimento de
integragdo geral e preciso para as integrais do Valor Principal de Cauchy e da Parte
Finita de Hadamard que aparecem na equagdo integral de contorno para forcas de
superficie, que € uma equagdo hipersingular. As condi¢des necessarias para a existéncia
destas integrais singulares, impdem certas restricdes na escolha da fun¢do de forma para

as superficies da trinca. Na solu¢@o pelo Método da Colocagdo, a equacdo integral dos



deslocamentos exige continuidade das componentes dos deslocamentos nos pontos de
colocacdo (nos) e a equacdo integral para forgas de superficie exige a continuidade das
derivadas dos deslocamentos nos nods. Estas exigéncias foram satisfeitas nos trabalhos
de WATSON (1986 e 1995) adotando-se elementos Hermitianos. RUDOLPHI et al.
(1988) mostraram oscilagdes inexplicaveis em seus resultados enquanto GRAY et al.
(1990) desenvolveram um esquema baseado em um caminho de integragdo especial em
torno do ponto singular para elementos triangulares lineares. As formulagdes de
RUDOLPHI et al. (1988) ¢ GRAY et al. (1990) foram aplicadas somente a trincas
embutidas. Em PORTELA et al. (1992) e MI e ALTABADI (1992) ambas as superficies
da trinca foram discretizadas com elementos quadraticos descontinuos. Esta estratégia
ndo s6 satisfaz automaticamente as condigdes necessarias para a existéncia das integrais
de Hadamard, como também evita o problema do ponto de colocacdo nos vértices de
trincas poligonais, arestas e cantos de trincas. Varios destes problemas foram

resolvidos, incluindo trincas curvas, com resultados muito precisos.

Descrigoes detalhadas de algumas das formula¢des avangcadas do MEC podem ser

encontradas em ALIABADI e BREBBIA (1993).

1.1 Revisao Bibliografica
1.1.1 Mecanica da Fratura Elastica Linear

A aplicagdo do MEC a Mecénica da Fratura Elastica Linear (MFEL) estd bem
estabelecida e largamente utilizada. O método oferece clara vantagem sobre outros
métodos como o Método dos Elementos Finitos na MFEL. Uma das principais razdes
desta vantagem ¢ a possibilidade de calculo dos pardmetros da MFEL na etapa de pos-
processamento. Existem varias maneiras para avaliacdo destes parametros usando o
MEC. As mais populares sdo as técnicas baseadas nos elementos Quarter-Point, nas
integrais independentes do caminho de integracdo, como a Integral J, nos métodos de
energia, no método da subtracdo de singularidade, no método das fungdes de

ponderagdo e na equacdo integral auto-regularizada. A exce¢do da equagdo integral



auto-regularizada, descrigoes detalhadas destes métodos podem ser encontradas em

ALIABADI e ROOKE (1991).

Os métodos que relacionam as forcas de superficie na ponta da trinca com o fator de
intensidade de tensdo sdo mais eficientes que as formulas baseadas nos deslocamentos.
SMITH e MASON (1987) demonstraram o uso de elementos quarter-point para trincas
curvas. Uma comparagdo de métodos de avaliacdo do FIT a partir do elemento quarter-
point é encontrada em SMITH (1988). Outros elementos especiais para a ponta da trinca
sao apresentados em ALIABADI (1985), JIA et al. (1988) para problemas
bidimensionais, LUCHI e RIZZUTI (1987) para elementos continuos em analise
tridimensional, MI e ALIABADI (1994) para elementos descontinuos em 3D. A
utilizagdo de integrais de contorno independentes do caminho de integracdo ¢ bastante
popular no MEC, sendo uma delas a Integral J. BOISSENOT et al. (1974) mostraram o
uso da Integral J para problemas simétricos 3D em Mecanica da Fratura. Depois,
KISHITANTI et al. (1983) e KARAMI e FENNER (1986) mostraram seu uso para varios
problemas 2D simétricos. ISHIKAWA et al. (1980) apud ALIABADI e ROOKE (1991)
aplicaram a Integral J e o MEC para problemas de trinca no modo misto, desacoplando-
a em suas componentes simétrica e antimétrica. Mostrou ainda que valores precisos sdo
obtidos para os modos I e II dos Fatores de Intensidade de Tensdo. MAN et al. (1995)
utilizaram a Integral J no modo misto para o estudo do efeito das forcas de contato no
comportamento da trinca. A aplicacdo da Integral J para problemas 3D no modo misto
foi apresentada por RIGBY e ALIABADI (1993) ¢ HUBER e KUHN (1994).
SOLLERO e ALIABADI (1994) propuseram um método alternativo para o
desacoplamento da Integral J para o modo misto baseado na relagdo
abertura/deslizamento do deslocamento da trinca. SONI e STERN (1976) e STERN
(1977) desenvolveram uma integral independente do caminho de integragdo e usaram o
MEC para estimar o FIT para o modo misto. WEN et al. (1995 b) desenvolveram uma
integral alternativa independente do caminho de integracdo para avaliagdo do FIT no
modo misto. Eles utilizaram o Método dos Elementos de Contorno Indireto no calculo
dos valores dos deslocamentos e tensdes internos. BAINBRIDGE et al. (1995)
propuseram uma integral independente do caminho de integragdo para problemas

tridimensionais. Esta integral utiliza solu¢des devido a uma for¢a em um ponto na linha



de frente da trinca em forma circular como campo auxiliar. Fatores de intensidade de

tensdo foram calculados no modo misto com esta técnica.

Outra forma para calculo do FIT ¢ a partir da taxa de liberacdo da energia de
deformacao G, que exige varias iteragdes em problemas tridimensionais. CRUSE e
MEYERS (1977) propuseram esta técnica para problemas 3D e limitaram a duas
iteragdes, sendo a primeira na frente original e a outra na frente perturbada da trinca,
obtida movendo-se todos os nos na frente da trinca radialmente ao longo da linha
normal aquela frente. Eles usaram elementos triangulares lineares. TAN e FENNER
(1979) usaram elementos retangulares quadraticos para representar a geometria e as
funcdes incognitas. A taxa de liberagdo da energia de deformacgdo no MEC foi mostrada

também em BONNET (1995).

Os métodos discutidos até agora sdo baseados na tentativa de modelar o comportamento
singular das tensdes proximo a ponta da trinca. O Método da Subtracdo da
Singularidade (MSS) evita a necessidade desta tarefa, pois ele remove completamente o
campo singular, levando a um campo nao-singular para ser modelado numericamente.
Esta aproximacdo foi introduzida por PAPAMICHEL e SYMM (1975) em problemas
de potencial. XANTIS et al. (1981) usaram esta formula¢do para resolver os mesmos
problemas, desta vez utilizando elementos quadraticos isoparamétricos. A extensdo do
método para elasticidade bidimensional foi apresentada por ALIABADI et al. (1987) e
ALIABADI (1987), que obtiveram os fatores de intensidade de tens@o para os modos I e
II. Esta formulacdo foi estendida para entalhe V em placas por PORTELA et al. (1991).
A aplicacdo do método a problemas 3D foi mostrada por ALIABADI e ROOKE (1989).
Uma técnica equivalente ao MSS foi desenvolvida por SMITH e DELLA-VENTURA
(1995). Neste estudo um método de superposi¢ao em duas etapas foi usado para se obter
o fator de intensidade de tensdo. O procedimento exigiu a solucdo completa do
problema com a trinca e, também, a solu¢do, na mesma malha, do problema com

singularidade na ponta da trinca, em uma regido infinita.

Quando a equagdo integral das tensdes para os pontos internos ¢ levada para o contorno

através de um processo de limite, ¢ necessario que as tensdes ou as forcas de superficie



nos pontos de coloca¢io sejam continuas no sentido de Holder do tipo C'“. Esta

exigéncia representa uma séria dificuldade para o uso de discretizagdes do Método dos
Elementos de Contorno padrio, que satisfazem somente a continuidade do tipo C° das
variaveis, nos extremos dos elementos de contorno. Por isso varios trabalhos foram
publicados na direcao do relaxamento das exigéncias de continuidade das variaveis nos

n6s de contorno. Entretanto, a necessidade de variaveis com continuidade do tipo C'*

foi bem estabelecida depois de rigorosas discussdes por KRISHNASAMY et al. (1990),
MARTIN e RIZZO (1996) e MARTIN et al. (1998). Ainda, HUANG e CRUSE (1994),
CRUSE e RICHARDSON (1996), RICHARDSON et al. (1997) e RICHARDSON e

CRUSE (1999) mostraram que as exigéncias de continuidade do tipo C"“ dos

deslocamentos no contorno ndo sdo necessarias desde que, na solucdo analitica, as
derivadas dos deslocamentos sejam continuas nos pontos de colocagdo. Eles obtiveram
resultados bem precisos para alguns tipos de problemas, com as condigdes de
continuidade relaxadas nao havendo, entretanto, uma prova desta convergéncia. Por

outro lado, estd claro que a condicio C* é necessaria para a existéncia do limite no

contorno.

Para satisfazer as condigdoes de continuidade das derivadas dos deslocamentos nos
pontos de colocagdo no contorno foram propostas diversas estratégias. Algumas delas
concentraram-se no uso de elementos especiais que incorporam a continuidade da
derivada do deslocamento, como a apresentada por YOUNG (1996), onde sao utilizados
elementos de contorno continuos e um esquema para isolar o termo hipersingular da
equagao integral das forcas de superficie, empregando o Teorema de Stokes. Uma
alternativa conceitualmente mais simples, baseada na utilizacio de elementos
descontinuos, foi sugerida por PORTELA et al. (1992) para problemas bidimensionais e
MI e ALIABADI (1992) para tridimensionais, como mencionado anteriormente. A
desvantagem destes elementos descontinuos ¢ que o tamanho do sistema de equagdes

gerado pela malha em trés dimensdes ¢ muito grande.

GALEGO e DOMINGUEZ (1996), para problemas bidimensionais ¢ DOMINGUEZ et

al. (2000), para problemas tridimensionais propuseram uma estratégia diferente, onde os



elementos sdo continuos na representagdo classica das variaveis, isto €, com nos nos
extremos dos elementos. Entretanto, a colocagdo ¢ feita em pontos dentro dos elementos

onde a exigéncia de continuidade C"* ¢ satisfeita. As dificuldades produzidas pelas

exigéncias de continuidade nos pontos de colocacdo sdo evitadas e o numero de
incognitas nodais permanece a mesma como na formulacao classica. DOMINGUEZ et
al. (2000) ressaltaram que o principal objetivo do trabalho nio estava relacionado com a
solugdo do problema de continuidade das varidveis do contorno e sim com a integracao
dos nucleos fortemente singulares e hipersingulares. CRUSE ¢ RICHARDSON (1996)
apresentaram uma formulacdo nao-singular que evita este tipo de integragdo

aproveitando idéias de solugdes simples de RUDOLPHI et al. (1988).

GUIGGIANTI et al. (1992) e MANTIC (1994) mostraram uma aproximac¢ao baseada na
regularizacdo através da expansdo em série de Taylor dos deslocamentos em torno do
ponto fonte, conforme proposto por ALIABADI et al. (1985). Neste método a
regularizacdo vem apds a discretizacdo e a integracdo ¢ feita de uma maneira geral, o
que exige uma complicada transformacdo de coordenadas. MI e ALIABADI (1992)
utilizaram este método de integragdo para resolver problemas tridimensionais de

mecanica da fratura pelo Método dos Elementos de Contorno Dual.

Uma alternativa atraente foi mostrada por HUANG e CRUSE (1994) que regularizaram
a formulacdo integral, de forma localizada, antes da discretizagdo, enquanto CRUSE e
RICHARDSON (1996) o fizeram em todo o contorno. Para se conseguir esta
regularizacdo os integrandos sdo separados adequadamente em uma parte regular e
outra parte singular. A parte singular do integrando ¢ tratada de tal forma a permitir a
aplicagao do Teorema de Stokes cujo resultado é também uma integral regular. Desta
forma as integrais fortemente singulares e hipersingulares desaparecem e as integragdes
numéricas utilizam apenas esquemas de Quadraturas Gaussianas padrdo.
RICHARDSON e CRUSE (1999) apresentaram uma formulacdo fracamente singular
para a identidade de Somigliana auto-regularizada para tensdes em toda a superficie do
corpo. O algoritmo emprega elementos C° padrio com interpolagdes de Lagrange e
exclusivamente integracdes gaussianas. Uma observacgdo importante € a relagdo entre os

integrandos da equacdo integral de contorno e as ordens adequadas das interpolagdes.



Resultados numéricos para problemas bidimensionais mostram que ordens de
interpolagdo quarticas sdo necessarias para algoritmos empregando regularizacdo em
todo o contorno para se chegar a precisdes equivalentes aquelas obtidas em algoritmos

de regularizacdo local e ordem de interpolagdo quadratica.

Como discutido anteriormente, a aplicagdo padrdo da formulagdo integral de contorno
na mecanica da fratura tem uma degeneracdo matematica inerente devido as superficies
coincidentes das duas faces da trinca. Para evitar este problema CROUCH (1976)
prop0s uma equagdo integral indireta na qual as incognitas sdo as diferengas dos
deslocamentos entre a face superior e inferior da trinca e as solugdes fundamentais se
referem as descontinuidades dos deslocamentos. A aplicagdo do Método da
Descontinuidade do Deslocamento (MDD) para problemas 3D ¢ devido a WEAVER
(1977). PARTHEYMULLER et al. (2000) compararam o Método da Descontinuidade
do Deslocamento com a formulagdo basica do MECD para problemas tridimensionais.
Eles concluiram que este método pode reduzir o tamanho do sistema de equagdes, desde
que trés das seis componentes das descontinuidades na trinca sejam incognitas € nao
somente as descontinuidades dos deslocamentos. Se esta reducao nao ¢ possivel deve-
se usar a formulacgao basica.

CISILINO e ORTIZ (2005) apresentaram a metodologia de elementos de contorno para
analise 3D de interfaces de trinca com materiais diferentes. Eles utilizaram a técnica de
sub-regides para consideracdo das diferentes caracteristicas dos materiais em ambos 0s
lados da trinca. Os parametros da Mecanica da Fratura, como a Integral J e o FIT, foram

calculados através do Método da Integral de Dominio da Energia (IDE).

1.1.2 Mecanica da Fratura Elastoplastica

A MFEL pode ser aplicada com sucesso enquanto a zona plastica for pequena
comparada com o tamanho da trinca. Na pratica, a tensdo aplicada deve estar abaixo de
66% da tensao de escoamento do material (critério de Feddersen). Se, entretanto, a zona
pléstica for grande comparada com o tamanho da trinca, a MFEL ndo ¢ mais aplicavel.

Isto acontece em materiais de baixa tenacidade com trincas muito curtas (alta tensao a
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fratura) ou em materiais de tenacidade muito alta. Tenacidade a Fratura ¢ uma

propriedade do material que mede a sua resisténcia a propagac¢do da trinca.

As primeiras tentativas para a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno a
Mecanica da Fratura Elastoplastica (MFEP) foram feitas por MORJARIA e
MUKERIJEE (1981) e BANTHIA e MUKERJEE (1982-1983) que utilizaram a Fun¢ao
de Green, como uma parte complementar, somada a solugdo fundamental. Na solu¢do
fundamental resultante estdo embutidas as influéncias da trinca existente. Esta técnica,
apesar de precisa, se limita a trincas retas bidimensionais. Mais tarde CRUSE e POLCH
(1986) melhoraram o modelamento da trinca, também com a Funcdo de Green. TAN e
LEE (1983) utilizaram a solu¢do fundamental de Kelvin especificando condi¢des de
contorno apropriadas para a consideracdo da trinca. Como exemplo foi estudado um
tubo de parede espessa com pressao interna contendo uma trinca radial. YONG e GUO
(1992) também estudaram um tubo pressurizado de parede espessa com trincas radiais
simétricas. HANTSCHEL et al. (1990) consideraram o campo plastico na ponta da
trinca através de elementos singulares especiais. LEITAO et al. (1992) usaram o MEC
para simular a propagacao da trinca na presenca de um campo de tensdes residuais.
LEITAO et al. (1993) mostraram a eficiéncia do MEC calculando diversos fatores de

intensidade de tensdo através da Integral J.

Existem poucas publicacdes tratando de problemas elastoplasticos no modo misto.
LEITAO et al. (1995b-c) usaram a formulagio elastoplastica do Método dos Elementos
de Contorno Dual na propagacdo de trincas onde o algoritmo ¢ baseado no alivio de
pares de elementos, que se supdem em contato a priori, para a formagdo da trinca.
Também estudaram a influéncia do contato entre suas faces no célculo do fator de
intensidade de tensdo. CORRADI et al. (1996) apresentaram o MECD com a
aproximacao da rigidez variavel. Nesta aproximag¢ao foi usado o critério de escoamento
de Von Mises com encruamento na deformacdo, sendo as deformacdes iniciais
definidas em fun¢do do fator de fluéncia escalar, que relaciona os incrementos de
deformacao pléstica e o gradiente da fun¢do de escoamento. Este procedimento, que nao
¢ iterativo, tem como principal tarefa reduzir trés das incognitas, passando das

deformagdes iniciais para o fator de fluéncia escalar. A sua principal vantagem, em
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relagdo aos conhecidos algoritmos iterativos, aparece na solu¢do de problemas com alta
ndo-linearidade, cuja convergéncia exige um numero bastante elevado de iteragdes.
CISILINO (1997) apresentou a formulagdo, implementagdo e aplicagio do MECD para
problemas de trincas 3D com comportamento eldstico e elastoplastico. Utilizou a
técnica da descontinuidade do deslocamento com a finalidade de economizar memoria
computacional. A propagacdo da trinca foi simulada usando uma anélise incremental
baseada no critério da densidade de energia de deformagdo minima e da Lei de Paris. O
calculo do Valor Principal de Cauchy na integracao das células foi feito pelo método da
expansao em série de Taylor. Os Fatores de Intensidade de Tensao nos modos I, II e II1,
para o caso elastico, foram obtidos através dos deslocamentos relativos entre as faces da
trinca e para o inelastico através do Método da Integral de Dominio da Energia (IDE).
Para o estudo elastoplastico da propagac¢do da trinca foi considerado conhecido o
caminho de propagacdo, como em LEITAO et al. (1995¢). CISILINO et al. (1998) ¢
CISILINO e ALIABADI (1999) empregaram a IDE mostrando um exemplo de chapa
com trinca no centro e estado plano de deformagdo e outro exemplo com trinca curva

3D.

1.1.3 Propagacio de Trincas

Existem dois aspectos principais na propagagdo de trinca por fadiga no modo misto: a

direcdo e a velocidade da propagacao da trinca.

Virios critérios foram propostos para a previsdo da diregdo de propagacdo. O mais
utilizado ¢ o Critério da Tensdo Tangencial Maxima, chamado de Critério MTS, devido
a ERDOGAN e SIH (1963). Este critério afirma que a propagacao da trinca comeca a
partir da ponta, na dire¢cdo onde a tensdo tangencial ¢ maxima e quando esta tensao
atinge um valor critico, igual a tensdo de fratura do teste de tracdo uniaxial. Este critério
¢ bastante usado pela sua simplicidade e ¢ confirmado em diversas observacdes

experimentais, apesar de questionado em alguns trabalhos.

O Critério da Densidade da Energia de Deformac¢do Minima, chamado de Critério S, foi

proposto por SIH (1974) e ¢ baseado na densidade local do campo de energia, na regido
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da ponta da trinca. Supde-se que a trinca propaga na dire¢do onde a densidade da
energia de deformacdo ¢ minima e quando este fator atinge um valor critico. Este
critério, que foi investigado por varios pesquisadores, tem a vantagem de ser simples na
sua aplicagdo, além da facilidade de tratar as diversas situagdes de combinagdo de

carregamento. Entretanto alguns resultados contraditérios sao reportados na literatura.

O Critério J foi proposto por HELLEN e BLACKBURN (1975) e afirma que a trinca

cresce na direcao do vetor J que ¢ dado por:

J=J;i+Jygj (L.
Onde J; e J;; sdo os valores desacoplados, para os modos I e I, da integral independente
do caminho de integracdo J, e i € j sdo os vetores unitarios nas dire¢des do eixo da trinca
e perpendicular a ele, respectivamente. A fratura ocorre quando o vetor J atinge um
valor critico. Este critério apresenta resultados satisfatérios quando o carregamento
predominante ¢ do modo I, desviando-se significativamente dos resultados

experimentais quando predominam as condi¢des de carregamento no modo II.

O Critério da Densidade da Energia de Deformacao Dilatacional, chamado Critério T,
foi proposto por THEOCARIS ¢ ADRIANOPOULOS (1982) que sugerem a separagao
da densidade de energia de deformacdo total em suas componentes distorcional e
dilatacional. Este critério afirma que a trinca comeca a propagar-se quando a energia de
deformagdo dilatacional, em um ponto vizinho da ponta da trinca, atinge um valor
critico. Isto implica que a trinca propaga segundo a direcdo desta componente quando
ela ¢ maxima. O contorno elastoplastico, obtido a partir da condi¢do de escoamento de
Von Mises, deve ser usado para avaliar a energia de deformacao dilatacional em torno
da ponta da trinca e, por defini¢ao desta condi¢do de escoamento, a parte distorcional da

energia total ¢ constante ao longo do contorno elastoplastico.

O Ciritério do Vetor Deslocamento da Ponta da Trinca, Critério CTD, proposto por LI
(1989), ¢ baseado no conceito de que o vetor deslocamento da ponta da trinca indica a
dire¢do da propagacgdo por fadiga da trinca. Supde-se que a trinca propaga-se segundo a

direcdo deste vetor, que ¢ definido como a soma dos vetores CTOD (vetor abertura
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correspondente ao modo de fratura I) e CTSD (vetor deslizamento correspondente ao
modo de fratura II). Os resultados obtidos tém boa concordancia com os resultados

experimentais.

Os Critérios do Fator da Tensdao Tangencial e do Fator da Deformacdo Tangencial
foram definidos por WU e LI (1989) e consideram que a trinca propaga segundo a
direcio do valor maximo de (r'* o) para o primeiro critério e ("2 &) para o segundo,
calculado no contorno elastoplastico, sendo r ¢ a distancia do ponto considerado a ponta

da trinca.

O Critério da Deformagdo Tangencial Maxima foi proposto por CHAMBERS et al.
(1991) e ¢ baseado no conceito do mecanismo de arredondamento plastico da ponta na
propagacao da trinca. Os autores sugerem que o arredondamento esteja relacionado com
a deformacdo tangencial plastica. Assim, supde-se que as deformagdes tangenciais
proximas a ponta da trinca, determinadas com base no comportamento eldstico linear,
sd0 as mesmas que ocorrem na regido plastificada, apesar das tensdes estarem abaixo da
tensao de escoamento. Seguindo procedimento analogo ao critério da tensao tangencial

maxima, pode-se prever a dire¢cdo da propagagdo por fadiga da trinca.

Entre os critérios mencionados, os Critérios da Tensdo Tangencial Maxima e da
Densidade da Energia de Deformacao Minima sdo os mais utilizados nos estudos de
propagacdo de trincas, com carregamento no modo misto. As aplicagdes destes dois
critérios foram estendidas para os carregamentos nos modos mistos I, II e III por CHEN
et al. (1986), onde se reportou que o critério da densidade da energia de deformacdo
minima ofereceu melhores resultados que o critério da tensdo tangencial maxima.
Entretanto ndo ha um unico critério que dé resultados satisfatorios para todas as

condicdes de carregamento.

RADAIJ e ZHANG (1995) propuseram o critério do Processo da Zona de Fratura que
consiste em hipoteses distintas para o aparecimento de trincas em materiais de
comportamento fragil e ductil. Para o comportamento fragil, a trinca se inicia no limite

da zona de fratura em um ponto determinado pelo valor maximo da densidade de
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energia de deformacdo dilatacional. A trinca ¢ iniciada no valor critico da primeira
tensdo principal e se propaga na dire¢do perpendicular a esta tensdo. Para o
comportamento ductil a trinca também se inicia no limite da zona de fratura em um
ponto determinado pelo valor mdximo da densidade de energia de deformacgdo
distorcional. A trinca € iniciada e se propaga como no comportamento fragil. Para a
iniciacdo da trinca, o critério se mostrou conservativo em relacdo aos critérios

convencionais.

SEWERYN (1998) propds o critério da Taxa de Liberagao de Energia de Deformacgao
ndo-local para materiais com comportamento fragil, baseado na hipotese onde a
propagacdo da trinca ocorre quando o valor maximo da funcdo de abertura e

deslizamento da taxa de liberagao da energia de deformacao atinge um valor critico.

KHAN e KHRAISHEH (2000) apresentaram uma analise detalhada do aparecimento de
trincas inclinadas, sob diferentes carregamentos, utilizando vérios critérios. O critério da
tensdo tangencial maxima, originalmente proposto para materiais frageis, foi
modificado para ser usado em materiais ducteis. Foi incorporado a este critério um raio
variavel, medido a partir da ponta da trinca, baseado no contorno elastoplastico de Von
Mises. Eles concluiram que os dados experimentais ndo favorecem qualquer critério

para todas as condicdes de carregamento.

SOH e BIAN (2001) estudaram o comportamento de uma placa retangular de liga de
aluminio com uma trinca semi-eliptica inclinada submetida a carregamento axial,
experimental e teoricamente. A inclinacdo da trinca em relacdo ao eixo do carregamento
variou de 0° a 90°. Os dois critérios mais comuns, Tensdo Principal Maxima e
Densidade de Energia de Deformacao Minima, foram modificados adotando-se o
contorno elastoplastico de Von Mises. Os resultados obtidos usando-se estes critérios
melhorados foram comparados com os critérios usuais e os resultados experimentais. Os
autores concluiram que os resultados obtidos com os critérios de fratura modificados,
sao mais precisos do que aqueles obtidos pelos critérios usuais, quando comparados

com resultados experimentais.
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A estimativa da velocidade de propagagdo da trinca sob carregamento no modo misto ¢
encontrada na literatura sob diversos enfoques. O primeiro estudo de propagagdo de

trinca por fadiga no modo misto I e II ¢ devido a IIDA e KOBAYASHI (1969).

A taxa de propagagdo de trinca por fadiga descrita por TANAKA (1974) usa uma

equacdo similar a Lei de Paris e ¢ funcdao de um fator de intensidade de tensao efetivo:

da
dN

m 1.2
= C(AKeff) (12)

0,25 ,
onde AK.¢ = (AK?‘ + SAK?I) , para carregamento misto dos modos I e II.

Este modelo ¢ baseado na hipotese de que a trinca se propaga por fadiga quando a soma
dos valores absolutos dos deslocamentos na regido plastica atinge um valor critico. Sob
condi¢des do modo misto supde-se que as deformagdes devidas aos carregamentos nos
modos I e I ndo sdo interativas. Ele sugeriu que este critério pode ser estendido para a

combinag¢do dos trés modos de carregamento.

O Fator Densidade da Energia de Deformacgao foi utilizado por SIH e BARTHELEMY
(1980) para correlacionar a velocidade de propagacdo da trinca no modo I a partir,
também, de uma equagdo similar a equacdo de Paris. PATEL e PANDEY (1981)
usaram o fator densidade de energia de deformagdo para estimar a velocidade de

propagacao da trinca com carregamento no modo misto.

O Modelo proposto por GAO et al. (1985) supde que a propagacdo da trinca por fadiga
¢ funcdo da deformacdo pléstica reversa na ponta da trinca ¢ a velocidade ¢

inversamente proporcional a ductibilidade a fratura.

DOWLING e BEGLEY (1976) usaram a Integral J para avaliar a velocidade de
propagacao da trinca no modo I. Este conceito foi estendido para analise da velocidade
de propagacdo por fadiga de pequenas trincas com carregamento no modo misto por
HOSHIDE e SOCIE (1987). Os autores afirmaram que ¢ desejavel relacionar

diretamente a velocidade de propagacdo com o deslocamento da ponta da trinca.
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Parametros adicionais sdo necessarios para fazer a correlagdo, devido a dificuldade de
medir os deslocamentos na ponta da trinca. Neste modelo a abertura e o deslizamento
medidos a uma determinada distancia atras da ponta da trinca sdo os pardmetros que
governam a propagacgdo, que ¢ expressa por uma equagdo do tipo da Lei de Paris. As

estimativas resultaram em velocidades mais altas do que os dados experimentais.

O Fator Intensidade de Deformagao Equivalente foi proposto por SOCIE et al. (1987) e
relacionaram as variacdes maximas da deformacgdo por cisalhamento ¢ deformagdo

normal, agindo no plano da variagdo méxima da deformacao por cisalhamento.

CHEN e KEER (1991) utilizaram o modelo de Dugdale para relacionar a velocidade de
propagacdo da trinca com os deslocamentos pléasticos acumulados (abertura e
deslizamento). As seguintes trés hipoteses foram feitas: os efeitos de fechamento e
ramificacdo devem ser desprezados; o deslocamento plastico acumulado total ¢ a soma
vetorial da abertura ¢ deslizamento totais acumulados ¢ as tensdes de tracdo e de

cisalhamento na regido de escoamento satisfazem ao critério de Von Mises.

PLANK e KUHN (1999) utilizaram o critério da tensdo tangencial maxima em corpos
de prova de ligas de aluminio para estudar a propagacdo de trincas sob carregamento
ndo proporcional no modo misto. Eles mostraram as condi¢des para o aparecimento e
propagacao de trincas, concluindo que, sob o ponto de vista do mecanismo da fratura,
ndo existiam hipoteses até aquele momento que explicassem as diferentes taxas de
propagacdo das trincas submetidas a carregamentos nos modos de tracdo e

cisalhamento.

A primeira tentativa de se modelar automaticamente a propagagdo de trincas no modo
misto ¢ devido a INGRAFFEA et al. (1987) para problemas bidimensionais. Eles
usaram a técnica de sub-regides e o critério da tensdo circunferencial méxima para
calcular a dire¢do da propagagdo da trinca. A aplicagdo deste método para problemas
3D foi apresentada por GRESTLE (1986). O processo de propagagdao de trinca em
materiais ortotropicos foi apresentado por DOBLARE et al. (1990) que usaram a técnica

de sub-regides e elementos quarter-point. Propagacdes de trincas com sub-regides foram
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também desenvolvidas para problemas dinamicos por GALLEGO ¢ DOMINGUEZ
(1992) que utilizaram a formulacido dependente do tempo com elementos quarter-point.
CEN e MAIER (1992) também utilizaram sub-regides para andlise de propagagdo de
trincas em estruturas de concreto. Nesta formulacdo o modelo de trinca coesiva foi
utilizado para simular a zona com fratura no concreto. Em andlise incremental para
propagacdo de trinca o método de sub-regides ndo ¢ facilmente implementado, pois o
contorno adicional que liga a trinca ao contorno real ndo ¢ unico e deve ser introduzido
repetidamente a cada extensdo da trinca. PORTELA et al. (1993) e MI e ALIABADI
(1994) e (1995) apresentaram uma aplicagcdo do MECD para propagacdo de trinca no
modo misto para problemas bi e tri dimensionais em mecanica da fratura elastica linear.
Os processos de propagacao de trinca foram simulados em analise incremental baseado
no critério da tensdo principal méxima para 2D e o critério da densidade da energia de
deformacao minima para 3D. Em PORTELA et al. (1993), para cada extensdo da trinca,
o MECD foi aplicado em andlise de tensdo com uma tnica regido e a técnica da Integral
J para calcular o fator de intensidade de tensdo. Como a extensdo da trinca foi modelada
com novos elementos descontinuos, nenhuma alteragdo na malha do contorno existente
foi necessaria, por causa da utilizacdo de uma tunica regido, propriedade intrinseca do
MECD. Em propaga¢do de trincas em 3D, entretanto, alguma alteragdo na malha ¢
necessaria. Um procedimento automadtico para este processo foi desenvolvido por
ALIABADI e MI (1994). SALGADO ¢ ALIABADI (1996) apresentaram a aplicagao
do MECD em estruturas enrijecidas. Eles simularam a propagacao da trinca em painéis

aeronduticos refor¢cados por enrijecedores.

A extensio do MECD em propagacdo de trincas para andlise elastoplastica
bidimensional foi apresentada por LEITAO et al. (1995 b e ¢) que utilizaram o processo
das deformacdes iniciais com o critério de escoamento de Von Mises. Supondo que a
trajetoria da propagacdo da trinca seja conhecida a priori, ¢ possivel predeterminar ndo
somente o dominio, mas também a discretizagdo do contorno. A trinca, com a trajetdria
conhecida, propaga-se entdo, em uma direcdo entre células adjacentes. Considerou-se,
também, o efeito do contato entre as faces da trinca para o estudo da influéncia do seu

fechamento.
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1.2 Organizacio do Trabalho

O objetivo deste trabalho ¢ mostrar a propagagdo da trinca para o0 modo misto, através
de uma anélise elastoplastica bidimensional pelo Método dos Elementos de Contorno
Dual. Os Fatores de Intensidade de Tensdo sdo obtidos pelo célculo da Integral J e a
direcdo da propagagdo escolhida obedece ao critério da Tensdo Principal Maxima.
Outros critérios de propagagdo podem ser introduzidos com a modificacdo do célculo
do angulo em fun¢ao do FIT. A andlise elastoplastica incorpora, de forma unificada,

diversos critérios de escoamento.

O Capitulo 2 aborda os conceitos basicos da Mecanica da Fratura Elastica Linear e
Elastopléstica, descrevendo seus parametros e aplicagdes. Mostra-se também como a
Integral J deve ser utilizada para materiais inelasticos, onde a densidade da energia de
deformacdo ¢ igual a soma das parcelas elastica e plastica. Comparam-se diversos
critérios de propagacdo de trincas encontrados na literatura, ressaltando-se suas

vantagens e desvantagens.

No Capitulo 3 sdo apresentadas equagdes integrais de contorno para deslocamentos e
forcas de superficie, necessarias ao desenvolvimento do Método dos Elementos de
Contorno Dual. As integrais de dominio sdo incorporadas as equacgdes integrais
estendendo-se, ambas, para o caso ineldstico. Mostram-se as exigéncias para a
existéncia da Parte Finita de Hadamard e do Valor Principal de Cauchy na equagdo
integral hipersingular. Justifica-se o emprego da formulagdo em tensdes iniciais para o
calculo elastopléastico, em comparagdo com a formulacdo em deformagdes iniciais.
Desenvolve-se a equagdo da derivada dos deslocamentos nos pontos internos, utilizada
na expressao da Integral J. Descreve-se, brevemente, o algoritmo empregado no calculo

das tensdes nos pontos internos e no monitoramento da regido plastificada.

No Capitulo 4 as equagdes integrais do MECD sao discretizadas em elementos de
contorno continuos e descontinuos com fungdo de interpolagdo quadritica para

deslocamentos e tensdes. A regido do dominio onde se espera a plastificacio ¢
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discretizada em células triangulares com fungdes de interpolagdo quadraticas para
deslocamentos e tensdes. Os elementos de contorno ¢ os lados das células internas sao
retos na sua geometria o que simplifica o calculo do Jacobiano utilizado nas
transformagoes de coordenadas dos sistemas local e global. A integracao nas células ¢
feita de forma semi-analitica que permite o emprego da Quadratura de Gauss padrao e o
FIT ¢ calculado de maneira desacoplada conforme sugerido por ALIABADI e ROOKE
(1991). Em seguida as equagdes integrais sdo discretizadas para a formacao do sistema

de equagdes algébricas que ¢ empregado no algoritmo elastoplastico. Finalmente

mostra-se como a direc¢ao e velocidade de propagacao da trinca sdo consideradas.

No Capitulo 5, sete exemplos de aplicacdo s@o mostrados. Nestes exemplos as chapas
sdo feitas de material ductil contendo trincas em arestas ou no centro da chapa. O
primeiro consiste na andlise de uma chapa contendo duas trincas horizontais comegando
nos pontos médios das arestas verticais. A andlise ¢ feita em apenas metade da chapa
com a imposi¢do das condigdes de simetria no eixo vertical. No segundo exemplo ¢
analisada uma chapa similar a chapa do primeiro exemplo, com apenas uma trinca,
retirando a simetria anterior. No terceiro exemplo a mesma chapa ¢ analisada com uma
trinca horizontal no centro, levando-se em consideragdo a simetria do problema. No
quarto exemplo ¢ analisada uma chapa retangular com uma trinca inclinada a 45°,
comecando em uma das arestas. Os resultados dos quatro exemplos sdo comparados
com os resultados obtidos através das analises elésticas, para se observar a influéncia da
regido plastificada na ponta da trinca. Os trés Gltimos exemplos correspondem a analise
da plastificacdo na ponta da trinca de chapas estudadas em trabalhos encontrados na
literatura. Os resultados sdo comparados com os resultados obtidos nesta Tese e,
também, com outros modelos que levam em consideragdo a plastificacdo na ponta da

trinca.

O Capitulo 6 traz as conclusdes dos resultados obtidos e sugere possiveis caminhos para

continuagdo da pesquisa em trabalhos futuros.



MECANICA DA FRATURA

A Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL) trata da andlise de tensdes e
deformagdes em corpos com trincas, quando ela se propaga de maneira instavel,
ocorrendo fratura fragil do ponto de vista macroscépico. Esta situagdo aparece,
geralmente, em materiais de alta resisténcia mecanica € em materiais com estrutura
cristalina cubica em baixas temperaturas. Por outro lado, a Mecanica da Fratura
Elastoplastica (MFEP) analisa as trincas que se propagam de maneira estavel, antes da

ruptura fragil.

A presenca de trincas, mesmo que pequenas € ndo visiveis, podem levar a ruina
estruturas aparentemente seguras. Este fendmeno foi pela primeira vez observado
durante a II* Guerra Mundial, quando a ruptura de varios navios ocorrida
freqiientemente sob condi¢des de baixas tensdes e as vezes de maneira subita era
inexplicavel. Pesquisas revelaram que os defeitos e concentragdes de tensdo foram os
responsaveis pelas rupturas que aconteceram de maneira fragil e vieram acompanhadas
de muito pouca deformagdo plastica. Estava evidente que a fratura fragil do ago,
acontecida em baixas temperaturas, foi ocasionada pelas condi¢des de tensdo triaxiais a

que estava submetido, parecidas com as que existem em entalhes e trincas. Sob estas
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circunstancias o aco estrutural pode se romper por clivagem, sem deformacao plastica
aparente. Por outro lado, acima de uma determinada temperatura, chamada de
temperatura de transi¢do, o ago se comporta de maneira ductil. A fratura de metais por
clivagem ocorre pela separacao direta ao longo dos planos cristalograficos devido a uma
simples quebra da ligacdo dos atomos. A principal caracteristica ¢ que ela esta
geralmente associada a um plano cristalografico particular, que no ago se d4 ao longo

dos planos dos cubos de suas unidades celulares.

Este fato ficou mais evidente a partir do aumento do emprego do aco de alta resisténcia
e também da utilizacdo de métodos de analise de tensdes mais sofisticados. A
determina¢do mais confidvel das tensdes locais e conseqiientemente uma reducdo dos
coeficientes de seguranga permitiu uma grande economia de material na estrutura. Estes
materiais t€ém baixa tenacidade, ou seja, pouca resisténcia a propagacao de trincas, o que
ocasiona baixa resisténcia residual, amplificando o efeito da presenga de trincas. A
ocorréncia de ruptura em estruturas executadas sob estas circunstincias incentivou o

desenvolvimento da Mecéanica da Fratura.

O campo elastico de tensdes na ponta da trinca pode ser determinado em funcdo do
tamanho da trinca, da geometria da pega estudada e de um fator que mede a intensidade
da solicitagdo na ponta da trinca, chamado de Fator de Intensidade de Tensao (FIT). Um
dado material pode resistir a propagagao da trinca sem a ocorréncia de fratura fragil
enquanto o FIT estiver abaixo de um valor critico Kz, que ¢ uma propriedade do

material, chamado de Tenacidade a Fratura.

Se a trinca em uma barra propaga de um pequeno comprimento da, enquanto o
deslocamento ¢ mantido constante, a rigidez da barra decresce. Isto resulta em um
decréscimo dU da energia potencial, ou seja, hd uma liberacdo de uma pequena
quantidade dU de energia. A taxa de variagdo de energia potencial com o aumento na

area da trinca ¢ definida como a Taxa de Liberagao de Energia de Deformagao G:

1 dU 2.1)
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onde a variacdo da area da trinca € #(da) e o sinal negativo resulta em um valor positivo
para G. Assim, G caracteriza a energia por unidade de 4rea da trinca que ¢ exigida para
a sua propagacdo, sendo uma quantidade fisica fundamental para o controle do
comportamento da trinca. Sendo K; o Fator de Intensidade de Tensdo para o modo de
fratura de abertura, também chamado de modo I, pode-se escrever a quantidade G em

funcdo de K, para materiais linearmente elasticos e isotropicos, segundo a expressao:

2 (2.2)
q-Ki
E!

sendo £ o mddulo de elasticidade do material, £’ =F para estado plano de tensdo,
E’=E/(1-’) para estado plano de deformacdo. Os modos de fratura estio mostrados na

FIG.2.1 a seguir.

P

Modo | - Abertura Modo Il - Deslizamento Modo lll - Rasgamento

FIGURA 2.1 — Modos de Fratura I, 1T e III

Os Fatores de Intensidade de Tensdo podem ser obtidos de varias maneiras. Com o
emprego das técnicas baseadas na extrapolacdo dos deslocamentos ou tensdes, os FIT
sdo faceis de calcular, mas exige um grande refinamento da malha na ponta da trinca
para que tenham precisao satisfatoria, o que ¢ computacionalmente caro. Por outro lado,
os métodos que se baseiam em uma aproximacdo de energia, evitam calcular o FIT
utilizando valores das grandezas proximos a ponta da trinca, ndo sendo contaminados
pela singularidade nesta regido. O MEC ¢ o método mais adequado para avaliagdo das

integrais independentes do caminho de integragdo porque as tensdes, deslocamentos e
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derivadas dos deslocamentos nos pontos internos, sao obtidos diretamente das suas

equacdes integrais de contorno.

O campo de tensdes proximo a ponta da trinca em materiais ducteis é essencialmente de
natureza tridimensional. Entretanto, os resultados obtidos considerando estruturas
bidimensionais apresentaram bons resultados. No estudo de chapas com trincas os
resultados para Estado Plano de Tensdo e Estado Plano de Deformagdo tiveram boa
precisdo para valores de pontos com distidncia igual ou maior a metade da espessura da
chapa, medida a partir da ponta da trinca, conforme demonstrado por SUBRAMANYA
et al. (2005). Eles compararam estes resultados com aqueles obtidos a partir de analises

dos campos de tensdo 3D no modo misto, através do Método dos Elementos Finitos.

Quando ha escoamento plastico na regido em torno da ponta da trinca, os conceitos
baseados puramente na Teoria da Elasticidade ndo sdo mais validos, necessitando de
expressOes mais gerais para descrever adequadamente o comportamento do material.
Neste trabalho a Teoria da Plasticidade incremental ¢ empregada e o FIT calculado
através da Integral J, independente do caminho de integracdo, que ¢ valida para
materiais elasticos ndo lineares. A extensdo de sua utilizagdo para materiais
elastoplasticos ¢ devidamente justificada, apesar de certas restricdes, como se mostra

mais adiante.

2.1 Integral J

Os dois parametros mais utilizados na MFEP sdo a Integral J ¢ o Deslocamento da
Abertura da Ponta da Trinca (CTOD), que podem ser obtidos sem dificuldades nas
avaliagdes numeéricas usando o MEC. O CTOD, entretanto, tem a desvantagem de exigir
um nivel alto de refinamento da malha na ponta da trinca, para a obtencdo de uma
precisdo adequada dos resultados. Por outro lado, a Integral J, sendo uma aproximacao
de energia, elimina a necessidade de resolver o problema local da ponta da trinca, desde
que o caminho de integracdo mantém uma distancia relativamente grande desta regido.

A Integral J, que ¢ utilizada na tese, foi inicialmente desenvolvida para materiais
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elasticos nao-lineares cuja curva tensdo-deformagdo € representada pela equagdo de

Ramberg-Osgood:
n
e_o, o
£ 2 velZ] -

o, ¢ a tensdo de fluéncia e n € o expoente de encruamento na deformagao.

A Integral J foi assim definida:
J = J;_(Wnl - ”i,l) dl

sendo I um contorno arbitrario em torno da ponta da trinca comegando e terminando

1 , . . N
em suas faces opostas e WZEO'USU ¢ a Densidade da Energia de Deformacao. ¢, e

u; sdo as componentes das forcas de superficie e dos deslocamentos dos pontos do
contorno I' e n; ¢ a direcao da normal ao contorno I'. Os tensores das tensoes o; e das
deformacodes & referem-se, também, aos pontos do contorno I e o eixo x;, com origem

na ponta da trinca, coincide com a direcao da trinca, conforme FI1G.2.2.

FIGURA 2.2 — Caminho de Integragdo da Integral J

Para o problema elastoplastico substitui-se a deformagao total € pela soma das parcelas
elastica €° e plastica €”, obtendo-se a parcela elastica W, e a parcela plastica W, da

Densidade da Energia de Deformagao:
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- e _ ¢ _eq ;.eq (2.4)
W= 5 % . = L op dép

onde o, e de, sdo respectivamente a tensdo equivalente e o incremento de

deformagdo plastica equivalente. Levando a Eq.(2.4) na equacdo da Integral J obtém-se

a expressio da Integral J para o caso inelastico, segundo LEITAO e ALIABADI (1993):

J = J}(We n, —t ui,l)df‘ + _[er n, dI (2.5)

Se a Teoria da Plasticidade incremental ¢ usada, entdo, o calculo de J exige a avaliacdo
de todas estas quantidades para acompanhar a histéria do carregamento. O contorno I" €
arbitrario porque a Integral J ¢ independente do caminho de integragdo, mesmo para o
caso inelastico. GEORGIADIS e GRENTZELOU (2006) provaram esta independéncia
do caminho de integracdo utilizando a Teoria da Elasticidade Gradiente de Mindlin.
Como I' ¢ arbitrario, escolhe-se, em geral, a trajetdria circular. RICE (1968) mostrou
que a Integral J, para materiais elasticos, ¢ igual a Taxa de Liberacdo de Energia de
Deformagao Elastica G sendo, portanto, uma medida do Fator de Intensidade de Tensao,

a partir da Eq.(2.2).

FIGURA 2.3 — Diagrama Tensao-Deformac¢do Simplificado do Material
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A curva tensdo-deformacao do comportamento de um material elastico ndo-linear
supoe, no descarregamento, que o retorno a condicao inicial percorre a mesma trajetoria
do carregamento. Entretanto, para o comportamento elastopléstico, o retorno se da em
trajetoria linear, com inclinagdo igual ao médulo de elasticidade E, medido na origem
do diagrama tensao-deformacdo do material. Para carregamento monotonico, pode-se

afirmar que ndo existe diferenca entre as duas situagoes.

Solugdes analiticas, para comportamento elastoplastico, do Fator de Intensidade de
Tensdo nao estdo disponiveis na literatura. Entretanto, sob certas condigdes, a Integral J
fornece valores da taxa de liberacdo da energia de deformacdo onde se incorpora os
efeitos da plasticidade. A propriedade da independéncia do caminho ¢ perdida se uma
quantidade significativa de energia na regido da ponta da trinca é convertida em energia
inelastica ou quando o material ¢ submetido a um processo de descarregamento.
NGUYEN et al. (2005) propuseram o Método da Forca Material para avaliar a taxa de
liberagdo da energia e a taxa do trabalho de dissipacdo por fratura para materiais
inelasticos usando o Método dos Elementos Finitos. Os autores mostraram que, para o
caso especial onde a trinca se propaga com velocidade constante, a for¢ca de dissipagao
global iguala a taxa de trabalho da dissipag¢do fazendo com que os Métodos da Forca
Material Global e da Integral J sejam equivalentes. Eles afirmaram que a aplicagdo da
Integral J em elastoplasticidade, estd limitada a carregamento monotonico de trincas
estaticas, para evitar o descarregamento do material na zona plastica, ou com velocidade
constante na propagacao, independente da resposta do material. Outra justificativa para
que a regido imediatamente atras da nova ponta ndo se descarregue de forma
significativa foi dada por HUTCHINSON e PARIS (1979) apud BROEK (1986)
sugerindo que a curva Propagacdo da Trinca Aa x Taxa de Liberacdo de Energia seja
bastante inclinada e que o ligamento, distancia entre a ponta da trinca e o contorno da
peca, seja bem maior que Aa. Sugeriram também que o comprimento da propaga¢ao

esteja limitado a 1 ou 2mm.

Vérias integrais com caminho no dominio foram desenvolvidas para estender a
aplicacdo da Integral J na MFEP sob condigdes gerais de carregamento. Estas integrais

diferem principalmente na maneira de medir a energia, que ¢ usada na definicdo do
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tensor energia-momentum. Exemplos incluem a familia de integrais T" desenvolvida
por BRUST et al. (1985-1986) ¢ BRUST e ATLURI (1986), a Integral T de
BLACKBURN (1972) e a Integral J de KISHIMOTO et al. (1980), apud NGUYEN et
al. (2005).

2.2 Critérios para Propagacio das Trincas

Observou-se experimentalmente que a direcdo de propagagdo da trinca, para situagdes
de carregamento no modo misto, ndo se da obrigatoriamente segundo a direcdo original
do eixo da trinca. Varios critérios sdo sugeridos na literatura para a direcdo da
propagacgdo. Os critérios mais conhecidos sdo: Critério da Tensdo Principal Méaxima e
Critério da Taxa de Liberacdo da Energia de Deformagdo. Estes critérios podem ser
melhorados incluindo-se o comportamento elastoplastico do material, que consiste na
combinagdo do respectivo critério de escoamento, com os campos de tensdes elasticas
na regido da ponta da trinca, as conhecidas equagdes de Westergaard. Este
procedimento fornece a forma e as expressdes das tensdes na regido plastificada. O

critério para a dire¢dao da propagacao €, entdo, aplicado a expressao destas tensoes.

2.2.1 Critério da Tensao Principal Maxima

O critério da Tensao Principal Maxima considera que a propagacdo da trinca comega a
partir da ponta, na dire¢do perpendicular a tensdo principal maxima e quando esta
tensdo atinge um valor critico, igual a tensdo de fratura do teste de tragdo uniaxial. O
campo de tensdes na ponta da trinca para materiais eldsticos lineares, em coordenadas
polares com origem na ponta da trinca e cujo eixo coincide com a dire¢do do eixo da

trinca, pode ser escrito:

1 0 0
=———| <Kjcos—(1+cosf);—<3K;rsen—(1+cosf
0= /—2MH I 2( )} { 1 2( )H
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1 0 0
o, = Kj;cos—(3—cosf)r—4 K;ysen—(1-3cosé
r=y 27”[{ I 2( )} { i 2( )H (2.6)
T,.9= ! { {K seng(l +cos 6’)} - {K cosg (1-3cos Q)H
réo 2 ar 1 2 1 5

onde K; e K;; sao os Fatores de Intensidade de Tensdo nos modos de fratura I e II,
respectivamente. O modo de fratura I refere-se a aplicacdo de um carregamento de
tragdo perpendicular ao eixo da trinca, enquanto o modo II refere-se a analise da fratura
submetida a cisalhamento puro, como mostrado na FIG.2.1. A combinacdo entre os dois

modos é chamada de modo misto.

Y
A c
fyw
</ T X
© X

FIGURA 2.4 — Campo de Tensdes na Ponta da Trinca

As diregdes dos eixos principais sdo aquelas onde a tensdo de cisalhamento ¢ nula, ou
seja, T, = 0. Entdo, a partir da Eq.(2.6) referente a T, , com (1 + cosf) = 2 cos” 6/2,

tem-se:

Kysen@ + K (3cos@-1)=0 (2.7)

A solucgdo desta equagdo é:
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otan—! | L[ KL | KLy
0, =2tan {4 (Klli (KH) +8H (2.8)

A Tenacidade a Fratura ¢ obtida através de ensaios de laboratorio executados com
carregamento no modo I e em condigdes de Estado Plano de Deformacdo. Como ¢
obtida no modo I a tenacidade ¢ comumente chamada de Kjc. Ensaios executados para
Estado Plano de Tensao sdo fortemente dependentes da espessura do corpo de prova e
por isso prefere-se obter a tenacidade do material a partir de ensaios executados para
Estado Plano de Deformagdo. O critério de fratura no modo I pode ser escrito como:
K; > Kyc. Utilizando-se a Eq.(2.7), com 6 = 0, tem-se Ky; = 0, reproduzindo a situacdo

do modo I puro e:

of =

Kc

2.
Jrr @)
O valor da tensao principal méaxima ¢ dado pela Eq.(2.6) com 0 = 6;, ou seja:

cos? & (K[ cos% - 3Ky sen%] (2.10)

1
- N2y 2

o1

Pode-se afirmar que, no modo misto, a fratura acontece quando a tensdo principal

maxima o, atinge o valor de o,". Igualando-se, entdo, as Eq.(2.9) e (2.10), tem-se:
Ko =cos2%[1{1 cos%—fﬁKU sen%] (2.11)

A expressao a direita do sinal de igualdade da Eq.(2.11) € conhecida como o Fator de

Intensidade de Tensao no modo misto, ou seja:

0 0 0
Kjeq =K cos37t—3KH coszésené (2.12)
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2.2.2 Critério da Densidade da Energia de Deformacio Minima

Este critério afirma que a trinca se propaga, desde sua extremidade, na dire¢do ao longo
da qual a densidade da energia de deformagao atinge um valor minimo e a fratura ocorre

quando este fator atinge um valor critico. Para material elastico linear a Densidade de

Energia de Deformagao ¢ definida por: u :fl—V;:%aij.glj que expandindo, vem:
aw 1. 2 2 2.V 1.2 2 2
u:W:E[ax+ay+az]—E[O'xay+0'yaz+020'x]+ﬁ[rxy+ryz+rzx (2.13)
Sendo:
Oy = Ky cosg (l—seng senﬁj— K seng(2+cosg cosﬁ]
Yoo 2 272 ) orr 2 272
o, = Ky COS— (1+sen— senﬁj—k K seng(cosg cosﬁ) (2.14)
NGy 2 ) \2mr 2 '

K 0 K 0
Ty =— sen— ; T, = ————=COS—
* 27y 2 * 27y 2

Para Estado Plano de Deformacdo o. =v [0 + 0,/ e para Estado Plano de Tensdo
o. = 0; E ¢é o moddulo de elasticidade e G = E/[2(I+v)] é o modulo de elasticidade

transversal do material. Levando a Eq.(2.12) na Eq.(2.11) vem:

_dW_S5(9)

1 2 2 )
=— (all.K[ +2a12.K1.KH +(122.KH (215)
dv r r
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onde:

1

16Gn ((1 + cosd).(xk —cos 9))

an=

1
ajn = sen@\2cosf@—x +1
276G ( )

[(K' +1).(1-cos )+ (1+cosd).(3cos b — 1)]

]
a =
27 6Gr

K = (3 — 4v) para Estado Plano de Deformacao e x = (3 — v)/(1 + v) para Estado Plano

de Tensao. A fratura ocorre na direcao do valor minimo de S(8), entao 8,,;, € obtido a

partir das seguintes relagdes:

Entao:
[2(1+ x)u]tan* §+ [2/(‘(1 —u? )— 2u® + 10]tan3 §—24ﬂ tan? §+

+[2z<(1 = y2)+ 6> —14]tan§+2(3 —K)u=0

[2(x —1)u]sen &8 sen 26 + [(K‘ - 1)(1 —u? )]cosé’ + [2(,uz - 3)]cos 20>0 (2.16)
onde y =K;/ Kjr . O critério para fratura no modo misto pode, entdo, ser escrito:

1
16G 2 2) 5
Kleq :{—2(/(—1) (all—K] +2a15.K7. K +ay . Kj Hzﬁm} (2.17)
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2.2.3 Outros Critérios

Neste trabalho ¢ utilizado o Critério da Tensdao Principal Méxima, mas outros critérios
podem ser incluidos com facilidade pela substituicdo da maneira de se calcular o angulo
de propagagao. Com esta finalidade, apresentam-se a seguir alguns critérios alternativos
que incorporam o comportamento elastoplastico do material. Apesar de serem baseados
nas expressdoes dos campos eldsticos de tensdo na regido da ponta da trinca, eles
consideram os efeitos da plasticidade através dos critérios de escoamento especificos.
Observa-se, também, que a plasticidade estd considerada na avaliagdo das tensdes na
regido plastificada e, por conseqiiéncia, dos Fatores de Intensidade de Tensao. KHAN e
KHRAISHEH (2000) estudaram alguns destes critérios, enfatizando a necessidade de
incluir caracteristicas plasticas dos materiais, justificada pelos resultados mais precisos
que foram obtidos. O desenvolvimento detalhado destas expressdes se encontra no

Anexo.

e Critério da Tensdo Principal Maxima modificado pelo Critério de

Escoamento de Von Mises

Segundo KHAN e KHRAISHEH (2000) o Critério da Tensdo Principal Mdaxima
Modificado considera que a propaga¢do da trinca ocorre segundo a perpendicular a
direcdo da tensdo principal maxima avaliada no contorno elastopléstico segundo critério
de escoamento de Von Mises. Combinando o critério de escoamento de Von Mises com
as Eq.(2.6) chega-se a expressao da regido plastificada em torno da ponta da trinca e as

expressoes que fornecem a dire¢do da propagacao da trinca:

12tan6§ — 24y tan5§ + [3+16,u2]tan4§ - [(5+4,uz),u]tan3§ +

0 |(7+5 2) | 0 (9+5u°) 218)
+3,u2tan25— AR gy ? TR ) _

2 2 2
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(177 +49ﬂ2)sen§ + (1269+621,u2)sen%—(255 —425,uz)sen?+
+(189—147y2)sen?— [(305+49,uz)y]cosg—[(423—207,u2)y cos?+ (2.19)

+[(595-85%) u ]cos% - [(315 —21u%) u ]cos? <0

onde u =K;/ Kj; . A solucdo da Eq.(2.18) fornece seis raizes sendo quatro complexas
conjugadas e apenas duas raizes reais que, combinadas com a Eq.(2.19), fornecem o

angulo adequado para a propagacao da trinca.

e Critério da Tensao Principal Maxima modificado pelo Critério de

Escoamento de Mohr-Coulomb

Uma alternativa ao Critério da Tensdo Principal Mdaxima Modificado considera que a
propagacdo da trinca ocorre segundo a perpendicular a direcdo da tensdo principal
maxima avaliada no contorno elastoplastico segundo critério de escoamento de Mohr-

Coulomb. O critério de escoamento de Mohr-Coulomb pode ser expresso por:
T,9+0g.1g® <c ou fro+fo 18D < 2c2mr

onde ¢ ¢ a coesdo, O ¢ o angulo de atrito interno do material e » representa a distancia
do contorno elastoplastico a ponta da trinca. Combinando o critério de escoamento de
Mohr-Coulomb com as Eq.(2.4) chega-se a expressao da regido plastificada em torno da

ponta da trinca e as expressdes que fornecem a dire¢do da propaga¢do da trinca:

6tan4§ —4u tan3§ + (,u2 +9)tan2§ —4u tang + (,L12 +3) =0 (2.20)

12tan3§—6y tan2§+(,u2+9)tan§—2y <0 (2.21)
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onde i =K;/ Kj; . A solucao da Eq.(2.20), combinada com a Eq.(2.21), fornece o angulo

adequado para a propagacao da trinca.

e Critério da Densidade da Energia de Deformacio Dilatacional Maxima

Segundo KHAN e KHRAISHEH (2000) o Critério da Densidade da Energia de
Deformagado Dilatacional Maxima considera que a propagagado da trinca coincide com a
direcdo da densidade de energia de deformacdo dilatacional maxima avaliada no
contorno da energia de deformacdo distorcional constante em torno da ponta da trinca.
Este critério utiliza o contorno elastoplastico segundo critério de escoamento de Von
Mises. Combinando a expressao da energia de deformagao distorcional, que € constante
no contorno elastoplastico de Von Mises, com as Eq.(2.4), chega-se as expressoes que

fornecem a direcdo da propagacdo da trinca:

2
-1) tan3§ + Mtanz 9

tan5£—4,utan4g +(5u° +
2 2 2
(w*=2u>-1) 0  (1+u°) (2:22)
+ £ - tan— + — 42
2 2 2
(1-20p> =52u%)cos O+ [8(3+2,u2 —,Lz4)]c052¢9—[3(3—12,z12 +,u4)] cos36 +
(2.23)

+[203+ 52 ] sen0 + 32 1+ 1) gt [sen20-[6(5-3u>) pu |sen30 <0

onde 1 =K;/ Kj; . A solugdo da Eq.(2.22) combinada com a Eq.(2.23) fornece o angulo

adequado para a propagacdo da trinca.
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2.3 Resumo

Neste capitulo foram apresentados os fundamentos da Mecéanica da Fratura e os
conceitos da propagacdo de trinca. O conceito do Fator de Intensidade de Tensdo foi
introduzido para a MFEL. Foi mostrado que o FIT ¢ um fator que mede a intensidade da
solicitacdo na ponta da trinca no contexto da MFEL, mas o seu emprego pode ser
estendido para a MFEP. Foram descritos diversos critérios para a propagacao da trinca,
ressaltando-se, entretanto, que o Critério da Tensdo Principal Méxima sera o unico

critério a ser utilizado no restante da tese.
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EQUACOES INTEGRAIS PARA ELASTOPLASTICIDADE

Considerando-se um elemento infinitesimal em torno de um ponto dentro de um corpo,

o equilibrio estatico de for¢cas e momentos deve satisfazer a seguinte equacao:

.. +bh =0 (3.1)

onde o;;; sdo as componentes das derivadas espaciais do tensor de tensdes o;; , ou seja,
0 =003 /0x; € b; representa as componentes das forgas de volume. Se os deslocamentos
do corpo sdo tais que os termos de segunda ordem podem ser desprezados, as

deformacdes podem ser expressas pelo tensor de deformacao infinitesimal de Cauchy:

(3.2)

Para um material eléstico e isotropico, no qual ndo ha variacdo de temperatura, a Lei de

Hooke, relacionando tensdes e deformagdes, pode ser escrita da seguinte forma:
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2Gv (3.3)
£ 0y

o; = 2G &+

Substituindo-se a Eq.(3.2) na Eq.(3.3) tém-se as tensdes em funcao das derivadas dos
deslocamentos. Substituindo-se o resultado na Eq.(3.1) obtém-se a conhecida equagao

de Navier:

G (3.4)
Guj’kk +Euk’kj +bj =0

Os problemas da Teoria da Elasticidade que obedecem a Eq.(3.4) e que tém condi¢des
de contorno conhecidas, podem ser representados por uma equagdo integral, como ¢é

mostrado a seguir.

Considera-se um corpo definido pelo seu contorno I' e seu dominio €, que esta em
estado de equilibrio, com condi¢des de contorno conhecidas de carga e deslocamento,
~ r r . *
representadas pelos tensores Gj; , € , Ui , pi € b;. Supde-se, também, um dominio Q com
* . ey .
contorno I", que contenha o corpo QQ + I, e que esteja em equilibrio, representado pelos

*

* * * * A .
tensores Gj , € , Ui , pi € b;i. Se ambos os corpos tém as mesmas propriedades

elasticas pode-se escrever a equacdo integral a partir da simetria dos tensores

envolvidos:
J.Q 0, & dQ = J.Q 0 & aQ (3.5)

Integrando por partes a equacdo Eq.(3.5) e tendo-se em conta a Eq.(3.1) e a Eq.(3.2)

chega-se a expressao do segundo Teorema da Reciprocidade de Betti.

J.gb[* u; df2 +J.Fp; u;dl’ = .[Qbi u; dQ +jrp[ w, dI" (3.6)

P
Supondo-se que as componentes das forcas de volume b, correspondem a uma forca

e, . * A . ~ .
unitaria P. aplicada em um ponto s € Q , em cada uma das trés direcdes ortogonais,

1

pode-se €SCrever:



38

b; =0(s,9) P, (3.7)

onde J(s,q) representa a fungdo Delta de Dirac, s ¢ o ponto singular (ponto fonte) e

q € o} ¢ o ponto campo. Tem-se, entdo, que:
[,b/u dQ=u, ()P (3-8)

Se cada ponto de carga ¢ considerado independentemente, pode-se escrever:

uj=u;(s,.9)B e py=p;(s.q)P, (39

A partir do exposto acima a Eq.(3.6) passa a representar as trés componentes

independentes do deslocamento no ponto s, ou seja:

u(s) = | u;(s.0)p,;(Q)dT(Q)- | p;(s, Qu;(Q)dr(Q) (3.10)
+ [ uy(s.0)b,(0)dg)

onde s,geQ e S,Qel. A Eq.(3.10) é conhecida como Identidade de Somigliana

para deslocamentos. Esta equagdo envolve valores para pontos no contorno, sendo

necessario, portanto, a sua particularizagao para estes pontos.

JEEN

L/

FIGURA 3.1 - Processo de Limite da Equag¢ao Integral de Contorno
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O procedimento consiste em isolar-se o ponto fonte S pertencente ao contorno I', com
um arco de circulo de raio &, conforme FIG.3.1, e através de um processo de limite com

€¢—0, obter uma equagao integral de contorno para deslocamentos:

Cyi(S)u;(S) + [ . (S.Quy(Qdr (@)= [ u;(S,.0) p(Q)dI(Q)

x (3.11)
[ u(S.0)b (@) d2A(g)

A Eq.(3.11) fornece as relagdes que devem ser satisfeitas entre os deslocamentos e
forgas de superficie de um corpo elastico. Como nao hd uma solugdo analitica geral para
a equagdo integral de contorno, uma aproximag¢ao numérica ¢ a forma mais adequada
para a solucdo do problema. A sua implementagao consiste na discretizagao do contorno
em uma série de elementos, nos quais os valores dos deslocamentos e forgas de
superficie no contorno sdo interpolados em funcao dos respectivos valores nos nos
destes elementos. Os valores conhecidos sdo substituidos na equacdo integral de
contorno e os valores desconhecidos formam um sistema de equagdes algébricas cuja
solugdo resolve o problema. Este conjunto de procedimentos forma a base do Método

dos Elementos de Contorno direto, cujas incognitas sdo as suas variaveis fisicas reais.

Na Teoria da Elasticidade consideram-se duas hipoteses: ao se retirar o carregamento de
um corpo ele retorna ao estado inicial indeformado e as deformagdes dependem apenas
das tensdes finais aplicadas, ndo interessando a histéria do carregamento. Na
Plasticidade estas hipdteses nao sao validas. Quando se aplica um carregamento a uma
amostra, elevando-se as tensdes a valores que excedem o limite elastico do material, o
estado final de deformagdo depende ndo somente das tensdes finais, mas também da
historia da trajetéria das tensdes, a partir do inicio do escoamento. Ao se retirar o
carregamento aplicado, ocorre uma deformacgao residual na amostra, nao retornando ao
estado inicial anterior a aplicacdo da carga. A deformagdo total ¢, entdo, a soma das

deformagdes elastica e ineldstica, ou seja:

& = &5 + &8 (3.12)
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onde efj representa a parte elastica da taxa da deformacdo total e 83 representa a

respectiva parte plastica. O (.) indica que o processo ¢ incremental para se levar em
conta a histéria do carregamento. A Eq.(3.5), que ¢ valida para materiais elasticos, ¢

escrita novamente na forma incremental:
IQ o5 (5,q) £5(q)dQ(q) = ch'fij (q)&;(s,9)dQ(q) (3.13)
Substituindo-se a Eq.(3.12) na Eq.(3.13), tem-se:
[,05 6@ 3(@dQa) = [ 65(@e5(50)dAQ) + | 0} (5.0) & (@dQ(q)  G-14)

As duas primeiras integrais da Eq.(3.14) sdo integradas por partes como foi feito na
Eq.(3.5) e a ultima integral ndo sofre nenhuma alteragdo. A equacdo incremental

resultante ¢ analoga a Eq.(3.10), somando-se, agora, o termo inelastico:

i,(s) = [ 4,00 p,(QdT(Q)- [ p;(5.Qii,(Q)dT(Q)
49”;(&61)51 (q)dx(q) + jg 0 (5.9) €% (q)dAq) (3.15)

A Eq.(3.15) ¢ a Identidade de Somigliana para deslocamentos estendida para o caso
inelastico que permite a consideragdo da historia do carregamento, durante o processo

incremental.
3.1 Equacio Integral para Deslocamentos
A Equacao Integral para pontos internos, estendida para o caso inelastico na formulacao

em deformacdes iniciais, na auséncia de for¢as de volume, segundo TELLES (1983),

como foi mostrado no item anterior, ¢ dada por:
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i (9)+ | _pjj(5,0)ii j(Q)dT(Q) = | uj(5.0) p;(Q)dT(Q)

* (3.16)
+ IQ i (5,9) éjo.k (9)dQ(q)

Levando-se em conta o Teorema da Reciprocidade de Betti para o termo inelastico,

obtém-se a Identidade de Somigliana para problemas com tensdes iniciais:

i (5)+ [ _pij(5.0)it j(Q)dT(Q) = [ ujj(5,0) p;(Q)dT(Q)

. (3.17)
+[ &k (5.0) 6% (@) d2Ag)

~ . .* . *
As solugbes fundamentais u; e p;; representam os deslocamentos e for¢as de

superficie na direcdo j no ponto campo Q, que corresponde a uma carga unitaria
aplicada na direcdo i no ponto fonte s. As ultimas integrais das Eq.(3.16) e Eq.(3.17)
referem-se as contribui¢des das deformacgdes iniciais e das tensoes iniciais no dominio
Q, respectivamente. As integrais destas equacdes sao regulares porque » # 0, onde r € a
distancia entre os pontos fonte e campo. De maneira anidloga como foi obtida a

Eq.(3.11), a Eq.(3.17) pode ser escrita para os pontos do contorno (ponto S):

Cy(S)iy(S)+ | py(5.0)i;(0)dI(Q) = [ ui(5.0) p;(0)dI(Q)

) (3.18)
+ ), €k (S:4) GG (q)d2(q)

Tem-se C;; = 2 §; ; para contornos suaves, mas o valor de Cj; depende da geometria
local, em vértices com descontinuidade geométrica, onde o ponto fonte S esta aplicado.

d;; representa o delta de Kronecker, ou seja, igual a zero se i # j e igual aum se i = j. As

%

. * *
expressdes dos tensores fundamentais pj;, u; e &;

+ podem ser encontradas em

TELLES (1983). A expressao de Cj; para vértices com descontinuidade geométrica pode
ser vista em TEIXEIRA (1992) ou em VENTURINI (1983). A integral a esquerda do

sinal de igualdade deve ser interpretada no sentido do Valor Principal de Cauchy.
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3.2 Equacio Integral da Derivada dos Deslocamentos

A equagdo integral da derivada dos deslocamentos nos pontos internos, estendida para o
caso inelastico, ¢ obtida a partir da Eq.(3.17). Quando se deriva a integral de dominio
desta equacgdo, aparece um termo livre, segundo o conceito de Mikhlin, como ¢
mostrado a seguir. A existéncia do termo livre estd justificada em TELLES (1983),

PARTON e PERLIN (1982) ou MUSKHELISHVILI (1953).

Ouy(s) _ I au,]( $.q)

I ox,

p,]( s.q)

— L pia)dr(q)-| ii(q)dl(q) +

0x,,

08 i(5.9) . 3.19)
A

o 6(4) dAq) - ,k(q)j Exi(5,9) Tn d(q)

A terceira integral da Eq.(3.19) deve ser interpretada no sentido do Valor Principal de
Cauchy e o termo livre ¢ calculado considerando-se I'; um circulo de raio unitdrio e
centro no ponto fonte. Deve-se observar que a derivada do deslocamento ¢ tomada em

relagdo ao ponto fonte. Para estado plano de deformagao o termo livre ¢ expresso por:

1 o o (3.20)
m[ 23-4v) 65, (9) -7, (q)

. *
- 6% @] r, S0 i dT(G) =
G ¢ o0 modulo de elasticidade transversal, v é o coeficiente de Poisson do material e os

indices valem 1 e 2 para problemas 2D. Na penultima integral da Eq.(3.19), tem-se:

(1= 2V )[8 s 8 +8 iy St =271 Fom 835 =27} P S|

de’y, _
Jki _ 1 _Sim Sjk _ 87”1' V.j i Fm (3.21)

0Xp  8n(l—v)Gr?

+2 l",il",m8jk+7",jl",k8im+I",il",k8jm+l",il",j8km:|

Para o calculo da Integral J é necessario saber o valor das derivadas dos deslocamentos

em pontos do dominio, o que faz a Eq.(3.19) particularmente importante.
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3.3 Equacao Integral das Tensoes e das Forc¢as de Superficie

Tendo-se em vista a Eq.(3.3), obtém-se a equacgdo das tensdes nos pontos internos a

partir da Eq.(3.19), na auséncia de forgas de volume:

6,(5) + [ pyy(5.0)1,(Q)dT(Q) = [ ;,(5.0) p (Q)dT(Q)

+ [ £5u(.0)00(@)dAg) + g, (50) (3.22)

*

. * * . ~
As expressoes dos tensores fundamentais pyj , uy e &y ¢ do termo livre g; sdo

7
encontradas em TELLES (1983) ou em TEIXEIRA (1992). Para estender a Eq.(3.22)
para o contorno, deve-se aplicar um processo de limite retirando-se um setor circular de
raio ¢ e centro no ponto singular S pertencente ao contorno do corpo, conforme FIG.3.1.

Como § ¢ Q_, tem-se:

Jor o5 Pik(s.0)i(0)dr(Q) ujik(5.0) pr(Q)dr(Q)

—I,+T: B Jr—rg +T;

* (3.23)
+[ i (5.0)55(a)d0q)+ 2 (55))

gjj (c'szl) ¢ o resultado do processo de limite quando g;; (c'szl) ¢ levado para o contorno.
Para elasticidade bidimensional sabe-se que uy, =3(1/r) e p, =9(1/r’). A

Eq.(3.23) ¢ expandida a seguir:

Ji o Pik(5:0)ix(Q)dT(Q) + [ pj(5.0)in(Q)dT(Q) =
= [ 4k (5:Q)Pr(Q)AT(Q) + [& ui(5.0) pr(Q)dT(Q) 324)

+JQSUk1(S;Q)GZZ(Q)dQ(Q)+gij(d%)
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Toma-se, entdo, o limite quando &£— 0 na Eq.(3.24), ¢ obtém-se a expressdo das

tensdes no contorno. Para um melhor entendimento do processo de limite, as integrais
sdo avaliadas como mostrado a seguir. As duas primeiras integrais a direita do sinal de

igualdade sdo:

) * ) * i (3.25)
Ip = hm{ oo 4k (8.00pLQdNQ) + [ uj(5.0) h(Qdr(Q) }

-0
Os dois limites da Eq.(3.25) tém singularidades fortes da ordem de 7%1/r). O primeiro

resulta em uma integral imprépria que ¢é integravel no sentido do Valor Principal de
Cauchy. O segundo pode ser regularizado com o primeiro termo da expansao em série

de Taylor das forgas de superficie em torno do ponto fonte, resultando em:

lim [ 13,(5.0) 5, (@)dr(©) | =tim| [ 11, (5.0)[ (@) p,(9)] T @)

(3.26)
+ py()tim | [ (s.0)dr(©) |

A primeira integral a direita do sinal de igualdade se anula pela condicao de

continuidade das forcas de superficie. Entdo:

, (3.27)
Ip = | uj(8,0)px(Q) dI(Q) + Cip(8) i ()

onde:

_ . (3.28)
Cyi(8) = lim [ u5(5,0) dr(Q)

Da mesma forma, as integrais a esquerda do sinal de igualdade na equacdo (3.24) sdo:
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Ig = i o (S,0)iif (0)dT 7 (S5,0)ii () dT G-29)
5 —gglo{ Ji_r. Pik(5.0a(@dr©@) + [ pji(5.0is @ dr(©) }

Os dois limites da Eq.(3.29) contém hipersingularidades da ordem de 3(1/r%) . O

segundo limite pode ser regularizado com os dois primeiros termos da expansdo em

série de Taylor dos deslocamentos em torno do ponto fonte, resultando em:

Ip=tim[  p}(S.0)ii (Q)dI(Q)+it, ()lim [ p},(S.0) d(Q)+
+lim [ pi (8,00{,(0) ~ 1t () ~1,,,[x,, Q) ~ x,,()]}r(Q) +
+ii, ($Hlmf pl (5.0 [x,(©Q)~x,($)]dr(©Q)

(3.30)

O terceiro limite na Eq.(3.30) ¢ integravel e se anula desde que a funcdo u; preencha a

condi¢do de continuidade de Holder. O segundo limite resulta em:

j 33
0 (S) lim | 97, (5.0) dT(Q)=i,(5)lim > (330
&0 JI £—0 &

onde B (S) ¢ uma constante que depende da geometria local e das constantes elasticas

do material. Finalmente o altimo limite leva a um salto na derivada dos deslocamentos,

ou seja:
i (S) Tim [ P (5.0 6 (@)= 2y ST (©Q) =t () Dy (5) O3
e—0 s

onde Dy, (S) ¢ uma constante que depende das constantes elasticas do material ¢ de

transformagoes de coordenadas. Levando-se as Eq.(3.31) e (3.32) na Eq.(3.30) vem:

B (S) _ (3.33)
4 Dy (S (S)

Ig= glgno[ Jor, P (S Q ik QAT (@ +ix (5)



46

O limite na Eq.(3.33) resulta em uma integral imprépria que pode ser integrada no
sentido da Parte Finita de Hadamard. Este limite é finito, como sera demonstrado no
item 3.4, pois o segundo termo do limite, que € singular, cancela outro termo singular

obtido a partir da expansdo em série de Taylor do primeiro termo. Assim, a equagao

(3.33) pode ser reescrita, onde o simbolo =J; indica Parte Finita de Hadamard.:

lg= j‘? p;k (S,0)1iy () dT(Q) + Dt (St () (3.34)
Levando as Eq.(3.27) e Eq.(3.34) na Eq.(3.24), vem:

= Ci(S)pi(S)+ Dyjian (S i () =F45(5.0) i (0)dT(Q)

" . (3.35)
~f Pk (S.0)ik(Q)AT(Q) + [ | Eijus (5.9)55,(4)d¥ a)+ 25 (5 )

A expressdo a esquerda do sinal de igualdade, para contorno suave, Vale%c}ij (S),
segundo CRUSE (1977). Entao:
1. * _ * . (3.36)
8i(S) = uiie(S.Q)pi(0)dr(Q) — 4 pyi(5.0)ix(Q) dr(Q)

+_[Qeljkl(s,q)fle(CI)dQ(Q)*'gij(c"Zl)

Voltando a Eq.(3.35), o termo independente g; (c'szl) vale a metade daquele termo

referente aos pontos internos, g;; (c'szl ), porque € possivel provar:

s (3.37)

Pode-se escrever, entdo, a Equacdo Integral para Tensdes nos pontos do contorno,

estendida para o caso inelastico:
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563(S) +j%pz-jk (S,0)1i; (Q)dI(Q) = J[ruijk (5:0) P+ Q)41 (©) (3.38)

* -0 1 .0
+ [ £ S0 @dAG) + gy (S7)

Sabe-se que: p; = 7 n;. Entdo, a expressdo final para a Equacdo Integral de Contorno

para Forcas de Superficie, estendida para o caso inelastico é:

1 ' % . % .
S PiS)=n; ][r i (S,0) pr (Q)dL (Q)—n; erPijk(S’ Q)i (Q) dI(O) (3.39)

% . 1 y
wn; [ £ u5.9)67(9) d(g) +n; g;(57)

As Eq.(3.18) e Eq.(3.39) constituem a base do Método dos Elementos de Contorno

Dual, sendo que a Eq.(3.39) ¢ conhecida como a equagao hipersingular do MEC.

3.4 Integrais Singulares do Tipo Cauchy e sua Derivada

Justifica-se a seguir a afirmativa de que o limite da Eq.(3.33) resulta em uma integral
impropria e que este limite ¢ finito. A integral pode ser reconhecida como uma Integral

do Tipo Cauchy, ou seja:

1o=[" @) (3.40)

ax—c

onde a< ¢ <b. Em primeiro lugar deve-se resolver a integral (3.26) fazendo-se f(x) = 1.

Entao:

I(X)zjb dx (3.41)

ax—c




48

A integral (3.41) tem o ponto singular c. Deve-se, entdo, subdividi-la em duas outras

integrais que ndo contém o ponto singular e depois tomar o limite para incluir aquele

ponto.
o [pe—g  dx b dx . { e b } (3.42)
I(x)= lim + = lim {|Lnjx—c '+ |Lnix—c
) gl—>0D‘a x—c J.C"hgz x—c} £—0 [ | ”a [ | |]C+‘92
&) —0 £)—0
I(x)anb_C + lim LnL ;See=¢=¢ = lim LnL =0
c—a &1 -0 1) &1 —0 &r
&7 —0 &2—0
~ b-c . e (3.43)
Entdo I(x)=Ln ¢ o Valor Principal de Cauchy
c—a
A integral original /(x) pode entdo ser resolvida:
- 3.44
I(x):J'bf(x) dx = J'bf(x) f(C) dx +f(C) J'b dx ( )
dx—c a  x-c dx-c

Se f(x) satisfaz a condicdo de Holder, a integral singular /(x) existe no sentido do Valor

Principal de Cauchy:
J»b&dxzj«bf(x)—f(c)dx £ £(0) Lnb—c (3.45)
ax—c a xX—c c—da

A integral a direita do sinal de igualdade ¢ uma integral regular.
Mostra-se, a seguir, a derivada da integral singular do Tipo Cauchy, ¢ como a

singularidade pode ser removida:

H(x) = J‘bde

a (x—c)2
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Da mesma forma que foi feito anteriormente, deve-se resolver a integral H(x) com
f(x)=1. Isola-se o ponto singular ¢, como também foi feito anteriormente, dividindo-se a

integral em duas outras integrais, em torno do ponto singular, e tomando-se o limite:

b dx ) c—ég dx b dx (3.46)
I 7 = lim .[ 2 +I 2
T I R
&
b dx 1 c—& 1 b (347)
tote -l
a(x—c) 51—>((J) x—c, xX—c ct+e,
£y —>
b dx . {1 1 1 1} (3.48)
J 5 = lim | —+ - +—
4(x-c) g0 & a—-c b-c &
&—0

Fazendo-se ¢ = ¢ = & , vem:
b dx { 1 1 } : {2} (3.49)
j 7 = - + lim|—
a(x—c) a-c b-c e—>0L &

A derivada da Integral de Cauchy pode, entdo, ser calculada:

H(x) = PF I"L")zdx ~ lim| [ L")zdﬂ J'b f(x)2 2 J©
tmet e (=) e (x-c) ¢ ] (350
onde PF significa Parte Finita. O termo 2& ¢ subtraido de forma a eliminar a parte
&

singular da integral. A integral H(x) pode ser regularizada com os dois primeiros termos

da expansdo em série de Taylor.
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H(x)=
i {ﬁ—sf(x)—f(c)—fz(w[x—C]d Ay f ) o }+
>0 (x—c) _C) e (3.51)
J‘f+8 f(x)_f(c)_fz(c)[x_c]d +f(C)J'c+8 + f ( )J’C+8
i (x-c) (x-c)’
e—0 —ZM
€
Entao:

—C

—da

He) - { [P LSO @]y L%_;} £l
—-Cc a—c¢ C

a (x—c)?

} (3.52)

onde o termo 2——+= /() foi cancelado com igual parcela, mas de sinal oposto, da expressao
&
b
f(c) I S ) dx Desta forma justifica-se a dedugdo da equacao (3.34).
—c)’

3.5 Comportamento Elastoplastico dos Materiais

O comportamento tensdo-deformagdo dos materiais pode ser mostrado, de forma
simplificada, a partir de um estado de tensdes uniaxial como o ensaio de tragdo simples.
A curva tensdo-deformacgdo obtida neste ensaio pode ser dividida em trés trechos. O
primeiro deles representa um comportamento elastico linear onde as tensdes sdo
proporcionais as deformagdes (trecho OE). O trecho seguinte corresponde a uma curva
que representa um comportamento eldstico nao-linear (trecho EF). Isto quer dizer que,
apesar das tensdes e deformagdes ndo serem proporcionais, ainda assim a retirada do
carregamento restitui o estado inicial indeformado. Neste trecho sao validas as equagdes
da teoria da elasticidade devendo-se, entretanto, considerar a variagdo do modulo de

elasticidade.
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FIGURA 3.2 — Diagrama Tensao-Deformac¢do do Material

O terceiro trecho refere-se ao dominio plastico (trecho FH), ou seja, deformacdes
permanentes aparecem ao descarregar-se o corpo de prova. O aumento de tensdes apos
o inicio do escoamento ¢ chamado de encruamento ou endurecimento. Por outro lado, se
houver diminuicdo de tensdes apds o inicio do escoamento este comportamento do

material é chamado de enfraquecimento ou amolecimento.

No dominio elastico ndo ha dissipagdo de energia no processo de descarregamento
desde que todo o trabalho ¢ restituido. Ao contrario, no dominio pléstico, o trabalho
restituido refere-se a area entre a vertical que passa no ponto considerado e a linha do
descarregamento que, no diagrama tensdo-deformacdao, ¢ paralela a linha do
carregamento elastico (AAHB). O restante do trabalho ¢ dissipado concluindo-se que a
dissipacdo de energia no dominio pléstico ¢ diferente de zero. Sdo validas, ainda, as
equacdes de equilibrio e compatibilidade usadas no regime elédstico havendo, entretanto,
a necessidade da reavaliacdo das relagdes tensdo-deformacdo que determina a lei

constitutiva dos materiais.

Observa-se que o limite eldstico para um estado uniaxial de tensdo ¢ dado pelo valor da
tensao de escoamento. Entretanto para um estado plano ou triplo de tensdes o problema
¢ bem mais complexo. A fronteira entre os dominios elastico e plastico ndo ¢ mais

definido por somente um valor de tensdo. As componentes do estado de tensdo sdo
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combinadas dando origem a um valor Unico, conforme o critério de escoamento
adotado, denominado tensdo efetiva. O comportamento elastoplastico de um material é
definido quando se conhece:
a) arelagdo tensdo-deformagdo na fase elastica;
b) a superficie de escoamento que indica o inicio da fase plastica;
¢) uma lei de endurecimento ou enfraquecimento que estabelece as condigdes
dos estados plésticos subseqiientes;
d) uma lei de escoamento plastico relacionando os incrementos de deformacao
com as tensdes e incrementos de tensado;
Para os materiais elasticos perfeitamente plasticos ndo ¢ necessaria a definicdo do

item (c).
No regime elastico as tensoes se relacionam com as deformacodes pela expressao:

O-ij =Cijkl Erl (3.53)

onde o; e g sdo as componentes das tensdes e das deformagdes especificas
respectivamente e Cyy € o tensor das constantes eldsticas que, para materiais
isotrépicos, ¢ dado por:

2Gv ( (3.54)

Cijkl :Eé‘ijé‘kl-’_G §ik5jl +5i15jk)

onde G e v sdao o modulo de elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson do

material respectivamente e J; € o delta de Kronecker.
3.5.1 Lei de Endurecimento

Para os materiais que apresentam a caracteristica de endurecimento haverd uma nova
tensdo de escoamento para um novo carregamento e esta situacdo ¢ representada por
uma nova superficie de escoamento. Desta forma sdo definidas as superficies de

escoamento subseqiientes, correspondentes aos varios carregamentos ocorridos. A
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funcdo e a superficie de escoamento sdo chamadas, para este caso, de funcdo e
superficie de carregamento. A posicdo da superficie de escoamento serd, entdo,
dependente do valor instantaneo do parametro de endurecimento x que pode ser a
deformagdo plastica volumétrica, o trabalho plastico realizado ou o indice de vazios,

como ¢ usual em solos.

A superficie de escoamento varia em tamanho e forma, de acordo com o estado de
tensdes. O aumento significard um endurecimento do material enquanto a diminuicao o
seu amolecimento. Em aplicagdes de plasticidade a mecanica dos solos, admite-se que
durante o escoamento pléstico, a superficie de carregamento expande-se ou contrai-se
em relacdo a origem, mantendo a forma, o centro e a orientagdo da superficie de
escoamento. Este comportamento ¢ chamado de endurecimento ou enfraquecimento
isotropico. Outra possibilidade, menos comum, tem a superficie de carregamento com o
mesmo tamanho, forma e orienta¢ao da superficie de escoamento. Entretanto ela sofre
uma translacdo em relagdo a outra. Esse comportamento ¢ chamado de endurecimento
cinematico que permite a consideragdo do efeito Bauschinger. Apo6s a primeira

deformacao plastica, os materiais podem perder a simetria da curva tensao-deformagao

e os niveis de escoamento a tragdo ¢ a compressao ficam diferentes.

a
A
O o= ‘h
Y 4 \,/\
g/
/o
/ |
4 |
/ |
|
o / i
S
| | |
o £°

FIGURA 3.3 — Diagrama Tensao-Deformacgao Simplificado do Material
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Sera considerado neste trabalho um diagrama tensdo-deformacao simplificado com um
trecho elastico e outro plastico com endurecimento linear. Para o trecho plastico a
tensdo o, tem um valor inicial igual a tensdo de escoamento Y e varia de acordo com o

aumento da deformacdo plastica &”, ou seja:

Er __p (3.55)
_Er
E

o, =Y+

Sendo E= tga e Er = tgf, onde a e f sdo as inclinagdes dos trechos eléstico e plastico,
respectivamente, no diagrama tensao-deformagao, conforme FIG.3.3..

De uma forma mais geral pode-se relacionar o trabalho de endurecimento com a tensao
de escoamento instantanea o,. O parametro de endurecimento x representa o trabalho de

endurecimento total:

K= jgdgp (3.56)
o, = V,qugp) (3.57)
dic d  di de? L dy 1 dy _i' (3.58)

-0 = =
de? dy dgP dy dk 0 dgP o
onde H’ ¢ a inclinagdo instantanea do diagrama tensdo-deformagdo no regime pldstico.

Para o caso simplificado considerado nesta tese o trabalho de endurecimento ¢ linear e o

valor de H’ é constante e vale:

. Ep (3.59)
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3.5.2 Lei de Escoamento Plastico

A funcdo de escoamento que determina o inicio do comportamento plastico do material

tem a seguinte forma geral:
F(o,xk) £ 0 (3.60)

Onde x ¢ o parametro de endurecimento do material obtido experimentalmente. Quando
F(o,x) < 0 o material se encontra no regime eldstico e o ponto referente ao estado de
tensdes se coloca dentro da superficie de escoamento. O sinal de igualdade corresponde
ao dominio pléastico com o ponto referente ao estado de tensdes sobre a superficie de
escoamento. Para materiais com endurecimento, quando o ponto referente ao estado de
tensOes atinge a superficie de escoamento, ela se expande, fazendo com que este ponto

permanega sobre esta superficie.

Supondo-se a existéncia de uma fungdo de potencial plastico O que descreve o
comportamento plastico do material, pode-se relacionar a direcdo dos vetores da
deformagdo incremental plastica com o gradiente desta fun¢do. Como eles sdo

perpendiculares, tem-se:

ds? = a7 60 (3.61)

que ¢ a lei do escoamento plastico nao-associada ou regra de fluéncia ndo-associada.
Quando as fungdes F' e Q sdo as mesmas tem-se a lei do escoamento plastico associada

ou regra de fluéncia associada:

de? - a1 2F (3.62)
v 60_1]
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que relaciona incrementos de deformacdo plastica com o gradiente da fungdo de
escoamento. di ¢ um fator de proporcionalidade escalar, maior que zero, e que varia

durante o processo de deformagao, sendo chamado de multiplicador plastico.

Considerando o emprego da regra de fluéncia associada, algumas consideragdes mais
detalhadas devem ser introduzidas. Devido a fluéncia plastica, alguns materiais
apresentam um grau de endurecimento nesta fase e duas hipdteses foram feitas para
definir este comportamento. Na primeira hipotese HILL apud DESAI E
SIRIWARDANE (1984) supd6s que o endurecimento depende somente do trabalho
plastico e ¢ independente da trajetoria das deformagdes. A segunda hipdtese supde que a
deformacdo plastica ¢ a medida do endurecimento. Com relagdo a primeira hipotese, o
trabalho de endurecimento obedece aos seguintes postulados, conhecidos como
postulados de Drucker:
a) Durante a aplicacdo das tensdes, o trabalho feito pelas forcas externas ¢
positivo;
b) Durante o ciclo de aplicagdo e remogao das tensdes, o trabalho feito pelas forgas
externas ¢ nulo ou positivo;
Para se estabelecer as expressdes matematicas relacionadas com os postulados acima, a
partir de um estado de tensdes o;;, considera-se um acréscimo de tensdo doj;, que causa
um pequeno acréscimo de deformagdo de;. Entdo, de acordo com o primeiro postulado,

tem-se:

>0 (3.63)

dGU dgl] 2

Mas a deformacao total ¢ a soma das deformagdes eléstica e plastica, ou seja:
e p 3.64
doy \def +ds? )20 (3.64)
O segundo postulado permite escrever:

doy dsl >0 (3.65)
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Algumas condicdes adicionais devem ser satisfeitas para se garantir a descri¢do
adequada do comportamento da deformagdo plastica e foram propostas por PRAGER
apud DESAI e SIRIWARDANE (1984):

1. Condig¢do de Continuidade: uma variacdo infinitesimal do; no estado de tensoes oj;,
causa um carregamento, um descarregamento ou um carregamento neutro,
dependendo se a trajetoria de tensdes esta dirigida para o interior, para exterior ou
tangente a superficie de escoamento. Para se evitar descontinuidades nas relacdes
tensdo-deformacdo esta condicdo exige que o carregamento neutro nao cause
deformacao plastica;

2. Condicao de Unicidade: para um dado sistema de incrementos infinitesimais de
forgas, os incrementos de tensdes e deformagdes resultantes sdo inicos;

3. Condicao de Irreversibilidade: devido a irreversibilidade das deformagdes plasticas,
o trabalho feito por elas ¢ positivo, conforme Eq.(3.65);

4. Condi¢do de Consisténcia: um carregamento a partir de um estado plastico causa
outro estado plastico. Esta condi¢do exige que o critério de escoamento seja

satisfeito enquanto o material estiver em um estado plastico;

As condicdes de Prager e as hipdteses feitas levam a importantes restrigdes no
comportamento elastoplastico de um material. A condi¢do de continuidade exige que a
componente tangencial da tensdo nao provoque deformagdo plastica, razdo pela qual
somente a componente normal a superficie de escoamento ¢ responsdvel por essa
deformacdo. Este fato obriga que o incremento de deformagdo pléstica seja
perpendicular a superficie de escoamento, no espacgo de tensdes instantdneo. No caso de
um ponto singular ele deve estar entre as normais a esquerda e a direita deste ponto.
Este fato ¢ conhecido como regra de normalidade, representado pela Eq.(3.62). Outra
conclusdo importante a partir da condigdao de irreversibilidade ¢ que a superficie de
escoamento deve ser convexa em relagdo a origem do espago de tensdes, pois qualquer
raio vetor para um ponto da superficie de escoamento, deve fazer um angulo agudo com
sua normal, para o exterior a superficie, naquele ponto. A prova matematica desta

conclusdo encontra-se em DESAI e SIRIWARDANE (1984).
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Os postulados de Drucker e as condi¢gdes de convexidade e normalidade sdo validos
somente para materiais com endurecimento ou eldsticos-perfeitamente plasticos,
chamados de materiais estdveis. Exclui-se, portanto, os materiais com amolecimento,

que s3o chamados de materiais instaveis.

Quando se utiliza a regra de fluéncia associada, material eldstico-perfeitamente plastico
e critério de escoamento de Mohr-Coulomb observa-se o fenomeno da dilatancia, que
acompanha o cisalhamento de um solo com angulo de atrito ndo nulo. A resisténcia ao
cisalhamento ¢ devida a coesdo e ao angulo de atrito interno, sendo que a parcela
relativa ao atrito interno corresponde ao atrito interno propriamente dito e ao
entrosamento entre as particulas. O aumento de volume durante o cisalhamento, que ¢ a

dilatancia, ¢ ocasionado pela parcela referente ao entrosamento.
3.5.3 Formula¢ao Matricial
A Eq.(3.60) pode ser escrita na seguinte forma:

F(oy,6) = f(o) - w(x) = 0 (3.66)

Entao:

dF :idaij _ OV e =0 (3.67)
Chamando-se:
of _ OF (3.68)

a..: =

Pode-se escrever a Eq.(3.67) como:
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oy (3.69)
al-j dGU —ad]( =0
Onde a;; ¢ chamado de vetor de fluéncia. Da Eq.(3.58) vem:
di = 0y dgé-j (3.70)
a;; do;;=——0y; dsg
Levando as Eq.(3.62) e Eq.(3.68) na Eq.(3.71), vem:
oy (3.72)
aij d('SU 28—](01']' al-j dh
Sabe-se que:
3.73
gij=£,-]e-+gl§7 = gi]e:g,-j—glf (3.73)

¢

Sendo &; a deformag@o total, que corresponde a soma das deformagdes elasticag;; e
plastica 85 . Das Eq.(3.53) e (3.73), vem:
a— (d 4 p) (3.74)
Oij = Cijkl \@&kl — A&y
Levando a Eq.(3.74) na Eq.(3.72):
oy (3.75)

al-j Cl'jkl (dgkl _dglfl): &GU aij dh

Das Eq.(3.62), (3.68) e (3.75) pode-se escrever:
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(3.76)

1
dA = aij Cijkl dgkl
v

onde:

: dy 3.77)
Yy = aij Cljkl ak[+EO'l'j aij

Como f{o;;) € uma fun¢do homogénea de grau um pode-se aplicar o teorema de Euler,

segundo OWEN e HINTON (1980):

af

_ (3.78)
y do_lj

=flo;) = oja;=f(o;) =0,

f(oy;) é uma funcdo escalar de o e representa uma tensdo equivalente ou efetiva o.. Esta
tensdao efetiva ¢ que monitora o nivel de tensdes para a determinacao do inicio do
escoamento. Como conseqiiéncia pode-se definir a deformacdo plastica equivalente ou
efetiva €% cujo incremento produz um aumento na energia de deformagéo plastica como

SC€ seguc:

oo dsl = oy def = dx (3.79)

Levando a Eq.(3.78) na Eq.(3.77), vem:

| dy (3.80)
=a;; Cijpy agg+ ——0
v ij “ijkl %kl die ¢

Da Eq.(3.79) na Eq.(3.80):



61

' (3.81)
v =a; Cyp ag +
ge
Se ¥ ¢ definido como a tensao de escoamento uniaxial, entdo:
\ 3.82
v oy (3.82)

deb
como foi mostrado na Eq.(3.58). Levando-se as Eq.(3.68) e (3.62) na Eq.(3.74), vem:
doy = Cyy (dey — ag dA) (3.83)

Levando a Eq.(3.76) em (3.83), tem-se:

3.84)
Amn Cmnop Aop dég (
do_ij = Cijkl (d&‘]d - ;
v
3.85
doy = C% dey (3.85)
onde:
1 (3.86)

ep _
Cijk[ = Cijkl __.Cijmnamn Qop Copkl
Y

Para a formulacdo em tensdes iniciais, a Eq.(3.86) deve ser modificada. As tensdes
plasticas sdo consideradas através de um campo de tensdes iniciais, introduzido de

maneira incremental. Tem-se que:

. . . 3.87
6; = 6F — 67 (3.87)
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onde a'l-j ¢ a taxa de tensdo real, a'l-]e- e a'l-? sdo as taxas das tensOes elastica e inicial

respectivamente. Mas:

3.88
dO'Z = Cl]kl dgkl ( )

onde da'l-]e- ¢ o incremento de tensdo eléstica. Entdo a Eq.(3.85) pode ser reescrita como:

I (3.89)
doj = doj; — — Cijp Ay agg doy,
v

Estas expressoes sdo validas para o caso tridimensional. Para problemas de Estado
Plano pode-se expressar o critério de escoamento € o vetor de fluéncia a; de forma
unificada como foi sugerido por NAYAK e ZIENKIEWICZ (1972), levando-se em
consideracdo que varias componentes se anulam. Todas as expressdes podem ser

encontradas em TEIXEIRA (1992) ou em OWEN e HINTON (1980).

3.6 Resumo

Neste capitulo foram apresentadas as equacdes integrais para aplicacio em
problemas de elastoplasticidade. Foi feita uma breve descricio da obtencdo das
equacoes para deslocamentos, derivadas de deslocamentos e tenséGes nos pontos
internos, indicando-se referéncias de publicacées para desenvolvimento mais
detalhado. As equacdes integrais para pontos internos foram estendidas para o
contorno do corpo, resultando em integrais singulares, que devem ser
interpretadas no sentido do Valor Principal de Cauchy e da Parte Finita de
Hadamard. Foi feita uma breve descricio do comportamento elastoplastico dos
materiais e de como ele sera considerado no restante da tese. As equacdes do
comportamento inelastico introduzidas na secdo 3.5.3 serdo utilizadas na
implementacido do procedimento iterativo incremental para solu¢do do problema

elastoplastico.



METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO DUAL

O Meétodo dos Elementos de Contorno ¢ uma técnica numérica adequada para o estudo
de varios problemas encontrados na engenharia, como os de dominio infinito ou semi-
infinito, e também em problemas onde aparecem altas concentracdes de tensdo. As
solucdes fundamentais podem satisfazer as condi¢des de contorno para dominios
infinitos ¢ semi-infinitos evitando-se, assim, a discretiza¢ao em contornos remotos. Nao
havendo interpolagdo nos pontos internos do dominio, as tensdes e os deslocamentos
nestes pontos sdo obtidos sem interpolagdes adicionais as ja introduzidas no contorno. O
método ¢ atraente também por reduzir a dimensdo do problema em uma unidade

significando menores sistemas de equacdes algébricas e quantidade de dados de entrada

reduzida quando comparados com o Método dos Elementos Finitos.

Na aplicacao direta do MEC em problemas de Mecanica da Fratura surge uma matriz
singular quando se escreve a equacdo integral para dois pontos de mesmas coordenadas
embora em faces opostas da trinca. Como o caminho de integracdo ¢ o mesmo para
ambos, as respectivas linhas na matriz do sistema sdo iguais. Esta singularidade pode
ser evitada colocando-se as interfaces da trinca em diferentes sub-regides. A utilizagao

desta técnica evita a singularidade da matriz dos coeficientes de influéncia, mas
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introduz um contorno artificial nas interfaces das sub-regides, com as respectivas

interpolagdes, além de aumentar o numero de incognitas do problema.

Para se obter um sistema nao singular com uma unica regido deve-se escrever a equagao
dos deslocamentos em uma face da trinca e a equacao das forcas de superficie para a
outra face, evitando-se o aparecimento de duas linhas iguais no sistema de equagdes. A
equacdo integral para as forcas de superficie ¢ a Equagdo Hipersingular do MEC. Esta
abordagem, chamada de Método dos Elementos de Contorno Dual (MECD), foi
implementada por PORTELA et al. (1992). As Eq.(3.7) e Eq.(3.28) sdo as
representacdes integrais para deslocamentos e forcas de superficie no contorno e
constituem a base do MECD. A Eq.(3.7) relaciona os deslocamentos e a Eq.(3.28) as
forcas de superficie, de um ponto S do contorno com todos os deslocamentos e forgas
de superficie sobre o contorno I'. Além de utilizar uma regido unica, este procedimento
¢ especialmente adequado no estudo da propagagdo de trincas. Quando se utilizam
elementos descontinuos, estes novos elementos origindrios da propagacdo da trinca
resultam em linhas e colunas adicionadas a matriz do sistema, mantendo aquelas ja
existentes antes da propagacdo. A técnica de sub-regides, ao contrario, obriga a

montagem de todo o sistema a cada extensdo da trinca.

Na equacao hipersingular aparece uma integral impropria que € resolvida no sentido da
Parte Finita de Hadamard, como foi mostrado no item 3.4. Para a existéncia desta parte
finita deve ser verificada a condi¢do de continuidade de Holder para as forgas de
superficie. A utilizacdo de elementos descontinuos preenche automaticamente esta

exigéncia em pontos com angulosidades e na ponta da trinca.

A estratégia geral da discretizacdo do problema estudado através do MECD pode ser
resumida da seguinte forma:
e Os contornos da trinca sdo modelados com elementos quadraticos descontinuos;
e Elementos quadraticos continuos sdo usados no restante do contorno da
estrutura, exceto na intersecdo entre a trinca e a aresta, onde elementos
descontinuos ou semi-descontinuos sdo exigidos nas arestas para se evitar o no

comum na interse¢ao;
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e A equacdo de deslocamentos, Eq.(3.7), é aplicada por colocagdo em uma das
superficies da trinca;

e A equacdo de forcas de superficie, Eq.(3.28), ¢ aplicada por colocagdo na outra
superficie da trinca;

e A equacdo de deslocamentos, Eq.(3.7), ¢ aplicada por colocagdo em todo o

contorno que nao coincida com a trinca;

4.1 Transformacio das Equacdes Integrais em Sistema Algébrico

Para a discretizacdao das Eq.(3.7) e Eq.(3.28) o contorno I" ¢ aproximado por uma série
de elementos e o dominio € em células. No interior de cada elemento os deslocamentos
e forcas de superficie sdo expressos em termos de funcdes de interpolacdo quadraticas
(®) e dos valores nodais (U e P). No interior das células as tensdes iniciais sdo
expressas em termos de fungdes de interpolagdo quadraticas (y) e dos valores nodais
das tensdes nas células (6°). Para as fungdes de interpolagdo quadraticas utilizadas neste
trabalho, cada célula tem seis nds, que sdo os vértices e os pontos médios dos lados. As

integrais sdo calculadas numericamente formando um sistema de equagdes algébricas:

Hu =Gp + Q 6° (4.1)
onde:
N ¥ T N s 7
H=C+Z(jppcpdr); G:Z(J‘F'uclldl“)e
j=1 7 =t
(4.2)

Z
Q=3 ([, & van)
j=1

Ainda pode-se escrever de forma discretizada as integrais entre parénteses da Eq.(4.2):
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K K
Jop@Tdr =Y W, @h), ;[ weldr =3[ W, @),
J k=1 J k=1
K (4.3)

jﬂj EwTde =Yl W, @ ¥,

k=1

sendo N o numero de elementos, Z o nimero de células e K o numero de pontos de

integracdo. W; ¢ o fator de peso associado aos pontos de integragao e |J| o Jacobiano de

A * ,
transformagao de coordenadas. O tensor &€ ¢ um tensor de quarta ordem.

Quando se utiliza a técnica da soma dos elementos da linha para determinagdo dos
termos diagonais da matriz H dos coeficientes de influéncia, as contribui¢des dos nos
simétricos da trinca se anulam mutuamente (tém o mesmo valor absoluto, mas sinal
contrario). Este fato deixa o elemento diagonal indeterminado impedindo a sua
avaliacdo indireta através do movimento de corpo rigido. Portanto, os termos diagonais

sdo calculados diretamente pela expressdo do termo c;; € do Valor Principal de Cauchy.

A utilizacdo de elementos descontinuos nos nos da trinca, como mencionado
anteriormente, evita o ponto de colocacdo em vértices com angulosidades, inclusive nas
pontas das trincas, onde a condi¢do de continuidade das forg¢as de superficie ndo ¢
atendida. Esta condi¢do de continuidade ¢ exigéncia para que exista a Parte Finita de
Hadamard. No restante do contorno somente a equacdo dos deslocamentos ¢ utilizada

podendo, entdo, o elemento continuo ser empregado.

A Eq.(3.22) pode ser discretizada de maneira analoga ao que foi feito para a equacdo

integral dos deslocamentos, para um ponto de tensao s;:

d(Si) = —H'll(n) + G'p(n) + Q! 60(’1)_'_ Ey GO(SZ') (44)

onde:
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N N
H'= Z](fr,'l’ o' dr); G = Z/frj'“ o'dr) ;
Jj= J=

Z (4.5)
Q = Z(jg evla2) ¢ E=C(s;)
j=1 "7

Ao serem impostas as condigdes de contorno, os elementos das matrizes H e G
multiplicados pelos valores prescritos de u e p, sdo armazenados no vetor f, enquanto os
relacionados com os valores desconhecidos sdo armazenados na matriz A, que

multiplica o vetor das incognitas y, ou seja:
Ay =f+ Q¢ (+.6)
Agrupando-se de maneira similar os termos da Eq.(4.4), tem-se:
6=—-Ay +f + (Q +E )¢’ (4.7)
Pré-multiplicando a Eq.(4.6) por A™, tem-se:
y A4 A] Q &° (4.8)
Levando-se a Eq.(4.8) na Eq.(4.7) e reagrupando, vem:
6= (Q+E-AATQ)6’ +1 —A'Alf (4.9)

Como no processo incremental e iterativo calculam-se as tensdes eldsticas dentro de

cada incremento de carga e ndo as tensdes verdadeiras, faz-se a seguinte substituicao:

6 — 66_60 = 66 — G+60 (4.10)

Da Eq.(4.10) na Eq.(4.9):
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C=(Q+E-AAQ+1)6°+f—a4f (4.11)

onde I é a matriz identidade. Simplificando as notagdes das Eq.(4.8) e Eq.(4.11):

y=Ké°+m (4.12)
6=Bé¢’ +n (4.13)
K=A"'Q : m= A™'f : B=Q+E'-A’ A" Q+I ; i=f'-A'm (4.14)

As Eq.(4.11) e Eq.(4.13) relacionam as taxas de tensdo nos nos de contorno e pontos
internos, com as taxas de tensdes iniciais correspondentes € a solucdao linear
incremental. Notar que m e n representam a solu¢do eldstica do problema para um
dado incremento de carregamento para incognitas no contorno e tensoes,
respectivamente. Estas equacdes sdo usadas para a solugdo de problemas nao-lineares

utilizando-se o processo das tensdes iniciais.

4.2 Elemento de Contorno com Funcio de Interpolacio Quadratica

Os elementos de contorno podem ter diferentes fungdes de interpolagdo para expressar o
comportamento dos deslocamentos e das forcas de superficie entre seus nos. Os mais
simples sao aqueles com fun¢do de interpolacdo constante e linear. Neste trabalho serdo
utilizados elementos de contorno retos com fun¢dao de interpolacdo quadratica para
deslocamentos e tensdes, que oferecem uma precisdo maior que os elementos citados.
Eles sdo retos para facilitar a integracdo analitica nos pontos com singularidade, pois o
Jacobiano ¢ igual a metade do seu comprimento, evitando-se, assim, procedimentos
complexos de integragdo numérica. Nos elementos de trinca serdo utilizados elementos
retos descontinuos, mas com fun¢ao de interpolacdo quadratica para deslocamentos e

tensdes. Estas funcdes sdo encontradas em diversas referéncias, como por exemplo,
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PORTELA et al. (1992), onde também podem ser vistas as expressoes das integrais
singulares, calculadas de forma analitica. As fun¢des de interpolagdo mostradas a
seguir, para os elementos de contorno descontinuos, tém os nos funcionais posicionados

no interior do elemento, distantes dos extremos de 1/6 do seu comprimento:

4.15
ol ) el et eniel)

Para este elemento a integral a esquerda do sinal de igualdade da Eq.(3.17) pode ser

calculada, analiticamente, como se segue:

T2 pii(5.Q)i;(Q)Ar(Q) = ulf pii(el x(8) @y ()1 )de = bl

onde u" representa a componente nodal do deslocamento e J(&) é o Jacobiano de

transformagdo de coordenadas. Para elementos retos J = %2 ¢ , sendo ¢ o comprimento do

elemento.

n_ 1-2v 0 -1| (v @,
h 4n(1-v) Ll oh’r—l E—¢ ds

As integrais de parte finita de primeiro grau sdo:

"o g 38-2)
£1 g_g'd§_4[ 2 |1+Ej| 38 J

A I (N - V/E S TN
. 2 2 1+&| (4.16)

_‘{_+1&d(g_§(§ (3g+2) | [1-¢
4

5 ‘1 §‘+3§’+2J
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A segunda integral a direita do sinal de igualdade da Eq.(3.36) pode, também, ser

calculada, analiticamente:

* . n +1 O ~ o
f pi(5.0)i4.0) dr@) = iff £ 22 az = i i
g He-¢)
onde:
A E 2~ ¢t D
e fsfT Ty
dr(l—-v?) ! {1 (E-&) :

+n1(2n%+1) —n2(—2n%+1)
S={+m@nt-1) —ny(=2nf-1)

—my(2n3=1)  +ny(=2n3 +1)

n; e ny sdo as componentes do vetor unitario normal ao elemento. As integrais de parte

finita de segundo grau sdo integradas analiticamente:

FI0_ae- %((35'—1)174

g, 65'2—25'—3]
g )

] —
1+&| £

! 12
o 2d§:%[95,1n|1—§|_18§ —13}

“Lg—g) 1+&] g2 (4.17)
1 Dy 3. l1-¢|  6&7+28-3
t(ﬁ—f')zdg_4((3§+])Z"|1+5’|+ £-1 ]



71

4.3 Célula Triangular Quadratica

A seguir sdo apresentadas as fungdes de interpolagdo quadraticas para elemento
triangular com seis nds. Estes elementos sdo utilizados para avaliar as integrais de
dominio que aparecem nas equacdes para deslocamentos e tensdes do Método dos
Elementos de Contorno para o caso ineldstico, Eq.(3.4) e Eq.(3.8). Na formulacdo do
método o algoritmo para solugdo ¢ incremental e a discretizagdo do dominio s6 ¢
exigida na regido onde se espera uma deformacdo plastica. Estas mesmas integrais
aparecem em problemas elasticos com tensdes ou deformagdes iniciais. Quando o ponto
fonte coincide com um dos nds da célula triangular, a integral de dominio apresenta
singularidades que podem ser avaliadas através de uma integragdo semi-analitica. A
origem do sistema de coordenadas homogéneas (&;, &,) € colocada sobre o ponto fonte
considerado e, se o ponto singular estiver em um dos vértices do elemento triangular, a
integracao ¢ feita de uma unica vez. Entretanto, se a singularidade estiver no interior de
um dos lados, a célula ¢ subdividida em duas partes e a integracao ¢ feita através da
soma das duas parcelas referentes a cada subdivisdo. Na equagdo de deslocamentos do
método o integrando possui singularidade do tipo (//r), sendo r a distancia entre os
pontos campo do dominio e o ponto fonte, € na equagdo para as tensdes o integrando
possui singularidade do tipo (1//). Estes integrandos sio expressos no sistema local de

coordenadas polares (7, ) e tém a forma (®/) e ($/7) , sendo () uma fungio apenas
do angulo ¢. Quando o ponto fonte ndo coincide com o ponto campo a integral ¢é

regular e ndo apresenta qualquer dificuldade na sua avaliagdo. O esquema de
integracao semi-analitico consiste na integracdo analitica em relagdo a r e utilizando-se

a Quadratura de Gauss padrio para a integracdo em relagdo a .

As fungdes de interpolagdo sdo de dois tipos, um referindo-se aos vértices do elemento e
outro aos pontos internos de seus lados, e devem ser combinadas com as trés posi¢des
possiveis do ponto fonte, o qual pode estar localizado no vértice do elemento, no
interior de um de seus lados ou fora do elemento. Para validar as equagdes, os
resultados obtidos sdo comparados com a solu¢do analitica conhecida de um anel

seccionado submetido a um campo de tensdes iniciais no dominio. Resultados de
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analises de duas chapas retangulares com tensdes iniciais no seu interior, sao

comparados com esta técnica.

4.3.1 Funcgdes de Interpolacio

As fungdes de interpolacdo para o elemento triangular quadratico sdo obtidas a partir

dos Polinomios de Lagrange para trés pontos de valores [(x; , f{x))]:

2 2 x—x; (x = xp)-(x = x7)
Py (x)= : L= , ;
>0 g(:)f(XI)Jl'}) X=X f(XO)(xo—xl)-(xo_XZ)
= (4.18)
(x=x0).(x = x2) (x=x)-Lx=x)
+f(x1)(xl_xO),(xl—x2)+f(x )(xz—xo)-(xz—xl)

No sistema de coordenadas triangulares ( §; , &) € valida arelagdo &; + & + &3 =1 e as
expressoes sdo obtidas de maneira que a funcao de interpolacao tenha valor unitario em
um ponto escolhido e nulo nos demais pontos. Levando-se, entdo, estas condi¢cdes no
Polinomio de Lagrange determinam-se as fung¢des para o elemento triangular

quadratico.

¥ =4 (24 -1) VY4=4818
¥, =& (25 -1) Ws5=46, 83 (4.19)
¥y =& (25 -1) Ve =483

Seja v o ponto fonte (ponto de aplicacdao da carga unitaria), onde se localiza a origem do
sistema de coordenadas polares (7, #). Como os lados da célula triangular quadratica sao

retos, as coordenadas triangulares homogéneas de um ponto a(7, ¢) no interior da célula
podem ser calculadas como a seguir, segundo BREBBIA ¢ WALKER (1980) e
BREBBIA et al. (1984):
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r (4.20)
¢, = Ve, + ﬂ(bpcos¢+apsen(p)

onde a,=x,-xp5 € b,=ys-y, ,sendo (x;, y;), (x2 ¥2), (x3 y3) as coordenadas

cartesianas dos vértices da célula. Os indices acima variam da seguinte forma:
p=123 = =231 = y=312 (4.21)

E importante esclarecer que Ve, ¢ o valor de &, no ponto singular y , e pode ser
calculado a partir das expressoes:
0
24,+b,x+a,y (4.22)

Ve = Yy onde: 24) = x,y,—x,y,

A =% (bjay - bya;) ¢ aéreada célulae (x, y) sdo as coordenadas do ponto fonte.

Definindo-se a distancia R,(¢) como sendo:

24 (4.23)
b, cosp+a, seng

R, (p)=-

Pode-se, entdo, escrever novamente a equacao (4.20) de forma simplificada:

r (4.24)

=757 R ()

As fungdes de interpolacdo ¥, , com a = 1,2,3, referentes aos vértices da célula sdo

dadas agora por:

) ) w 9,2 (4.25)
VYo =60 (260 -1) = 2 AN -
Sa (260 1) 7§a( Véa ) ( e« "R, () +R025((0)
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e as fungdes de interpolacao ¥, , com a = 4,5,6, referentes aos pontos médios dos lados

da célula sao dadas por:

vegRp(@)+7e Ry(@) 42 (4.26)
Rp(9). Ry ()

VY,=4¢438, =4y yve —4 r+
@mTehEn = ey ey { Rg(9).R,(9)

FIGURA 4.2 - Célula Triangular com Ponto Fonte no Meio do Lado
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ondea=4,5 6 — B=1,2,3 e n=2,3,1. As Eq.(4.25) ¢ Eq.(4.26) representam

as fungdes de interpolagdo para o elemento triangular quadratico no sistema local em

coordenadas polares.

4.3.2 A Integral de Dominio da Equac¢ido dos Deslocamentos

A integral de dominio da Eq.(4.2) ¢ mostrada novamente a seguir:

z -
Q: Z(IF € v'd0), sendo:
-y j

]:
[, E¥lae = Y| W (& ¥,
J j=1

Z ¢ o numero de células, K o numero de pontos de integracdo, W; o fator de peso
associado, |J|k o Jacobiano da transformagio de coordenadas e ¥ ¢ a fungio de

interpolagdo. No célculo total de Q cada c€lula contribuirda com uma matriz 2x18:

e:fg {8* ¥y e ') 8*‘}’3 g*lp4 e 2 e v }d() (4.27)
J
onde:
T 2670 &9 428
g - {8111 28121 8221] (4.28)
€112 2€122 €222

Seja €% = IQ. 8* SUa dQ uma submatriz (2x3) de €, com « = 1, 2,..., 6. Para o
J

calculo da integral, define-se um sistema local de coordenadas polares (7, ) com

origem no ponto singular. Neste sistema de coordenadas pode-se escrever que

g =(1/r )(I) , onde M ¢ funcio apenas de ¢. Desprezando-se os termos de segunda

ordem tem-se que d{)=rdrdyp:
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e’ = [Py, drdp
£2,

Considerando-se o ponto fonte no n6 y e a funcao de interpolagdo referente ao n6é o

podem-se ter duas situagdes distintas:

e O no a (ponto campo) refere-se a um dos vértices da cé€lula;

e O nod a (ponto campo) refere-se a um dos nds internos dos lados da célula;

Combina-se uma destas situacoes com o no y se referindo a uma das trés situagdes

possiveis:

e O ndy (ponto fonte) esta localizado em um dos vértices da célula;
e Onod v (ponto fonte) esta localizado em um dos nos internos dos lados da célula;

e Onod v (ponto fonte) esta localizado em um nd que nao pertence a célula;

Tem-se, portanto, seis situacdes diferentes a serem analisadas. Quando o ponto fonte
estd localizado no vértice da célula, a integracdo ¢ feita de uma tnica vez (FIG. 4.1).
Entretanto, quando o ponto fonte estd localizado no interior de um dos lados, a célula ¢
subdividida em duas partes e a integracdo ¢ feita através da soma das duas parcelas

referentes a cada subdivisao (FIG. 4.2).

Considera-se inicialmente o ponto fonte y localizado em um dos vértices da célula e a
funcdo de interpolagdo a referente, também, a um dos vértices da célula (a0 = 1, 2, 3).

Entdo, isolando-se o ponto singular com um segmento de circulo de raio € e

considerando o limite para £ —0, conforme FIG. 4.1, tem-se:

2 .
e’ = ij(I) ¥ drdp = j(p] (I)[lzm A dr}dgo

&—0

(4.29)
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Levando-se a Eq.(4.25) na Eq.(4.29), vem:

ea: ¢2¢{11m J-R},((P)|:7§a(27/§a _1)_(47,§a _]\l r 27"2 :|d}’}d(0

] + 2
o £0%E Ry(o) Ry (@)

S Bre, -1 (Ry(9))  2(Ry(p)Y
€ = Jo PR (o) re, (275, 1) == (Ri(w)J+§(RZ(¢)J @30

A seguir, considera-se o ponto fonte y situado em um dos vértices da célula e a funcao
de interpola¢do o referente a um dos nos internos dos lados da célula. Nestes casos, os

indices tém a seguinte variagao:
a=4,56 - B=1,2,3 ¢ n=2,3,1; vy=1,2,3; Yo = 4&p6

Entdo, levando-se a Eq.(4.26) na Eq.(4.29), vem:

e“:jgj D (4¢5¢,)drdo

Entao:
ve, Rp(@)+ye Ry(p)
47e, -75,,—4( s R'H Ré" U r+
e“= [ @ iim [ p(9) Fa(9) drlde
Q. £0°¢ 42
| Rp(p)-Ry(p)
I 2R2(p) |
dye ve R (p)+——L——
e (2@ T Re(e)Ry(e) |
= @
2 2R, (¢) (4.31)
L —ye Rg(9)=7z Ry(9)
3 Yés B Q 7e, By 4
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Observa-se que 4y 5 Ve =0 na equacdo (4.31) porque sempre tem um valor nulo de ;.

Considera-se, agora, o ponto fonte y localizado no no interno de um dos lados da célula.

Para esta situacdo, conforme F1G.4.2, tem-se:

4.32
e = %(I)[ lim IRZ(W ¥, dr}d(p + J.%(I)[ lim JR5(¢) Yy d’”} do (332

?; e>0%¢ 3 e—>0°¢

Para a funcdo de interpolacdo a referente a um dos vértices da célula, levando-se (4.25)

em (4.32),coma=1,2,3 e y=4,5,6 > x=1,2,3 ¢ 0=2,3, 1:

Rs(p) (Zégé_é:a)dr}d

?; e>0%¢ e>0%¢

e = [“ @ 1 [ (2536, )ar g + [P D] 1 |

Entdo:
2
03 (4ye, =1 (R, (p)) 2(R,(p)
e = [P OR,(p) re (27z,-1) - : PARCA Wl v do 4
¢ 2 Ry(p)) 3\ Ru(p)
5 (4.33)
04 (47e, —1)( R 2(R
[P D Rs(0) 1, (272, 1) oD Rol @) 2 Rolo) |y,
4 2 Ry(p)) 3\ Re(p)
Com a funcao de interpolagdo a referente, também, a um dos nds internos dos
lados da célula (0. =4,5,6 - B =1,2,3 e n=2,3, 1):
(4.34)

R5(¢)(4§ﬂ§n)dr:|d¢

@ e—>0"¢ £0°¢

ed Iwgq)[ D (4§ﬁ§n)dr}d¢) + jZ(I)[zz'm )

Observando-se as simplificagdes definidas na Eq.(4.23), repetidas a seguir:
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24 24
Rﬁ(qo):—b ; Rl(co):—b
p COSQ+azseny , COs@+a, sengp
24 24
Rs(p)=— 5 R (p)=-

bs cosp+azseng b, cosp+a, senp

e levando-se a Eq.(4.26) na Eq.(4.34), obtém-se:

2R (p)
dye ve R (9)+——F——
B on R R
I(/ﬁ(p s(Q)R () dp+
ol 2R, (¢)
3 ~Ve,Rp(@)ve Ry(p)
€% =
(4.35)
2R3
pigy | TP R coigo?(p)
o3 () s 4 do
2R
[%— ve,Rp(0)7e Ry( <0)}
Supde-se, agora, o ponto fonte y localizado fora da célula (FIG. 4.3):
(4.36)

e« [ @ | [ ar g + [ D] [, ara

P R,(9) R,(9)

Os indices variam da seguinte maneira: p = 1,23 — y =23,1 e 6 = 3,1,2.
Considerando-se a funcdo de interpolacdo referente a um dos vértices da célula, com

a=1, 2, 3, e levando-se a Eq.(4.25) na Eq.(4.36), tem-se:

a _ () RZ((P) 2r2
e _ v (I){IRP(¢) {7/5 (2ye, —1) = (4y¢, - )R (o) + Ré((/)):l dr}d(mr

0?3 Rg((ﬂ) 2r2
I¢zq){IRp(¢) { (278, ~ 1= (e, =0 R (€0) 5(40)} dr}d‘/’
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(4y: ~1)
ve (20 DR (0)-Ry(o)) 25— [R2 ()~ R2 ()|
a @2 2R ( )
e’ = jq)] ()] dp+
+3R2( )[Rj(co) (o))
o (4.37)
(4yc ~1)
v (27e 1) Rsto)-Ro(o))- 25" k3 00) R2(0)]
3 2R, (9)
R —R
+3R§((p) s(@)=Ry(p)

Considerando-se, finalmente, a fun¢do de interpolagdo a referente a um dos nos internos

aos lados da célula (0 =4, 5,6 — (5=1,2,3 e =2, 3, 1) e levando-se (4.26) em (4.36):

ve, Rp(@)+ye Rr](¢)]
re 7: [R(9)-R ((p)]—{ 2 7
IW‘I’ Sl L2 p Rg(9).Ry(p) dot
4 3 3
R R — R -R
[l(fp) (@)] 3R/3(¢).R,7(¢>)[7‘(¢) p(fp)] w3s)
ve,Rp(@)+7e Ry(9)
4 R —R -2
. ve, 7z, [Rs(0)-Ry(0)] { Ryl Roto) )
@2 4 ¢

[R§(¢>)—R,%(<o)] +

3Rp(9).Ry(9)

[ Rs(¢)—R ((p)]

FIGURA 4.3 — Célula Triangular com Ponto Fonte Fora da Célula
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E importante ressaltar que ¢p €, ainda, o valor de £, no ponto singular y dado pela

Eq.(4.22). Observa-se também que a Eq.(4.37) e a Eq.(4.38) reproduzem as equagdes

anteriores quando se atribui o respectivo valor de 7, a situagdo desejada e sabendo-se
que R,(¢)=0. Resumindo, a Eq.(4.30) e a Eq.(4.31) sdo validas para o ponto fonte y

localizado em um dos vértices da célula, a Eq.(4.33) e a Eq.(4.35) sdo validas para o
ponto fonte y localizado em um né interno de um dos lados e a Eq.(4.37) e a Eq.(4.38)

para o ponto fonte fora da célula.
4.3.3 A Integral de Dominio da Equacao das Tensoes

A integral de dominio da Eq.(4.4) é mostrada novamente a seguir:

Z %k A K A
ro_ rA T . e g T _ 1o*
Q - Z (jg' ¢ 1 a0 ), sendo: jg_ gvlan = Y|, w (€Y
j=1 J k=1
Z ¢ o niimero de células, K o nimero de pontos de integracdo, W; o fator de ponderagao
associado, | J | x 0 Jacobiano da transformacao de coordenadas e ¥ ¢ a funcao de
interpolacdo. No calculo total de Q’ cada célula contribuird com uma matriz 3x18, que ¢

dada por:

Ak A Ak

Ak A%k Ak %
e-[ {8 v, &w, w, v, y, &, }dg (4.39)
J
onde:

% % %

E1111 2€1112 €1122

5 . (4.40)
'€ = |€1211 261212 €1222

%k ES ES
£2211 2€2212 €2222
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Seja '€% = J-Q 'é* ¥, d(2 uma submatriz (3x3) de ‘€, com « =I, 2,..., 6. Para o

J
calculo da integral, define-se um sistema local de coordenadas polares (7, ) com

origem no ponto singular. Neste sistema de coordenadas pode-se escrever que
’8*:( 1/7° )(I), onde @ ¢ fungio apenas de @. Desprezando-se os termos de

segunda ordem tem-se que d{) —rdrdy:

(4.41)

J‘riz(I)‘P rdrde = I (I)‘P —d(/)
Q

J

Considera-se inicialmente o ponto fonte y localizado em um dos vértices da célula e a
funcdo de interpolacdo a referente, também, a um dos vértices da célula (o = 1, 2, 3).

Entdo, isolando-se o ponto singular com um segmento de circulo de raio & e

considerando o limite para £ —0, conforme FIG. 4.1, tem-se:

_ 92 (@) o dr (4.42)
B -[ (I)Ta B '[ L—)OJ. lPa T }d(p

Levando-se a Eq.(4.25) na Eq.(4.42), tem-se:

o
Ye, (2y§a—1) j (I)|:8—>0IR /(@) Tr
a0 _ 92 R, (p) ] (4.43)
e - e, 1 - e ® | im [ arfap +

2 R i
22 ()] [limf y(gg)rdr de
R (o) ! e—>0"¢
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ve (2yg —1) IZ(I);TO |Ln|Ry ()~ Lne]dp-

2
R R
are, 1) [ B [

Pelas condigdes intrinsecas de @ sabe-se que 11m Lns I (I)d(p = 0. Entao:
e—0

(4.44)

: 2n 2m 4.4
tim [Ln R, ()~ Lno)] [ @dp = [tn Ry(0)] [ Pdg (1.45)
Da Eq.(4.45) na Eq.(4.44), vem:
(Pz(I) RV RV ?
= Lol ve 2ve, —1)LnR, — (4y¢ —1) x + . do (4.46)

Observar que a integragao ¢ feita em torno do ponto campo com ¢ variando de 0 a 277,

devido a Eq.(4.45).

Considerando-se o ponto fonte y localizado em um dos vértices da célula e a funcdo de

interpolacdo a referente a um dos nos internos dos lados da célula, tem-se:

j d<” j(I)(4§ﬂ5”)7 do

J

Levando-se a Eq.(4.26) na expressdo acima, vem:

et - [® [ re,0¢, _4[%,;13/3(@”5,7&7(@] L4 } dr
Q;

Ro()Ryf9) Rp(p) Ry(0) | 7+
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Entao:

e ve, LnRy (@)=

J“‘I’ V@R/}((/’)"‘V@RH(CD)R & do (4.47)
Re(o)Ry(o) |77 Ryto)Ry(o)

Considera-se, agora, o ponto fonte y localizado em um dos pontos médios dos lados da
célula e a funcdo de interpolacdo o referente a um de seus vértices. Levando-se a

Eq.(4.25) na Eq.(4.42), tendo-se em vista a FIG. 4.2, vem:

ve (2ye, =D LnRy(¢p) -
et — 503(1) 2 d
ol o R,(p) +[Rn((p)} 2
“ " Ry(p) [Ru(p)
ve (2ye —1) LnRg(p) —
4
" 53 © (4 1) Rp(p) [Rﬁ(qo)r de
Ry(p) | Ru(®)

(4.48)

Considera-se, agora, o ponto fonte y localizado em um dos nds internos e a fungdo de
interpolacdo o referente, também, a um dos nos internos dos lados da célula. Tem-se

entao:

0=4,56—>p=1,23en=231;y=1,23>9=1,23 ¢ 6=2,3,1

'e% = j%(l){
7 @i

8_)0JRX(¢) (46[;6) }dw

I (g )} a0

(4.49)

g—>0

Levando-se a Eq.(4.26) na Eq.(4.49), tem-se:
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R +y: R
e, v {lim ledr} _ | Tale0 e el ) [lim le dr}r
e (PP Prile—0% 1 Rp(9).Ry(9) e—0%¢ don
gt p [ s } ¢
+ | llmJ. “rdr
R +ys R )
e, ve { im jR” dr} _ 4|2 ()47, R () [lim jRo dr} +
04 P g0 Rp(¢).Ry(9) £—0%¢
+J¢3 ()] do
{4} [lim IR(S rdr}
Rp(p).Ry(9) | Le0
@3 . (R, dr
jg)l q)4y§ﬂy¢:” {lzm L ”—}d(p =
e—>0 r (4.51)
?3 .
4]/5/3 ve, I¢1 (I){LnRX— ng)aOLng}d(p
Sabe-se que:
2
lim (Lne)j ﬂq)dgz):O (4.52)
e—0 0
Entao:
3 ( . (R, dr 3 (
j(/)1 (I)4V§ﬁ7§” LITO'[? T}W = Yere, (4.53)
p3 : o @3
J¢1 (I)(Ln R, —8131)10 Lna‘j de = 47’@ ve, J¢1 (I)(LnRX) do
Levando-se em (4.50), vem:
X 4yfﬂyf;7LnRX +
1'A0 (0
e'=[""D . 2R (p) do
ol £ [Ry(0) = 206, Ry(0 )72 Ry (0)]
Rp(p) Ry(p) " P
(4.53)

A 4)/5/; yf;; LI/ZR(; +

4

+ J-(p3 @ 2Rs5(p)
Rp(p).Ry (@)

do
[Ra( @) = 20, Rp(0)+ve Ry ( (p))]
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Sabendo-se que (4) € a area da célula, observar que:

24 24
R, (¢)=— 5 Rs(9)=-
b,cosp+a, seng

bscosp+agsenp

A integracao ¢ feita em torno do ponto campo com ¢ variando de 0 a 271 devido a
Eq.(4.52).

Supde-se, agora, o ponto fonte y localizado fora da célula, segundo FIG. 4.3. Seja:

dr ¢2 Rsy(o) dr
'e(’, — ¢3(D R)(((D) P T “r d
ol IR,m) a I IRp(co) a ¢

r (4.54)
Levando-se (4.25) em (4.54), vem:
o _ [#3 Ry(p)dr]  4ve,~1[ (R, (p) 2 [ (R, (0)
-l q’{yfam@_““fww r}_ Ry(9) “Rmdr}*Ra(w.[]w)rdr} @@ (4.55)
02 Ry(p)dr|  4ve,~1[ tRs(p) 2 [(Ri(o)
o @ {V‘fa(”ff““fww } " Rulo) “Rp(wd’} Raao)[j&(w’dr}d"’
(9 (27¢, —D|LnR (@)~ LnR(p)| -
' o _ (03
= T Pl oty k] RO R0) | 0t
Ry(p) =+ AY Ry(9)
e (27 —1 )[Ln RZ((p)—Lan((D)] - (4.56)
! P 2 2
I e, -1 R3 ()~ R2() |49
p3 < [Rs(@)-R (@)} ———L L
Ry(p) Ry(9)

Considerando-se, finalmente, a fun¢do de interpolagdo a referente a um dos nos internos

dos lados da célula, o ponto fonte y fora dela e tendo-se em conta a Eq.(4.26), vem:
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R (9)d Rip Ve, Rp(@+re Ry(@) ]
4yﬂygn[j ‘("rj—4U ALY 7

e [P @ Ry(9) 1 R(@ ") Ry(p)Ry(9)

ol 4 ( J~RX((/)) j
R —— }"d}"
Rp(@) Ry(@) \"R,(¥

IRJ@@ W IR(,((/)) 2\ Ry(@)+7e Ry() +7
wo r ) ko ™) Ry R (0

do +

(4.57)

e, Ve (
(p2 ;8 n
+ jw (())

# [ J‘Ro‘((ﬂ)r r]
Ry(9) Ry(9) \'R,(9) ]

(47, 7e LRy (0)~LnRy(0)| 4R, (0)-R ()]
e%= ;’;CI) Ve, Rp(0)+7e Ry(®) 2

i Rp(p)Ry(9) Rp(p)Ry(9)
dye,ve, [LnRs(0)~LnR ()]~ 4[Rs(9)~ R,y (0)]
+ [ @ re,Rp(0)+re,Ry(p) 2
Rp(@)Ry(p) Rp(p)Ry (@)

[Rj(w—R,i((p)] v

(4.58)

R2co)-R200)] [

E importante ressaltar que » 5 €7 sdo, ainda, os valores das coordenadas triangulares
n

dos respectivos pontos singulares. As Eq.(4.57) e Eq.(4.58) reproduzem as situagdes

anteriores considerando-se o termo logaritmico como sendo LnR) ou Ln Rs e também

os valores de R,(y)=0, Ve, © Ve, -

4.3.4 Exemplos de Aplicacio para a Integracdo Semi-Analitica

Para verificacdo das expressdes desenvolvidas sdo mostrados trés exemplos de
aplicacdo. O primeiro se refere a uma chapa retangular submetida a tensdo inicial com
variagdo linear ao longo do comprimento (FIG. 4.4). No segundo exemplo a mesma
chapa retangular ¢ submetida a tensdo inicial com variacdo parabolica (FIG.4.5).
Finalmente, o terceiro exemplo se refere a um anel em que uma pequena por¢ao entre
duas secOes transversais adjacentes ¢ retirada e as extremidades do anel sdo unidas
novamente por solda, por exemplo. O anel obtido estard submetido a tensdes iniciais

mesmo na auséncia de forcas externas (FIG. 4.6).
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4.3.4.1 Chapa retangular submetida a tensao inicial com varia¢ao linear

Os deslocamentos na direcao x nos nos 13 a 21 foram de 0,168 cm (solucdo analitica) e
os resultados para as tensdes na dire¢do x foram exatos e iguais a zero em todos os

pontos do contorno € em todos os pontos internos.

Y

T

21

Dados :

19

Comprimento: 120 cm
I X Largura: 100 cm
Méd. Elasticidade: 20000 kN/cm2
Coef. Poisson: 0,00
15 omax: 40 kN/cm2
omin: 16 kN/cm2
3 57 3 11 13 Desl. x méximo (13 a 21) = 0,168cm

variagao linear

Mm’n

0 méax

FIGURA 4.4 — Chapa Retangular e Tensdao com Variagdo Linear

4.3.4.2 Chapa retangular submetida a tensao inicial com varia¢ao parabdlica

A mesma chapa retangular do exemplo anterior ¢ submetida a uma tensao inicial com
variagio parabolica da forma: o, = x*/600 — 0,40x + 40. Foram obtidos deslocamentos
nos nds 13 a 21 de 0,1438 cm, iguais a solucdo analitica e os resultados para as tensdes
na direcdo x, nos pontos 13 a 21 e nos pontos internos, foram exatos e iguais a zero.
Houve pequeno erro em alguns pontos do contorno. Na TAB.4.1 sdo listados os erros

encontrados em pontos representativos, em relagdo a tensdo inicial aplicada.

TABELA 4.1 — Tensoes na direcao X

Elemento No Tensdes | VrExato | Vr Calc. Erro
3 5 26,667 0,00 -0,1167 | 0,44%
6 24,167 0,00 0,0633 | 0,26%
7 22,000 0,00 -0,1000 | 0,45%
5 9 18,667 0,00 0,0533 | 0,29%
17,500 0,00 -0,0300 | 0,17%
16,667 0,00 0,0433 | 0,26%
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4>_<

21

Dados:

19
Comprimento: 120 cm
— X Largura: 100 cm
Méd. Elasticidade : 20000 kN/cm2
15 Coef Poisson: 0,00
omax: 40 kN/cm2

agmin: 16 kN/cm2
13 Desl. x méximo (13 a 21) = 0,1438cm

3 5 7 9 M

variagéo parabdlica

\///UJmfn

0 max

FIGURA 4.5 — Chapa Retangular - Tensdo com Variag¢do Parabolica
4.3.4.3 Anel circular submetido a tensao inicial

O exemplo se refere a um anel em que uma pequena por¢do entre duas segdes
transversais adjacentes ¢ retirada e as extremidades do anel sdo unidas novamente. O
anel obtido estara submetido a tensdes iniciais mesmo na auséncia de forcas externas.
As expressdes para as tensdes internas resultantes sdo conhecidas. O anel, entdo, ¢
submetido a estas tensdes iniciais provocando os deslocamentos das se¢des adjacentes
até coincidirem. Sendo « o raio interno ¢ b o raio externo, £ o modulo de elasticidade do
material € a o pequeno angulo que mede a por¢do do anel que foi retirada, as tensdes
iniciais em um ponto sobre o raio », podem ser calculadas através da seguinte expressao,

segundo Timoshenko e Goodier (1980):

212
Ur:—4_M ai’ 245 4a’ n e ; 1o=0;
N r a b r




Oy=

M =

_aM

v

a

*b* b
r’ a

_aE (b’ —a’)-4a’b’[In(b/a)]’
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2> —a?)

r

In=+5b* ln£+a2 lnﬂﬁtb2 —az]

; N=(b>—a’)’ —4a2b2[

In—

b
0

90

(4.59)

Considerando-se a simetria em relacdo ao eixo OY, as condi¢des de contorno foram

introduzidas nos nos 37 a 41. Além destes vinculos, impediu-se, também, o

deslocamento do n6 41 na dire¢do Y, evitando-se o movimento de corpo rigido. Na

TAB. 4.2 estdo relacionados os deslocamentos na dire¢do X dos nds onde a pequena

porcao do anel foi retirada, considerando-se a simetria. A malha para a estrutura

simétrica mostrada na FIG.4.6 tem 72 células triangulares e 40 elementos de contorno.

As tensdes obtidas para a célula n®15 sdo mostradas na TAB.4.3, sendo os erros

calculados em relacdo as tensoes iniciais aplicadas.

TABELA 4.2 — Deslocamentos na dire¢ao X

No Vr Exato | Vr Calc. Erro
1 2,618 2,619 0,04%
2 2,814 2,814 0,00%
3 3,011 3,008 0,09%
4 3,207 3,203 0,12%
5 3,403 3,398 0,15%

TABELA 4.3 — Tensoes Normais

Célula No6 Tensdes | VrExato | Vr Calc. Erro
15 6 24,96 0,00 0,15000 | 0,600%
7 11,06 0,00 -0,00069 | 0,006%
8 11,06 0,00 -0,00084 | 0,008%
0,99 0,00 0,00060 | 0,060%
0,99 0,00 0,00072 | 0,072%
0,99 0,00 0,00085 | 0,085%
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Dados:

Raio Interno  : 100 cm
Raio Externo :130cm
Méd Elasticid. : 21000 kN/cm2 =
Angulo a : 3,0 graus ‘
Coef. Poisson

FIGURA 4.6 - Anel Circular com Tensdo Inicial

4.4 Algoritmo para Analise Nao-Linear

Para a solucio do problema elastoplastico, um algoritmo incremental e iterativo,
baseado no processo das tensdes iniciais, segundo OWEN e HINTON (1980), é
empregado. O problema ¢é resolvido linearmente para o carregamento total e esta é
a Unica vez que o sistema ¢ resolvido. Determina-se, entdo, o estado de tensoes
correspondente a fracio do carregamento quando ocorre o primeiro escoamento.
A partir dai, o carregamento excedente é aplicado de forma incremental até que
todo ele esteja presente. Para cada incremento o estado de tensoes, representado
pela tensdo efetiva, ¢ monitorado pelo critério de escoamento escolhido. A tensido
residual é reaplicada elasticamente de modo a evitar que a tensao efetiva fique fora
da superficie de escoamento e que seja restaurado o equilibrio. Isto provoca um
novo campo de tensoes residuais que ¢ novamente verificado da mesma maneira
anterior em um processo iterativo. Quando este campo de tensdes residuais, em
determinada iteracio, puder ser desprezado em relacio a uma tolerancia

especificada, o processo ¢ interrompido e novo incremento de carga é aplicado.
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Quando todo o carregamento estiver instalado o problema esta resolvido. As

diversas etapas deste algoritmo sdo resumidas a seguir:

a) Calcula-se o incremento das tensdes elasticas utilizando-se, para a primeira
iteragao:

(4.60)

e para as demais iteracdes:

A parcela n que representa a solugdo eldstica do problema vem multiplicada por um
fator B que determina o incremento do carregamento. Para se evitar erros cumulativos
esta parcela Bn ¢ aplicada na primeira iteragdo de todo incremento de carga;

b) Calcula-se o incremento das tensdes verdadeiras pela Eq.(3.73) ou Eq.(3.74)

para cada iteragdo 7:

1
N e
o,=C" &, =0 Coon @ Ary O

i ikl v jmn mn

c) Verifica-se a convergéncia, comparando o valor de &” calculado e o seu valor

acumulado na iteracdo corrente, para se saber se ele pode ser desprezado.

Usando as Eq.(3.51), Eq.(3.57) e Eq.(3.68), vem:

~P — p
c.tl =0y £

oF
—6] = Gij dkay

ctl =0y [d?»a

Entao:
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: Cij
e = Ldvay
Ge

onde o, ¢ a tensdo efetiva dada pelo critério de escoamento. Este item precisa ser
explicado em mais detalhes para um melhor entendimento. Se a tensdo efetiva ¢ maior
que a tensdo de plastificagdo, a porcdo excedente ¢ reduzida para a superficie de
escoamento, permitindo-se que uma deformacao plastica ocorra. Como esta redugao
leva o ponto resultante na direcdo tangente ao ponto considerado, uma discrepancia
razoavel pode acontecer em regides de grande curvatura desta superficie. Isto ¢ evitado
subdividindo-se a tensdo efetiva excedente e reduzindo-se cada uma das subdivisdes até
a superficie de escoamento, como estd mostrado na FIG.4.7. A precisdo dependera do

valor de cada subdivisdo.

d) Calcula-se o incremento de tensdes iniciais a partir da Eq.(3.78)
P c e
O-,j - O-g‘j O-g‘j - " ~ijmn A Qg O
e) Acumulam-se os valores das tensdes iniciais e das tensdes verdadeiras, para a
iteragdo r:

[d-ZJ, = [d'; ],71 + [d'z/']r
[d@/ ],ﬁ = [d@/ ],,_1 + [‘j' i ],

f) Continua o processo, para o no seguinte, voltando ao item b), até que todos os
noés sejam pesquisados.

g) Volta ao item a) para nova iteragao.

As iteragdes sdo repetidas até que se consiga a convergéncia em todos os pontos

inelasticos passando-se, entdo, para novo incremento de carga.
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FIGURA 4.7 — Esquema do Algoritmo Nao-Linear

O processo das tensdes iniciais ndo inclui a restrigdo de incompressibilidade das
deformacgdes inelasticas que aparece no processo das deformacdes iniciais. Desta forma,
além dos critérios de escoamento de Tresca e Von Mises, os critérios de Mohr-Coulomb

e Drucker-Prager também podem ser empregados.

4.5 Fator de Intensidade de Tensao

A Integral J esta relacionada com o FIT, em condi¢des de estado plano de deformacao,

pela expressao:

1-v* (4.62)

J = (K7 +K3)

onde J ¢ dado pela Eq.(2.2) e sera repetida a seguir para melhor entendimento.

J:J.F(Wen1 —tiuijl)dT + IernldT
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ISHIKAWA et al. (1980) apud ALIABADI e ROOKE (1991) mostraram que € possivel
desacoplar a Integral J nas componentes dos modos de fratura I e II. Eles separaram as
tensdes, deformagdes, deslocamentos e forgas de superficie, analiticamente, nas suas
componentes, dentro de uma malha simétrica em uma regido vizinha a ponta da trinca.
Consideraram dois pontos P(x;, x;) € P’(x;, -x2), simétricos em relagdo ao eixo da trinca,
onde os parametros sdo calculados. Desde que a trajetdria da integracdo seja simétrica

em relacdo ao eixo da trinca, ¢ possivel fazer a seguinte decomposi¢cdo no campo

elastico:

I , Jik ,
o1 o11+07; o1] o117 073

I 1 , Jig 1 ,
022 :E 022 +0)5 o)) :E 022 =05

I 1
Rl 7o TR et (4.63)
ull B 1 |u1+uy ulll B 1 |u1—yg

ué 2 uy— u5 ué] 2 uy + u5

I, I I I

A Eq.(4.63) mostra a seguinte decomposi¢do: oy =0y +0;  ©  u; =u; +u;

As equagdes desacopladas para o célculo do FIT de cada modo, independentemente,

Sao:

2 2 4.64
lel 1% K12 . JH:1 1% ( )

E g K

Neste trabalho a regido vizinha a ponta da trinca ¢ discretizada em células triangulares
segundo FIG. 4.8. Como a Integral J ¢ independente do caminho, pode-se escolher a
trajetoria mais conveniente. A escolha corresponde a ultima linha poligonal da malha,
onde o termo pléstico de J € nulo, pois ndo ha plastificacdo, em razdo da Eq.(4.45) ou
Eq.(4.52). Observa-se que a simetria necessaria para o desacoplamento dos Fatores de

Intensidade de Tensdo também ¢ atendida.
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TRINCA

FIGURA 4.8 — Células na Ponta da Trinca

4.6 Propagacio da Trinca por Fadiga

De uma maneira geral existem duas técnicas distintas para previsao de propagacdo de
trinca por fadiga:
e Previsdo ciclo a ciclo;

e [Estimativa através de valores caracteristicos do FIT;

A primeira técnica € utilizada para previsao de propagacao de trinca com carregamento
de amplitude varidvel, enquanto a segunda ¢ empregada para amplitude constante.
Qualquer que seja o tipo do carregamento ciclico, os eventos mais significativos para o
comportamento a fadiga do material, s3o os seus valores maximos ¢ minimos, isto ¢, o
momento no qual se reverte a direcdo deste carregamento. Na ponta da trinca, por causa
da singularidade do campo de tensdo e de deformacao, aparece a plasticidade reversa.
Além disso, na historia do carregamento no tempo, os valores extremos sao
caracterizados pela taxa do carregamento, que pode variar de uma maneira sistematica,
senoidal, por exemplo, ou de uma maneira aleatéria. Sendo os efeitos da fadiga
diretamente dependentes do tempo, fadiga por corrosdo, por exemplo, a taxa do
carregamento tem que ser considerada, ou seja, os efeitos da forma da onda e da
freqiliéncia ciclica. Entretanto se os efeitos ndo sdo diretamente dependentes do tempo a
historia do carregamento no tempo pode ser suficientemente descrita por uma série de

maximos € minimos e a carga na estrutura deve ser medida por um longo periodo para
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ser mais representativa. O comprimento da trinca, depois de N ciclos, pode ser obtido

por:

N (4.65)
ay =a, + Y Aa;
i=1

da ) )
com Aai:ﬁ para AK ¢ R = Opi/omsx no ciclo i obtido como se fosse para

carregamento com amplitude constante.

Previsdes feitas através de valores de K sdo baseadas na similitude, ou seja, as
mesmas condigdes no mesmo sistema causardo as mesmas conseqiiéncias. A taxa de
crescimento da trinca, para carregamento com amplitude constante, pode ser calculada

através da relagdo empirica conhecida como Lei de Paris:

da
dN

_C, (K, )" (4.66)

onde C, e m, sdo constantes do material obtidas experimentalmente. AK. ¢ a variagdo
do fator de intensidade de tensdo equivalente obtido através dos valores maximos e
minimos dos fatores de intensidade de tensdo dos modos I e II com o auxilio da
Eq.(2.10) ou da Eq.(2.15). da/dN ¢ a taxa do crescimento da trinca quando N—1. Para

a maioria dos materiais m, se encontra entre 3 € 5 e C, depende fortemente do material.

Existem duas limitagdes para AK, . Se AK, ¢ muito grande ocorre imediatamente a
ruptura porque K., excede a tenacidade a fratura do material K. . Por outro lado se AK,
¢ muito pequeno a trinca ndo se propagard. Ha um valor inicial AK, onde a trinca s6
propagard se AK, > AK,. O resultado destas limitacdes ¢ que da/dN e AK, podem ser
representados pela F1G.4.9.
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FIGURA 4.9. Esquema da propagag¢ao da trinca por fadiga

FORMAN et al. (1967) apud BROEK (1986) sugeriram uma taxa infinita de
crescimento para tamanho critico de trinca, ou seja, para Kpsx = Ki. A equagdo € escrita
por:

ﬂ Cp (AKe )mp Konax (4.67)

dN K]c - Kmdx

A férmula acima ndo contempla a assintota inferior que indica o inicio da propagacao
da trinca, ou mesmo, o inicio da trinca, onde da/dN—(0 quando AK, = AK,. Duas
expressoes que incluem as limitagdes mencionadas podem ser a de PRIDDLE e a de

BRANCO et al. apud SCHUVE (1979), ou seja:

m, (4.68)

da _, {AKE—AKOT” . da

KIc - Kma'x dN

K, 4K, (4K,-4K,)
dN P r

2 2
Kie = Kmax
Estas formulas ndo tém justificativas teodricas, sendo apenas ajustadas aos resultados
obtidos em ensaios com corpos de prova em laboratorio. As constantes do material sdo

obtidas através de analise de regressao.
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4.7 Programa de Computador

O programa de computador utilizado para obtengdo dos resultados, chamado de
Programa KLEIN, foi desenvolvido pelo autor desta tese, a partir do programa para
analise eléastica bidimensional de Arthur Portela, para o Método dos Elementos de
Contorno Dual. Foram acrescentadas diversas subrotinas para possibilitar a analise
elastoplastica. O processo das tensdes iniciais, empregado no algoritmo elastoplastico,
exige a discretizagdo de parte do dominio onde se espera a plastificagdo. Escolheu-se,
entdo, a célula triangular quadratica, de lados retos, como descrita no item 4.3. Foi
desenvolvida uma subrotina que cria a malha de células triangulares, em torno da ponta
da trinca. A quantidade de células da malha depende do numero NCEL de células em
torno da ponta da trinca. Esta quantidade total ¢ de (5*NCEL) para cada ponta, sendo
NCEL=10 nos exemplos apresentados. A geometria simétrica da malha, em relacdao ao
eixo da trinca, permite a verificagdo de problemas simétricos sem a introducdo de erros
adicionais. Durante a propagacdo da trinca a malha ¢ deslocada para a nova ponta, ndo
se armazenando os valores anteriores das deformagoes plasticas. Um novo problema ¢
estudado com a nova posicao da ponta. Justifica-se este procedimento porque a
utilizagdo da Integral J, em problemas elastoplasticos s6 ¢ vélida para carregamentos
monotdnicos e de velocidade de propagacao constante, evitando-se o descarregamento.
O comprimento da propagacao ¢ equivalente ao comprimento de quatro elementos da
ponta da trinca. Como a malha se estende até o terceiro elemento ndo ha nenhum ponto

da nova malha que coincida com a anterior.

O programa original cria duas numeragdes distintas, uma fornecida pelo usuario com os
nos nos extremos dos elementos de contorno, chamada de malha geométrica. Outra, a
malha funcional, com os nds localizados no interior do elemento descontinuo e nos
extremos dos elementos continuos. No processo de integracao, a colocacado ¢ feita no no
funcional, distante 1/6 L da ponta da trinca, sendo L o comprimento do elemento. Para a
integragdo semi-analitica necessita-se do valor das tensdes em cada um dos seis nos das
células. O valor das tensdes nos nos das células, que coincidem com a ponta da trinca,
ndo pode ser obtido através das equagdes integrais, devido a singularidade no campo de

tensdes. Para evitar esta dificuldade foi feita uma extrapolacdo, na fungdo de
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interpolagdo, a partir dos valores dos nés funcionais. Os dois valores obtidos, um para
cada face da trinca, correspondem aos valores assumidos para as células extremas. Para
as demais células internas optou-se por uma interpolacdo trigonométrica destes dois

valores.

Foi incorporada ao programa uma subrotina que permite a consideragdo de um campo
de tensOes iniciais no dominio, evitando-se a inclusdo de contornos remotos para

dominios infinitos.

A modificacdo mais significativa foi a inclusdo das rotinas que permitem a andlise
elastoplastica do problema, seguindo os programas de OWEN e HINTON (1980). O
programa permite a consideragdo de varios critérios de escoamento, de forma unificada,
como foi sugerido por NAYAK e ZIENKIEWICZ (1972). Esta modificagdo alterou
bastante a estrutura do programa original, porque a solu¢do iterativa exige

armazenagem diferente das matrizes, seguindo as expressdes mostradas no item 4.4.

4.8 Resumo

Neste capitulo ¢ apresentada a formulacao do Método dos Elementos de Contorno Dual
para analise elastoplastica de corpos com trincas. A formulagdo ¢ geral e pode ser
aplicada a problemas elastoplasticos no modo misto com uma Unica regido. A existéncia
das integrais de parte finita na equacdo integral de contorno para forcas de superficie,
exige a utilizagdo de uma estratégia de modelamento das trincas com elementos
descontinuos. O efeito do comportamento elastopléstico € representado pelo campo de
tensdes iniciais na regido discretizada, com cé€lulas triangulares quadraticas de lados
retos. As integrais nas células sdo calculadas de forma semi-analitica, como mostradas
na secdo 4.3, onde todas as expressdes sdo desenvolvidas detalhadamente, removendo-
se a singularidade que aparece quando o ponto fonte estd localizado em um de seus
lados. O procedimento semi-analitico, devido a sua simplicidade, ¢ utilizado mesmo
quando o ponto fonte estd localizado fora da célula. O algoritmo para solucdo do

problema elastoplastico e o estudo da velocidade de propagacao da trinca por fadiga sdao
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brevemente descritos, devendo ser consultada a bibliografia indicada para estudos mais
detalhados. Finalmente o programa de computador utilizado na solu¢do dos exemplos

mostrados no capitulo V ¢ descrito.
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EXEMPLOS DE APLICACAO

Os exemplos apresentados a seguir comprovam a eficiéncia do método e a consisténcia
dos resultados. Sao mostrados quatro exemplos de propagacdo de trinca onde os Fatores
de Intensidade de Tensdo sdo calculados considerando-se o comportamento do material
elastico e plastico. Depois sdo apresentados trés exemplos da evolugao da plastificagao
na ponta da trinca em fung¢do do aumento do carregamento. Todos os exemplos
correspondem a andlise de chapa retangular com uma ou duas trincas e levando-se em
consideracdo as condigdes de simetria, de modo que nenhum dos problemas estudados

tenha mais de uma ponta de trinca.

O primeiro exemplo ¢ de uma chapa retangular com duas trincas horizontais na metade
da altura das arestas. Na chapa atuam tensdes verticais de tracdo auto-equilibradas. As
condi¢gdes de simetria sdo impostas no eixo vertical que passa no centro da chapa. A
chapa ¢ feita de aco e o critério de escoamento ¢ o de Von Mises. O material foi
considerado elastico-perfeitamente plastico. Compara-se a influéncia do aumento do

comprimento da trinca nos resultados eldsticos e plasticos.
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O segundo exemplo estuda o comportamento de uma chapa retangular submetida a uma
tensdo uniforme de tracdo vertical. A chapa tem uma trinca horizontal na metade da
altura de uma das arestas. A chapa tem as mesmas dimensdes e caracteristicas do

exemplo anterior.

A mesma chapa dos dois exemplos anteriores ¢ estudada no terceiro exemplo, mas
agora com uma trinca central. Devido a simetria do problema, apenas a metade da chapa

¢ considerada, com o eixo de simetria passando no centro da trinca.

O quarto exemplo estuda uma chapa retangular com tensdes de tragdo vertical auto-
equilibradas, aplicadas nos lados horizontais da chapa. A chapa contém uma trinca
inclinada de 45°, que comega a 40% da altura, em uma das arestas. As caracteristicas do

material sdo as mesmas dos exemplos anteriores.

Os trés exemplos finais correspondem a andlise da plastificagdo na ponta da trinca de
chapas estudadas em trabalhos encontrados na literatura. Os resultados sdo comparados
com os resultados obtidos nesta Tese e, também, com outros modelos que levam em

consideracdo a plastificagdo na ponta da trinca.

5.1 Exemplo I — Chapa retangular com duas trincas horizontais

O

h=10a

o
b=5a

b=5a

FIGURA 5.1 - Chapa retangular com trincas nas laterais



TABELA 5.1 — Fatores de Intensidade de Tensao — Plastico

KI-0= 93,946 ¢’ =100 oy =550
KII-0= -1,045E-05 E =210000 v =203
KI-EQ-0 93,946 h=2,0 b=10 a=02

Increm KI KII KI-Eq

0 1,000 -1,325E-07 1,000

1 1,229 -1,997E-05 1,229

2 1,454 1,312E-04 1,454

3 1,671 -2,362E-04 1,671

4 1,879 5,979E-04 1,879

TABELA 5.2 — Fatores de Intensidade de Tensao — Elastico

KI-0 = 93,946 ¢° =100
KII-0 -1,045E-05 E =210000 v=0,3
KI-EQ-0 93,946
Increm KI KII KI-Eq
0 1,000 -1,325E-07 1,000
1 1,222 -5,038E-07 1,222
2 1.433 -1,025E-06 1.433
3 1,634 -1,391E-06 1,634
4 1,829 -1,653E-06 1,829
Fatores de Intensidade de Tenséao
2,0
1,9
1:8 //0.
o 1,7
E 16 A
S 15
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R
w 1.2 /
1,1 /
1,0
0,9 + ‘ T T T
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Incremento de Propagacéo

\ —e— Kl eq- Elastico —s— Kl eq- Plastico

FIGURA 5.2 - Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensao
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TABELA 5.3 — Resisténcia Residual e Numero de Ciclos de Carga — Plastico

Gmin/Omix = 0,666 ¢’ =100 Avanco: 0,08
Increm RES-R N-C-C
0 1.0 0.0
1 0.814 151033
2 0.688 230982
3 0.599 278561
4 0,532 309499

TABELA 5.4 — Resisténcia Residual e Numero de Ciclos de Carga — Elastico

Gmin/Omiax = 0,666 6’ =100 Avango: 0,08
Increm RES-R N-C-C
0 1,0 0.0
1 0,819 152005
2 0,698 234376
3 0,612 284796
4 0,547 318292

FIGURA 5.3 - Detalhe da Plastificagao

No exemplo apresentado, para Estado Plano de Tensdo, a tensdo de escoamento
monitora a regido plastificada (destacada pelas hachuras), de tal maneira que esta regido
ndo tenha nenhum ponto na fronteira da malha de células. As curvas delimitam as
regides plastificadas nos diversos incrementos de propagagdo (total de 4). Devido a
simetria do problema, a dire¢do da propagacao ¢ horizontal. Mostram-se nas Tabelas 5.3
e 5.4 a perda de resisténcia da pega em fung¢do da propagacao da trinca, considerando-se

os comportamentos plastico e eléstico, respectivamente. Observa-se que, a perda de
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resisténcia da pe¢a com comportamento plastico € maior que a perda com

comportamento elastico.

5.2 Exemplo II — Chapa retangular com uma trinca horizontal

h=10a

FIGURA 5.4 - Chapa retangular com uma trinca na lateral

TABELA 5.5 — Fatores de Intensidade de Tensao — Plastico

KI-0 = 109,3568 ¢’ =100 oy =650
KII-0 -9,943E-05 E =210000 v =203
KI-EQ-0  109,3568 h=2,0 b=10 a=0,2
Increm KI KII KI-EQ
0 1,000 -9,092E-07 1,000
1 1,386 -6,288E-05 1,386
2 1,909 3,797E-04 1,909
3 2,600 -5,225E-04 1,600

TABELA 5.6 — Fatores de Intensidade de Tensao — Elastico

KI-0= 109,3568 ¢’ =100

KII-0 -9,943E-05 E =210000 v=0,3

KI-EQ-0  109,3568

Increm KI KII KI-EQ

0 1,000 -9,092E-07 1,000
1 1,373 -2,370E-06 1,373
2 1,863 -5,671E-06 1,863
3 2,544 -1,056E-05 2,544
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Fatores de Intensidade de Tensao

K-l Equivalente

0 1 2 3 4

Incremento de Propagacédo

—o— Kl eg- Blastico —m— Kl eg- Plastico

FIGURA 5.5 - Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensao

TABELA 5.7 — Resisténcia Residual e Numero de Ciclos de Carga — Plastico

Gmin/Omiax = 0,666 ¢’ =100 Avancgo: 0,08
Increm RES-R N-C-C
0 1,000 0,000
1 0,722 48623
2 0,524 77565
3 0,385 95103

TABELA 5.8 — Resisténcia Residual e Nimero de Ciclos de Carga — Elastico

Omin/Omax = 0,666 ¢’ =100 Avango:0,08
Increm RES-R N-C-C
0 1,000 0,000000
1 0,729 48522
2 0,537 77214
3 0,393 94436

No segundo exemplo, para Estado Plano de Tensdo, o FIT ¢ maior do que no exemplo
anterior. Foi considerada uma tensdo de escoamento oy também maior do que no
exemplo anterior, que impede a plastificagdo de pontos na fronteira da malha. O FIT

com comportamento plastico ¢ ligeiramente maior que o FIT com comportamento
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elastico, como no exemplo anterior. Observar que os dois exemplos t€ém 0s mesmos
dados, com condi¢cdes de contorno diferentes. Devido a simetria, a direcdo da

propagacao ¢ horizontal.

FIGURA 5.6 - Detalhe da Plastificagao

5.3 Exemplo III — Chapa retangular com trinca horizontal no centro
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FIGURA 5.7 - Chapa retangular com trinca no centro
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TABELA 5.9 — Fatores de Intensidade de Tensao — Plastico

KI-0= 84,103 ¢’ =100 oy =500
KII-0 2,147E-05 E =210000 v =0,3
KI-EQ-0 84,103 h=2,0 b=10 a=02
Increm KI KII KI-Eq
0 1,000 8,369E-07 1,000
1 1,250 1,501E-05 1,250
2 1,529 -4,474E-05 1,529
3 1,824 2,123E-04 1,824

TABELA 5.10 — Fatores de Intensidade de Tensdo — Elastico

KI-0= 84,103 ¢’ =100

KII-0 2,147E-05 E =210000 v=0,3

KI-EQ-0 84,103

Increm KI KII KI-Eq

0 1,000 2,553E-07 1,000
1 1,240 5,208E-07 1,240
2 1,491 8,287E-07 1,491
3 1,766 1,023E-06 1,766

Trinca

FIGURA 5.8 - Detalhe da Plastificacao

O terceiro exemplo tem os mesmos dados dos dois exemplos anteriores, modificando-se
apenas as condigdes de contorno ¢ a tensdo de escoamento oy . A regido plastificada ¢
mostrada pela parte hachurada da FIG. 5.6 O FIT com comportamento plastico €,
também, ligeiramente maior que o FIT com comportamento elastico. A medida que a
trinca propaga a regido plastificada aumenta, causando uma pequena influéncia sobre os

resultados do FIT. A dire¢do da propagacao ¢ horizontal devido a simetria do problema.
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Mostram-se nas Tabelas 5.11 e 5.12 a perda de resisténcia da peca em fungdo da
propagacdo da trinca, considerando-se os comportamentos plastico e elastico,
respectivamente. Observa-se que a perda de resisténcia da peca com comportamento

plastico € maior que a perda com comportamento eléstico.

Fatores de Intensidade de Tenséao
2,0
1,8 _u
o /
c 16
3]
T /
2 14
hi]
5 124
N4
1,0
0,8 + . .
0 1 1 2 2 3 3 4
Incremento de Propagacéo
‘—0— Kl eq- Hastico —m— Kl eqg- Plastico ‘

FIGURA 5.9 - Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensao

TABELA 5.11 — Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga — Plastico

Omin/Omax 0,666 ¢’ =100
Avanco 0,080

Increm RES-R N-C-C
0 1,000 0,0000
1 0,800 213638
2 0,654 318461
3 0,548 373940

TABELA 5.12 — Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga — Eléstico

Gmin/clnéx 0,666 GO = 100
Avancgo 0,080

Increm RES-R N-C-C
0 1,000 0,00
1 0,807 215529
2 0,670 325278
3 0,566 386043
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5.4 Exemplo IV — Chapa Retangular com Trinca Inclinada

6a

10a

4a

FIGURA 5.10 - Chapa retangular com trinca inclinada a 45° na lateral

TABELA 5.13 — Fatores de Intensidade de Tensdo — Plastico

KI-0= 151,625 ¢’ =100 oy =950
KII-0 73,174 E =210000 v =0,3
KI-EQ-0 192,120 h=2,5 b=1,0 a =025
Increm KI KII KI-Eq
0 0,789 0,381 1,000
1 1,550 1,207E-02 1,551
2 2,398 -8,964E-03 2,398
3 3,965 1,528E-02 3,966

TABELA 5.14 — Fatores de Intensidade de Tensao — Elastico

KI-0= 151,625 o’ =100
KII-0 73,174 E =210000 v=0,3
KI-EQ-0 192,120
Increm KI KII KI-Eq
0 0,789 0,381 1,000

1 1,530 8,090E-03 1,530
2 2,332 -8,272E-03 2,332
3 3,788 1,119E-02 3,788
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FIGURA 5.11 - Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensdo

O quarto exemplo tem uma geometria diferente dos demais, que apresentaram aplicagao
do Modo de Fratura I puro. Este exemplo ¢ uma aplicacdo no Modo de Fratura misto,
para Estado Plano de Deformacao, observando-se que a direcdo da propagacao define-se
logo no primeiro incremento, com o modo de fratura tendendo para o Modo I puro. A
plastificagdo acontece apos o primeiro incremento, ¢ a dire¢do da propagagdo nao
recebe influéncia significativa da plastificacdo. O FIT, ao contrario, sofre um maior
acréscimo em relagdo ao FIT com comportamento elastico a medida que aumenta a

regido plastificada.

TABELA 5.15 — Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga — Plastico

G]n]'n/cméx 0,666 60 = 100
Avanco 0,100

Increm RES-R N-C-C
0 1,000 0,000
1 0,645 16516
2 0,417 19955
3 0,252 20740
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TABELA 5.16 — Resisténcia residual e nimero de ciclos de carga — Eléstico

Gmin/clnéx 0,666 GO = 100
Avancgo 0,100

Increm RES-R N-C-C
0 1,000 0,00
1 0,654 16642
2 0,429 20271
3 0,264 21140

Mostram-se nas Tabelas 5.15 e 5.16 resisténcias residuais da peca, em fungdo da
propagag¢do da trinca, considerando-se os comportamentos plastico e elastico,

respectivamente. Indica-se também o nimero de ciclos de carga necessarios para que

haja cada uma das propagacdes da trinca.

TABELA 5.17 — Direcao e comprimento da propagacao — Eléstico e Plastico

Avanco 0,100
Increm Dire¢ao Comprim. Propag
0 0,000 0,0
1 -44,380 0,1
2 -0,892 0,2
3 0,428 0,3

Trinca ¢

FIGURA 5.12 - Detalhe da Plastificagao
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5.5 Exemplo V — Chapa retangular com trinca no centro

o)

12,5a

h=

|

o}
! b=8a \ b=8a \

FIGURA 5.13 - Chapa retangular com trinca no centro

O quinto exemplo consiste na analise de uma chapa estudada por CISILINO (1997). Os
resultados da Tabela 5.18 estdo normalizados pelo valor ¢, +ma e mostram boa

concordancia com os valores encontrados na literatura. Os modelos analiticos baseados
na plastificacdo da regido da ponta de uma trinca em placa infinita, como Irwin,
Dugdale e Burdekin e Stone podem ser vistos em ANDERSON (2000). Nesta mesma
referéncia € observado que o modelo de Burdekin e Stone ¢ o mais realista. O estudo ¢
somente da plastificacdo, ndo havendo nenhuma propagacdo da trinca. A regido
plastificada ¢ semelhante a regido mostrada em CISILINO (1997) onde os valores do

FIT nao foram relacionados.

TABELA 5.18 — Fatores de Intensidade de Tensao—Elastico e Plastico

oloy | K omaliz Clisico KlnormKai:i(Easmo) Irwin Dugdale Bu;ctlsrlin e
0,168 0,175 0,175 0,178 0,178 0,176
0,300 0,313 0,313 0,328 0,332 0,319
0,364 0,380 0,386 0,407 0,414 0,391
0,432 0,451 0,463 0,495 0,511 0,470
0,500 0,522 0,546 0,589 0,621 0,553
0,540 0,564 0,588 0,647 0,693 0,604
0,568 0,593 0,623 0,689 0,749 0,641

Dados: h=125 b=280 a=10 oy = 1000 E =100.000
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FIGURA 5.14 - Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensao

5.6 Exemplo VI — Chapa retangular com trinca no centro

b=2a

FIGURA 5.15 - Chapa Retangular com trinca no centro
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TABELA 5.19 — Fatores de Intensidade de Tensao—Elastico e Plastico

/0y Klnormaliz Klnormaliz (plastic) Klnormaliz (plastic) Irwin Dugdal c Burdekin e
(cléstico) Klein Cisilino 1999 Stone
0,168 0,201 0,201 0,196 0,204 0,204 0,201
0,300 0,360 0,360 0,351 0,379 0,379 0,364
0,364 0,436 0,447 0,430 0,473 0,473 0,446
0,432 0,518 0,539 0,509 0,579 0,583 0,537
0,500 0,599 0,626 0,595 0,693 0,708 0,631
0,540 0,647 0,674 0,644 0,765 0,791 0,690
0,568 0,681 0,708 0,684 0,817 0,854 0,732
Dados:  h=120 b =20; a=10; oy =1000;  E=100.000

" valor referente a Cisilino (1999) foi trocado de 6/0v=0,364 para ¢/cy=0,300

O sexto exemplo consiste na analise de uma chapa estudada por CISILINO (1999),
onde os valores elésticos apresentados sdo inferiores aos resultados mostrados nesta
tese, em razdo das diferentes malhas utilizadas em ambos os trabalhos (observar os
valores para o/cy = 0,168 na tabela acima). Entretanto, a relagdo entre os resultados
elastico e plastico permanece a mesma. Os valores obtidos na Tese (Klein) concordam
com os resultados do mencionado trabalho, mantendo-se a relagdo entre os valores com

comportamento plastico e elastico. Os resultados da Tabela 5.19 estdo normalizados

pelo valor ¢, v/7a .

Fatores de Intensidade de Tensao

1,0

0,8 1
0,6

0,4

0,2 /
0,0 —_ ‘

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
Tensdes aplicadas ((T/ ay)

FIT (normalizado)

—o— Hastico —m— Klein Cisilino 1999 Irwin —k— Dugdale —e— Burdekin e Stone

FIGURA 5.16 - Grafico dos Fatores de Intensidade de Tensdo
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5.7 Exemplo VII — Chapa retangular com trinca no centro

)
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FIGURA 5.17 - Chapa Retangular com trinca no centro

O sétimo exemplo consiste na andlise de uma chapa estudada por LEITAO (1993). Os
dados sdo mostrados na Tabela 5.20. Neste exemplo, a relagdo b/a ¢ menor que a do

exemplo V e maior que a do exemplo VI. Os valores tém boa concordancia com o

trabalho mencionado. Os valores foram normalizados por o, Ja.

TABELA 5.20 — Fatores de Intensidade de Tensao—Elastico e Plastico

G/Gy Klnormaliz Klnormaliz (plastico) Klnormallz (plastico) Irwin Dugdale Burdekin e

(clastico) Klein Leitdo 1993 Stone
0,200 0,371 0,371 0,371 0,379 0,381 0,374
0,300 0,557 0,557 0,557 0,584 0,590 0,568
0,400 0,742 0,762 0,760 0,805 0,825 0,769
0,500 0,928 0,970 0,966 1,047 1,103 0,984
0,550 1.015 1,063 1,058 1,170 1,259 1,092
0,600 1,113 1,174 1,167 1,315 1,452 1,218
0,640 1,187 1,248 1,240 1,429 1,622 1,319
0,680 1,262 1,317 1,357 1,549 1,818 1,428

Dados: a=40; b=200; oy = 1000; E =100.000
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FIGURA 5.18 - Grafico do Fator de Intensidade de Tensao
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CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O objetivo desta Tese foi formular e implementar o Método dos Elementos de Contorno
Dual para a andlise elastoplastica bidimensional de propagacdo de trincas. O MECD foi
escolhido por ser um método numérico adequado para estudo de problemas onde ha
altas concentragdes de tensdao. Além disso, o MECD trata de problemas de mecénica da
fratura com Otima precisdo utilizando apenas uma regido. O emprego de elementos
descontinuos na ponta da trinca permite que a sua propagacao seja feita, atualizando as
matrizes do sistema, apenas com a adi¢do de linhas e colunas referentes aos novos

elementos.

O célculo dos Fatores de Intensidade de Tensdo, através da Integral J, mostrou-se
adequado por levar em conta a regido plastificada, apesar de serem calculados em um
caminho onde os pontos ainda ndo plastificaram. Nos exemplos apresentados a precisao

e a consisténcia dos resultados foram confirmadas.

A integragdo semi-analitica para a célula triangular quadratica mostrou ser bastante
precisa, evitando o emprego de células descontinuas que aumentam bastante o tamanho

das matrizes envolvidas. Foram desenvolvidas as equagdes para a correta avaliagdo das
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integrais de dominio que aparecem na formulacdo do MECD. Para o calculo da integral
J, foi levada em consideragdo a parcela referente a integral de dominio, da derivada da
equacdo integral dos deslocamentos. Esta técnica semi-analitica evita as singularidades

nas integrais de dominio e utiliza somente a integragdo numérica padrao.

Nos trés tltimos exemplos mostrou-se a influéncia da plastificagdo no calculo do FIT.
Observou-se que as curvas que consideram o comportamento pléstico se afastam pouco,
em relagcdo aquelas que consideram apenas o comportamento eldstico, nos niveis de
tensdo considerados neste trabalho, como também sdo os resultados encontrados na
literatura. Comparou-se, também, com os resultados obtidos a partir de modelos
analiticos baseados na plastifica¢do da regido da ponta de uma trinca em placa infinita.
Os valores encontrados nesta Tese tendem para os valores obtidos pelo modelo de

Burdekin e Stone, como esta observado em CISILINO (1999) e ANDERSON (2000).

A simulacdo da propagag¢do da trinca mostrou-se consistente com os resultados
encontrados na literatura e, também, na comparagdo com os resultados para o
comportamento elastico. Nao houve desvio significativo das dire¢des de propagacao em
relacdo ao problema eléstico. A simetria dos trés primeiros exemplos obriga que as
dire¢des entre as andlises eldstica e elastoplastica sejam as mesmas. No quarto exemplo,

a influéncia da plastificacdo ndo foi significativa.

Em procedimentos anteriores encontrados na literatura, a dire¢do da propagacdo da
trinca ¢ conhecida a priori, e ¢ efetivada pela liberagdao de forcas de contato entre faces
de células. Nesta Tese a direcdo da propagagdo ¢ obtida a partir dos FIT’s especificos de
cada situacdo estudada. A geometria da malha na frente da ponta da trinca ¢ o seu
automatico deslocamento para a nova ponta apds a propagacdo, também se mostraram
efetivos. O critério de propagacdo utilizado, nos exemplos apresentados, foi o critério da
tensdo principal maxima. Outros critérios de propagacao podem ser facilmente incluidos

no programa de computador, como aqueles citados no item 2.2.
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Como sugestdo para futuras pesquisas indica-se a analise viscoplastica para propagagao
de trincas com o acompanhamento das deformagdes em fun¢do do tempo. Os modelos

de plastificagdo nao-associativos podem também ser incorporados ao estudo.

A continuagdo natural deste trabalho ¢ a consideragdao da historia do carregamento
durante a propagagdo, o que permitiréd a retirada das restri¢gdes aqui impostas. Processos
de remanejamento de malha podem ser incluidos no programa além da extensdo das
malhas para regides maiores. Na generaliza¢do do estudo podem-se incluir as forgas de
contato no inicio da trinca com o respectivo alivio das tensdes na ponta, pelo efeito do
fechamento e o calculo da Integral J levando-se em conta o trabalho pléstico, para

trajetorias que coincidem com pontos de regides plastificadas.
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ANEXO A

CRITERIOS PARA PROPAGACAO DE TRINCAS

1. Critério da Tensao Principal Maxima modificado pelo Critério de Escoamento de

Von Mises

Segundo Khan e Khraisheh (2000) o Critério da Tensdo Principal Maxima Modificado
considera que a propagagdo da trinca ocorre segundo a perpendicular a dire¢do da
tensdo principal maxima avaliada no contorno elastoplastico segundo critério de
escoamento de Von Mises. Combinando o critério de escoamento de Von Mises com a
equacgao (4) chega-se a expressao da regido plastificada em torno da ponta da trinca. O

contorno elastoplastico assim obtido pode ser expresso por:

1+v) 2 2 (A.1)
r=————I\(f, + -3 -
247TETD’0 (fr fé’) (frft? fr@)
onde r representa a distancia do contorno elastoplastico a ponta da trinca.
A2
D,0=(1+V) J%+0‘§—0‘xay+3z'£y (A2)

¢ a energia de deformagdo distorcional, constante ao longo do contorno elastopléstico de

Von Mises €:

fo(0) :[ {KI cosg(l + cos 0)} — {3 Ky seng(l + cos ﬁ)H

Jr(©) Z{{Kl COS%(?’-COS@)}_{KH sen§(1—3cosﬁ)H (A.3)



141

fro (0):{ {K[ sen%(l + cos 9)} - {KH cosg(l —3cos 6’)H

Das equacdes anteriores vem:

o [3ETp, fa
I T B =0

ou:

3ET
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- 4K ;K senacosg(l+c059)(l—3cos€)
KIZ senzg(l+cose)2 + 3K121 coszg (1—3(:050)2 -
(fr0)? = 0
- 2K; Ky SGHECOSE(1+COSH)(1—3COSQ9)
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—afy . oWD)

0op 009 P00 1% 59
O critério € expresso por: —~=0, entdo: = =0

0 00 D

. e ) ~

A condigdo ¢ satisfeita se: ND % = fo 0 66’D

e

o 0 0 20
= —-3cos—|Kr;sen—cos— + K;7—3K;7sen” —
00 2[ IRy Py TSR 2}

WD _Lppyr22_ 1 D
00 2D 06

00 2

of, 1 aD oy oD
o, 1D 2D
0o =0 2D 06 20 7% 59

A condicdo acima representa o critério da Tensdo Principal Mdaxima Modificado.

Entao:

Klz (4coszg—3cos4g) +K121 (9cos4§—10c052g +4) +
) 2 2 2 2
' 0 0 50 ¥
+4K;K; sen—cos— (3cos”— — 2
1Ky sen=cos— ( 5 )
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0 0 0 26
x| -3 cos—| Kysen—cos— + K;7—3Kj;rsen”— || =
{ b [ 1 2 9 17 i 2)i|

= 2cos€ K100s2€—3Kﬂsengcos€ X
2 2 2 2

Klz (3sen£cos3 9 —2sengcosg) +
2 2 2 2

2. +K[21 (SSechosg —9sen€cos3g)+
2 2 2 2

+K Ky ( l2cos4§ —130052§ +2)

Fazendo p = KyKj, vem:

,u2 (4cos2 g—3cos4g) + 4ysengcosg (3cos2 9_ 2)+9cos4€—10cos2 o
2 2 2 2 2 2

x| =3 u sengcosg +9 sen’ £—3 =
2 2 2

360

) 0 0 0
3sen—cos” — —2sen—cCcos—) +
#o 2 2 2 2)

X 6 6 +,u(12cos4€—13c052Q+2)+
=| 2 cos 5—6 senEcosE X 2 2

+(SSGHQCOS€ —9sengcos3 Q)
2 2 2 2
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w0 3S€ngCOS5Q—SS€nQCOS3Q +
2 2 2 2
+ 1’| 48 sen’ gcosz 9 —45sen’ Qcos“ 9_ 24 cos® Q+ 35cos* 9 —~16cos’ 9 +
2 2 2 2
63sen§cos5 9 —94sen§cos3 9 +24sen€cosg+
2 2 2 2

+ u P 0 ; +
108sen’® —cos® ——72sen —cos—
2 2 2

2 2 4 2
+ 27sen Qcos“ 9 _ 60sen Qcoszg —27cos g —6c¢0s 5 + 24] =0

Dividindo por cos(6/2) e sabendo-se que:

20 20 40 40 20 60 60 40 2 0
sec” —=1g" —+1; sec’ —=1tg —+2tg” —+1; sec —=tg —+3tg —+3tg” —+1
2 % 2 82T, 28T TR

tem-se finalmente:

l2tan6§ —24u tan5§+ [3+l6,u2]tan4 0 [(5+4,uz),u]tan3§+

2 (A.4)
2 2
+ 3,u2 tanzg _ TSk i tang _O+5u7) =0
2 2 2 2
2
e, para 0 0-2‘9 < 0, deve-se ter também:
00

177 +49,u2)sen§ + (1269+621,u2)sen?—(255 —425y2)sen?+
+(189—l47,uz)sen? - [(305 +49.%) 1 ]cosg—[(423 —207u°) 1 cos%Jr (A.5)
+1((595 —85,uz),u ]cos% - [(315 - 21/12),u ]COS? <0

A solugdo da equacgdo (A.4) fornece seis raizes sendo quatro complexos conjugados e

apenas duas raizes reais que, combinadas com a equacdo (A.5), fornece o angulo

adequado para a propagacado da trinca.
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2. Critério da Tensao Principal Maxima modificado pelo Critério de Escoamento de

Mohr-Coulomb

Uma alternativa ao Critério da Tensao Principal Maxima Modificado considera que a
propagacdo da trinca ocorre segundo a perpendicular a direcdo da tensdo principal
maxima avaliada no contorno elastoplastico segundo critério de escoamento de Mohr-

Coulomb. O critério de escoamento de Mohr-Coulomb pode ser expresso por:
T,0+09.1g® <c ou f.p+fp.-19D <2c2mr (A.6)

onde ¢ ¢ a coesdo, @ ¢ o angulo de atrito interno do material e » representa a distancia

do contorno elastoplastico a ponta da trinca.

1 (A.7)
227r == fro+ 1o -129]
Substituindo a equagdo (A.7) na equagdo (2.4), vem:
(A.8)
o ={ fo }
Sfro +fotg®

e, oo, ~
O critério € expresso por: 8_499=O , entdo:

e 0 e
[fr0 + fo -tg®] 500 —fa{ 20 +1g®. 80} iy

00 [0+ 1o 12D
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e e o e
A d tisfeit : + to® +to®. =
condic¢do ¢ satisfeita se [frg fo -tg ]89 -fo 00 & 00

0 0
Pode-se escrever apds a simplificagdo: fro ﬁ‘f 0 = fre =0

ofp o 0 0 20
—~ = -3 cos— | Kysen—cos— + K;; —3K;7sen” —
00 2 [ [Py Py e 2}

0
o = Ky 3cos3€—2cosg + K g 9sen3g—7seng
00 2 2 2 2

Entao:

K} (—6sen’ Qcos“ Q—6cos(’ §+4cos4 g) +

54sen’ Qcos“ g—l8cos4 ~ —36sen’ Qcosz g+l2cosz Q —
2 2
+ K

++K,K,

—42sen’ gcos2 9 +54sen’ + 0 ~cos? 9

18sen’ Qcos3 5—6567150053 E —18sen§cos5 g+l2sengcos3 g —

=0
—18sen’

~cos —+14sen£cos g+l8sengcos §—12senecos3g
2 2 2 2

Fazendo p = Ky/Kj e dividindo-se por cos’(6/2), vem:

u’ (—6tgz§—6+4sec2 g) + 8u tgg sec?? 4

+(54tg2§—1856c2§—36tg 0 0

—sec §+12 sect —

o0 0 0
—42 to* = sec’ —+54 tg* ) =0
g5 5 g 2)
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Sabendo-se que sec? 9 = tg2 g+1 e sec” 9 = tg4 Q+2tg2 Q+1 , vem:
2 2 2 2 2

u’ (—6tg2§—6+4tg2§+4) + u (8tg3§+8tg§) +

6 6
Y T8t =
5 g

+(54tg2§—18tg2§—18—781g >

+121g* §+24tg2 §+12 +54 tg* g) =0

tem-se finalmente:

A.
6‘[an4£ —4u tan3€ + (yz +9)tan2§ -4u tang + (uz +3) =0 (A9)
2 2 2 2
’s
e, para 2‘9 < 0, deve-se ter também:
00
(A.10)

12tan3§ —6u tanzg + (u? +9)tan§ —2u < 0

A solugdo da equacao (A.9) combinada com a equagdo (A.10), fornece o angulo

adequado para a propagacao da trinca.

3. Critério da Densidade da Energia de Deformacao Dilatacional Maxima

Segundo Khan e Khraisheh (2000) o Critério da Densidade da Energia de Deformagdo
Dilatacional Madxima considera que a propagacdo da trinca ocorre segundo a
perpendicular a direcdo da densidade de energia de deformacdo dilatacional méxima
avaliada no contorno da energia de deformacao distorcional constante em torno da ponta
da trinca. Este critério utiliza o contorno elastoplastico segundo critério de escoamento

de Von Mises e pode ser expresso por:
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2 A1l
oT, _o, 0 7; <0 (A.11)
00 00

onde T, ¢ a energia de deformacao dilatacional e ¢ definida por:

(1-2v) 2 (A.12)
T, = 6F (cg+0,)
A energia de deformacao distorcional Tp, ¢ dada por:
l+v 2 2 (A.13)
Tp - 3L ) (og+0,)"—3(0g0,—7.9)

A energia de deformagdo distorcional Tp ¢é constante ao longo do contorno
elastopléstico e pode, portanto, ser considerada uma constante do material chamada de
Tp,0. Combinando o critério de escoamento de Von Mises com a equagao (2.2) chega-se
a expressao da regido plastificada em torno da ponta da trinca. O contorno elastoplastico

assim obtido pode ser expresso por:

(1+v) 2 2 (A.14)
r=——— + -3 —
247Z'ETD,0 (fo+1r) (fofr— fro
onde 7 representa a distancia do contorno elastoplastico a ponta da trinca.
l+v A.15
Tp0 =0y 02 -3l 11 1) (A1
24r Er

¢ a energia de deformagao distorcional, constante no contorno elastopléstico de Von

Mises e:

fo(0) ={ {KI cos%(l+cos@)}—{3KU sen§(1+cost9) H
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)] ={ {KI cosg(3 - cosg)} - { Ky seng(l —30039}} (4.16)
2 2 2
0 0
fro ={ {KI senE(l + cos@)} — {KH cosz(l — BCOSQ)H
Das equagoes (2.4) e (A.14) a (A.16) vem:
S _(1-2Tp, (fo+ 1) _(1=21Tpg m A17)
L) () ek fp) 2 LD

N=(fp +fr)2 =4K; 0052§+ 4K senzg— 8K Ky sengcosg

D= K? (4cos2§—3cos4 %) +K12[ (9cos4§—1000s2§+4)

o 26
—4K ;K sen—cos=(3cos” —-2
1Ky sen—cos3( 572

poN D
or, 1-2v 00 00
00 2(1+v) 7 D?

Para que a condigdo acima seja satisfeita ¢ necessario que: DZ—ZZ =N Z—l;

ON
— = —4K12 sechos§+4K121 sechos%—4K1KH (coszg—sen2 %)

06 2 2

)

= 2K; (3sen€cos3g —2sengcosg) +
o0 2 2 2 2

2K; (5sengcosg —9sen€cos3g)+ 2K, K, ( 12cos4€ —13coszg +2)
272 2 2 > >



Entao:

KIZ (4c052g—3cos4g) +K121 (9cos4€—10c052g+4) +
2 2 2 2 X
0 0 20
+4K;Kjsen—cos— (3cos™ ——2
K prsen— 2( 5 )

2 0 0 2 0 0 X% X4
41 K“ (—sen—cos—) + K77(sen—cos—)— K7 K;7(cos® —— sen” — =
x [ [( 5 2) 1 ( 5 2) 1 Kiu( 5 2)

2

sen” 9 -2K ;K sengcosg X
/i 2 2 2

:4[1(2 cos2 Q +K
1 2

K12 (3sen§cos3 9 —ZSGHQCOSQ) +K12[ (SSengcosg —9sen§cos3 §)+

2.
+ KK ( 12cos4§ —130052§ +2)

ou:

K‘} (—3»sen€cos5 Q)+K?1 (l8sen€cos3 b _ 6sengcosg _ 9sengcoss ﬁ)
2 2 2 2 22 2 2
+K2KF (36sen§cos52—30sen§)+K§K11(15c0s4§—18c0s6 §)+

+ K1K§[(3Ocos6§—57cos4§+24c0s2§) =0

Fazendo p = KyKy, vem:

-3u° sengcos5 9 + 4’| 15cos* g—l8cosé 9 +
2 2 2 2
+u’ (36sengcos5 Q—30sengcos3 Qj+,u(300056 9_ 57 cos* 9 +24cos’ gj
2 2 2 2 2 2 2

5
+ 18sen§cos3g - 6sengcosg —9sen—cos — =0
2 2 2 2 2 2

150
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Dividindo por cos(6/2) e sabendo-se que:

46 46 26 66 60 40 20
—=tg —+2tg”—+1; sec —=tg —+3tg —+3tg” —+1
2 & 2 & 2 2 & 2 & 2 & 2

o0 o
sec2 —= tg2 —+1; sec
2 2

tem-se finalmente:

_g,,2
tan® g —4,utan4§ +(5,u2 —l)tan3§ + MtanZQ +

2 2 (A.18)

4 2 2
Jwimpm - 0 Avpn
2 2 2

2

2" < 0, deve-se ter também:

e, para
00

(1—20,112 —52,u4)cos¢9+ [8(3+2,u2 —,u4)Jcos26’—[3(3—12/12 +,u4)Jcos36’
(A.19)

+[2(13+5y2),u]sen0 + [32 (1+y2),u]sen20—[6(5—3,u2)/1 ]senfse <0

A solu¢do da equacdo (A.18) combinada com a equagdo (A.19) fornece o angulo

adequado para a propagacao da trinca.

4.  Critério da Densidade da Energia de Deformagdo Minima modificado pelo

Critério de Escoamento de Mohr-Coulomb

Outra alternativa ao Critério da Densidade de Energia de Deformag¢ao Minima considera
que a propaga¢do da trinca ocorre segundo a perpendicular a dire¢do da densidade de
energia de deformag¢do minima avaliada no contorno elastopléstico segundo critério de
escoamento de Mohr-Coulomb. No item 3 a energia de deformacao foi separada em
suas componentes dilatacional e distorcional, sabendo-se que, para o critério de
escoamento de Von Mises, a parcela correspondente a energia de deformagao

distorcional é constante. Como no critério de escoamento de Mohr-Coulomb nio ha a
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exigéncia de incompressibilidade na deformagao, a expressao da energia de deformacao

ndo pode ser separada. Este critério ¢ expresso por:
T,9+t0p.1g® <c ou frot+fo 18D < 2cN2mr (A.20)

onde ¢ € a coesao e @ ¢ o angulo de atrito interno do material. Tendo-se em vista as

equagdes (2.2) e (A.3), o contorno elastopléstico assim obtido pode ser expresso por:

1 (A.21)
2y2mr == [0+ fo-120]
onde 7 representa a distancia do contorno elastoplastico a ponta da trinca.
Tendo em vista que: W:jVGij.gij dV e u= f{—V;:%o—y.gU- , tem-se:
aw 1 2 2 1% 1 2 (A.21)
u=——=—I|[o,+opl—-—[o,0p]l+— [7
77 2E[ rtogl E[r 0] 2ﬂ[ra]
A condicdo para que u seja minimo é:
Dzaﬂ_zDNaﬁ Daﬂ_zNaﬁ
Ou_ | 26 00 | _ ¢ | 00 a0 |_
00 2F D4 2F D3
A.22
Para que a condigdo acima seja satisfeita ¢ necessario que: Dé—N—ZN a—D=0 ( )
06 00

wie N=(f+ 1) 4204012 =1y fo ) « D=(fr0+fp 180)

Entao:
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8K} cos’ 2[2—(1 +)cos? g} +

N =1 8K} [3(l+u)cos4§—2(2+u)coszg +2} +

0 0 0
32K, K ~cos— | (l1+v)cos* ——1
A sen 5 > [( ) > :l

_1} N

16K, sengcosg[ (2+ v )—3(l+ v )cos2

oN =16K; sengcosg{ (1+v)cos’
00 2 2

N | D

| ©

+}+
.

N[D o

+16K,K , [4(1 +v)cos* g — (5+30)cos’

D =2K, cos?Z seng+tg¢)cosg -
2 2 2

K, 40052 —6c0s* 2 +6tgD sencos? ?
2 2 2 2

o = Ky cos3€ —2sen2Qcosg—%g@sengcoszQ +
00 2 2 2 2 2

+K gy {9sen3 §—7sen§—9tg®cos3§ +61g® cosg}

Dividindo-se Ne dN/60 por [Ky;” .cos*(0/2)], De dD/66 por [Ky .cos’(0/2)] e

fazendo- se p = Ky/Ky, vem:

{,u[2 tan £+ 2 tan (D]+ [2— 61g @ cos ¢ —4 tan’ %]}x

,uz[u tan - tan’ §]+,u [tan4§—3(l+u)tan2 L+ov
+[2+v)tan® 2 (1+ 20)tan 2]

:{,u[l ~3tan®tan¢ - 2tan’ £ ]+[2tan3 §+6tgd>tan2 2_7tan¢-3tan CD}}x

x {yz[Ztan2§+(1—u)]+,u [40 tan§—4tan3§]+[2tan4 £-2v tan§+(1+u)]}
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e finalmente:

4tan’ g — [8u—12 1g®] tanég + [6y2 —24 thD,u—6] tan5§ =

~ 2w -16 tgu* 2(6-v)u — 6(1—U)tgd)]tan4§ =
[ 0
— 14 1g® 1> +8u % +10(1-v) tg® p +6(1 - ]t 324
:gﬂ p=+10(1-0) 1g® 1 +6(1-v) [tan” A3
+ _6(1—0) tg(I),u2 —6(1—3U)y]tan2§ -
- _(3—0) tg®y3 +7(l—U),u 2 +(1+51)) 1gd u +(5—3u)] tang +
-0 B okg® a2 +(1-0) w31 +0)|= 0
O valor de 0 procurado além de ser uma raiz da equacgdo (A.23) deve satisfazer a
equacgao seguinte:
o2u (A.24)

>0

202

Portanto, a solugdo da equagdo (A.23) combinada com a equacdo (A.24) fornece o

angulo adequado para a propagacao da trinca.

5. Algoritmo para Correcao da Direcao da Propagacao da Trinca

O critério da Tensdo Principal Maxima ndo considera a discretizacdo da extensdo da
trinca. O angulo O, indica a direcdo da tangente local na ponta da trinca e deve ser

corrigido para se levar em conta o comprimento do incremento. A referida corregao,
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segundo PORTELA et al. (1993), pode ser feita através de um procedimento iterativo

que ¢ descrito a seguir:

1. Dar um acréscimo ao comprimento da trinca de Aa na dire¢do 0;" e calcular o
novo fator de intensidade de tensdo;

2. Com o novo fator de intensidade de tensdo calcular a nova tangente Oinﬂ com a
eq. (6);

3. Definir o angulo de corregdo B = 6;""'/2;

4. Calcular o angulo corrigido da extensio da trinca 0;+1" = 0;" + B;" e retornar ao

passo 1.

FIGURA A.1 - Esquema da dire¢ao de propagagao da trinca

O procedimento ¢ repetido até que a convergéncia seja obtida para o angulo 6. Mostra-
se que, no limite, quando o incremento da extensdo da trinca Aa tende para zero, o
angulo de corre¢do P também tende para zero e, portanto, a direcdo da extensdo da

trinca tende para a direcdo da tangente ao caminho da trinca.
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