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RESUMO

Sabe-s£ que materiais compostos laminados sdo, hoje em dia, gerdmente usados nas indlstrias
aerondutica, aeroespacid, nava e outras, principamente por causa de suas drativas propriedades se
comparadas aos materiais isotropicos, como ata rigidez/peso, dta ressténcia, dto amortecimento e
boas propriedades relacionadas a0 isolamento térmico e aclgtico, entre outras. Porém, o
comportamento de estruturas feitas de materiais compostos pode ser gperfeicoado atraves da utilizacdo
de materiais inteligentes. Dentre os diferentes tipos comerciad mente disponiveis de materiaisinteigentes,
0S materiais piezel étricos 8o amplamente usados como sensores e atuadores para 0 monitoramento e
controle de estruturas. O efeito piezelérico direto define que uma deformacdo mecanica aplicada ao
materia é convertida em uma carga elérica. Por outro lado, o efeito piezelétrico inverso define que um
potencid eétrico aplicado ao materia é convertido em deformacdo mecénica. Estes efeitos governam a
interacdo e etromecénica nos materiais piezeléricos. O Método dos Elementos Finitos, uma ferramenta
amplamente reconhecida e poderosa para a andlise de estruturas complexas, é capaz de redizar a
integracd dos componentes inteligentes e das partes edruturais cléssicas. Sendo assim, o
comportamento estéico e dindmico, linear e geometricamente néo-linear, de estruturas compostas
laminadas delgadas com laminas piezeléricas incorporadas € andisado neste trabalho usando o
Método dos Elementos Finitos (MEF). Elementos triangulares, chamados GPL-T9, com trés nés e sais
graus de lberdade por n6 (trés componentes de desocamento e trés de rotacdo) e um grau de
liberdade por camada piezelérica (potencia elétrico) sfo usados. Para a andlise estética ndo-linear as
equactes de equilibrio sfo solucionadas usando 0 Méodo do Controle de Dedocamentos
Generdizados (MCDG) enquanto a solucéo dinamica é obtida usando o Méodo de Newmark com
Formulacdo Lagrangeana Atudizada (FLA). O sistema de equactes é resolvido usando o Método dos
Gradientes Conjugados (MGC) e nos casos ndo-lineares um esquema iterativo-incrementa é
empregado. Diversos exempl os numéricos sao apresentados e comparados com resultados obtidos por
outros autores com diferentes tipos de elementos e diferentes formulagbes. A concordancia entre estes

resultados demonstra a vdidade e a eficacia dos model os desenvol vidos.

Palavras-chave: Andise eddica e dindmica; andise geometricamente ndo-linear; compostos

laminados delgados; placas/cascas piezeléricas, materiais inteligentes.



ABSTRACT

“STATIC AND DYNAMIC ANALY SIS OF THIN LAMINATED COMPOSITE STRUCTURES
WITH PIEZOELECTRIC MATERIALS’

It iswel known that laminate composite materials are nowadays commonly used in the aeronauticd,
aerogpace, nava and other industries mainly because their atractive properties as compared to
isotropic materias, such as higher stiffnessiweight, higher strength, higher damping and good properties
related to thermd or acoudtic isolation, anong others. However, the behavior of structures made of
composite materids can be improved usng smart materids. Among severd kinds of commercidly
available smart materids, the piezodectric materids are widely used as sensors and actuators for the
monitoring and control of structures. The direct piezodectric effect dtates that a mechanica strain
goplied to the materia is converted to an eectric charge. On the other hand, the converse piezoelectric
effect Sates that an eectric potentia gpplied to the materid is converted to mechanica drain. These
effects govern the dectromechanical interaction in piezodectric materids. The finite dement method, a
widdy accepted and powerful tool for andyzing complex sructures, is cgpable of deding with the
integration of smart components and classic structurd parts. So, linear and geometrically nonlinear satic
and dynamic behavior of thin laminate composite structures embedded with piezodectric layers are
andyzed in this work usng the Finite Element Method (FEM). Triangular elements, called GPL-T9,
with three nodes and six degrees of freedom per node (three displacement and three rotation
components) and one degree of freedom per piezodectric layer (dectrica potentid) are used. For Satic
andyds the nonlinear equilibrium equations are solved using the Generdized Displacement Control
Method (GDCM) while the dynamic solution is performed using the classcad Newmark Method with an
Updated Lagrangean Formulation (ULF). The system of equations is solved using the Gradient
Cojugate Method (GCM) and in nonlinear cases an iterative-incrementad scheme is employed. Severd
numerical examples are presented and compared with results obtained by other authors with different
kind of dements and different schemes. The agreement among these results demondrates the vaidity
and effectiveness of the developed models.

Keywords: Static and dynamic andyss, geometricaly nonlinear andyss; thin laminate composite;
piezodectric plate/shdls, smart materids.
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1. INTRODUCAO

A crescente necessidade de estruturas com propriedades superiores impulsiona o
desenvolvimento de novos tipos de materiais, dentre os quais se destacam 0s materiais
compostos laminados reforgados por fibras. Estes materiais sdo formados por uma associacéo de
laminas adequadamente unidas, confeccionadas com fibras resistentes dispostas segundo uma ou
duas direcBes, envolvidas por uma matriz. Sua utilizacdo nas indUstrias automobilistica,
aeronautica e espacial exige que os mesmos tenham determinadas propriedades mecanicas como:
altas relacOes rigidez/peso e resisténcialpeso; ata resisténcia a fadiga; ato amortecimento;
isolacdo térmica e acUstica; eresisténcia a corrosdo. Estas exigéncias estruturais especificas sao
obtidas, basicamente, através do gjuste da natureza dos materiais constituintes, da espessura das
laminas, orientacdo das fibras e sequiéncia de laminagéo, o que faz com que este sgja um dos
materiais estruturails mais avangados atualmente [Lee, Reddy e Rostam-Abadi, 2006;
Marincovic, Kopper e Gabbert, 2004; Marques, 1994]

Uma das caracteristicas inerentes de sistemas naturais € que estes sdo capazes de
reconhecer a caracteristica e a intensidade do estimulo externo, e reagir apropriadamente com o
objetivo de alcancar o melhor desempenho ou proteger sua integridade. Para que sistemas
artificiais exibam um comportamento similar € necess&rio que 0s mesmos sgam providos de
materiais inteligentes. Estes materiais apresentam a capacidade de desenvolver uma mudanca
reversivel em suas propriedades mecéanicas devido a influéncia de um campo de temperatura,
elétrico ou magnético; possibilitando assm que os materiais inteligentes sgfam empregados
como sensores e atuadores. [Marinkovic e Gabbert, 2004; Monner, 2005].

Portanto, 0 comportamento de estruturas construidas de compostos laminados pode ser
melhorado através do acoplamento de materiais inteligentes como |aminas adicionais ao
laminado. Isto propicia a combinagéo entre as propriedades mecanicas superiores dos materiais
compostos laminados com a habilidade de sensoriamento e atuacdo dos materiais inteligentes.
AplicacBes para estruturas laminadas piezelétricas podem ser encontradas, por exemplo, no
monitoramento de estruturas, isolamento e controle de vibracdes, aplicacdes médicas, controle
de ruido e controle de forma [Lee, Reddy e RostamAbadi, 2006; Marincovic, Kopper e Gabbert,
2004; Moitaet al., 2004].

Dentre os diferentes tipos de materiais inteligentes comerciamente disponiveis, o
interesse em empregar 0S Mmateriais piezelétricos como sensores e atuadores, cresceu
consideravelmente nos dltimos anos, sendo, atualmente, um dos materiais inteligentes mais
utilizados. [Lefevre, Gabbert e Koppe 2003].



Os materiais piezelétricos tém a propriedade de gerar carga elétrica devido a uma
deformagdo mecénica imposta a0 materia (efeito piezelétrico direto), ou ainda, quando um
campo elétrico é aplicado a este tipo de material, faz com que 0 mesmo sofra uma deformagéo
mecanica (efeito piezelétrico inverso). Estes efeitos governam a interacdo eletromecéanica nos
materiais piezel étricos [Balamurugan e Narayanan, 2001; Moita et al., 2004].

O Método dos Elementos Finitos € uma ferramenta amplamente reconhecida e poderosa
para a andlise de estruturas complexas, permitindo a integracdo entre 0s componentes
inteligentes e classicos das estruturas ativas. Além disso, model os experimentais e protétipos séo
limitados a estruturas relativamente simples. Entdo, em aplicagbes praticas, a técnica dos
elementos finitos proporciona versatilidade na modelagem, nasimulacéo e na andlise de projetos
de engenharia com materiais e estruturas inteligentes [ Xu e Koko, 2004; Yao e Lu, 2003].

Os objetivos principais da modelagem sédo freqlentemente opostos — por um lado, o
modelo deve ser desenvolvido para oferecer uma precisdo satisfatéria, mas por outro lado, o
esforgco computacional necess&rio ndo pode ser muito elevado. Como regra, a andlise linear é
numericamente menos exigente que a andise ndo-linear. Entretanto, nos ultimos anos, 0s
resultados numeéricos de diferentes pesguisadores tém mostrado que as variaveis de interesse
podem ser significativamente influenciadas com a consideracéo de grandes deslocamentos e
grandes deformagOes da estrutura. Com isso, diferentes formulagdes com elementos finitos de
estruturas ativas delgadas, que consideram os efeitos da ndo- linearidade geométrica e/ou da ndo-
linearidade material tém sido desenvolvidas [Marincovic, Kopper e Gabbert, 2005]. Dentre 0s
quais destacam-se: Gao e Shen, 2002, que apresentaram um elemento de placa com 4 nés para a
andlise geométrica ndo-linear de estruturas inteligentes piezelétricas adotando uma formulagdo
Lagrangeanatotal; Marincovic, Képper e Gabbert, 2004, e Marincovic, Kopper e Gabbert, 2005,
desenvolveram um elemento de casca degenerado de 9 nés para andlise linear e ndo-linear de
estruturas laminadas piezel étricas delgadas, através de uma formulagéo Lagrangeana atualizada;
e Yi, Ling e Ying, 2000, que desenvolveram um elemento solido de 20 noés para a analise ndo-
linear de estruturas laminadas adaptéveis usando uma formulagéo L agrangeana atualizada

Ent8o, com base no exposto anteriormente, o objetivo deste trabalho foi realizar a analise
numérica estética e dindmica, linear e geometricamente ndo-linear de estruturas laminadas
delgadas com e sem ainclusdo de material piezelétrico.

Paraisso, foi adotado o elemento finito GPL-T9, como em Zhang, Lu e Kuang, 1998, e
em Teixeira, 2001, que é um elemento finito triangular conforme generalizado, que considera a
rotagdo no plano da superficie média do elemento. A este elemento foi aplicada a Teoria Classica
de Laminag&o, de acordo com Christensen, 2005, Jones, 1999, e Mendonga, 2005, de forma que



o laminado inteiro, que € constituido de diversas camadas, possa ser analisado com uma unica
lamina equivalente. Apds, segundo Balamurugan e Narayanan, 2001, e Gao e Shen, 2002, foi
introduzido o conceito dos materiais piezelétricos como laminas adicionais ao laminado, que
podem ser empregadas como sensores e atuadores. Portanto, foi desenvolvido um elemento
finito triangular laminado piezelétrico com trés nés e wis graus de liberdade elésticos por nd
(sendo trés componentes de deslocamentos e trés componentes de rotacdo) e com duas laminas
piezelétricas, com um grau de liberdade elétrico (potencia elétrico) por |amina piezel étrica.

Nas andlises estaticas linear e ndo- linear geométrica, a solucdo das equacdes de equilibrio
obtidas através do Méodo dos Elementos Finitos foi realizada, respectivamente, pelo Método
dos Gradientes Conjugados (com pré-condicionamento diagonal) e pelo Método do Controle de
Deslocamentos Generalizados. Para a solucéo das equacdes de equilibrio da andlise dindmica
linear foram usados o Método de Newmark e Método da Superposicdo Modal; e para a andise
dindmica geometricamente ndo-linear foi adotado o M étodo de Newmark.

Os diversos conceitos que foram utilizados nesta pesguisa e os resultados alcancados
estdo expostos da seguinte maneira o0 Capitulo 2 faz consideracBes sobre os materiais
compostos, 0 Capitulo 3 trata dos materiais piezelétricos; no Capitulo 4, a formulagdo
incremental Lagrangeana do movimento € apresentada; no Capitulo 5, 0 Méodo dos Elementos
Finitos é aplicado; no capitulo 6 é mostrado como foi feita a solugdo das equacdes de equilibrio;
no Capitulo 7, a validacdo da teoria desenvolvida foi realizada, através de diversas simulacbes
numéricas, no Capitulo 8, as conclusbes obtidas neste trabalho foram apresentadas; e,
finalmente, no Capitulo 9 recomendacdes para trabal hos futuros sdo sugeridas. Constam ainda a
lista de referéncias bibliograficas consultadas, e aguns esclarecimentos julgados necessarios em

anexo.



2. MATERIAISCOMPOSTOS

2.1 Introducéo

Um material composto é definido, basicamente, como a combinacdo de dois ou mais
materiais em uma escala macroscopica, formando entdo um terceiro material [Jones, 1999].

A vantagem dos materiais compostos € que, se bem projetados, podem exibir as melhores
gualidades de seus componentes ou constituintes e ainda algumas qualidades que nenhum dos
seus componentes possui [Jones, 1999]. Dentre as propriedades que podem ser obtidas com um
material composto, pode-se destacar: resisténcia estética e a fadiga; rigidez; resisténcia a
corrosdo; resisténcia a abrasdo; reducdo de peso; capacidade de trabalho a ata e baixa
temperatura; isolamento ou condutividade térmica, elétrica e acUstica; dureza;, e aparéncia
estética[Mendonca, 2005].

Um material composto tipico é formado por inclusdes suspensas em uma matriz. Essas
inclusdes (fibras ou particulas) conferem ao material composto suas caracteristicas mecanicas,
enquanto que as matrizes sdo responsavels em transferir as solicitagdes mecanicas as inclusdes e
protegé- las do ambiente externo [Bower, 2000].

O caréter anisotropico dos materiais compostos € o fator primordial para a obtencéo das
propriedades mecanicas requeridas pelo componente. A leveza juntamente com as excelentes
caracteristicas mecénicas faz com gque os materiais compostos sgjam cada vez mais utilizados
dentro da engenharia [Pereira, 2002].

2.2 Classificacdo dos materiais compostos

De acordo com Jones, 1999, os materiais compostos sdo classificados em quatro grupos:
materiais compostos reforgados por fibras, materiais compostos reforgados por particulas ou
materiais compostos particulados, materiais compostos laminados;, e materiais compostos

combinados.

2.2.1 Materiais compostos r efor cados por fibras

As fibras so caracterizadas, principalmente, por sua ata relacdo comprimento-diametro,
podendo ser continuas, longas, ou curtas, na faixa de 5 mm a 25 mm de comprimento. Quanto a
sua disposicao, elas podem ser unidirecionais, bidirecionais ou aeatoriamente orientadas. A

resisténcia e a rigidez de um material, quando em forma de fibra, s8o algumas ordens de



magnitude maiores que os valores obtidos para 0 mesmo material em bloco. Este paradoxo é
devido ao fato de que as fibras apresentam estruturas mais perfeitas se comparadas ao material
em bloco. Nas fibras, os cristais estdo alinhados ao longo de seu eixo. Além disso, existem

menos defeitos internos que em um material em bloco [Mendonga, 2005; Jones, 1999].

2.2.2 Materiais compostos refor cados por particulas

A particula ndo possui uma dimensdo predominante como nas fibras e geramente sua
presenca ndo € tao efetiva no incremento da resisténcia da matriz. A presenca de particulas muito
rigidas em matriz frégil pode de fato reduzir sua resisténcia em fungcdo da concentracéo de
tensbes no materia da matriz adjacente. Entretanto o uso de particulas visa 0 incremento de
outras propriedades, como: condutividade ou isolamento térmico e elétrico; resisténcia a altas
temperaturas, reducdo de atrito; resisténcia ao desgaste superficial; aumento da dureza

superficial; e reducéo de custos [Mendonga, 2005].

2.2.3 Materiais compostos laminados

Consistem em camadas de pelo menos dois diferentes materiais que estdo fixados
conjuntamente. A laminacdo € usada para combinar os melhores aspectos das camadas
condtituintes unindo os materiais de forma a obter um materia melhor, ou sga, com
propriedades mecéanicas melhores. Dentre essas propriedades, destacamse: a resisténcia
mecéanica; arigidez; areducdo de peso; aresisténcia a corrosao; e resisténcia ao desgaste [Jones,
1999]. Os laminados tanto podem ser planos, em formas de placas, quanto curvos, em forma de
cascas. Os compostos podem ainda ser conformados como corpos tridimensionais [Merdonga,
2005].

2.2.4. Materiais compostos combinados

S0 materiais compostos que exibem mais que uma das caracteristicas das classes
anteriores. materiais compostos reforgados por fibras, reforcados por particulas ou laminados.
Um exemplo classico € o concreto armado, que possui caracteristicas dos materiais compostos
particulados (do concreto) e dos materiais compostos refor¢ados por fibras (da armagéo) [Jones,
1999].

Neste trabalho os materiais compostos laminados reforgados por fibras foram utilizados,

e por esta razéo, serdo aqui abordados.



2.3 Comportamento mecanico dos materiais compostos

De acordo com Jones, 1999, 0s materiais compostos possuem muitas caracteristicas de
comportamento mecanico que sdo diferentes das apresentadas pelos materiais convencionais
empregados na engenharia. Algumas dessas caracteristicas sdo simples modificacfes em seu
comportamento mecanico; e outras sdo totalmente novas exigindo novos procedimentos de
andlise analitica e experimental.

A maioria dos materiais usados na engenharia s8o homogéneos e isotrépicos. um corpo
homogéneo apresenta propriedades uniformes em toda sua extenséo, ou segja, as propriedades séo
independentes da posicdo no corpo; e um corpo isotropico possui as mesmas propriedades em
qualquer direcdo para um determinado ponto do corpo, ou segja, suas propriedades sdo
independentes da orientacéo (ver Fig. 2.1).

Ja 0s materiais compostos sdo comumente heterogéneos e ndo- i sotrdpicos (ortotrépicos,
ou, em uma definicdo mais geral, anisotropicos): um corpo heterogéneo apresenta propriedades
nao uniformes ao longo do corpo, ou sga, as propriedades dependem da posicado nNo corpo; um
corpo ortotrépico possui propriedades que sdo diferentes em trés direcbes mutuamente
perpendiculares em um determinado ponto do corpo e, além disso, possuem dois ou trés planos
de simetria mutuamente perpendiculares, ou sgja, suas propriedades dependem da orientacdo (ver
Fig. 2.1); e um corpo anisotropico apresenta propriedades que sdo diferentes em todas as
direcbes em um dado ponto do corpo, ndo existindo nenhum plano de simetria, e suas
propriedades dependem da orientac&o no ponto analisado (ver Fig. 2.1).
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Figura 2.1 Comportamento mecanico dos materiais [Jones, 1999].



2.4 Materiais compostos laminados refor cados por fibras

De acordo com Marques, 1994, estes materiais consistem em uma associacdo de laminas
confeccionadas com fibras longas e resistentes, dispostas paralelamente segundo uma ou duas

diregdes, envolvidas por um material referido como matriz, conforme representado na Fig. 2.2.

umadirecdo duas diregdes

Figura 2.2 Laminas reforcadas por fibras [Jones, 1999].

As laminas que formam o material composto laminado podem ser planas no caso de
placas ou curvadas no caso de cascas [Stegmann e Lund, 2001].

As placas e cascas de materiais compostos laminados refor¢ados por fibras possuem um
comportamento mais complexo que o apresentado pelas constituidas de materiais convencionais
(homogéneo e isotropico). Uma simples mudanca na disposi¢céo das |aminas ou na orientagdo das
fibras de um laminado pode afetar enormemente a resposta da estrutura, o que demonstra a
importancia do desenvolvimento de modelos que representem adequadamente seu
comportamento mecanico [Marques, 1994].

Por razbes funcionais ou de uso racional de material, freqiientemente placas e cascas
constituidas de materiais compostos laminados de espessura reduzida sdo utilizados em projetos
de estruturas. Assm, o estudo do comportamento destas estruturas constitui um importante
apéndice da area de pesquisa sobre o comportamento de placas e cascas laminadas. Devido as
diferentes possibilidades de utilizaggo destas estruturas, os efeitos dindmicos e de natureza néo-
linear geométrica sdo aspectos de importancia fundamental a serem estudados e considerados em
projetos [Marques, 1994].



2.4.1 Comportamento mecanico de uma lamina

Como jafoi dito, um laminado é constituido por diversas laminas, normalmente idénticas,
variando suas orientacOes para melhor atender aos requisitos de projeto ou de fabricacdo. As
propriedades macroscopicas do laminado, como resisténcia e comportamento elastico,
dependem, portanto, das propriedades das |aminas individuais que o compdem, além da ordem e
orientacao destas camadas [Mendonga, 2005].

A Fig. 2.3 apresenta os elementos principais de uma lamina. A diregdo das fibras define
as trés direcbes principais de propriedades da lamina, que so as diregdes tomadas como
referéncia nas definicbes das propriedades mecénicas, tensdes, deformacfes e demais cdlculos
basicos. A direcdo principal 1 é adirecdo longitudinal, indicada pelo eixo 1. A diregdo principal
2, transversal a fibra, € indicada pelo eixo 2. E a diregdo principal 3, € a direcéo normal a

[&mina, e indicada pelo eixo 3.

Diregéo transversal
longitudinal

Figura 2.3 Diregdes principais das propriedades mecanicas em uma lamina [Jones, 1999].
Como o conhecimento do comportamento mecanico de uma lamina € essencia para o

entendimento das estruturas laminadas reforcadas por fibras, foi adotado neste trabalho o
enfoque macromecanico, que sera apresentado a seguir.



2.4.2 M acromecanica de uma lamina

Mendonga, 2005, afirma que o termo comportamento macromecanico refere-se ao
comportamento da lamina apenas quando as propriedades mecanicas aparentes meédias, em sua
forma macroscopica, sdo consideradas.

A restricdo basica desta teoria é assumir um comportamento elastico-linear para os
materiais tratados. Entretanto, esta linearidade € geralmente superior a dos metais, e a teoria,
como descrita a seguir, € amplamente usada na engenharia.

A relacdo tensdo-deformacédo, baseada na lei de Hooke, para um material elastico-linear
anisotropico € dada por [Jones, 1999; Mendonca, 2005]:

| S, §'C11 C12 C13 C14 C15 Cl6 U' € U

| I € ul 1

i S, | éC12 C22 C23 C24 Czs C26 ur €, T

l ST — §C13 C23 C33 C34 C35 C36 ul €; T

I, y=é ar 'y (2.1
'|'t B | éC14 Cz4 C34 C44 C45 C46 Ui O3 1

-:-t 31: gC15 C25 C35 C45 C55 Cse 3: Us1 :

Tt 12 b g:lﬁ Cze Cas C46 C56 Cee QT O b

ou, na forma Compacta_'
{s}=gc'ye’) (22)

onde s; e t, com i,j=123 sio as tensdes normas e cisdhantes (ver Fig. 2.4),
respectivamente; C; com i,j =1,2,3,4,5,6 s3o0 os elementos da matriz de rigidez do material
gCl H sendo o sobrescrito 1 aindicacéo do sistema de coordenadas usado, definido pelos eixos
1- 2- 3;e e eg; comi,j =123 s3o asdeformagdes normais e cisalhantes, respectivamente,

definidas por:

N T
fer=u 4 Iw T4 Tw fu,  w fu, T4, 23)
ik Ty fz fz Ty Tz ™ Ty Txp

sendo u,, u, e w os deslocamentos nas diregdes X, y e z (oudiregdes 1, 2 e 3) e 0 sobrescrito

T indicando a forma transposta do vetor.
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Figura 2.4 Tensdes em um elemento [Jones, 1999].

A matriz gclﬂ possui vinte e uma constantes independentes; além disso, ela é ndo-

singular, o que significa que pode ser invertida, resultando na relacéo deformacéo-tensao:

()= (s} @ {e}=g'Ys] (25)

ou

: € :J gsn S Sz Sy S5 S ﬂ: S, :J
T €, T éslz S Ss Sy Ss Se ui Sy T
fef €y Sy S5 Sy Sy SUfssf
| “y=é ar, °y (24
7927 654 Su Su Su S S l:l'l't BT
: Ox : g§5 Ss Sy S S5 S ﬂ:t 31-:-
1012 b B85 Sx Su Sk S6 Selitin b

onde gsl = gtlgl € amatriz de flexibilidade do material.

Se «istem dois planos ortogonais de simetria de propriedades no material, existira
necessariamente simetria relativa ao terceiro plano mutuamente ortogonal aos outros dois. Um
material com essas caracteristicas de triplice simetria € dito ortotropico. As direcfes principais
de propriedades do material sdo paralelas as interseccdes dos trés planos ortogonais de simetria
do mesmo, resultando em uma relacdo tensdo-deformagdo com nove constantes independentes,

dada por:
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(2.6)

Um material ortotrépico possui pelo menos um sistema de coordenadas em cada ponto em que as

tenses normais provocam apenas deformacgbes normais e as tensdes cisalhantes provocam

apenas deformagdes cisalhantes na direcdo do carregamento. Essa caracteristica pode ser

verificada na Eg. (2.6). E arelacéo deformacao-tensdo para um material ortotropico € dada por:

:e :J eS.Ll Sp S
i €2 eslz Sy Sz
I, {,/_?513 S3 Sy
i 97 eO O O
T T eo 0 0
|g T e

Top @ 0 O

0 0 Ous,u
0 0 0 gs,i

0 0 0 Us,i

sy 0 O B:tzs?/.
0 s, O ﬂ:t

0 0 Seemtlzb

(27

Se existe um numero infinito de planos de simetria de propriedades no material, sua

matriz de rigidez apresenta apenas duas constantes independentes, caracterizando um material

isotropico que possui uma relacéo tensdo-deformacdo dada por:

(7]
N
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e umarelacdo deformagéo-tensdo definida como sendo:

(Cy

UI e u
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C12 /2 QT 012 b

o O O O O

(2.9)
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Outros tipos de materiais considerando diferentes planos de simetria sGo apresentados por
Jones, 1999.

Como é possivel observar, as relagbes deformacdo-tensdo indicam as respostas de
deformacdo causadas por uma determinada tensdo aplicada ao material. Considerando um
material anisotropico, acoplamentos significativos ocorrem entre as tensdes aplicadas e as
deformacOes sofridas (ver Fig. 2.5), em contraste com um material isotrOpico que possui um

anico acoplamento: o de extensdo-extensdo [Jones, 1999].

acoelamento i acoplamento
extensdo eXIensan-extensdd  ¢jsgl hamento-extensio

1€ U Stz / S| Sy Sis ’ Sie U‘| S U

S &% i Sz

[ €] Sy LTS 5T

: 923'3[/ & s SDu Sy o|UI} 23%/

: 931::: 2515 S5 S5 i 31:

T92p B Ss S (12 b
cisalhamento acoplamento

cisal hamento-cisalhamento

Figura 2.5 Significado fisico das relagdes def ormagdo-tensao anisotrépicas.

Considerando agora um material ortotropico, sua matriz de flexibilidade definida em

termos das constantes de engenharia € dada por [Mendonca, 2005]:
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g 0 0 O — O 0 Qg
é G4 a
e 1,4
g o0 0 0 0O — O0u
é Gy a
e 1 0
é 0 0 0 0O 0 —u
e Gp g

onde: E, E, e E, sdo os modulos de Young, ou médulos de elasticidade, nas diregoes
principais 1, 2 e 3, respectivamente; G,,, G,, € G; sdo 0s modulos de elasticidade transversal
cisalhante, nos planos 1- 2, 2- 3 e 3- 1, respectivamente; e n; =- e, /e, s30 o0s seis valores
de coeficientes de Poisson, obtidos da relacdo entre a deformagdo na direcdo | quando um
elemento diferencial de volume € carregado apenas na diregéo i, isto é com s, =s etodas as

outras ternsdes nulas.

Deve-se lembrar que, apesar de terem sido definidas doze constantes de engenharia para
0 material ortotropico, a simetria da matriz de flexibilidade (s; ='s;;) mostra que existem apenas

nove constantes independentes, isto &

h__ |!J :1’213 eil J (211)

Como a matriz de flexibilidade e a matriz de rigidez sdo mutuamente inversas, através da
algebra matricial, seus componentes estdo relacionados como:

C,= %S5~ Sy C,= S1352 = SpSss Cs= S1253 - S35

S S S
.2 _ _ 2
c, - %38113 S o, =SS Sszasu C. = snszzs 7 (2.12)
1 1 1
C,=— C,=— C,=—
44 844 55 855 66 %6
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onde:

S=5,5,55 - S5 - 5,55 - SuSi, +25,5,55- (2.13)

A matriz de rigidez para um materia ortotropico em termos das constantes de engenharia

€ obtida através da inversao da Eq. (2.10). Seus coeficientes ndo nulos sdo entdo definidos como:

:1' Nods C :1'n1§]31 C zl'nl:_nm

11 2 33

EEQ EEDQ EEDQ
Cu=Gy Cx=Gy G =Gy
” Moy FNsNys _Nyp N3N C13:n31+n21n32 N3 N353 (2.14)
E,EDe EED E,ED: EED
= Ny N N5 Ny NNy,
EEDR  EED

onde:

D. = 1-nNy -Ng - NaNis - NNy )

X CEE (2.16)

2.4.2.1 Lamina sob um estado plano de tensdes

De acordo com Christensen, 2005, Jones, 1999, e Mendonca, 2005, diz-se que um corpo
esta sob um estado plano de tensbes se cada porto esta sujeito a tensdes apenas em um Unico
plano. Considerando a lamina apresentada na Fig. 2.3, submetida a um estado plano de tensoes,

no plano 1- 2, e considerando também a Fig. 2.4, tem-se que:

$,=0, t,,=0 e t, =0 (2.16)

s;*0, s,*0 et,*0 (2.17)



nas rel agdes tensdo-deformacdo anteriormente definidas.
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O estado plano de tensdes em uma lamina ndo é meramente uma idealizagdo da realidade,

mas um objetivo pratico de como se deve usar uma lamina reforgada por fibras, pois a mesma

nao pode resistir a atas tensbes em qualquer outra direcéo que ndo a direcéo das fibras.

Para materiais ortotrépicos, impondo as condi¢des dadas pelas Egs. (2.16) e (2.17) na Eq.

(2.7), as deformagdes forado plano 1- 2 ficam definidas por:
e3:%381+52352’ 923 :0 € gSl :0

onde:

Além disso, suarelacdo deformacéo-tensdo, Eq. (2.7), reduz-se para:

ieu és, 5 Ous,u
I L _é& ar |
| ez}/_ eslz s, O l].|_32_)_/

to.p 80 O soffty]

ou, na forma matricial:

(e} =[sl{s}

sendo:

S =

1 o 1
Ei E2 EZ G12

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

onde {Sl} , {el} e [s] s80, respectivamente, o0 vetor de tensdes, o vetor de deformacdes e a

matriz de flexibilidade reduzida da lamina ortotrOpica, para o estado plano de tensbes

referenciados aos eixos principais. Essa relagéo pode ser invertida resultando na relagéo tenséo-

deformacéo reduzida:
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i Sl..LI.] éQn Q12 0 Ui € }J

, _ u ,
is,y=& Q Ojiey (2.23)
%tlzllj eo 0 stg{glzb

ou, na forma matricial:
{s}=[Q)e} (2.24)

onde [Q] € amatriz de rigidez reduzida, com seus coeficientes definidos por:

- S - Su
Q= Qe
" S35, - 3122 i S5, - sz (2.25)
S _1 '
Q=i Qe =
v S11S; - 5122 ® Se6
ou, em termos das constantes de engenharia:
E
Q”:1-rl1512n % =1mn
i Ez 1 an El 12721 . (2.26)
Q12 = 2 = = Qee = Glz

1-n,n, 1-n,n,

Pode-se observar que o comportamento de uma |amina ortotrépica carregada em seu
proprio plano, ou sgja, sob um estado plano de tensdes, é definido por apenas quatro constantes

elasticas. E, E,, n,, e G,,, além darelagdo de reciprocidade dada por:

n12 — nZI.
22 -2 (2.27)
E E

Ja as relagdes para 0 materia isotrépico podem ser obtidas simplificando as relacdes

apresentadas para 0 caso ortotropico, COmo segue:

E=E=E, n,=n,=n e G, =G. (2.28)
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Logo:

1 n 1
$158, =2 %7 % € %=2(sa-8;)=3 (229
E, os termos da matriz de rigidez reduzida ficam:
_ _ E _ nE B
Qn_sz_m’ le_l_nz e Q66_2(1+n)_G- (2.30)

2.4.2.2 Rotacgao da relagao tensio-defor magao

Até aqui as tensdes e as deformagdes foram definidas no sistema principal de
coordenadas do material. Entretanto, as diregbes principais do material normamente ndo
coincidem com o sistema de coordenadas que deve ser usado na solucdo do problema. Além
disso, cada lamina constituinte do laminado possui suas fibras orientadas em uma direcdo
diferente das demais. Entdo, para a andlise do laminado sd0 necessarios dois sistemas de

coordenadas. 0 Oxyz e o 0123. O sistema global Oxyz é usado para definir os parémetros do

laminado, enquanto que cada lamina mssui um sistema 0123, com 0s eixos orientados nas
diregBes principais de ortotropia material. Torna-se necessario entdo uma relago entre as tensdes

e as deformacbes nestes dois sistemas de coordenadas. Como a relacdo tensdo-deformacéo no

sistema de coordenadas 0123 ja foi definida anteriormente, um método de transformacéo deve

ser empregado, obtendo assim a relagéo tensdo-deformacéo no sistema de coordenadas global.
Para tanto, defini-se a matriz de transformacéao [T,] como a matriz que exprime a rotacéo de
componentes do sistema Oxyz para o sistema 0123, determinada pelo angulo q, conforme a

Fig. 2.6. Estarotacdo plana é representada por [Jones, 1999; Mendonga, 2005]:

[T]= §C°Sq e (2.31)

Eenq  cosq

Sendo que a rotacdo € feita em torno do eixo z, normal a lamina, ndo havendo transformacéo

nessa diregao.
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e

z@3
Figura 2.6 Sistemas de coordenadas de uma lamina.

Por exemplo, considerando o vetor posi¢céo de um ponto qualquer na lamina, definido por
{ IOX} :{ P, py}T nas diregdes Oxyz , suas componentes{ pl} ={p, p,}', nasdiregdes 0123,
s dadas por { p'} =[T, ]T{ p'}.

Assim, as componentes de tensdes planas se transformam em uma rotagdo em torno do

€iX0 z por:
&, tyu écosq -senqués, t,,0écosq senqu
g u=& ug ué u (2.32)
w Sy( ésenq cosq gd, S,(& senq cosqg
ou
Lo N Ll T
§s'g=[T]esHT] (2:33)

onde os indices x e 1 referemse aos sistemas de eixos Oxyz e 0123, respectivamente, e T €a
transposta da matriz. Efetuando as operagdes indicadas nesta equacéo e exprimindo os termos
des matrizes gS'fj e gS'H em colunas, denotadas por {SX} e {Sl} , tem-se a expressdo da

transformacao plana das tensoes:
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: s X:J g cos’ q sen’q - 2senq cog) 3:8 1:1
iS,y=¢ sen’y cos’q 2senq cosq Qr's 2y (2.34)
it Wii) €senq cosq - senqcosq  cosq - senq it 12|O
ou
{s}=[11"{s} (2.35)

sendo [T] amatriz de transformacado entre os sistemas de coordenadas Oxyz e 0123, dada por:

é cos’q sen’qy 2senq cosq U
[T]= g sen’q cos’q - 2senq cosq 3 (2.36)
& senqcosq senqcosq cos’q - seniq

A matriz inversa de [T],isto & [T]", é obtida simplesmente usando -q em lugar de q

na Eq. (2.36).
As deformacdes transformamse da mesma maneira que as tensdes, desde que a

deformagao cisalhante g/2 sgja usada em vez da deformagéo de engenharia g . Entdo:

e U poe
l e, .{'/:[T]'l_:'. e, {, (2.37)
194/2h 19./2h

A Eq. (2.37) pode ser modificada com o uso damatriz [ R], definida por:

o

[R]=

(2.38)

o - O
o

N
[eex) C_\ N\,

T 0 @

Pode-se entdo fazer:
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| e, u 1 € o
i T
| e, y [R] e y- (2.39)

| glzb I ng/Zb

De forma similar, as deformacdes no sistema Oxyz ficam:

e ( 1 e, u
:eyy (Rl e (2.40)
%g b ngy/zb

O uso da matriz [R] € apenas uma simples manipulacdo algébrica, pois enquanto a
transformacao tensorial sO éfeitacom g/2, alel de Hooke usa a deformacéo de engenharia g .

Com isso, substituindo a Eqg. (2.39) na Eq. (2.23), obtém se:

1S, U 1 & U
.'L.SZ_IX?:[Q][R]_{ e, i/ (2.41)
{tlzb {912/213

considerando a Eq. (2.37), aEq. (2.41) torna-se

ls,§= [Q][R][T]. X )
't b Ig><y/2I

e, aplicando a Eq. (2.40), a Eq. (2.42) fica definida como:

.szy [Q][R][T][R] y (249
t b ngyb

apos, utilizando na Eq (2.43) a Eg. (2.35), tem-se:
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Is, 0 le 0 s, le
[Tlis,y=[QURITIR e,y ® is,y=[T]"[QIRITIR"Ie,y (244
ityb 19%p  1tob 195 b

Porém, comparando-se as definigdes de [T], [T] ", [R] e[R] ", nota-se que:

[RITIIR] " =[T]" (245)
entdo, a Eq. (2.44) fica
Is, U le i lel €, Q, Qglie,l
:Syi/:[T]l[Q][T]T: eyi'/:@a_:'.eyi’:g@z ?22 (ézeg_:" eyi'/ ou {SX}:Q(_?E]{GX} (2.46)
1typ 19 19p 8 % Quligyp

gue é a relacdo tensdo-deformacdo reduzida, para o estado plano de tensdes, no sistema de

coordenadas global Oxyz, onde:

Q, =Q, cos’q +2(Q,, +2Q,;) sen’q cos’q +Q,,sen’q

Q. =(Qu +Q, - 4Qy )sen’qcos’q +Q, (sen“q + cos“q)

Qs =(Qu - Q, - 2Qy )senq cos’q +(Q,, - Q,, +2Qy ) sen’q cosq
Q,, =Qusen’q +2(Q,, +2Q, )sen’g cos’q +Q,, cos’ q

Qs = (Qu - Qu - 2Q,) sen’gcosq +(Q,, - Q, +2Q;) seng cos’q
Qs =(Qu+Qy - 2Q;, - 2Qq )sen’q cos’q + Qg sen'y +cos'q)

(2.47)

observando que a matriz de rigidez reduzida transformada c_gj possui termos em todas suas
posicOes, ao contrario da matriz de rigidez reduzida Q; que possui aguns termos nulos; e que
depende apenas das quatro componentes de [Q] , que por sua vez dependem apenas das quatro

constantes de engenharia E;, E,, n, e G,.

Para a transformac&o de deformagdes, substituem-se as Egs. (2.39) e (2.40) na Eq. (2.37),
considerando a Eq. (2.45), da seguinte maneira:
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el el el
_{ ez_'y':[R][T][R]'lf;eyg,:[T]'T}_ ey_;;,. (2.48)
19:2p 19yb 19y b

Jaarelacéo deformacdo-tensdo € obtida através da inversdo da Eq. (2.46), como segue:

-i- & U \stu
: € i'/:[T]T [Q]'l[T],%_Sy,'y- (2.49)
%gxyi) %txyi:)

Das Egs. (2.20) e (2.23), arelagdo entre a matriz de flexibilidade reduzida e a matriz de rigidez

reduzida &

[s]=[q]” (2.50)

de forma que a Eq. (2.49) pode ser reescrita como:

'i' € U -\I-S Xu '\l.S xl'I
te,y=[T]"[d][T]ts ,y=[slts,y (251)
lg | It | It |
=wp I"vp - wp

gue € a relacdo deformagdo-tensdo reduzida; sendo [§] a matriz de flexibilidade reduzida

transformada, definida nas direcBes x - y dalamina, com componentes dadas por:

5§, =§, cos'q +(2s, +5, ) sen’q cos’q +s,,5en’q
§12 =s, (sen4q + cos4q) +(5u +s,- %G)Senzq COqu
§16 = (2311 - 2512 - %e)senq COqu +(2522 } 2512 ) %ﬁ)sensq cosq

2.52
§, =s,%en’q +(2s, + ;) sen’g cos’q +s,, cos’q (252

S =(2s, - 25, - S5) sEn’gcosq +(2s,, - 25, - 5 )SeNq COS’q
S6 =2(2511+2522' 4s,, - Sse)senzq COqu * %6 (Sen4q +COS4Q)
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2.4.3 Teoria Classica de Laminacéo

Considerando Christensen, 2005, Jones, 1999, e Mendonga, 2005, a Teoria Classica de
Laminacdo consiste em um conjunto de hipoteses de tensbes e deformagbes que definem o
comportamento mecanico do laminado. Inicialmente, adota-se para o laminado o conjunto de
pressupostos que sdo comumente conhecidos como hipoteses de Kirchhoff nos estudos de placas,
e hipéteses de Kirchhoff- Love nos estudos de cascas. Essas hipoteses gerais de placas e cascas

isotrépicas, juntamente com outras proprias para materiais compostos laminados, sdo:

ad) O laminado consiste de laminas perfeitamente coladas, isto €, sem deslizamento ou
deslocamento relativo.

b) A camada de resina que € usada para unir as laminas € infinitesmalmente fina e ndo
deformével por cisalhamento, significando que os deslocamentos séo continuos
através das |aminas.

c) O laminado é considerado delgado, ou seja, € uma placa ou casca de parede
relativamente fina em relagdo a uma das dimensdes da superficie. Normalmente isso é
quantificado, de forma bastante arbitréria, considerando que o erro na resposta estara
na faixa de até 5% em deslocamentos usando a teoria de placa delgada se a relacéo
comprimento/espessura for maior que 100.

d) Como consequiéncia dessa hipotese, pode-se usar a chamada hipotese das secoes
planas. Ela diz que uma linha originalmente reta e perpendicular a superficie que
define a geometria da estrutura (a chamada superficie de referéncia) permanece reta e
perpendicular a superficie quando o laminado for estendido e flexionado. Como
consequiéncia g,, =g,, =0, onde os eixos Oxyz estdo como naFig. 2.7.

€) Os segmentos normais a superficie de referéncia sdo considerados inextensiveis, isto

€, tém comprimentos constantes. Isso significaque e, =0 em qualquer ponto.

As hipéteses “c”, “d” e “€” sd0 as mesmas usadas na teoria de Kirchhoff para placas

delgadas isotropicas homogéneas. Com essas hipéteses podem ser deduzidas as relagles entre as
componentes de deslocamento u,, u, € w de um ponto qualquer C, e as componentes ul e uS
de um ponto situado sobre a superficie de referéncia, como indicado na Fig. 2.7. A hipbtese das
secoes retas implica que o deslocamento do ponto genérico C do laminado, nas direcOes x e vy,

€ definido respectivamente por:
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u (xy.2)=u’(xy)+7, (xy) e u(xy.z)=y (xy)+z,(xy) (253)

ondel y, ey, s asinclinagdes da normal a superficie media nas diregbes X e y no ponto

(x,y) dasuperficie de referéncia, respectivamente.

| u)(
N
B ~
= X _
Z A
¢C V\?
D 2
z <y XS *
RJ -!—Zty N
secdo transversal secdo transversd
indeformada deformada

Figura 2.7 Geometria da deformac&o da placa no plano xz [Jones, 1999].

Para uma placa de material composto torna-se necessério que a andlise leve em conta

simultaneamente os efeitos de flexéo e de membrana. 1sso se faz a partir das Egs. (2.53), onde

ud e uS s80 as parcelas de dedocamento de membrana, uniformes ao longo da espessura,

enquanto os termos 2y , € zy , S30 os deslocamentos coplanares, variaveis com z, associados a

flexdo.
Como superficies planas e perpendiculares a superficie de referéncia, considerando a
configuragdo indeformada, permanecem planas apés a deformacéo e sofrem apenas uma rotacéo,

tem-se que:

Yyy=-— ey, =-—. (2.54)

Dessa forma as trés componentes de deslocamento se relacionam aos deslocamentos e rotaces
na superficie de referéncia por:
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u(x.y.z) =u(xy)- z %i’y) (2:55)

u, (x,y,z) =ud(x,y)- zM (2.56)
iy

w(x,y,z) = w(x,y) (2.57)

sendo que a Eq. (2.57) é conseqliéncia da inextensividade do segmento normal.
Agora, corsiderando a hipotese de que as deformacbes e rotagdes sdo relativamente

peguenas, as relacdes deformacdo- deslocamento s&o:

fu
= X 2.58
e, x (2.58)
Tu,
e, =—~ 2.59
_Ju, Ty,
Oy Ty + x (2.60)
e, =0, =9, =0 (2.61)

e, substituindo os deslocamentos das Egs. (2.55), (2.56) e (2.57) em (2.58), (2.59) e (2.60)
obtém se:

0 2

o, = T (xy) ,Twlxy). (262)

I X
_Ty(xy) L Tw(xy). (2.63)

y 2 7 .
Ty Ty
0 0 I 2
9 & (xy) |, T (xy) 2 oo Tw(xy) (2.64)
Y g Ty x 5 xTy

Fisicamente, o primeiro termo a direita daigualdade em cada componente de deformacéo

tem um significado préprio, diferente do segundo. Definemse entdo as deformagbes de

membrana {eo} como as deformagdes coplanares da superficie de referéncia. Estas deformacoes

se relacionam aos deslocamentos de membrana (u?,uf,w) por:
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[ T
| |
ETRENCE
{e°}:.‘e3§,:} —2 . (2.65)
il 1 W
e I 0 0]
'|'E+&T
Ty W™p

Ja 0 segundo termo caracteriza outro tipo de comportamento, a flexdo da superficie de

referéncia. Definem-se entéo as curvaturas da superficie de referéncia {k} Ccomo:

(2.66)

Portanto, a curvatura quantifica a flexdo da superficie de referéncia e a deformagdo de membrana

indica a extensdo ou contracdo da superficie de referéncia.
Considerando as Egs. (2.65) e (2.66), as Egs. (2.62), (2.63) e (2.64) podem ser reescritas

como:

| | | |
te,y=iely+z k,y ou {e}={e}+z{k}. (2.67)
AN
199p T9%p T xp

Substituindo a equacéo da variacdo da deformacéo através da espessura de um laminado,
Eg. (2.67), na relagdo tensdo-deformacdo de uma lamina, Eqg. (2.46), as tensdes em uma
determinada lamina k podem ser expressas em termos das deformacdes e curvaturas da superficie

média como:

‘stu éQ]_’L Q12 élﬁl:l \I‘I e)? U ikx UU
o b _65 &5 & 01T ol 3, 1T
1S,y =& Q Qg iiey*tzak,yy (2.68)

':\txylbk @16 Qze 666&:::':\9)0(be ITkxypp



27

sendo que os valores de {eo} e {k} s80 constantes a0 longo da espessura do laminado, ou sgja,
independentes do nimero k de ordem da lamina. Entretanto, cada |&mina k possui suas
propriedades el&sticas proprias representadas por gj[i Assim cada |amina desenvolve tensdes
proprias diferentes das demais |aminas, conforme suas propriedades elésticas e a sua cota z As
deformagdes variam de forma continua e linear ao longo de z. As tensdes, por sua vez, podem ter
variacdo descontinua através das interfaces entre as laminas. 1sso se deve a variagdo brusca das

propriedades el&sticas entre uma lamina e outra. Dentro de cada |amina as tensdes ainda variam

linearmente, como ilustrado naFig. 2.8.

ﬁ
J

Distribuigdo de Distribuicéo

Laminado deformacdes de tensdes

Figura 2.8 Distribuicéo de deformacdes e tensdes em um laminado [Jones, 1999].

Os esforgos no laminado sdo obtidos pela integrac@o das tensdes em cada lamina através

da espessura do laminado, como:

NG s
i vy Oh 'Syydz ou {N}= Orz,zz{ S} dz (2.69)
T xyp xyp
M s,

fm {, O,is,y2dz ou {M}=g (s} zdz (2.70)
LY S L

onde { N} e{M} s30 os esforgos normais e de momento por unidade de comprimento ao longo
de uma aresta de um elemento diferencial de placa, paralelos ao eixo x e y. As orientagOes

positivas das for¢as e momentos sdo representadas na Fig. 2.9(a) e 2.9(b), respectivamente, e h é
a espessura total do laminado.
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()

Figura 2.9 Forcas (a) e momentos (b) num elemento diferencial de um laminado plano [Jones, 1999].

A integral ao longo da espessura nas defini¢oes de forgas resultantes, Egs. (2.69) e (2.70),

pode ser substituida por um somatorio de integrais ao longo da espessura de cada lamina:

NG s
: L8 i
iN,y=8  is,ydz (2.71)
I N .I. k:l _1It .I.
I Yy (Y o
M U is 0
P& &1 1
Myy—a Q<1|Syy zdz (2.72)
e i
Mxyb %txybk

onde z, e z,_, sdo definidos de acordo com a geometria do laminado, apresentada na Fig. 2.10,

e n € o numero total de laminas. Considerando as relagdes tensdo-deformacéo, Eq. (2.68), as

Egs. (2.71) e (2.72) tornam-se:

612 (516[;I \: \: e>(<) :J i K, U :'I
Qo Qg () 1) ydz+q) 1k, yzdzy (273
6 e ':I | _lI 0 | _1Ik | |

26 66 U} T | gxy p | xyb b
G Goul lety ik
622 6263 i in( i e;’ yZdZ+qk Il k, {'/szzy (2.74)
6 e l:I | _1I 0 | _lIk | |

% el 19D X9p  p
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Figura 2.10 Geometria de um laminado com n [aminas [Jones, 1999].
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Lembrando que {eo} e {k} ndo sdo fungdes de z, entdo realizando as integracOes e 0s

somatorios, tem-se que:

1N, u eAjl A,
|l Nyy eAiZ A,
) INg b BA: A
| M, u éB, B,
lMyy eBlz B,

IMxyp @Bm st

onde:

A

’%e H| xy éBlﬁ

B Ul e Ul €Dy,
i _oi . &
BZG u| eyy+ éD12

66 H| xyp éDlB

18 /=
59:1( ij)k(zi - th 1
a(Q), (4%,

Bﬁwk u
BZ6u| kyy
B Ixyb
Dleulk U

26u' kyy
GGH p

(2.75)

(2.76)

2.77)

(2.78)

(2.79)

E, definindo h, como a espessura da lamina k, pode-se demonstrar que as Egs. (2.77), (2.78) e

(2.79) séo equivalentes a:
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(2.80)

(2.81)

(2.82)

onde i,j=1,2,6 e z, é a cota da superficie média da l&amina k, que € a distancia da sua

superficie média até a superficie de referéncia do laminado, definida por:

(2.83)

(2.84)

sendo [ A] amatriz de rigidez extensional, [ B] amatriz de rigidez de acoplamento entre flexéo e

extensio e [ D] amatriz de rigidez a flexdo. As matrizes [ A, [B] e [D] sdo simétricas. Caso 0

laminado seja simétrico em relacdo a superficie de referéncia, ndo existira acoplamento entre a

extensio e a flexdo, ou sgja, [B] =[0] para esta situaggo. A matriz [C] é a matriz de rigidez

completa do laminado (o significado fisico de seus termos esta apresentado na Fig. 2.11).

acoplamento cisal hamento-extenséo

acoplamento flex@o-extenséo

| |
1N, G eAn A, [Al|B. B, Bglilel
NG BA A A B B Bafiiel
1; ny{/ As  As A |Bs Bs By 3': ggﬂy
T M, T aBn B, Bg|D, D, |Dg ay K, [
IM,I 8B, B, By |Dy Dy [Dgliik,!
T Mxy p @B Bx By ||Dis Dyl Dg o) kxy p
t t

acoplamento flexao-extenséo

acoplamento flexdo-torcéo

Figura 2.11 Significado fisico dos termos de rigidez nas forgas e momentos resultantes.
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As unidades, no Sistema Internacional, envolvidas na Eq. (2.84) s3o: { N} em E; {M} em N;
m

m 1 N
e’l en —;{k} em =;[Al em —;|B| en N;e|D| em Nm.
(e} en Nifi) em L: (A em 2 [g] [0]

E importante ressaltar que, considerando Jones, 1999, e Mendonga, 2005, em raz3o das
hipéteses de Kirchhoff, a Teoria Classica de Laminagdo (TCL) apresenta algumas limitacoes.

Por definicdo, as tensbes transversas s,, t,, e t também chamadas de tensdes

xz yz 1
interlaminares, sGo consideradas nulas na TCL. De fato essas tensdes ndo sdo nulas, e assumem
valores nas interfaces das |aminas nos compostos. Essas componentes de tensdo sao responsaveis
por um dos modos de falha mais importantes e freqlentes em laminados, a delaminagéo.
Fisicamente, uma das causas dessas tensdes consiste na diferenca abrupta de propriedades
elésticas entre 1aminas adjacentes. O efeito dessas tensdes sobre laminados €, entdo, muito mais
importante que sobre placas e cascas homogéneo-isotropicas. Nos compostos, 0 médulo de
elasticidade das resinas poliméricas tem um valor muito inferior a0 médulo da fibra e mesmo do
laminado como um todo. Uma vez que é a resina que transmite os esforcos internos, o efeito do
cisalhamento no laminado é o efeito somado das contribuicdes de cada regido interlaminar ao
longo da espessura. A TCL também supde uma distribuicdo linear de deslocamentos coplanares
a0 longo da espessura, contrariamente aos resultados analiticos obtidos por teorias mais
sofisticadas A TCL supde ainda um estado plano de tensdes nas relacbes constitutivas, 0 que
impede um calculo preciso das tensfes interlaminares. Conforme Fagundes, 2002, dentre as
teorias de laminac&o existentes, pode-se citar ateoria de alta ordem de Reddy e as teorias zig-zag
(de primeira ordem e de alta ordem) como teorias capazes de representar estes efeitos. Porém,
Matthews et al., 2003, afirma que tais limitagcbes séo importantes em placas espessas, e que em

placas delgadas a TCL pode ser utilizada de maneira satisfatéria.

2.4.4 Casos especiais de laminados

Como visto anteriormente, a relagdo tensdo-deformagdo em um laminado traduz-se por
uma relacéo esforcos-deformagdes dada pelas Egs. (2.80), (2.81), (2.82) e (2.84). Uma grande
parcela dos laminados construidos possui algum tipo de regularidade na sequiéncia das |aminas,
propriedades, espessuras e orientagOes. Para esses casos podem ser feitas ssimplificagdes nas

expressdes das matrizes de rigidez, como mostrado a seguir [Jones, 1999; Mendonca, 2005].
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2.4.4.1 Laminado monolamina

De certa forma, o laminado mais smples € aquele que consiste de apenas uma lamina.
Essa lamina pode ser isotropica, ortotropica ou ortotrépica obliqua.

No laminado de uma lamina isotrépica sdo vaidas as igualdades apresentadas na Eq.

(2.28), sendo entdo a matriz de rigidez dalamina no sistema principal dada por:

é E nE OL‘J

gl-n2 1- n? ﬂ

_enE E G
[Q] = &n? Tn? Ou (2.85)

e u

g O 0 Gy

é s

Como o material é isotrépico, a matriz de rigidez rotacionada deve ser igual a matriz original,

isto & gQp=| Q] Entéo, amatriz de rigidez do laminado pode ser expressa como:

éa na 0 0O O 0 ¢
Da a 0 0 0 i
é (1-n)a u
80 0 0 0 0 4
[c]=¢ 2 v (2.86)
€0 0 0 dnd 0 0
€0 0 0 nd d 0
¢ (1-n)dU
€0 0 0 0 O ¥
6 2

onde a= Eh/(l-nz) e d= Eh3/12(1-n2), que sio os valores da constante de rigidez

extensional e flexural de uma placa isotropica.

Ja para o caso do laminado de uma lamina ortotropica, as fibras sdo orientadas ra diregéo

dex. Como q =0°, amatriz derigidez é EQH: [Q] , earigidez do laminado é dada por:
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éQ;h Q,h 0 0 0 0
Q,h Q,h 0 0 0 0§
€0 0 Qh 0 0 0 G
€ 3 3 u
? 0 O O Qllh Q12h L'J
[C]= g 12 12 G (2.87)
€9 o o QM M o0
¢ 12 12 ;
€o o0 o0 0 Q66h3@
8 12 0

E, para 0 laminado de uma lamina ortotrépica angular as fibras fazem um angulo q com

0 eixo X. Como consequiéncia, a matriz de rigidez rotacionada @QH da lamina é uma matriz

cheia, definida pela Eq. (2.47), ficando entéo arigidez do laminado da seguinte forma:

g(?n h (?12 h ?16 h 0 0 0 ﬂ
éle h sz h Qze h 0 0 0 a
Qi Qh Qh 0 0 0 H
o o o Quh Quh® Qih’u
[c] = 2 12 1Y (2.89)
0 0 0 612 h’ 622 h’ (326 h*a

12 12 12 3
O O 0 Q16 h3 QZG h3 Q66 h3 l;J
12 12 12 H

@D > D> D> D> D> D> (D> (D

2.4.4.2 Laminado smétrico

Um laminado simétrico € aquele em que as véarias |laminas sdo empilhadas de tal forma a
garantir simetria de geometria (espessuras e orientagdes) e de propriedades mecéanicas em
relacdo a superficie de referéncia. Uma consequiéncia dessa simetria é a auséncia de acoplamento

membrana-flex&o, que se traduz pela matriz [B] nula. Os dois tipos possivels de laminados

simétricos sdo: os laminados simétricos com ndmero impar e os com nimero par de l[aminas,

mostrados na Fig. 2.12.
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------ superficie média

NooN=

V/L_&m?% ___________ N

@ ()

Figura 2.12 Laminado simétrico com numeros impar (@) e par (b) de laminas.

A simetriado laminado () significa que 8511 = g@li h =h,, oqueimplica z,,=- z,

e z,=0. No laminado (b) temse que g@&:gﬁa‘ @szgﬁli h =h,, h,=h,

Zu = Zyys Zyp = - Zyng- EM ambos 0s casos essas relagdes implicam em [B] =[0] .

2.4.4.3 Laminado cruzado-simétrico
Tratase de um caso particular onde as laminas ortotropicas sdo empilhadas
alternadamente com o eixo principal 1 orientado a 0° e 90° em relacdo a X, de forma simétrica

em relacéo a superficie de referéncia. Uma vez que todas as |laminas tém o eixo 1 formando
angulos de 0° ou 90° com X, as Egs. (2.47) mostram que Q,, =Q,, =0. Como consequiéncia,
As = Ay =Dy =D, =0 no laminado. As matrizes de rigidez [Al e [D] terfio cada uma,
apenas quatro termos néo nulos.

Se todas as |aminas possuirem espessuras e propriedades idénticas, alternando-seem 0° e
90°, tém-se o laminado cruzado simétrico regular. Um laminado desse tipo tem necessariamente
um ndmero impar de laminas. Um laminado cruzado regular com um nimero par de laminas ndo

¢ simétrico. E usud na literatura a notacio [O°/ 90°/O°], por exemplo, para indicar as

orientagdes das |aminas.

2.4.4.4 Laminado simétrico angular

Aqui se considera o laminado formado por laminas ortotropicas, cada uma com sua
propria espessura e angulo q,, porém empilhados de forma a garantir a simetria. Essa simetria
assegura a auséncia do acoplamento extensio-flexdo, [B]=[0], mas mantém o acoplamento
entre os esforgos normais e cisalhantes. 1sso se traduz por Ay, A, D,s € D,; ndo-nulos.

Uma classe especial de laminados simétricos é a dos laminados simétricos regulares, na

qual todas as |aminas tém espessuras idénticas, e tem orientagdes idénticas e alternadas, na forma

[+q/-q/+q].
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Para laminados simétricos angulares regulares, isto €, laminados de espessura total h, com

n laminas idénticas de espessura h, com n impar, com orientagbes aternadas do tipo

[+q/-q/+q], arigidez é dada por:

6= =, =h 0

eQuh  Qyh Q16H 0 0 0 G

é " 0

g 12h szh Q26 H 0 0 0 3

e h _ h - u

— — h 0 0 0 u

nge n Qs n Qs u

cl=@ _ — 3(an2 . o\" U. ]

[C] é q 0 0 Quh° Q,h° h (3n 2) is (2.89)

¢ 12 12 12n* U

N = .3 3 h3 (3]‘12 ) 2) = U

g 0 O O Q12h Q22h 26 ljl

3 u

6 12 12 12n U

e h®(3n?- 2)Q, h*(3n*- 2)Q s 0

) 0 0 ( . ) 16 ( . ) % Qgh U

e 12n 12n 12 9]

2.4.4.5 Laminado anti-simétrico

Freglientemente procura-se a simetria do laminado de forma a conseguir eliminar o
acoplamento extensdo-flex8o. Em algumas aplicagdes se busca um laminado anti-simétrico
justamente para garantir sua tor¢do apds a cura, previamente a utilizacdo, como no caso de
I[&minas de ventilador, por exemplo.

Um laminado anti-simétrico geralmente tem as matrizes de rigidez com apenas uma
smplificagdo, que é anulidade dostermos Ag, Ag, D € Dy.

Para facilidade de fabricacdo e andlise o laminado anti-simétrico pode ser regular, isto €,
ter todas as |aminas idénticas, empilhadas em angulos iguais +q e - aternadamente, com n

par, formando um laminado do tipo [+q /-q/+q /-q]. E, arigidez desse tipo de laminado &
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@P> M D D> (D> (D> D> (D> D> (D> (D> (D> (D> (D> D

llh 612h
Q12h szh
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616 h2 _ 626 h2

2n 2n
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_Qgh*u
2n
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3. MATERIAISPIEZELETRICOS

3.1 Introducéo

A piezeletricidade é definida como a interacdo linear entre o estado mecénico e o estado
elétrico em cristais sem centro de simetria. Em outras palavras, a piezeletricidade é a propriedade
que certos materiais cristalinos apresentam de desenvolver eletricidade quando submetidos a
pressdo; sendo entdo denominados de materiais piezel étricos [ Chopra, 2002; Gautschi, 2002].

Uma estrutura cristalina ndo-centrossimétrica é aquela em que o cristal possui um arranjo
onde o0 ion que se situava no centro da estrutura cristalina se desloca formando um novo arranjo,
como pode ser observado na Fig. 3.1. Este novo arranjo estard em equilibrio para determinados
valores de temperatura, campo elétrico, campo magnético e esforcos mecanicos aplicados
externamente, sendo que pode ser desfeito ou alterado para valores acima dos tolerados
(coercividade). Esta assimetria pode ser natural ou uma propriedade de fabricacdo do material.
Entdo, por ndo ser centrossimétrica, a estrutura apresenta uma polarizacdo espontanea ou
remanescente, que lhe confere o carater piezelétrico [Cardoso, 2005].

Figura 3.1 Estrutura cristalina centrossimétrica (a) e ndo-centrossimétrica (b) [Cardoso, 2005].

Os materiais piezelétricos podem ser empregados em diferentes areas, como:
instrumentagbes médicas, controle de processos industriais, aplicacdes elétricas domeésticas,
entre outras. De uma maneira geral, as aplicacbes dos materiais piezelétricos sdo divididas em

guatro categorias. geradores, sensores, atuadores e transdutores [ Tjiptoprodjo, 2005].
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3.2 Efeitos piezelétricos

Existem dois tipos de efeitos piezelétricos. o direto e o inverso. O efeito piezelétrico
direto ocorre quando uma deformagdo mecanica do material piezelétrico produz uma mudanca
proporciona na polarizacdo elétrica desse material, isto €, cargas elétricas surgem no material
piezel étrico quando este é solicitado mecanicamente. Ja no efeito piezelétrico inverso uma tensio
mecanica proporcional € induzida quando um campo elétrico externo atua no materia
piezelétrico, ou sgja, 0 material é deformado quando uma voltagem € aplicada [ Gautschi, 2002].

Os efeitos piezelétricos podem ser considerados como transferéncias entre as energias
elétrica e mecéanica do material. Estas transferéncias somente podem ocorrer se 0 material €
composto de particulas carregadas e se 0 mesmo for polarizavel [Piefort, 2001]. Essa
reciprocidade entre as energias mecéanica e elétrica propicia aos materiais piezelétricos uma
grande aplicabilidade em diferentes areas, como ja foi citado; destacando-se como atuadores e
sensores em estruturas inteligentes® [Lima Jr., 1999; Piefort, 2001]. Para essa funco, é possivel
destacar duas classes de materiais piezel étricos: 0s ceramicos e o0s polimeros. O melhor material
piezoceramico conhecido é o PZT — Lead Zirconate Titanate (Titanato e Zirconato de Chumbo);
possui uma deformacdo recuperavel de 0,1% e é amplamente empregado em atuadores e
sensores. Os piezopolimeros sdo comumente utilizados como sensores;, sendo o PVDF —
Polyvinylidene Fluoride (Fluoreto de Polivinilideno) — o mais usado [Piefort, 2001].

3.3 Materiaisdielétricos e polarizacéo

Chee, 2000, afirma que quando um campo eétrico é aplicado em um material, trés
possivels respostas podem acontecer, dependendo das propriedades elétricas deste material. A
corrente elétrica pode fluir livremente devido a presenca de particulas livres carregadas no
material (elétrons livres no caso de metais) que se movimentam facilmente sob a influéncia do
campo elétrico. Estes materiais, que incluem a maioria dos metais, sdo chamados de condutores.
Outra possibilidade € que a corrente elétrica flua somente em certas condicfes, quando alguns
elétrons dentro do materia recebam energia suficiente para superar a energia de coesdo local.
Estes materiais sGo conhecidos como semicondutores. E, finalmente, a situacdo em que nenhuma
corrente elétrica flua no material, pois ndo existem particulas livres carregadas dentro do
material para conduzir a corrente. Estes materiais sdo os dielétricos, comumente conhecidos

como isolantes.

1550 estruturas compodas por sensores e atuadores conectados a um controlador que analisa as respostas dos sensores e usando umateoria de
controle, comanda os atuadores de forma a aplicar deformagfes/desl ocamentos que alteram a resposta do sistema [Chopra, 2002].
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Embora os materiais dielétricos ndo conduzam corrente elétrica, eles podem ser
polarizados sob a influéncia de um campo €elétrico externo aplicado. Em seu interior os
dielétricos possuem cargas residuais que surgem pelo simples fato de que toda matéria consiste
de particulas subatdmicas que sdo carregadas (protons e elétrons). Alguns dielétricos sdo feitos
de moléculas polares nas quais, devido a geometria, uma extremidade possui uma quantidade de
cargas positivas ligeiramente maior, enquanto que a outra extremidade apresenta uma quantidade
levemente maior de cargas negativas, embora a molécula em s sgja neutra. Tais moléculas
possuem um momento de dipolo e sdo também conhecidas como dipolos elétricos. Entretanto,
como as moléculas sdo orientadas de forma randémica no materid (ver Fig 3.2(a),
macroscopicamente 0 material também € neutro. Porém, quando um campo elétrico externo é
aplicado, todas as moléculas polaresirdo se alinhar na diregdo do campo e o material é dito estar
polarizado (ver Fig. 3.2(b)).

T
l\i\*«‘f\ 11
A5 T

@ (b)
Figura 3.2 Materia dielétrico ndo-polarizado (a) e polarizado (b) [Tjiptoprodjo, 2005].

Para dielétricos formados por moléculas ndo-polares, ndo existem momentos de dipolo
intrinsecos. Mas a aplicacdo de um campo elétrico externo modifica a distribuicdo de cargas em
cada molécula de tal forma que momentos de dipolo sdo induzidos. Em outras palavras, se as
moléculas sdo polares ou ndo-polares, a presenca de um campo elétrico externo ird polarizar o
material através do alinhamento dos dipolos el étricos.

De acordo com Piefort, 2001, em uma analise unidimensional, a carga elétrica que surge
entre duas placas paralelas de material condutor, separadas por vacuo, esta relacionada com a
voltagem aplicada através da capacitancia do sistema:

(3.0)

(=)

Il
= o
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sendo: C, acapacitancia, Q acargaelétricae f, avoltagem aplicada. Substituindo o vacuo por
um material dielétrico e, ao mesmo tempo, eliminando a fonte elétrica, uma voltagem f <f, €
observada (experimento de Faraday, 1837). A carga elétrica total nas placas permanece
inalterada, o que implica em um aumento da capacitancia do sistema C =Q/f >C, =Q/f,. A
capacitancia esta relacionada com a superficie das placas e com a distancia entre elas por:

w
CO :XOF

(3.2)

sendo: x, a permissividade do véacuo igual a (36p xlog)'lF/m, W asuperficie das placased a

distncia entre elas. Similarmente, para um materia dielétrico ideal C=xW)/d, o que conduz a

uma relacao entre as permissividades do dielétrico e do vacuo com:
X =X, X, =X, (1+¢) (3.3)

onde: x € a permissividade absoluta do dielétrico, x, a permissividade relativa e ¢ a
susceptibilidade elétrica.
Para explicar o experimento de Faraday deve-se considerar a hipétese de que a

polarizacdo em um materia dielétrico ideal € induzida somente pelo campo elétrico aplicado.

Ent&o, aplicando uma voltagem f , um campo elétrico E é induzido e a carga que surge €
+Q=+tWV (3.4

sendo: V a densidade de carga na superficie. Quando o naterial dielétrico é inserido, ele é
polarizado pela acéo do campo eletrostatico. Dois tipos de cargas podem ser observados (ver Fig.

3.3): cargas livres Q, e cargas de contorno Q, .
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Figura 3.3 Cargas em um capacitor plano carregado [Piefort, 2001].

As cargas de contorno sdo compensadas |ocalmente pelas cargas de polarizacéo dentro do

dielétrico, e por isso somente as cargas livres contribuem para a voltagem como:

“CTxC, G (39)

A cargatotal é dada por:

3 . Q & 1
Q=Q+Q = =+ Qgl- ==

r

(3.6)

&IO

Quando o material dielétrico é polarizado, o ainhamento dos dipolos elétricos produz

uma densidade de carga equivalente, que afeta 0 campo el étrico, e é dada por:

V & 10
V= 4vel- = (37)
X, e X @

Ent&o, define-se que:

D=V 39)

€ 0 deslocamento el étrico;
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p=vil- 12 (3.9)
e Xog
€ apolarizacéo; e
E:%:%%=m=; (3.10)
€ 0 campo €elétrico, que conduz a:
D=x E=x,E +P (3.11)
e
P=(x-%,)E=x,CE. (3.12)

Portanto, analogamente ao que foi explicado para o caso unidimensional e considerando
Chee, 2000, e Andrade, 2006, para o0 caso tridimensional temse gque 0s vetores polarizacéo e

deslocamento el étrico sao, respectivamente, definidos como:

R =X0Cij Ej (313)
D, =x,E; +R =x,(1+c, JE; =x,E;. (3.14)
sendo i,j =1,2,3 asdiregdes Cartesianas X,Y,z respectivamente.

3.4 Equacdes constitutivas piezelétricas

3.4.1 Piezeletricidade unidimensional
Com base no exposto anteriormente, e de acordo com Cardoso, 2005, a piezeletricidade é
um tipo especifico de acoplamento eletromecanico observado em materiais diel étricos (isolantes

polarizaveis) que apresentam estrutura cristalina ndo-centrossimétrica.
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Segundo Piefort, 2001, considerando um meio dielétrico unidimensional, na auséncia de
tensdes, 0 desocamento elétrico D (carga por unidade de &rea, expresso em C/n?) esta
relacionado ao campo elétrico E (V/m) e apolarizacéo P (C/m2 ) pelaEq. (3.11).

Analogamente, um corpo elastico unidimensional colocado em um campo €elétrico nulo, a

tensdo S (N/mz) eadeformagdo e (m) estdo relacionadas por:

S=Ce (3.15)

onde: C (N/m) éarigidez do material (médulo de Y oung).
Para um material piezelétrico as equacdes constitutivas estdo acopladas. Uma deformacéo

e no material induz uma polarizacdo ee através do efeito piezelétrico direto. A polarizagdo total

induzida é definida como:

P=(x-x,)E+ee. (3.16)

E, de maneira reciproca, um campo elétrico E aplicado tende a alinhar os dipolos

internos, induzindo uma tensdo - eE no material através do efeito piezelétrico inverso. Portanto,

as equacOes acopladas séo:

S=fCe- eE (3.17)

D = e +°xE. (3.18)

NaEq. (3.17), a constante piezelétricae relacionaatensdo S ao campo elétrico E na auséncia de
deformagio mecénica e C refere-se arigidez quando o campo eétrico é congtante. Ja na Eq.
(3.18), e relaciona a carga elétrica por unidade de area D com a deformacdo e em um campo
elétrico nulo (eletrodos em curto-circuito); e é expresso en NNV xm ou C/n?; e °x éa
permissividade em deformagéo constante.

As Egs. (3.17) e (3.18) sdo a base para a formulacdo das equacdes de atuadores e sensores

piezel étricos, respectivamente.



3.4.2 Equacdes constitutivas eletromecanicas via termodinamica
Para materiais que ndo sao piezelétricos, 0 comportamento mecanico e 0 comportamento

elétrico so independentes um do outro. Porém, para materiais piezelétricos, os comportamentos

mecanico e elétrico estdo acoplados, onde as varidveis mecanicas de tensio, {S}, e de
deformacdo, {e} , estdo relacionadas entre si e também com as variaveis elétricas (campo
elétrico, {E}, e deslocamento elétrico, { D} ). Estas equagdes constitutivas acopladas podem ser

entendidas empiricamente como uma combinagdo linear dos efeitos puramente mecéanicos ou
puramente el étricos com o efeito piezelétrico [Chee, 2000].

Sabe-se que cargas elétricas em materiais polares podem ser induzidas, por exemplo,
através de um campo elétrico externo, por tensdo mecanica ou por ateracdo de temperatura. De
forma similar, a deformacéo em materiais piezelétricos pode ser induzida pela presenca de um
campo elétrico, pela aplicacdo de tensdo mecanica ou por variagdo de temperatura. Assim, 0
acoplamento de diferentes fendmenos deve ser representado de forma coerente; podendo ser
obtido por meio de relacbes termodinamicas. Como resultado, sdo definidas equacdes de estado
gue relacionam parémetros materiais determinados sob diferentes condi¢bes experimentais
[Cardoso, 2005].

A termodin@mica permite descrever o comportamento de sistemas com muitos graus de
liberdade (moléculas, particulas, etc.) apds estes terem acancado um estado de equilibrio
termodinamico. A importancia desta abordagem consiste no fato de que embora o sistema
contenha um numero considerdvel de graus de liberdade em movimento cadtico, pode-se
descrever 0 seu estado por meio de um numero finito de paréametros, que sdo geralmente
chamados de varidveis de estado. Em geral, podemse utilizar diferentes par@metros para
descrever 0 estado termodindmico de um determinado sistema, mas apenas alguns sdo
independentes. As relagdes funcionais entre as variaveis de estado sdo chamadas de equagdes de
estado. Estas relacOes funcionais sdo importantes, pois reduzem o nimero de variaveis que
devem ser utilizadas para descrever termodinamicamente um sistema. Existem varios exemplos
de tais relagOes, entre eles alel dos gasesideais e alei de Hooke [Cardoso, 2005].

De acordo com Cardoso, 2005, e Piefort, 2001, é possivel expressar a mudanca de
energia interna dU em um material dielétrico elastico, submetido a variagdes nos campos de

deformacdo e, deslocamento elétrico D, entropia A e densidade de fluxo magnético B como:

du =S,de, + EdD, +QdA + H,dB (3.19)



45

onde U eaenergiainterna, S; € o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff, e; o tensor de
deformagéo de Green, E; o vetor campo elétrico, D, o vetor deslocamento elétrico, Q = Q +q

atemperatura (Q, atemperaturadereferénciae q < Q,, uma peguena variagao de temperatura),
A aentropia, H, o vetor campo magnético e B o vetor densidade do fluxo magnético.

A Eg. (3.19) apresenta a equagdo termodinamica completa, abrangendo os efeitos
mecanicos, elétricos, térmicos e magnéticos. Entretanto, como neste trabalho o foco € a
piezeletricidade, a influéncia térmica e a influéncia magnética podem ser descartadas [Cardoso,
2005; Chee, 2000]. Com isso, a Eq. (3.19) torna-se:

du =S,de, +EMD, . (3.20)

A energiainterna U (e,D) da Eq. (3.20) é um potencia termodinamico e € uma funcéo

das varidveis de estado deformacdo mecanica e desocamento elétrico. Outros conjuntos de
varidvels de estado podem ser mais convenientes de acordo com a andise que se desga
desenvolver. Através da transformacéo de Legendre (procedimento aplicado quando se torna Util
passar de um potencial termodindmico para outro), a fungdo de energia livre, conhecida como
entalpia elétrica ou funcional de Gibbs é definida por [Cardoso, 2005; Chee, 2000]:

G=U- ED,. (3.21)

Diferenciando a Eq. (3.21) e considerando a Eqg. (3.20), é obtida a expresséo para a variagdo do

funcional de Gibbs como:
dG = §;de, - DdE;. (3.22)

Partindo da Eg. (3.22), é possivel definirmos a tensdo mecanica e o deslocamento elétrico como:

E .

&G O
) E)= . 3.23
S|J (e’ ) ﬂeij E ( )
D, (e,E) =- ajTgT—SS (3.2)

ell’= g
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onde as varidveis sobrescritas indicam gque as mesmas sd0 mantidas constantes na derivada.
Como a tensdo e o deslocamento elétrico sdo funcles das varidveis de estado, suas derivadas

totais podem ser expressas como [Cardoso, 2005; Chee, 2000; Piefort, 2001]:

E ..

as, (e.E) = 2 Oge, + aEJ—S'_dlz (3.25)
éles g é1E, g
E ..

i, (e,g)= ZD 04 , D Oy (3.26)

$Te, CTE,

sendo estas as equacOes congtitutivas piezelétricas acopladas el etromecanicamente; onde cada

derivada parcial corresponde a uma relagdo constitutiva, como segue: E—Sj® elagticidade;
ekl

%@ piezeletricidade inversa; %@ piezeletricidade direta; %@ permissividade.

m K m
Torna-se entdo possivel provar a equivaléncia entre o efeito piezelétrico direto e o efeito
piezelétrico inverso. Da Eq. (3.26) define-se o efeito piezel étrico direto por:

E "
_ &Ap,% ® 16 0 (3.27)
e, 5 STE.%e, 5

e|jm
e o efeito piezelétrico inverso, considerando a Eq. (3.25):

eae‘nsj 6_® G 0
= ; 3.28
qj eﬂEm ﬂ gﬂeu 1TEm E ( )

Ent&o, comparando-se as Eqgs. (3.27) e (3.28), pode-se dizer que:

D, 0 o5, o
ﬂelj 6 eﬂEm ﬂ

(3.29)

Desta forma, baseado nas consideragbes termodindmicas apresentadas e em um

comportamento linear, pode-se definir o funcional G como sendo:
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G :_;Clilileijekl - 6,58 - 1XeEE‘ (3.30)

E ij =it
C;u €0 tensor de propriedades elasticas, € 0 tensor de propriedades piezelétricas, x; o tensor
de segunda ordem de propriedades dielétricas. Da Eq. (3.30), e com as Egs. (3.23) e (3.24), as

equagdes constitutivas piezel étricas, sdo definidas como:

Sj = EC|jkI e, - &; E (3.31)

D, =g;€; + % E, (3.32

Como em Andrade, 2006, e Piefort, 2001, com afinalidade de facilitar a visualizagéo das
equacdes constitutivas piezelétricas, empregou-se a notacdo reduzida que permite escrever 0s
tensores em forma de vetores ou matrizes, ou sgja, transforma uma notacéo tensorial em uma
notagcdo matricial. A notacdo reduzida consiste em substituir os indices ij e ki por p e g, onde
i,j, K, | assumemvalores 1, 2e3, eosindicesp eq assumem valores 1, 2, 3, 4, 5 e 6, de acordo
comaTab. 3.1.

Tabela 3.1 Notagdo reduzida
ij oukl pouq
11 1
22 2
33 3
230u32 4
310ul3 5
120u21 6

Cabe destacar que para as tensoes de cisalhamento t; e deformagdes de cisalhamento g;;

foram mantidos seus indices originais.

Comisso, as Egs. (3.31) e (3.32) podem ser reescritas como:



' S, U écn C12 C13 C14 C15 C CI‘I € u éen
| | € UI T €&
i S, | éC12 sz C23 C24 C25 Cze UI 2 9 ée12
1 S5l _ §C13 Czs C33 Q4 Css Cee U| €; ] &€y
i, y=é& ar " y- é
'|'t 2B éC14 Cz4 C34 C44 C45 C46 ay O2s T &u
-:-t 31: gcw Czs C35 C45 C55 Cse 3: O .I- gejs
Ttep s Cx Cs Cu G GColifOe b &6
1&u
| |
N e, i
e]2 el3 el4 eiS el u A

3.4.3 Piezeletricidade linear

€, %18

e p

2 E‘”‘JiElu

€ EpUr i
Ui Ey

€4 e34U{E3b

€ SH

€s €5l

X, X unElu
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X2 23u| Ezy
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(3.34)

Segundo Piefort, 2001, uma importante caracteristica dos materiais piezelétricos em

comparacdo com outros materiais inteligentes € seu comportamento linear dentro de uma

determinada faixa de atuacao.

Na piezeletricidade linear, as equacdes da elasticidade linear sdo acopladas as equactes

de carga da eletrostética através das constantes piezel étricas. Dessa forma, considerando as Egs.

(3.33) e(3.34), as equacdes constitutivas podem ser reescritas da seguinte maneira:

{s}=gC'he}- &'y {EY
{D}=ge'ife} x| EY)

ou ainda, alterando as variaveis independentes:

{E7
(£}

(¢} =g<4(s) -
() -grys) g

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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[s}=g°Ctyfe’} - g (D) (3.41)
{E)=-gife}+ g0 ¢ 0} (342

sendo: { S} o tensor tensdo mecanica, {€} o tensor deformagio mecanica, { E} o vetor campo
elétrico, { D} o vetor deslocamento elétrico, [C] e [s] as matrizes das constantes elasticas, [x]

e[b] as matrizes de constantes dielétricas (com [b]=[x] "), [d], [€]. [g] e [h] as matrizes de
constantes piezelétricas, 0s sobrescritos a esquerda D, E, Se e indicam valores constantes em
D, E, Se e, respectivamente, e o sobrescrito a direita indica que o sistema de coordenadas de
referénciaéo 1- 2- 3.

Um elemento d; da matriz [d] representa 0 acoplamento entre o campo elétrico na
direcdo i e a deformagdo na diregdo j, ou sgja, e; =d;E . As seguintes relagdes entre as
constantes elasticas, dielétricas e piezelétricas sdo verificadas (onde o sobrescrito 1 a direita foi

negligenciado para simplificar a representacéo das equacoes):

8"CHE s§= & CHE"sH (343)
&b pax g= o pexp=[!] (3.44)
gcy=gcy+(e] [n] (3:45)
&si=g"cy- [d]'[o] (3.46)
§xp=gxg+[d] [e] (347)
gog=go o] [N (3.49)
[e] =[d]&CH (3.49)
[d]=g%H[g] (350)

[9] =[n]&"sH (351)

[h]=g°bge]- (352)
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3.5 Laminado piezelétrico

De acordo com Piefort, 2001, considera-se aqui uma estrutura tipo placa/casca laminada
com elementos de material piezelétrico, a ela embutidos, cobertos por eletrodos. As direcBes do
campo elétrico, do deslocamento elétrico e de polarizagéo sdo paralelas entre si e normais a estes

€l ementos piezel étricos, como mostraa Fig. 3.4.

elemento piezelétrico

1 1E fp camada k

Figura 3.4 Placa/casca laminada com elemento piezel étrico embutido.

Além das hipbteses da Teoria Classica de Laminacdo (apresentadas no item 2.4.3), é
necessario considerar também que:
a) O campo elétrico e o deslocamento elétrico sdo uniformes através da espessura,

com diregdo normal ao plano médio (direcéo 3), ou sgja:

00

{E}=i 0y=(E,) (353)
1Esb
100

{D}=i0 y=(D,). (354)
1Dsh

b) A piezeletricidade é linear para cada camada piezelétrica k, sendo os eixos
piezelétricos principais paralelos aos eixos de ortotropia estrutural; e sendo a
direcdo de polarizagdo a direcéo 3.
Assim, as equacdes constitutivas para a camada k sao:
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15,0 §Q11 Q, O uie g 160
{Sl} :[Q]k{el}_ {el}T (E3)k ® _%_SZ_I)_’/: ngz Q. O H |l 62;?- |l %gill(Eg)k (3.55)
ftop 80 0 QuH1%up iesh
: € }J
(Ds), :{el}k{el} (%), (Es)e ® (Ds), ={en &y %6}@ € }""'(Xsa)k(Es)k (3.56)
)\
Iglzb

onde [Q]k € a matriz dos coeficientes elasticos da camada k (matriz de rigidez reduzida em

relacdo aos eixos das diregdes principais das propriedades mecénicas da lamina).

3.5.1 Estado plano de tensbes em uma lamina piezelétrica

Partindo de um ponto de vista puramente mecanico para uma Unica lamina, ou sgja,
considerando apenas a relagdo tensdo-deformacdo, um angulo de orientagdo q, entre 0s eixos
materiais 1- 2 dacamada k e 0s eixos estruturais x- y € definido (ver Fig. 3.5). Este angulo é

positivo no sentido de X para 1.

2 3y
S y
4 A f 3 A f L i
AY t !
— —— — Xy

- ,/:; (’,_..f::'-_j_)_,,-:’; / o ,/’///’ T /

— i T 5 [ S

[ e X e 11| s,
e e ‘_,/»-""/ il = . e e

| = o 3 [ -

[T ] — X
- e T

 }
4

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Figura 3.5 Sistemas de coordenadas da |amina e do laminado [Piefort, 2001].

Através da matriz de transformacéo [T] definida pela Eq. (2.36) a relacdo entre a tensdo

e a deformacdo referenciadas aos eixos materiais 1- 2 (da lamina k) com a tensdo e a

deformacdo referenciadas aos eixos estruturais x- y (do laminado) sdo definidas pelas Egs.
(2.34) e (2.37), respectivamente. Portanto, é possivel definir a matriz de rigidez ng dalamina

k em termos dos eixos estruturais, como mostraa Eq. (2.46).
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Com isso, introduzem se entdo os termos de acoplamento piezelétrico. O campo el étrico

esta relacionado com a voltagem, através da espessura da camadak, por:

—h

- _k
h (3.57)

(E3)k = Ek =
onde: E, € o campo elétrico, f, avoltagem (potencial elétrico) e h, aespessurada camadak.

Considerando as Egs. (2.35), (2.37), (2.39) e (2.40) na equacdo constitutiva (Eq. (3.55))
para a camada piezelétrica k referenciada aos eixos materiais 1- 2, obtémse, em termos dos

eixos globais x- y:
{s}=Ir1 (s} = [QLIT] (e} - [T {e) B (359)

Levando em conta as Egs. (2.46) e (3.57), a Eq. (3.58) torna-se:
{s}=gp e }+[T1{e}, % (3.59)

Como apresentado anteriormente, as for¢as e momentos resultantes que atuam sobre um
laminado sd0 obtidos através da integracdo da tensdo em cada camada através da espessura do
laminado, como definido pelas Egs. (2.69) e (2.70), respectivamente. Entdo, aplicando a
Eq. (3.59) nas Egs. (2.71) e (2.72): obtém-se:

I NG 6A Buied & & €[]0 11 qrf,
F VY€ i) A T —*d 3.60
%Mg gB DH% k Iv)+k:1 k-1gZ[|3 H[ ]k {e}k hK Z ( )

sendo np 0 nimero de camadas piezelétricas, [ I3] a matriz identidade definida pela Eq. (3.42),

z, acoordenada da camada k relativaao plano médio (ver Fig 3.6), [ Al, [B] e [D] as matrizes

de rigidez de membrana, acoplamento membrana-flexdo e de flexdo, com seus coeficientes
definidos pelas Egs. (2.77), (2.78) e (2.79), respectivamente. Colocando todos os termos

constantes fora da integral, o segundo termo das Eqg. (3.60) torna-se:
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P o1&z |10, O 1 4T péfi] u
"'+21E§Q-1§z[ Ig]gdzg['r]k {e f=0t eZnEk[} dtl{e} £, (361)

sendo z, a distancia entre o plano médio da lamina k e o plano médio do laminado (como

mostraaFig. 3.6), definida pela Eq. (2.83).

Zx |Zmk

plano-médio

Figura 3.6 Material laminado piezelétrico.

A outra equacdo constitutiva, Eq. (3.56), que define o deslocamento el étrico da camadalk,
em termos dos eixos globais xy do laminado, torna-se:

e e} =T ) A g e

Integrando a Eq. (3.61) em relacdo a espessura, obtém-se:

Zk

Q Dkdz:(‘ik {e} [T]." 41.] Z[IS]B}i gdz O X kdz. (363)
-1 -1 i k-1

Como foi considerado que o deslocamento elétrico é uniforme através da espessura, pode-se

utilizar um valor médio, dado por:

{ } [T]k éls] ka[ls]H:ig thK (3.64)
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Entéo, de maneira compacta, as equacdes constitutivas integradas sobre a espessura de

uma estrutura tipo placal/casca laminada piezel étrica séo definidas por:

Ui 4 ) 18,0

ING_éA Buiet Pél,] 1; :
"% bk} 2s oy y f 3.65
b off A [T @69

6 Pk

T el f
D, = T | LIg T v- x = .
k {e31 €5 ese}k[ ]k é 3] zmk[ 3]H% K g Xy h< (3.66)
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4, FORMULACAO INCREMENTAL LAGRANGEANA DO MOVIMENTO

4.1 Introducéo

Em uma formulagdo linear admite-se que os deslocamentos e deformagdes sofridos pelo
corpo sgam infinitesmais, que arelagdo constitutiva do material sgalinear e que suas condigcoes
de contorno permanecam inalteradas sob efeito das agOes externas aplicadas. Isto implica em se
poder admitir que a mudanca de geometria da estrutura seja desprezivel para efeito da avaliagdo
de sua rigidez, e como conseqguiéncia na obtencdo dos deslocamentos, deformagdes e tensdes.
Portanto, em outras palavras, existe uma dependéncia linear entre a forca externa aplicada sobre
o corpo em andlise e 0s deslocamentos por ele sofridos [Marques, 1994].

Ha, porém, inlmeros casos em que uma anadlise ndo linear € indispensavel, podendo ser
citadas trés fontes principais de ndo-linearidade: ndo-linearidade material (ocorre quando o
material possui uma relacdo congtitutiva ndo- linear), ndo- linearidade geométrica (surge devido a
modificacdo da geometria do corpo causada por solicitacBes mecanicas ou de outra natureza) e
ndo-linearidade nas ondi¢bes de contorno (originada devido a mudangas nas condicbes de
contorno durante o movimento do corpo, como ocorre em problemas de contato) [Bathe, 1996;
Mufioz Rojas e Duarte Filho, 2001].

Em uma formulacdo ndo-linear geométrica, que serd considerada neste trabalho, a
mudanca da geometria sofrida pelo corpo é de fundamental importéncia. Também se faz
importante distinguir o tipo ou grau de ndo-linearidade envolvido no problema que se desga
tratar, 0 qual em geral se enquadra em uma das duas categorias. grandes deslocamentos, grandes
rotacdes, mas pequenas deformagdes (os deslocamentos e as rotacdes das fibras séo grandes, mas
a extensdo das fibras e a variaco do angulo entre elas sdo pequenas); ou grandes deslocamentos,
grandes rotacoes e grandes deformactes (a extensao das fibras e a variagdo do angulo entre elas
s80 grandes, e os deslocamentos e rotacBes das fibras também sdo grandes) [Bathe, 1996;
Marques, 1994].

Para a utilizacdo de uma formulagdo geometricamente ndo-linear € necessario considerar
0 movimento do corpo em relagdo a um sistema de eixos de referéncia, com o0 objetivo de
determinar as configuragdes por ele assumidas para diferentes tempos e cargas, desde uma
configuragdo inicid °C correspondente a0 tempo t =0 até uma configuragdo fina ' C, que se

desgje obter, em um tempo t =t, . Neste procedimento de discretizagdo no tempo, assume-se em

cada instante genérico t que todas as variaveis do problema sdo conhecidas e sdo requeridos 0s

valores destas variaveis referentes ao tempo t +Dt. Assim, diferentes configuragdes vao sendo
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obtidas sucessivamente (°C,%C, ..., 'C, "®C, ' C). Este tipo de descricdo do movimento
de um corpo é conhecida na mecanica do continuo como descricdo Lagrangeana ou descricéo
material [Marques, 1994].

De acordo com Bathe, 1996, destacamse dois tipos de formulacdo Lagrangeana: a
Lagrangeana total e a Lagrangeana atualizada. A diferenca entre elas consiste em que na
descricdo Lagrangeana total todas as variaveis estéticas e cinematicas sdo referidas a
configuracdo inicial do corpo (no tempo 0), enquanto que na descricéo Lagrangeana atualizada
adota-se como referéncia a Ultima configuracdo calculada, ou sgja, a configuragdo t + Dt € obtida

tendo como referéncia a configuracéo t.
4.2 Principio dos deslocamentos virtuais

Conforme Soriano, 2003, o principio dos deslocamentos virtuais define que provocando
deslocamentos virtuais em um sblido em equilibrio sob a acdo de forcas externas (de superficie e
de volume), o trabalho virtual externo dessas forcas € igual ao trabalho virtual interno das
correspondentes tensdes (que quando multiplicadas por elemento infinitesmal de érea, sdo
numericamente iguais as forgas internas).

A Fig. 41 mostra um corpo de forma genérica em um sistema estacionario de
coordenadas Cartesianas, experimentando movimentos com deslocamentos finitos. Podem-se
observar trés diferentes configuracdes assumidas pelo corpo em movimento, correspondentes a
configuragdo inicial em t =0, e as configuragbesem t e em t+ Dt. Durante 0 movimento este
corpo pode sofrer grandes deslocamentos, grandes rotacdes e grandes deformacdes, referenciado

aum sistema fixo de coordenadas Cartesianas X;, X, € X;.

Cabe destacar que o instante de tempo ao qual se refere cada varidvel € indicado por um
sobrescrito a esquerda da mesma. Entdo, por exemplo, representam-se as coordenadas de um

determinado ponto por 'x, os deslocamentos por ‘u., as &reas de superficie por ‘A. Como a

configuracdo do corpo no instante de tempo t+Dt ndo é conhecida, as forcas aplicadas, as
tensdes e as deformagbes devem ser referenciadas a uma configuracdo de equilibrio conhecida
Por exemplo, as componentes da forca de superficie no instante de tempo t+Dt, referidas a

configuragdo 0, s3o representadas por "2 f.°, onde o sobrescrito esquerdo indica o instante de

tempo em que a variavel atua e o subscrito esgquerdo indica a configuragdo com respeito aqual a

mesma é medida. Uma excegdo é feita quando a quantidade em consideracéo atua na mesma
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configuragcdo em que ela € medida; neste caso € indicado somente o sobrescrito. Como por

exemplo, para o tensor de Cauchy, temse "™t = /5t .

P(HDtXl,HD Xz,HDX3)

P('%.%, %) W (4 A, )

P(*x. "% %)

‘C (tA,tv)
°C(°A V)
())(3,'()(3"£+[)tx3

Figura 4.1 Movimento de um corpo em um sistema de coordenadas estacionérias.

A equacdo basica a ser resolvida que expressa o equilibrio do corpo na configuragéo

correspondente ao tempo t+ Dt, usando o principio dos deslocamentos virtuais, € definida por
[Bathe, 1996; Marques, 1994; Teixeira, 2001]:

C‘) Pt ijdt+D € “odv = YRA

t+Dty

(4.1)

onde: "t j S0 as componentes Cartesanas do tensor de Cauchy; d,,,€ € o tensor de

deformagdes infinitesimais correspondente aos deslocamentos virtuais, dado por:

1£ﬂdq + ﬂduj 9

= 4.2
zgﬂHDtXJ ﬂt+Dt)g g ( )

dt+D Qj =

com du, representando as componentes do vetor de deslocamento virtual na configuragéo
t+Dt, quesdo fungBesde "Px; (j=1 2, 3); “*™x indicando as coordenadas Cartesianas do

ponto material no tempo t+ Dt; “*®V é o volume no tempo t+ Dt; e "™ A expressa o trabalho
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redizado pelas cargas externas atuantes sobre o corpo quando este é submetido aos

deslocamentos virtuais du, no tempo t+ Dt, e € definido por:
t+I1A - @,Dtv t+Dt fi Bdui t+Dth +®3At+m fiSd l'*S t+DtdA (43)

t+D[fB
i

sendo: as componentes das forcas externas aplicadas, por unidade de volume, no tempo

t+Dt; "™ f° as componentes das forcas de superficie aplicadas, por unidade de &rea, no tempo
t+Dt; "™A é a superficie, no tempo t+Dt, na qual as forgas sdo aplicadas; e du® =dy,

calculado na superficie A

O fato de que a configuragdo referente ao tempo t+ Dt é inicialmente desconhecida,
impde a necessidade de reescrever a Eq. (4.1) de maneira que as grandezas envolvidas sgjam
referenciadas a uma configuracdo conhecida, para que uma solucéo do problema nédo-linear
possa ser obtida. Como substitutos do tensor de tensdo de Cauchy e do tensor de deformagdes
infinitesimais no principio dos deslocamentos virtuais, Eq. (4.1), medidas apropriadas de tensdo
e de deformagdo devem ser empregadas. Conforme Marinkovic, Kope e Gabbert, 2005, e
Teixera, 2001, uma medida de tensdo amplamente empregada € o segundo tensor de tensdo de
Piola-Kirchhoff. Suas componentes Cartesianas no instante t referenciada a configuracdo O,

relacionam-se com as componentes Cartesianas do tensor de Cauchy por:

0
r ..
08 = ety (LK1 =1,2.3) (4.4)

onde:

0

==

X . 45
X, (4.5

0 —
t)g,k -

e’r e 'r sdo as massas especificas do material nas configuragtes O e t, respectivamente. Essa

relacéo entre as massas especificas do corpo nas configuragdes 0 et € dada por:

0
r , <
o = det gO‘F H (4.6)
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onde: det gOtFH € o0 determinante do gradiente de deformagéo; e SotFH € o tensor gradiente de

deformacéo, definido como:

ef'x 1'% ﬂtxlg

€qo 0 0

X T T .
g t ' t t 33 gotxl,l 0tX1,2 otxl,sl:l
x 1% %= & t t, U
S q0 0 0 lj" eoxz,l oxz,z oxz,s u: (4-7)
gﬂtxg ﬂtxg ﬂtxsg eO 1 0 2 0 v3U

éﬂoxl ﬂOXZ ﬂoxgé

BFE=

As componentes do segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff podem ser utilizadas em
relacdo a outras configuragdes. Portanto, considerando que atuem no instante t+ Dt, podem ser
referenciadas a configuracdo t, usadas na formulacdo Lagrangeana atualizada.

E importante destacar que o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff é fungio apenas
das deformagdes do material e ndo é afetado pel os movimentos de corpo rigido, sendo, portanto,
um tensor objetivo. Suas componentes sdo tensdes totais que podem ser calculadas a partir de
deformacdes correntes totais.

O tensor de deformacé@o usado com o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff € o

tensor de deformagdo de GreenLagrange, sendo suas componentes Cartesianas no tempo t,
referenciadas a configuracdo inicial, definidas como:

t

1 .
o€ =E(Otui‘j +oU; + 5uk’i(§uk'j) (i,j,k=1,2,3). (4.8)

Esta medida de deformagdo satisfaz as mesmas condigdes que a correspondente medida de
tensdo, ou sga, € um tensor Simétrico e € invariavel aos movimentos de corpo rigido.

Neste trabalho foi empregada a formulagéo Lagrangeana atualizada. Em funcgéo disto, a
Eq. (4.1) deve ser expressa da seguinte forma [Bathe. 1996] :

(\a’ t+Dtt jd t+Dtteij th = t+DtA (i ’j = 1’2’3) (4.9)

onde: “?Si € 0 segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff na descricdo Lagrangeana

atualizada, e é definido como:



60

t
t+0 r

t] :tht)ﬁ,kﬁmtkl t+|)txj,| (i ’j K| :1’2’3)’ (4'10)

sendo:

r

t+I>x

= det & FH; (4.11)

d e, ; €otensor de deformagdo de Green-Lagrange correspondente aos deslocamentos virtuais,

na descricdo Lagrangeana atualizada, e é dado por:

d™e =dJ (”Dt + U0+ T ) (L k=1.2.3); (412)

t|J t i

'V éovolumenotempot; e “™A expressao trabalho virtual externo e é definido pela Eq. (4.3).
O tensor gradiente de deformacéo na descricdo Lagrangeana atualizada, usado na Eq.
(4.11), é definido por [Bathe, 1996; Marinkovic, K6pe e Gabbert, 2005]:

SﬂHDtXl 1-[t+DtX1 ﬂHDtXlg gl 1-[ DJ ﬂtDJ]_ ﬂtDul 3
& T 1'% 1% 3 & 1% 1'%, % g
t+Dt t+Dt t+ty, (01 & t t U
8“']':[‘.’1' Aﬂﬂt X, ﬂﬂt X 1 %4 =6 T ltDu2 +'|1 !Du2 T'Du, ; (4.13)
X % ﬂ X3 u @ il X il % ﬂ X3 u
gﬂt+Dx3 ﬂt+EIX3 1-[t+IJX3 u g ﬂ IDJS 1'[tDu3 1 1'[ DU u
eTx ' Tx@g & 1% 1'%, 1% @

com D representando o incremento da variavel de interesse entre duas configuracdes sucessivas.
Na andlise dindmica, deve-se incluir um termo do lado esquerdo da Eq. (4.9) que

represente as forcas de inércia dado por:

O, t+Dr t+0t d t+Dth (414)

Dy

onde a acel eracdo € definida como:
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g =Tu (4.15)

4.3 Equacao incremental do movimento

A EQ. (4.9) deve entdo ser desenvolvida com o objetivo de obter-se a equacéo
incremental do movimento de um continuo em uma forma aproximada [Bathe, 1996; Teixeira,

2004; Zhang, Lu e Kuang, 1998]. Paraisso as tensdes devem ser expressas da seguinte maneira:
HD:SJ = Ltij +.D5 (4.16)

onde: t; =S ;e DS, éatensdoincremental referenciadaa configuragéot.

E as deformagdes devem ser definidas como:
Hnteij = tteij +.De; =,De; = Dg; + chij (i = 12,3) (4.17)

sendo: tteij =0; ,De, adeformagdo incremental linear referenciada a configuragéo t, dada por:

1 ..
De =E(tDui’j + IDJJ.J) (i,j=1,2,3); (4.18)

i
e .Dh; adeformagéo incremental néo-linear referenciada a configuracao t, dada por:

Dh, =%tDuk,nDJk,; (i,j=123). (4.19)

t ij

Entdo, substituindo as Egs. (4.16) e (4.17) na Eqg. (4.9), obtémse a equacdo do

movimento em termos de decomposi ¢Bes incrementais, cComo segue:
@, (DS;d . De; ‘dV + @ t,d,Dhy'dv =""A- g 't;d De'dVv (i,j =1,2,3). (4.20)

A equagdo do movimento € entdo linearizada considerando a relagéo constitutiva como sendo:
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DS ='G,.De, (i.j,r,s=123) (4.21)

onde: .C. . é o tensor de propriedades do material incremental na configuracéo t.

t ~ijrs
Na Eg. (4.21) foi considerada a aproximagéo d ,De;, =dDe; . Sendo assim, a equagao do

movimento pode ser reescrita como:
(\Q/ ‘Cjrs Ded De; 'dV + Q/ t,d,Dh;'dv = A - (\3/ td Dg 'aVv (i J.r,s= 1,2,3) . (4.22)

4.3.1 Material piezelétrico
Segundo Cardoso, 2005 (ver Anexo A), Gao e Shen, 2003, Marinkovic, Kope e Gabbert,
2005, e Yi, Ling e Ying, 2000, é possivel expandir o principio dos deslocamentos virtuais para

um continuo piezelétrico. Para isso, incluindo os termos elétricos a Eq. (4.9), obtém-se:

Q t+Dt dHDtteijth' Q/HutDidHDtEith — t+DR (i ,j :1’2’3) (4.23)

t™]

onde. "D, e ""E, sdo, respectivamente, o vetor deslocamento elétrico e o vetor campo

elétrico, ambos na descricdo Lagrangeana atualizada; "™ R o trabalho realizado pelas cargas
externas atuantes sobre o corpo, definido por:

t+DR = t+DA + G), At+llvpf i t+DtdA (424)

[

sendo: "V, adensidade de carga €elétrica na superficieem t+Dt e df, avariagdo do potencial

elétrico na configuracdo t + Dt .

Com isso, a Eq. (4.23) deve ser desenvolvida de maneira a obter-se uma formulacéo
incremental do movimento para o continuo piezel étrico em uma forma aproximada. As tensdes e
deformactes sdo empregadas como definidas nas Eqgs. (4.16) e (4.17). Ja o deslocamento elétrico

fica determinado por:

"D =D+ DD (4.25)
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sendo: /D, o deslocamento elétrico no instante t referenciado a configuragdoem t e DD, é0

deslocamento elétrico incremental em relagdo a configuracéo t. E, o campo elétrico é definido

como:

“%E =E + DE = DE = DE" + DE" (4.26)

onde: E =0; DE(') € 0 campo elétrico incremental linear referenciado a configuragdo t e
DE(”') € 0 campo elétrico incremental ndo-linear referenciado a configuragdo t. Como neste

trabalho € considerada a piezeletricidade linear, o termo DE(”') foi descartado, ficando a Eq.

(4.26) como:

t+EfEi — tDEi(I) — tDE - _ =1 (427)

Com isso, substituindo as Egs. (4.16), (4.17), (4.25) e (4.27) na EqQ. (4.23), obtém-se a equacéo

do movimento de um continuo piezel étrico em termos das decomposi ¢des incrementais, como:

Q,:DS;d,De, ‘dv - DD DE 'aV +(y t

1j

;d.Dh; ‘dV =
BDtTy 4 At t .t t . (4.28)
R+ @, Dd DE'dV - g 't;d, D 'dv (i, =123).

E, finalmente, considerando as Egs. (4.21), (3.29) e (3.30), as equacles constitutivas

incrementais para um continuo piezelétrico podem ser expressas como:

DS ='C; 4 e, - &, DE (i,j,r,s=1,2,3) (4.29)

DD, ='¢, Dg +%,,DE (i,j=1.2,3) (4.30)

e substituindo as Egs. (4.29) e (4.30) na Eq. (4.28), a equacdo do movimento € linearizada e

assume a forma:



@, ‘Cys:Ded De,‘dV - ‘e, [DEd Dg;'dV -
QtthDe.jdtDEth' Q/txithEdtDEith-'-
@, tydDh;‘dv =""R+ @ (Dd,DE'dV -  't;;d, Dg;'dV
(i,j,r,s=1,23).
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(4.31)
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5.FORMULACAO ATRAVES DO METODO DOSELEMENTOSFINITOS

5.1 Introducéo

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um procedimento numérico para solugdo da
maioria dos problemas encontrados nas andlises de engenharia, pois, normamente, estes
problemas sGo0 muito complexos para serem resolvidos de maneira satisfatéria através de
métodos analiticos cléssicos [Cook, Malkus e Plesha, 1989; Segerlind, 1984].

O método dos elementos finitos € baseado na divisdo do dominio de integracéo,
continuo®, em um nimero finito de peguenas regies denominadas elementos finitos,
transformando o meio continuo em discreto®. A essa divisao do dominio d&-se o nome de rede de
elementos finitos. A malha desse reticulado pode ser aumentada ou diminuida variando o
tamanho dos elementos finitos. Os pontos de interseccéo das linhas dessa rede sGo chamados de
nés. O comportamento de cada elemento é arbitrado de forma aproximada, com a condi¢do do
conjunto ou malha de elementos se comportar de forma semelhante ao continuo original. No
chamado modelo de deslocamentos do MEF, arbitra-se o campo de deslocamentos nodais e,
como conseguéncia, a interacdo de componentes de tensdo entre elementos adjacentes é
substituida pela interacdo de forcas nodais entre elementos. Dessa maneira, o equilibrio
infinitesimal que se considera no modelo matemético de meio continuo é substituido pelo
equilibrio de cada elemento finito isoladamente, trocando-se as equagdes diferenciais de
equilibrio por equacdes algébricas de equilibrio do elemento como um todo. A partir destas
equagdes algébricas escritas para cada elemento, obtémse o sistema de equagdes de equilibrio
da maha de elementos. Esse sistema global, apds a introducéo das condicdes de vinculagdo ao
meio exterior, permite a determinacdo da solucdo em termos dos deslocamentos nodais [Assan,
2003; Soriano, 2003].

5.2 O elementofinito triangular para placas e cascas delgadas

De acordo com Teixeira, 2001, e Zhang, Lu e Kuang, 1998, aandlise de placas e cascas
delgadas baseia-se na condicdo de que a espessura do corpo é pequena em relacdo as demais
dimensdes. Quando sujeitas a agcdo de flexdo, as seguintes consideragdes sdo importantes: o
plano médio da placa ndo sofre deformacdes devido a acéo de flexéo; a componente de tenséo

normal ao plano médio da placa é nula; as particulas do material que originalmente pertencem a

2 Possui um ndmero infinito de incgnitas.
® Possui um ndmero finito de incognitas.
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uma determinada reta perpendicular a superficie média da placa, continuam pertencendo a esta
reta, mesmo com a deformacdo da placa. As deformagdes cisalhantes sdo desprezadas e a
referida reta mantém-se perpendicul ar a superficie média da placa durante a deformagéo.

Quando este tipo de estrutura esta sujeita a esforgcos que atuam no plano médio da placa
(esforcos de membrana) e simultaneamente a esforcos de flexdo, pode-se considerar que as
respectivas deformagdes sdo independentes [ Bathe, 1996].

Com base nestas consideragOes, os deslocamentos incrementais podem ser expressos

como [Teixeira, 2001; Zhang, Lu e Kuang, 1998]:

Du’ =Dy - Dwz (i=1,2) (5.1)

Dw* = Dw (5.2

onde: i =1,2 representam as direges x ey, respectivamente; Du, e Dw sdo os incrementos dos

deslocamentos no plano neutro; e z € o valor da coordenada na direcéo do eixo normal ao plano
médio da placa e referenciada a este plano.
Ent&o, substituindo os deslocamentos incrementais, Egs. (5.1) e (5.2), nas deformactes

incrementais, Egs. (4.18) e (4.19), respectivamente, tem-se:

z (i,j=12) (5.3

]

, 1
Deu‘ _E(Dl%,j + D"Ij,i)_ Dw;
2 _1 .
Dh =E(Duk’iDuk'j +Dw,Dw,; ) (i.j.k=12) (5.4)
Um elemento triangular de membrana, com cada n6 possuindo dois graus de liberdade de
trandacdo e um de rotacdo, € mostrado na Fig. 5.1.

O vetor de deslocamentos nodais de membrana, considerando a rotacdo no plano da

superficie média do elemento (drilling), é dado por:
{u.y={u, u, Q,} (=123 (55)

onde: u, e u,; s3o os graus de liberdade de translagdo e Q, € o grau de liberdade de rotagdo no

plano da superficie média do elemento.
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X
Figura 5.1 Graus de liberdade de membrana para o elemento de placa/casca delgada [ Teixeira, 2001].

Os dedlocamentos de membrana, em fungdo de seus valores nodais, podem ser expressos

Ccomo.
: ng[Hm {u}° (56)

onde: {u;} sd0 os valores nodais dos desocamentos de membrana, Eqg. (5.5), para cada

elemento; e [ H m] é afuncdo de interpolacdo de membrana, definida por:

&, 0 Hy0
[Ha]=e “Qld (i=123) (5.7)
0 L Hapg
sendo:
b)) (e
Heo, —ELi( WL -bL,) (i® )@ m) (5.8)
1 o
Hyo, :ELi (cmLj - cJ.Lm) (i® j®m) (5.9)
b=y -y, € ¢g=%-x (i,j,m=123) (5.10)

com L, representando as coordenadas de area; e x, e Yy, as coordenadas nodais.
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Ja a Fig. 5.2 apresenta um esguema dos graus de liberdade de flexdo para um elemento

triangular de placadelgada.

Figura 5.2 Graus de liberdade de flex&o para o elemento de placa/casca delgada [Teixeira, 2001].

O vetor de deslocamentos nodais de flexdo pode ser escrito na forma:
e T .
{u}y={w Q, Q,} (i=123) (5.11)

onde: w; s3o os deslocamentos transversais nodais; e Q,; e Q,; S0 as rotagbes nodais em torno

dos eixos x ey, respectivamente.
De acordo com Yugiu et a., 1995, o campo de deslocamentos transversais € definido por:

w={H,Hu,}* (5.12)
onde {H,} éafungio de interpolacio de flexdo, dada por:
(H}={H, H, H} (1=123) (5.13)
sendo:

H =L - 2F +(1- ) F +(1+1)F, (5.14)
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H, =- %gomLiLj - by L,L +(b; - b, ) F +(rjb; +b,)F +(rb, - by) F 8 (5.15)
H, =- %ngLiLj - ¢, Lk +(cj - cm)Fi +(rjcj +cm)F ,—+(rmCm' cj)Fmg (5.16)
e
F=L 16(L 1) 5.17
i_ig"EBi' ()
g zlgi(liz-m_ |i;-lj) (i,jm=123) (5.18)
j-m
com:

Ly =D Y X =X X ey =Y Y (519)

O elemento que sera utilizado neste trabalho € o GPL-T9 que € um elemento finito
triangular conforme generalizado, que considera a rotagdo no plano da superficie média do
elemento Q, (drilling). A Fig. 5.3 mostra o elemento GPL-T9, com trés nés e sais graus de
liberdade por né. Este elemento utiliza as condic¢des de compatibilidade de ponto em cadané e as
condi¢Bes de compatibilidade de linha ao longo de cada lado do elemento. A introducéo de Q,
além de evitar a singularidade da matriz de rigidez em elementos coplanares, aumenta a precisao
numeérica das variaveis de membrana. A matriz de rigidez total do elemento é obtida pela
superposi¢&o da matriz de membrana com a matriz de flexao [Teixeira, 2001].

O elemento GPL-T9 foi primeiramente empregado por Zhang, Lu e Kuang, 1998, e
posteriormente por Teixeira, 2001, e mostrou-se como um elemento que alia rapidez e precisao

de solucéo. E por se tratar de um elemento finito triangular, apresenta facilidade na discretizagcéo
de estruturas de geometria complexa.

Os incrementos de deformagéo linear dados pela Eqg. (5.3), sGo separados em incrementos

de deformaggo de membrana { De,} e incrementos de deformacgo de flexdo {Dg)} (curvaturas),

cujos vetores sdo dados, respectivamente, por:
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.\I. [bx u I DUX,X u
{DQn} = : Dey ;’ = : I:l"y,y ;’ (520)
109, 1Du,,+Du, 4
1DkO 1 Dw, d
{Deo}:%Dky_l},/:'Il D\Nyyi/ (5.21)
o, feom,)

Qu >x
Figura 5.3 Esquema do elemento GPL-T9 [Teixeira, 2001].

Substituindo a Eqg. (5.6) na Eqg. (5.20), obtém se o vetor de incrementos de deformagéo de
membrana, em funcdo dos deslocamentos de membrana nodais como segue:

N

De, U
De, y =[B,]{Du,}" (5.22)

'Dgxyio

{Dey} =

p? i —

onde: [ Bm] € amatriz relacdo deformacdo-deslocamento de membrana, definida por:

€h 0 b (L - byL,) y

.. 1 ¢ u-

. H=,;80 G (Cnl; - oiLy) 0 (ijm=123) (5.23)
82‘3' ZQ (Clbm+blcm)|‘j - (Cibj +b|Cj)Lm8
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sendo: A aéareado elemento; b e c como definidos na Eg. (5.10); e L suas coordenadas de area.
O vetor de incrementos de deformacdo de flexdo (curvaturas), em funcdo dos

deslocamentos nodais de flex&o, é determinado substituindo a Eq. (5.11) na Eq. (5.21), como
segue:

1 Dk, U
| | e
{De,}=1Dk,y= [B,]{Du,} (5.24)
| |
sendo: [ BD] amatriz relacdo deformacdo- deslocamento de flex&o definida por:
éHi,xx Hxi,xx Hyi,xx l;l
P < e .
&8, H=-aH, Hi Hyyo ((=1,23) (5.25)
gZHi,xy 2Hxi,xy 2Hyi,xyH

com: H;, H, e H; deacordo com as Egs. (5.14), (5.15) e (5.16), respectivamente.

5.3 Formulagdo Lagrangeana atualizada do elemento finito triangular para placas e cascas
delgadas laminadas

A equacdo incremental dos trabalhos virtuais, em uma formulagdo Lagrangeana

atualizada, definida pela Eq. (4.22), pode ser representada em uma forma compacta como:

L+1,=1,-1,

(5.26)

onde:

l,= ), Cira D& Dy 'dV = & d{ e} [D, [{ De} ‘dA+ g d{De,} [, ]{ De} ‘dA+

(5.27)
0,d{De}’ [Don]{De} ‘dA+ § d{De} [0]{Deg} ‘dA
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sendo: [ D,,] amatriz constitutiva incremental de membrana; [ D,,,] =[D,,] amatriz constitutiva
incremental de acoplamento membrana-flex&o; e [Db] a matriz constitutiva incremental de

flexdo. Estas relacfes condtitutivas, que sdo referenciadas ao sistema de coordenadas do
elemento (ou sistema de coordenadas locais), sdo definidas, respectivamente, por [Jones, 1999;
Stegmann e Lund, 2001]:

[D.]= 64 [Al&, B (5.28)
[Dro] =[ D] = 6T, B [ B &% (5.29)
[D,] =T, 1 [D] & & (5.30)

com as matrizes no sistema global de coordenadas [ A], [B| e [D] definidas, respectivamente,

pelas Egs. (2.77), (2.78) e (2.79); e g, | representando a matriz de transformagdo do sistema de

coordenadas globais para o sistema de coordenadas locais, definida por:

¢ cos'g sen’g sengcosg U
fH=a sen’g cosg - sengcosg g; (5.31)
& 2sengcosg 2sengcosg cos’g - sen‘gy

sendo: g o angulo formado entre o eixo x9 (sistema de coordenadas globais) e o eixo X'

(sistema de coordenadas locais), como indicaaFig. 5.4.

¥

> X

Figura 5.4 Sistemas de coordenadas globais, locais e das fibras.



O termo ndo-linear é definido como:
l,=Q,t,d,Dh, 'dv = d{Dh}' gNj{Dh} ‘dA

i Yt

onde: gt N H s80 as forcas internas de membrana, dadas por:

AN E ¢ N, ‘N U,
gng=[D.J(B.J{ v} +oulB ] wl =g, 70

e o0s incrementos de deformacao ndo- linear séo definidos por:

g; H_éHi,x Xi, X Hylx"'I
Gi e u
eHiy Hay Huyg

Ja o trabalho virtual devido asforcas externasem t+ Dt € dado por:

I3 — t+DtA — C‘D+Dtv t+Dt.':i Bd ui t+Dth +G),DtAt+D[ fi SdUiSHDtdA.
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(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

E, finalmente, o trabalho virtual devido as forgas internas no instante t é definido como:

,=q,t,d,Dg dv = (,d{Dg.} {'N} 'dA+ @ d{Dg} {'NM} 'dA+

{'MN} ‘dA+ @ d{De}"{ M} 'dA

(5.37)
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onde: {tN} é o vetor forca nodal correspondente as forcas internas de membrana; {‘NM} e

{tMN} sd0 vetores que acoplam os efeitos de membrana e de flexdo; e {‘M} é 0 vetor dos

momentos de flexdo do elemento. Estes vetores sGo determinados como segue:

[N =[D,]BJ{ u)={N, N, NV (5.39)
{'Nm) =D, ][B,]{'w}={"Nm, M INM ) (5.39)
{'MN} =[D, ][BJ{ v} ={ MN, MmN MN ) (5.40)

{'M}=[D,][8,){'u}={M, ™M, M} (5.41)

5.4 Equaces de equilibrio incrementais discr etizadas pela técnica de elementos finitos

Considerando Jeyachandrabose e Kirkhope, 1985, e Teixeira, 2001, as equagOes
incrementais de equilibrio para um problema estatico (omitindo a matriz de rigidez néo-linear
para simplificar o equacionamento), discretizadas pela técnica de elementos finitos para o

elemento de placa/casca delgada laminada podem ser representadas pel o sistema acoplado:

ko] [KnJup{outi_H{ "R} - { Fol
dKl [ GHOWNE (2R} - {'R) o4
onde;
(K] = @,[B.]' [D.][B,] ‘dA (5.43)

€ amatriz de rigidez referente aos efeitos de membrana (ver Anexo B);
[Kmb] = (‘DA[ Bm]T [Dmb][ Bb] 'dA (544)

€ amatriz de rigidez acoplando os efeitos de membrana e de flex&o (ver Anexo B);
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[Kon] =[Knw]" =@,[B] [Dn] [B] ‘9 (5.45)

€ amatriz de rigidez acoplando os efeitos de flex&o e de membrana (ver Anexo B);
[Ko]= 0[] [D,][B,] ‘DA (5.46)

€ amatriz de rigidez referente aos efeitos de flexdo (ver Anexo B);

1 roR L
{"oR} =g [Ha] %{ MRX}ytdA (5.47)
"R

€ 0 vetor forga nodal externa, referente aos efeitos de membrana, sendo { RJ e { Ry} 0s vetores

de forcas externas nodais nas diregdes X e vy, respectivamente;
{t+DRb} — (\})A{H b}T{t+D Rz} ‘dA (548)

é o vetor forga nodal externa referente aos efeitos de flex@o, sendo {&} o vetor de forgas

externas nodais na diregéo z;
{F}=0,[BJ{ N} da+ g [B,]"{NM] ‘da (5.49)

€ 0 vetor forca nodal equivalente devido as forgas internas no instante de tempo t,

correspondente aos efeitos de membrana;
{R}=g[B]{M] A+ [B] {MN} dA (5.50)

€ o0 vetor forca noda equivalente devido as forgcas internas no instante de tempo t,

correspondente aos efeitos de flexao.

Para o célculo de {tN} e { tMN} , Egs. (5.38) e (5.40), respectivamente, sio empregados

0s deslocamentos totais de membrana {‘um} em um instante de tempo t (ver Fig. 5.5). Estes
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deslocamentos sdo calculados pela diferenca entre as coordenadas locais do elemento nos

instantest e 0, como segue [Bathe e Ho, 1981]:

o} ={o 0w o w i (5.51)

1 2

. L T. . P
onde o sobrescrito direito dos termos do vetor { tum} indicam o nuimero do no.

U
%, |
3
t, 3
pa
J"f N
, %
J’f \.\
- %
2 b
#
7 ~
# T
// L
I"r \\
# \\
5 t)(i
1 2
t,,2
ul

configuragdo emt

- = = configuragdo em 0

Figura 5.5 Dedslocamentos de membrana do elemento [Teixeira, 2001].

Enquanto as forcas internas de membrana no instante t sdo calculadas através dos
deslocamentos totais de membrana, os momentos de flexdo do elemento sdo calculados por

incrementos, isto &
{tM} :{t+DM}+{t_DDM} (5.52)

onde: {,.,DM,} s3o os momentos de flex&o incrementais, definidos como:

{t-DtDM} :[Db][BD]{t-DDub} (5.53)
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sendo: {t_ DDub} 0 vetor de deslocamentos incrementais de flex@ na configuragéo t- Dt. Desta
forma, a determinacdo de {‘NM} , Eq. (5.39), é feita de maneira andloga a utilizada no calculo
de{‘m}.

Entdo, o sistema de equacdes a ser solucionado, considerando os efeitos da néo-

linearidacle geométrica, fica da forma:
gxp{ou} ={{>R}- {F}} (5.5

onde:
EKP=[K ] +EK .1 (5.55)

sendo: [K, ] a matriz de rigidez linear formada pelas matrizes [K.,.], [Kus], [Kim] € [Ks]: €

g K\ g amatriz de rigidez néo-linear definida como:

EKy B= ,[Ge] ENE[G.] dA (5.56)

com as forgas internas de membrana definidas pela Eq. (5.33); e

Jy e {ou} ={ou, Du, Dw DQ, DQ, DQ,}. (557)

Para a andise dindmica, torna-se necesséria a inclusdo dos efeitos das forcas de inércia e

de amortecimento a Eq. (5.54), como segue:
[M]{=d} +[c]{* ™} + g K oo} ={{ R - {'F}} (5.58)

onde: [ M] € a matriz de massa consistente, que foi calculada analiticamente como apresentado

no Anexo C, definida por:
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[M]:émkc‘g[H]T[H]dA (5.59)

sendo: n o ndmero total de l[éminas; h, aespessuradalaminak; r, amassa especifica dalamina

k; e [H] definido como:

él‘i 0 HUQi 0 0 0 lil
e u
[H]I=e0 L Hy 0 0 0g (i=123) (5.60)
& g
g0 0 0 H, H; H,jg

com L, representando as coordenadas de éares; Ho € Hyg definidos, respectivamente, pelas

Egs. (5.8) e (5.9); e H,, H;, e H; como indicados nas Egs. (5.14), (5.15) e (5.16),

respectivamente, [c] € a matriz de amortecimento de Rayleigh, dada pela equacéo [Bathe,
1996]:

[c]=ax[M]+bg[K] (561)

sendo: a, e by as constantes de Rayleigh, determinadas a partir dos autovalores do sistema;
g‘KH € amatriz de rigidez que inclui as matrizes de rigidez linear e ndo- linear; {“D‘R} € 0 vetor
de forgas externas aplicadas no instante de tempo t+ Dx; {‘F} é o vetor de forgas nodais

equivalentes no instante t; {”D‘U} e {“D‘u} s30 0s vetores nodais de aceleracdo e velocidade,

respectivamente; e { DJ} € 0 vetor de incremento de deslocamentos nodais entre os instantes t e

t+Dt.

As equactes de equilibrio incrementai s apresentadas anteriormente estdo referenciadas ao
sstema de coordenadas local. E necesséria uma transformacéo de coordenadas para um sistema
global, comum a todos os elementos finitos, para realizar a montagem desses elementos pelo

procedimento padréo da técnica de elementos finitos. Desta forma, considerardo a Fig. 5.6, é

necessario determinar uma relacio entre o sistema de coordenadas local (x', Y, z') eo

sistema de coordenadas global (xgJ Y, )
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Xg

Figura 5.6 Sistemas de coordenadas local e global de um elemento triangular [Zienkiewicz e
Taylor, 2000].

Conforme Zhang, Lu e Kuang, 1998, e Zienkiewicz e Taylor, 2000, os mssenos dos

angulos entre 0s eixos (x' Y, z') e 0s eiX0s (xg RV zg) estd0 apresentados na matriz

[L]:
g XX l Xy l ng
L]=8, ', !.4 (5.62)
g, 1, 1.
onde: |, representa o cosseno do angulo formado entre o eixo X' e o eéxo Xx°, e assim

sucessivamente. Estes valores sao cal culados da seguinte maneira:

g g g g g g

X - X _Y>- Vi, _4L -7
, I, = |

|1-2 |1-2

XX

% | (5.63)

: %
*2A] YA Z2A

sendo:
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o= ) (2 ) (2 &)’
x=(v3-v2) (2-2)-(2-2) (vi- %)

V= %) (2-2)-(2-2) (- %); (564
z,=(¢ - %) (v3-v2)- (8- v1) (- %);

Portanto, a matriz de transformagdo global-local T gé:

qr] [0] [o]u , \
- 0 o rp129L] [0]
8TQ|H—§%8} [[TS]] [[TOL]]ﬁ =g o (5.65)

Ent&o, conforme Teixeira, 2001, arelacdo entre os vetores de deslocamentos nodais local

e global, de um determinado elemento, é expressa como:

{u} =gm,p{ue}. (5.66)

A Eg. (5.65) também é vdida para a transformacdo de outros vetores que fazem parte das
equactes de equilibrio, tais como os vetores de forca, de aceleracdo e de velocidade. A
transformacdo da matriz de rigidez e dos vetores de cargas do sistema loca para o sistema global
de coordenadas, necesséria para 0 processo de montagem dos elementos finitos, fica da seguinte

forma:

G =8, 0 88 &b (5.67)
{Ro-F9} =g, g {R - F} . (5.68)
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Cabe destacar que para as andlises estética e dinamica lineares as Egs. (5.55) e (5.58),

respectivamente, devem ser simplificadas. Para isso, considera-se que gtKNLH e { IF} sdo nulos.

5.4.1 Material piezelétrico

Considera-se aqui 0 e€lemento triangular laminado para placas e cascas delgadas,
apresentado anteriormente, porém incorporando a este duas laminas de material piezelétrico.
Estas camadas piezel étricas tornam-se entdo as |aminas externas superior e inferior do elemento,
gue podem ser utilizadas como atuador e sensor, respectivamente.

O elemento finito piezelétrico possui entdo seis graus de liberdade elasticos por né
(u, u, w, Q,,Q, eQ,) eum grau de liberdade elétrico por camada piezelétrica (f ), ou sgja,
assume-se que o potencia elétrico sga constante sobre o elemento e que possua uma variacao
linear através da espessura da camada piezel étrica [Balamurugan e Narayanan, 2001; Narayanan
e Balamurugan, 2003].

Entdo, como em Gao e Shen, 2003, e considerando as Egs. (3.52) e (4.27), o campo

elétrico incremental é expresso por:

i U < ..
T e 1 i u .I. U
iDE,¢ IDf 0 i ﬂ[;‘f i 1T 01 i 0 i
; i P '|' i i i
{DE} ={DE,y=- |Df jy=- j—y=-7 0 y=-j 0y. (5.69)
I v I z I. T|'Df .I. I_.I. .I. h_.l.
. ” X .
Ppzp P theD
Assim, o campo elétrico no elemento finito fica definido como:
0 Ou
a
0 O G
Lol
{-DE}=gp §{DF}=€> Ui~y (5.70)

o
o
c

a@D> D> > > D> D> Dy (D> (D> (D> (D
o o
| o
< 5
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sendo: @B, | a matriz das derivadas das funces de interpolacéo elétricas, h, e h, as espessuras
das laminas piezelétricas do sensor e do atuador respectivamente; e f_ e f_ os potenciais

el étricos no sensor e no atuador, respectivamente.

A lamina piezelétrica usada como sensor e a lamina piezelétrica utilizada como atuador
s80 consideradas como camadas adicionais ao laminado composto [Narayanan e Balamurugan,
2003].

Desta forma, as equagdes incrementais de equilibrio para um problema dinamico,
discretizadas pela técnica de elementos finitos, para o elemento triangular de placa/casca delgada

laminada piezel étrica sdo definidas por [Lee e Saravanos, 2000; Xu e Koko, 2004]:

g, ] [ do,] [0l R e i
Sl [olG{-=r)y clol [olgg{v=r)} N

EKull &
gEK.. EI & By

+

}i
Df}f{,

gon ‘<_C
—_— —\—t

{Du
{

onde: [MUU] € a matriz de massa do elemento, considerando as camadas piezel étricas, definida
pela Eq. (5.59); [cw] € amatriz de amortecimento, dada pela Eq. (5.61); gtKquI asuamatriz de
rigidez elastica, levando em consideracdo as laminas piezelétricas, dada pela Eq. (5.55);
K, = 8K EIT € amatriz de rigidez do acoplamento elastico-elétrico do elemento; gK, f sua
matriz derigidez elétrica; { o F{J} € o vetor de forcas mecanicas nodais externas, formado pelos

vetores das Egs. (5.47) e (5.48); {IFU} o vetor de forgas nodais equivalentes devido as forgas

mecanicas internes; {“*R} é o vetor de cargas elétricas nodais externas; e {'F,} vetor de

forgas nodais equivalentes devido as forcas el étricas internas.

Cabe destacar que, como em Yi, Ling e Ying, 2000, a ndo-linearidade geométrica foi
incluida a Eq. (5.71) de maneira andloga a empregada na Eq. (5.55), porém aqui as camadas
piezelétricas devem ter suas propriedades consideradas na determinacdo da matriz de rigidez
néo-linear através da Eq. (5.56).

De acordo com Balamurugan e Narayanan, 2001, Marinkovic, Koppe e Gabbert, 2005, e
Piefort, 2001, a matriz de rigidez elétrica € definida como sendo:
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EAX 5 u
s i 0gai & gaya § 0 S 57
B OERE Gof pEREN T | A |
é IR
onde: a matriz de constantes diel étricas, definida na Eq. (3.34), pode ser reescrita como
9)(11 X1 XlSU é(11 0 Ol;'
- u_é a.
[X]_%Zl Xpo X33=a80 Xp 0y (5.73)
@(31 X32 3SH @0 O X33H

B, g como definido na Eq. (5.70); A a area do elemento piezelétrico; e 0s sobrescritos se a

referem-se as camadas empregadas como sensor e atuador, respectivamente.
Ja a matriz de rigidez do acoplamento eléstico-elétrico do elemento, ou simplesmente

matriz de rigidez eletromecénica, é definida como:

o
&, 80, &e.g g []ugEﬁthd\,+

Qg [0 gelo &nl
el [ uegEy [V
O"Gny g el gyl

(5.74)

4 gB v

sendo: [B,] a matriz deformaggo-deslocamento de membrana, dada pela Eq. (5.23); [B)] a
matriz deformacéo-deslocamento de flex&o, definida pela Eq. (5.25); ngH conforme a Eq.

(5.70); z a coordenada Cartesana norma ao elemento; e ge'H a matriz de acoplamento

piezelétrico no sistemalocal de coordenadas, que segundo Piefort, 2001, é determinada como:
RS ORI -T N
& &) €L (5.75)

onde gelﬁ € definido, considerando a Eq. (3.55), por
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- &0} 5 go 0 08
891H:§{0}8=§0 0 0y (5.76)
gel}g @es.l € easg

[T] € amatriz de transformacéo entre os sistemas principal de coordenadas do material e global,

definida pela Eq. (2.36); gl j @ matriz de transformacéo entre os sistemas de coordenadas global

e local, dada pela Eq. (5.31); e os sobrescritos s e a novamente indicando as camadas relativas ao
Sensor e ao atuador.

Para a determinacdo b vetor de forcas nodais equivaentes devido as forcas mecanicas

internas, {IFU} , deve-se agora considerar os efeitos das camadas piezelétricas. Para isso, as Eqs.

(5.49) e (5.50) devem ser calculadas a partir da Eq. (3.64) [Marinkovic, Képpe e Gabbert, 2005;
Yi, Ling e Ying, 2000].

O vetor de cargas el étricas nodais externas, de acordo com Marinkovic, Koppe e Gabbert,
2004, é definido por:

T Dt
{*"R} =g, i HDtZZE‘dA (5.77)

onde g, e g, SA0 as cargas elétricas no sensor e no atuador, respectivamente.
E, por fim, analogamente ao vetor { tFu} , 0 vetor de forcas nodais equivalentes devido as
forcas elétricas internas, {th} , foi determinado por [Marinkovic, Koppe e Gabbert, 2005; Yi,

Ling e Ying, 2000]:

1 .
I t

o oy'av (5.78)
i{'ohb

H{o}.f

,

sendo: {‘D} e {tD} 0 vetor deslocamento elétrico da camada piezelétrica do sensor e do

atuador, respectivamente, definidos, considerando a Eq. (3.65), por:
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i 0 1

{0} ={ D} =! 0 y. (5.79)
: e
ea e e, Tl & bd] zalit tk{) e

Cardoso, 2005, como mostra 0 Anexo A, apresenta uma medida objetiva para o
deslocamento elétrico em uma formulagdo Lagrangeana total. Entdo, com base nisto, o
dedocamento elétrico, em uma formulagdo Lagrangeana atualizada, pode ser calculado da

seguinte maneira
{*D} =det g *Fpg"oF § *{,D) (5.80)

onde: §"F § é dado pelaEq. (4.13) e { :D} é definido pela Eq. (5.79).

A Eqg. (5.71), desconsiderando os efeitos de amortecimento, pode ser reescrita como:

(M, J{ "7} + & K, b Dub + &K, O } ={ "R} - {'F ) (581)

gKqu{DJ 8KffH{Df {HDt } {th} (5.82)

Isolando {Df } na Eq. (5.82) e substituindo na Eq. (5.81), obtém-se:

[V ]{ "2 + K B 6K BB B 8K BT DU} =
. (5.83)
{"R}-{'R}- &b i {{ "R} -{ 'R}

Quando a Eqg. (5.82) é utilizada em um sensor, a carga elétrica externa aplicada é nula, sendo

entdo a voltagem do sensor dada por:
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-1

{Df}s:'éKfst {{tl:f}+gKfuBS{Du}s} (5.84)

onde o subscrito s indica a camada do sensor.

Para efetuar a andlise estética geometricamente néo-linear o termo [M,, ]{ t+Dtu} deve ser

desconsiderado nas Egs. (5.81) e (5.83).

Ja para a redizacdo de andlises lineares a matriz de rigidez ndo-linear, gtKNLEI, eas

forcas internas mecanica e elétrica, {tFu} e { ‘E} , respectivamente, devem ser desconsideradas.

Portanto, as Egs. (5.81), (5.82), (5.83) e (5.84) podem ser reescritas da seguinte forma
[Balamurugan e Narayanan, 2001; Narayanan e Balamurugan, 2003]:

[MyJ{df+[K, {4 +gK, i} ={R} (5.85)
& i} + &< f{f} ={R} (5.86)

-1

(M {0} + K- €€ BER B 8K BN ={R} - & pgK. i {R] (5.87)

{t}.=- gK B & i{ul, (5.89)
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6. SOLUCAO DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO

6.1 Introducéo

As equacdes de equilibrio obtidas através do Método dos Elementos Finitos necessitam
ser solucionadas. Do ponto de vista matemético estas equactes de equilibrio formam um sistema
de equacOes diferenciais lineares de segunda ordem. Os procedimentos padréo de resolucéo de
gstemas de equacdes diferenciais ndo sdo adequados quando a ordem das matrizes é grande, ta
como nos problemas préticos de elementos finitos. Sabe-se que estas equacdes diferenciais ndo
s80 independentes entre si, assim como 0s movimentos dos nés do modelo. Da mesma maneira
que o movimento de um no esta acoplado ao movimento de outros nés, as equacoes diferenciais
gue traduzem esses movimentos também estdo [Alves Filho, 2005].

Bathe, 1996, afirma que a eficécia da andlise depende em grande parte do procedimento
numérico adotado na solucéo das equagdes de equilibrio.

Entdo, neste trabalho, na andlise estética linear foi usado o Méodo dos Gradientes
Conjugados (MGC) com pré-condicionamento diagonal, na andlise estéica ndo-linear foi
adotado o Método do Controle de Deslocamentos Generalizados (MCDG), na andlise dinamica
linear o Méodo de Newmark e o Méodo da Superposicdo Modal, e na andlise dindmica néo-
linear foi empregado o Método de Newmark.

A seguir serdo apresentados os agoritmos para as andlises estética e dindmica néo-

lineares. Também sera feita uma breve descricéo sobre o procedimento de superposicdo modal.

6.2 Analise estatica

A solugdo de problemas ndo-lineares é usualmente obtida por uma combinagdo de
esguemas incrementais e iterativos. Um equisito para um método de solucdo ndo-linear € a
habilidade de superar os problemas numéricos associados com cada tipo de comportamento. Um
método gque se mostra adequado para problemas ndo-lineares com multiplos pontos criticos € o
método do controle de deslocamentos generalizados (MCDG), proposto por Y ang e Shieh, 1990,
e por este motivo foi empregado neste trabal ho.

Portanto, a solucéo da Eq. (5.54) através do MCDG foi baseada no seguinte algoritmo:
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a) Determinar um incremento de cargainicial DI ;.

b) Paraa primeiraiteraco (j =1) em qualquer passo de cargai:
bl) Formar a matriz de rigidez estrutural gK(') H
b2) Resolver a equacdo de equil ibrio gKJ'lH{ul']} ={R.

b3) Para i =1 considerar o parametro geral de rigidez (GSP) igual a 1. Para i 3 2 usar

G = M , para determinar GSP.
{ut 7} {u)

bd) Para i 3 2 usar DI | =D }/GSP, paradeterminar DI ! .

b5) Verificar se GSP é negativo. Se sim, multiplicar DI | por - 1 parainverter a diregdo

de carregamento.

b6) Determinar os deslocamentos usando {u‘j}:DI}{ulj?} +{u2;}, sendo que

{u21'} ={0}.

¢) Para as iterages seguintes (j 3 2):
c1) Determinar as forgas em desequilibrio {F| ,};
c2) Atualizar amatriz de rigidez gKl'lH (opcional);

c3) Calcular os deslocamentos {u1} e {u2}, resovendo gK| Hui}l={R e

&) pfuz} ={Fl..}:
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. T .
| B e L8
c4) Obter o incremento de carga atravesde DI | =- —— = ——-

{u} {us}

c5) Cacular os dedocamentos {u'J} para a iteragdo corrente com

(u} =01 {uz} +{uz}.

d) Atualizar as forgas no elemento, o nivel de carga (I 'J ) e ageometria da estrutura.

()

€) Repetir ositens“c” e “d” até que ;—
IR

atinja uma precisao desgjada.

f) Se a carga total ndo excedeu a carga maxima, retornar ao item b para o préximo incremento.

Caso contrario parar o procedimento.

Analogamente, para o caso dos laminados piezel étricos, este procedimento de solucéo foi

empregado a . (5.83), onde se deve considerar que {u} ={0} .
6.3 Andlise dinamica

Considerando agora os efeitos das forgas de amortecimento e de inércia, a Eq. (5.58)
deve entdo ser solucionada a cada passo de tempo, usando um esquema de integracdo numérica.
Para isso, neste trabaho, foi utilizado o méodo de Newmark. Segundo Bathe, 1996, a
atualizacéo da aceleracdo e da velocidade no método de Newmark é realizada da seguinte forma:

(o ={ )+ xf a2 { ) wane ({2} - { ) 6.
{"od ={u}+ of e +am ({u} - {'a}) 62)

.2
onde, naandlise linear d 3 1 ea? Ea%l +12 :
2 & 25
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De acordo com Teixeira, 2001, dependendo do grau de ndo-linearidade do sistema
considerado e da magnitude do passo de tempo Dt, a linearizagdo das equactes de equilibrio
pode introduzir sérios erros ou instabilidades na solucdo do problema. Para evitar estes

problemas, a solugéo é realizada a cada passo de tempo de forma iterativa. Assim, as equagoes
de equilibrio incrementais na forma iterativa sdo dadas por:

gt+DtK(it- 2 a Du(it)} :{ t+Dt R} _ {t+Dt it 1)} - [ M ]{ t+Dt[j(")} - [C]{ HDU(“)} . (6.3

A seguir sdo apresentados os passos do algoritmo empregado, que utiliza o método de
Newmark na forma trapezoidal (d =1/2ea= 1/4), tendo assim um esguema de aceleracéo

média constante, que € incondicionalmente estével (Fig. 6.1).

t+ Dt
Figura 6.1 Newmark - esgquema de acel eracdo média constante.

Célculos iniciais

a) FormagBo da matriz de rigidez linear [K_], da matriz de messa [M] e da matriz de
amortecimento [c] ; inicializagdo de {Ou} , {Ou} e{ou} .

2
b) Célculo das constantes de integracéo d 3 % ea 3 Ea% + 16 e dos parametros:

48 24
L et a=l. -l 4=l
% aD?’ abt’ abDt’ 2a a
Dt‘*‘g"-zg
a,=———2  a=al a=-a a=-a a=D-d); a=d
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¢) Formag&o da matriz de rigidez linear efetiva §K, 4=[K, ] +a,[M]+a[c].

Célculos a cada passo de tempo

d) Inicializacdo dos vetores {‘u} , {‘u} e{‘u} e do contador de iteracdes it =0.

e) Formacdo da matriz de rigidez ndo-linear gtKNLEI e da matriz de rigidez total

/t’\ \_ 7 AN ,t AY .
§KH= &, g K, | dosistema

f) Formacdo do vetor de cargas efetivo

{2/ ={ R+ [M](af dra 'd})+[c](a{'d +a () ={'F}.
g) SolucZo dos incrementos de deslocamentos nodais g‘RH{ Du(o)} :{ t+D‘AR} .

h) Calculo iterativo de solucéo
hl) it =it +1;

h2) Calculo da aproximagzo (it- 1) paraas aceleragbes, velocidades e deslocamentos:
(ot 9) = 5, [t} - o' - a{):

(o) = a {Du ) o, d)- af )

{Huu(n- 1)} ={'4) +{DJ(“'1)} :

h3) Formagéo das matrizes derigidez: £ K Ue €K, U+ g K u;
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h4) Célculo da carga efetiva naiteragdo (it- 1):

R O N R !

h5) Solugdo da corregdo it dos incrementos de deslocamentos:

h6) Atualizacdo dos incrementos dos deslocamentos:

[} f o o)

h7) Verificagdo da convergéncia:

Se ocorrer convergéncia® { DJ} :{ Du (”)} e seguir os calculos no passo “i”;

Se ndo ocorrer convergéncia® voltar para o passo “hl”.

i) Atualizacao das aceleracoes, velocidades e deslocamentos:
{"Pu}=a,{m}-a {u}-a,{'u};
{t+uu} :{tu} _ ag{ IU} +a10{t+DU} :

{“D‘u} :{tu} +{Du}.

A verificagdo da convergéncia no processo iterativo de solugdo foi baseada em dois
critérios, o critério dos deslocamentos e o critério da energia interna [Bathe e Cimento, 1980;

Bathe, 1996]. O critério dos deslocamentos € expresso da forma:
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2l g ol (6.4)

onde: utol € atolerancia de convergéncia em deslocamento, adotando como referéncia um valor
de 0,001. Como o denominador da Eq. (6.4) néo € conhecido previamente, aproxima-se {“D‘u}
para 0 Ultimo valor desta variavel no processo iterativo, ou sga, {”D‘u(“)} . Ja o critério de

convergéncia da energia interna compara a energia incremental de cada iteracdo, com o

incremento de energiainternainicial. A convergéncia é alcancada quando:

o0 (o8- { - )
{o} ({“or-{F}- [M]{'d})

£ etol (6.5)

onde: etol é atolerancia de convergéncia em energia, cujo valor adotado foi de 0,001.

O Método iterativo dos Gradientes Conjugados (MGC) com um pré-condicionamento
diagonal foi utilizado para a solucdo dos incrementos de deslocamento (ver Anexo D). Este
método exige uma capacidade de armazenamento bem menor do que a dos métodos diretos de
solugdo, caracteristica esta importante para problemas de grande porte [Teixeira, 2001].

E, de maneira equivalente, a solucdo dindmica ndo-linear para o laminado piezelétrico foi

realizada aplicando o procedimento apresentado a Eg. (5.83).

6.3.1 Superposicao Modal

Em vez de iniciar a integracdo do sistema de equacBes com todas as equacOes
simultaneamente, pode-se, antes, transformar o sistema e apresentalo de forma equivaente. Essa
forma corresponde, na préatica, a0 desacoplamento do sistema de equacdes. Assm, 0 sistema
pode ser resolvido tratando de um sistema equivalente acoplado, em que € possivel resolver
varios problemas independentes uns dos outros e superpor os resultados desses problemas
independentes para obter a resposta de interesse, dai 0 nome Superposi¢céo Modal [Alves Filho,
2005].

Na solucéo por Superposicdo Modal, inicialmente, é necessario que sgja realizada uma
Andlise Modal, ou sgja, a determinacdo dos modos naturais (autovetores) e das fregiéncias
naturais (autovalores) de vibracdo da estrutura. Paraisso deve-se resolver a equacdo de equilibrio

dindmico do sistema vibrando harmonicamente, dada por:
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([K]- W[M]}{z}=0 (6.6)

onde: K] é amatriz de rigidez da estrutura; [M] é a matriz de massa da estrutura; W, s30 os

autovalores; e {Z,} os modos naturais de vibragdo. As freqiiéncias naturais ndo-amortecidas sio

dadas por:

w, =W, . (6.7)

Apds, deve-se determinar a solucdo das equacOes de equilibrio desacopladas, através de um
procedimento de integracdo direta. E, finalmente, o resultado € obtido através da superposicéo da
resposta de cada um dos autovetores da estrutura [Bathe, 1996; Alves Filho, 2005]. Para a
andlise modal foi utilizada a subrotina DGV CSP contida na bibliotecaIMSL (International Math
and Statistical Library) do Fortran 90, e a solucdo das equagdes desacopladas foi efetuada
através do Méodo de Newmark [Bathe, 1996; IMSL, 1997].

Cabe destacar que esse procedimento foi empregado somente na solucéo dinamica linear.
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7. EXEMPLOSNUMERICOS

7.1 Introducéo

Com o objetivo de vaidar as formulagbes desenvolvidas foram realizadas diversas
simulacdes numeéricas, em FORTRAN 90, através de exemplos encontrados nas referéncias
bibliogréaficas.

Inicialmente os comportamentos estatico linear, estatico ndo- linear geomeétrico, dindmico
linear e dindmico ndo-linear geométrico de estruturas do tipo placa/casca delgada, constituidas
de material isotropico ou de material composto laminado, foram analisados.

Apbs, foram realizadas smulacbes numéricas de estruturas delgadas dotadas de
dispositivos piezelétricos. Para isso, andlises estéticas e dindmicas, lineares e geometricamente
nédo-lineares foram estudadas.

Além disso, a andlise modal linear destas estruturas, incluindo ou ndo materiais
piezel étricos, também foi desenvolvida.

E importante destacar que, para os exemplos dinamicos lineares, as solugdes obtidas pelo
método direto e por superposicdo modal apresentaram 0 mesmo resultado; e que o
amortecimento ndo foi considerado.

7.2 Exemplos estaticos

7.2.1 Estudo da conver géncia da solucdo estatica linear em uma placa isotr épica

Este exemplo teve como objetivo verificar como ocorre a convergéncia de resultados
para a andise estatica linear de uma placa quadrada isotropica (Fig. 7.1). Para isso, foram
consideradas diferentes situagcdes de carregamento e de vinculagéo para esta estrutura: (a) placa
apoiada sob a acdo de carga distribuida; (b) placa apoiada sob a acdo de carga concentrada
central; (c) placa engastada sob a acdo de carga distribuida; (d) placa engastada sob a acdo de
carga concentrada central.

Suas propriedades geométricas sdo: comprimento a=1,00m e espessura
h=5,00" 10"°* m. E as propriedades de material sho: E=2,10" 10" Pa; G=8,08" 10 Pa e
n =0,30. As condicbes de contorno utilizadas nas simulagbes (@) e (b) foram:

u,=u=w=Q, =Q, =0,00 naslinhas AB e CD, e u,=u, =w =, =Q, =0,00 nas linhas

X
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BC e AD; e nas simulagdes () e (d) foram: u,=u, =w 2, =Q, =Q, =0,00 naslinhas AB,

BC, CD,e AD.

LS

B

a
Figura 7.1 Placa quadrada isotropica.

Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1959, apresentam a solucdo para cada um dos casos

em estudo, como mostraa Tab. 7.1, sendo D = Eh3/12(1- n2) : 4 =100,00Pa e P=100N.

Tabela 7.1 Solucdo estética linear conforme Timoshenko e Woinowsky-Krieger.

Tipo de smulagéo

Deslocamento maximo

@

(b)

(©

(d)

max

max

max

max

0,00406ga" _ 169 10*m
0,01160Pa” =483 10*m
0,00126ga”* _ 524" 10°°m
0,00560Pa” =233 10 m

Comisso, nas Tabs. 7.2, 7.3, 7.4 e 7.5 sdo mostrados os resultados obtidos para diferentes

discretizagOes da estrutura (geradas a partir de malhas regulares), mostrando a convergéncia do

deslocamento central para as simulagdes (a), (b), (c) e (d), respectivamente.
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Tabela 7.2 Deslocamento central para placa apoiada sob a acéo de carga distribuida.

NUmero de elementos W, (M)  Erro relativo (%)

8 9,09E-05 -46,21
32 1,48E-04 -12,43
72 1,59E-04 -5,92

128 1,64E-04 -2,96
200 1,66E-04 -1,78

Tabela 7.3 Deslocamento central para placa apoiada sob a acdo de carga concentrada central.

NUmero de elementos W, (M)  Erro relativo (%)

8 3,64E-04 -24,64
32 4,44E-04 -8,07
72 4,63E-04 -4,14

128 4,71E-04 -2,48
200 4,75E-04 -1,66

Tabela 7.4 Deslocamento central para placa engastada sob a acéo de carga distribuida.

NUmero de elementos W, (M)  Erro relativo (%)

8 2,17E-05 -58,59
32 4,49E-05 -14,34
72 4,89E-05 -6,68

128 5,06E-05 -3,44
200 5,14E-05 -1,91

Tabela 7.5 Deslocamento central para placa engastada sob a acdo de carga concentrada central.

NUmero de elementos W, (M)  Erro relativo (%)

8 8,67E-05 -62,79
32 1,88E-04 -19,31
72 2,10E-04 -9,87
128 2,20E-04 -5,58

200 2,24E-04 -3,86

7.2.2 Anadlise linear e geometricamente nao-linear de uma placa laminada engastada

sob pressdo uniforme
Estudouse aqui uma placa quadrada (ver Fig. 7.2) com laminacdo simétrica [0/90/90/0],
engastada em seus quatro lados, solicitada por uma carga uniformemente distribuida
q=13,80" 10° Pa. Suas propriedades geométricas sfo: comprimento a=304,80"10°m e
espessura h=244"10°m. E as propriedades de materia sio: E, =12,60" 10° Pa;

E,=12,63" 10° Pa; G, =2,15" 10° Pa en,, =0,23949.
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Levando em conta a simetria da estrutura, apenas 1/4 da placa foi modelado. As

condicdes de contorno  utilizadas foram:  u,=Q,=Q, =0,00 na linha AB;

u,=u, =w Q, =Q, =Q, =0,00 naslinhas BC e CD; eu,=Q, =Q, =0,00 nalinha DA.

A
y
D C
A B
X
: ~ .

Figura 7.2 Placa quadrada laminada.

Inicialmente foi realizada a andlise estética linear, com malhas de 32 elementos (gerada
com uma malha regular 4x4) e de 200 elementos (gerada com uma maha regular 10x10). Estes

resultados séo comparados, na Fig. 7.3, com os obtidos por Liao e Reddy, 1987, que utilizou 4
elementos de casca de 9 nos.

14,00

-
12,00 //
10,00 i

g

6,00 7

4,00

P
2,00 7

Carga uniforme (kPa)

0,00
000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 11,00

Deslocamento central (mm)

—— Liao e Reddy Presente estudo (32 elementos) — Presente estudo (200 elementos) |

Figura 7.3 Andlise linear da placa laminada engastada.
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Apés, foi efetuada a andlise estatica geometricamente ndo-linear com a maha de 200
elementos, e o resultado obtido é comparado aos apresentados por Liao e Reddy, 1987, e aos de

Marques, 1994, que usou 4 elementos hexaédricos degenerados de cascas de 9 nds, como mostra

aFig. 7.4. O incremento de cargainicia adotado foi DI} =0,01.

14,00 < / A
o/
12,00

/-
10,00

=

g 80 } .
h= 7;

c

S 600

(o))

S

@)

4,00 / /

200 ~

/
/
0,00

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50

Deslocamento central (mm)

| 4 LiaoeReddy e Marqu%—Presenteeﬂudo|

Figura 7.4 Andlise ndo- linear da placa laminada engastada.

7.2.3 Analise geometricamente ndo-linear de uma casca cilindrica sob acdo de carga
concentrada

A Fig. 7.5 mostra uma casca cilindrica em forma de telha sob a acdo de uma carga

concentrada em seu ponto central. Suas extremidades longitudinais sGo apoiadas, enquanto que

suas extremidades curvas séo completamente livres.

P - =
'-._:__\_I__ ) ____..-'
o
B
i Do X
- | F : ] : : b
R/ C b
24 o]
s
¥ y
X‘L

Figura 7.5 Casca cilindrica sujeita a uma carga concentrada central [Sze, Liu e Lo, 2004].
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Suas propriedades geométricas sdo: raio R=2,54 m; comprimento b=0,254m;
espessura total h=6,35"10%m ou h=12,70"10°m e angulo j =0,10 rad. A carga
concentrada aplicada no centro da casca (ponto A) é P =3000,00N. E o incremento de carga
inicial empregado foi de DI ] =0,01. A cascafoi analisada em duas diferentes configuragoes: (a)
isotropica e (b) laminacdo [90/0/90]. As propriedades para 0 material isotrépico sdo:
E=3102,75" 10°Pa; G=1193,37" 10°Pa; e n=0,30. Ja para o material ortotropico:
E, =3300,00" 10° Pa; E,=1100,00" 10° Pa; G, =660,00" 10° Pa; e n,, =0,25. Devido &
simetria, apenas 1/4 do dominio foi modelado. Para h=6,35mm a casca foi modelada com
uma maha regular (5x5) de 50 elementos triangulares, e para espessura h=12,70mm a
modelagem foi feita com uma malharegular (4x4) de 32 elementos triangulares. As condi¢des de
contorno sdo: U, =Q, =Q, =0,00 na linha AB, u, = u, =w =Q, =Q, =0,00 nalinha CD e
u, =Q, =Q, =0,00 nalinha AD.

Os resultados foram comparados aos obtidos por Sze, Liu e Lo, 2004, que empregou uma
malha de 16x16 elementos S4R (software ABAQUS [ABAQUS user’s Manual, 1998]) para a

cascacom h=6,35 mm e umamaha de 8x8 elementos S4R para h=12,70 mm. A relagdo

entre a carga aplicada e o deslocamento transversal central da casca, para as configuragoes (a) e

(b) estdo mostrados nas Figs. 7.6 e 7.7, respectivamente.
3000,00 [
2500,00

2000,00 /
.

0,00

-500,00 | !
000 500 10,00 1500 20,00 2500 3000 3500 4000 4500

Dedocamento central (mm)

Sze, LiueLo (6,35 mm) Presente estudo (6,35 mm)
® Sze Liuelo (12,70 mm) —Presente estudo (12,70 mm)

Figura 7.6 Resposta estatica ndo-linear para a casca cilindrica isotropica.
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3000,00 4

2500,00

2000,00

1500,00 /

1000,00 /
500,00

-500,00

0,00 500 10,00 15,00 20,00 2500 3000 3500 40,00 45,00
Dedocamento central (mm)

Sze, LiueLo (6,35 mm) Presente estudo (6,35 mm)
® Sze Liuelo(12,70mm) =—Presente estudo (12,70 mm)

Figura 7.7 Resposta estatica ndo-linear para a casca cilindrica [90/0/90].

7.2.4 Analise ndo-linear geométrica de uma @sca cilindrica laminada sob carga
concentrada

Um painel cilindrico, como mostrado na Fig. 7.5, também submetido a uma carga pontual
central foi estudado neste exemplo. Suas extremidades transversais (curvas) estéo livres,
enguanto que suas extremidades longitudinais estdo, na primeira andlise, simplesmente apoiadas
e, na segunda andlise, engastadas. Trés diferentes esquemas de laminacdo foram empregados:
(& [0/90/0]; (b) [90/0/90] e (c) [45/-45]. As propriedades geométricas da estrutura sdo: raio

R=2,54m; comprimento b=254,00" 10°m; espessura total h=12,60" 10°*m; e angulo
j =0,10rad . A carga concentrada aplicada no centro da casca (ponto A) é P =26689,33N
paraacascaapoiadae P =88964,43N para a casca engastada. As propriedades de material sdo:
E, =32,99" 10° Pa; E, =11,00" 10° Pa; G, =6,60" 10° Pa e n,, =0,25. Foi adotado como
incremento de carga inicial DI} =0,01. O painel cilindrico foi discretizado com uma malha
regular (8x8) com 128 elementos triangulares. As condi¢cdes de contorno aplicadas foram:
u=u =w Q =Q =Q, =0,00 (engastadd) e u,=u,=w=Q =Q,=0,00 (apoiadd). Nas
Figs. 7.8, 7.9 e 7.10 os resultados obtidos foram comparados aos apresentados por Yeom e Lee,

1989, que usou elementos de cascas degenerados de 9 nos.
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Figura 7.8 Resposta estética ndo-linear para casca cilindrica[0/90/0].
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Figura 7.9 Resposta estatica ndo-linear para casca cilindrica[90/0/90].
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Figura 7.10 Resposta estética ndo-linear para casca cilindrica [45/-45].

7.2.5 Andlise ndo-linear geométrica de uma placa laminada sob carga uniforme

Considerou-se, neste exemplo, uma placa quadrada (ver Fig. 7.2) constituida por duas

laminas de material reforcado com fibras que é solicitada por uma carga uniformemente
distribuida. Suas propriedades geométricas sdo: comprimento a = 2438,00" 10 ®m e espessura
h=6,35"10°m E as propriedades elagticas sdo: E, =175,78" 10° Pa; E,=7,03" 10°Pa;
G, =3,52" 10° Pa e n, =0,25. Dois diferentes esquemas de laminagdo sio estudados:
(a) [45/-45] e (b) [0/90]. Considerando a sua simetria, apenas 1/4 da placa foi modelada com

uma malha regular 10x10 com 200 elementos triangulares. Trés tipos de condic¢des de contorno

foram estudadas, sendo elas CCl, com u,=Q,=Q,=0,00 na linha AB,
u =w=Q,=Q,=000 na linna BC, u =w=Q,=Q,=0,00 na linha CD e
u,=Q,=Q, =000 na linha AD; CC2, com u,=Q,=Q,=000 na linha AB,
u,=w=Q,=Q,=0,00 na linha BC, u,=w=Q,=Q,=0,00 na linha CD e
u,=Q,=Q,=000 na linha AD; e CC3, com u,=Q,=Q, =000 na linha AB,
u,=w=Q,=Q,=000 na linha BC, u,=w=Q,=Q,=000 na linha CD e

u,=Q, =Q, =0,00 nalinha AD . Adotouseum incremento de cargainicial de DI } =0,01. Na
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Fig. 7.11 sdo apresentados os resultados da andlise estatica ndo-linear para a placa com
laminagdo [45/-45], comparados aos resultados obtidos por Liao e Reddy, 1987, que utilizou 4
elementos de casca de 9 nGs e por Marques, 1994, que empregou 4 elementos hexaédricos
degenerados de cascas de 9 nos. E, na Fig. 7.12, s8o mostrados os resultados para a placa com

laminacdo [0/90] comparados aos resultados de Liao e Reddy, 1987.

200,00 k /
180,00 /
160,00 A

120,00 & /
100,00 / /
80,00 A
60,00 5 /
40,00 —
20,00 A
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0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00
Deslocamento central (mm)

a)
[E
N
o
o
o

Carga distribuida (P:

® LisoeReddy (CC1) A Marques(CCl) — Presente estudo (CC1)
5 LisoeReddy (CC2) A Marques(CC2) — Presente estudo (CC2)

Figura 7.11 Resposta estética ndo- linear para a placa com laminacdo [45/-45].
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Figura 7.12 Resposta estética ndo- linear para a placa com laminacao [0/90].
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7.2.6 Anadlise estatica de placa isotropica com enrijecedores sSimétricos,
simplesmente apoiada, sob a acéo de carga uniformemente distribuida
Uma placa isotropica enrijecida, simplesmente apoiada, € solicitada por uma carga
uniformemente distribuida. A geometria desta estrutura esta representada na Fig. 7.13.

A

y

|
i
|
|
>
I
i
i
|
V3]
0|0 I

Figura 7.13 Placa isotropica com enrijecedores simétricos.

Suas propriedades geométricas sdo: comprimento a=1016,00" 10°m; espessura
h=5,35 10°m e largura do enrijecedor e=25,40" 10°m. E as propriedades de material
empregadas sdo: E =206,84" 10°Pa; G=79,55" 10°Pa e n =0,30. As condicdes de

contorno  utilizadas nesta smulagido foram:  u,=Q,=Q, =0,00 na linha AB,

X

u,=u =w <Q, =Q, =0,00 na linha BC, u

X

=u,=w=Q,=Q,=0,00 na linha CD e
u, =Q, =Q, =0,00 nalinha AD . Considerou-se a simetria estrutural, sendo modelado somente

1/4 da placa com 3200 elementos triangulares gerados a partir de uma malha regular de 40x40.
Na Fig. 7.14 os resultados obtidos por Liao e Reddy, 1987, (que usou 4 elementos de casca de 9
nos) para as andlises linear e geometricamente ndo-linear da placa enrijecida sdo comparados aos
gerados pelo presente estudo. Na anadise ndo-linear, a solucéo foi comparada também com a
apresentada por Margues, 1994, obtida com 4 elementos hexaédricos degenerados de cascas de 9
nés.

Na Fig. 7.14 temse que: P* =ga*/ En* e w* =w/h, sendo g a carga uniformemente

distribuida.
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Figura7.14 Andlise estética de uma placa com enrijecedores simétricos.

7.2.7 Andlise estatica linear de uma viga-caixao de secdo transver sal quadrada
Nesta smulagdo foi estudado o comportamento estético linear de uma viga-caixao
engastada- livre, com secdo transversal quadrada, como mostraa Fig. 7.15.

Figura 7.15 Viga-caix&o com secdo transversal quadrada.
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As caracteristicas de geometria da viga sdo: comprimento L =1,00m; largura
b=200,00" 10°*m; e espessura h=0,50" 10°m. E suas propriedades de material s3o:
E=70,00" 10°Pa; G=26,92" 10°Pa e n =0,30. A estrutura foi modelada com 640

elementos finitos triangulares, como mostra a Fig. 7.15, semdo uma de suas extremidades
totalmente engastada (u,=u, =w Q, =Q, =Q, =0,00). Diferentes solicitagdes foram
impostas a estrutura, e os resultados foram comparados aos obtidos pelo programa Ansys (onde a
vigafoi discretizada com 640 elementos triangulares do tipo SHELL63). Foi observada uma boa
concordancia entre os deslocamentos calculados nesta pesguisa e 0s obtidos pelo programa

Ansys. Sendo assim, a seguir serdo apresentados somente os resultados produzidos pelo presente
estudo.

Nasimulacdo 1 foi aplicada uma carga concentrada no ponto A (ver Fig. 7.15), na direcéo
z, de intensidade P,=-10,00N, e a configuracdo final da estrutura esta apresentada na Fig.
7.16.

- -

Figura 7.16 Configuracdo final da viga-caixdo na simulacéo 1.

Nas simulagcbes 2 e 3 foram aplicados momentos em torno do exo Xx de
M, =-10,00Nm, nos pontos A e C (ver Fig. 7.15), respectivamente, e os resultados obtidos
foram apresentados nas Figs. 7.17 e 7.18.
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L0050 Y

Figura 7.18 Configuracdo fina da viga-caix&o na smulagéo 3.

Apbs, nas simulacdes 4 e 5, respectivamente, foram aplicados ao ponto B (ver Fig. 7.15)
da viga momentos em torno do eixo x de M, =-1,00Nm e M, =-10,00Nm e suas

configuragdes finais est&o mostradas nas Figs. 7.19 e 7.20.
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0 4.

Figura 7.19 Configuracdo final da viga-caixao na simul

5.

~

Figura 7.20 Configuracdo final da viga-caix&o nasimul

6, uma carga concentrada, na direcdo y, foi aplicada ao ponto B (ver Fig.

E, na simulacéo

P, =10,00 10° N, e os deslocamentos impostos & estrutura estéo

7.15), com intensidade de

representados na Fig. 7.21.
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Figura 7.21 Configurago final da viga-caixao na simulacéo 6.

Foi também analisado o comportamento desta viga-caixdo considerando um material
composto laminado [0/90/90/0]. A geometria da estrutura foi mantida, e as propriedades de
material s3o agora E, =108,00” 10° Pa; E, =10,30" 10°Pa; G, =7,17" 10’ Pa; n,, =0,28.
Duas simulagdes foram efetuadas. Na primeira, chamada de simulagéo 7, uma carga concentrada
na direcdo de z com intensidade P, =-10,00N, foi aplicada ao ponto A (ver Fig. 7.15) da
estrutura e sua configuracdo final € mostrada naFig. 7.22. E, na segunda simulacdo, chamada de
simulagéo 8, um momento em torno do eixo x, M, =- 1,00Nm, foi aplicado ao ponto B (ver Fig.
7.15) e os resultados obtidos estéo representados na Fig 7.23. Aqui também os resultados obtidos
foram comparados aos gerados pelo programa Ansys, onde foi adotada uma malha com 640
elementos triangulares do tipo SHELL99, e uma boa concordancia entre os resultados foi
alcancada.

As Tabs. 7.6 e 7.7 apresentam os resultados para os deslocamentos transversais dos
pontos A, B e C daviga, obtidos, respectivamente, pelo programa Ansys e pelo presente estudo,

paratodas as simulagdes realizadas, comprovando a boa concordancia citada.
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Figura 7.23 Configuracdo final da viga-caix&o na smulagéo 8.
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Tabela 7.6 Deslocamentos transversais, em (m) , dos pontos A, B e C daviga— programa Ansys.

Simulagdo Ponto A Ponto B Ponto C
Simulago 1 -18,02" 10°° -18,60" 10°° -18,34" 10°°
Simulagéo 2 -25,50" 10°° -460,46" 10°° -456,94" 10°°
Simulago 3 -25,12" 10°° 442,14° 10°° 441,81 10°°
Simulagdo 4 16,98 10°° -2,72°10° -2,47710°
Simulagdo 5 169,82" 10°° -27,18"10°° -24,73 10°°
Simulago 6 422,88 10° 28,92" 10°° 28,85 10°°
Simulagéo 7 -35,33"10°° -17,51" 10° -16,42° 10°°

Simulaco 8 34,18 10°° -29,12° 10°® -30,01" 10°°
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Tabela 7.7 Dedlocamentos transversais, em (m) , dos pontos A, B e C daviga — presente estudo.

Simulagéo Ponto A Ponto B Ponto C
Simulagéo 1 -17,05" 10°° -20,02° 10° -19,70" 10°°
Simulaggo 2 -21,15" 10°° -545,44" 10°° -540,67° 10°°
Simulagéo 3 -29,19" 10°° 527,27 10°° 526,50 10°°
Simulagdo 4 14,86 10°° -1,92"10° -1,86" 10°
Simulagio 5 148,61 10°° -19,22" 10°° -18,57" 10°°
Simulagio 6 -303,19" 10°° 34,51 10°° 34,27°10°°
Simulagzo 7 -30,84" 10°° -23,14"10° -22,62°10°
Simulaco 8 30,71 10°° -24,44° 10°° -23,08"10°

7.2.8 Analise estatica linear e geometricamente ndo-linear de uma viga-caixao

Uma estrutura do tipo viga-caixéo, como mostra a Fig. 7.24, foi estudada neste exemplo.
As dimensdes da viga sdo: comprimento L =1,00m; largura b=210,00" 103 m; altura
a=50,00"10°m e comprimento da placa rigida L, =700,00 10°m, sendo as duas
longarinas igualmente espagadas. A viga-caixao é solicitada em uma de suas extremidades por
uma forga concentrada P =10,00” 10° N, aplicada como mostra a Fig. 7.24, enquanto sua outra
extremidade é totalmente engastada (u, =u, =w Q, =Q, =Q, =0,00).

Variaghes nas espessuras do revestimento e das longarinas e nas propriedades do material

daviga-caixao possibilitaram trés diferentes simulagdes. Na primeira, chamada de simulagéo (a),
foi considerada a mesma espessura para o revestimento e as longarinas h, =h, =1,68" 10°m ea
viga foi construida de material isotropico com as seguintes propriedades; E =210,00" 10° Pa;
G =80,77" 10° Pa e n =0,30. No segundo caso, chamado de simulacéo (b), o revestimento da
viga-caixdo possui espessura de h =1,68" 10°°m, suas longarinas possuem espessura de
h =3,36" 10°m e suas propriedades de materia s as mesmas da smulagdo (a). E,
finamente, na ssimulacéo (c) foram empregadas as mesmas espessuras da simulagéo (b) e foi
utilizado um materia ortotrépico com as seguintes propriedades médias: E, =60,80" 10° Pa;
E, =58,25" 10°Pa; G, =4,55" 10°Pa e n, =0,06, sendo ([0,90/+45];)s a seqiiéncia de

laminagédo do revestimento e ([0, 90/+45]4 )s 0 esquema de laminacéo das longarinas.
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P
placarigida

Figura 7.24 Viga-caixo.

A viga-caixao empregada na simulagdo (¢) pode ser representativa de um estabilizador
horizontal de uma aeronave de pequeno ou médio porte.

Foi realizada entéo a transferéncia da carga P para os nés indicados na Fig. 7.24, como
indicado na Tab. 7.8, com a finalidade de representa-la adequadamente no modelo de elementos

finitos.

Tabela 7.8 Salicitacdes na viga-caixdo causadas pela carga P.

No P,(N) P,(N) M, (N>m)

1 -14,32 10,23 -12,29" 10°°
2 37,73 -47,40 24,61 10°°
3 -174,84 199,23 -2471° 10°°
4 -98226,00 4837,90 2517 10°°
5 14,32 10,23 -12,29" 10°°
6 -37,73 -47,40 24,61 10°°
7 174,84 199,23 -2471 10°°
8 98226,00 4837,90 25,17 10°°

A estrutura foi modelada com 400 elementos triangulares, como mostra a configuragdo

inicial da viga-caixdo naFig. 7.25.
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Figura 7.25 Configuracéo inicial da vige-caixao.

Os resultados obtidos pelo presente estudo foram comparados aos gerados pelo software
ANSYS, onde a modelagem da estrutura foi feita nas simulagdes (a) e (b) empregando o
elemento SHELL63 e na simulagéo (c) utilizando o elemento SHELL99. Foi adotada a mesma
malha mostrada na Fig. 7.25.

As Figs. 7.26 e 7.27 apresentam as configuragdes finais da simulagdo (a), considerando
um comportamento linear da viga-caix@o, obtidas, respectivamente, no software ANSYS e no
programa em FORTRAN 90 desenvolvido neste trabalho.

Ja nas Figs. 7.28 e 7.29 os resultados para a simulacdo (a) obtidos, respectivamente, no

ANSY S e no presente estudo, em uma analise ndo- linear da estrutura sdo apresentados.
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acdo final da andlise linear — Ansys.

Figura 7.26 Simulac&o (a): configur

final da andlise linear — Presente estudo.

acaéo

acao (a): configur

Figura7.27 Smul
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acao final da andlise ndo- linear — Ansys.

Figura 7.28 Simulac&o (a): configur

final da andlise ndo-linear — Presente estudo.

acao

acdo (a): configur

Figura 7.29 Simul
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Nas Figs. 7.30 e 7.31 estdo mostradas as configuracOes finais da viga-caixéo, para a

acao

respectivamente.

(b), em uma andise linear, geradas no software ANSYS e neste trabalho,

simul

Figura 7.30 Simulacédo (b): configuracéo final da andlise linear — Ansys.

Figura 7.31 Simulagéo (b): configuracéo final da andlise linear — Presente estudo.
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finais da viga-caix&o para a smulacdo (b) em uma andise ndo-linear

acoes

estdo apresentadas nas Figs. 7.32 e 7.33, obtidas no ANSYS e no presente estudo,

As configur

respectivamente.

20- linear — Ansys.

final da andlise n

acao

acao (b): configur

Figura7.32 Simul

Figura 7.33 Simulacéo (b): configuracdo fina da analise ndo-linear — Presente estudo.
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Os resultados obtidos, no ANSY S e neste trabal ho, respectivamente, para a ssmulacéo ()

com comportamento linear da estrutura estéo representados nas Figs. 7.34 e 7.35

Figura 7.34 Simulagdo (c): configuraco final da andlise linear — Ansys.

(/7777777 /74
(L L L
W

Figura 7.35 Simulacéo (c): configuracdo final da andlise linear — Presente estudo.
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Para a andlise ndo-linear da simulac&o (c) os resultados obtidos com o software ANSY' S,

foi
final

, N&o

eferentes a 10% da carga P. Para valores de cargas superiores

,Sa0r

conforme aFig. 7.36

do

E, na Fig. 7.37, esta apresentada a configurag

lucéo.
determinada no presente estudo referente a 10% da carga P.

obtida convergéncia na sol

acao (c): configuracdo final da andlise ndo-linear (0,10P) — Ansys.

Figura 7.36 Simul

-y, \

(!

Figura 7.37 Simulacéo (c): configuracdo final da andlise ndo-linear (0,10P) — Presente estudo.
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E possivel observar, nas Figs. 7.26 até 7.37, uma boa concordancia entre os resultados
obtidos nesta pesquisa em comparacdo aos gerados pelo programa Ansys para cada uma das
simulagOes realizadas. I1sto pode ser comprovado através das Tabs 7.9 e 7.10 onde séo
apresentados os deslocamentos transversais, dos pontos 1 e 4 daestrutura (ver Fig. 7.24), obtidos

pelo programa Ansys e pelo presente estudo, respectivamente.

Tabela 7.9 Dedlocamentos transversais, em (m) , dos pontos 1 e 4 daviga— programa Ansys.

Simulagdo Ponto 1 Ponto 4
Simulaco (a) — Linear 28,93 10°° 13,99” 10°°
Simulaco (a) — Nao- linear 28,68" 10°° 13,39" 10°°
Simulaco (b) — Linear 21,16" 10°° 14,61 10°°
Simulaco (b) — N&o-linear 21,00 10°® 14,27 10°°
Simulaco (c) — Linear 147,63 10°° 134,37 10°°
Simulaco (c) — N&o- linear 14,71 10°® 13,36" 10°°

Tabela 7.10 Deslocamentos transversais, em (m) , dos pontos 1 e 4 da viga— presente estudo.

Simulagéo Ponto 1 Ponto 4
Simulacéo (a) — Linear 33,98 10°° 24.42° 10°°
Simulacéo (a) — N&o-linear 33,71 10°° 23,81 10°°
Simulacéo (b) — Linear 28,70° 10°° 24,90" 10°°
Simulagéo (b) — N&o-linear 28,58" 10°° 24,71 10’
Simulago (c) — Linear 137,21° 10°° 122,11° 10°°
Simulacéo (c) — N&o-linear 15,04" 10°° 13,33 10°°

E anda, com a formulacdo desenvolvida neste trabalho, considerando um
comportamento geometricamente ndo-linear na smulagdo (c), foi possivel a obtencdo de
resultados referentes a 70% da carga P, como mostra a Fig. 7.38. Para valores maiores de carga,
ndo foi obtida convergéncia na solugdo desta simulagdo. Cabe destacar que esta simulagdo teve

um tempo de processamento de aproximadamente 14 minutos.
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Figura 7.38 Simulacdo (c): configuracdo final da andlise ndo-linear (0,70P) — Presente estudo.
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7.3.1 Andlise de uma viga engastada

alises dindmicas linear e geométrica ndo-linear de

Neste exemplo foram realizadas as an

uma viga isotropica, engastada-livre, sob a acdo de um carregamento uniformemente distribuido.

=25,40" 10°m e espessura

254,00" 10*m, largura b
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~

sOes s80: comprimen

Suas dimen

=34,47" 10° Pa,

G

82,74" 10° Pa;
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h=25,40" 10*m. As propriedades de material s3o:

de contorno de engaste tota

das condicoes

m. Além

n=0,20 e r =10,69kg/

ém

0,00 em uma de suas extremidades, foram aplicadas tamb

wQ, Q, =Q,

condicdes de simetria nos contornos longitudinais da viga definidas por Q

u,=u,

0,00. A viga

4

Q

foi discretizada com 160 elementos triangulares gerados a partir de uma malha regular de 4x20

X

tempo final de

s

e um

at

135" 10*s

(bxL). O passo de tempo empregado foi

tf =12,15" 10"*s. Como mostra a Fig. 7.39, os resultados foram comparados aos apresentados
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por Reddy e Chandrashekhara, 1985, que usou uma maha de 2x2 elementos quadraticos de 9

nos para a metade da largura da viga.
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90,00

—&— Reddy e Chandrashekhara (linear)
Reddy e Chandrashekhara (néo-linear) Presente estudo (ndo-linear)

— Presente estudo (linear)

Figura 7.39 Resposta dinamica para a viga i sotropica engastada: livre.

7.3.2 Andlise geometricamente ndo-linear de uma placa quadrada laminada sob

carga uniforme

A placado Exemplo 7.2.5 foi agui analisada. Suas propriedades geométricas e elasticas ja

foram definidas, com excecdo de sua massa especifica r = 254,70kg/ m°. O passo de tempo

empregado foi Dt =2,00" 10°s. A intensidade da carga uniformemente distribuida sobre a

estrutura € g=50,00Pa. Também aqui foram adotados dois esquemas de laminacao:

() [45/-45] e (b) [0/90]. Apenas 1/4 da placafoi modelado com uma malha regular 5x5 com 50

elementos triangulares. As condi¢des de contorno aplicadas foram (considerando o Exemplo

7.2.5): CC1 parao caso (b); e CC2 para o caso (a). Os resultados da analise transiente ndo- linear

s80 apresentados na Fig. 7.40, em comparacdo aos obtidos por Liao e Reddy, 1987, que utilizou

4 elementos de casca de 9 nés.
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Figura 7.40 Resposta transiente ndo- linear para a placa laminada sob carga uniforme.

7.3.3 Analise nao-linear geométrica de uma placa laminada sob carregamento
uniformemente distribuido

Considerando a Fig. 7.2, uma placa quadrada laminada com duas camadas de mesma

espessura e com esguemas de laminagao (a) [0/90] e (b) [45/-45] foi usada neste exemplo. Suas
propriedades geométricas s30: comprimento a = 2,438me espessuratotal h=6,35"10°m. A
placa possui como propriedades de material: E, =1724,35" 10° Pa; E,=68,97  10°Pa;
G, =34,49" 10°Pa; n, =025 e r :2498,61kg/m3. Devido a sua simetria, apenas 1/4 da

estrutura foi modelado com uma malha regular (5x5) com 50 elementos triangulares. A carga

transversal uniformemente distribuida foi de g =490,50Pa e o0 passo de tempo utilizado de
Dt=1,00" 10°s.
Em uma primeira andlise a placa foi considerada com dobradicas em seus quatro lados,

com as seguintes condiges de contorno (CCl): u,=Q,=Q, =0,00 na linha AB,
u, =w=Q,=Q,=0,00 na linha BC, u,=w=Q,=Q,=0,00 na linha CD e
u,=Q, =Q, =0,00 nalinha AD . Os resultados obtidos para o deslocamento transversal do

ponto A, comparados aos apresentados por To e Wang, 1999, que usou uma maha 4x4 de
elementos HLCTS (elementos triangulares hibridos de casca laminada) com 18 graus de
liberdade, sGo mostrados na Figs. 7.41 e 7.42.



125

7,00

6,00

5,00

4,00

3,00

Deslocamento central (mm)

000 F//

2,00 /
1,00

-1,00
0,00

10,00

20,00 30,00

Tempo (ms)

| A To eWang — Presente estudo |

40,00

50,00

Figura 7.41 Resposta transiente para a placa com laminacéo [0/90] — CCL1.
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Figura 7.42 Resposta transiente para a placa com laminagéo [45/-45] — CCL.

Apbs, considerando agora seus quatro lados como simplesmente apoiados, ficando suas

condi¢oes de contorno como (CC2): u, =Q, =Q, =0,00 nalinha AB, w=Q, =Q, =0,00 na



126

linha BC, w=Q, =Q, =0,00 nalinha CD e u,=Q, =Q, =0,00 nalinha AD . Os resultados

obtidos para o deslocamento transversal do ponto A, comparados com os apresentados por To e
Wang, 1999, sdo mostrados na Figs. 7.43 e 7.44.
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Figura 7.43 Resposta transiente para a placa com laminacéo [0/90] — CC2.
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Figura 7.44 Resposta transiente para a placa com laminagéo [45/-45] — CC2.
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7.3.4 Andlise geometricamente ndo-linear de uma casca esférica sob carga uniforme
A geometria da casca esférica simplesmente apoiada € apresentada na Fig. 7.45. Suas

propriedades geométricas sdo: raio R=10,00m; comprimento do plano projetado

b=999,60" 10"* m e espessuratotal h=10,00" 10" m.

Figura 7.45 Casca esféricalaminada [To e Wang, 1998].

A casca esférica possui duas camadas de mesma espessura com esguema de laminagéo
[-45/45]. As propriedades do materid sdo: E, =250,00" 10° Pa; E, =10,00" 10° Pa;
G, =5,00"10°Pa; n,=0,25 e r =100,00" 10° kg/ m’. Considerando a simetria da
estrutura, apenas 1/4 da casca foi modelado com uma malha regular 5x5 de 50 elementos
triangulares. As condigdes de contorno empregadas no modelo de elementos finitos foram:
u,=Q,=Q,=0,00 na linha AB, u,=w=Q,=Q,=000 na linha BC,
u,=w=Q,=Q, =0,00 nalinha CD e u, =Q, =Q, =0,00 nalinha AD . A pressio atuante
sobre a superficie externa da casca foi q=2000,00Pa. E o passo de tempo adotado na andlise
transiente ndo-linear foi Dt =0,03s. Entdo, a resposta dindmica do ponto central A, em

comparacdo com o resultado obtido por To e Wang, 1998, que usou 0 elemento HLCTS com
uma maha 4x4, é mostrada na Fig. 7.46. Além disso, uma matriz de massa modificada

(substituindo H, por L, e desconsiderando Hy H H, e H,; maEq. (5.60)), apresentada

\g; !
por Teixeira, 2001, foi também usada. Com isso, resultados mais préximos aos obtidos por To e

Wang, 1998, foram obtidos, mas uma justificativa tedrica ndo foi encontrada.
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Figura 7.46 Resposta ndo- linear geométrica para uma casca esférica laminada.

7.3.5 Anadlise dinamica linear e ndo-linear geométrica de uma viga isotropica
bi-engastada sob carga concentrada

Uma viga isotropica engastada em suas duas extremidades é aqui analisada com o

objetivo de comparar a formulagdo da matriz de massa consistente desenvolvida neste trabalho

com a formulagdo da matriz de massa modificada apresentada por Teixeira, 2001 (citada no
Exemplo 7.3.4). As dimensdes da viga sio: comprimento L =0,508m; largura b=25,4" 10°m
e espessura h=3,175" 10°m. As propriedades do material si0: E =206,70" 10° Pa;
G=103,35" 10°Pa; n =0,00 e r =2714,81kg/m*. A estrutura foi modelada com 192
elementos formados a partir de uma malharegular 4x24 (bxL ). Além das condi¢des de contorno
de engaste total (u, =u, =w Q, =Q, =Q, =0,00) nas extremidades da viga, foram aplicadas
condicdes de simetria em seus contornos longitudinais (Q, =Q, =0,00). As andlises linear e
ndo-linear foram realizadas considerando uma carga concentrada P =2848,00N no centro da

viga e um passo de tempo Dt =50,00” 10°°s. Os resultados obtidos foram comparados aos

apresentados por Teixeira, 2001, que usou também o elemento GPL-T9, conforme as Figs. 7.47 e
7.48.
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Figura 7.47 Solucdo dindmica linear para a viga isotropica bi-engastada.
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Figura 7.48 Solugdo dindmica ndo- linear para a viga isotropica bi-engastada.
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7.3.6 Analise geométrica nao-linear de uma casca cilindrica laminada sob pressdo
interna

Para a casca cilindrica laminada apresentada na Fig. 7.49, foram considerados dois
esguemas de laminagdo: (a) uma laminacdo simétrica com oito camadas [0/-45/90/45] s e (b) uma
laminacdo [0/90]. Em ambos, camadas de mesma espessura sdo adotadas. As propriedades
geométricas da estrutura sfo: raio R=2,54m; comprimento do arco a=508,00" 10°m;
comprimento b =508,00" 10"* m; espessuratotal h=1,27" 10°m eéanguloj =0,10rad . Jaas
propriedades do material sfo: E, =137,90" 10°Pa; E,=9,86" 10° Pa; G, =5,24" 10’ Pa;
n,=0,30 er =1562,20kg/m’.

Figura 7.49 Casca cilindrica laminada sob presséo interna [To e Wang, 1999].

A estrutura foi modelada com uma malha regular (12x12) com 288 elementos finitos
triangulares, € engastada em todo seu contorno (u, =u, =w Q, =Q, =Q, =0,00) e esta sujeita
a uma pressdo interna q=6895,00Pa. O passo de tempo utilizado na solucdo foi

Dt =0,05" 10°s. Os resultados para 0 deslocamento transversal do centro da casca cilindrica

(ponto A) sdo apresentados nas Figs. 7.50 e 7.51, em comparagéo com os obtidos por Wu, Yang

e Saigal, 1987, que empregou elementos quadrilaterais de casca de alta ordem e To e Wang,
1999, que usou elementos HLCTS.
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Figura 7.51 Resposta transiente ndo- linear para casca cilindrica [0/90].
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7.3.7 Andlise modal linear de uma placa laminada engastada

Uma placa quadrada laminada, formada por 4 camadas de mesma espessura, totalmente
engastada em seu contorno € aqui estudada. Suas dimensdes sdo: comprimento a=0,40m e
espessura total h=4,00" 10°°m. Ja as propriedades do material sdo: E, =108,00" 10°Pa;
E,=10,30" 10° Pa; G, =7,71" 10° Pa; n,, =0,28 e r =800,00kg/m’. Foram considerados
trés esguemas de laminacdo: (a) [0/0/0/0]; (b) [45/-45/-45/45] e (c) [0/-45/90/45]. Com o
objetivo de observar a convergéncia de resultados para os 10 primeiros modos de vibragédo, a

estrutura foi discretizada com 50, 200 e 450 elementos triangulares formados, respectivamente,
por malhas regulares de 5x5, 10x10 e 15x15. As condi¢bes de contorno adotadas foram

u=u =w Q =Q =Q, =0,00. Edtes resultados foram comparados aos obtidos com o

software ANSY S onde foi empregado o elemento SHELL99 com uma malha de 900 elementos,
como se pode observar nas Figs. 7.52, 7.53 e 7.54.
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Figura 7.52 Modos de vibragdo para a placa laminada [0/0/0/Q].
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Figura 7.53 Modos de vibracéo para a placa laminada [45/-45/-45/45].
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Figura 7.54 Modos de vibragdo para a placa laminada [0/-45/90/45].
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7.3.8 Andlise modal linear de uma casca cilindrica isotrdpica
Uma casca cilindrica isotropica foi estudada com a finalidade de verificar a convergéncia
para sua primeira freqiiéncia de vibrac&o. Suas propriedades geométricas sdo (ver Fig. 7.55(a)):

comprimento b =4,00m, raio R=2,00m e espessura h=5,00" 10"* m. Ja as propriedades do

material s30: E =210,00" 10° Pa; G =80,77" 10° Pa;n =0,30 e r =7850,00kg/n? .

V4
D
A
C .y
/ i
X (b)

Figura 7.55 Casca cilindricaisotropica: (a) completae (b) 1/4.

Devido a simetria estrutural, somente 1/4 da casca foi modelado. Considerando a Fig.

7.55(b), duas situacOes de vinculacdo foram empregadas: CC1: u,=Q, =Q, =0,00 na linha
AB, u,=u, =w Q, =, =Q, =0,00 nalinha BC, livre nalinha CD e u, =Q, =Q, =0,00
nalinha AD; e CC2: u,=Q, =Q, =0,00 nalinha AB, u, =w=0,00 nalinha BC, livre na

linha CD; u,=Q, =Q, =0,00 na linha AD e u,=0,00 nos pontos A, B, C e D.

Inicialmente a andlise modal da estrutura foi feita no software ANSY' S, através de uma malha de

225 (15x15) elementos do tipo SHELL63. O resultado para a primeira frequiéncia de vibragdo foi

CC2

de wect =18,93rad/s paraavinculagdo CC1 e de w;~* =13,57rad/s para a vinculagdo CC2.

Entdo, nas Tabs. 7.11 e 7.12 sdo apresentados os resultados obtidos, no presente estudo,
mostrando a convergéncia para a primeira freqiiéncia de vibragdo para as simulagdes com CC1 e
CC2, respectivamente.
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Tabela 7.11 Primeira freqUiéncia natural para casca cilindrica isotrépica com vinculagéo CCL.

Numero de elementos  w, (rad/s)  Erro relativo (%)

8 22,45 18,59
32 18,80 -0,69

Tabela 7.12 Primeira freqUiéncia natural para casca cilindrica isotrépica com vinculagéo CC2.

NUmero de elementos  w, (rad/s)  Erro relativo (%)
8 15,84 16,73
32 13,23 -2,51

7.4 Exemplos estaticos piezelétricos

7.4.1 Andlise estética linear de uma placa isotropica com atuadores e sensores

incor porados
Neste exemplo foi estudada a influéncia de elementos piezelétricos no comportamento

estatico da estrutura. Para isso, considerou-se uma placa isotropica retangular, simplesmente

apoiada, com sensores e atuadores piezel étricos simetricamente incorporados em suas superficies

inferior e superior, respectivamente, como mostraa Fig. 7.56.

Figura 7.56 Placa isotropica retangular com sensores e atLadores incorporados [Abreu,
Ribeiro e Steffen, 2004].

As propriedades geométricas e de material para a placa, bem como para 0s sensores e

atuadores, estdo apresentadas na Tab. 7.13.
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Propriedade Sensor Atuador Placa
L, (comprimento, m) 0,10 0,10 0,60
L, (largura, m) 0,10 0,10 0,40
h (espessura, m) 0,205 10°° 0,254" 10°° 1,00” 10°°
E (modulo de Young, Pa) 2,00” 10° 69,00" 10° 207,00" 10°
n (coeficiente de Poisson) 0,30 0,30 0,29
r (massa especifica, kg / m®) 1780,00 7700,00 7870,00
x (constante dielétrica, F/m) 1,06~ 10°%° 160" 10°®
e (congtante piezelétrica, C/n?) 0,046 - 12,50
C (capacitancia, F) 5,20 10°° 6,30 10"’

E, na Tab. 7.14, esta indicada a bcalizacdo dos elementos piezelétricos incorporados a
placa (ver Fig. 7.56).

Tabela 7.14 Posicionamento dos elementos piezel étricos na placa.
Posicio(m) Elementol Elemento2 Elemento3

X 0,25 0,15 0,35
Yo 0,05 0,25 0,25

Foi entdo aplicada ao atuador 1 uma voltagemde f,, =-1,00V e aos atuadores 2 e 3
voltagens de f_, =f ., =1,00V, sendo possivel estudar a distribuicéo de deslocamentos gerada

na placa. A estrutura foi modelada com 192 elementos triangulares formados a partir de uma

maha regular  12x8 (LxL,). As condicdes de contorno empregadas foram:
u,=u=w=Q,=Q, =0,00 naslinhas AB e CD e u,=u,=w =Q, =Q, =0,00 nas linhas

BC e DA. Os resultados sio comparados aos obtidos por Abreu, Ribeiro e Steffen, 2004, que
usou uma malha com 384 elementos retangul ares de placa com 4 nés. Além disso, esta referéncia
apresenta também resultados obtidos com a solucéo analitica e com o software ANSY S (onde a

estrutura foi discretizada com 2400 elementos tridimensionais de 8 nds). Portanto, tem-se na Fig.

7.57 a distribuicdo dos deslocamentos transversais em L, /2 a0 longo do exo X, ou sga,

W(X,Ly/Z) )
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Figura 7.57 Distribuicdo dos deslocamentos transversaisnasecao y =L, /2 :

E, na Fig. 7.58, € mostrada a distribuicéo dos deslocamentos transversaisem L, /2 a0

longo do eixo y, ousga, w(L,/2,y).
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Figura 7.58 Distribuigéo dos deslocamentos transversaisnase¢do x=L,/2.
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7.4.2 Andlise estética linear de uma viga piezelétrica de PVDF
A viga engastada- livre da Fig. 7.59 é composta por duas camadas idénticas de polimero
piezelétrico (PVDF), com polaridades opostas. Consequientemente ird sofrer uma flex&o sob a

acao de um campo elétrico aplicado verticalmente.

Figura 7.59 Viga piezel étrica engastada- livre [Sze e Y ao, 2000].

Suas propriedades geométricas comprimento L =0,10m, largura b=5,00"10°m e
espessura h=1,00"10°m. As propriedades de materiad sdo: E=2,00" 10°Pa;
G=0,78" 10° Pa, n =0,29, e=0,046C/n? e x =106,20" 10"** F/m. Além das condigdes de
contorno de engaste total u, =u, =w Q, =Q,  =Q, =0,00 em uma de suas extremidades,
foram aplicadas também condi¢des de simetria nos contornos longitudinais definidas por
Q,=Q,=0,00. A estrutura foi modelada com 10 elementos triangulares formadas a partir de

uma maha regular 5x1 (Lxb). Iniciamente, a deflex8o sofrida pela viga piezelétrica quando
uma voltagem de f =1,00V € aplicada foi estudada. Os resultados obtidos foram comparados
aos apresentados por: Lima Jr., 1999, que usou 10 elementos de viga Euler-Bernoulli em uma
primeira smulagéo, 10 elementos de viga de Timoshenko e, finalmente, uma malha de 20
elementos do tipo trilinear de 8 nds; Piefort, 2001, que utilizou 10 elementos retangulares de
casca; e Sze e Y ao, 2000, que empregou 10 elementos piezel étricos de membrana com 4 nés. Sze
e Yao, 2000, apresentam também as solugdes numérica e anadlitica obtidas por Tzou, 1993. Na
Tab. 7.15 todos estes resultados s&o mostrados.
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Tabela 7.15 Deflex&o estética da viga piezelétrica (" 107" m).

Posicdo x (mm) 0,00 20,00 40,00 60,00 80,00 100,00
LimaJr. (Euler-Bernoulli)  0,0000 0,1500 0,5520 1,2300 2,2000 3,4500
Lima Jr. (Timoshenko) 0,0000 0,2700 0,5700 1,3500 2,4000 3,7000

Lima Jr. (Trilinear) 0,0000 0,375 0,5490 1,2350 2,1500 3,3400
Piefort 0,0000 0,1250 0,5100 1,2450 2,1500 3,3000
SzeeYao 0,0000 0,1380 0,5520 1,2420 2,2080 3,4500
Tzou (Numeérica) 0,0000 0,1240 0,5080 1,1600 2,1000 3,3000
Tzou (Analitica) 0,0000 0,1380 0,5520 1,2420 2,2080 3,4500
Presente estudo 0,0000 0,260 0,5020 1,1300 2,0100 3,1380

Apbs, uma carga externa foi aplicada na extremidade livre da viga, provocando uma
deflexdo de w=1,00" 10°m, e a tensi de saida gerada no sensor foi determinada. Estes

resultados foram comparados aos obtidos por: Lima Jr., 1999, Piefort, 2001, e Sze e Y ao, 2000, e
estéo descritos na Tab. 7.16.

Tabela 7.16 Voltagem gerada nos sensores da viga piezelérica (V).

0,00 20,00 40,00 60,00 80,00
Posicdo x (mm) aé aé até aé aeé
20,00 40,00 60,00 80,00 100,00
LimaJr. (Euler-Bernoulli) 299,00 218,00 15550 91,00 29,50

Lima Jr. (Timoshenko) 288,00 228,00 165,00 10450 48,50
LimaJr. (Trilinear) 321,00 223,00 159,00 9450 31,75
Piefort 289,00 226,00 164,50 97,00 32,50
SzeeYao 300,00 233,00 16500 98,00 32,55
Presente estudo 29342 22830 163,00 97,80 32,60

7.4.3 Analise estatica linear de uma viga engastada-livre com elementos piezelétricos
(simétricos) incor porados
Considera-se neste exemplo uma viga engastada-livre isotrépica com dois elementos

piezel étricos acoplados de maneira simétrica, como mostra a Fig. 7.60.
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Figura 7.60 Viga engastada- livre com el ementos piezel étricos simétricos acoplados
[Albuquerque e Rade, 2003].

As propriedades geométricas da estrutura sfo: comprimento daviga L =500,00" 10 m;
largura da viga b=36,60" 10°m; espessura da viga h=5,00" 10*m; comprimento do
material piezelétrico L, =50,00" 10°m; espessura dos materiais piezelétricos superior e
inferior h  =h; =0,50" 10"°*m. As propriedades do materia davigasio: E =210,00" 10° Pa;
G=80,77"10°Pa; e n=0,3. Ja as propriedades do materia piezelétrico Sdo:
E,=200 10°Pa; G, =077"10°Pa; n,=030; d,;=230"10"mV; e
X4, =0,1062° 10°° F/m.

Simulouse entdo a aplicagdo de voltagens de f  =5,00V ao elemento piezelétrico

superior e de f ; =-5,00V, com a findidade de determinar os deslocamentos transversais
sofridos pela estrutura. Para isso, foram empregados 20 elementos triangulares formados a partir
de uma maha regular 10x1 (Lxb). Além das condicbes de contorno de engaste total
u,=u, =w Q =Q =Q, =0,00 em uma de suas extremidades, foram aplicadas também
condigdes de simetria nos contornos longitudinais definidas por Q, =Q, =0,00. Desta forma, os

resultados foram comparados aos obtidos por Albuquerque e Rade, 2003, que utilizou 10
elementos de viga de Euler-Bernoulli, na Fig. 7.61.
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Figura 7.61 Deslocamertos transversais ao longo da estrutura.

7.4.4 Analise estética linear de uma viga engastada-livre com elementos piezelétricos
(ndo-simétricos) incor porados
Considera-se neste exemplo uma viga engastada-livre isotrépica com dois elementos

piezel étricos acoplados de forma ndo-simétrica, como mostra a Fig. 7.62.
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Figura 7.62 Viga engastada-livre com elementos piezel étricos ndo-simétricos acoplados
[Albuquergue e Rade, 2003].

As propriedades geométricas da estrutura sfo: comprimento daviga L =500,00" 10°°m;
largura da viga b=40,00" 10°*m; espessura da viga h=5,00" 10°*m; comprimento do

material  piezelétrico L =L, =50,00" 10°m; posicdo do piezelétrico  superior
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X,s =100,00" 10° m; posicBo do piezelétrico inferior X =250,00" 10°°m; largura dos
elementos piezelétricos superior b, =30,00" 10°m e inferior b, =20,00" 10"°m; espessura
dos materiais piezelétricos superior e inferior h =h; =0,50 10°m. As propriedades do
material davigasi: E=210,00" 10° Pa; G =80,77" 10° Pa; e n =0,3. As propriedades do
material piezelétrico superior sdo: E, =2,00" 10°Pa; G, =0,77"10°Pa; n, =0,30;
d?®=230"10"m/V ;e x} =0,1062" 10° F/m. E, finalmente, as propriedades do material
piezelétrico  inferior  sio:  E; =100 10°Pa; G;=038" 10°Pa; n,=0,30;
d? =1,50" 100" myV ; e x * =0,1062" 10"° F/m. Simulou-se entéo a aplicagéo de voltagens de
f . =10,00V ao elemento piezelétrico superior e de f ; =40,00V no elemento piezelétrico

inferior, com a finalidade de determinar os deslocamentos transversais sofridos pela estrutura.
Para isso, foram empregados 800 elementos triangulares formados a partir de uma malha regular
50x8 ( Lxb). Além das condigOes de contorno de engaste total u, =u, =w Q, =Q, =Q, =0,00

em uma de suas extremidades, foram aplicadas também condi¢des de simetria nos contornos

longitudinais definidas por Q, =Q, =0,00. Desta forma, os resultados foram comparados aos

obtidos por Albuquerque e Rade, 2003, que utilizou 10 elementos de viga de Euler-Bernoulli, na
Fig. 7.63.
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Figura 7.63 Deslocamentos transversais ao longo da estrutura.
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7.4.5 Analise estatica linear de uma placa quadrada com elementos piezelétricos

incor porados
Uma placa quadrada isotrépica, com um lado engastado e os outros livres, possui
elementos piezelétricos simétricos, também quadrados, incorporados em suas superficies

superior e inferior, localizados no centro da mesma, como mostra a Fig. 7.64.

X

A 4B
I a |

Figura 7.64 Placa quadrada com elementos piezel étricos incorporados.

As dimensdes da placa s30: comprimento a=360,00"10°m e espessura
h=0,50" 10°m. As dimensdes dos materiais piezelétricos sH0: comprimento
a, =72,00" 10"° m; e espessura h, =0,20" 10"°m. As propriedades de material para a placa
si: E=210,00" 10° Pa; G=80,77"10°Pa e n =0,30. E as propriedades dos materiais
piezelétricossdo: E,=2,00" 10° Pa; G, =0,77" 10°Pa; n,=0,30; d_=2,30" 10" mV ; e
X, =0,1062" 10° F/m. As condigoes de contorno utilizadas foram:

U, =u =w 9, =Q, =Q, =0,00 nalinha AD e Q, =Q, =0,00 naslinhas AB e CD. Foram

X

entdo aplicadas voltagens de f =- 1,00V ao elemento piezelétrico superior e de f =1,00V ao
elemento piezelétrico inferior. A estrutura foi discretizada com 200 elementos triangulares
obtidos a partir de uma malha regular 10x10. Na Fig. 7.65, os resultados para os deslocamentos
transversais da estrutura, foram comparados aos obtidos por Albuquerque e Rade, 2003, que
usou 225 elementos quadrilaterais de placa de Kirchhoff, e com os gerados pelo software

ANSYS.
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Figura 7.65 Deslocamentos transversais ao longo da placa.

7.4.6 Andlise estética linear de uma viga engastada-livre dotada de dispositivos
piezelétricos simétricos
Nesta simulacdo numérica uma viga engastada-livre, de aluminio, possuindo dois
dispositivos piezelétricos, de PZT, simetricamente incorporados, como mostra a Fig. 7.66, foi
estudada.

Figura 7.66 Viga engastada- livre de aluminio com dispositivos piezel étricos
[Marincovic, Kdppe e Gabbert, 2004].
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As dimensdes da estrutura sdo: comprimento da viga L =110,00" 10"* m; largura da
viga b=27,50"10°m; espessura da viga h=0,50" 10°m; comprimento do material
piezelétrico L, =42,50 10°m; posicdo dos dispositivos piezelétricos superior e inferior
Xos = X5 = X, =7,50° 10°m; espessura dos materiais piezelétricos superior e inferior
he =h; =h, =0,20" 10 m. As propriedades do material da viga sio: E=70,30" 10° Pa;
G=26,13"10°Pa; e n =0,345. Ja as propriedades do material piezelétrico sfo:
E,=66,67"10°Pa; G, =2564"10°Pa; n,=030; d;=-21000"10"mN; e
X4 =18,56" 10° F/m. Foram consideradas condicdes de contorno de engaste total
(u=u =w Q =Q, =Q, =0,00) em uma de suas extremidades da viga, juntamente com as
condicOes de simetria nos contornos longitudinais definidas por Q, =Q, =0,00. A estrutura foi

modelada com 968 €l ementos triangul ares, formados através de uma malha regular 44x11 ( Lxb).

Foram aplicadas voltagnes de f  =100,00V ede f ; =- 100,00V ao dispositivos piezelétricos

superior e inferior, respectivamente, com a finaidade de determinar os deslocamentos
transversais sofridos pela estrutura. Estes resultados foram comparados aos obtidos por
Marincovic, Koppe e Gabbert, 2004, que utilizou 18 elementos finitos degenerados, tipo casca,

com 9 nos, naFig. 7.67.
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Figura 7.67 Deslocamentos transversais ao longo da viga.
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7.4.7 Analise estatica geometricamente nao-linear de uma viga engastada-livre com
dispositivo piezelétrico incor porado
Foi estudado neste exemplo o comportamento estético ndo-linear de uma viga engastada

livre, de aluminio, com um dispositivo piezelétrico acoplado, como mostraaFig. 7.68.

. L o P

% o l
g b, H

_s y

Figura 7.68 Viga engastada- livre com dispositivo piezel étrico acoplado [ Cardoso, 2005].

Suas propriedades geométricas s30: comprimento daviga L =300,00” 10" m; largura da
viga b=25,00"10°m; espessura da viga h=2,00" 10°m; comprimento do material
piezelétrico L, =30,00° 10 °m; posicdo do dispositivo piezelétrico x, =70,00" 10°° m;
espessura do material piezelétrico h, =1,00 10°m. As propriedades do auminio sdo:
E=70,00" 10°Pa; G=26,24"10°Pa; e n =0,334. E, as propriedades do materia
piezelétrico sfo:  Q, =121,00° 10°Pa; Q,,=121,00" 10° Pa; Q, =75,40" 10°Pa;
Q, =23,00" 10°Pa; e, =-5,40C/n?; e, =-5,40C/m* e x,,=15,03 10°F/m. Uma
carga concentrada de P =200,00N foi aplicada na extremidade livre da viga. A estrutura foi
modelada com 120 elementos triangulares, formados a partir de uma malha regular 30x2 (Lxb).

Foram aplicadas condigGes de contorno de engaste total u, =u, =w Q, =Q, =Q, =0,00 na

extremidade engastada da viga. Adotou-se um incremento de cargainicial de DI ) =0,01.

Inicialmente, o dispositivo piezelétrico ndo foi considerado, e o0s deslocamentos
transversais sofridos pela extremidade livre da viga foram comparados aos obtidos com os
gerados pelo programa Ansys — maha de 1000 (100x10) elementos SHELL63 — como mostra a
Fig. 7.69.
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Figura 7.69 Desl ocamentos transversais da viga sem material piezel étrico.

Apoés, considerando o material piezelétrico incorporado a estrutura, os deslocamentos

transversais calculados foram comparados aos apresentados por Cardoso, 2005, que usou uma

malha de 470 elementos finitos de 8 nés (Serendipity), como € possivel observar naFig. 7.70.
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Figura 7.70 Deslocamentos transversais da viga com material piezel étrico.
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Na Fig. 7.70 as indicaces (a) e (b) referem se, respectivamente ao emprego das EgQs.
(5.79) e (5.80). E possivel observar que os resultados obtidos com as diferentes formulagbes para
o deslocamento elétrico apresentaram uma diferenca pouco significativa para este exemplo,

provavelmente devido as pequenas rotactes sofridas pelo inserto piezel étrico.

7.5 Exemplos dindmicos piezelétricos

7.5.1 Analise dindmica linear e geometricamente nao-linear de uma viga engastada-
livre com elemento piezelétrico incor porado
Neste exemplo, o comportamento dindmico de uma viga engastada-livie com um

dispositivo piezelétrico acoplado (Fig. 7.71) foi estudado.

Figura7.71 Vigaengastada- livre com dispositivo piezelétrico [Yi, Ling e Ying, 2000].

As propriedades geométricas da estrutura sfo: comprimento daviga L =300,00" 10 m;
largura da viga b=1500" 10°m; espessura da viga h=1,00"10°m; comprimento do
dispositivo  piezelétrico L, =60,00 10°m; posicilo do dispositivo piezelétrico
x, =60,00" 10"*m; e espessura do dispositivo piezelétrico h, =1,00" 10°° m. As propriedades
do material davigasio: E=197,00" 10° Pa; G =74,06" 10° Pa; n =0,33; e r =7900kg/ .
As propriedades do material piezelétrico sio: E,=67,00" 10° Pa; G, =25,19" 10°Pa;
n,=0,33; e,=-11,47C/m’; x5 =20,30" 10° F/m; e r  =7800,00kg/m’. Uma carga
concentrada P =10,00N ¢ aplicada na extremidade livre daviga. A estrutura foi modelada com

uma malha de 40 elementos triangulares formados a partir de uma malha regular 20x1 (Lxb).

Além das condigGes de contorno de engaste total u, =u, =w 9, =Q, =Q, =0,00 em uma de

suas extremidades, foram aplicadas também condi¢des de simetria nos contornos longitudinais
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definidas por Q, =Q, =0,00. Adotou-se um passo de tempo Dt =3,00 10%s. Com isso, as
deflexdes sofridas pela viga e as voltagens geradas no dispositivo piezelétrico, respectivamente,
em andises dindmicas linear (L) e ndo-linear (NL), estéo apresentadas nas Figs. 7.72 e 7.73, em
comparacdo aos resultados obtidos por Yi, Ling e Ying, 2000, que utilizou 6 elementos solidos,

com 20 nés por elemento.
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Figura 7.72 Deslocamentos transversais da viga engastada-livre.
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Neste exemplo foram também testadas as diferentes formulacdes para o deslocamento
el étrico apresentadas nas Egs. (5.79) e (5.80). E os resultados obtidos, indicados pelas letras (a) e
(b), respectivamente, para 0 deslocamento transversal da extremidade livre da viga estéo
apresentados na Fig. 7.74.
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Figura 7.74 Deslocamentos transversais da viga engastada- livre.

7.5.2 Analise dinamica linear e geometricamente nao-linear de uma placa quadrada
engastada com dispositivo piezelérico acoplado

Uma placa quadrada, engastada em todo contorno, com um dispositivo piezelétrico

acoplado em sua regido central, teve seus comportamentos dinamicos linear e ndo-linear

geométrico andisados. NaFig. 7.75 apenas 1/4 da estrutura esté representado.

As propriedades geométricas da estrutura sfo: comprimento a=100,00" 10°° m;
espessura h=1,00" 10°*m; comprimento do dispositivo piezelétrico a, =20,00 10°m; e
espessura do dispositivo piezelétrico h, =1,00" 10"° m. As propriedades do material da placa

sio: E=197,00" 10° Pa; G =74,06" 10° Pa; n =0,33; e r =7900kg/n?.
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\ )
Figura7.75 1/4 da placa quadrada com dispositivo piezelétrico acoplado [Yi, Ling e Ying, 2000].

a/2

As propriedades do material piezelétrico sdo: E, =67,00" 10° Pa; G, =25,19" 10° Pa;
n,=0,33; e, =-11,47C/m?; x5, =20,30" 10° F/m; e r , =7800,00kg/m’. A estrutura esta
submetida a uma carga uniformemente distribuida g =20,00" 10° Pa. Devido a simetria
estrutural, apenas 1/4 da estrutura (como mostra a Fig. 7.75) foi modelado com 200 elementos
triangulares formados a partir de uma maha regular 10x10. As condigbes de contorno

empregadas foram: u, =Q, =Q, =0,00 na linha AB; u, = u =w Q =, =Q, =0,00 nas
linhas BC e CD; e u,=Q, =Q, =0,00 na linha DA. Foi utilizado um passo de tempo

Dt =100,00” 10°°s.. Os resultados apresentados por Yi, Ling e Ying, 2000, que discretizou 1/4
da estrutura com 26 elementos solidos (com 20 nés por elemento), sGo comparados aos obtidos
pelo presente estudo. Na Fig. 7.76 o deslocamento transversal, do ponto A, ao longo do tempo é
mostrado. JaaFig. 7.77 apresenta a voltagem gerada no dispositivo piezelétrico. Nas Figs. 7.76 e

7.77 asindicagbes (L) e (NL) indicam, respectivamente, andlises dindmicas linear e ndo-linear.
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Figura 7.76 Deslocamentos transversais no centro da placa engastada.
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Figura7.77 Voltagem gerada no dispositivo piezelétrico da placa engastada.
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7.5.3 Analise dindmica geometricamente ndo-linear de uma placa quadrada apoiada
com dispositivo piezelétrico acoplado

Nesta simulagéo foi utilizada uma placa quadrada dotada de um dispositivo piezelétrico

também quadrado, como mostra a Fig. 7.78, solicitada por uma carga uniformemente distribuida
q =47,84Pa. As propriedades geométricas da placa s30: comprimento a =2438,00" 10°m e
espessura  h=6,35"10°m; e do dispositivo piezelétrico Ss30:  comprimento
a,=304,75" 10°m e espessura h, =1,00" 10°m. As propriedades de material da placa so:
E=68,9" 10°Pa; G=27,56" 10°Pa; n =0,25 e r =2500,00kg/nT . Dois tipos diferentes
de materiais piezelétricos foram usados neste exemplo: o PVDF e o PZT-5, sendo suas

propriedades as seguintes: E; =2,00" 10°Pa; G, =77519" 10°Pa; n; " =0,29;

p
diPF =22,00" 10 mN; x5 =106,20" 10 ” F/m; r °F =1800,00kg/m*; e
p

E,”°=49,00" 10°Pa; G;*"=18,85"10"Pa; n " =0,30; di/™ =-121,00" 10 m/\V ;

X£2™5 =13,00 10° F/m; r 7*™® =7800,00kg/m’ .

A
y
D C
had
X,
Yp
i — X
Ag‘ >IB
a

Figura 7.78 Placa quadrada com materia piezelétrico acoplado.

A estruturafoi discretizada através de 128 elementos finitos triangulares, gerados a partir

de uma maha regular 8x8 e as condicbes de contorno Uutilizadas foram:
u,=u,=w=Q, =Q, =0,00 nas linhas AB e CD, e u,=u, =w =Q, =Q, =0,00 nas linhas
BC e AD . O passo de tempo utilizado foi Dt =5,00” 103 s.

Inicialmente o dispositivo piezelétrico ndo foi considerado, e os resultados obtidos foram
comparados aos apresentados por Gao e Shen, 2003, que empregou uma malha de 64 (8x8)
elementos retangulares com 4 nds, como mostraa Fig. 7.79.
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Apbs, duas simulacbes considerando o dispositivo piezelétrico foram realizadas. As Figs.

7.80 e 7.81 apresentam, respectivamente, os resultados obtidos com os materiais piezel étricos

PVDF e PZT-5 em comparacdo com o0s apresentados por Gao e Shen, 2003.
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Fig. 7.80 Resposta dindmica ndo- linear para a placa com dispositivo piezelétrico de PVDF.
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Fig. 7.81 Resposta dinamica ndo- linear para a placa com dispositivo piezelétrico de PZT-5.

7.5.4 Estudo da influéncia do material piezelétrico na analise modal linear de uma
placa quadrada

Uma placa isotropica quadrada, como a da Fig. 7.1, com os quatro lados engastados, foi
aqui estudada, com o objetivo de observar a influéncia do material piezelétrico na andlise modal
da mesma. Inicialmente a andlise modal foi realizada sem a existéncia de nenhum material
piezelétrico incorporado a placa. Apds, elementos piezelétricos foram sendo incorporados a
estrutura, em suas superficies superior e inferior, de maneira simétrica. Sendo que para cada
etapa de aplicagdo de material piezelétrico uma nova andlise modal foi realizada. Estas etapas de
aplicacéo de material piezelétrico podem ser observadas naFig. 7.82.

As propriedades geométricas da estrutura sdo: comprimento da placa a=1,00m;
espessurada placa h=0,50" 10"®* m; e espessura da camada piezel étrica h, =0,50" 10°m. As
propriedades de material paraaplacasio: E=210,00" 10° Pa; G=80,77" 10° Pa; n =0,30; e
r =7800kg / m°. E, de acordo com Piefort, 2001, as propriedades do material piezelétrico sio:
E, =65,00" 10° Pa; G, =25,00" 10° Pa; n,=0,30; r, =7800kg/m’;
d, =190,10" 10”m/V; e x_ =23,0204" 10°° F/m. As condigBes de contorno utilizadas

foram as de engaste total, u, =u, =w Q, =Q, =Q, =0,00, em todo o contorno da estrutura.
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Foi utilizada uma malha simétrica com 200 elementos triangulares obtidos a partir de uma malha
regular 10x10. Entdo, na Fig. 7.82, estdo apresentados os resultados obtidos para os 10 primeiros

modos de vibrag&o da estrutura.
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Figura 7.82 Etapas de aplicacdo do material piezelétrico na estrutura
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Figura 7.83 Influéncia do material piezelétrico na analise modal da estrutura.
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7.5.5 Analise modal linear de uma placa quadrada com elementos piezelétricos
incor porados

A estrutura do Exemplo 7.4.5 é aqui estudada. Sabendo-se que a massa especifica do
material da placa é de r =7800kg/m’e do materia piezelétrico é de r , =1800kg/m’, a
anadlise modal da estrutura foi desenvolvida, e os resultados, para os 10 primeiros modos de

vibragdo, foram comparados aos apresentados por Albuquerque e Rade, 2003, como mostra a
Fig. 7.84.
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Figura 7.84 Andlise modal da placa com elementos piezel étricos incorporados.
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8. CONCLUSOES

Neste trabalho foi possivel aperfeicoar o elemento finito triangular GPL-T9, apresentado
por Zhang, Lu e Kuang, 1998, e utilizado por Teixeira, 2001, através da aplicacdo da Teoria
Cléssica de Laminagdo, tornando-o um elemento com habilidade de representar estruturas de
materiais compostos laminados reforgados por fibras. Outra contribuicdo importante com relacéo
ao elemento GPL-T9 foi a determinac8o analitica de sua matriz de massa, pois na pesquisa
bibliogréfica redlizada a matriz de massa deste elemento foi sempre determinada de forma
simplificada. Além disso, 0 eguacionamento para calcular de forma explicita as matrizes de
rigidez de membrana e de acoplamento membrana-flexdo foi também desenvolvido.

Apés, foram incorporadas duas camadas de material piezelétrico, que podem ser usadas
como sensor e atuador, ao elemento GPL-T9, tornando-o apto para ser empregado em estruturas
inteligentes.

Baseado em uma formulacdo Lagrangeana Atualizada, através do Método dos Elementos
Finitos, formulacfes estética e dinamica geometricamente ndo- lineares para estruturas delgadas
laminadas piezelétricas foram desenvolvidas. Também foram apresentadas as formulagOes
estatica e dindmica lineares para estas estruturas.

Entdo, através de simulagcbes numéricas em Fortran 90, foi possivel validar as
formulacbes citadas, demonstrando sua eficiéncia. Andlises estaticas e dinamicas, lineares e
geometricamente ndo-lineares, considerando ou ndo a influéncia dos materiais piezelétricos,
foram feitas mostrando Gtima concordancia em comparacdo aos resultados encontrados na
bibliografia ou obtidos em programas computacional's consagrados.

Com relacdo a0 deslocamento elétrico dois equacionamentos foram apresentados. A
diferenca entre os resultados obtidos ndo apresentaram diferencas significativas para os
exemplos considerados, provavelmente, devido as pequenas rotacOes sofridas pelo inserto
piezel étrico.
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9. SUGESTOES

A seguir foram feitas algumas sugestbes que poderiam complementar ou dar

prosseguimento ao trabalho aqui apresentado:

Introducdo de uma teoria de controle adequada de modo que o equacionamento aqui

desenvolvido sgja aplicado a estruturas inteligentes, como por exemplo no controle ativo
de vibracoes,

Realizacdo de ensaios experimentais com o objetivo de comparar seus resultados com o0s

gerados pela formulagéo aqui desenvolvida.

Utilizagdo de uma teoria de laminagdo que considere as tensdes interlaminares, podendo

dessa maneira o fenébmeno da delaminacéo ser analisado;

Inclusdo, além dos efeitos mecanicos e eétricos ja existentes, também dos efeitos
térmicos e magnéticos na formulacdo piezelétrica, pois dependendo do ambiente de

trabalho estes efeitos podem ser fatores importantes no comportamento da estrutura;

Consideracao da néo-linearidade material tanto para 0 material composto laminado como

também para o material piezel étrico;

Redlizacdo de um estudo mais aprofundado com relacdo ao deslocamento elétrico,

desenvolvendo simulagBes numéricas para uma maior variedade de estruturas.



160

REFERENCIASBIBLIOGRAFICAS

ABAQUS user's Manual, 1998. version 5.8, Hibbit, Karlsson & Sorensen, Inc., Rhode
Idand.

Abreu, G. L. C. M., Ribeiro, J. F., Steffen V., 2004. “Finite Element Modeling of a Plate
with Localizated Piezoelectric Sensors and Actuators’, Journal of the Brazilian Society of
Mechanical Sciences and Engineering, vol. XXVI, pp. 117-128.

Albuguerque, E. B., Rade, D. A., 2003. “M odelagem por Elementos Finitos de Vigas e
Placas Dotadas de Sensores e Atuadores Piezelétricos”, Disponivel em:
<http://www.propp.ufu.br/revistael etroni ca/exatas2003/model agem_elemento.pdf>

Alves Filho, A., 2005. “Elementos Finitos. a Base da Tecnologia CAE/Anédlise
Dinamica”, Ed. Erica, Sdo Paulo, 301 p.

Andrade, M. A. B., 2006. “Andlise de Materiais Piezelétricos Compdsitos para
Aplicagbes em Transdutores de Ultra-Som”, Dissertagdo de Mestrado, Universidade de Sdo
Paulo, Séo Paulo-SP, 171 p.

Assan, A. E., 2003. “M étodo dos Elementos Finitos: Primeiros Passos”, Ed. Unicamp,

Campinas, 298 p.

Atkin, R. J.,, Fox, N., 1980. “An Introduction to the Theory of Elasticity”, Longman
Mathematical Texts, New Y ork.

Balamurugan, V., Narayanan, S., 2001. “Shell Finite Element for Smart Piezoelectric
Composite Plate/Shell Structures and its Application to the Study of Active Vibration Control”,

Finite Elementsin Analysisand Design, vol. 37, pp. 713-738.

Bathe, K-J., 1996. “Finite Element Procedures”, Ed. Prentice-Hall, New Jersey, 1037 p.



161

Bathe, K-J., Cimento, A. P., 1980. “Some Practical Procedures for the Solution on
Nonlinear Finite Element Equations’, Computer Methods in Applied Mechanics and

Engineering, vol. 22, pp. 59-85.

Bathe, K-J., Ho, L-W., 1981. “A Simple and Effective Element for Analysis of General
Shell Structures’, Computersand Structures, vol. 13, pp. 673-681.

Bower, M. V., 2000. “Composite Materials”, University of Alabama, Huntsville.

Cardoso, E. L., 2005. “Otimizacdo Topolégica de Transdutores Piezelétricos
Considerando N&o-Linearidade Geométrica”, Tese de Doutorado, Universidade Federal do
Rio Grande do Sul, Porto Alegre-RS, 170 p.

Castro, L. M. S. S, 1997. “Wavelets e Séries de Walsh em Elementos Finitos”, Tese de
Doutoramento, Universidade Técnica de Lisboa, Lisboa, 394 p.

Chee, C. Y. K., 2000. “Static Shape Control of Laminated Composite Plate Smart
Structures Using Piezoelectric Actuators”, Doctor’s Thesis, University of Sydney, Sydney,
213 p.

Chopra, 1., 2002. “Review of State of Art of Smart Structures and Integrated Systems”,
AlAA Journal, vol. 40, pp. 2145-2187.

Christensen, R. M., 2005. ‘Mechanics of Composite Materials”, Dover, New York,
348 p.

Cook, R. D., Makus, D. S, Plesha, M. E., 1989. “Concepts and Applications of Finite
Element Analysis”, John Wiley & Sons, New Y ork, 630 p.

Fagundes, F. A., 2002. “Modelagem de Vigas de Compdsitos Laminados usando
Elementos Finitos Formulados na Notacdo Strain Gradient”, Dissertacdo de Mestrado,
Pontificia Universidade Catdlica do Parang, Curitiba-Pr, 92 p.



162

Gao, J. X., Shen, Y. P., 2003. “Active Control of Geometrically Nonlinear Transient
Vibration of Composite Plates with Piezoelectric Actuators’, Journal of Sound and Vibration,
vol. 264, pp. 911-928.

Gautschi, G., 2002. “Piezoelectric Sensorics”, Springer, Berlin, 264 p.

IMSL, 1997. “Fortran Subroutine for Mathematical Applications. Math/Library”,

vol. 2. Visual Numerics.

Jeyachandrabose, C., Kirkhope, J., 1985. Explicit Formulation for a High Precision
Triangular Laminated Anisotropic Thin Plate Finite Element”, Computers and Structures, vol.
20, pp. 991-1007.

Jones, R. M., 1999. “Mechanics of Composite Materials”, Taylor & Francis,
Philadel phia, 519 p.

Lee, S. J, Reddy, J. N., RostamAbadi, F., 2006. “Nonlinear Finite Element Analysis of
Laminated Composite Shells with Actuating Layers’, Finite Element in Analysis and Design,
vol. 43, pp.1-21.

Lee, H-J., Saravanos, D. A., 2000. “A Mixed Multi-Field Finite Element Formulation for
Thermopiezoelectric Composite Shells’, International Journal of Solids and Structures, vol.
37, pp. 4949-4967.

Lefevre, J.,, Gabbert, U., Koppe, H., 2003. “Simulation of Piezeoelectric Controlled
Smart Structures by the Finite Element Method Including Vibroacustic Effects’, International
Congress on Sound and Vibration, pp. 565-572.

Liao, C. L., Reddy, J. N., 1987. “An Incremental Total Lagrangian Formulation for
General Anisotropic Shell-Type Structures’, Research Report N° VPI-E-87.22, 170 p.

Lima Jr., J. J, 1999. “Modelagem de Sensores e Atuadores Piezelétricos com
AplicacOes em Controle Ativo de Estruturas”, Tese de Doutorado, Universidade Estadual de

Campinas, Campinas-SP, 209 p.



163

Macedo, A. C. O., Alquati, E. L. G., Santos, M. A. V., 2001. “M étodos de Solucéo de
Sistemas de Equagdes Lineares’, FURG, Rio Grande.

Marincovic, D., Gabbert, U., 2004. “Modeling of Laminate Composites with Embedded
Piezodlectric Actuators and Sensors’, Facta Universitatis; M echanics, Control and Robotics,
val. 4, n. 16, pp. 115-120.

Marincovic, D., Koppe, H., Gabbert, U., 2004. “Finite Element Development for
Generally Shaped Piezoelectric Active Laminates Part | — Linear Approach’, Facta
Universitatis: Mechanical Engineering, vol. 2, n. 1, pp. 11-24.

Marincovic, D., Koppe, H., Gabbert, U., 2005. “Finite Element Development for
Generally Shaped Piezoelectric Active Laminates Part || — Geometrically Nonlinear Approach’,
Facta Universitatis. Mechanical Engineering, vol. 3, n. 1, pp. 1-16.

Marques, D. C. dos S. C., 1994. “Analise N&o Linear Estatica e Dindmica de Cascas e
Placas Anisotrépicas”, Tese de Doutorado, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto
Alegre-RS, 182 p.

Matthews et al., 2003. “Finite Element Modelling of Composite Materials and
Structures’ CRC Press, Boca Raton, 214 p.

Mendonca, P. de T. R., 2005. “Materiais Compostos & Estruturas-Sanduiche”,
Manole, Barueri, 632 p.

Moheimani, S. O. R., Halim, D., Fleming, A. J., 2003. “Spatial Control of Vibration —
Theory and Experiments”, World Scientific, Singapore, 223 p.

Moita, J. M. S. et al., 2004. “Active Control of Adaptive Laminated Structures with
Bonded Piezoelectric Sensors and Actuators’, Computers and Structures, vol. 82, pp. 1349-
1358.

Monner, H. P., 2005. “Smart materials for active noise and vibration reduction”, Novem
— Noise and Vibration: Emerging Methods, pp. 1-17.



164

MufozRojas, P. A., Duarte Filho, L. A., 2001. ‘Anédlise N&ao-Linear Geométrica e
Material de Trelicas Espaciais”, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

Narayanan, S., Balamurugan, V., 2003. “Finite Element Modelling of Piezolaminated
Smart Structures for Active Vibration Control with Distributed Sensors and Actuators’, Jour nal
of Sound and Vibration, vol. 262, pp. 529-562.

Pereira, J. C., 2002. “Curso de Projeto Estrutural com Materiais Compostos”,
Universidade Federal de Santa Catarina, Florianopolis.

Piefort, V., 2001. “Finite Element Modelling of Piezoelectric Active Structures’,
Doctor’s Thesis, Universuté Libre de Bruxelles, Bruxelles, 126 p.

Reddy, J. N., Chandrashekhara, K., 1985. “Geometrically Non-Linear Transient Analysis
of Laminated, Doubly Curved Shells’, I nternational Journal of Non-Linear Mechanics, vol.
20, pp. 79-90.

Segerlind, L. J., 1984. “Applied Finite Element Analysis’, John Wiley & Sons, New
York, 427 p.

Soriano, H. L., 2003. “Método dos Elementos Finitos em Analise de Estruturas”,
edusp, Séo Paulo, 580 p.

Stegmann, J., Lund, E., 2001. “Notes on Structural Analysis of Composite Shell
Structures’, Aaborg University, Aalborg.

Sze, K. Y., Liu, X. H,, Lo, S. H., 2004. “Popular Benchmark Problems for Geometric
Nonlinear Analysis of Shells’, Finite Elementsin Analysis and Design, vol. 40, pp. 1551-15609.

Sze, K. Y., Yao, L. Q., 2000. “Modelling Smart Structures with Segmerted Piezoelectric
Sensors and Actuators’, Journal of Sound and Vibration, vol. 235, pp. 495-520.



165

Teixeira, P. R. F., 2001. “Simulacdo Numérica da Interacdo de Escoamentos
Tridimensionais de Fluidos Compressiveis e Incompressiveis e Estruturas Deformaveis
Usando o Método de Elementos Finitos”, Tese de Doutorado, Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Porto Alegre-RS, 237 p.

Timoshenko, S., Woinowsky-Krieger, S., 1959. “Theory of Plates and Shels”, McGraw-
Hill, Singapore, 580 p.

Tjiptoprodjo, R. C., 2005. “On a Finite Element Approach to Modeing of
Piezoelectric Element Driven Compliant Mechanisms”, Master's Thesis, University of
Saskatchewan, Saskatoon, 186 p.

To, C. W. S, Wang, B., 1998. “Transient Responses of Geometrically Nonlinear
Laminated Composite Shell Structures’, Finite Elementsin Analysis and Design, vol. 31, pp.
117-134.

To, C. W. S., Wang, B., 1999. “Hybrid Strain Based Geometrically Nonlinear Laminated
Composite Triangular Shell Finite Elements’, Finite Elementsin Analysis and Design, vol. 33,
pp. 83-124.

Tzou, H. S, 1993. “Piezoelectric Shells. Distributed Sensing and Control of
Continua”, Kluwer Academic Publishers, Netherlands.

Vasques, C. M. A., Rodrigues, J. D., 2006. “Active Vibrations Control of Smart
Piezoelectric beams. Comparison of Classical and Optimal Feedback Control Strategies’,
Computersand Structures, vol. 84, pp. 1402-1414.

Wu, C. Y, Yang, T. Y., Saigd, S, 1987. “Free and Forced Nonlinear Dynamics of
Composite Shell Structures’, Journal of Composite Materials, vol. 21, pp. 898-909.

Xu, S. X., Koko, T.S., 2004. “Finite Element Analysis and Design of Actively Controlled
Piezoelectric Smart Structures’, Finite Element in Analysis and Design, vol. 40, pp. 241-262.



166

Yang, Y-B., Shieh, M-S,, 1990. “Solution Method for Nonlinear Problems with Multiple
Critical Points’, AIAA Journal, vol. 28, pp. 2110-2116.

Yao, L. Q, Lu, L., 2003. “Hybrid-Stabilized Solid-Shell Model of Laminated Composite
Piezoelectric Strucutres under NonLinear Distribution of Electric Potentia through Thickness”,

International Journal for Numerical Methodsin Engineering, vol. 58, pp. 1499-1522.

Yeom, C. H., Lee, S. W., 1989. “An Assumed Strain Finite Element Model for Large
Deflection Composite Shells’, International Journal for Numerical Methodsin Engineering,
vol. 28, pp. 1749-1768.

Yi, S, Ling, S. F., Ying, M., 2000. “Large Deformation Finite Element Analyses of
Composite Structures Integrated with Piezoelectric Sensors and Actuators’, Finite Element in
Analysis and Design, vol. 35, pp. 1-15.

Yuqiu, L. et a., 1995. “ Generalized Conforming Plate Bending Elements Using Point and
Line Compatibility Conditions’, Computersand Structures, vol. 54, pp. 717-723.

Zhang, Q., Lu, M., Kuang, W., 1998. “Geometric Non-linear Analysis of Space Shell
Structures using Generalized Conforming Flat Shell Elements — for Space Shell Structures’,
Communicationsin Numerical Methodsin Engineering, vol. 14, pp. 941-957.

Zienkiewicz, O. C., Taylor, R. L., 2000. ‘Finite Element Method: Volume 2, Solid
Mechanics”, McGraw-Hill, Singapore, 459 p.



167

ANEXO A — DESCRICAO LAGRANGEANA DO MOVIMENTO DE UM SOLIDO
PIEZELETRICO

A.1lIntroducéo

De acordo com Cardoso, 2005, quando se considera 0 movimento finito, as configuragoes
deformadas ndo podem mais ser confundidas com a configuragdo de referéncia (indeformada).
Assim, deve-se ter um cuidado especial ao selecionar as grandezas tensoriais que serdo utilizadas
para descrever o movimento, de modo a garantir a consisténcia da descricdo. Como diferentes
configuragBes sdo consideradas durante o movimento finito, deve-se utilizar uma notacéo que
indique, para cada grandeza utilizada na descricdo, a posi¢céo atual e a posicao de referéncia.
Sendo assim, considerando uma grandeza arbitréria A, funcdo de x. Se A esta sendo descrita

no tempo t, considerando como a configuracéo de referéncia a posi¢ao inicia (indeformada),

esta grandeza é representada por ,A. Caso sga utilizada uma notagdo Euleriana, onde a

configuragdo de referéncia é a configuragdo atual, representa-se a grandeza por A. E, se a

configuragdo inicial é considerada como configuracéo de referéncia durante todo o movimento,

esta é chamada de descricéo Lagrangeana Total.

A.2 Movimento finito

Como em Atkin e Fox, 1980, e Cardoso 2005, sgja um corpo piezelétrico, com
configuragdo de referéncia °C e com configuragdes intermediérias *C, 2C ... " C ao longo do
movimento. Considerando dois pontos materiais °p e °q, na configuragdo de referéncia °C,
com vetores posicdo °x” e °x9, tal que °dx =°x- °x? é a posicdo relativa entre estes dois

pontos. Apds 0 movimento da posicdo de referéncia para uma configuragdo intermediaria ' C

define-se 0 deslocamento do ponto p como:

XP (A1)

e 0 novo vetor posi¢do relativa fica definido por 'dx .

Se existe uma relagdo funcional entre a configuracdo deformada e a configuracéo

indeformada, na forma:
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X = ‘)g(")g,t) (A2)

€ possivel expressar o incremento como:

_T'%
dx _‘ﬂ°2 . (A3)
onde
_ 1'%
ot i _ﬂo—z (A4)

€ conhecido como tensor gradiente de deformacdo. E, como o determinante do gradiente de

deformagdes pode ser dado por:

det(g.F ) = ;Z\\’/ (A5)

verificase que este determinante deve ser estritamente positivo, pois volumes sdo sempre

positivos.

Se 0 movimento é uma trandacdo rigida, entdo gotFH:[I], e para rotagOes rigidas
ggFH:[R], onde [R] € uma matriz ortogona de rotagdo. Em ambos os casos, 0 produto

gOtFHT &, Ffj €sempreigual a[1].
A.3 Medidas de defor macgdo

Segundo Atkin e Fox, 1980, e Cardoso 2005, se um corpo € submetido a um movimento

arbitrario, o vetor posicdo relativa de cada ponto do corpo pode mudar sua direcdo e/ou

comprimento, tal que gotFHT gotFH pode ser diferente de [I] O tensor de segunda ordem

gchF QJIFEIT SJFH € conhecido como tensor de deformacdo de Cauchy-Green a direita,
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medindo a mudanca de comprimento do vetor posicéo relativa da configuracdo indeformada até
aconfiguragcdo deformada.

Uma medida de deformacéo alternativa € o tensor de deformacéo de GreenLagrange, que
€ dado por:

Oteij ;(oFuotFu Ii'):%(otcij'lij)- (A.6)

Considerando as Egs. (A.1) e (A.6), é possivel expressar o tensor de deformacdo de Green

Lagrange como uma fungdo dos deslocamentos:

a"—‘ﬂ

t
0

oo,.
ﬂ
o
ﬁ
C
x~
ﬂ
C
x~

(A.7)

N|H

Para valores pequenos de deslocamentos, o Ultimo termo da Eq. (A.7) é muito menor que
os primeiros termos. Quando este termo de alta ordem é descartado, define-se a medida de

deformacéo infinitesmal

' == A.8
€ =3 T (A.8)

No eitanto, deve-se salientar que para movimentos de rotacdo de corpo rigido esta
medida é ndo invariante. Este € o motivo pelo qual as equacdes infinitesimais da piezeletricidade
s80 ndo-invariantes com movimentos de rotagdo de um corpo rigido. Ainda, caso 0s
deslocamentos ndo sejam pequenos, devemos considerar os termos de alta ordem, pois do
contrario o estado do corpo sera descrito incorretamente.

A.4 Medidas de campo elétrico

O campo eétrico E pode ser definido como:

(A.9)
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onde f é o potencial elétrico e o gradiente € avaliado na configuracéo deformada. Para obtermos
uma medida consistente para o campo elétrico, devemos levar o movimento do corpo em

consideracdo. Multiplicando a Eq. (A.9) por ,F, e utilizando aregra da cadeia, obtemos:

IE, =- 1}”% 1’;2 = E.R (A.10)
onde:
e _ Tf
OEk - ﬂoxk (A.11)

€ 0 campo elétrico Lagrangeano. A relacdo inversa é dada por:

(B =0BoFi’ (A.12)

A.5 Medidas de tensdo

Considerando um corpo eléstico em sua configuragdo deformada ‘' C e uma distribuicéo
superficial de forgas 'df, sobre uma &ea 'dA, com normal ‘n.. O vetor tragdo é definido por

[Atkin e Fox, 1980; Cardoso 2005]:

't = lim (A-13)

tono=Tt (A.14)

sendo expresso na configuracdo deformada. Para a obtencdo de uma medida de tensdo

Lagrangeana, multiplica-se a Eq. (A.14) por 'dA, obtendo:
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it;'n; 'dA="t 'dA (A.15)

onde tanto n; como dA mudam da posi¢do de referéncia para a configuragdo deformada. Para

expressar esta mudanca, utiliza-se a férmula de Nanson:

0
'n, 'dA = det (g b 1%th °n, °dA = det (& F ) i °dA (A.16)

X
Utilizando as Egs. (A.15) e (A.16), tem-se:
det (g3 F ) oFi it ;°n, "dA = 't 'dA (A.17)
e definindo
e = det (& FR) oFit (A.18)
€ possivel escrever aEqg. (A.17) como:
ot i "1 "dA =Tt 'dA (A.19)

Esta medida € conhecida como primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, que ndo é simétrico.
Para utilizar um tensor tensdo simétrico, define-se 0 segundo tensor de tersdo de Piola
Kirchhoff:

otsﬂq‘ :OtFij-lOttki : (A.20)

A.6 Medidas de deslocamento elétrico

Conforme Atkin e Fox, 1980, e Cardoso 2005, considerando um corpo dielétrico em sua
configuracdo deformada ' C , e uma distribuicdo superficia de cargas elétricas q. A densidade

superficial de cargas é definida como:
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V= lim —. (A.21)
tieo dA
e 0 deslocamento €l étrico € definido como:
D'n=- V. (A.22)

Esta medida é definida na configuracéo deformada. Para a obtencdo de uma medida L agrangeana
para o deslocamento el étrico, utiliza-se 0 mesmo procedimento da secdo A.5.

Multiplicando a Eq. (A.22) por 'dA
- V'dA='D/'n.'dA. (A.23)
e utilizando a Eqg. (A.16), obtém-se:
- 'V'dA = det (g FB) ¢Fi* D °n, °dA. (A.24)
Assim a medida Lagrangeana €&
3D, = det(&Fp) oFi*'D, (A.25)
tal que
D, %, 'dA= - 'V'dA. (A.26)

Esta medida é anadloga ao primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, mas como é um vetor, ndo

existe a preocupacdo com simetria. A relacdo entre as medidas Lagrangianas e Eulerianas € dada
por:

— tF tD
~ .\ 0 mko Mk A.2
det (& p) A-20
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A.7 Equaclesincrementais

Durante o0 movimento de um corpo arbitrario, geralmente conhecemos o estado atual do
corpo e os estados prévios, a partir da configuracdo inicial. Na descricdo do movimento finito, o
objetivo € determinar a proxima configuracdo admissivel (t+Dt), isto € uma configuracdo que
respeite o principio de Hamilton para um corpo piezelétrico. Como a configuracdo atual é
conhecida, é possivel descrever a nova configuracdo por incrementos das variaveis de estado
(deslocamento e campo elétrico), para uma formulacdo Lagrangeana total, na forma [Cardoso,
2005]:

t+Dt

U = u +Du (A.28)

Tof =of +Df . (A.29)

Assim, considerando as Egs. (A.7) e (A.28), é possivel avaliar o incremento de

deformacao finita como:

08 = 2§ 1% ™ x % : (A.30)
gue pode ser reescrita como:
708 = o8 +De; = gey (ﬁ}j +hii) (A-31)
sendo:
_ 123Dy Ty, .\ T.u, TDu, , oy, .U, 0 (A32)

e = + +
1) Zgﬂoxl ﬂOXi ﬂOXI ﬂOXJ ﬂOX] ﬂOXJ B
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_E&HTDJK 1Dy, 9
' 28TX, X §

(A.33)

onde o incremento de deformacdo € separado em uma parte linear (g;) e em uma parte néo-
linear (h;;) comrespeito ao incremento de deslocamentos.
Fazendo 0 mesmo com o campo elétrico, considerando as Egs. (A.11) e (A.29), obtém se:

o _ W +DF) g of
oEk—' -

Tx Tk Tx oS i

onde ¢, € linear com respeito ao incremento de campo elétrico. Como o gradiente € linear com

respeito ao potencial elétrico, existe apenas uma componente linear de incremento.
Devido ao fato de o problema ser acoplado, as variacbes podem ser aplicadas a variaveis
mecanicas e/ou elétricas. Considerando que estas variacOes s80 arbitrarias, pode-se avaliar

separadamente a influéncia de uma variagdo sobre as variaveis de estado mecéanicas e elétricas.
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ANEXO B -MATRIZ DE RIGIDEZ
B.1 Introducéo

A rigidez de uma estrutura depende da rigidez de cada um de seus elementos, ou sgja,
pode-se avaliar arigidez da estrutura a partir darigidez de cada elemento. Existem diversos tipos
de edementos finitos, e cada qual tenta representar um diferente comportamento fisico da
Mecanica Estrutural (placas, cascas, membranas, solidos, vigas, etc.). Esse comportamento é
descrito por intermédio de fungBes matematicas que em Ultima andlise contabilizam a rigidez
daguele elemento. Por exemplo, para um elemento de viga essa rigidez apresenta diversos
componentes diferentes: rigidez axial, rigidez a flexdo, ao cisalhamento, a torcéo, etc. A forma
mais compacta e elegante de representar essas caracteristicas dos elementos € por meio da
algebra matricial. Dai decorreu o conceito de matriz de rigidez de um elemento. Assim como a
rigidez de uma mola é contabilizada por intermédio da relacdo forca-deslocamento para a mola,
em um elemento finito a idéia € a mesma, porém em cardter mais amplo, estando os diversos
componentes de rigidez de um elemento relacionados aos diversos componentes de forca e

deslocamentos presentes [Alves Filho, 2005].
B.2 Matriz derigidez do elemento na forma explicita

De acordo com Yugiu et al., 1995, a matriz de rigidez a flexdo do elemento GPL-T9,

definida na Eq. (5.46), pode ser determinada na forma explicita como:

[]=[R]'[Q][R] (B.Y)

sendo:
[R]=[C.][A] (B2)

onde as matrizes [C,] e[ A)] o definidas como:
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€ 2hb 2bb, 2bb b -3, -3 U
é a
6 2hb 2bb, 2bb -3 3 -3bF
g 2hb, 2bb, 2bb -3 -3 30 3

L € 26C, 2c,c, 2c.c, 3 -3¢ -3¢ G

[C] = 4Azg 2GC, 2c,C, 2c,C, -3¢2 3¢ -3¢ 3 (B.3)

e 2cc 2c,c, 2c.c, -3¢ -3¢ 3¢ 4
2(be, +b,a) 2(bc+he,) 2(bc+he) 6be, -6he, -6hgy
gZ(blcz+bzcl) 2(b,c, +bc,) 2(bsg +bc,) -6bc, 6hc, -6'%3
&(bc, +bc) 2(b,c+bhec) 2(bc +be) -6he, -6he, 6hc g

é 0 0 0 -2 1- 1, 1+r, O

é U

<~ 1 1 1 1

é& — = - =(h - .= -

3 2b3 0 sz z(bz b, ) 2(r2b2+b3) (3b3 bz)ﬂ

€1 1 1 1 1 a

g' ECS 0 ECZ - E(Cz - %) - E(rzc‘a +Cs) - E(rsca - Cz)g

€0 0 0 1+1, -2 1-r,

€1 1 1 1 p

(A]l=65% 3% 0 -3(nb-B) -S(b-b) - (3bs +b1)ﬂ . (B4

€1 1 1 Y

gacs 54 0 -S(ne-a) -S(e-a) - ( G, +01)3

é 0 0 0 1- 1, 1+r, .2 U

3 1 1 1 P

g 0 Ebl - Ebz (r1b1+b2) E(rzbz' bl) - _(bl bz) ﬂ

é 1

A 1 1 1 1 1 .

g 0 ECL - EQ (I’101+C2) - E(rzcz - Cl) - E(Cl - Cz) E

com A, naEq. (B.3), representando a &rea do elemento; b, c

e r, (i =1,2,3) como definidos

nas Egs. (5.10) e nas Egs. (5.18); jaamatriz [Q,] € definida como:

Doy [Pl Dy [Pl D[ P8
[Q.]=@,[F]' [D.][F]'da= eDblz[P] Dy, [P] %[P]u (B.5)
804 [Pl Dy [P] Dy, [Pla

onde: [D,] € definidapelaEq. (5.30); [F | édadapor:
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&, L L 0O 0 0 0 0 0y
_é a
[F]=80 0 0 L L L 0 0 0y (B.6)
80 0 0 0 0 0 L, L Lj
com L; (i =1,2,3) as coordenadas de &rea do elemento; e amatriz [ P| sendo:
Aé2 1 1y
_~REé G
[P]—Eél 2 15 (B.7)
gl 1 2¢

Cabe destacar que a Eq. (B.5) foi calculada analiticamente através da equacdo [Cook, Malkus e
Plesha, 1989

kHtml

5L, LdA® = 2A° —————
G-bebs (2+K+I+m)

Ae

(B.9)

Yuqiu et al., 1995, define ainda a matriz relagcdo deformacao-deslocamento de flexdo
como sendo:

[B]=[F][R]. (B.9)

Analogamente, foi possivel o desenvolvimento das matrizes de rigidez de membrana e de
acoplamento membrana-flexdo do elemento, na forma explicita.

Na matriz de rigidez de membrana, definida pela Eq. (5.43), a relagdo deslocamento-
deformacéo pode ser determinada por:

[B.] =[FI[R.]. (B.10)

Como as matrizes [B, ] (Eq. (5.23)) e [F | (Eq. (B.6)) sdo conhecidas, amatriz [R,] torna-se:
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&b, 0 0 2, 0  -bb 2, O  Bb Q
20, 0 b, 2b, 0 0 2b, 0 -bb,
&b 0  -bb 2, O  bp 2 0 0
1 g 2c, 0 0 Zc -C,C, 0 2g C,C, ﬂ
[R.] :ﬂg 0 2c c.C, 0 2c 0 0 2c cC, H (B.11)
a0 2c -CC, 0 Zc, C,C, 0 2g 0 G
gzc1 2h 0 2c, 2b, -(cb+bc) 2¢, 2b, (c b3+bc)ﬂ
@201 Zis) (C1Q + b1C3) 2c, 2b 0 2c; 2b, (Clbs, + blcs) u
&c, 2 -(ch,+bc) 2¢, 2b, (gb,+bc,) 2c, 2b, 0 Ld

Com isso, a matriz de rigidez de membrana do elemento em sua forma explicita fica definida

por:

[Ka]=[R] [Qul[R.] (B.12)

onde:

¢ mu[P] Dz [P] Doy [P]
[ = ¢ FI'[D,][F]'da=eD,, [Pl D, [Pl D, [ (8.13)
@Dmls [P] Din [P] D [P]g

com [D,,] definidapelaEq. (5.28); e [P] peaEqg. (B.7).

Ja para a matriz de rigidez de acoplamento membrana- flex&o, Eq. (5.44), tem-se que:

[Keo] =[Ra] [Quo][R)] (B.14)
sendo
A rrbll[P] Dmblz[P] Dmblelp]g
(@] = 0,[F | [D][F]'dA= D, [P] Dy, [P] Do [P (8.15)

&1 [P] Droys [P] s [Pl

com [D,,,] dadapelaEq. (5.29); e [P] pelaEg. (B.7).
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ANEXO C-MATRIZ DE MASSA
C.1Introducéo

A matriz de massa € uma representacdo discreta de uma distribuicdo continua da massa
da estrutura. A matriz de massa consistente de um elemento € obtida através das mesmas functes
de interpolagdo usadas na determinagdo da matriz de rigidez deste elemento. Portanto, a idéia de
utilizar a mesma funcdo de forma que descreve o deslocamento interno do elemento em termos
de deslocamentos nodais, para fornecer também a aceleracdo interna em termos de acel eragoes
nodais, conduz ao conceito de matriz de massa consistente do elemento. Por intermédio da
matriz de massa consistente, € possivel considerar nas equagGes que traduzem o equilibrio
dindmico da estrutura o efeito das massas que ndo estdo originalmente concentradas nos nés
[Alves Filho, 2005; Cook, Makus e Plesha, 1989].

Neste trabalho foi utilizada a matriz de massa consistente, cal culada analiticamente, como

serd apresentado a seguir.
C.2 Matriz de massa consistente do elemento

Na Eg. (5.59) foi definida a matriz de massa do elemento finito usado neste trabalho.

Pode-se ent&o fazer a seguinte consideraco:
Qe[ H]' [H]da® =[H] (€1

Entéo, considerando a Eq. (B.8), a matriz de massa consistente do elemento GPL-T9 foi
caculada analiticamente. Como a matriz de massa € uma matriz sSimétrica, a seguir estéo

apresentados somente os coeficientes ndo-nulos de sua diagonal principal e os acima desta:

H(l,l):éA (C.2)

H(1,3) =£(b3-b2)A (C.3)

H(1,7)=1—12A (C.4)
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1 I
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2 g
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1
H(2,2)==A
(2,2)=2

H(2,3)= t(c -c,) A

1
H(2,8)=—A
(2.8)=7

1a

H(2,9)=qu-c3§A

H(2,14)= = A
12

L 1 s
H(2,15) = ng‘; ch%A

H(3,3) = 360(

1
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Q- O:
>

c,2A

I\J|I—‘ N| -

H(3, 8)——803

Q- O

H(3,9)= (bb3 -2b2-lab,+ byt €C5 267~ GG+ Ge, ) A

led, 0

1 )
H(3,14):@§%C3-022A

H(3,15) = (bZQ -b,b,-2b,2+ hb+ s L5 2¢,24G,C, ) A

b,2-b,b+ b +c-cctc?) A
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5
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5
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—brb- —— [-
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1

r.- b?r+hhr 9A
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2
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1

———r1,h,c, + r. + C.37

26147519 ° > % 125000000000 abi (C37)
1

100000000000

1 o)
cr.br+crbr.+ br.cr,)=A
5ooooooooooo( 1B+ CIDt BIG 2),51
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24037439 ° oDy 4654211(b3 +he) 33333:3:{{33,:33,b3 s

1 1
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(blrlCZ I‘2+ bsraczrz + b1r1C3r3 ) BA
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1 1
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4654211
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H (

5
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200000000000 a
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100000000000( it Ghe G )g
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840
sendo: os coeficientes b, ¢ er; (i =1,2,3) definidos respectivamente pelas Egs. (5.10) e (5.18);
e A aareado elemento.

Para a validacdo dos resultados analiticos obtidos, foi feito o cAlculo da matriz de massa

consistente por integracdo numérica considerando sete pontos de integracdo, como segue [Assan,
2003]:

< 1-L2

Q- f(xy)dA=QQ " 9(L, L) det[I]dL,dL, :5 g(L,.L,) w, det[J] (C.83)

sendo: det[J] 0 determinante do Jacobiano, ni o nimero de pontos de integracdo e w, 0 peso
relativo a cada ponto de integragéo i, com:

L+L+L,=1 ® L,=1-L,-L, (C.84)

det[J] =2A. (C.85)

Com isso, aEg. (C.83) pode ser reescrita como:

Q f () A =248 g(L, L, L), W - (C.86)

i=1
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Na Tab. C.1 sdo apresentados 0s pontos e pesos utilizados para a integracéo numeérica da matriz

de nmassa consistente do e emento GPL-TO.

Tabela C.1 Pontos e pesos para integracdo numérica.

ni

Ll

L,

L

W,

~N oo o~ W DN

3
0,7974270
0,1012865
0,1012865
0,4701420
0,0597160
0,4701420

3
0,1012865
0,7974270
0,1012865
0,4701420
0,4701420
0,0597160

3
0,1012865
0,1012865
0,7974270
0,0597160
0,4701420
0,4701420

0,1125000
0,0629696
0,0629696
0,0629696
0,0661971
0,0661971
0,0661971

Com isso, diversos testes foram realizados, considerando estruturas tipo placa e casca e
os coeficientes da matriz de massa consistente analitica apresentaram excelente concordancia

com os obtidos através da integragdo numérica com sete pontos.
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ANEXO D —METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS
D.1 Introducdo

Segundo Macedo, Alquati e Santos, 2001, e Teixeira, 2001, nas mais diversas éreas da
ciéncia, muitas vezes sdo encontrados sistemas de equactes lineares a serem resolvidos. Isto, por
exemplo, ocorre na discretizacdo via Método dos Elementos Finitos de problemas expressos por
equacdes diferenciais parciais, onde, freqlentemente, torna-se necessaria a solucéo de sistemas
de equacdes lineares do tipo:

[K]{x} ={b} (D.1)

N

onde [K]T AM" & uma matriz quadrada, simétrica, positiva definida e esparsa, {x}1 A™ o
vetor dasincognitas e {b}T A" o vetor dos termos independentes.

Por matriz quadrada entende-se que a mesma apresenta um nimero igual de linhas e de

colunas. A simetria € atendida quando para um valor da matriz [ K] , k; por exemplo, temse que

k; =k; , paraqualquer i e j. Para uma matriz [K] ser considerada positiva definida, tem-se que

i
para todo vetor {x} ndo nulo, € valido {x}T[K]{x} >0. E matrizes esparsas S50 aguelas que
possuem a maioria de seus termos nulos.

A Eg. (D.1) pode ser resolvida através de Métodos Diretos, que fornecem a solugdo exata
(analitica), apés um numero finito de iteragdes (Método de Eliminacdo de Gauss, Método de
Fatoracdo LU, Método de Cholesky, entre outros); ou com os Métodos Iterativos, que sdo
processos onde a partir de uma aproximacdo inicial, através de iteracbes sucessivas, Sa0
determinadas novas aproximagdes em um processo de convergéncia para a solugdo do sistema
(Método de Gauss Jacobi, Método de Gauss Seidel, Métodos dos Gradientes Conjugados, €tc.).

Os métodos de solucdo direta exigem muita capacidade de armazenamento de dados,
aém da solucdo direta por fatorizagdo da matriz global implicar um grande numero de
multiplicactes e adigdes, que podem conduzir a erros de sérias proporgdes, quando se trata de
uma solucdo de grandes sistemas de equagdes. JA 0s métodos iterativos exigem uma capacidade
de armazenamento bem menor, permitindo a solucéo de problemas complexos e maiores. Aliado
a isso, estes métodos exploram bastante 0s recursos de processamento vetorizado e paralelo dos

computadores atuais.
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Portanto, reste trabalho, foi utilizado o método dos gradientes conjugados (MGC), que
sera detalhado a seguir.

D.2 Método dos Gradientes Conjugados (M GC)

O Método dos Gradientes Conjugados foi apresentado em 1952 por Hestenes e Stiefel;
porém apenas muitos anos depois 0 MGC foi utilizado pela primeira vez como um método
iterativo para a resolucdo de sistema lineares esparsos. Desde entdo, o algoritmo dos gradientes
conjugados tem conhecido uma difusdo e aceitagdo cada vez maiores, sendo atuamente um dos
métodos iterativos mais versatel's e competitivos [Castro, 1997].

Ent&o, o Método dos Gradientes Conjugados é um n&todo iterativo efetivo para resolver
sistemas lineares esparsos formados por matrizes smétricas positivas definidas. O método
consiste em gerar seguidas aproximacOes para a solucdo com direcdes Gtimas de busca para
atualizacdo da iteracdo e do residuo. Embora o tamanho desta seqiéncia possa se tornar grande,
apenas um pequeno numero de vetores sdo necessariamente mantidos na memdaria [Castro,
1997].

Sendo assim, o MGC foi utilizado para a solucdo dos sistemas de equactes lineares, e
consiste na minimizagao de um funcional quadrético definido em A" . Este funcional quadrético
surge da aplicagdo do método de RitzGalerkin para elementos finitos e tem a forma [Macedo,
Alquati e Santos, 2001; Teixeira, 2001]:

f(x) =203 (K]0 - 10} 13- ¢ (02)

onde f (x) é a energia potencial do sistema discreto e ¢l A . O funcional da Eq. (D.2) tem um

minimo no ponto onde seu gradiente, dado por:

(o9} =T 19 -5 ©3

fix

torna-se nulo. A solucéo da Eq. (D.1) é equivalente a minimizacdo do funcional (D.2), realizando

iteragOes do tipo:
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{47 ={x" +a,{p}' (D4)

onde {x}k é uma estimativa da solugdo exata da iteragdio k e a,{ p}k é a corregdo desta
estimativa. Nessa expressao, o vetor { p}k define a direcdo da correcdo e € chamado de vetor de

buscae o escalar a, determina a magnitude desta correcéo. O processo de determinagédo de a, é

denominado de busca de linha (line search), e ele é caculado de modo a minimizar f ao longo

dalinha {} " ={x}" +a,{p}", ou sgja

dgf ({X}k+ak{p}k)8:0 (D.5)
da, '

No MGC, admite-se que o vetor diregdo de busca é definido pela seguinte iteracéo:
{p}k+1:_{g}k+l+bk{p}k (D6)

com { p}’ =-{g}° eaiteracio do gradiente de f dada por:

{a}" ={g}" +a,[K]{n}". (D.7)

A escolhade b, € feita de modo a assegurar que 0s vetores { p}k sejam mutuamente

ortogonais (ou conjugados) em relacdo a matriz [ K] , de forma que € possivel escrever:
{p}""[K]{p}' =0 paratodo i * ] (D.8)
esta condi¢do conduz a outra relacdo de ortogonalidade dada por:
{g}'""{g}' =0 paratodoi® j. (D.9)

Estas relacOes estabel ecem os coeficientes de correcdo dados pelas expressoes:
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o, =19 Adt” 0.10)
{g}" o{d}
a, = (9" Ag" (D.11)
{p}""{K]A{ p}'

Se for um vetor {r} , denominado de vetor residuo, da forma:

{r}=-{g} ={b}- [K]{x} (D.12)

€ possivel formalizar o MGC através da sequiéncia de operagdes com as expressoes (D.4), (D.6),

(D.7), (D.10) e (D.11), substituindo o vetor gradiente {g} pelo vetor residuo definido pela Eq.
(D.12). Assim, o algoritmo basico do MGC fica:

a) Inicializacéo:

) k=0, {° ={0} , { o}’ ={r}" ={1}.

b) Atualizac8o dos vetores estimativa e residuo:

RGN
AN U PIFEY

b2) {x* ={x}" +a,{p}"

b3) {1} ={r}" - a, [K[{ p}".

c) Teste de convergéncia:

2

cl) Se H{ r k:
g

d) Atualizag&o do vetor diregdo de busca:

dl) bk :{r}k+1,T ){r}k+1

{r " oAr}

£ tolerancia, pare.

2
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d2) { p}k+1 :{r}k+l+ bk{ p}k
d3) k =k +1
d4) retorna a etapa 2.

O maior empecilho em relagdo ao uso de nétodos iterativos € a sua baixa robustez em
relacdo aos métodos diretos, o que tem sido resolvido com o0 uso de pré-condicionadores. A
técnica de pré-condicionamento tem por objetivo acelerar a taxa de convergéncia na solucéo
iterativa de um determinado sistema de equagdes [Castro, 1997]. A idéia central desta técnica
consiste na aplicacdo do MGC a um sistema transformado de equacOes, obtido pela pré
multiplicagdo da Eq. (D.1) por uma matriz [P| da forma [Macedo, Alquati e Santos, 2001;

Teixeira, 2001]:
[PI*[]{x} =[P]"{b} (D.13)

onde [P] € uma matriz de pré-condicionamento. O sistema (D.13) é chamado de sistema pré-

condicionado. Neste trabalho, é utilizado o pré-condicionamento diagonal ou de Jacobi que além

de sua simplicidade, exige uma capacidade de armazenamento computacional bem menor do que

a maioria dos pré-condicionadores, haja vista que os termos ndo diagonais de [P] sdo nulos.

Define-se a matriz de pré-condicionamento da forma:
[P] = diag[K]={D} (D.14)

ou sgja, [ P] € congtituida dos termos da diagonal de [K].

O agoritmo do método dos gradientes conjugados com pré condicionamento (MGCP)

ficadaforma

a) Inicializagao:
al) k=0, {x}" ={o} . {r}" ={}
22) resolver [P}{2}° ={r}°

B) {r} ={2}".

b) Atualizac&o dos vetores estimativa e residuo:



b3) {1} ={r}" - a, [K[{ p}".

c) Teste de convergéncia:

2

cl) Se H{ r k:
g

d) Atualizacao do vetor direcéo de busca:

£ tolerancia, pare.

2

k+1

d1) resolver [P]{z}""" ={r}

k+1,T k+1
R
{r" A7
d3) { p}k+l :{Z} k+1 + bk{ p}k
dd) k =k +1
d5) retorna a etapa “b”.

197



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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