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RESUMO
Os fen
ˆ
omenos de transporte de massa e calor no escoamento de uma mistura bin
´
aria de gases
rarefeitos monoat
ˆ
omicos atrav
´
es de um longo capilar cil
´
ındrico sujeita a gradientes de press
˜
ao,
temperatura e concentrac¸
˜
ao s
˜
ao estudados em todo o intervalo do n
´
umero de Knudsen. Uma
an
´
alise termodin
ˆ
amica do problema mostra que os ﬂuxos de massa, calor e difus
˜
ao s
˜
ao comple-
tamente determinados via coeﬁcientes cin
´
eticos de Onsager, os quais s
˜
ao calculados numerica-
mente com base no modelo cin
´
etico de McCormack para a equac¸
˜
ao de Boltzmann. Os c
´
alculos
num
´
ericos s
˜
ao realizados para tr
ˆ
es misturas de gases nobres: Ne
ˆ
onio-Arg
ˆ
onio, H
´
elio-Arg
ˆ
onio
e H
´
elio-Xen
ˆ
onio. No regime de mol
´
eculas livres, como a interac¸
˜
ao intermolecular pode ser
desprezada, a soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao cin
´
etica
´
e obtida analiticamene. No regime de transic¸
˜
ao a
equac¸
˜
ao cin
´
etica
´
e resolvida numericamente atrav
´
es do m
´
etodo de velocidades discretas. A
condic¸
˜
ao de contorno de espalhamento difuso das part
´
ıculas na superf
´
ıcie s
´
olida
´
e utilizada.
No regime hidrodin
ˆ
amico, visando evitar o esforc¸o computacional necess
´
ario para a soluc¸
˜
ao da
equac¸
˜
ao cin
´
etica, utiliza-se a equac¸
˜
ao de Navier-Stokes com a condic¸
˜
ao de contorno de desliza-
mento da mistura gasosa na superf
´
ıcie s
´
olida que a delimita. Os coeﬁcientes de deslizamento
viscoso, t
´
ermico e difuso s
˜
ao calculados numericamente e uma an
´
alise da sensibilidade desses
coeﬁcientes ao potencial de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas e
`
a composic¸
˜
ao qu
´
ımica da mistura
´
e
realizada. A n
˜
ao linearidade da velocidade hidrodin
ˆ
amica na camada de Knudsen
´
e veriﬁcada
atrav
´
es dos perﬁs das velocidades das esp
´
ecies constituintes de cada mistura considerada no
presente trabalho. Os resultados obtidos para os coeﬁcientes cin
´
eticos s
˜
ao tabelados para um
amplo intervalo de n
´
umero de Knudsen e o perﬁl de cada coeﬁciente cin
´
etico em func¸
˜
ao da
rarefac¸
˜
ao das misturas consideradas neste trabalho
´
e mostrado. O perﬁl da velocidade dos con-
stituintes da mistura H
´
elio-Arg
ˆ
onio
´
e mostrado nos tr
ˆ
es regimes de escoamento.
Palavras chave: gas rarefeito, misturas, coeﬁcientes de deslizamento, ﬂuxos de massa e calor
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ABSTRACT
The mass ﬂow and heat ﬂux of a rareﬁed gas binary mixture through a long tube caused by
gradients of pressure, temperature and concentration were studied over the whole range of the
Knudsen number. A thermodynamics analysis of the problem shows that the mass ﬂow rate
and the heat and diffusion ﬂuxes can be totally determined by using the Onsager kinetic coef-
ﬁcients which were calculated on the basis of the McCormack kinetic model of the Boltzmann
equation. The numerical calculations were carried out for the gaseous mixtures Neon-Argon,
Helium-Argonand Helium-Xenon. In the free molecular regimewe may neglect the intermolec-
ular collisions and, consequently, the solution of the kinetic equation can be solved analitically.
In the transition regime the kinetic equation was solved by the discrete velocity method. The
diffuse scattering boundary condition was used. To avoid the computational efforts necessary
to solve the kinetic equation in the hydrodynamic regime we used the Navier-Stokes equation
taking into account the velocity slip boundary condition. The viscous, thermal and diffusion
slip coefﬁcients were calculated and the dependence of these coefﬁcients on the intermolecular
interaction potential and chemical composition of gaseous mixture was studied. The velocity
proﬁles of every species in the Knudsen layer were given. The results obtained for the kinetic
coefﬁcients were tabulated for an wide range of the Knudsen number and their proﬁles as a
function of the rarefaction parameter of the mixture were given. The velocity proﬁles of species
of the mixture Helium-Argon were given for the three regimes of the gas ﬂow.
Key-words: rareﬁed gas, mixtures, slip coefﬁcients, mass ﬂow and heat ﬂux
x
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´
ITULO 1
Introduc¸
˜
ao
O estudo dos fen
ˆ
omenos de transporte no escoamento de gases rarefeitos atrav
´
es de
capilares
´
e muito importante para o desenvolvimento tecnol
´
ogico de equipamentos de v
´
acuo,
ind
´
ustria aeron
´
autica, microengenharia, etc. Em escoamentos de gases rarefeitos costuma-se
caracterizar o regime de escoamento pelo chamado n
´
umero de Knudsen Kn, deﬁnido como a
raz
˜
ao entre o livre caminho m
´
edio molecular e um comprimento caracter
´
ıstico do escoamento,
em tr
ˆ
es tipos: (i) regime de mol
´
eculas livres (Kn → ∞) no qual o livre caminho m
´
edio molec-
ular
´
e muito maior que o comprimento caracter
´
ıstico do escoamento; (ii) regime hidrodin
ˆ
amico
(Kn → 0) no qual o livre caminho m
´
edio molecular
´
e muito pequeno comparado ao compri-
mento caracter
´
ıstico do escoamento e (iii) regime de transic¸
˜
ao, no qual o livre caminho m
´
edio
molecular e o comprimento caracter
´
ıstico do escoamento possuem a mesma ordem de grandeza.
A Mec
ˆ
anica dos Meios Cont
´
ınuos
´
e v
´
alida somente no regime hidrodin
ˆ
amico. Para
abranger todo o intervalo de n
´
umero de Knudsen
´
e necess
´
ario aplicar a Din
ˆ
amica dos Gases
Rarefeitos, um campo cient
´
ıﬁco que tem se desenvolvido muito e cujos m
´
etodos se baseiam ou
na soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Boltzmann [1] ou na simulac¸
˜
ao direta de Monte Carlo [2]. Como
´
e
conhecido, a equac¸
˜
ao de Boltzmann
´
e uma equac¸
˜
ao integro-diferencial n
˜
ao linear muito com-
plexa para ser resolvida e ainda hoje, com o grande avanc¸o computacional,
´
e muito dif
´
ıcil
encontrar uma soluc¸
˜
ao num
´
erica para essa equac¸
˜
ao. Existem alguns trabalhos na literatura,
como por exemplo [3, 4], nos quais a equac¸
˜
ao de Boltzmann
´
e linearizada e resolvida numeri-
camente com o operador de colis
˜
oes exato mas esses trabalhos se restringem somente ao uso
do potencial de interac¸
˜
ao intermolecular de esferas-r
´
ıgidas. O m
´
etodo de simulac¸
˜
ao direta de
Monte Carlo [2]
´
e um m
´
etodo estat
´
ıstico aplicado em escoamentos com n
´
umero de Mach
1
grande, como por exemplo, escoamento ao redor de uma esfera [5], escoamentos relacionados a
aerotermodin
ˆ
amica [6], escoamento de g
´
as atrav
´
es de um orif
´
ıcio [7], etc.
´
E um m
´
etodo muito
conhecido nos campos de engenharia mas requer um esforc¸o computacional muito grande.
Atualmente, existem muitos artigos na literatura referentes ao escoamento interno de
gases rarefeitos e uma extensa lista de artigos publicados at
´
e 1998 com a respectiva an
´
alise
cr
´
ıtica dos mesmos pode ser encontrada no review [8]. De 1998 em diante podemos citar
[9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].
Em situac¸
˜
oes pr
´
aticas lidamos mais frequentemente com escoamentos de misturas de
gases rarefeitos e existem poucos artigos na literatura (comparados com o n
´
umero de artigos
existentes para escoamento de um
´
unico g
´
as) sobre esse assunto, principalmente no regime
1
Os n
´
umeros de Mach M a, Knudsen Kn e Reinolds Re est
˜
ao relacionados pela express
˜
ao Re =
(πγ/2)
1/2
Ma/Kn, onde γ
´
e a raz
˜
ao entre os calores espec
´
ıﬁcos a press
˜
ao e volume constantes
1




[image: alt]de transic¸
˜
ao. As Refs. [18, 19, 20, 21] apresentam alguns dados experimentais referentes ao
escoamento de uma mistura de gases rarefeitos atrav
´
es de um tubo. A Ref. [22] se restringe a
pequenos n
´
umeros de Knudsen, ou seja, ao regime hidrodin
ˆ
amico. As Refs. [23, 24, 25, 26]
apresentam resultados num
´
ericos para escoamentos de misturas de gases rarefeitos atrav
´
es de
tubos e canais para todo o intervalo de n
´
umero de Knudsen obtidos via m
´
etodo variacional.
O escoamento de Couette para misturas gasosas
´
e tratado nas Refs. [3, 27], o escoamento
bidimensional de misturas atrav
´
es de uma fenda
´
e tratado na Ref. [28]. Estudos mais recentes
relacionados ao escoamento de misturas de gases rarefeitos podem ser encontrados nas Refs.
[29, 30, 31, 32, 33].
Acredita-se que o pequeno n
´
umero de publicac¸
˜
oes referentes ao estudo de misturas de
gases rarefeitos ocorra devido ao fato de que a resoluc¸
˜
ao de problemas associados ao escoa-
mento de misturas de gases rarefeitos s
˜
ao mais complicados devido ao aparecimento de v
´
arios
fen
ˆ
omenos tais como difus
˜
ao, termo-difus
˜
ao, barodifus
˜
ao, etc.
O presente trabalho tem por objetivo determinar numericamente os ﬂuxos de massa,
calor e difus
˜
ao no escoamento de uma mistura bin
´
aria de gases rarefeitos atrav
´
es de um longo
tubo sujeita a gradientes de press
˜
ao, temperatura e concentrac¸
˜
ao considerando-se todo o inter-
valo de n
´
umero de Knudsen. De acordo com uma an
´
alise termodin
ˆ
amica do problema (apre-
sentada no Cap
´
ıtulo 4), esses ﬂuxos s
˜
ao completamente determinados atrav
´
es dos coeﬁcientes
cin
´
eticos, os quais satisfazem as relac¸
˜
oes de reciprocidade de Onsager-Casimir [34, 35, 36, 37,
38] e servem como um importante crit
´
erio da precis
˜
ao dos c
´
alculos num
´
ericos. A determinac¸
˜
ao
desses coeﬁcientes
´
e realizada atrav
´
es da soluc¸
˜
ao num
´
erica do modelo proposto por McCor-
mack [39] para a equac¸
˜
ao de Boltzmann (equac¸
˜
ao cin
´
etica de McCormack).
No regime de mol
´
eculas livres a interac¸
˜
ao intermolecular pode ser desprezada e, con-
sequentemente, a equac¸
˜
ao cin
´
etica pode ser resolvida analiticamente.
No regime de transic¸
˜
ao n
˜
ao podemos desprezar a interac¸
˜
ao intermolecular e, como
consequ
ˆ
encia, obter uma soluc¸
˜
ao anal
´
ıtica para a equac¸
˜
ao cin
´
etica n
˜
ao
´
e t
˜
ao simples como
no regime de mol
´
eculas livres. Nesse regime a equac¸
˜
ao cin
´
etica
´
e resolvida numericamente
atrav
´
es do m
´
etodo de velocidades discretas [40] assumindo-se reﬂex
˜
ao difusa das part
´
ıculas na
superf
´
ıcie s
´
olida.
No regime hidrodin
ˆ
amico tamb
´
em podemos resolvernumericamente a equac¸
˜
ao cin
´
etica
do mesmo modo que no regime de transic¸
˜
ao, mas
`
a medida que a rarefac¸
˜
ao da mistura gasosa au-
menta, ou seja,
`
a medida que o n
´
umero de Knudsen diminui, o esforc¸o computacional necess
´
ario
tende a aumentar. Nesse regime,
´
e mais vantajoso trabalhar com as equac¸
˜
oes da Mec
ˆ
anica dos
Meios Cont
´
ınuos. Por
´
em, quando isso
´
e feito costuma-se resolver a equac¸
˜
ao de Navier-Stokes
assumindo que a velocidade do g
´
as na superf
´
ıcie s
´
olida que o delimita
´
e nula e, a equac¸
˜
ao de
Fourier assumindo a continuidade da temperatura na interface g
´
as-s
´
olido. Isso
´
e v
´
alido somente
quando a rarefac¸
˜
ao do g
´
as pode ser desprezada, o que ocorre para Kn < 0.01. Se assumirmos
essas condic¸
˜
oes no intervalo 0.01 ≤ Kn ≤ 0.1 existem certos fen
ˆ
omenos, como por exemplo
o creep t
´
ermico
2
[12, 41, 42, 43], que n
˜
ao ser
˜
ao descritos de forma correta. Nesse intervalo de
n
´
umero de Knudsen devemos resolver a equac¸
˜
ao de Navier-Stokes com a condic¸
˜
ao de contorno
de deslizamento da velocidade do g
´
as na superf
´
ıcie s
´
olida que o delimita e a equac¸
˜
ao de Fourier
com a condic¸
˜
ao de contorno de salto de temperatura na interface g
´
as-s
´
olido.
2
Movimento do g
´
as nas proximidades da parede que ocorre devido a um gradiente longitudinal de temperatura.
O g
´
as se movimenta na direc¸
˜
ao oposta ao gradiente de temperatura, ou seja, das regi
˜
oes com menor temperatura
para as regi
˜
oes com maior temperatura.
2




[image: alt]Neste trabalho, no regime hidrodin
ˆ
amico os coeﬁcientes cin
´
eticos relacionados aos
fen
ˆ
omenos de creep t
´
ermico, barodifus
˜
ao, ﬂuxo de Poiseuille, efeito mecanocal
´
orico, termo-
difus
˜
ao, efeito Dufour, ﬂuxo de massa devido ao gradiente de concentrac¸
˜
ao e ﬂuxo ordin
´
ario
de difus
˜
ao s
˜
ao determinados atrav
´
es do uso combinado da lei de Fick e da equac¸
˜
ao de Navier-
Stokes com a condic¸
˜
ao de contorno de deslizamento da velocidade da mistura na superf
´
ıcie
s
´
olida e das relac¸
˜
oes de reciprocidade de Onsager-Casimir. O coeﬁciente cin
´
etico relacionado
ao ﬂuxo ordin
´
ario de calor
´
e obtido via lei de Fourier.
Como ser
´
a visto no Cap
´
ıtulo 2, a condic¸
˜
ao de contorno de deslizamento da velocidade
da mistura
´
e expressa em func¸
˜
ao dos chamados coeﬁcientes de deslizamento viscoso, t
´
ermico e
difuso e
´
e necess
´
ario conhecer os valoresdesses coeﬁcientes a ﬁm de determinar completamente
os coeﬁcientes cin
´
eticos no regime hidrodin
ˆ
amico.
Atualmente existe grande interesse por parte de cientistas e engenheiros no estudo e
determinac¸
˜
ao dos coeﬁcientes de deslizamento principalmente devido ao surgimento de uma
revolucion
´
aria
´
area de tecnologia: o desenvolvimento e fabricac¸
˜
ao das MEMS (Micro-Electro-
Mechanical Systems). O estudo do fen
ˆ
omeno de deslizamento comec¸ou a ser estudado h
´
a
muitos anos atr
´
as por Maxwell [44, 45]. De acordo com as Refs. [44, 46] as primeiras esti-
mativas para os coeﬁcientes de deslizamento viscoso e t
´
ermico de um
´
unico g
´
as foram feitas
assumindo-se que a func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao n
˜
ao varia na camada de Knudsen
3
e que as part
´
ıculas
sofrem reﬂex
˜
ao difusa-especular na superf
´
ıcie. Os resultados obtidos por Maxwell tiveram
grande import
ˆ
ancia cient
´
ıﬁca naquela
´
epoca pois possibilitaram uma melhor compreens
˜
ao do
fen
ˆ
omeno de deslizamento de um g
´
as. Hoje sabemos que as part
´
ıculas gasosas incidentes inter-
agem com as reﬂetidas e, consequentemente, a func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao das part
´
ıculas incidentes
varia signiﬁcativamente na camada de Knudsen e essa variac¸
˜
ao deve ser considerada via soluc¸
˜
ao
da equac¸
˜
ao de Boltzmann.
Para o caso de g
´
as
´
unico existem muitos trabalhos na literatura, tanto te
´
oricos como
experimentais, referentes ao estudo do fen
ˆ
omeno de deslizamento. Como exemplos mais atuais
podemos citar as Refs. [47, 48, 49, 50, 51]. Tamb
´
em existem muitos trabalhos referentes
`
a
aplicac¸
˜
ao dos coeﬁcientes de deslizamento em
´
areas espec
´
ıﬁcas tais como aerotermodin
ˆ
amica
de ve
´
ıculos espaciais [52], modelagem num
´
erica de microﬂuidicos [53, 54, 55], desenvolvi-
mento de equipamentos de v
´
acuo [56, 57, 58], etc. Uma an
´
alise cr
´
ıtica dos principais resultados
te
´
oricos para os coeﬁcientes de deslizamento para g
´
as
´
unico publicados at
´
e o anos de 1998 e
2000 pode ser encontrada, respectivamente, nas Refs. [8, 59].
Novamente, para o caso de misturas gasosas existem poucos artigos na literatura (com-
parados com o n
´
umero de artigos existentes para g
´
as
´
unico) referentes ao fen
ˆ
omeno de desliza-
mento. Algumas refer
ˆ
encias com a respectiva an
´
alise s
˜
ao apresentadas no Cap
´
ıtulo 2. Entre os
artigos mais recentes podemos citar [60, 61, 62, 63, 64, 65, 66].
No presente trabalho tamb
´
em desenvolvemos um programa num
´
erico para c
´
alculo
dos coeﬁcientes de deslizamento para misturas de gases monoat
ˆ
omicos. Como ser
´
a visto no
Cap
´
ıtulo 5, o c
´
alculo dos coeﬁcientes de deslizamento se baseia na soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao cin
´
etica
de McCormack [39] na camada de Knudsen via m
´
etodo de velocidades discretas [40]. Uma
an
´
alise da sensibilidade dos coeﬁcientes de deslizamento
`
a composic¸
˜
ao qu
´
ımica da mistura
e ao potencial de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas gasosas
´
e realizada. Para realizar essa an
´
alise
utilizamos as misturas Ne
ˆ
onio-Arg
ˆ
onio, H
´
elio-Arg
ˆ
onio e H
´
elio-Xen
ˆ
onio, o modelo de esferas-
3
A camada de Knudsen
´
e uma camada adjacente
`
a superf
´
ıcie s
´
olida e com espessura da ordem do livre caminho
m
´
edio molecular
3




r
´
ıgidas e tamb
´
em um potencial real
´
ıstico [67] de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas.
A n
˜
ao linearidade da velocidade hidrodin
ˆ
amica de cada mistura na camada de Knudsen
´
e mostrada graﬁcamente no Cap
´
ıtulo 7 juntamente com os demais resultados obtidos para os
coeﬁcientes de deslizamento.
Os resultados obtidos para os coeﬁcientes cin
´
eticos s
˜
ao tabelados para um amplo in-
tervalo de n
´
umero de Knudsen e o perﬁl de cada coeﬁciente em func¸
˜
ao da rarefac¸
˜
ao da mistura
´
e mostrado graﬁcamente. O perﬁl da velocidade de cada esp
´
ecie constituinte da mistura H
´
elio-
Arg
ˆ
onio
´
e mostrado e analisado.
4




[image: alt]CAP
´
ITULO 2
Conceitos b
´
asicos da Din
ˆ
amica dos Gases
Rarefeitos
Este cap
´
ıtulo tem por objetivo apresentar alguns dos conceitos fundamentais da Din
ˆ
amica
dos Gases Rarefeitos utilizados no presente trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrados
nas Refs. [8, 68, 69, 70, 71, 72].
2.1 N
´
umero de Knudsen e par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao
O principal par
ˆ
ametro utilizado na Din
ˆ
amica dos Gases Rarefeitos
´
e o n
´
umero de
Knudsen, Kn, deﬁnido como a raz
˜
ao entre o livre caminho m
´
edio molecular, λ, e um com-
primento caracter
´
ıstico, a, do escoamento, ou seja,
Kn =
λ
a
. (2.1)
Costuma-se utilizar com maior frequ
ˆ
encia o chamado par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao do g
´
as,
δ, que
´
e inversamente proporcinal ao n
´
umero de Knudsen e, de acordo com a Ref. [8],
´
e deﬁnido
como
δ =
√
π
2
1
Kn
. (2.2)
O par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao δ (ou o n
´
umero de Knudsen Kn) caracteriza a rarefac¸
˜
ao
do g
´
as e de acordo com o valor que esse par
ˆ
ametro assume o regime de escoamento do ﬂuxo
gasoso pode ser dividido em tr
ˆ
es tipos:
(i) regime de mol
´
eculas livres (δ → 0 ou Kn → ∞): nesse regime o livre caminho m
´
edio
molecular
´
e muito maior que o comprimento caracter
´
ıstico do escoamento e, portanto, as
colis
˜
oes entre as part
´
ıculas gasosas ocorrem com muito menos frequ
ˆ
encia que as colis
˜
oes
das part
´
ıculas com a superf
´
ıcie s
´
olida que delimita o ﬂuxo gasoso. Assim, a interac¸
˜
ao en-
tre as part
´
ıculas pode ser desprezada, ou seja, nesse regime considera-se que as part
´
ıculas
se movimentam independentemente entre si.
(ii) regime hidrodin
ˆ
amico (δ → ∞ ou Kn → 0): nesse regime o livre caminho m
´
edio
´
e
muito menor que o comprimento caracter
´
ıstico do escoamento e, consequentemente,
o meio gasoso pode ser considerado como um meio cont
´
ınuo no qual as equac¸
˜
oes da
hidrodin
ˆ
amica podem ser aplicadas.
5




[image: alt](iii) regime de transic¸
˜
ao: quando o comprimento caracter
´
ıstico do escoamento
´
e da mesma or-
dem de grandeza do livre caminho m
´
edio molecular, o regime
´
e chamado de regime de
transic¸
˜
ao. Nesse regime n
˜
ao podemos desprezar a interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas como no
regime de mol
´
eculas livres e tamb
´
em n
˜
ao podemos considerar o meio como um cont
´
ınuo
como no regime hidrodin
ˆ
amico. Nesse regime a equac¸
˜
ao de Boltzmann deve ser re-
solvida e, por esse motivo, esse
´
e o regime que apresenta maior diﬁculdade no estudo dos
fen
ˆ
omenos que ocorrem em ﬂuxos gasosos.
Muitos autores, como por exemplo Bird na Ref. [2], deﬁnem outro regime de escoa-
mento intermedi
´
ario aos regimes hidrodin
ˆ
amico e de transic¸
˜
ao: o regime de deslizamento. Esse
´
e o regime de escoamento onde o efeito de deslizamento do g
´
as na superf
´
ıcie s
´
olida que o
delimita (apresentado na sec¸
˜
ao 4 deste cap
´
ıtulo)
´
e de fundamental import
ˆ
ancia no estudo dos
fen
ˆ
omenos relacionados ao escoamento. Por
´
em, para deﬁnir esse regime de escoamento, ou
seja, para indicar o intervalo de n
´
umero de Knudsen que abrange este regime,
´
e necess
´
ario es-
tabelecer uma precis
˜
ao para as quantidades a serem calculadas. Assumimos uma precis
˜
ao de
1% para os ﬂuxos a serem calculados e o intervalo de n
´
umero de Knudsen no qual o efeito de
deslizamento deve ser considerado ao resolver a equac¸
˜
ao de Navier-Stokes
´
e 0.01 ≤ Kn ≤ 0.1.
Para saber qual o valor do n
´
umero de Knudsen ou do par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao para
um dado sistema gasoso precisamos saber o valor do livre caminho m
´
edio, o qual depende do
tamanho e da velocidade das part
´
ıculas ou das mol
´
eculas gasosas consideradas. Como essas
quantidades s
˜
ao imensur
´
aveis, os conceitos da teoria cin
´
etica dos gases [68] s
˜
ao utilizados para
expressar o livre caminho m
´
edio da seguinte forma:
λ =
√
π
2
µ
P

2kT
m

1/2
, (2.3)
onde m denota a massa das part
´
ıculas (ou mol
´
eculas) gasosas, P e T denotam a press
˜
ao e
temperatura do sistema gasoso, k
´
e a constante de Boltzmann e µ a viscosidade do g
´
as consid-
erado. Assim, o uso da equac¸
˜
ao (2.3) permite determinar o livre caminho m
´
edio em func¸
˜
ao de
quantidades mensur
´
aveis.
Substituindo a Eq. (2.3) em (2.2) obtemos a seguinte express
˜
ao para o par
ˆ
ametro de
rarefac¸
˜
ao
δ =
P
µ

m
2kT

1/2
a. (2.4)
A Eq. (2.4) tamb
´
em
´
e v
´
alida para misturas gasosas j
´
a que a press
˜
ao P e a viscosidade
µ da mistura s
˜
ao quantidades mensur
´
aveis e a massa m pode ser assumida como a massa m
´
edia
da mistura, ou seja,
m =
n
1
m
1
+ n
2
m
2
n
1
+ n
2
, (2.5)
onde m
α
(α = 1, 2) denota a massa at
ˆ
omica ou molecular da esp
´
ecie α e n
α
denota a densidade
num
´
erica das part
´
ıculas tipo α.
2.2 Func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao e equac¸
˜
ao de Boltzmann
Na teoria cin
´
etica dos gases, um g
´
as monoat
ˆ
omico
´
e descrito em termos de uma func¸
˜
ao
de distribuic¸
˜
ao f(t, r, v) que cont
´
em informac¸
˜
ao sobre a distribuic¸
˜
ao espacial e de veloci-
dades das part
´
ıculas gasosas num determinado instante de tempo. Assim, todas as propriedades
6




[image: alt]macrosc
´
opicas (press
˜
ao, temperatura, densidade, etc) do g
´
as s
˜
ao determinadas atrav
´
es da func¸
˜
ao
de distribuic¸
˜
ao f (t, r, v). As express
˜
oes para todas as macrocaracter
´
ısticas de um g
´
as podem
ser encontradas nas Refs. [8, 68]. Para o caso de uma mistura de N gases monoat
ˆ
omicos, a
cada esp
´
ecie gasosa est
´
a associada uma func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao f
α
(t, r, v) (α = 1, .., N) e as
propriedades macrosc
´
opicas da mistura s
˜
ao expressas da seguinte forma:
(i) Densidade num
´
erica
n(t, r

) =
N

α=1
n
α
(t, r

), (2.6)
onde
n
α
(t, r

) =

f
α
(t, r

, v
α
) dv
α
(2.7)
´
e a densidade num
´
erica do α-
´
esimo constituinte da mistura.
(ii) Velocidade hidrodin
ˆ
amica
u

(t, r

) =
1

N

α=1

α
u

α
(t, r

), (2.8)
onde
 =
N

α=1

α
, 
α
= n
α
m
α
, (2.9)
´
e a densidade de massa da mistura (
α
denota a densidade de massa do constituinte α da
mistura) e
u

α
(t, r

) =
1
n
α

v
α
f
α
(t, r

, v
α
) dv
α
, (2.10)
´
e a velocidade hidrodin
ˆ
amica do α-
´
esimo constituinte da mistura.
(iii) Tensor tens
˜
ao
Π
ij
(t, r

) =
N

α=1
Π
αij
(t, r

), (2.11)
onde
Π
αij
(t, r

) = m
α

V
αi
V
αj
f
α
(t, r

, v
α
) dv
α
, (2.12)
´
e o tensor tens
˜
ao do α-
´
esimo constituinte da mistura e
V
α
= v
α
− u

(2.13)
´
e a velocidade peculiar do constituinte α, sendo que V
αi
e V
αj
denotam, respectivamente,
as componentes da velocidade peculiar do constituinte α nas direc¸
˜
oes i e j.
(iv) Vetor ﬂuxo de calor
q

(t, r

) =
N

α=1
q

α
(t, r

), (2.14)
7




[image: alt]onde
q

α
(t, r

) =
m
α
2

V
2
α
V
α
f
α
(t, r

, v
α
) dv
α
, (2.15)
´
e o vetor ﬂuxo de calor do α-
´
esimo constituinte da mistura.
(v) Press
˜
ao
P (t, r

) =
N

α=1
P
α
(t, r

), (2.16)
onde
P
α
(t, r

) =
m
α
3

V
2
α
f
α
(t, r

, v
α
) dv
α
, (2.17)
denota a press
˜
ao de cada constituinte da mistura.
(vi) Temperatura
T (t, r

) =
N

α=1
T
α
(t, r

), (2.18)
onde
T
α
(t, r

) =
m
α
3nk

V
2
α
f
α
(t, r

, v
α
) dv
α
, (2.19)
denota a temperatura dos constituintes da mistura.
A func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao de um g
´
as satisfaz
`
a equac¸
˜
ao de Boltzmann [1, 68, 69, 70, 71,
72], uma equac¸
˜
ao integro-diferencial n
˜
ao linear, estabelecida por Ludwig Boltzmann em 1872,
que
´
e a base da teoria cin
´
etica dos gases.
Para uma mistura de N gases cada func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao f
α
(t, r

, v) (α = 1, ..., N)
satisfaz um equac¸
˜
ao de Boltzmann, ou seja, temos um sistema de N equac¸
˜
oes de Boltzmann
que, na aus
ˆ
encia de forc¸as externas, pode ser escrito do seguinte modo
∂f
α
∂t
+ v
α
·
∂f
α
∂r
=
N

β=1
Q(f
α
f
β
), α = 1, ..., N, (2.20)
onde
Q(f
α
f
β
) =
  
w(v
α
, v
β
; v

α
, v

β
)(f

α
f

β
− f
α
f
β
)dv

α
dv

β
dv
β
(2.21)
´
e chamado de integral das colis
˜
oes moleculares. Na presente notac¸
˜
ao, (v

α
, v

β
) denota as ve-
locidades pr
´
e-colisionais e (v
α
, v
β
) as velocidades p
´
os-colisionais de duas part
´
ıculas de mesma
esp
´
ecie (α = β) ou esp
´
ecies diferentes (α = β). A quantidade w(v
α
, v
β
; v

α
, v

β
)
´
e a densidade
de probabilidade de duas part
´
ıculas com velocidades pr
´
e-colisionais v

α
e v

β
terem velocidades
p
´
os-colisionais v
α
e v
β
ap
´
os uma colis
˜
ao bin
´
aria entre duas part
´
ıculas. Essa densidade de prob-
abilidade depende do potencial de interac¸
˜
ao intermolecular e deve satisfazer duas condic¸
˜
oes:
(i) Condic¸
˜
ao de normalizac¸
˜
ao
 
w(v
α
, v
β
; v

α
, v

β
)dv
α
dv
β
= 1; (2.22)
8




[image: alt](ii) Condic¸
˜
ao de reversibilidade no processo de colis
˜
ao, i.e.
w(v
α
, v
β
; v

α
, v

β
) = w(−v

α
, −v

β
; −v
α
, −v
β
). (2.23)
A integral das colis
˜
oes moleculares satisfaz as seguintes condic¸
˜
oes:
(i) Condic¸
˜
ao associada
`
as leis de conservac¸
˜
ao de massa, momento e energia nas colis
˜
oes entre
as part
´
ıculas
N

β=1

ψ
α
(v
α
)Q(f
α
f
β
)dv
α
= 0, (2.24)
onde ψ
α
(v
α
)
´
e um invariante de colis
˜
ao que pode assumir os valores
ψ
α
= m
α
, ψ
α
= m
α
v
α
, ψ
α
=
1
2
m
α
v
2
α
. (2.25)
(ii) Teorema H de Botzmann

α,β

ln f
α
Q(f
α
f
β
)dv
α
≤ 0. (2.26)
A condic¸
˜
ao dada em (2.26) deve ser satisfeita pela integral de colis
˜
oes para garantir a
validade da segunda lei da termodin
ˆ
amica.
A grande diﬁculdade para resolver a equac¸
˜
ao de Boltzmann est
´
a na presenc¸a da integral
de colis
˜
oes Q(f
α
f
β
). Existem v
´
arios m
´
etodos anal
´
ıticos para resolver a equac¸
˜
ao de Boltzmann,
como por exemplo, m
´
etodo dos momentos de Grad [1, 2, 69, 72] e m
´
etodo de Chapman-Enskog
[1, 2, 69, 70]. Por
´
em, esses m
´
etodos fornecem resultados aproximados que s
˜
ao v
´
alidos somente
num determinado intervalo do n
´
umero de Knudsen (regime hidrodin
ˆ
amico). Segundo a Ref.
[73], mesmo no regime hidrodin
ˆ
amico existem alguns fen
ˆ
omenos que n
˜
ao s
˜
ao descritos de
forma correta com o uso do m
´
etodo anal
´
ıtico de Chapman-Enskog.
Para considerar todo o intervalo do n
´
umero de Knudsen surgiu a id
´
eia de simpliﬁcar a
integral de colis
˜
oes utilizando um modelo matem
´
atico para essa integral. A escolha desse mod-
elo matem
´
atico, tamb
´
em chamado de modelo cin
´
etico, deve ser feita observando-se que: (i) as
as propriedades fundamentais (2.24) e (2.26) da integral de colis
˜
oes original devem ser manti-
das; (ii) a equac¸
˜
ao simpliﬁcada deve fornecer corretamente todos os coeﬁcientes de transporte
(viscosidade, condutividade t
´
ermico, etc); (iii) no estado de equil
´
ıbrio a integral de colis
˜
oes
deve ser nula.
Ao substituir a integral de colis
˜
oes por um modelo cin
´
etico a equac¸
˜
ao de Boltzmann
passa a ser chamada de equac¸
˜
ao modelo ou equac¸
˜
ao cin
´
etica.
Os modelos mais conhecidos para g
´
as
´
unico s
˜
ao o modelo de BGK (Bhatnagar, Gross
e Krook) [74] e o modelo de Shakhov [75]. Entre os modelos propostos para misturas gasosas
[76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83] o modelo proposto por McCormack [39]
´
e o mais adequado pois
mant
´
em as propriedades da integral de colis
˜
oes original e fornece corretamente todos os coeﬁ-
cientes de transporte (viscosidade, condutividade t
´
ermica, difus
˜
ao e termo-difus
˜
ao). Detalhes
sobre esse modelo podem ser encontrados no Ap
ˆ
endice A.
Atualmente, com o avanc¸o computacional,
´
e poss
´
ıvel resolver a equac¸
˜
ao de Boltzmann
com a integral de colis
˜
oes exata, mas essa ainda
´
e uma tarefa dif
´
ıcil e que exige um grande
9




[image: alt]esforc¸o computacional. Os trabalhos existentes na literatura, como por exemplo [3, 65, 84, 85],
nos quais a equac¸
˜
ao de Boltzmann
´
e resolvida com a integral de colis
˜
oes original se restringem
somente a utilizac¸
˜
ao do modelo mais simples de interac¸
˜
ao intermolecular, o modelo de esferas-
r
´
ıgidas, e como
´
e conhecido existem situac¸
˜
oes nas quais este modelo de potencial fornece re-
sultados sem sentido f
´
ısico.
Portanto, os modelos cin
´
eticos ainda hoje continuam sendo muito utilizados em c
´
alculos
pr
´
aticos que envolvem a soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Boltzmann justamente por exigirem menos
esforc¸o computacional e ao mesmo tempo fornecerem resultados em boa concord
ˆ
ancia com os
obtidos experimentalmente e via soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao exata de Boltzmann.
2.3 Interac¸
˜
ao g
´
as-superf
´
ıcie
O estudo da interac¸
˜
ao g
´
as-superf
´
ıcie
´
e de grande import
ˆ
ancia na Din
ˆ
amica dos Gases
Rarefeitos pois permite especiﬁcarmos as condic¸
˜
oes de contorno das mol
´
eculas reﬂetidas na
superf
´
ıcie s
´
olida.
De acordo com a Ref. [1], na superf
´
ıcie s
´
olida que delimita o g
´
as precisamos estab-
elecer uma relac¸
˜
ao entre as func¸
˜
oes de distribuic¸
˜
ao das part
´
ıculas que incidem na parede f
−
e
das part
´
ıculas que deixam a parede f
+
. Para uma mistura de N gases essa relac¸
˜
ao
´
e escrita do
seguinte modo:
|v
αn
|f
+
α
(r, v) =

v

αn
<0
|v

αn
|R(r, v

α
→ v
α
)f
−
α
(r, v

) dv

α
, v
αn
≥ 0, (2.27)
onde α = 1, ..., N, v

α
e v
α
s
˜
ao, respectivamente, as velocidades de incid
ˆ
encia e reﬂex
˜
ao na
parede do α-
´
esimo constituinte da mistura e v
αn
= v
α
·n
´
e a componente normal da velocidade
do α-
´
esimo constituinte da mistura.
R(r, v

α
→ v
α
) denota o n
´
ucleo de espalhamento do constituinte α. O n
´
ucleo de
espalhamento
´
e a densidade de probabilidade de que uma part
´
ıcula que chega
`
a parede com
velocidade entre v

α
e v

α
+ dv

α
num ponto r e tempo t deixe a parede praticamente no mesmo
ponto com velocidade entre v e v + dv ap
´
os um intervalo de tempo ∆t. Assim, o n
´
ucleo
de espalhamento expressa o tipo de interac¸
˜
ao que ocorre entre o g
´
as e a superf
´
ıcie s
´
olida que
o delimita e depende da esp
´
ecie gasosa em estudo, da composic¸
˜
ao qu
´
ımica e temperatura da
superf
´
ıcie, da estrutura mec
ˆ
anica da superf
´
ıcie, etc.
´
E uma quantidade sempre positiva que
satisfaz a condic¸
˜
ao de normalizac¸
˜
ao

v
αn
>0
R(r, v

α
→ v
α
) dv
α
= 1, (2.28)
e a relac¸
˜
ao de reciprocidade
|v

αn
|exp

−
m
α
v
2
α
2kT
w

R(r, v

α
→ v
α
) = |v
αn
|exp

−
m
α
v
2
α
2kT
w

R(r, −v
α
→ −v

α
), (2.29)
onde T
w
´
e a temperatura da parede e m
α
´
e massa do α-
´
esimo constituinte da mistura. A prova
da relac¸
˜
ao de reciprocidade (2.29)
´
e apresentada por Cercignani na Ref. [1].
A interac¸
˜
ao g
´
as-superf
´
ıcie mais conhecida e muito utilizada em c
´
alculos pr
´
aticos
´
e a
reﬂex
˜
ao difusa e, neste caso, o n
´
ucleo de espalhamento do α-
´
esimo constituinte da mistura
´
e
10




[image: alt]escrito do seguinte modo
R(r, v
α
→ v

α
) =
m
2
α
v
αn
2π(kT
w
)
2
exp

−
m
α
v
2
α
2kT
w

. (2.30)
Fisicamente esse n
´
ucleo expressa que todas as part
´
ıculas s
˜
ao reﬂetidas com uma func¸
˜
ao
de distribuic¸
˜
ao Maxwelliana que independe da func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao das part
´
ıculas incidentes,
ou seja, a part
´
ıcula reﬂetida perde toda a informac¸
˜
ao sobre seu estado anterior
`
a colis
˜
ao com a
parede.
A interac¸
˜
ao g
´
as-superf
´
ıcie tamb
´
em pode ser descrita atrav
´
es do chamado coeﬁciente
de acomodac¸
˜
ao a(ϕ) deﬁnido na Ref. [69]. Para um mistura de N gases rarefeitos, cada esp
´
ecie
gasosa possui um coeﬁciente de acomodac¸
˜
ao deﬁnido da seguinte forma:
a
α
(ϕ) =

v

αn
<0
ϕ(v

α
)|v

αn
|f
α
(v

α
) dv

α
−

v
αn
>0
ϕ(v
α
)|v
αn
|f
α
(v
α
) dv
α

v

αn
<0
ϕ(v

α
)|v

αn
|f
α
(v

α
) dv

α
−

v
αn
>0
ϕ(v
α
)|v
αn
|f
α
d
(v
α
) dv
, (2.31)
onde f
α
(v

α
)
´
e a func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao das part
´
ıculas incidentes, f
α
(v
α
)
´
e a func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao
das part
´
ıculas reﬂetidas, ϕ(v
α
)
´
e uma dada func¸
˜
ao da velocidade da part
´
ıcula e f
α
d
(v
α
)
´
e a
func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao das part
´
ıculas reﬂetidas difusamente.
No caso de reﬂex
˜
ao difusa, ao substituirmos as Eqs. (2.27) e (2.30) na Eq. (2.31)
obtemos que a
α
(ϕ) = 1 para qualquer func¸
˜
ao ϕ(v
α
). Por isso, a reﬂex
˜
ao difusa tamb
´
em
´
e
conhecida como espalhamento com acomodac¸
˜
ao perfeita.
Exitem outros n
´
ucleos de espalhamento bastante conhecidos e utilizados, como por
exemplo, o n
´
ucleo correspondendo
`
a interac¸
˜
ao difusa-especular introduzido por Maxwell [8] e
o n
´
ucleo introduzido por Cercignani e Lampis [86].
Existem situac¸
˜
oes nas quais os resultados te
´
oricos obtidos atrav
´
es da considerac¸
˜
ao de
interac¸
˜
ao difusa n
˜
ao concordam com os resultados experimentais. Essa discord
ˆ
ancia costuma
ocorrer quando lidamos com gases leves como H
´
elio e Ne
ˆ
onio. Nesse caso, para eliminar
essa discrep
ˆ
ancia utiliza-se o n
´
ucleo de espalhamento difuso-especular proposto por Maxwell.
Por
´
em, tamb
´
em existem situac¸
˜
oes onde o uso do n
´
ucleo de Maxwell falha, veja por exemplo as
Refs. [87, 88], e tal falha se deve ao fato de que nesse n
´
ucleo os coeﬁcientes de acomodac¸
˜
ao
associados a cada func¸
˜
ao ϕ(v
α
) s
˜
ao todos iguais ao n
´
umero de part
´
ıculas reﬂetidas difusamente,
enquanto que na pr
´
atica as func¸
˜
oes ϕ(v
α
) (α = 1, ..., N) est
˜
ao associadas a coeﬁcientes de
acomodac¸
˜
ao diferentes entre si.
O n
´
ucleo de espalhamento proposto por Cercignani e Lampis [86] fornece resultados
mais coerentes com os experimentais pois s
˜
ao introduzidos dois coeﬁcientes de acomodac¸
˜
ao:
um coeﬁciente de acomodac¸
˜
ao de momento tangencial e outro coeﬁciente de acomodac¸
˜
ao para
a energia cin
´
etica. Apesar de fornecer resultados mais corretos do que os obtidos via n
´
ucleo de
Maxwell, esse modelo de n
´
ucleo
´
e pouco utilizado devido
`
a sua complexidade.
Na pr
´
atica costuma-se assumir com maior frequ
ˆ
encia a interac¸
˜
ao difusa e, por isso,
neste trabalho essa
´
e a interac¸
˜
ao assumida. Mesmo considerando misturas com gases leves n
˜
ao
utilizamos outro tipo de interac¸
˜
ao e, caso consider
´
assemos, o n
´
umero de par
ˆ
ametros necess
´
arios
nos c
´
alculos num
´
ericos aumentaria j
´
a que haveria necessidade de introduzir os coeﬁcientes de
acomodac¸
˜
ao de cada esp
´
ecie constituinte da mistura.
11




[image: alt]2.4 Deslizamento do g
´
as na superf
´
ıcie s
´
olida
De acordo com a sec¸
˜
ao 2.1, no regime hidrodin
ˆ
amico (Kn → 0 ou δ → ∞) podemos
evitar a resoluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao cin
´
etica, a qual exige um grande esforc¸o computacional, e utilizar
as equac¸
˜
oes da Mec
ˆ
anica dos Meios Cont
´
ınuos. Geralmente, quando isso
´
e feito costuma-se
resolver a equac¸
˜
ao de Navier-Stokes assumindo que a velocidade tangencial do g
´
as na superf
´
ıcie
s
´
olida que o delimita
´
e igual a zero. Isso
´
e v
´
alido somente quando o n
´
umero de Knudsen
´
e
pequeno o suﬁciente para que a rarefac¸
˜
ao do g
´
as possa ser desprezada. Por
´
em, existem situac¸
˜
oes
onde a rarefac¸
˜
ao do g
´
as n
˜
ao pode ser desprezada (MEMS e aerotermodin
ˆ
amica nas camadas
superiores, por exemplo) e, nesses casos, se assumirmos a velocidade tangencial
`
a parede nula
n
˜
ao descreveremos de forma correta algums fen
ˆ
omenos tais como o creep t
´
ermico devido ao
aparecimento do fen
ˆ
omeno de deslizamento do g
´
as na superf
´
ıcie s
´
olida.
O fen
ˆ
omeno de deslizamento
´
e bastante conhecido e comec¸ou a ser analisado por
Maxwell [44, 45]. A ocorr
ˆ
encia desse fen
ˆ
omeno est
´
a associada
`
a consider
´
avel inﬂu
ˆ
encia de
gradientes de velocidade normais
`
a superf
´
ıcie s
´
olida e gradientes de temperatura e concentrac¸
˜
ao
longitudinais
`
a superf
´
ıcie s
´
olida que delimita o ﬂuxo gasoso. O deslizamento devido ao gradi-
ente de velocidade
´
e conhecido como deslizamento viscoso e o devido ao gradiente de tem-
peratura
´
e conhecido como deslizamento t
´
ermico. O deslizamento devido ao gradiente de
concentrac¸
˜
ao
´
e chamado de deslizamento difuso e foi primeiramente discutido e analisado por
Kramers and Kistermaker na Ref. [89]. Para considerar o efeito de deslizamento, a equac¸
˜
ao de
Navier-Stokes deve ser resolvida utilizando a condic¸
˜
ao de contorno de deslizamento do g
´
as na
superf
´
ıcie s
´
olida que o delimita.
Essa condic¸
˜
ao de contorno
´
e escrita em func¸
˜
ao dos chamados coeﬁcientes de desliza-
mento da velocidade e, no caso de uma mistura de gases rarefeitos, pode ser escrita do seguinte
modo:
u

t


x

=0
= σ
P
µ
P

2kT
m

1/2
∂u

t
∂x

+ σ
C
µ

∂ ln C
∂τ

+ σ
T
µ

∂ ln T
∂τ

, τ

= y

, z

, (2.32)
onde u

t
denota a velocidade tangencial da mistura na superf
´
ıcie s
´
olida, x

´
e a coordenada normal
`
a superf
´
ıcie na direc¸
˜
ao parede → g
´
as, µ
´
e a viscosidade da mistura, C
´
e a concentrac¸
˜
ao molar
da mistura deﬁnida como
C =
n
1
n
1
+ n
2
, (2.33)
P
´
e press
˜
ao local da mistura, T
´
e a temperatura local da mistura, 
´
e a densidade de massa da
mistura,
m = Cm
1
+ (1 − C)m
2
(2.34)
´
e massa molecular m
´
edia da mistura e k
´
e a constante de Boltzmann. As quantidades adimen-
sionais σ
P
, σ
C
e σ
T
denotam, respectivamente, os coeﬁcientes de deslizamento viscoso, difuso e
t
´
ermico.
O signiﬁcado da condic¸
˜
ao de contorno de deslizamento da velocidade, dada na Eq.
(2.32),
´
e que a velocidade tangencial da mistura na superf
´
ıcie s
´
olida depende do perﬁl de veloci-
dade, da distribuic¸
˜
ao de temperatura e da densidade do n
´
umero de part
´
ıculas dos constituintes
da mistura (concentrac¸
˜
ao) nas proximidades da parede.
As primeiras estimativas para os coeﬁcientes de deslizamento viscoso σ
P
e t
´
ermico
σ
T
para um g
´
as
´
unico foram obtidas por Maxwell [44] em 1879. Ele considerou que uma
parte α das mol
´
eculas incidentes era reﬂetida difusamente enquanto que o restante, i.e. (1 −
12




[image: alt]α), era reﬂetida especularmente. Maxwell tamb
´
em assumiu que a func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao n
˜
ao
varia na camada de Knudsen
1
. Com essas hip
´
oteses ele obteve as seguintes estimativas para os
coeﬁcientes de deslizamento viscoso e t
´
ermico de um g
´
as
´
unico:
σ
P
=
√
π
2
2 − α
α
, σ
T
= 0.75. (2.35)
Naquela
´
epoca esses resultados tiveram grande import
ˆ
ancia cient
´
ıﬁca pois possibili-
taram uma melhor compreens
˜
ao do fen
ˆ
omeno de deslizamento viscoso e t
´
ermico. Por
´
em, as
mol
´
eculas incidentes interagem com as mol
´
eculas reﬂetidas e, consequentemente, a func¸
˜
ao de
distribuic¸
˜
ao das mol
´
eculas incidentes varia signiﬁcantemente na camada de Knudsen e essa
variac¸
˜
ao deve ser considerada via soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Boltzmann.
O fen
ˆ
omeno de deslizamento difuso foi primeiramente notado e analisado por Kramers
e Kistemaker na Ref. [89] e a primeira estimativa para esse coeﬁciente foi feita por Brock na
Ref. [90].
Nos
´
ultimos anos um grande avanc¸o referente ao c
´
alculo dos coeﬁcientes de desliza-
mento foi feito, mas mesmo assim ainda encontramos muitos trabalhos recentes, como por
exemplo [91, 92, 93], nos quais as estimativas dadas em (2.35) s
˜
ao utilizadas.
Nas Refs. [94, 95, 96, 97] o fen
ˆ
omeno de deslizamento de misturas
´
e estudado com
base no m
´
etodo dos momentos para a equac¸
˜
ao de Boltzmann. J
´
a nas Refs. [98, 99, 100] o
deslizamento de misturas
´
e estudado com base no m
´
etodo variacional para soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao
cin
´
etica. Nas Refs. [101, 102] o coeﬁciente de deslizamento difuso foi obtido via soluc¸
˜
ao
da equac¸
˜
ao cin
´
etica de Hamel [79]. Entretanto, o modelo de Hamel n
˜
ao fornece express
˜
oes
corretas para todos os coeﬁcientes de transporte e, consequentemente, nem todos os resultados
obtidos atrav
´
es desse modelo s
˜
ao conﬁ
´
aveis.
Nas Refs. [65, 85] os coeﬁcientes de deslizamento t
´
ermico e difuso para misturas
hipot
´
eticas de gases rarefeitos s
˜
ao determinados via soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Boltzmann com a
integral de colis
˜
oes original mas esses trabalhos se restringem ao uso do modelo de esferas-
r
´
ıgidas de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas e, de acordo com a Ref. [94] e com os resultados obtidos
no presente trabalho (apresentados no Cap
´
ıtulo 7), os coeﬁcientes de deslizamento t
´
ermico e
difuso dependem do potencial de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas e, portanto,
´
e necess
´
ario utilizar
um potencial de interac¸
˜
ao mais pr
´
oximo da realidade f
´
ısica.
1
Camada adjacente
`
a superf
´
ıcie s
´
olida e com espessura da ordem do livre caminho m
´
edio molecular
13




[image: alt]CAP
´
ITULO 3
Exposic¸
˜
ao do problema e objetivo
Considera-se dois grandes reservat
´
orios contendo a mesma mistura bin
´
aria de gases
rarefeitos e conectados atrav
´
es de um tubo de comprimento  e raio R tal que   R. A Figura
3.1 esquematiza o sistema.

P
I
C
I
T
I
P
II
C
II
T
II
x

z

y

Se¸c˜ao longitudinal do tubo
Se¸c˜ao transversal do tubo
y

x

z

R

Figura 3.1: Esquema e coordenadas do escoamento da mistura gasosa
A mistura conﬁnada no reservat
´
orio esquerdo possui press
˜
ao P
I
, temperatura T
I
e
concentrac¸
˜
ao molar C
I
enquanto que a mistura conﬁnada no reservat
´
orio direito possui press
˜
ao
P
II
, temperatura T
II
e concentrac¸
˜
ao molar C
II
. A concentrac¸
˜
ao molar da mistura
´
e deﬁnida na
Eq. (2.33).
A mistura gasosa ﬂui atrav
´
es do capilar devido aos gradientes longitudinais de press
˜
ao
X
P
, temperatura X
T
e concentrac¸
˜
ao X
C
, deﬁnidos da seguinte forma
X
P
=
R
P
∂P
∂x

, X
T
=
R
T
∂T
∂x

, X
C
=
R
C
∂C
∂x

, (3.1)
onde P , T e C correspondem, respectivamente,
`
a press
˜
ao, temperatura e concentrac¸
˜
ao da mis-
tura numa dada sec¸
˜
ao transversal do tubo.
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[image: alt]Segundo as Refs. [8, 17, 103, 104], para um g
´
as ﬂuindo atrav
´
es de um longo capilar
(  R) os gradientes locais de press
˜
ao e temperatura s
˜
ao pequenos mesmo se as diferenc¸as de
press
˜
ao e temperatura nos reservat
´
orios conectados pelo capilar forem grandes. Isso pode ser
facilmente veriﬁcado pois
1
P
∂P
∂x

∼
P
II
− P
I
P
av

= O

1


, (3.2)
1
T
∂T
∂x

∼
T
II
− T
I
T
av

= O

1


, (3.3)
onde
P
av
=
P
I
+ P
II
2
, T
av
=
T
I
+ T
II
2
, (3.4)
s
˜
ao, respectivamente, a press
˜
ao e temperatura m
´
edias da mistura gasosa conﬁnada no capilar. O
mesmo
´
e v
´
alido para o gradiente de concentrac¸
˜
ao pois
1
C
∂C
∂x

∼
C
II
− C
I
C
av

= O

1


, (3.5)
onde
C
av
=
C
I
+ C
II
2
(3.6)
´
e a concentrac¸
˜
ao m
´
edia da mistura conﬁnada no capilar.
Ent
˜
ao, como assumimos que   R, os gradientes deﬁnidos em (3.1) s
˜
ao pequenos,
ou seja
|X
P
|  1, |X
T
|  1, |X
C
|  1. (3.7)
Outras consequ
ˆ
encias de assumirmos   R s
˜
ao a de podermos desprezar os efeitos
de borda e considerar somente as componentes longitudinais para o vetor ﬂuxo de calor e ve-
locidade hidrodin
ˆ
amica da mistura, i.e.
q

= (q

x
, 0, 0), u

= (u

x
, 0, 0). (3.8)
Ao longo do tubo existem fen
ˆ
omenos de transfer
ˆ
encia de massa e transfer
ˆ
encia de
calor. O fen
ˆ
omeno de transfer
ˆ
encia de massa ocorre devido ao gradiente de press
˜
ao (Fluxo
de Poiseuille) e tamb
´
em devido aos fen
ˆ
omenos de difus
˜
ao e creep t
´
ermico (ﬂuxo de massa
devido ao gradiente de temperatura). A transfer
ˆ
encia de calor ocorre devido ao gradiente de
temperatura e tamb
´
em devido ao efeito mecanocal
´
orico (ﬂuxo de calor devido ao gradiente de
press
˜
ao) e ao efeito Dufour (ﬂuxo de calor causado pelo gradiente de concentrac¸
˜
ao). A difus
˜
ao
se deve ao gradiente de concentrac¸
˜
ao e tamb
´
em aos fen
ˆ
omenos de termo-difus
˜
ao (difus
˜
ao devida
ao gradiente de temperatura) e barodifus
˜
ao (difus
˜
ao devida ao gradiente de press
˜
ao).
O objetivo do presente trabalho
´
e calcular numericamente os ﬂuxos de massa J
M
, calor
J
H
e difus
˜
ao J
D
, os quais possuem interesse pr
´
atico, para um intervalo de n
´
umero de Knudsen
que varia desde o regime de mol
´
eculas livres (Knudsen → ∞) at
´
e o regime hidrodin
ˆ
amico
(Knudsen → 0).
Esses ﬂuxos s
˜
ao deﬁnidos da seguinte forma:
J
M
= 2π

R
0
u

x
r

dr

, (3.9)
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[image: alt]J
H
= 2π

R
0
q

x
r

dr

, (3.10)
J
D
= 2π

R
0

1
(u

1x
− u

x
)r

dr

= 2π

R
0

1

2

(u

1x
− u

2x
)r

dr

, (3.11)
onde 
´
e a densidade de massa da mistura, 
1
, 
2
s
˜
ao as densidades de massa de cada esp
´
ecie que
comp
˜
oe a mistura e as deﬁnic¸
˜
oes para essas grandezas s
˜
ao dadas na Eq. (2.9). As componentes
longitudinais da velocidade hidrodin
ˆ
amica u

x
e do vetor ﬂuxo de calor q

x
s
˜
ao deﬁnidas nas Eqs.
(2.8) e (2.14). A quantidade
r

=

y
2
+ z
2
(3.12)
´
e a coordenada radial (devido
`
a geometria do problema
´
e mais conveniente trabalhar com coor-
denadas cilndricas (x

, r

, ϕ) no lugar das coordenadas cartesianas (x

, y

, z

)).
No pr
´
oximo cap
´
ıtulo mostra-se, atrav
´
es de uma an
´
alise termodin
ˆ
amica do problema,
que os coeﬁcientes cin
´
eticos [34], al
´
em de fornecerem um importante crit
´
erio de precis
˜
ao dos
c
´
alculos num
´
ericos, determinam completamente os ﬂuxos de massa J
M
, calor J
H
e difus
˜
ao J
D
que desejamos encontrar.
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CAP
´
ITULO 4
An
´
alise termodin
ˆ
amica
De acordo com a Ref. [34], no estudo termodin
ˆ
amico dos processos irrevers
´
ıveis os
ﬂuxos podem ser representados como combinac¸
˜
oes lineares das forc¸as termodin
ˆ
amicas, ou seja,
J
i
=

j
Λ

ij
X
j
, (4.1)
onde J
i
s
˜
ao ﬂuxos termodin
ˆ
amicos (ﬂuxo de massa, calor, etc), X
i
s
˜
ao forc¸as termodin
ˆ
amicas
(gradientes de press
˜
ao, temperatura, etc) e Λ

ij
s
˜
ao os chamados coeﬁcientes cin
´
eticos. A Eq.
(4.1)
´
e v
´
alida se as forc¸as termodin
ˆ
amicas X
i
forem fracas, ou seja, |X
i
|  1, de modo que o
sistema est
´
a num estado fracamente desequilibrado.
Se os ﬂuxos e as forc¸as termodin
ˆ
amicas forem escolhidos de forma que a produc¸
˜
ao de
entropia σ no sistema tenha a forma
σ =

i
J
i
X
i
=

ij
Λ

ij
X
i
X
j
, (4.2)
o teorema de Onsager-Casimir estabelece que os coeﬁcientes cin
´
eticos satisfazem a relac¸
˜
ao de
reciprocidade
Λ

ji
= 
i

j
Λ

ij
, (4.3)
onde 
j
assume o valor +1 se a forc¸a termodin
ˆ
amica X
j
for invariante frente a uma revers
˜
ao
temporal, ou -1 caso contr
´
ario. A relac¸
˜
ao de reciprocidade entre os coeﬁcientes cin
´
eticos das
equac¸
˜
oes lineares que descrevem as leis fenomenol
´
ogicas dos processos irrevers
´
ıveis foi estab-
elecida em 1931 por Onsager [37] para sistemas isolados. Posteriormente Casimir [35] gener-
alizou as relac¸
˜
oes de reciprocidade para levar em considerac¸
˜
ao a paridade temporal das forc¸as
termodin
ˆ
amicas. De Groot e Mazur [34] obtiveram as relac¸
˜
oes de reciprocidade para o caso de
sistemas em equil
´
ıbrio local e, nas Refs. [38, 43, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111], as relac¸
˜
oes
de reciprocidade foram obtidas para sistemas abertos fora do estado de equil
´
ıbrio local.
Na Eq. (4.2), a matriz dos coeﬁcientes cin
´
eticos deve ser deﬁnida positivamente pois
a produc¸
˜
ao de entropia num processo irrevers
´
ıvel
´
e sempre positiva.
Na situac¸
˜
ao apresentada no cap
´
ıtulo anterior, se escrevermos os ﬂuxos J
M
, J
H
e J
D
na
forma da Eq. (4.1) a relac¸
˜
ao de reciprocidade (4.3) n
˜
ao ser
´
a satisfeita. De acordo com a Ref.
[38] os ﬂuxos de massa J
P
, calor J
T
e difus
˜
ao J
C
, que satisfazem a relac¸
˜
ao de reciprocidade (4.3),
associados aos gradientes de press
˜
ao X
P
, temperatura X
T
e concentrac¸
˜
ao X
C
, s
˜
ao deﬁnidos como
J
P
= −2πn
0

R
0
w
x
r

dr

, (4.4)
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[image: alt]J
T
= −
2π
kT
0

R
0
q
∗
x
r

dr

, (4.5)
J
C
= −2πn
01

R
0
(u

1x
− u

2x
)r

dr

, (4.6)
onde
w
x
=
1
n
(n
1
u

1x
+ n
2
u

2x
) (4.7)
´
e a componente longitudinal da velocidade m
´
edia da mistura e
q
∗
x
= q

x
−
5
2
P (w
x
− u

x
) (4.8)
´
e a componente longitudinal do vetor ﬂuxo de calor peculiar.
Para esses ﬂuxos, a Eq. (4.1)
´
e escrita como


J
P
J
T
J
C


=


Λ

PP
Λ

PT
Λ

PC
Λ

TP
Λ

TT
Λ

TC
Λ

CP
Λ

CT
Λ

CC




X
P
X
T
X
C


(4.9)
Na forma adimensional, os coeﬁcientes cin
´
eticos s
˜
ao escritos do seguinte modo:
Λ
ij
=
2
n
0
πR
2

m
2kT
0

1/2
Λ

ij
. (4.10)
Como os gradientes de press
˜
ao X
P
, temperatura X
T
e concentrac¸
˜
ao X
C
s
˜
ao pequenos,
as seguintes relac¸
˜
oes lineares s
˜
ao v
´
alidas:
u
αx
= u
(P)
αx
X
P
+ u
(T)
αx
X
T
+ u
(C)
αx
X
C
, (4.11)
q
αx
= q
(P)
αx
X
P
+ q
(T)
αx
X
T
+ q
(C)
αx
X
C
, (4.12)
onde u
αx
e q
αx
denotam, respectivamente, as componentes longitudinais da velocidade hidrodin
ˆ
a-
mica e do vetor ﬂuxo de calor adimensionais, deﬁnidas como
u
αx
=
u

αx
v
0
, q
αx
=
q

αx
P
α0
v
0
, v
0
=

2kT
0
m

1/2
. (4.13)
Substituindo as relac¸
˜
oes (4.11) e (4.12) nas equac¸
˜
oes (4.4)-(4.6) obtemos, ap
´
os uma
comparac¸
˜
ao com (4.9) e adimensionalizac¸
˜
ao segundo (4.10), as seguintes express
˜
oes para os
coeﬁcientes cin
´
eticos adimensionais :
Λ
Pi
= −4

1
0
[C
0
u
(i)
1x
+ (1 − C
0
)u
(i)
2x
]r dr, (4.14)
Λ
Ti
= −4

1
0
q
∗(i)
x
r dr, (4.15)
Λ
Ci
= −4C
0

1
0
(u
(i)
1x
− u
(i)
2x
)r dr. (4.16)
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[image: alt]Como os gradientes considerados s
˜
ao invariantes frente a uma revers
˜
ao temporal, as
relac¸
˜
oes de reciprocidade de Onsager-Casimir, dadas em (4.3) , s
˜
ao as seguintes:
Λ
PT
= Λ
TP
, Λ
PC
= Λ
CP
, Λ
TC
= Λ
CT
. (4.17)
Cada coeﬁciente cin
´
etico possui um signiﬁcado f
´
ısico. Os coeﬁcientes com
´
ındices
iguais est
˜
ao associados aos fen
ˆ
omenos diretos enquanto que os coeﬁcientes com
´
ındices difer-
entes est
˜
ao associados aos fen
ˆ
omenos cruzados. A seguir encontra-se o signiﬁcado de cada um
dos coeﬁcientes cin
´
eticos.
(i) Λ
PP
descreve o ﬂuxo de massa causado pelo gradiente de press
˜
ao X
P
. No regime hidrodin
ˆ
a-
mico esse ﬂuxo
´
e conhecido como ﬂuxo de Poiseuille e
´
e relacionado com o coeﬁciente
de viscosidade.
(ii) Λ
TT
descreveo ﬂuxo de calor devido ao gradiente de temperatura X
T
. No regime hidrodin
ˆ
a-
mico esse ﬂuxo est
´
a relacionado ao coeﬁciente de condutividade t
´
ermica.
(iii) Λ
CC
´
e o ﬂuxo de difus
˜
ao devidoao gradiente de concentrac¸
˜
ao X
C
. No regime hidrodin
ˆ
amico
esse ﬂuxo est
´
a relacionado ao coeﬁciente de difus
˜
ao.
(iv) Λ
PT
´
e o ﬂuxo de massa devido ao gradiente de temperatura X
T
. Esse ﬂuxo
´
e conhecido
como creep t
´
ermico.
(v) Λ
TP
´
e o ﬂuxo de calor devido ao gradiente de press
˜
ao X
P
, o qual
´
e conhecido como efeito
mecanocal
´
orico.
(vi) Λ
PC
´
e o ﬂuxo de massa devido ao gradiente de concentrac¸
˜
ao X
C
.
(vii) Λ
CP
´
e o ﬂuxo de difus
˜
ao devido ao gradiente de press
˜
ao X
P
, conhecido como barodifus
˜
ao.
(viii) Λ
TC
descreve o ﬂuxo de calor devido ao gradiente de concentrac¸
˜
ao X
C
.
´
E conhecido como
efeito Dufour.
(ix) Λ
CT
´
e o ﬂuxo de difus
˜
ao causado pelo gradiente de temperatura X
T
.
´
E conhecido como
termo-difus
˜
ao ou efeito Soret.
Os ﬂuxos de interesse pr
´
atico, dados nas equac¸
˜
oes (3.9)-(3.11), est
˜
ao relacionados aos
ﬂuxos termodin
ˆ
amicos J
P
, J
T
e J
C
do seguinte modo:
J
M
= −mJ
P
+ (m
2
− m
1
)(1 − C
0
)J
C
, (4.18)
J
H
= −kT

J
T
+
5
2
(m
2
− m
1
)
m
(1 − C
0
)J
C

, (4.19)
J
D
= −
m
1
m
2
m
(1 − C
0
)J
C
. (4.20)
Assim, para determinar os ﬂuxos de massa J
M
, calor J
H
e difus
˜
ao J
C
basta determinar
os ﬂuxos termodin
ˆ
amicos J
P
, J
T
e J
C
, os quais s
˜
ao obtidos via coeﬁcientes cin
´
eticos. A van-
tagem em utilizar as express
˜
oes (4.18)-(4.20)
´
e que os coeﬁcientes cin
´
eticos, al
´
em de possibil-
itarem veriﬁcar a precis
˜
ao dos c
´
alculos num
´
ericos atrav
´
es das relac¸
˜
oes de reciprocidade (4.17),
determinam completamente os ﬂuxos de interesse. O uso das relac¸
˜
oes de reciprocidade (4.17)
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ainda permite reduzir o n
´
umero de coeﬁcientes cin
´
eticos de nove para seis e, consequentemente,
diminuir o n
´
umero de coeﬁcientes determinantes da soluc¸
˜
ao do problema.
Nos pr
´
oximos cap
´
ıtulos apresenta-se o m
´
etodo de soluc¸
˜
ao utilizado para determinar os
coeﬁcientes cin
´
eticos em cada regime de escoamento e os resultados obtidos.
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[image: alt]CAP
´
ITULO 5
Soluc¸
˜
ao nos regimes de mol
´
eculas livres e
hidrodin
ˆ
amico
Neste cap
´
ıtulo apresenta-se a metodologia utilizada na determinac¸
˜
ao dos coeﬁcientes
cin
´
eticos nos regimes de mol
´
eculas livres e hidrodin
ˆ
amico.
5.1 Soluc¸
˜
ao no regime de mol
´
eculas livres
No regime de mol
´
eculas livres cada esp
´
ecie de g
´
as que constitui a mistura ﬂui de
forma independente de modo que a interac¸
˜
ao intermolecular
´
e desprez
´
ıvel. Assim, fazendo
Q(f
α
f
β
) = 0 na Eq. (2.20) obtemos a seguinte equac¸
˜
ao diferencial
v
αx
∂f
α
∂x

+ v
αy
∂f
α
∂y

+ v
αz
∂f
α
∂z

= 0. (5.1)
Como as forc¸as termodin
ˆ
amicas dadas na Eq. (3.1) s
˜
ao pequenas, podemos linearizar
a Eq. (5.1) escrevendo a func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao f
α
do seguinte modo:
f
α
(r, v
α
) = f
0
α
(x

, v
α
)[1 + h
α
(y

, z

, v
α
)], |h
α
|  1, (5.2)
onde
f
0
α
(x

, v
α
) = n
α
(x

)

m
α
2πkT (x

)

3/2
exp

−
m
α
v
2
α
2kT (x

)

(5.3)
´
e a Maxwelliana local e h
α
´
e chamada de func¸
˜
ao de perturbac¸
˜
ao.
Substituindo a Eq. (5.2) na Eq. (5.1)
1
e introduzindo a velocidade adimensional do
α-
´
esimo constituinte da mistura
c
α
=

m
α
2kT
0

1/2
v
α
, (5.4)
e as coordenadas espaciais adimensionais
x =
x

R
, y =
y

R
, z =
z

R
, (5.5)
1
O termo ∂f
α
/∂t que aparece na Eq. (5.1) foi omitido pois n
˜
ao h
´
a depend
ˆ
encia temporal
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[image: alt]obtemos a seguinte equac¸
˜
ao:
c
αy
∂h
α
∂y
+ c
αz
∂h
α
∂z
= −c
αx

X
P
+ η
α
X
C
+

c
2
α
−
5
2

X
T

, (5.6)
onde
η
1
= 1, η
2
= −
C
0
(1 − C
0
)
, (5.7)
e as quantidades X
P
, X
C
e X
T
denotam, respectivamente, os gradientes longitudinais de press
˜
ao,
concentrac¸
˜
ao e temperatura deﬁnidos na Eq. (3.1). O termo do lado direito da Eq. (5.6)
´
e
chamado de termo livre.
A Eq. (5.6) pode ser resolvida analiticamente. Para isso
´
e mais conveniente trans-
formar as coordenadas cartesianas de posic¸
˜
ao (x, y, z) e de velocidade (c
αx
, c
αy
, c
αz
) em co-
ordenadas cil
´
ındricas de posic¸
˜
ao (x, r, ϕ) e velocidade (c
αx
, c
αp
, θ). A Figura 5.1 mostra as
coordenadas para uma part
´
ıcula situada num ponto P no plano yz.
y
z
r
c
αr
c
αϕ
P
c
αp
θ
ϕ
Figura 5.1: Coordenadas para uma part
´
ıcula num ponto P no plano yz
Com o aux
´
ılio dessa ﬁgura podemos observar que:
r =

y
2
+ z
2
, (5.8)
c
αr
= c
αp
cos θ, c
αϕ
= c
αp
sin θ (5.9)
c
αp
=

c
2
αr
+ c
2
αϕ
, θ = arctan ( c
αϕ
/c
αr
). (5.10)
As relac¸
˜
oes entre as coordenadas cartesianas e cil
´
ındricas s
˜
ao as seguintes:
y = r cos ϕ, z = r sin ϕ, (5.11)
c
αy
= c
αr
cos ϕ − c
αϕ
sin ϕ, c
αz
= c
αr
sin ϕ + c
αϕ
cos ϕ. (5.12)
Assim, utilizando as coordenadas cil
´
ındricas esquematizadas na Figura 5.1 e as relac¸
˜
oes
(5.11) e (5.12), a Eq. (5.6)
´
e reescrita da seguinte forma:
c
αr
∂h
α
∂r
+
c
αϕ
r
∂h
α
∂ϕ
+
c
2
αϕ
r
∂h
α
∂c
αr
−
c
αr
c
αϕ
r
∂h
α
∂c
αϕ
= −c
αx

X
P
+ η
α
X
C
+

c
2
α
−
5
2

X
T

. (5.13)
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[image: alt]Os dois
´
ultimos termos do lado esquerdo da Eq. (5.13) podem ser reescritos como:
c
αϕ
r

c
αϕ
∂h
α
∂c
αr
− c
αr
∂h
α
∂c
αϕ

=
c
αϕ
r

c
αϕ

∂h
α
∂c
αp
∂c
αp
∂c
αr
+
∂h
α
∂θ
∂θ
∂c
αr

−c
αr

∂h
α
∂c
αp
∂c
αp
∂c
αϕ
+
∂h
α
∂θ
∂θ
∂c
αϕ

= −
c
αϕ
r
∂h
α
∂θ
, (5.14)
onde
∂c
αp
∂c
αr
= cos θ,
∂c
αp
∂c
αϕ
= sin θ,
∂θ
∂c
αr
= −
sin θ
c
αp
,
∂θ
∂c
αϕ
=
cos θ
c
αp
. (5.15)
Uma consequ
ˆ
encia da simetria axial do problema
´
e que podemos eliminar a vari
´
avel ϕ
na Eq. (5.13) j
´
a que para uma part
´
ıcula da esp
´
ecie α situada num ponto de coordenada radial r
temos que ∂h
α
/∂ϕ = 0.
Portanto, como o termo proporcional a ∂h
α
/∂ϕ na Eq. (5.13)
´
e nulo e, utilizando a
Eq. (5.14), podemos reescrever a Eq. (5.13) do seguinte modo:
c
αr
∂h
α
∂r
−
c
αϕ
r
∂h
α
∂θ
= −c
αx

X
P
+ η
α
X
C
+

c
2
α
−
5
2

X
T

. (5.16)
Como a Eq. (5.16)
´
e uma equac¸
˜
ao linear podemos dividir a sua soluc¸
˜
ao em tr
ˆ
es partes
independentes, ou seja,
h
α
= h
(P)
α
X
P
+ h
(C)
α
X
C
+ h
(T)
α
X
T
, (5.17)
e, consequentemente, obtemos as tr
ˆ
es equac¸
˜
oes diferenciais a seguir:
c
αr
∂h
(P)
α
∂r
− c
αφ
∂h
(P)
α
∂θ
= −c
αx
, (5.18)
c
αr
∂h
(C)
α
∂r
− c
αφ
∂h
(C)
α
∂θ
= −η
α
c
αx
, (5.19)
c
αr
∂h
(T)
α
∂r
− c
αφ
∂h
(T)
α
∂θ
= −c
αx

c
2
α
−
5
2

. (5.20)
Como assumimos que as part
´
ıculas que incidem na parede s
˜
ao reﬂetidas de forma
difusa, a seguinte condic¸
˜
ao de contorno deve ser satisfeita:
h
(i)
α
(r, c
αx
, c
αp
, θ) = 0 em r = 1 e
π
2
≤ θ ≤ π, (5.21)
onde convencionou-se que o movimento das part
´
ıculas na direc¸
˜
ao parede → centro ocorre para
π/2 ≤ θ ≤ π e na direc¸
˜
ao centro → parede para 0 ≤ θ ≤ π/2.
Assim, resolvendo as Eqs. (5.18)-(5.20) com a condic¸
˜
ao de contorno de reﬂex
˜
ao difusa
(5.21) obtemos as seguintes soluc¸
˜
oes:
h
(P)
α
=
c
αx
c
αp

−r cos θ −
√
1 − r
2
sin θ
2

, (5.22)
h
(C)
α
= η
α
h
(P)
α
, (5.23)
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[image: alt]h
(T)
α
=

c
2
α
−
5
2

h
(P)
α
. (5.24)
Para determinar os coeﬁcientes cin
´
eticos Λ
ij
(i, j = P, C, T ), deﬁnidos nas Eqs.
(4.14)-(4.16), precisamos determinar as quantidades u
(i)
αx
e q
(i)
αx
. Utilizando as deﬁnic¸
˜
oes dadas
nas Eqs. (2.10) e (2.15), as adimensionalizac¸
˜
oes dadas na Eq. (4.13) e as soluc¸
˜
oes dadas nas
Eqs. (5.22)-(5.24) obtemos:
u
(P)
α
= −

m
m
α

1/2
E(r
2
)
√
π
, u
(T)
α
= −
1
2
u
(P)
α
, u
(C)
α
= η
α
u
(P)
α
, (5.25)
q
(P)
α
= u
(T)
α
, q
(T)
α
=
9
4
u
(P)
α
, q
(C)
α
= η
α
u
(T)
α
, (5.26)
onde E(r)
´
e uma integral el
´
ıptica de segunda ordem deﬁnida como
E(r) =

π/2
0
(1 − r sin
2
θ)
1/2
dθ. (5.27)
A seguir, utilizando as Eqs. (5.25) e (5.26) nas deﬁnic¸
˜
oes (4.14)-(4.16) obtemos as
seguintes express
˜
oes paras os coeﬁcientes cin
´
eticos no regime de mol
´
eculas livres:
Λ
PP
=
8
3
√
π

C
0

m
m
1

1/2
+ (1 − C
0
)

m
m
2

1/2

, (5.28)
Λ
TT
=
9
4
Λ
PP
, (5.29)
Λ
CC
=
8
3
√
π
C
0


m
m
1

1/2
+
C
0
(1 − C
0
)

m
m
2

1/2

, (5.30)
Λ
PT
= Λ
TP
= −
1
2
Λ
PP
, (5.31)
Λ
PC
= Λ
CP
=
8
3
√
π
C
0


m
m
1

1/2
−

m
m
2

1/2

, (5.32)
Λ
TC
= Λ
CT
= −
1
2
Λ
PC
. (5.33)
Portanto, no regime de mol
´
eculas livres os coeﬁcientes cin
´
eticos dependem somente
da concentrac¸
˜
ao e da massa das esp
´
ecies que constituem a mistura. Os resultados obtidos via
Eqs. (5.28)-(5.33) para as misturas Ne
ˆ
onio-Arg
ˆ
onio, H
´
elio-Arg
ˆ
onio e e H
´
elio-Xen
ˆ
onio para
alguns valores de concentrac¸
˜
ao C
0
s
˜
ao mostrados no Cap
´
ıtulo 7.
5.2 Soluc¸
˜
ao no regime hidrodin
ˆ
amico
No regime hidrodin
ˆ
amico, de acordo com a sec¸
˜
ao 2.4, as equac¸
˜
oes da Mec
ˆ
anica dos
Meios Cont
´
ınuos podem ser aplicadas na soluc¸
˜
ao dos problemas de Din
ˆ
amica dos Gases Rar-
efeitos. Quando isso
´
e feito costuma-se resolver a equac¸
˜
ao de Navier-Stokes assumindo-se a
24




[image: alt]condic¸
˜
ao de n
˜
ao deslizamento do g
´
as na superf
´
ıcie s
´
olida, ou seja, a velocidade tangencial do
g
´
as na supef
´
ıcie s
´
olida
´
e assumida como zero. Essa condic¸
˜
ao
´
e v
´
alida somente quando o n
´
umero
de Knudsen
´
e pequeno o suﬁciente para que a rarefac¸
˜
ao do g
´
as possa ser desprezada.
Quando o n
´
umero de Knudsen for moderadamente pequeno, a rarefac¸
˜
ao n
˜
ao pode
ser desprezada pois, caso contr
´
ario, alguns fen
ˆ
omenos tais como o creep t
´
ermico, n
˜
ao ser
˜
ao
descritos de forma correta. Para evitar a soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Boltzmann e continuar usando
Navier-Stokes
´
e necess
´
ario utilizar a condic¸
˜
ao de contorno de deslizamento da velocidade na
superf
´
ıcie s
´
olida dada na Eq. (2.32).
De acordo com a Ref. [112] a equac¸
˜
ao de Navier-Stokes
´
e escrita da seguinte forma:

Du

Dt
= −∇P + µ∇
2
u

+
1
3
µ∇(∇ · u

) + g, (5.34)
onde u

denota a velocidade hidrodin
ˆ
amica da mistura (na forma dimensional), P
´
e a press
˜
ao
da mistura, µ
´
e a viscosidade da mistura, g denota a acelerac¸
˜
ao gravitacional e
D
Dt
=
∂
∂t
+ (u

· ∇)
´
e chamada de derivada material ou substancial. No presente trabalho a derivada material
´
e nula
pois consideramos um ﬂuxo est
´
avel (∂u

/∂t = 0) e desprezamos os termos de segunda ordem
para a velocidade da mistura ((u

· ∇)u

).
Como a densidade 
´
e expressa em termos da distribuic¸
˜
ao de Boltzmann, analisando
os termos proporcionais
`
a acelerac¸
˜
ao gravitacional e ao divergente da velocidade observamos
que a ordem de grandeza desses termos
´
e pequena e, consequentemente, esses termos podem
ser desprezados.
A press
˜
ao da mistura gasosa
´
e constante em cada sec¸
˜
ao transversal do tubo, ou seja,
∂P/∂y

= ∂P/∂z

= 0.
Consideramos o ﬂuxo gasoso completamente desenvolvido na direc¸
˜
ao longitudinal x

e uma caracter
´
ıstica importante da condic¸
˜
oes hidrodin
ˆ
amicas na regi
˜
ao completamente desen-
volvida
´
e que tanto as componentes tranversais da velocidade u

quanto o gradiente da veloci-
dade axial s
˜
ao nulos em qualquer posic¸
˜
ao, ou seja,
u

y
= u

z
= 0, e
∂u

x
∂x

= 0 → u

x
= u
x
(y

, z

).
Desse modo a Eq. (5.34)
´
e reescrita do seguinte modo:
∂
2
u

x
∂y
2
+
∂
2
u

x
∂z
2
=
1
µ
∂P
∂x

.
Utilizando as adimensionalizac¸
˜
oes dadas na Eq. (5.5) e transformando as coordenadas
cartesianas em cil
´
ındricas obtemos a seguinte equac¸
˜
ao:
d
dr

r
du

x
dr

=
P R
µ
rX
P
, (5.35)
onde X
P
denota o gradiente de press
˜
ao deﬁnido na Eq. (3.1) e R denota o raio do tubo.
Resolvendo a Eq. (5.35) com a condic¸
˜
ao de contorno dada na Eq. (2.32) obtemos
u

x
= −
P R
4µ

1 − r
2
+ 2
σ
P
δ

X
P
+
µ
R
(σ
C
X
C
+ σ
T
X
T
), (5.36)
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[image: alt]onde δ
´
e par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao da mistura cuja deﬁnic¸
˜
ao
´
e dada na Eq. (2.4), 
´
e a densidade
de massa da mistura. As quantidades adimensionais σ
P
, σ
C
e σ
T
denotam, respectivamente, os
coeﬁcientes de deslizamento viscoso, difuso e t
´
ermico.
A soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Navier-Stokes possibilita calcular o ﬂuxo da massa, enquanto
que os ﬂuxos de calor e difus
˜
ao podem ser calculados via leis de Fourier e Fick. De acordo com
a Ref. [68], a aproximac¸
˜
ao de primeira ordem de Chapman-Enskog fornece
q
∗
= −κ
T
0
R
X
T
+ P
0
C
0
(1 − C
0
)α
T
(u

1
− u

2
), (5.37)
u

1x
− u

2x
= −
D
12
R

m
2
− m
1
m
X
P
+ α
T
X
T
+
1
(1 − C
0
)
X
C

, (5.38)
onde µ, κ, D
12
e α
T
s
˜
ao, respectivamente, os coeﬁcientes de viscosidade, condutividade t
´
ermica,
difus
˜
ao e termo-difus
˜
ao da mistura. As express
˜
oes para esses coeﬁcientes de transporte podem
ser encontradas nas Refs. [68, 70].
As equac¸
˜
oes (5.37) e (5.38) s
˜
ao incompletas porque existem termos de ordem 1/δ que
aparecem na aproximac¸
˜
ao de ordem 1/δ
2
de Chapman-Enskog [7]. Assim, se utilizarmos as
equac¸
˜
oes (5.37) e (5.38) a ﬁm de obter os coeﬁcientes cin
´
eticos Λ
CP
e Λ
TP
n
˜
ao teremos a relac¸
˜
ao
de reciprocidade (4.3) satisfeita. Por
´
em, a equac¸
˜
ao (5.36) cont
´
em todos os termos de ordem
1/δ e atrav
´
es dela podemos calcular os coeﬁcientes cin
´
eticos Λ
PT
e Λ
CP
e atrav
´
es da relac¸
˜
ao de
reciprocidade (4.3) calcular Λ
TP
e Λ
PC
.
A relac¸
˜
ao entre a velocidade hidrodin
ˆ
amica da mistura, u

x
, e as velocidades das esp
´
ecies
constituintes da mistura
´
e dada na Eq. (2.8). Na forma adimensional essa relac¸
˜
ao
´
e escrita do
seguinte modo:
u
x
= C
0
m
1
m
u
1x
+ (1 − C
0
)
m
2
m
u
2x
, (5.39)
onde as velocidades adimensionais s
˜
ao deﬁnidas como
u
αx
=

m
2kT
0

1/2
u

αx
, u
x
=

m
2kT
0

1/2
u

x
. (5.40)
Adimensionalizando as Eqs. (5.36) e (5.38) e utilizando a relac¸
˜
ao (5.39) obtemos o
seguinte sistema de equac¸
˜
oes para as velocidades das esp
´
ecies constituintes da mistura:







C
0
m
1
m
u
1x
+ (1 − C
0
)
m
2
m
u
2x
= −
δ
4

1 − r
2
+ 2
σ
P
δ

X
P
+
σ
T
2δ
X
T
+
σ
C
2δ
X
C
u
1x
− u
2x
= −
D
12
R

m
2kT
0

1/2

m
2
− m
1
m
X
P
+ α
T
X
T
+
1
(1 − C
0
)
X
C

(5.41)
Novamente podemos utilizar a relac¸
˜
ao linear:
u
αx
= u
(P)
αx
X
P
+ u
(C)
αx
X
C
+ u
(T)
αx
X
T
. (5.42)
A resoluc¸
˜
ao do sistema (5.41) permite encontrarmos express
˜
oes para as velocidades
u
(P)
αx
, u
(C)
αx
e u
(T)
αx
e, a seguir, substituindo essas express
˜
oes nas Eqs. (4.14) e (4.16) encontramos
as seguintes express
˜
oes para os coeﬁcientes cin
´
eticos:
Λ
PP
=
δ
4
+ σ
P
, (5.43)
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[image: alt]Λ
CC
=
C
0
D
12
(1 − C
0
)µ
1
δ
, (5.44)
Λ
PC
= Λ
CP
=

C
0
(m
2
− m
1
)
m
D
12
µ
− σ
C

1
δ
, (5.45)
Λ
PT
= Λ
TP
=

C
0
(1 − C
0
)
(m
2
− m
1
)
m
α
T
D
12
µ
− σ
T

1
δ
, (5.46)
Λ
TC
= Λ
CT
= C
0
α
T
D
12
µ
1
δ
. (5.47)
O coeﬁciente Λ
TT
´
e obtido diretamente da equac¸
˜
ao de Fourier (5.37) pois esse coeﬁ-
ciente est
´
a relacionado ao ﬂuxo ordin
´
ario de calor e os termos de ordem (1/δ) que aparecem
na aproximac¸
˜
ao de segunda ordem de Chapman-Enskog n
˜
ao s
˜
ao proporcionais ao gradiente
de temperatura. Assim, substituindo a Eq. (5.37) em (4.15) para i = T obtemos a seguinte
express
˜
ao:
Λ
TT
=

µ

κ
T
0
P
0
+ C
0
(1 − C
0
)α
2
T
D
12

1
δ
, (5.48)
Para determinar numericamente os coeﬁcientes cin
´
eticos dados nas Eqs. (5.43)-(5.48)
precisamos conhecer os valores dos coeﬁcientes de deslizamento viscoso σ
P
, difuso σ
C
e t
´
ermico
σ
T
para as misturas consideradas neste trabalho. Esses coeﬁcientes s
˜
ao determinados numeri-
camente no presente trabalho em func¸
˜
ao da concentrac¸
˜
ao das misturas consideradas. A seguir,
apresenta-se a metodologia utilizada para calcular os coeﬁcientes de deslizamento e no Cap
´
ıtulo
7 os resultados obtidos s
˜
ao apresentados e analisados.
Os resultados obtidos via Eqs. (5.43)-(5.48) para os coeﬁcientes cin
´
eticos tamb
´
em s
˜
ao
apresentados e analisados no Cap
´
ıtulo 7.
5.2.1 C
´
alculo dos coeﬁcientes de deslizamento
Como apresentado no Cap
´
ıtulo 2, o fen
ˆ
omeno de deslizamento viscoso est
´
a associ-
ado
`
a presenc¸a de um gradiente de velocidade normal
`
a superf
´
ıcie s
´
olida e os fen
ˆ
omenos de
deslizamento difuso e t
´
ermico est
˜
ao associados, respectivamente,
`
a presenc¸a de gradientes de
concentrac¸
˜
ao e temperatura longitudinais
`
a superf
´
ıcie s
´
olida. Para calcular os coeﬁcintes de
deslizamento viscoso σ
P
, t
´
ermico σ
T
e difuso σ
C
consideramos um ﬂuxo estacion
´
ario de mistura
bin
´
aria de gases no espac¸o semi-inﬁnito x

≥ 0 sobre uma superf
´
ıcie s
´
olida ﬁxa em x

= 0
como ilustrado na Figura 5.2.
Assumimos que a superf
´
ıcie s
´
olida da Figura 5.2 possui largura e comprimento grandes
e, consequentemente, os efeitos de borda podem ser desprezados.
A press
˜
ao da mistura
´
e assumida como sendo constante e igual ao valor no estado de
equil
´
ıbrio P
0
.
Na direc¸
˜
ao longitudinal (direc¸
˜
ao de y

) existe um gradiente de temperatura ξ
T
e tamb
´
em
um gradiente de concentrac¸
˜
ao ξ
C
. Consequentemente, a temperatura e a concentrac¸
˜
ao da mistura
dependem linearmente da coordenada y

, ou seja,
T (y

) = T
0

1 +
y


0
ξ
T

, ξ
T
= 
0
∂ ln T
∂y

 1, (5.49)
C(y

) = C
0

1 +
y


0
ξ
C

, ξ
C
= 
0
∂ ln C
∂y

 1. (5.50)
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Figura 5.2: Esquema para c
´
alculo dos coeﬁcientes de deslizamento
Por quest
˜
ao de conveni
ˆ
encia introduzimos as coordenadas adimensionais
x =
x


0
, y =
y


0
, (5.51)
onde 
0
´
e uma quantidade da ordem do livre caminho m
´
edio entre as part
´
ıculas, deﬁnida como

0
=
µ
0
v
0
P
0
. (5.52)
µ
0
denota a viscosidade da mistura no estado de equil
´
ıbrio caracterizado pela temperatura T
0
,
press
˜
ao P
0
e concentrac¸
˜
ao C
0
, e a quantidade
v
0
=

2kT
0
m

1/2
(5.53)
´
e a velocidade caracter
´
ıstica da mistura. Tamb
´
em introduzimos as velocidades adimensionais
c
α
=

m
α
2kT
0

1/2
v
α
, u
y
(x) =
u
y
(x

)
v
0
. (5.54)
Como o ﬂuxo
´
e completamente desenvolvido na direc¸
˜
ao y, a velocidade da mistura
possui somente a componente longitudinal denotada por u
y
(x). Distante da superf
´
ıcie s
´
olida
assumimos que a velocidade u
y
(x) depende linearmente da coordenada x, ou seja,
lim
x→∞
u
y
(x) = xξ
u
, (5.55)
onde ξ
u
 1 denota um pequeno gradiente de velocidade normal
`
a superf
´
ıcie s
´
olida.
´
E importante notar que x → ∞ signiﬁca que x

 
0
e, portanto, a velocidade u
y
satisfaz a Eq. (5.55) fora da camada de Knudsen (camada cuja espessura
´
e da ordem do livre
caminho m
´
edio 
0
). Do ponto de vista macrosc
´
opico ou hidrodin
ˆ
amico, a condic¸
˜
ao de contorno
de deslizamento dada na Eq. (2.32)
´
e v
´
alida em x

= 0. Como do ponto de vista macrosc
´
opico
a camada de Knudsen
´
e desprez
´
ıvel, a velocidade hidrodin
ˆ
amica na superf
´
ıcie
´
e assumida como
sendo igual
`
a velocidade fora da camada de Knudsen. Por
´
em, do ponto de vista cin
´
etico a
camada de Knudsen n
˜
ao pode ser desprezada pois possui espessura consider
´
avel. Consequente-
mente, no n
´
ıvel cin
´
etico a Eq. (2.32) corresponde ao comportamento assint
´
otico da velocidade
distante da superf
´
ıcie s
´
olida.
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[image: alt]Portanto, para considerar o efeito de deslizamento a Eq. (5.55) deve ser reescrita com
o aux
´
ılio da condic¸
˜
ao de contorno (2.32) no n
´
ıvel cin
´
etico do seguinte modo:
lim
x→∞
u
y
(x) = (σ
P
+ x)ξ
u
+
σ
T
2
ξ
T
+
σ
C
2
ξ
C
. (5.56)
Para calcular os coeﬁcientes de deslizamento viscoso σ
P
, t
´
ermico σ
T
e difuso σ
C
pre-
cisamos conhecer o perﬁl de velocidade u
y
(x) na camada de Knudsen e esse perﬁl
´
e determi-
nado atrav
´
es da soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao cin
´
etica na camada de Knudsen. Conhecendo o perﬁl da
velocidade u
y
(x) na camada de Knudsen os coeﬁcientes de deslizamento s
˜
ao determinados via
Eq. (5.56).
A seguir apresenta-se o m
´
etodo utilizado para resolver a equac¸
˜
ao cin
´
etica a ﬁm de
determinar o perﬁl da velocidade hidrodin
ˆ
amica u
y
(x) para posterior c
´
alculo dos coeﬁcientes
de deslizamento.
5.2.2 Equac¸
˜
oes de entrada
O primeiro passo para resolver a equac¸
˜
ao cin
´
etica consiste em lineariz
´
a-la. Como
assumimos que os gradientes de velocidade ξ
u
, temperatura ξ
T
e concentrac¸
˜
ao ξ
C
s
˜
ao pequenos,
ou seja, consideramos que o estado da mistura gasosa foi fracamente desequilibrado, podemos
escrever a func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao de cada constituinte da mistura do seguinte modo:
f
α
(r, c) = f
M
α
(x, y, c)[1 + h
α
(x, c)], |h
α
|  1, α = 1, 2, (5.57)
onde
f
M
α
(x, y, c) = n
α
(y)

m
α
2πkT (y)

3/2
exp

−
c
2
αx
+ [c
2
αy
− (m
α
/m)
1/2
xξ
u
]
2
+ c
2
αz
T (y)/T
0

, (5.58)
´
e a func¸
˜
ao Maxwelliana local correspondente ao estado da mistura distante da superf
´
ıcie s
´
olida.
Substituindo a Eq. (5.57) em (2.20) e utilizando as quantidades adimensionais dadas
nas Eqs. (5.51) e (5.54) obtemos a seguinte equac¸
˜
ao:
c
αx
∂h
α
∂x
=
µ
P
0

m
α
m

1/2
2

β=1
ˆ
L
αβ
h
α
− c
αy

2

m
α
m

1/2
c
αx
ξ
u
+ η
α
ξ
C
+

c
2
α
−
5
2

ξ
T

(5.59)
onde η
α
(α = 1, 2)
´
e dado na Eq. (5.7).
ˆ
L
αβ
denota a integral de colis
˜
oes entre as esp
´
ecies α e β na forma linearizada. No
presente trabalho utilizamos o modelo de McCormack [39] para a integral de colis
˜
oes cuja
express
˜
ao
´
e dada no Ap
ˆ
endice A.
Como a Eq. (5.59)
´
e linear podemos escrever sua soluc¸
˜
ao como uma combinac¸
˜
ao
linear, ou seja:
h
α
= h
(u)
α
ξ
u
+ h
(C)
α
X
C
+ h
(T)
α
X
T
, (5.60)
e, consequentemente, os momentos que aparecem na integral de colis
˜
oes tamb
´
em s
˜
ao escritos
como combinac¸
˜
oes lineares tal que
u
α
(x) = u
(u)
α
ξ
u
+ u
(C)
α
ξ
C
+ u
(T)
α
ξ
T
, (5.61)
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α
(x) = q
(u)
α
ξ
u
+ q
(C)
α
ξ
C
+ q
(T)
α
ξ
T
, (5.62)
Π
α
(x) = Π
(u)
α
ξ
u
+ Π
(C)
α
ξ
C
+ Π
(T)
α
ξ
T
. (5.63)
Desse modo, a Eq. (5.59)
´
e dividida em tr
ˆ
es equac¸
˜
oes independentes, ou seja:
c
αx
∂h
(u)
α
∂x
=
µ
P
0

m
α
m

1/2
2

β=1
ˆ
L
αβ
h
(u)
α
− 2

m
α
m

1/2
c
αx
c
αy
, (5.64)
c
αx
∂h
(C)
α
∂x
=
µ
P
0

m
α
m

1/2
2

β=1
ˆ
L
αβ
h
(C)
α
− η
α
c
αy
, (5.65)
c
αx
∂h
(T)
α
∂x
=
µ
P
0

m
α
m

1/2
2

β=1
ˆ
L
αβ
h
(T)
α
−

c
2
α
−
5
2

c
αy
, (5.66)
As Eqs. (5.64)-(5.66) s
˜
ao resolvidas utilizando-se as seguintes condic¸
˜
oes de contorno:
(i) Como assumimos que as part
´
ıculas gasosas s
˜
ao reﬂetidas de forma difusa, para x = 0 e
c
αx
≥ 0 condic¸
˜
ao de contorno de reﬂex
˜
ao difusa (dada na sec¸
˜
ao 2.3)
´
e escrita da seguinte
forma:
h
(n)
α
(x, c
α
) = 0, em x = 0, α = 1, 2, n = u, C, T. (5.67)
(ii) Para x → ∞ e c
αx
< 0 as soluc¸
˜
oes das Eqs. (5.64)-(5.66) foram obtidas via m
´
etodo de
Chapman-Enskog. Portanto, para x → ∞ temos que:
lim
x→∞
h
(n)
α
(x, c
α
) = h
(n)
α
C.E.
, α = 1, 2, n = u, C, T, (5.68)
onde
h
(u)
α
C.E.
= 2c
αy

m
α
m

1/2
u
α
+ 4c
αx
c
αy
[(1 − ν
∗(3)
αα
− ν
∗(3)
αβ
+ ν
∗(4)
αα
)Π
α
+ν
∗(4)
αβ
Π
β
] −
2
A
α

m
α
m

1/2
c
αx
c
αy
, (5.69)
h
(C)
α
C.E.
= H
(C)
α
−
η
α
A
α
c
αy
, (5.70)
h
(T)
α
C.E.
= H
(T)
α
−
1
A
α
c
αy

c
2
α
−
5
2

, (5.71)
onde
A
α
=
µ
P
0

m
α
m

1/2
γ
α
, (5.72)
H
α
= 2c
αy

m
α
m

1/2

u
(n)
α
− ν
∗(1)
αβ
(u
(n)
α
− u
(n)
β
) −
1
2
ν
∗(2)
αβ

q
(n)
α
−
m
α
m
β
q
(n)
β

+
4
5
c
αy

m
α
m

1/2

(1 − ν
∗(5)
αα
− ν
∗(5)
αβ
+ ν
∗(6)
αα
)q
(n)
α
+ ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
(n)
β
−
5
4
ν
∗(2)
αβ
(u
(n)
α
− u
(n)
β
)

c
2
α
−
5
2

n = u, C, T. (5.73)
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[image: alt]Consideramos que as part
´
ıculas incidentes na superf
´
ıcie s
´
olida possuem velocidade
c
αx
negativa enquanto que as part
´
ıculas reﬂetidas da superf
´
ıcie s
´
olida possuem velocidade c
αx
positiva.
Na integral de colis
˜
oes
ˆ
L
αβ
h
α
(cuja express
˜
ao
´
e dada no Ap
ˆ
endice A) que aparece nas
Eqs. (5.64)-(5.66) existe uma quantidade denotada por ν
(i)
αβ
(i = 1, 2, ..., 6) que possui a mesma
dimens
˜
ao de γ
α
e, visando adimensionaliz
´
a-la, introduzimos a quantidade adimensional
ν
∗(i)
αβ
=
ν
(i)
αβ
γ
α
. (5.74)
O par
ˆ
ametro γ
α
, cuja express
˜
ao
´
e dada no Ap
ˆ
endice A,
´
e proporcional
`
a frequ
ˆ
encia das
colis
˜
oes entre as part
´
ıculas. Temos liberdade na escolha desse par
ˆ
ametro pois os coeﬁcientes de
transporte n
˜
ao dependem desse par
ˆ
ametro. Na Ref. [8]
´
e mostrado que na soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao
cin
´
etica para um g
´
as
´
unico via modelo de Shakov o par
ˆ
ametro γ
´
e escolhido como a raz
˜
ao entre
a press
˜
ao e a viscosidade do g
´
as, e tamb
´
em
´
e mostrado que esse modelo fornece resultados
conﬁ
´
aveis. Como no limite para um g
´
as
´
unico o modelo de McCormack tende ao modelo de
Shakov, escolhemos o par
ˆ
ametro γ
α
do mesmo modo, ou seja
γ
α
=
P
α
µ
α
, α = 1, 2, (5.75)
onde P
α
e µ
α
denotam, respectivamente, a press
˜
ao e a viscosidade parciais da mistura. A
express
˜
ao para a viscosidade parcial µ
α
pode ser encontrada na Ref. [30].
A seguir mostra-se como as equac¸
˜
oes foram discretizadas no espac¸o f
´
ısico e no espac¸o
das velocidades e o esquema num
´
erico utilizado para resolv
ˆ
e-las.
5.2.3 Discretizac¸
˜
ao das equac¸
˜
oes e soluc¸
˜
ao num
´
erica
Como o ﬂuxo
´
e unidimensional e completamente desenvolvido na direc¸
˜
ao y, podemos
eliminar as componentes c
αy
e c
αz
da velocidade c
α
atrav
´
es da introduc¸
˜
ao das seguintes func¸
˜
oes:
Φ
(n)
α
(x, c
αx
) =
1
π
 
c
αy
h
(n)
α
(x, c
α
) exp (−c
2
αy
− c
2
αz
) dc
αy
dc
αz
, (5.76)
Ψ
(n)
α
(x, c
αx
) =
1
π
 
c
αy
(c
2
αy
+ c
2
αz
− 2)h
(n)
α
(x, c
α
) exp (−c
2
αy
− c
2
αz
) dc
αy
dc
αz
. (5.77)
Assim, multiplicando a Eq. (5.59) por c
αy
exp (−c
2
αy
− c
2
αz
)/π e integrando em relac¸
˜
ao
a c
αy
e c
αz
, a seguinte equac¸
˜
ao
´
e obtida:
c
αx
∂Φ
(n)
α
∂x
= A
α

−Φ
(n)
α
+

m
α
m

1/2

u
(n)
α
− ν
∗(1)
αβ
(u
(n)
α
− u
(n)
β
) −
1
2
ν
∗(2)
αβ

q
(n)
α
−
m
α
m
β
q
(n)
β

+2[(1 − ν
∗(3)
αα
− ν
∗(3)
αβ
+ ν
∗(4)
αβ
)Π
(n)
α
+ ν
∗(4)
αβ
Π
(n)
β
]c
αx
+
2
5

m
α
m

1/2

1 − ν
∗(5)
αα
−ν
∗(5)
αβ
+ ν
∗(6)
αβ

q
(n)
α
+ ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
(n)
β
−
5
4
ν
∗(2)
αβ
(u
(n)
α
− u
(n)
β
)

c
2
αx
−
1
2

−L
(n)
Φ
, α, β = 1, 2, α = β, (5.78)
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[image: alt]onde γ
α
denota a combinac¸
˜
ao entre as frequ
ˆ
encias de colis
˜
oes das part
´
ıculas e sua express
˜
ao
´
e
dada no Ap
ˆ
endice A.
Do mesmo modo, multiplicando a Eq. (5.59) por c
αy
(c
2
αy
+c
2
αz
−2) exp (−c
2
αy
− c
2
αz
)/π
e integrando em c
αy
e c
αz
a seguinte equac¸
˜
ao para Ψ
α
´
e obtida:
c
αx
∂Ψ
(n)
α
∂x
= A
α

−Ψ
(n)
α
+
4
5

m
α
m

1/2

(1 − ν
∗(5)
αα
− ν
∗(5)
αβ
+ ν
∗(6)
αα
)q
(n)
α
+ ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
(n)
β
−
5
4
ν
∗(2)
αβ
(u
(n)
α
− u
(n)
β
)

− L
(n)
Ψ
, α, β = 1, 2, α = β. (5.79)
A
α
´
e dado na Eq. (5.72), L
(n)
Φ
e L
(n)
Ψ
denotam os seguintes termos livres:
L
(u)
Φ
=

m
α
m

1/2
c
αx
, L
(C)
Φ
=
1
2
η
α
, L
(T)
Φ
=
1
2

c
2
αx
−
1
2

, (5.80)
L
(u)
Ψ
= 0, L
(C)
Ψ
= 0, L
(T)
Ψ
= L
(T)
Φ
. (5.81)
Os momentos dados nas Eqs. (A.5)-(A.7) s
˜
ao reescritos em func¸
˜
ao de Φ
α
e Ψ
α
do
seguinte modo:
u
(n)
α
(x) =
1
√
π

m
m
α

1/2

Φ
(n)
α
exp (−c
αx
) dc
αx
, (5.82)
q
(n)
α
(x) =
1
√
π

m
m
α

1/2


Ψ
(n)
α
+

c
2
αx
−
1
2

Φ
(n)
α

exp (−c
αx
) dc
αx
, (5.83)
Π
(n)
α
(x) =
1
√
π

c
αx
Φ
(n)
α
exp (−c
αx
) dc
αx
. (5.84)
Para resolver as Eqs. (5.78) e (5.79) introduzimos uma malha regular para a vari
´
avel
x, ou seja
x
k+1
= x
k
+ ∆x, 1 ≤ k ≤ N
x
+ 1, x
1
= 0, ∆x = x
max
/N
x
, (5.85)
onde N
x
´
e um n
´
umero inteiro e corresponde ao n
´
umero de divis
˜
oes utilizado na discretizac¸
˜
ao
da coordenada x.
Como consideramos o ﬂuxo gasoso num espac¸o semi-inﬁnito, x pode variar de zero
at
´
e inﬁnito. Para realizar os c
´
alculos num
´
ericos precisamos estabelecer um valor m
´
aximo para
a coordenada x, ou seja, 0 ≤ x ≤ x
max
. Na camada de Knudsen a velocidade da mistura
apresenta um perﬁl n
˜
ao linear devido aos gradientes de velocidade, temperatura e concentrac¸
˜
ao
mas fora da camada de Knudsen o perﬁl da velocidade da mistura
´
e linear. Portanto, x
max
corresponde
`
a uma dist
ˆ
ancia na qual o desvio de velocidade u
(u)
α
e as velocidades u
(C)
α
e u
(T)
α
apresentam valores constantes no ponto k = N
x
. No Cap
´
ıtulo 7 mostra-se que x
max
= 20
´
e
suﬁciente nos c
´
alculos num
´
ericos. Uma dist
ˆ
ancia maior que x = 20 pode ser utilizada mas
computacionalmente
´
e desvantajoso.
No espac¸o de velocidades c
αx
utilizamos o m
´
etodo de velocidades discretas [40].
Nesse m
´
etodo, as ra
´
ızes de um polin
ˆ
omio de ordem N
c
s
˜
ao escolhidas para deﬁnir um conjunto
de velocidades c
αx
( = 1, 2, ..., N
c
) para o α-
´
esimo constituinte da mistura e, de acordo com
um m
´
etodo de Quadratura Gaussiana esses pontos c
αx
s
˜
ao sim
´
etricos no intervalo (−∞, +∞).
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[image: alt]Os momentos dados nas Eqs. (5.82)-(5.84) s
˜
ao aproximados pelas seguintes f
´
ormulas
de quadratura:
u
(n)
αk
=

m
m
α

1/2
N
c

=1
Φ
(n)
α
(x
k
, c
αx
)W

, (5.86)
q
(n)
αk
=

m
m
α

1/2
N
c

=1

Ψ
(n)
α
(x
k
, c
αx
) +

c
2
αx
−
1
2

Φ
(n)
α
(x
k
, c
αx
)

W

, (5.87)
Π
(n)
αk
=
N
c

=1
c
αx
Φ
(n)
α
(x
k
, c
αx
)W

, (5.88)
onde W

s
˜
ao os pesos gaussianos correspondentes
`
as abcissas gaussianas c
αx
e N
c
denota o
n
´
umero de pontos de quadratura no espac¸o de velocidades.
As derivadas que aparecem nas Eqs. (5.78) e (5.79) s
˜
ao aproximadas atrav
´
es do m
´
etodo
expl
´
ıcito de diferenc¸as ﬁnitas de primeira ordem. Assim, discretizando a Eq. (5.78), a func¸
˜
ao
Φ
(n)
α
´
e calculada do seguinte modo:
Φ
(n)
α
(x
k+
, c
αx

) =

A
α


m
α
m

1/2

u
(n)
α
k
− ν
∗(1)
αβ
(u
(n)
α
k
− u
(n)
β
k
) −
1
2
ν
∗(2)
αβ

q
(n)
α
k
−
m
α
m
β
q
(n)
β
k

+2[(1 − ν
∗(3)
αα
− ν
∗(3)
αβ
+ ν
∗(4)
αα
)Π
(n)
α
k
+ ν
∗(4)
αβ
Π
(n)
β
k
]c
αx

+
2
5

m
α
m

1/2


1 − ν
∗(5)
αα
− ν
∗(5)
αβ
+ν
∗(6)
αα

q
(n)
α
k
+ ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
(n)
β
k
−
5
4
ν
∗(2)
αβ
(u
(n)
α
k
− u
(n)
β
k
)

c
2
αx

−
1
2

+ Φ
(n)
α
k,
×

c
αx

∆x
− A
α

− L
(n)
Φ



c
αx

∆x

−1
, (5.89)
onde k = 1, ..., N
x
+ 1,  = 1, ..., N
c
e  = sinal(c
αx
).
Fazendo a discretizac¸
˜
ao da Eq. (5.79) obtemos que:
Ψ
(n)
α
(x
k+
, c
αx

) =

4
5
A
α

m
α
m

1/2

(1 − ν
∗(5)
αα
− ν
∗(5)
αβ
+ ν
∗(6)
αα
)q
(n)
α
k
+ ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
(n)
β
k
−
5
4
ν
∗(2)
αβ
(u
(n)
α
k
− u
(n)
β
k
)

+ Ψ
α
k,

c
αx

∆x
− A
α

− L
(n)
Ψ



c
αx

∆x

−1
(5.90)
Consideramos que as part
´
ıculas que se movimentam na direc¸
˜
ao ”parede → x
max
”
possuem velocidade c
αx
positiva enquanto que as part
´
ıculas que se movimentam na direc¸
˜
ao
”x
max
→parede” possuem velocidade c
αx
negativa. Dessa forma, para cada valor de velocidade
c
αx
temos que considerar dois ciclos no espac¸o da coordenada x para resolver as Eqs. (5.89) e
(5.90). Estes ciclos simulam, respectivamente, o movimento das part
´
ıculas na direc¸
˜
ao ”parede
→ x
max
” e ”x
max
→ parede”. No primeiro ciclo o processo iterativo para a soluc¸
˜
ao das Eqs.
(5.89) e (5.90)
´
e inicializado utilizando a condic¸
˜
ao de contorno dada na Eq. (5.67) reescrita da
seguinte forma:
Φ
(n)
α
(x
k
, c
αx

) = 0, Ψ
(n)
α
(x
k
, c
αx

) = 0 para c
αx

≥ 0 e x
k
= 0. (5.91)
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[image: alt]No segundo ciclo o processo iterativo para a soluc¸
˜
ao das Eqs. (5.89) e (5.90)
´
e inicial-
izado utilizando a soluc¸
˜
ao de Chapman-Enskog para essas equac¸
˜
oes, ou seja,
Φ
(n)
α
(x
k
, c
αx

) = Φ
(n)
α
C.E
, Ψ
(n)
α
(x
k
, c
αx

) = Ψ
(n)
α
C.E
para c
αx

< 0 e x
k
= x
max
. (5.92)
O procedimento iterativo consiste em realizar, para cada valor de velocidade c
αx
, os
seguintes passos:
(i) Assume-se u
(n)
α
, q
(n)
α
e Π
(n)
α
e calcula-se Φ
(n)
α
e Ψ
(n)
α
via Eqs. (5.89) e (5.90).
(ii) Estima-se novos valores para os momentos u
(n)
α
, q
(n)
α
e Π
(n)
α
usando as Eqs. (5.86)-(5.88).
(iii) Volta-se ao passo (i) e usa-se os valores dos momentos u
(n)
α
, q
(n)
α
e Π
(n)
α
obtidos na iterac¸
˜
ao
anterior para calcular os novos valores das func¸
˜
oes Φ
(n)
α
e Ψ
(n)
α
. O procedimento iterativo
´
e
terminado quando um crit
´
erio de converg
ˆ
encia
´
e satisfeito.
O crit
´
erio de converg
ˆ
encia
´
e expresso como:




u
(n)
k+1
− ˜u
(n)
k
˜u
(n)
k




≤ E, (5.93)
onde E denota um erro igual a 10
−10
e ˜u
(n)
k
denota o valor de u
(n)
k
na iterac¸
˜
ao anterior para a
velocidade c
αx
.
Quando o procedimento iterativo
´
e ﬁnalizado os coeﬁcientes de deslizamento s
˜
ao cal-
culados atrav
´
es da Eq. (5.56) como:
σ
P
= lim
x→∞
u
(u)
y
(x) = u
(u)
y
(x
k
)




k=N
x
, (5.94)
σ
C
= 2 lim
x→∞
u
(C)
y
(x) = 2u
(C)
y
(x
k
)




k=N
x
, (5.95)
σ
T
= 2 lim
x→∞
u
(T)
y
(x) = 2u
(T)
y
(x
k
)




k=N
x
. (5.96)
A precis
˜
ao dos c
´
alculos num
´
ericos
´
e 0.1% e
´
e estimada via comparac¸
˜
ao dos resulta-
dos obtidos para diferentes valores dos par
ˆ
ametros que caracterizam a malha utilizada. Essa
precis
˜
ao
´
e atingida quando os par
ˆ
ametros da malha possuem os seguintes valores: n
´
umero de
pontos no espac¸o de velocidades N
c
= 10 e n
´
umero de divis
˜
oes no espac¸o f
´
ısico N
x
= 20000.
Os resultados obtidos para os coeﬁcientes de deslizamento viscoso, difuso e t
´
ermico
com a respectiva an
´
alise s
˜
ao apresentados no Cap
´
ıtulo 7.
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[image: alt]CAP
´
ITULO 6
Soluc¸
˜
ao no regime de transic¸
˜
ao
Como apresentado no Cap
´
ıtulo 2, no regime de transic¸
˜
ao n
˜
ao podemos desprezar a
interac¸
˜
ao intermolecular como no regime de mol
´
eculas livres e tamb
´
em n
˜
ao podemos utilizar as
equac¸
˜
oes da Mec
ˆ
anica dos Meios Cont
´
ınuos como no regime hidrodin
ˆ
amico. Por esse motivo
o regime de transic¸
˜
ao
´
e o regime que apresenta maior diﬁculdade no estudo dos fen
ˆ
omenos de
transporte.
Para determinar os coeﬁcientes cin
´
eticos deﬁnidos nas Eqs. (4.14)-(4.16) precisamos
dos momentos u
α
e q
α
, os quais s
˜
ao calculados numericamente via soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao cin
´
etica
de McCormack [39].
A seguir mostra-se toda a metodologia utilizada para resolver a equac¸
˜
ao cin
´
etica de
McCormack e determinar os coeﬁcientes cin
´
eticos nesse regime.
6.1 Equac¸
˜
oes de entrada
Assim como no cap
´
ıtulo anterior, o primeiro passo para resolver a equac¸
˜
ao cin
´
etica
consiste em lineariz
´
a-la. Como assumimos que as forc¸as termodin
ˆ
amicas dadas na Eq. (3.1)
s
˜
ao muito pequenas, de acordo com a Ref. [69] podemos linearizar a equac¸
˜
ao de Boltzmann
para ﬂuxos unidimensionais de um modo ﬁxo no qual a func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao
´
e representada
do seguinte modo:
f
α
(r, v) = f
0
α
(x

, v)[1 + h
α
(y

, z

, v)], |h
α
|  1, (6.1)
onde
f
0
α
(x

, v) = n
α
(x

)

m
α
2πkT (x

)

3/2
exp

−
m
α
v
2
α
2kT (x

)

(6.2)
´
e a Maxwelliana local e h
α
´
e a func¸
˜
ao de perturbac¸
˜
ao.
Substituindo a Eq. (6.1) em (2.20), utilizando as quantidades adimensionais dadas nas
Eqs. (5.4) e (5.5), e utilizando as coordenadas cil
´
ındricas esquematizadas na Figura 5.1 obtemos
a seguinte equac¸
˜
ao para o problema em quest
˜
ao:
c
αr
∂h
α
∂r
−
c
αϕ
r
∂h
α
∂θ
= R

m
α
2kT

1/2
2

β=1
ˆ
L
αβ
h
α
−c
αx

X
P
+ η
α
X
C
+

c
2
α
−
5
2

X
T

, α = 1, 2,
(6.3)
onde c
αr
e c
αϕ
denotam, respectivamente, as componentes radial e azimutal da velocidade de
uma part
´
ıcula α e suas express
˜
oes s
˜
ao dadas na Eq. (5.9).
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[image: alt]ˆ
L
αβ
denota a integral de colis
˜
oes linearizada e a express
˜
ao de McCormack [39] para
essa integral
´
e dada no Ap
ˆ
encide A.
Para resolver a equac¸
˜
ao (6.3) utilizamos as seguintes condic¸
˜
oes de contorno:
(i) Na superf
´
ıcie do tubo assumimos que as part
´
ıculas s
˜
ao reﬂetidas de forma difusa e, uti-
lizando os conceitos sobre interac¸
˜
ao g
´
as-superf
´
ıcie apresentados no Cap
´
ıtulo 2, essa condic¸
˜
ao
´
e escrita do seguinte modo:
h
α
(r, c
αx
, c
αp
, θ) = 0 em r = 1 e
π
2
≤ θ ≤ π. (6.4)
(ii) Da simetria do problema podemos escrever a seguinte condic¸
˜
ao de contorno:
h
α
(r, c
αx
, c
αp
, θ) = h
(
r, c
αx
, c
αp
, π) em r = 0 e 0 ≤ θ ≤
π
2
. (6.5)
A seguir apresenta-se a discretizac¸
˜
ao das equac¸
˜
oes no espac¸o f
´
ısico e no espac¸o de
velocidades e o m
´
etodo num
´
erico aplicado para resolv
ˆ
e-las.
6.2 Discretizac¸
˜
ao das equac¸
˜
oes e soluc¸
˜
ao num
´
erica
Visando eliminar a vari
´
avel c
αx
introduzimos as seguinte func¸
˜
oes:
Θ
α
(r, c
αr
, c
αϕ
) =
1
√
π

∞
−∞
c
αx
h
α
(r, c
αx
, c
αp
, θ) exp (−c
2
αx
) dc
αx
, (6.6)
Ξ
α
(r, c
αr
, c
αϕ
) =
1
√
π

∞
−∞
c
3
αx
h
α
(r, c
αx
, c
αp
, θ) exp (−c
2
αx
) dc
αx
. (6.7)
Para escrever todas as equac¸
˜
oes em func¸
˜
ao de Θ
α
e Ξ
α
, primeiramente multiplicamos
a Eq. (6.3) por c
αx
exp (−c
2
αx
)/
√
π e integramos em relac¸
˜
ao a c
αx
obtendo a seguinte equac¸
˜
ao:
c
αr
∂Θ
α
∂r
−
c
αϕ
r
∂Θ
α
∂θ
= R

m
α
2kT

1/2
γ
α

−Θ
α
+

m
α
m

1/2

u
α
− ν
∗(1)
αβ
(u
α
− u
β
) −
1
2
ν
∗(2)
αβ
×

q
α
−
m
α
m
β
q
β

+ 2[(1 − ν
∗(3)
αα
− ν
∗(3)
αβ
+ ν
∗(4)
αα
)Π
α
+ ν
∗(4)
αβ
Π
β
]c
αr
+
2
5

m
α
m

1/2
×


1 − ν
∗(5)
αα
− ν
∗(5)
αβ
+ ν
∗(6)
αα

q
α
+ ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
β
−
5
4
ν
∗(2)
αβ
(u
α
− u
β
)

×(c
2
αp
− 1)

−
1
2

X
P
+ η
α
X
C
+ (c
2
αp
− 1)X
T

. (6.8)
A seguir, multiplicando a Eq. (6.3) por c
3
αx
exp (−c
2
αx
)/
√
π e integrando em c
αx
obte-
mos a seguinte equac¸
˜
ao para Ξ
α
:
c
αr
∂Ξ
α
∂r
−
c
αϕ
r
∂Ξ
α
∂θ
= R

m
α
2kT

1/2
γ
α

−Ξ
α
+
3
5

m
α
m

1/2

u
α
− ν
∗(1)
αβ
(u
α
− u
β
) −
1
2
ν
∗(2)
αβ
×

q
α
−
m
α
m
β
q
β

+ 3[(1 − ν
∗(3)
αα
− ν
∗(3)
αβ
+ ν
∗(4)
αα
)Π
α
+ ν
∗(4)
αβ
Π
β
]c
αr
+
3
5

m
α
m

1/2
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1 − ν
∗(5)
αα
− ν
∗(5)
αβ
+ ν
∗(6)
αα

q
α
+ ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
β
−
15
12
ν
∗(2)
αβ
(u
α
− u
β
)

c
2
αp

−
3
4

X
P
+ η
α
X
C
+ c
2
αp
X
T

. (6.9)
Os momentos dados nas Eqs. (A.5)-(A.7) s
˜
ao reescritos em coordenadas cil
´
ındricas e
como func¸
˜
oes de Θ
α
e Ξ
α
do seguinte modo:
u
α
(r) =
1
π

m
α
m

1/2

2π
0

∞
0
c
αp
Θ
α
exp (−c
2
αp
) dc
αp
dθ, (6.10)
q
α
(r) =
1
π

m
α
m

1/2

2π
0

∞
0
c
αp

Ξ
α
+ Θ
α

c
2
αp
−
5
2

exp (−c
2
αp
) dc
αp
dθ, (6.11)
Π
α
(r) =
1
π

2π
0

∞
0
c
αr
Θ
α
exp (−c
2
αp
) dc
αp
dθ. (6.12)
O par
ˆ
ametro γ
α
´
e escolhido do mesmo modo que no Cap
´
ıtulo 5 e sua express
˜
ao
´
e dada
na Eq. (5.75). A quantidade adimensional ν
∗(i)
αβ
´
e deﬁnida na Eq. (5.74).
Devido ao fato das Eqs. (6.8) e (6.9) serem lineares podemos escrever suas soluc¸
˜
oes
como combinac¸
˜
oes lineares das contribuic¸
˜
oes de cada gradiente, i.e.
Θ
α
(r, c
αr
, c
αϕ
) = Θ
(P)
α
X
P
+ Θ
(C)
α
X
C
+ Θ
(T)
α
X
T
, (6.13)
Ξ
α
(r, c
αr
, c
αϕ
) = Ξ
(P)
α
X
P
+ Ξ
(C)
α
X
C
+ Ξ
(T)
α
X
T
. (6.14)
Consequemente, os momentos dados nas Eqs. (6.10)-(6.12) tamb
´
em podem ser escritos como
combinac¸
˜
oes lineares , ou seja,
u
α
(r) = u
(P)
α
X
P
+ u
(C)
α
X
C
+ u
(T)
α
X
T
, (6.15)
q
α
(r) = q
(P)
α
X
P
+ q
(C)
α
X
C
+ q
(T)
α
X
T
, (6.16)
Π
α
(r) = Π
(P)
α
X
P
+ Π
(C)
α
X
C
+ Π
(T)
α
X
T
. (6.17)
Substituindo as Eqs. (6.13)-(6.17) nas Eqs. (6.8) e (6.9) obtemos:
(i) Equac¸
˜
ao para Θ
(n)
α
(r, c
α
r
, c
α
ϕ
) com n = P, C, T :
c
αr
∂Θ
(n)
α
∂r
−
c
αϕ
r
∂Θ
(n)
α
∂θ
= δ
α

−Θ
(n)
α
+

m
α
m

1/2

u
(n)
α
−ν
∗(1)
αβ
(u
(n)
α
−u
(n)
β
) −
1
2
ν
∗(2)
αβ

q
(n)
α
−
m
α
m
β
q
(n)
β

+2[(1−ν
∗(3)
αα
−ν
∗(3)
αβ
+ν
∗(4)
αα
)Π
(n)
α
+ν
∗(4)
αβ
Π
(n)
β
]c
αr
+
2
5

m
α
m

1/2

(1−ν
∗(5)
αα
−ν
∗(5)
αβ
+ν
∗(6)
αα
)q
(n)
α
+ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
(n)
β
−
5
4
ν
∗(2)
αβ
(u
(n)
α
− u
(n)
β
)

(c
2
αp
− 1)

−
1
2
L
(n)
Θ
(6.18)
(ii) Equac¸
˜
ao para Ξ
(n)
α
(r, c
α
r
, c
α
ϕ
) com n = P, C, T :
c
αr
∂Ξ
(n)
α
∂r
−
c
αϕ
r
∂Ξ
(n)
α
∂θ
= δ
α

−Ξ
(n)
α
+
3
2

m
α
m

1/2

u
(n)
α
−ν
∗(1)
αβ
(u
(n)
α
−u
(n)
β
) −
1
2
ν
∗(2)
αβ

q
(n)
α
−
m
α
m
β
q
(n)
β
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∗(3)
αα
−ν
∗(3)
αβ
+ν
∗(4)
αα
)Π
(n)
α
+ν
∗(4)
αβ
Π
(n)
β
]c
αr
+
3
5

m
α
m

1/2

(1−ν
∗(5)
αα
−ν
∗(5)
αβ
+ν
∗(6)
αα
)q
(n)
α
+ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
(n)
β
−
15
12
ν
∗(2)
αβ
(u
(n)
α
− u
(n)
β
)

c
2
αp

−
3
4
L
(n)
Ξ
, (6.19)
onde
δ
α
= R

m
α
2kT

1/2
γ
α
, (6.20)
e, L
(n)
Θ
e L
(n)
Ξ
denotam os seguintes termos livres:
L
(P)
Θ
= 1, L
(C)
Θ
= η
α
, L
(T)
Θ
= c
2
αp
− 1, (6.21)
L
(P)
Ξ
= 1, L
(C)
Ξ
= η
α
, L
(T)
Ξ
= c
2
αp
. (6.22)
O par
ˆ
ametro δ
α
corresponde ao par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao do constituinte α da mistura.
Em nosso c
´
odigo num
´
erico utilizamos o par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao da mistura, denotado por δ
e deﬁnido na Eq. (2.4), como um par
ˆ
ametro de entrada. Consequentemente,
´
e necess
´
ario
estabeler um relac¸
˜
ao entre os par
ˆ
ametros de rarefac¸
˜
ao da mistura e dos constituintes. Para isso
utilizamos as Eqs. (2.4) e (6.20) e obtemos a seguinte relac¸
˜
ao:
δ
α
=
µ
µ
α
P
α
P

m
α
m

1/2
δ, (6.23)
onde µ e µ
α
denotam, respectivamente, a viscosidade da mistura e a viscosidade parcial, cujas
express
˜
oes s
˜
ao dadas na Ref. [30].
Para resolver numericamente as Eqs. (6.18) e (6.19) precisamos discretiz
´
a-las no
espac¸o de velocidades e no espac¸o f
´
ısico.
A Figura 6.1-(a) mostra a discretizac¸
˜
ao de uma sec¸
˜
ao transversal do tubo e a Figura
6.1-(b) mostra que a cada ponto da malha esquematizada na Figura 6.1-(a) est
´
a associada uma
velocidade c
αp
com componentes radial c
αr
e azimutal c
αϕ
tal que
c
αr
= c
αp
cos θ, c
αϕ
= c
αp
sin θ. (6.24)
De acordo com a Figura 6.1-(a), a discretizac¸
˜
ao da coordenada radial r
´
e a seguinte
r
k
= r
k−1
+ ∆r, 1 ≤ k ≤ N
r
, r
0
= 0, ∆r = 1/N
r
, (6.25)
onde N
r
´
e um n
´
umero inteiro e corresponde ao n
´
umero de subdivis
˜
oes no espac¸o da coordenada
radial r.
A soluc¸
˜
ao das Eqs. (6.18) e (6.19) n
˜
ao depende do
ˆ
angulo ϕ, h
´
a depend
ˆ
encia somente
no
ˆ
angulo θ. A discretizac¸
˜
ao do
ˆ
angulo θ
´
e realizado do seguinte modo:
θ
n
= θ
n−1
+ ∆θ, 1 ≤ n ≤ N
θ
, θ
0
= 0, ∆θ = π/N
θ
, (6.26)
onde N
θ
´
e o n
´
umero de subdivis
˜
oes no espac¸o do
ˆ
angulo θ.
Note que, de acordo com a Eq. (6.26), a varredura do
ˆ
angulo θ
´
e feita somente de 0 a
π. Os c
´
alculos para θ variando de π a 2π s
˜
ao obtidos considerando-se a simetria do problema.
A discretizac¸
˜
ao no espac¸o de velocidades c
αp
´
e realizada do mesmo modo que na sec¸
˜
ao
5.2.3.
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(a) Sec¸
˜
ao transversal do tubo dis-
cretizada
θ
c
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c
αϕ
c
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(b) Part
´
ıcula num ponto com
coordenadas (r, ϕ, c
αp
, θ)
Figura 6.1: Esquema utilizado para discretizac¸
˜
ao das equac¸
˜
oes
Considera-se que de θ = 0 at
´
e θ = π/2 as part
´
ıculas gasosas se movimentam na
direc¸
˜
ao ”centro → superf
´
ıcie” enquanto que de θ = π/2 at
´
e θ = π o movimento se d
´
a na
direc¸
˜
ao ”superf
´
ıcie → centro”.
As derivadas que aparecem nas equac¸
˜
oes (6.18) e (6.19) s
˜
ao aproximadas via m
´
etodo
expl
´
ıcito de diferenc¸as ﬁnitas de primeira ordem. Assim, fazendo a discretizac¸
˜
ao dessas equac¸
˜
oes
obtemos:
(i) Equac¸
˜
ao discretizada para Θ
(n)
α
(r, c
αr
, c
αϕ
):
c
αp

cos θ
m

Θ
(n)
α
k,l,m
− Θ
(n)
α
k−,l,m
∆r

−
c
αp

sin θ
m
r
k

Θ
(n)
α
k,l,m
− Θ
(n)
α
k,l,m−1
∆θ

= δ
α

−Θ
(n)
α
k,l,m
+

m
α
m

1/2

u
(n)
α
k
− ν
∗(1)
αβ
(u
(n)
α
k
− u
(n)
β
k
) −
1
2
ν
∗(2)
αβ

q
(n)
α
k
−
m
α
m
β
q
(n)
β
k

+ 2

1 − ν
∗(3)
αα
−ν
∗(3)
αβ
+ ν
∗(4)
αα

Π
(n)
α
k
+ ν
∗(4)
αβ
Π
(n)
β
k

c
αr

+
2
5

m
α
m

1/2


1 − ν
∗(5)
αα
− ν
∗(5)
αβ
+ ν
∗(6)
αα

q
(n)
α
k
+ν
∗(6)
αβ

m
β
m
α

1/2
q
(n)
β
k
−
5
4
ν
∗(2)
αβ

u
(n)
α
k
− u
(n)
β
k


(c
αp

− 1)

−
1
2
L
(n)
Θ

. (6.27)
(ii) Equac¸
˜
ao discretizada para Ξ
(n)
α
(r, c
αr
, c
αϕ
):
c
αp

cos θ
m

Ξ
(n)
α
k,l,m
− Ξ
(n)
α
k−,l,m
∆r

−
c
αp

sin θ
m
r
k

Ξ
(n)
α
k,l,m
− Ξ
(n)
α
k,l,m−1
∆θ

= δ
α

−Ξ
(n)
α
k,l,m
+
3
2

m
α
m

1/2

u
(n)
α
k
− ν
∗(1)
αβ
(u
(n)
α
k
− u
(n)
β
k
) −
1
2
ν
∗(2)
αβ

q
(n)
α
k
−
m
α
m
β
q
(n)
β
k

+ 3

1 − ν
∗(3)
αα
−ν
∗(3)
αβ
+ ν
∗(4)
αα

Π
(n)
α
k
+ ν
∗(4)
αβ
Π
(n)
β
k

c
αr

+
3
5

m
α
m

1/2


1 − ν
∗(5)
αα
− ν
∗(5)
αβ
+ ν
∗(6)
αα

q
(n)
α
k
39




[image: alt]+ν
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m
β
m
α

1/2
q
(n)
β
k
−
15
12
ν
∗(2)
αβ

u
(n)
α
k
− u
(n)
β
k


c
2
αp


−
3
4
L
(n)
Ξ

, (6.28)
onde os
´
ındices k, l, m est
˜
ao associados, respectivamente,
`
a discretizac¸
˜
ao da coordenada radial
r, da velocidade c
αp
e do
ˆ
angulo θ, e  = sinal(cos θ). O par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao δ
α
´
e dado na
Eq. (6.23) e os termos livres L
Θ
e L
Ξ
s
˜
ao dados nas Eqs. (6.21) e (6.22).
As condic¸
˜
oes de contorno utilizadas para resolver as Eqs. (6.27) e (6.28) s
˜
ao obtidas
via Eqs. (6.4) e (6.5). Ent
˜
ao temos:
(i) Em r
k
= 1 e
π
2
≤ θ
m
≤ π:
Θ
α
(r
k
, c
αp

, θ
m
) = 0 e Ξ
α
(r
k
, c
αp

, θ
m
) = 0. (6.29)
(ii) Em r
k
= 0 e 0 ≤ θ
m
≤
π
2
:
Θ
α
(r
k
, c
αp

, θ
m
) = Θ(r
k
, c
αp

, π) e Ξ
α
(r
k
, c
αp

, θ
m
) = Ξ(r
k
, c
αp

, π). (6.30)
Os momentos u
(n)
α
k
, q
(n)
α
k
e Π
(n)
α
k
que aparecem nas Eqs. (6.27) e (6.28) s
˜
ao calculados
com o aux
´
ılio das Eqs. (6.10)-(6.12) utilizando-se as seguintes f
´
ormulas de quadratura:
u
(n)
α
k
=

m
α
m

1/2
N
c

=1
N
θ

m=0
Θ
(n)
α
(r
k
, c
αp

, θ
m
)W

P
m
∆θ, (6.31)
q
(n)
α
k
=

m
α
m

1/2
N
c

=1
N
θ

m=0

Ξ
(n)
α
(r
k
, c
αp

, θ
m
) + Θ
(n)
α
(r
k
, c
αp

, θ
m
)

c
2
αp

−
5
2

×W

P
m
∆θ, (6.32)
Π
(n)
α
k
=
N
c

=1
N
θ

m=1
c
αp

cos
θ
m
Θ
(n)
α
(
r
k
, c
αp

, θ
m
)
W

P
m
∆
θ,
(6.33)
onde W

s
˜
ao os pesos gaussianos associados
`
as abcissas gaussianas c
αp
e
P
m
=

0.5 se m = 0 ou m = N
θ
1 se 0 < m < N
θ
.
(6.34)
O processo iterativo para soluc¸
˜
ao das Eqs. (6.27) e (6.28) consiste, para cada valor de
c
αp
, nos seguintes passos:
(i) Assume-se u
(n)
α
, q
(n)
α
e Π
(n)
α
e calcula-se as func¸
˜
oes Θ
(n)
α
e Ξ
(n)
α
via Eqs. (6.27) e (6.28);
(ii) Estima-se novos valores para os momentos u
(n)
α
, q
(n)
α
e Π
(n)
α
via Eqs. (6.31)-(6.33);
(iii) Volta-se ao passo (i) e utiliza-se os valores dos momentos u
(n)
α
, q
(n)
α
e Π
(n)
α
calculados na
iterac¸
˜
ao anterior para calcular novos valores para as func¸
˜
oes Θ
(n)
α
e Ξ
(n)
α
. O processo itera-
tivo
´
e ﬁnalizado quando um crit
´
erio de converg
ˆ
encia
´
e satisfeito.
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[image: alt]Para estabelecer um crit
´
erio de converg
ˆ
encia reescrevemos as express
˜
oes (4.14)-(4.16)
para os coeﬁcientes cin
´
eticos do seguinte modo:
Λ
Pn
= CG
(n)
1
+ (1 − C)G
(n)
2
, (6.35)
Λ
Tn
= CQ
(n)
1
+ (1 − C)Q
(n)
2
, (6.36)
Λ
Cn
= C[G
(n)
1
− G
(n)
2
], (6.37)
onde
G
(n)
α
= −4

1
0
u
(n)
α
(r)r dr (6.38)
´
e taxa reduzida de ﬂuxo de massa da esp
´
ecie α e
Q
(n)
α
= −4

1
0
q
(n)
α
(r)r dr (6.39)
´
e a taxa reduzida de ﬂuxo de calor da esp
´
ecie α. Assim, o crit
´
erio de converg
ˆ
encia para os
c
´
alculos num
´
ericos
´
e escrito do seguinte modo:




G
(n)
α
−
˜
G
(n)
α
˜
G
(n)
α




≤ E,




Q
(n)
α
−
˜
Q
(n)
α
˜
Q
(n)
α




≤ E, (6.40)
onde
˜
G
(n)
α
e
˜
Q
(n)
α
denotam, respectivamente, os valores das taxas reduzidas de ﬂuxos de massa e
calor obtidos na iterac¸
˜
ao anterior para a velocidade c
αp
e E = 10
−10
´
e o erro aceit
´
avel.
Portanto, quando o crit
´
erio de converg
ˆ
encia (6.40)
´
e satisfeito o processo iterativo
´
e
ﬁnalizado e os coeﬁcientes cin
´
eticos s
˜
ao calculados via Eqs. (6.35)-(6.37).
A precis
˜
ao dos c
´
alculos num
´
ericos
´
e 0.1% e
´
e estimada atrav
´
es da comparac¸
˜
ao dos
resultados obtidos para diferentes valores dos par
ˆ
ametros da malha. Essa precis
˜
ao foi atingida
com os seguintes par
ˆ
ametros da malha: N
c
= 10, N
r
= 40000 e N
θ
= 200. Tamb
´
em veriﬁ-
camos que as relac¸
˜
oes de reciprocidade de Onsager-Casimir dadas na Eq. (4.17) s
˜
ao satisfeitas.
Os resultados num
´
ericos obtidos para os coeﬁcientes cin
´
eticos no regime de transic¸
˜
ao
s
˜
ao apresentados no Cap
´
ıtulo 7.
41




CAP
´
ITULO 7
Resultados e discuss
˜
ao
Todos os c
´
alculos num
´
ericos foram realizados para tr
ˆ
es misturas de gases nobres:
Ne
ˆ
onio-Arg
ˆ
onio, H
´
elio-Arg
ˆ
onio e H
´
elio-Xen
ˆ
onio. As esp
´
ecies que comp
˜
oem essas misturas
possuem as seguintes massas at
ˆ
omicas: m
He
= 4.0026, m
Ne
= 20.183, m
Ar
= 39.948 e
m
Xe
= 131.30 unidades de massa at
ˆ
omica. A escolha dessas misturas foi feita visando analisar
a inﬂu
ˆ
encia do par
ˆ
ametro m
2
/m
1
, onde m
1
´
e a massa da esp
´
ecie leve e m
2
´
e a massa da esp
´
ecie
pesada, nos coeﬁcientes de deslizamento e tamb
´
em nos coeﬁcientes cin
´
eticos j
´
a que esse con-
junto de misturas possui os seguintes valores para esse par
ˆ
ametro: (m
2
/m
1
)
Ne−Ar
= 1.979,
(m
2
/m
1
)
He
−
Ar
= 9.980 e (m
2
/m
1
)
He
−
Xe
= 32.804.
A an
´
alise da sensibilidade dos coeﬁcientes de deslizamento ao potencial de interac¸
˜
ao
entre as part
´
ıculas
´
e realizada e, para isso, utilizamos dois potenciais de interac¸
˜
ao: o modelo
de esferas-r
´
ıgidas e um potencial real
´
ıstico [67] de interac¸
˜
ao. O modelo de esferas-r
´
ıgidas
´
e muito utilizado devido a sua simplicidade enquanto que o potencial real
´
ıstico fornece uma
descric¸
˜
ao mais f
´
ısica da interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas. Em nosso c
´
ogido num
´
erico, os di
ˆ
ametros
das esp
´
ecies constituintes das misturas consideradas s
˜
ao par
ˆ
ametros de entrada e dependem
do potencial de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas. No Ap
ˆ
endice A mostramos como calculamos os
di
ˆ
ametros para o modelo de esferas-r
´
ıgidas. Para o caso de potencial real
´
ıstico os valores s
˜
ao
tabelados na Ref. [67].
Como ser
´
a visto mais adiante, os coeﬁcientes de deslizamento difuso e t
´
ermico de-
pendem do potencial de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas e o uso do modelo de esferas-r
´
ıgidas n
˜
ao
´
e aconselh
´
avel. Por isso, como no regime hidrodin
ˆ
amico as express
˜
oes para os coeﬁcientes
cin
´
eticos dependem dos coeﬁcientes de deslizamento, os c
´
alculos num
´
ericos para os coeﬁ-
cientes cin
´
eticos foram feitos somente para o potencial real
´
ıstico [67] de interac¸
˜
ao entre as
part
´
ıculas. Na Ref. [31]
´
e mostrado que os coeﬁcientes cin
´
eticos s
˜
ao sens
´
ıveis ao potencial de
interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas tal que o modelo de esferas-r
´
ıgidas deve ser evitado nos c
´
alculos
referentes a misturas gasosas, principalmente quando o estudo se refere a ﬂuxos difusivos de
misturas gasosas.
7.1 Coeﬁcientes de deslizamento
Nesta sec¸
˜
ao apresenta-se os resultados obtidos no presente trabalho para os coeﬁcientes
de deslizamento viscoso, difuso e t
´
ermico das misturas em quest
˜
ao. A Ref. [94] fornece ex-
press
˜
oes para os coeﬁcientes de deslizamento viscoso, difuso e t
´
ermico de misturas bin
´
arias de
gases rarefeitos obtidas atrav
´
es da aplicac¸
˜
ao do m
´
etodo dos momentos para a soluc¸
˜
ao anal
´
ıtica
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[image: alt]da equac¸
˜
ao de Boltzmann. Nossos resultados s
˜
ao comparados com os obtidos na Ref. [94]
utilizando as seguintes relac¸
˜
oes:
σ
P
=
8
5
√
π
c
m
, σ
C
=
CD
12
2µ
c
Dsl
, σ
T
= c
T sl
, (7.1)
onde c
m
, c
Dsl
e c
T sl
denotam, respectivamente, os coeﬁcientes de deslizamento viscoso, difuso
e t
´
ermico obtidos na Ref. [94].
´
E importante esclarecer o porqu
ˆ
e do c
´
alculo num
´
erico dos coeﬁcientes de deslizamento
se a Ref. [94] nos fornece express
˜
oes anal
´
ıticas para esses coeﬁcientes. Na Ref. [94] as ex-
press
˜
oes para os coeﬁcientes de deslizamento foram obtidas via soluc¸
˜
ao anal
´
ıtica da equac¸
˜
ao
de Boltzmann, a qual foi linearizada atrav
´
es do uso da seguinte express
˜
ao para a func¸
˜
ao de
distribuic¸
˜
ao das part
´
ıculas reﬂetidas (+) e incidentes (−):
f
±
α
= f
0
α
[1 + Ψ
α
(r, c
α
) + Φ
±
α
(x, c
α
)],
onde f
0
α
corresponde
`
a func¸
˜
ao Maxwelliana local, Ψ
α
(r, c
α
)
´
e a aproximac¸
˜
ao de Chapman-
Enskog de primeira ordem e Φ
±
α
(x, c)
´
e uma func¸
˜
ao associada
`
a inﬂu
ˆ
encia da parede cuja ex-
press
˜
ao tamb
´
em
´
e uma aproximac¸
˜
ao.
Portanto, estamos comparando resultados obtidos atrav
´
es do uso de uma equac¸
˜
ao
aproximada (equac¸
˜
ao cin
´
etica de McCormack) com resultados obtidos atrav
´
es de uma aproximac¸
˜
ao
para a soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao linearizada de Boltzmann.
7.1.1 Coeﬁciente de deslizamento viscoso
As Figuras 7.1-7.3 mostram, respectivamente, o perﬁl do coeﬁciente de deslizamento
viscoso σ
P
em func¸
˜
ao da concentrac¸
˜
ao C
0
das misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe para os dois
potenciais de interac¸
˜
ao considerados: modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico. Essas
ﬁguras tamb
´
em apresentam o perﬁl do coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
P
obtido na Ref.
[94] para cada uma das misturas consideradas neste trabalho e para ambos os potenciais de
interac¸
˜
ao. Dessas ﬁguras podemos observar que:
(i) O coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
P
depende fracamente do potencial de interac¸
˜
ao
entre as part
´
ıculas. A diferenc¸a entre os valores de σ
P
obtidos para o modelo de esferas-
r
´
ıgidas e para o potencial real
´
ıstico
´
e menor que 0.4% para todas as misturas consideradas
neste trabalho (para uma veriﬁcac¸
˜
ao mais precisa consulte as Tabelas B.1-B.2 dadas no
Ap
ˆ
endice C). Observe que o mesmo pode ser dito a respeito dos resultados obtidos na Ref.
[94].
(ii) Os resultados obtidos atrav
´
es de m
´
etodos diferentes est
˜
ao em boa concord
ˆ
ancia entre si.
Nossos resultados foram obtidos via soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao cin
´
etica de McCormack [39]
com a aplicac¸
˜
ao do m
´
etodo de velocidades discretas [40] enquanto que na Ref. [94] os
resultados foram obtidos analiticamente via m
´
etodo dos momentos. Com o aux
´
ılio das
Tabelas B.1-B.2, dadas no Ap
ˆ
endice C, podemos veriﬁcar que a m
´
axima diferenc¸a entre
os nossos resultados e os obtidos na Ref. [94]
´
e aproximadamente 1%. Do ponto de vista
computacional, calcular o coeﬁciente de deslizamento viscoso via soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao
cin
´
etica de McCormack
´
e mais vantajoso do que calcul
´
a-lo via m
´
etodo dos momentos.
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Figura 7.1: Coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
P
vs concentrac¸
˜
ao molar C
0
para a mistura
Ne-Ar, modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
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Figura 7.2: Coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
P
vs concentrac¸
˜
ao molar C
0
para a mistura
He-Ar, modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
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Figura 7.3: Coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
P
vs concentrac¸
˜
ao molar C
0
para a mistura
He-Xe, modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
(iii) Nos limites de g
´
as
´
unico, i.e. quando C
0
= 0 e C
0
= 1, os valores obtidos para o
coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
P
s
˜
ao exatamente iguais aos valores obtidos nas
Refs. [49, 50] para um g
´
as
´
unico via modelo de Shakov e condic¸
˜
ao de reﬂex
˜
ao difusa das
part
´
ıculas na superf
´
ıcie. Esse resultado
´
e previsto pois o modelo de McCormack tende ao
modelo de Shakov quando a concentrac¸
˜
ao de uma das esp
´
ecies que constituem a mistura
´
e muito pequena.
(iv) Para a mistura de Ne-Ar, a m
´
axima variac¸
˜
ao de σ
P
em relac¸
˜
ao ao valor para um g
´
as
´
unico
´
e aproximadamente 2%. Para a mistura de He-Ar a m
´
axima variac¸
˜
ao
´
e aproximadamente
17% e para a mistura de He-Xe
´
e aproximadamente 39%. Isso signiﬁca que quanto maior
a raz
˜
ao entre as massas das esp
´
ecies que constituem a mistura maior a variac¸
˜
ao do coeﬁ-
ciente de deslizamento viscoso σ
P
em relac¸
˜
ao ao valor de um g
´
as
´
unico.
(v) Para a mistura com maior raz
˜
ao entre as massas das esp
´
ecies, ou seja m
2
/m
1
, uma pe-
quena concentrac¸
˜
ao da esp
´
ecie pesada muda signiﬁcativamente o valor de σ
P
em relac¸
˜
ao
ao valor para um g
´
as
´
unico. Em nosso trabalho a mistura de He-Xe possui a maior raz
˜
ao
entre as massas das esp
´
ecies e para uma concentrac¸
˜
ao C
0
= 0.99 por exemplo, temos
somente 1% de Xe e σ
P
varia em aproximadamente 10% em relac¸
˜
ao ao valor para g
´
as
´
unico.
(vi) O coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
P
sempre apresenta maiores valores para a mistura
com maior raz
˜
ao entre as massas das esp
´
ecies constituintes e para as misturas consider-
adas neste trabalho σ
P
varia no intervalo [1.018, 1.4] para qualquer valor de concentrac¸
˜
ao
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[image: alt]C
0
. A n
´
ıvel de curiosidade podemos dizer que se tiv
´
essemos uma mistura formada por
duas esp
´
ecies gasosas atomicamente diferentes mas com massas iguais, o valor do coeﬁ-
ciente de deslizamento viscoso seria exatamente igual ao valor obtido para o caso de um
´
unico g
´
as, ou seja, σ
P
= 1.018.
As Tabelas 7.1-7.3 apresentam alguns valores obtidos no presente trabalho para os
desvios de velocidade de cada esp
´
ecie constituinte das misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe em
func¸
˜
ao da dist
ˆ
ancia x normal
`
a parede considerando o modelo de esferas-r
´
ıgidas.
Tabela 7.1: Perﬁl da velocidade de cada esp
´
ecie constituinte da mistura Ne - Ar devido ao
gradiente de velocidade, modelo de esferas-r
´
ıgidas
C
0
= 0.1 C
0
= 0.5 C
0
= 0.9
x u
(u)
1
u
(u)
2
u
(u)
1
u
(u)
2
u
(u)
1
u
(u)
2
0.001 0.775 0.703 0.757 0.687 0.722 0.653
0.1 0.838 0.784 0.826 0.775 0.796 0.750
0.2 0.868 0.823 0.859 0.817 0.834 0.797
0.5 0.919 0.890 0.917 0.892 0.898 0.878
1.0 0.960 0.945 0.964 0.952 0.950 0.941
2.0 0.994 0.989 1.004 1.001 0.993 0.991
5.0 1.019 1.019 1.034 1.033 1.023 1.023
10.0 1.024 1.024 1.039 1.039 1.028 1.028
Tabela 7.2: Perﬁl da velocidade de cada esp
´
ecie constituinte da mistura He - Ar devido ao
gradiente de velocidade, modelo de esferas-r
´
ıgidas
C
0
= 0.1 C
0
= 0.5 C
0
= 0.9
x u
(u)
1
u
(u)
2
u
(u)
1
u
(u)
2
u
(u)
1
u
(u)
2
0.001 0.799 0.720 0.848 0.781 0.809 0.779
0.1 0.862 0.801 0.919 0.869 0.890 0.871
0.2 0.889 0.840 0.954 0.913 0.930 0.916
0.5 0.940 0.908 1.015 0.989 1.000 0.994
1.0 0.979 0.963 1.066 1.052 1.059 1.057
2.0 1.013 1.007 1.111 1.105 1.109 1.109
5.0 1.040 1.038 1.143 1.143 1.146 1.146
10.0 1.043 1.043 1.150 1.150 1.153 1.153
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[image: alt]Tabela 7.3: Perﬁl da velocidade de cada esp
´
ecie constituinte da mistura He - Xe devido ao
gradiente de velocidade, modelo de esferas-r
´
ıgidas
C
0
= 0.1 C
0
= 0.5 C
0
= 0.9
x u
(u)
1
u
(u)
2
u
(u)
1
u
(u)
2
u
(u)
1
u
(u)
2
0.001 0.865 0.729 0.970 0.846 0.996 0.960
0.1 0.920 0.810 1.036 0.936 1.084 1.058
0.2 0.942 0.849 1.069 0.982 1.129 1.108
0.5 0.985 0.917 1.122 1.063 1.208 1.197
1.0 1.012 0.972 1.172 1.133 1.280 1.274
2.0 1.040 1.019 1.213 1.194 1.345 1.343
5.0 1.050 1.051 1.246 1.241 1.399 1.398
10.0 1.056 1.056 1.252 1.252 1.411 1.411
Desses dados podemos observar que nas proximidades da superf
´
ıcie, ou seja, na ca-
mada de Knudsen, a esp
´
ecie leve se movimenta mais rapidamente que a esp
´
ecie pesada em
todas as situac¸
˜
oes tabeladas. Isso ocorre porque ao colidir com a parede as part
´
ıculas gasosas
s
˜
ao termalizadas, ou seja, a energia cin
´
etica da part
´
ıcula
´
e igual a kT
w
(k
´
e a constante de Boltz-
mann e T
w
denota a temperatura da parede) e, consequentemente, a esp
´
ecie leve sempre ter
´
a
velocidade maior nas proximidades da parede.
Distante da superf
´
ıcie, ou seja, fora da camada de Knudsen, as velocidades de ambas
as esp
´
ecies s
˜
ao iguais e este valor corresponde ao valor do coeﬁciente de deslizamento viscoso
σ
P
.
Para visualizarmos o comportamento n
˜
ao linear do desvio da velocidade u
(u)
y
das mis-
turas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe na camada de Knudsen plotamos as curvas dadas na Figura 7.4. Os
perﬁs da velocidade u
(u)
y
mostrados nessa ﬁgura foram plotados utilizando-se a seguinte relac¸
˜
ao
entre a velocidade da mistura u
(u)
y
e a velocidade dos constituintes u
(u)
1
e u
(u)
2
:
u
(u)
y
= C
0
m
1
m
u
(u)
1
+ (1 − C
0
)
m
2
m
u
(u)
2
, (7.2)
onde as velocidades u
(u)
1
e u
(u)
2
s
˜
ao dadas nas Tabelas 7.1, 7.2 e 7.3.
A Figura 7.4 permite visualizarmos perfeitamente a n
˜
ao linearidade nas proximidades
da parede, ou seja, na camada de Knudsen. Fora da camada de Knudsen temos um perﬁl linear
constante.
Tamb
´
em deve ser notado que em x = 20 a velocidade u
(u)
y
apresenta um perﬁl linear
constante para as tr
ˆ
es misturas consideradas no presente trabalho e, portanto, o valor m
´
aximo
de x considerado nos c
´
alculos num
´
ericos
´
e 20. Como dito anteriormente, realizar os c
´
alculos
num
´
ericos com x
max
> 20
´
e poss
´
ıvel mas computacionalmente
´
e desvantajoso.
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Figura 7.4: Perﬁl do desvio de velocidade u
(u)
y
das misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe em func¸
˜
ao
da dist
ˆ
ancia x normal
`
a parede para concentrac¸
˜
ao: (a) C
0
= 0.1, (b) C
0
= 0.5 e (c) C
0
= 0.9
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[image: alt]7.1.2 Coeﬁciente de deslizamento difuso
As Figuras 7.5, 7.6 e 7.7 mostram, respectivamene, o perﬁl do coeﬁciente de desliza-
mento difuso σ
C
em func¸
˜
ao da concentrac¸
˜
ao molar C
0
para as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-
Xe para os dois potenciais de interac¸
˜
ao considerados: modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial
real
´
ıstico.
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Figura 7.5: Coeﬁciente de deslizamento difuso σ
C
vs concentrac¸
˜
ao molar C
0
para a mistura de
Ne-Ar, modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao.
Dessas ﬁguras podemos observar que:
(i) Para as tr
ˆ
es misturas consideradas no presente trabalho o coeﬁciente de deslizamento di-
fuso σ
C
´
e sempre positivo. Fisicamente isso signiﬁca que a mistura sempre ﬂui da regi
˜
ao
de menor concentrac¸
˜
ao para a regi
˜
ao de maior concentrac¸
˜
ao da esp
´
ecie leve.
(ii) O coeﬁciente de deslizamento difuso
´
e uma func¸
˜
ao monot
ˆ
onica da concentrac¸
˜
ao molar e
atinge seu valor m
´
aximo quando C
0
tende a um.
(iii) Nos limites C
0
= 0 e C
0
= 1 o fen
ˆ
omeno de deslizamento difuso n
˜
ao ocorre pois nessas
concentrac¸
˜
oes temos uma
´
unica esp
´
ecie gasosa e o fen
ˆ
omeno de deslizamento difuso est
´
a
associado ao movimento de difus
˜
ao entre as diferentes esp
´
ecies que constituem a mistura.
(iv) Esse coeﬁciente
´
e sens
´
ıvel ao potencial de interac¸
˜
ao. A diferenc¸a entre os resultados
obtidos para o modelo de esferas-r
´
ıgidas e para o potencial real
´
ıstico aumenta
`
a medida
que a raz
˜
ao das massas das esp
´
ecies que constituem a mistura aumenta. Para a mistura de
maior raz
˜
ao entre as massas das esp
´
ecies (mistura de He-Xe com m
2
/m
1
= 32.804) essa
diferenc¸a alcanc¸a o valor de 30%. Essa sensibilidade ao potencial de interac¸
˜
ao foi notada
49




[image: alt]0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
σ
C
C
0
Presente trabalho: esferas-r´ıgidas
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
Ref. [94]: esferas-r´ıgidas
Presente trabalho: potencial real´ıstico
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
Ref. [94]: potencial real´ıstico
Figura 7.6: Coeﬁciente de deslizamento difuso σ
C
vs concentrac¸
˜
ao molar C
0
para a mistura de
He-Ar, modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao.
previamente por Loyalka na Ref. [94]. Portanto, os resultados obtidos via modelo de
esferas-r
´
ıgidas podem ser considerados qualitativamente corretos mas quantitativamente
est
˜
ao bem distantes dos resultados aceit
´
aveis.
(v) Comparando os resultados obtidos no presente trabalho com os obtidos na Ref. [94]
podemos observar que ambos possuem o mesmo comportamento qualitativo mas quan-
titativamente existe diferenc¸a entre os resultados. A m
´
axima diferenc¸a entre os resultados
obtidos neste trabalho e os obtidos na Ref. [94]
´
e aproximadamente 2% para as tr
ˆ
es mis-
turas consideradas ao assumirmos que as part
´
ıculas interagem de acordo com o modelo
de esferas-r
´
ıgidas. J
´
a para o caso de potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas,
a m
´
axima diferenc¸a entre os resultados
´
e aproximadamente 2% para as misturas Ne-Ar
e He-Ar e 8% para a mistura He-Xe. Como os resultados do presente trabalho e da Ref.
[94] foram obtidos atrav
´
es de m
´
etodos diferentes, uma diferenc¸a de 2% entre os resulta-
dos
´
e aceit
´
avel mas o mesmo n
˜
ao pode ser dito quando a diferenc¸a
´
e de 8% . Portanto,
no caso de potencial real
´
ıstico o coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
C
apresenta uma
sensibilidade ao m
´
etodo de soluc¸
˜
ao quando a mistura considerada apresenta uma grande
raz
˜
ao entre as massas das esp
´
ecies constituintes. Para saber qual dos m
´
etodos fornece
resultados mais pr
´
oximos da realidade f
´
ısica precisamos comparar os resultados obtidos
via ambos os m
´
etodos com dados obtidos experimentalmente ou via soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao
de Boltzmann com a integral de colis
˜
oes exata e um potencial de interac¸
˜
ao intermolecular
mais pr
´
oximo da realidade f
´
ısica. Mais adiante comparamos os nossos resultados com os
obtidos em um trabalho no qual a equac¸
˜
ao de Boltzmann foi resolvida com a integral de
colis
˜
oes exata.
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Figura 7.7: Coeﬁciente de deslizamento difuso σ
C
vs concentrac¸
˜
ao molar C
0
para a mistura de
He-Xe, modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao.
(vi) O coeﬁciente de deslizamento difuso σ
C
aumenta
`
a medida que o par
ˆ
ametro m
2
/m
1
au-
menta. Para a mistura de He-Xe, que possui o maior valor de m
2
/m
1
, σ
C
atinge o valor de
11.355. Isso signiﬁca que o fen
ˆ
omeno de deslizamento difuso
´
e muito signiﬁcativo para
misturas com grande raz
˜
ao entre as massas das esp
´
ecies constituintes. Tamb
´
em
´
e poss
´
ıvel
observar que quanto menor a concentrac¸
˜
ao da esp
´
ecie pesada maior o valor do coeﬁciente
de deslizamento difuso.
Os resultados obtidos para o coeﬁciente de deslizamento difuso tamb
´
em foram com-
parados com os resultados obtidos nas Refs. [65, 85]. Nas Refs. [65, 85], o coeﬁciente de
deslizamento difuso foi determinado para algumas misturas hipot
´
eticas de gases rarefeitos via
soluc¸
˜
ao num
´
erica da equac¸
˜
ao de Boltzmann com a integral de colis
˜
oes exata e utilizando o
modelo de esferas-r
´
ıgidas para a interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas. Nosso coeﬁciente de desliza-
mento difuso σ
C
est
´
a relacionado ao coeﬁciente de deslizamento difuso deﬁnido na Ref. [85] e
denotado por b
II
do seguinte modo:
σ
C
=
1
2
√
2π
mC
0
µd
2
1

2kT
m
1

1/2
b
II
, (7.3)
onde d
1
denota o di
ˆ
ametro da esp
´
ecie leve que constitui a mistura.
Para realizar essa comparac¸
˜
ao os c
´
alculos foram realizados para misturas hipot
´
eticas
de gases rarefeitos com par
ˆ
ametros m
2
/m
1
iguais a 2, 5 e 10, e raz
˜
ao entre os di
ˆ
ametros das
esp
´
ecies d
2
/d
1
igual a unidade. Tamb
´
em assumiu-se o modelo de esferas-r
´
ıgidas para interac¸
˜
ao
entre as part
´
ıculas gasosas. Os valores num
´
ericos apresentados nas Refs. [65, 85] foram recal-
culados via Eq. (7.3). Os resultados obtidos se encontram na Tabela 7.4.
51




[image: alt]Tabela 7.4: Coeﬁciente de deslizamento difuso σ
C
vs concentrac¸
˜
ao C
0
, misturas hipot
´
eticas com
raz
˜
ao entre as massas das esp
´
ecies igual a m
2
/m
1
σ
C
m
2
/m
1
= 2 m
2
/m
1
= 5 m
2
/m
1
= 10
C
0
Presente Ref. [85, 65] Presente Ref. [85, 65] Presente Ref. [85, 65]
0.1 0.022 0.024 0.041 0.044 0.051 0.055
0.3 0.077 0.083 0.156 0.166 0.197 0.209
0.5 0.150 0.161 0.342 0.492 0.450 0.475
0.7 0.247 0.263 0.676 0.710 0.978 1.024
0.9 0.380 0.403 1.377 2.401 2.525 2.618
A an
´
alise dessa tabela mostra que a diferenc¸a entre os resultados obtidos no presente
trabalho via modelo de McCormack e os obtidos via soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Boltzmann com
a integral de colis
˜
oes exata n
˜
ao excede 5% para as tr
ˆ
es misturas hipot
´
eticas consideradas.
Isso mostra que o modelo de McCormack fornece resultados precisos com a vantagem de que
o esforc¸o computacional necess
´
ario para os c
´
alculos num
´
ericos
´
e bem menor comparado ao
esforc¸o computacional necess
´
ario para a soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Boltzmann.
Como o coeﬁciente de deslizamento difuso depende do potencial de interac¸
˜
ao entre
as part
´
ıculas seria recomend
´
avel fazer a comparac¸
˜
ao dos nossos resultados com os obtidos via
equac¸
˜
ao de Boltzmann para o caso de potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao. No presente trabalho n
˜
ao
foi poss
´
ıvel fazer essa comparac¸
˜
ao porque ainda n
˜
ao existem trabalhos na literatura referentes
`
a
soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Boltzmann original para o caso de potenciais de interac¸
˜
ao diferentes do
modelo de esferas-r
´
ıgidas.
O perﬁl da velocidade de cada esp
´
ecie constituinte das misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe
em func¸
˜
ao da dist
ˆ
ancia x normal
`
a parede
´
e mostrado nas Tabelas 7.5-7.7 para concentrac¸
˜
oes
C
0
= 0.1, 0.5 e 0.9 e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas. Dos dados apresen-
Tabela 7.5: Perﬁl da velocidade de cada esp
´
ecie constituinte da mistura Ne- Ar devido ao
gradiente de concentrac¸
˜
ao, potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
C
0
= 0.1 C
0
= 0.5 C
0
= 0.9
x −u
(C)
1
u
(C)
2
−u
(C)
1
u
(C)
2
−u
(C)
1
u
(C)
2
0.001 0.501 0.009 0.396 0.269 0.295 1.806
0.1 0.635 0.049 0.510 0.357 0.386 2.426
0.2 0.711 0.056 0.571 0.405 0.434 2.760
0.5 0.849 0.069 0.680 0.494 0.514 3.336
1.0 0.962 0.080 0.764 0.565 0.570 3.756
2.0 1.049 0.089 0.821 0.617 0.604 4.030
5.0 1.094 0.094 0.845 0.644 0.614 4.136
10.0 1.098 0.095 0.846 0.646 0.614 4.141
20.0 1.098 0.095 0.846 0.646 0.614 4.141
tados nessas tabelas observa-se que as velocidades das esp
´
ecies constituintes de cada mistura
possuem direc¸
˜
oes opostas. Para as tr
ˆ
es misturas consideradas no presente trabalho, quando
C
0
= 0.1 a esp
´
ecie leve possui maior velocidade.
`
A medida que a concentrac¸
˜
ao C
0
aumenta,
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[image: alt]Tabela 7.6: Perﬁl da velocidade de cada esp
´
ecie constituinte da mistura He- Ar devido ao
gradiente de concentrac¸
˜
ao, potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
C
0
= 0.1 C
0
= 0.5 C
0
= 0.9
x −u
(C)
1
u
(C)
2
−u
(C)
1
u
(C)
2
−u
(C)
1
u
(C)
2
0.001 1.193 0.039 0.966 0.289 0.590 1.621
0.1 1.495 0.051 1.214 0.370 0.753 2.061
0.2 1.667 0.057 1.357 0.417 0.849 2.315
0.5 1.984 0.070 1.622 0.505 1.032 2.793
1.0 2.253 0.085 1.850 0.582 1.194 3.209
2.0 2.470 0.090 2.035 0.646 1.332 3.556
5.0 2.591 0.096 2.141 0.685 1.416 3.762
10.0 2.605 0.097 2.151 0.689 1.426 3.784
20.0 2.605 0.097 2.152 0.690 1.426 3.785
Tabela 7.7: Perﬁl da velocidade de cada esp
´
ecie constituinte da mistura He- Xe devido ao
gradiente de concentrac¸
˜
ao, potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao.
C
0
= 0.1 C
0
= 0.5 C
0
= 0.9
x −u
(C)
1
u
(C)
2
−u
(C)
1
u
(C)
2
−u
(C)
1
u
(C)
2
0.001 2.859 0.051 2.280 0.368 1.207 1.840
0.1 3.457 0.065 2.760 0.465 1.492 2.260
0.2 3.816 0.074 3.053 0.526 1.668 2.516
0.5 4.500 0.092 3.614 0.643 2.021 3.021
1.0 5.143 0.109 4.146 0.761 2.369 3.509
2.0 5.732 0.128 4.638 0.878 2.711 3.978
5.0 6.162 0.144 4.998 0.978 2.987 4.342
10.0 6.236 0.148 5.054 0.999 3.037 4.405
20.0 6.242 0.148 5.059 1.002 3.041 4.410
a velocidade da esp
´
ecie leve tende a diminuir enquanto que a velocidade da esp
´
ecie pesada
tende a aumentar. Distante da superf
´
ıcie s
´
olida a velocidade de cada esp
´
ecie
´
e constante e a
diferenc¸a entre as velocidades das esp
´
ecies constituintes de cada mistura, ou seja u
(C)
1
− u
(C)
2
,
´
e
determinada atrav
´
es do coeﬁciente de difus
˜
ao D
12
e pode ser obtida analiticamente via m
´
etodo
de Chapman-Enskog. Assim, aplicando o m
´
etodo de Chapman-Enskog para resolver a equac¸
˜
ao
cin
´
etica (6.3) para x → ∞, a seguinte express
˜
ao para a diferenc¸a entre as velocidades das
esp
´
ecies constituintes da mistura
´
e encontrada:
u
(C)
1
− u
(C)
2
= −

0
D
12
2µ(1 − C
0
)
, (7.4)
onde D
12
e µ denotam, respectivamente, o coeﬁciente de difus
˜
ao e a viscosidade da mistura
cujas express
˜
oes podem ser encontradas na Ref. [68]. O resultado da diferenc¸a u
(C)
1
− u
(C)
2
calculado via dados apresentados nas Tabelas 7.5, 7.6 e 7.7 est
´
a em excelente concord
ˆ
ancia
com os resultados obtidos via express
˜
ao Eq. (7.4).
Novamente, para visualizarmos o comportamento n
˜
ao linear da velocidade das mis-
turas na camada de Knudsen plotamos as curvas dadas na Figura 7.8.
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Figura 7.8: Perﬁl da velocidade u
(C)
y
em func¸
˜
ao da dist
ˆ
ancia x normal
`
a parede para as
misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe com concentrac¸
˜
ao: (a) C
0
= 0.1, (b) C
0
= 0.5 e (c)
C
0
= 0.9
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[image: alt]7.1.3 Coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico
As Figuras 7.9, 7.10 e 7.11 mostram, respectivamente, o perﬁl do coeﬁciente de desliza-
mento t
´
ermico σ
T
em func¸
˜
ao da concentrac¸
˜
ao C
0
para as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe para
os dois potenciais de interac¸
˜
ao considerados: modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico.
1.1
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Figura 7.9: Coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
vs concentrac¸
˜
ao molar C
0
para a mistura
Ne-Ar, modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao.
Dessas ﬁguras podemos observar que:
(i) Semelhante ao coeﬁciente de deslizamento viscoso, nos limites de um g
´
as
´
unico, i.e.
quando C
0
= 0 e C
0
= 1, o coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
´
e exatamente igual
ao obtido nas Refs. [50, 51] via modelo de Shakov assumindo espalhamento difuso das
part
´
ıculas na superf
´
ıcie s
´
olida. Novamente este resultado j
´
a era esperado pois o modelo
de McCormack tende ao modelo de Shakov nos limites de g
´
as
´
unico.
(ii) O coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
´
e fortemente sens
´
ıvel ao potencial de interac¸
˜
ao
entre as part
´
ıculas. Essa sensibilidade ao potencial de interac¸
˜
ao
´
e facilmente percebida
pois o comportamento qualitativo desse coeﬁciente em func¸
˜
ao da concentrac¸
˜
ao C
0
´
e total-
mente diferente para ambos os potenciais. Quantitativamente, a m
´
axima diferenc¸a entre
os resultados obtidos para o modelo de esferas-r
´
ıgidas e para potencial real
´
ıstico atinge os
valores 4%, 18% e 42% para as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe (veja as tabelas B.5 e B.6
do Ap
ˆ
endice C). Portanto, quanto maior a raz
˜
ao entre as massas das esp
´
ecies constituintes
da mistura, m
2
/m
1
, maior a sensibilidade do coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
ao
potencial de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas. Essa sensibilidade do coeﬁciente de desliza-
mento t
´
ermico ao potencial de interac¸
˜
ao foi previamente notada por Loyalka na Ref. [94].
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Figura 7.10: Coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
vs concentrac¸
˜
ao molar C
0
para a mistura
He-Ar, modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao.
A pergunta que surge neste caso
´
e a seguinte: quais resultados descrevem de forma cor-
reta o fen
ˆ
omeno de deslizamento t
´
ermico, os obtidos via modelo de esferas-r
´
ıgidas ou os
obtidos via potencial real
´
ıstico? Para o modelo de esferas-r
´
ıgidas, os di
ˆ
ametros at
ˆ
omicos
das esp
´
ecies constituintes das misturas consideradas neste trabalho foram determinados
atrav
´
es do uso de dados experimentais para a viscosidade de cada uma das esp
´
ecies con-
stituintes da mistura e, consequentemente, n
˜
ao h
´
a uma boa concord
ˆ
ancia entre os resul-
tados obtidos para os outros coeﬁcientes de transporte com os dados experimentais para
estes coeﬁcientes. Ao contr
´
ario, com o uso do potencial real
´
ıstico obtemos valores para
os coeﬁcientes de transporte concordantes com os dados experimentais. Portanto, os re-
sultados obtidos via potencial real
´
ıstico s
˜
ao mais conﬁ
´
aveis e descrevem de forma correta
o fen
ˆ
omeno de deslizamento t
´
ermico.
(iii) Comparando os resultados obtidos no presente trabalho via equac¸
˜
ao cin
´
etica de McCor-
mack com os obtidos na Ref. [94] via m
´
etodo dos momentos aplicado
`
a equac¸
˜
ao de
Boltzmann, observamos que o comportamento qualitativo do coeﬁciente de deslizamento
t
´
ermico
´
e o mesmo para ambos os m
´
etodos. Quantitativamente a m
´
axima diferenc¸a en-
tre os resultados obtidos atrav
´
es de m
´
etodos diferentes
´
e de 5% (isso pode ser veriﬁcado
atrav
´
es das Tabelas B.5 e B.6 do Ap
ˆ
endice C). Portanto, al
´
em da sensibilidade ao poten-
cial de interac¸
˜
ao, o coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico tamb
´
em
´
e sens
´
ıvel ao m
´
etodo de
soluc¸
˜
ao.
(iv) Para um valor ﬁxo de concentrac¸
˜
ao C
0
o coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
aumenta
`
a medida que o par
ˆ
ametro m
2
/m
1
aumenta. Para as tr
ˆ
es misturas consideradas, o coeﬁ-
ciente de deslizamento t
´
ermico varia no intervalo [1.171,1.592]. Para a mistura com maior
56




[image: alt]1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
σ
T
C
0
Presente trabalho: esferas-r´ıgidas
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
Ref. [94]: esferas-r´ıgidas
Presente trabalho: potencial real´ıstico
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
Ref. [94]: potencial real´ıstico
Figura 7.11: Coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
vs concentrac¸
˜
ao molar C
0
para a mistura
He-Xe, modelo de esferas-r
´
ıgidas e potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao.
par
ˆ
ametro m
2
/m
1
, i.e. He-Xe, uma pequena concentrac¸
˜
ao da esp
´
ecie pesada muda signi-
ﬁcativamente o valor de σ
T
em relac¸
˜
ao ao valores limites para g
´
as
´
unico. Como exemplo,
na mistura de He-Xe com C
0
= 0.99, a quantidade de 1% de g
´
as Xen
ˆ
onio muda em 7% o
valor de σ
T
em relac¸
˜
ao ao valor obtido para g
´
as
´
unico.
Os resultados obtidos para o coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico tamb
´
em foram com-
parados com os resultados obtidos na Ref. [65], na qual o coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico
foi determinado para misturas hipot
´
eticas de gases rarefeitos via soluc¸
˜
ao num
´
erica da equac¸
˜
ao
de Boltzmann com a integral de colis
˜
oes exata e modelo de esferas-r
´
ıgidas para a interac¸
˜
ao entre
as part
´
ıculas. Para realizar essa comparac¸
˜
ao a seguinte relac¸
˜
ao
´
e utilizada:
σ
T
=

kT
0
πm
1

1/2
m
2µd
2
1
b
I
, (7.5)
onde σ
T
´
e o coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico deﬁnido no presente trabalho, b
I
denota o
coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico deﬁnido na Ref. [65] e d
1
denota o di
ˆ
ametro da esp
´
ecie
leve que constitui a mistura. A Tabela 7.8 apresenta a comparac¸
˜
ao entre os resultados obtidos
neste trabalho com os obtidos na Ref. [65] para o coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico.
Dessa tabela podemos veriﬁcar que a m
´
axima diferenc¸a entre os resultados
´
e aprox-
imadamente 13%. Como nossos resultados foram obtidos atrav
´
es do uso de um modelo para
a equac¸
˜
ao de Boltzmann essa diferenc¸a entre os resultados mostra que, frente ao esforc¸o com-
putacional necess
´
ario para resolver a equac¸
˜
ao de Boltzmann,
´
e mais vantajoso utilizar o modelo
de McCormack visto que este fornece resultados conﬁ
´
aveis com menos esforc¸o computacional.
As Tabelas 7.9, 7.10 e 7.11 apresentam, respectivamente, os perﬁs das velocidades das
esp
´
ecies constituintes das misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe para o caso de potencial real
´
ıstico
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[image: alt]Tabela 7.8: Coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
vs concentrac¸
˜
ao C
0
para misturas
hipot
´
eticas com raz
˜
ao entre as massas das esp
´
ecies igual a m
2
/m
1
σ
T
m
2
/m
1
= 2 m
2
/m
1
= 5 m
2
/m
1
= 10
C
0
Presente Ref. [65] Presente Ref. [65] Presente Ref. [65]
0.1 1.1486 1.0142 1.0994 0.9754 1.0923 0.9682
0.5 1.1013 0.9771 0.9420 0.8478 0.8842 0.7969
0.9 1.1466 1.0120 1.0643 0.9398 0.9970 0.8736
de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas gasosas. Dessas tabelas observamos que distante da superf
´
ıcie
Tabela 7.9: Perﬁl da velocidade dos constituintes da mistura Ne - Ar devido ao gradiente de
temperatura, potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
C
0
= 0.1 C
0
= 0.5 C
0
= 0.9
x u
(T)
1
u
(T)
2
u
(T)
1
u
(T)
2
u
(T)
1
u
(T)
2
0.001 0.207 0.145 0.182 0.131 0.156 0.115
0.1 0.301 0.217 0.267 0.196 0.232 0.173
0.2 0.356 0.259 0.317 0.235 0.276 0.209
0.5 0.461 0.343 0.414 0.314 0.365 0.281
1.0 0.561 0.424 0.506 0.391 0.448 0.354
2.0 0.653 0.504 0.594 0.469 0.529 0.429
5.0 0.721 0.567 0.663 0.535 0.594 0.491
10.0 0.732 0.580 0.676 0.549 0.606 0.504
20.0 0.734 0.581 0.678 0.550 0.607 0.505
as velocidades das esp
´
ecies tendem a um valor constante. A velocidade da esp
´
ecie leve sem-
pre
´
e maior que a velocidade da esp
´
ecie pesada e distante da superf
´
ıcie a diferenc¸a entre as
velocidades
´
e maior devido ao fen
ˆ
omeno de termo-difus
˜
ao.
Para veriﬁcar se os valores para as velocidades das esp
´
ecies constituintes das misturas
em estudo est
˜
ao corretos podemos utilizar a seguinte express
˜
ao obtida via m
´
etodo de Chapman-
Enskog:
u
(T)
1
− u
(T)
2
= −

0
D
12
a
T
2µ
, (7.6)
onde D
12
, a
T
e µ denotam, respectivamente, o coeﬁciente de difus
˜
ao, fator de termo-difus
˜
ao e
viscosidade da mistura cujas express
˜
oes podem ser encontradas na Ref. [68]. Quando m
1
< m
2
,
o fator de termo-difus
˜
ao a
T
´
e negativo e, consequentemente, a diferenc¸a u
(T)
1
− u
(T)
2
torna-se
positiva.
O resultado obtido para a diferenc¸a u
(T)
1
− u
(T)
2
via dados das Tabelas 7.9, 7.10 e 7.11
est
˜
ao em excelente concord
ˆ
ancia com os resultados obtidos via express
˜
ao Eq. (7.6).
O comportamento n
˜
ao linear na velocidade hidrodin
ˆ
amica u
(T)
y
das misturas Ne-Ar, He-
Ar e He-Xe nas proximidades da superf
´
ıcie s
´
olida pode ser visualizado na Figura 7.12.
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[image: alt]Tabela 7.10: Perﬁl da velocidade dos constituintes da mistura He - Ar devido ao gradiente de
temperatura, potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
C
0
= 0.1 C
0
= 0.5 C
0
= 0.9
x u
(T)
1
u
(T)
2
u
(T)
1
u
(T)
2
u
(T)
1
u
(T)
2
0.001 0.400 0.145 0.324 0.128 0.207 0.102
0.1 0.581 0.206 0.472 0.183 0.304 0.138
0.2 0.681 0.256 0.555 0.217 0.361 0.163
0.5 0.872 0.339 0.714 0.288 0.471 0.219
1.0 1.026 0.419 0.856 0.361 0.575 0.282
2.0 1.163 0.498 0.977 0.442 0.676 0.357
5.0 1.253 0.563 1.071 0.519 0.757 0.435
10.0 1.262 0.577 1.087 0.539 0.774 0.455
20.0 1.262 0.578 1.093 0.541 0.776 0.457
Tabela 7.11: Perﬁl da velocidade de cada constituinte da mistura He - Xe devido gradiente de
temperatura, potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao.
C
0
= 0.1 C
0
= 0.5 C
0
= 0.9
x u
(T)
1
u
(T)
2
u
(T)
1
u
(T)
2
u
(T)
1
u
(T)
2
0.001 0.770 0.150 0.625 0.154 0.343 0.138
0.1 1.096 0.221 0.896 0.214 0.485 0.177
0.2 1.274 0.264 1.048 0.252 0.573 0.204
0.5 1.629 0.349 1.318 0.335 0.740 0.268
1.0 1.926 0.433 1.589 0.426 0.907 0.346
2.0 2.163 0.518 1.825 0.533 1.066 0.449
5.0 2.311 0.594 1.994 0.657 1.204 0.578
10.0 2.311 0.612 2.028 0.702 1.237 0.621
20.0 2.311 0.616 2.028 0.712 1.242 0.629
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Figura 7.12: Perﬁl da velocidade u
(T)
y
em func¸
˜
ao da dist
ˆ
ancia x normal
`
a parede para as misturas
Ne-Ar, He-Ar e He-Xe com concentrac¸
˜
ao: (a) C
0
= 0.1, (b) C
0
= 0.5, (c) C
0
= 0.9, potencial
real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
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[image: alt]7.2 Coeﬁcientes cin
´
eticos
Os coeﬁcientes cin
´
eticos foram calculados para as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe
considerando-se tr
ˆ
es valores de concentrac¸
˜
ao, C
0
= 0.1, 0.5 e 0.9, e potencial real
´
ıstico [67] de
interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas.
No regime de mol
´
eculas livres os coeﬁcientes cin
´
eticos foram obtidos analiticamente
via Eqs. (5.28)-(5.30).
No regime hidrodin
ˆ
amico (δ ≥ 40) empregamos as Eqs. (5.43)-(5.47). Os valores dos
coeﬁcientes de deslizamento viscoso σ
P
, difuso σ
C
e t
´
ermico σ
T
dados nas Tabelas B.1-B.6 e os
dados da Tabela 7.12 foram utilizados.
Tabela 7.12: Quantidades utilizadas no c
´
alculo dos coeﬁcientes cin
´
eticos via Eqs. (5.43)-(5.47).
Mistura C
0
D
12
/µ - α
T
mκ/kµ
Ne-Ar
0.1 2.1474 0.1418 3.8279
0.5 1.4922 0.1710 3.9705
0.9 0.9512 0.2159 3.8318
He-Ar
0.1 4.8634 0.2829 4.3466
0.5 2.8414 0.3865 5.9567
0.9 1.0422 0.6140 5.0896
He-Xe
0.1 11.5015 0.2957 5.8508
0.5 6.0606 0.4353 11.5972
0.9 1.4903 0.8247 8.8435
No regime de transic¸
˜
ao (0.001 ≤ δ < 40) os coeﬁcientes cin
´
eticos foram obtidos nu-
mericamente via metodologia apresentada no Cap
´
ıtulo 6. O c
´
odigo num
´
erico desenvolvido para
calcular os coeﬁcientes cin
´
eticos no regime de transic¸
˜
ao foi testado atrav
´
es de uma comparac¸
˜
ao
com os resultados obtidos na Ref.[24]. Nessa refer
ˆ
encia o m
´
etodo variacional
´
e empregado para
resolver a equac¸
˜
ao de Boltzmann e o par
ˆ
ametro γ
α
(relacionado
`
a frequ
ˆ
encia de colis
˜
oes entre
as part
´
ıculas, dado na Eq. (5.75))
´
e escolhido da mesma forma que na Ref. [39], ou seja,
γ
α
=
8
5
n
α
Ω
(2,2)
αα
+
64
15
n
β
m
2
αβ
m
α
m
β

2
m
2
αβ
m
α
m
β
Ω
(2,2)
αβ
+

m
αβ
m
α

2

2Ω
(1,3)
αβ
− 10Ω
(1,2)
αβ
+
25
2
Ω
(1,1)
αβ

+ 5

m
αβ
m
β

2
Ω
(1,1)
αβ

, α = 1, 2, β = α, (7.7)
onde Ω
(i,j)
αβ
s
˜
ao as integrais de Chapman-Cowling cujas express
˜
oes podem ser encontradas nas
Refs. [68, 70].
Os resultados apresentados na Ref. [24] s
˜
ao dados em termos do par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao
da primeira esp
´
ecie constituinte da mistura que
´
e deﬁnido da seguinte forma:
δ
1
= R

m
1
2kT
0

1/2
γ
1
, (7.8)
onde γ
1
´
e dado na Eq. (7.7). A Tabela 7.13 apresenta a comparac¸
˜
ao entre os resultados obtidos
no presente trabalho e os obtidos na Ref. [24] para uma mistura de He-Ar com concentrac¸
˜
ao
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[image: alt]C
0
= 0.5, temperatura T = 295 K e potencial de interac¸
˜
ao de Lennard-Jones (6-12). O
par
ˆ
ametro γ
α
dado na Eq. (7.7) foi utilizado.
Como em nosso c
´
odigo num
´
erico utilizamos o par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao δ da mistura,
dado na Eq. (2.4), relacionamos os par
ˆ
ametros δ e δ
1
tal que os valores δ
1
= 0.1, 1.0 e 10.0
correspondem, respectivamente, aos valores δ = 0.2397, 2.397 e 23.97.
Tabela 7.13: Comparac¸
˜
ao dos resultados: mistura de He-Ar, C
0
= 0.5, potencial de Lennard-
Jones (6-12)
`
a T=295K
δ
1
= 0.1 δ
1
= 1.0 δ
1
= 10.0
(δ = 0.2397) (δ = 2.397) (δ = 23.97)
Presente Ref. [24] Presente Ref. [24] Presente Ref. [24]
Λ
PP
2.0877 2.0866 2.1334 2.1306 7.2033 7.2122
-Λ
TP
0.8569 0.8562 0.3763 0.3733 0.0624 0.0618
Λ
CP
0.9879 0.9876 0.4194 0.4185 0.0576 0.0582
Λ
TT
4.0046 4.0021 1.6278 1.6280 0.2395 0.2395
-Λ
CT
0.4461 0.4461 0.1609 0.1582 0.0220 0.0220
Λ
CC
1.8499 1.8487 0.8030 0.8021 0.1141 0.1136
Deve ser notado que considerar δ
1
como um par
ˆ
ametro de entrada nos c
´
alculos num
´
eri-
cos
´
e incoveniente pois δ
1
depende de γ
1
, o qual pode ser escolhido de forma arbitr
´
aria. J
´
a a
escolha de δ como um par
ˆ
ametro de entrada
´
e mais conveniente pois o par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao
da mistura δ est
´
a relacionado a quantidades macrosc
´
opicas mensur
´
aveis.
Da Tabela 7.13 podemos observar que os resultados obtidos atrav
´
es de m
´
etodos difer-
entes est
˜
ao em boa concord
ˆ
ancia. Para δ
1
= 0.1 a diferenc¸a entre os resultados obtidos no
presente trabalho e os obtidos na Ref. [24]
´
e menor que 0.1%. Para δ
1
= 1.0 a m
´
axima
diferenc¸a entre os resultados
´
e menor que 2% e ocorre para o coeﬁciente Λ
CT
. Para δ
1
= 10.0 a
m
´
axima diferenc¸a entre os resultados
´
e de 1% e ocorre para o coeﬁciente Λ
CP
. Portanto, nosso
c
´
odigo num
´
erico fornece resultados em boa concord
ˆ
ancia com os resultados da Ref. [24].
Os coeﬁcientes cin
´
eticos dependem da escolha do par
ˆ
ametro γ
α
. Para veriﬁcar a sensi-
bilidade dos coeﬁcientes cin
´
eticos
`
a escolha desse par
ˆ
ametro comparamos os resultados obtidos
no presente trabalho para diferentes par
ˆ
ametros γ
α
. A Tabela 7.14 apresenta essa comparac¸
˜
ao
para uma mistura de He-Ar com concentrac¸
˜
ao C
0
= 0.5 e modelo de interac¸
˜
ao de esferas-
r
´
ıgidas. As equac¸
˜
oes (5.75) e (7.7) para o par
ˆ
ametro γ
α
foram utilizadas.
Tabela 7.14: Comparac¸
˜
ao entre os resultados obtidos com frequ
ˆ
encias de colis
˜
oes diferentes:
mistura de He-Ar, C
0
= 0.5, modelo de esferas-r
´
ıgidas
δ = 0.1 δ = 1.0 δ = 10.0
Eq.(5.75) Eq.(7.7) Eq.(5.75) Eq.(7.7) Eq.(5.75) Eq.(7.7)
Λ
PP
2.1360 2.1538 1.9612 1.9675 3.7762 3.7741
-Λ
TP
0.9537 0.9642 0.5680 0.5607 0.1308 0.1291
Λ
CP
1.0471 1.0736 0.6228 0.6305 0.1220 0.1208
Λ
TT
4.4053 4.4447 2.3961 2.3891 0.4571 0.4550
-Λ
CT
0.4989 0.5127 0.2988 0.2870 0.0599 0.0591
Λ
CC
2.0062 2.0233 1.1636 1.1664 0.2191 0.21990
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Dessa tabela observa-se que para δ = 0.1 a m
´
axima diferenc¸a entre os resultados
obtidos atrav
´
es de par
ˆ
ametros γ
α
diferentes
´
e menor que 3% e ocorre para o coeﬁciente Λ
CT
.
Para δ = 1 a m
´
axima diferenc¸a entre os resultados
´
e de aproximadamente 4% e tamb
´
em ocorre
para o coeﬁciente Λ
CT
. Para δ = 10 a m
´
axima diferenc¸a entre os resultados
´
e menor que 1.5% e
novamente ocorre para o coeﬁcinte Λ
CT
.
As Figuras 7.13, 7.14 e 7.15 mostram, respectivamente, o perﬁl dos coeﬁcientes cin
´
eti-
cos das misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe para as concentrac¸
˜
oes C
0
= 0.1, 0.5, 0.9 e potencial
real
´
ıstico de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas.
Dessas ﬁguras podemos observar que:
(i) Para as tr
ˆ
es misturas consideradas neste trabalho o coeﬁciente Λ
PP
depende da concentrac¸
˜
ao
da mistura nos regimes de mol
´
eculas livres e transic¸
˜
ao. No regime hidrodin
ˆ
amico n
˜
ao h
´
a
depend
ˆ
encia do coeﬁciente Λ
PP
na concentrac¸
˜
ao da mistura.
`
A medida que a raz
˜
ao en-
tre as massas das esp
´
ecies constituintes da mistura (m
2
/m
1
) aumenta, a depend
ˆ
encia do
coeﬁciente Λ
PP
na concentrac¸
˜
ao C
0
tende a aumentar.
(ii) Para os demais coeﬁcientes cin
´
eticos,
`
a medida que o par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao δ da mistura
aumenta eles tendem a diminuir. Diferentemente do coeﬁciente Λ
PP
, os demais coeﬁcientes
cin
´
eticos dependem da concentrac¸
˜
ao da mistura nos tr
ˆ
es regimes de escoamento (regimes
de mol
´
eculas livres, transic¸
˜
ao e hidrodin
ˆ
amico).
(iii) O sinal negativo no coeﬁciente associado ao fen
ˆ
omeno de creep t
´
ermico, ou seja Λ
PT
,
indica que na aus
ˆ
encia de gradientes de press
˜
ao e concentrac¸
˜
ao a mistura tende a ﬂuir do
reservat
´
orio de menor temperatura para o de maior temperatura.
O fen
ˆ
omeno de creep t
´
ermico ocorre nas proximidades da parede e, de acordo com [46], o
mecanismo f
´
ısico para esse ﬂuxo de massa
´
e o seguinte: ao incidir com a parede, a veloci-
dade m
´
edia das part
´
ıculas vindas das regi
˜
oes mais quentes
´
e maior do que a velocidade
m
´
edia das part
´
ıculas vindas das regi
˜
oes menos quentes. Consequentemente, ao incidir
com a parede h
´
a transfer
ˆ
encia de momento do g
´
as para a parede e a componente tan-
gencial desse momento possui direc¸
˜
ao oposta ao gradiente de temperatura. Como reac¸
˜
ao
a parede exerce uma forc¸a sob o g
´
as na direc¸
˜
ao do gradiente de temperatura e, conse-
quentemente, o g
´
as se movimenta da regi
˜
ao de menor temperatura para a regi
˜
ao de maior
temperatura.
(iv) Outro sinal negativo aparece no coeﬁciente associado ao fen
ˆ
omeno de termo-difus
˜
ao,
ou seja Λ
CT
. Este sinal negativo indica que, na aus
ˆ
encia de gradientes de press
˜
ao e
concentrac¸
˜
ao, a mistura tende a ﬂuir do reservat
´
orio de menor concentrac¸
˜
ao para o reser-
vat
´
orio de maior concentrac¸
˜
ao. Esse fen
ˆ
omeno ocorre somente em misturas e
´
e con-
sequ
ˆ
encia do fen
ˆ
omeno de creep t
´
ermico. Quando a mistura ﬂui da regi
˜
ao de menor
temperatura para a de maior temperatura a esp
´
ecie leve se movimenta mais rapidamente
que a esp
´
ecie pesada e, consequentemente, a mistura tende a ﬂuir para a regi
˜
ao com maior
concentrac¸
˜
ao da esp
´
ecie leve.
(v) Os coeﬁcientes Λ
PC
, Λ
PT
, Λ
CC
, Λ
CT
e Λ
TT
apresentam os maiores valores para a mistura com
maior par
ˆ
ametro m
2
/m
1
, ou seja, para a mistura de He-Xe.
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Figura 7.13: Perﬁl dos coeﬁcientes cin
´
eticos para a mistura Ne-Ar
`
a temperatura de 300K e
potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
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Figura 7.14: Perﬁl dos coeﬁcientes cin
´
eticos para a mistura He-Ar
`
a temperatura de 300K e
potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
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Figura 7.15: Coeﬁcientes cin
´
eticos para a mistura He-Xe
`
a temperatura de 300K e potencial
real
´
ıstico de interac¸
˜
ao
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[image: alt]As Figuras 7.16, 7.17 e 7.18 mostram os perﬁs das velocidades das esp
´
ecies que con-
stituem a mistura He-Ar com concentrac¸
˜
ao C
0
= 0.5 causados, respectivamente, pelos gradi-
entes de press
˜
ao, concentrac¸
˜
ao e temperatura e para tr
ˆ
es valores de par
ˆ
ametros de rarefac¸
˜
ao:
δ = 0.1, 1 e 40.
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Figura 7.16: Perﬁl de velocidade dos constituintes da mistura He-Ar com concentrac¸
˜
ao C
0
=
0.5 devido ao gradiente de press
˜
ao
Dessas ﬁguras podemos observar que:
(i) No regime hidrodin
ˆ
amico (δ = 40) os perﬁs de velocidade das esp
´
ecies constituintes da
mistura causados pelo gradiente de press
˜
ao, ou seja u
(P)
α
, s
˜
ao iguais e este perﬁl parab
´
olico
corresponde ao perﬁl obtido via soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao de Navier-Stokes com condic¸
˜
ao de
contorno de deslizamento do g
´
as na superf
´
ıcie s
´
olida. Nos regimes de mol
´
eculas livres
(δ = 0.1) e transic¸
˜
ao (δ = 1) as velocidades das esp
´
ecies constituintes da mistura s
˜
ao
diferentes e a esp
´
ecie leve (neste caso, o g
´
as H
´
elio) sempre possui velocidade maior.
(ii) As velocidadesdas esp
´
ecies constituintes da mistura causadas pelo gradiente de concentrac¸
˜
ao,
ou seja u
(C)
α
, possuem direc¸
˜
oes opostas e a esp
´
ecie leve possui velocidade maior.
`
A medida
que o par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao δ da mistura aumenta a diferenc¸a entre as velocidades das
esp
´
ecies tende a diminuir. No regime hidrodin
ˆ
amico, embora a diferenc¸a u
(C)
1
− u
(C)
2
seja
pequena, a esp
´
ecie leve continua com maior velocidade.
(iii) As velocidades das esp
´
ecies constituintes da mistura causadas pelo gradiente de temper-
atura, ou seja u
(T)
α
, possuem a mesma direc¸
˜
ao. A velocidade da esp
´
ecie leve
´
e sempre maior
que a velocidade da esp
´
ecie pesada mesmo no regime hidrodin
ˆ
amico.
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Figura 7.17: Perﬁl de velocidade dos constituintes da mistura He-Ar com concentrac¸
˜
ao C
0
=
0.5 devido ao gradiente de concentrac¸
˜
ao
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Figura 7.18: Perﬁl de velocidade dos constituintes da mistura He-Ar com concentrac¸
˜
ao C
0
=
0.5 devido ao gradiente de temperatura
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A an
´
alise do perﬁl da velocidade de cada esp
´
ecie constituinte de uma mistura
´
e muito
importante do ponto de vista pr
´
atico. Em situac¸
˜
oes tais como no escoamento de uma mistura
de gases rarefeitos atrav
´
es de um longo tubo podemos determinar o perﬁl de concentrac¸
˜
ao da
mistura ao longo do tubo conhecendo a concentrac¸
˜
ao da mistura na entrada do tubo e o perﬁl
da velocidade de cada esp
´
ecia constituinte da mistura.
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CAP
´
ITULO 8
Conclus
˜
ao
Um estudo dos fen
ˆ
omenos de transporte no escoamento de misturas bin
´
arias de gases
rarefeitos monoat
ˆ
omicos atrav
´
es de um longo capilar cil
´
ındrico foi realizado. Os coeﬁcientes
cin
´
eticos determinantes dos ﬂuxos de massa, calor e difus
˜
ao foram calculados numericamente
para tr
ˆ
es misturas de gases nobres (Ne
ˆ
onio-Arg
ˆ
onio, H
´
elio-Arg
ˆ
onio e H
´
elio-Xen
ˆ
onio) nos tr
ˆ
es
regimes de escoamento: regimes de mol
´
eculas livres, transic¸
˜
ao e hidrodin
ˆ
amico. O ponto de
partida para a determinac¸
˜
ao desses coeﬁcientes foi a equac¸
˜
ao cin
´
etica de McCormack cuja
soluc¸
˜
ao foi obtida atrav
´
es do m
´
etodo determin
´
ıstico de velocidades discretas assumindo-se a
condic¸
˜
ao de contorno de espalhamento difuso das part
´
ıculas gasosas na superf
´
ıcie s
´
olida e um
potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas.
No regime hidrodin
ˆ
amico, visando diminuir o esforc¸o computacional necess
´
ario nos
c
´
alculos num
´
ericos, foi poss
´
ıvel evitar a soluc¸
˜
ao da equac¸
˜
ao cin
´
etica atrav
´
es da utilizac¸
˜
ao da
equac¸
˜
ao de Navier-Stokes com a condic¸
˜
ao de contorno de deslizamento da mistura na superf
´
ıcie
s
´
olida que a delimita. Essa condic¸
˜
ao de contorno
´
e escrita em func¸
˜
ao dos coeﬁcientes de
deslizamento viscoso, difuso e t
´
ermico, os quais foram calculados numericamente para as tr
ˆ
es
misturas citadas anteriormente em func¸
˜
ao da concentrac¸
˜
ao molar. Uma an
´
alise da sensibili-
dade dos coeﬁcientes de deslizamento ao potencial de interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas foi realizada
mostrando que existe depend
ˆ
encia dos coeﬁcientes de deslizamento t
´
ermico e difuso ao po-
tencial de interac¸
˜
ao utilizado e que o modelo de esferas-r
´
ıgidas deve ser evitado pois fornece
resultados totalmente fora da realidade f
´
ısica (principalmente para o coeﬁciente de desliza-
mento t
´
ermico). A an
´
alise da inﬂu
ˆ
encia do par
ˆ
ametro m
2
/m
1
nos coeﬁcientes de deslizamento
tamb
´
em foi realizada mostrando que a mistura com maior valor para esse par
ˆ
ametro sempre
possui os maiores valores para os coeﬁcientes de deslizamento.
A an
´
alise do perﬁl dos coeﬁcientes cin
´
eticos em func¸
˜
ao do par
ˆ
ametro de rarefac¸
˜
ao
de cada uma das misturas em estudo mostrou que, nos regimes de mol
´
eculas livres e transic¸
˜
ao,
todos os coeﬁcientes cin
´
eticos dependem da concentrac¸
˜
ao da mistura. No regime hidrodin
ˆ
amico
o coeﬁciente associado ao ﬂuxo de Poiseuille n
˜
ao depende da concentrac¸
˜
ao da mistura. Para os
outros coeﬁcientes a depend
ˆ
encia na concentrac¸
˜
ao
´
e pequena no regime hidrodin
ˆ
amico.
Todos os resultados obtidos no presente trabalho foram publicados nas Refs. [30, 61,
62, 63, 64] e, juntamente com parte dos c
´
odigos num
´
ericos elaborados, foram utilizados no
desenvolvimento de outros trabalhos, vide Refs. [29, 31, 32], feitos em colaborac¸
˜
ao com os
pesquisadores Valougeorgis e Naris do departamento de Mec
ˆ
anica e Engenharia Industrial da
Universidade de Thessaly - Gr
´
ecia. Parte do nosso c
´
odigo num
´
erico tamb
´
em foi utilizado em
colaborac¸
˜
ao com a professora Liliana M. G. Cumin do departamento de Matem
´
atica da UFPR
no desenvolvimento de um trabalho relacionado ao estudo do ﬂuxo de Couette de misturas
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´
arias de gases rarefeitos monoat
ˆ
omicos [114].
A metodologia utilizada para calcular os coeﬁcientes de deslizamento juntamente com
parte do c
´
odigo num
´
erico elaborado para calcular o coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico foram
utilizados no desenvolvimento de um outro trabalho referente ao fen
ˆ
omeno de salto de temper-
atura na interface g
´
as-s
´
olido para misturas gasosas [115].
Projetos futuros
Os conhecimentos adquiridos durante a realizac¸
˜
ao deste trabalho de mestrado podem
ser futuramente aplicados no estudo de diversos problemas relacionados
`
a Din
ˆ
amica de Gases
Rarefeitos em ﬂuxos de misturas gasosas. Como exemplos de tais problemas podemos citar o
estudo dos fen
ˆ
omenos de transporte em:
• Fluxos de misturas de gases poliat
ˆ
omicos;
• Fluxos de misturas 2D e 3D;
• Fluxos n
˜
ao estacion
´
arios;
• Fluxo de Couette oscilat
´
orio;
• Fluxos atrav
´
es de capilares curtos;
• Fluxos n
˜
ao isot
´
ermicos atrav
´
es de orif
´
ıcios.
Atualmente iniciamos um trabalho de grande interesse pr
´
atico, relacionado ao estudo
do fen
ˆ
omeno de separac¸
˜
ao de gases em sistemas de v
´
acuo, no qual os resultados obtidos no
presente trabalho est
˜
ao sendo utilizados. Posteriormente pretendemos extender nossos c
´
alculos
num
´
ericos para o caso das misturas Tr
´
ıtio-Cript
ˆ
onio e Tr
´
ıtio-Deut
´
erio. O programa KATRIN
1
(KArlsruhe TRItium Neutrine experiment) possui interesse nos resultados obtidos nessa etapa
pois nesse programa uma fonte de g
´
as Tr
´
ıtio
´
e utilizada e, devido
`
a presenc¸a de impurezas tais
como Deut
´
erio, o fen
ˆ
omeno de separac¸
˜
ao
´
e de fundamental import
ˆ
ancia.
1
Maiores detalhes sobre o programa KATRIN podem ser encontrados em http://www-ik1.fzk.de/tritium/
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ˆ
ENDICE A
Modelo de McCormack
O modelo proposto por McCormack para a integral de colis
˜
oes consiste em expand
´
ı-la
num polin
ˆ
omio da velocidade adimensional c
α
do seguinte modo:
ˆ
L
αβ
h
α
= −γ
αβ
h
α
+ A + A
k
c
αk
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k
c
αk
c
α
+ D
k
c
αk
c
2
α
, (A.1)
onde os coeﬁcientes denotados por A, A
k
, B
k
e D
k
s
˜
ao func¸
˜
oes dos momentos da func¸
˜
ao de
distribuic¸
˜
ao das velocidades moleculares (densidade, velocidade hidrodin
ˆ
amica, temperatura,
tensor press
˜
ao e vetor ﬂuxo de calor). Estes coeﬁcientes s
˜
ao encontrados atrav
´
es da seguinte
igualdade:

Q
α
(c
α
)
ˆ
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exato
αβ
(c
α
) exp (−c
2
α
) dc
α
=

Q
α
(c
α
)
ˆ
L
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αβ
(c
α
) exp (−c
2
α
) dc
α
, (A.2)
onde
ˆ
L
modelo
αβ
´
e dado na Eq. (A.1),
ˆ
L
exato
αβ
´
e a integral de colis
˜
oes na forma exata cuja express
˜
ao
pode ser encontrada na Ref. [68] e
Q
α
= 1, c
αi
,
1
2
c
2
α
, c
αi
c
αj
,
1
2
c
αi

c
2
α
−
5
2

. (A.3)
Para o problema sob considerac¸
˜
ao a integral de colis
˜
oes de McCormack
´
e reescrita
como:
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L
αβ
h
α
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αβ
h
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+ 2
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, α = 1, 2, (A.4)
onde os momentos adimensionais da func¸
˜
ao de distribuic¸
˜
ao s
˜
ao escritos do seguinte modo:
u
αi
=
1
π
3/2

m
m
α

1/2

c
αi
h
α
(x, c
α
) exp (−c
2
α
) dc
α
, (A.5)
q
αi
=
1
π
3/2

m
m
α

1/2

c
αi

c
2
α
−
5
2

h
α
(x, c
α
) exp (−c
2
α
) dc
α
, (A.6)
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αij
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αj
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α
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α
) exp (−c
2
α
) dc
α
. (A.7)
A depend
ˆ
encia do modelo de McCormack ao potencial de interac¸
˜
ao intermolecular
aparece nas seguintes quantidades:
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=
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, (A.8)
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onde
m
αβ
=
m
α
m
β
m
α
+ m
β
(A.14)
denota a massa reduzida e Ω
(ij)
αβ
s
˜
ao as integrais de Chapmann-Cowling [70] as quais dependem
do potencial de interac¸
˜
ao intermolecular. As integrais de Chapman-Cowling s
˜
ao deﬁnidas da
seguinte forma:
Ω
(ij)
αβ
=

kT
2πm
αβ

1/2

∞
0

Ω
exp (−g
2
)g
2j+3
(1 − cos
i
θ)σ
αβ
dΩdg, (A.15)
onde
g =

m
αβ
m

1/2
|c
α
− c
β
|, (A.16)
σ
αβ
denota a sec¸
˜
ao diferencial de espalhamento para colis
˜
oes entre part
´
ıculas das esp
´
ecies α e
β com velocidade relativa no interior de um
ˆ
angulo s
´
olido dΩ.
Para o modelo de esferas-r
´
ıgidas as integrais de Chapman-Cowling s
˜
ao escritas como:
Ω
(ij)
αβ
=
(i + j)!
2

1 −
1 + (−1)
i
2(i + 1)

πkT
2m
αβ

1/2
σ
2
αβ
, (A.17)
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[image: alt]onde σ
αβ
´
e a sec¸
˜
ao diferencial de choque que para esferas-r
´
ıgidas
´
e dada por:
σ
αβ
=
(D
α
+ D
β
)
2
, (A.18)
onde D
α
denota o di
ˆ
ametro da esp
´
ecie α.
Os di
ˆ
ametros D
α
s
˜
ao calculados atrav
´
es do uso da express
˜
ao
µ
α
= 1.016034
5
16
√
m
α
kT
√
πD
2
α
(A.19)
obtida da equac¸
˜
ao de Boltzmann [116, 117]. Os dados experimentais para a viscosidade µ
α
dos
gases He, Ne, Ar e Xe
`
a temperatura de 300 K dados na Ref. [67] foram utilizados.
Na Ref. [67] as integrais de Chapman-Cowling s
˜
ao expressas em func¸
˜
ao de par
ˆ
ametros
obtidos experimentalmente para um potencial real
´
ıstico de interac¸
˜
ao intermolecular, σ
αβ
´
e
tabelado para todas as poss
´
ıveis misturas de gases nobres.
O par
ˆ
ametro γ
αβ
´
e proporcional
`
a frequ
ˆ
encia de colis
˜
oes entre as esp
´
ecies α e β e no
presente trabalho necessitamos apenas das combinac¸
˜
oes:
γ
1
= γ
11
+ γ
12
, γ
2
= γ
21
+ γ
22
. (A.20)
Temos liberdade na escolha dos par
ˆ
ametros γ
1
e γ
2
pois os coeﬁcientes de transporte n
˜
ao de-
pendem desses par
ˆ
ametros.
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B.1 Coeﬁcientes de deslizamento
As Tabelas B.1 a B.6 apresentam os resultados num
´
ericos obtidos no presente trabalho
para os coeﬁcientes de deslizamento viscoso, difuso e t
´
ermico das misturas Ne-Ar, He-Ar e He-
Xe
`
a temperatura de 300 Kelvin para ambos os potenciais de interac¸
˜
ao considerados: esferas-
r
´
ıgidas e potencial real [67]. Essas tabelas tamb
´
em apresentam os resultados obtidos para os
coeﬁcientes de deslizamento via express
˜
oes dadas na Ref. [94].
Tabela B.1: Coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
P
vs concentrac¸
˜
ao C
0
, modelo de esferas-
r
´
ıgidas
σ
P
Ne-Ar He-Ar He-Xe
C
0
Presente Ref. [94] Presente Ref.[94] Presente Ref. [94]
0.0 1.018 1.007 1.018 1.007 1.018 1.007
0.01 1.019 1.008 1.021 1.010 1.022 1.011
0.1 1.024 1.013 1.044 1.033 1.057 1.045
0.25 1.032 1.021 1.084 1.073 1.122 1.110
0.5 1.040 1.028 1.151 1.140 1.253 1.241
0.75 1.037 1.025 1.193 1.182 1.402 1.389
0.9 1.028 1.017 1.154 1.143 1.413 1.400
0.99 1.019 1.008 1.041 1.029 1.116 1.104
1.0 1.018 1.007 1.018 1.007 1.018 1.007
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[image: alt]Tabela B.2: Coeﬁciente de deslizamento viscoso σ
P
vs concentrac¸
˜
ao C
0
, potencial real
´
ıstico de
interac¸
˜
ao.
σ
P
Ne-Ar He-Ar He-Xe
C
0
Presente Ref. [94] Presente Ref.[94] Presente Ref. [94]
0.0 1.018 1.007 1.018 1.007 1.018 1.007
0.01 1.019 1.008 1.021 1.010 1.023 1.012
0.1 1.026 1.014 1.045 1.034 1.064 1.052
0.25 1.034 1.022 1.086 1.074 1.137 1.124
0.5 1.040 1.028 1.152 1.140 1.271 1.256
0.75 1.036 1.024 1.191 1.179 1.404 1.389
0.9 1.027 1.016 1.153 1.142 1.414 1.400
0.99 1.019 1.008 1.041 1.030 1.125 1.112
1.0 1.018 1.007 1.018 1.007 1.018 1.007
Tabela B.3: Coeﬁciente de deslizamento difuso σ
C
vs concentrac¸
˜
ao C
0
, modelo de esferas-
r
´
ıgidas
σ
C
Ne-Ar He-Ar He-Xe
C
0
Presente Ref. [94] Presente Ref.[94] Presente Ref. [94]
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.01 0.005 0.005 0.010 0.010 0.016 0.016
0.1 0.047 0.046 0.107 0.107 0.172 0.171
0.25 0.118 0.115 0.297 0.296 0.483 0.479
0.5 0.231 0.226 0.731 0.729 1.228 1.219
0.75 0.335 0.327 1.468 1.466 2.654 2.643
0.9 0.391 0.382 2.288 2.291 4.699 4.703
0.99 0.421 0.411 3.139 3.146 8.018 8.041
1.0 0.424 0.414 3.264 3.272 8.700 8.722
Tabela B.4: Coeﬁciente de deslizamento difuso σ
C
vs concentrac¸
˜
ao C
0
, potencial real
´
ıstico de
interac¸
˜
ao
σ
C
Ne-Ar He-Ar He-Xe
C
0
Presente Ref. [94] Presente Ref.[94] Presente Ref. [94]
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.01 0.006 0.006 0.013 0.013 0.024 0.024
0.1 0.062 0.060 0.134 0.133 0.253 0.248
0.25 0.152 0.147 0.363 0.360 0.690 0.676
0.5 0.291 0.281 0.862 0.856 1.646 1.616
0.75 0.416 0.404 1.681 1.680 3.281 3.255
0.9 0.486 0.473 2.628 2.637 5.612 5.637
0.99 0.526 0.513 3.708 3.728 10.210 10.291
1.0 0.530 0.518 3.879 3.899 11.355 11.434
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[image: alt]Tabela B.5: Coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
da mistura vs concentrac¸
˜
ao C
0
, modelo de
esferas-r
´
ıgidas
σ
T
Ne-Ar He-Ar He-Xe
C
0
Presente Ref.[94] Presente Ref.[94] Presente [94]
0.0 1.175 1.125 1.175 1.125 1.175 1.125
0.01 1.173 1.124 1.170 1.121 1.173 1.124
0.1 1.164 1.116 1.127 1.083 1.162 1.118
0.25 1.153 1.106 1.066 1.029 1.146 1.108
0.5 1.144 1.099 1.004 0.972 1.133 1.101
0.75 1.151 1.104 1.025 0.986 1.168 1.125
0.9 1.163 1.114 1.101 1.053 1.231 1.168
0.99 1.173 1.124 1.167 1.117 1.202 1.146
1.0 1.175 1.125 1.175 1.125 1.175 1.125
Tabela B.6: Coeﬁciente de deslizamento t
´
ermico σ
T
vs concentrac¸
˜
ao C
0
, potencial real
´
ıstico
σ
T
Ne-Ar He-Ar He-Xe
C
0
Presente Ref.[94] Presente Ref.[94] Presente Ref. [94]
0.0 1.175 1.125 1.175 1.125 1.175 1.125
0.01 1.175 1.126 1.174 1.125 1.181 1.132
0.1 1.179 1.130 1.172 1.125 1.243 1.194
0.25 1.184 1.135 1.171 1.127 1.345 1.296
0.5 1.186 1.137 1.183 1.139 1.503 1.449
0.75 1.183 1.133 1.209 1.160 1.592 1.525
0.9 1.178 1.129 1.217 1.164 1.523 1.448
0.99 1.175 1.125 1.184 1.133 1.252 1.195
1.0 1.175 1.125 1.175 1.125 1.175 1.125
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[image: alt]B.2 Coeﬁcientes cin
´
eticos: T = 300K e potencial real
´
ıstico de
interac¸
˜
ao entre as part
´
ıculas
Tabela B.7: Coeﬁcientes cin
´
eticos vs δ, mistura de Ne-Ar, C
0
= 0.1
δ Λ
PP
Λ
PC
-Λ
PT
Λ
CC
-Λ
CT
Λ
TT
0.0 1.5265 0.05968 0.7633 0.2227 0.02984 3.4346
0.001 1.5250 0.05963 0.7611 0.2223 0.02981 3.4274
0.002 1.5229 0.05955 0.7586 0.2218 0.02978 3.4189
0.004 1.5189 0.05940 0.7539 0.2210 0.02970 3.4025
0.008 1.5114 0.05909 0.7449 0.2193 0.02954 3.3710
0.01 1.5079 0.05894 0.7406 0.2184 0.02946 3.3559
0.02 1.4921 0.05818 0.7212 0.2146 0.02905 3.2864
0.04 1.4683 0.05670 0.6902 0.2080 0.02824 3.1707
0.08 1.4392 0.05406 0.6471 0.1977 0.02680 2.9965
0.1 1.4301 0.05290 0.6311 0.1934 0.02619 2.9266
0.2 1.4092 0.04823 0.5762 0.1769 0.02394 2.6612
0.4 1.4083 0.04151 0.5091 0.1539 0.02093 2.3045
0.6 1.4280 0.03654 0.4644 0.1373 0.01875 2.0539
0.8 1.4564 0.03262 0.4300 0.1242 0.01702 1.8597
1.0 1.4898 0.02942 0.4017 0.1135 0.01558 1.7019
1.5 1.5848 0.02349 0.3470 0.09326 0.01281 1.4071
2.0 1.6887 0.01941 0.3062 0.07898 0.01082 1.1996
2.5 1.7975 0.01647 0.2740 0.06838 0.009321 1.0447
3.0 1.9094 0.01425 0.2478 0.06016 0.008166 0.9245
3.5 2.0235 0.01253 0.2261 0.05367 0.007250 0.8286
4.0 2.1392 0.01117 0.2077 0.04840 0.006509 0.7502
6.0 2.6126 0.007739 0.1561 0.3465 0.004594 0.5428
8. 3.0957 0.005901 0.1246 0.02692 0.003538 0.4243
10. 3.5841 0.004764 0.1034 0.02199 0.002873 0.3480
20. 6.0566 0.002424 0.05565 0.01146 0.001479 0.1827
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[image: alt]Tabela B.8: Coeﬁcientes cin
´
eticos vs δ, mistura de Ne-Ar, C
0
= 0.5
δ Λ
PP
Λ
PC
-Λ
PT
Λ
CC
-Λ
CT
Λ
TT
0.0 1.5707 0.2655 0.7854 1.5707 0.1328 3.5342
0.001 1.5692 0.2652 0.7832 1.5676 0.1326 3.5269
0.002 1.5671 0.2649 0.7807 1.5640 0.1324 3.5183
0.004 1.5630 0.2641 0.7759 1.5568 0.1321 3.5016
0.008 1.5553 0.2625 0.7668 1.5430 0.1313 3.4697
0.01 1.5517 0.2618 0.7624 1.5364 0.1309 3.4544
0.02 1.5355 0.2579 0.7427 1.5059 0.1290 3.3838
0.04 1.5108 0.2507 0.7110 1.4546 0.1252 3.2657
0.08 1.4800 0.2381 0.6666 1.3760 0.1187 3.0871
0.1 1.4701 0.2326 0.6500 1.3441 0.1159 3.0152
0.2 1.4462 0.2107 0.5929 1.2205 0.1060 2.7421
0.4 1.4411 0.1794 0.5230 1.0510 0.09245 2.3748
0.6 1.4578 0.1565 0.4764 0.9299 0.08247 2.1167
0.8 1.4841 0.1387 0.4406 0.8354 0.07449 1.9169
1.0 1.5158 0.1243 0.4113 0.7585 0.06785 1.7546
1.5 1.6080 0.09792 0.3548 0.6156 0.05520 1.4517
2.0 1.7102 0.08022 0.3129 0.5165 0.04625 1.2384
2.5 1.8179 0.06762 0.2800 0.4439 0.03963 1.0792
3.0 1.9291 0.05828 0.2532 0.3886 0.03458 0.9556
3.5 2.0426 0.05110 0.2311 0.3452 0.03061 0.8568
4.0 2.1579 0.04545 0.2124 0.3103 0.02743 0.7762
6.0 2.6303 0.03138 0.1598 0.2203 0.01929 0.5623
8. 3.1129 0.02390 0.1277 0.1704 0.01484 0.4399
10. 3.6009 0.01929 0.1061 0.1389 0.01205 0.3609
20. 6.0725 0.009819 0.05719 0.07202 0.006199 0.1897
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[image: alt]Tabela B.9: Coeﬁcientes cin
´
eticos vs δ, mistura de Ne-Ar, C
0
= 0.9
δ Λ
PP
Λ
PC
-Λ
PT
Λ
CC
-Λ
CT
Λ
TT
0.0 1.5309 0.4103 0.7654 10.4942 0.2052 3.4444
0.001 1.5293 0.4098 0.7632 10.4696 0.2049 3.4372
0.002 1.5273 0.4091 0.7608 10.4404 0.2046 3.4287
0.004 1.5233 0.4076 0.7560 10.3837 0.2040 3.4122
0.008 1.5157 0.4048 0.7470 10.2758 0.2027 3.3806
0.01 1.5122 0.4034 0.7427 10.2244 0.2020 3.3655
0.02 1.4963 0.3967 0.7233 9.9895 0.1987 3.2958
0.04 1.4724 0.3841 0.6921 9.6036 0.1926 3.1797
0.08 1.4430 0.3629 0.6488 9.0274 0.1825 3.0048
0.1 1.4338 0.3538 0.6327 8.7956 0.1783 2.9346
0.2 1.4127 0.3178 0.5776 7.9057 0.1632 2.6682
0.4 1.4114 0.2668 0.5102 6.7070 0.1417 2.3102
0.6 1.4308 0.2302 0.4653 5.8660 0.1257 2.0588
0.8 1.4592 0.2020 0.4307 5.2193 0.1128 1.8640
1.0 1.4925 0.1796 0.4024 4.7000 0.1021 1.7057
1.5 1.5875 0.1394 0.3475 3.7533 0.08209 1.4102
2.0 1.6914 0.1132 0.3066 3.1132 0.06819 1.2021
2.5 1.8002 0.09482 0.2744 2.6533 0.05811 1.0468
3.0 1.9121 0.08140 0.2482 2.3083 0.05050 0.9263
3.5 2.0262 0.07121 0.2264 2.0408 0.04460 0.8301
4.0 2.1420 0.06324 0.2080 1.8277 0.03990 0.7516
6.0 2.6153 0.04355 0.1563 1.2860 0.02798 0.5437
8. 3.0984 0.03316 0.1248 0.9905 0.02151 0.4250
10. 3.5868 0.02677 0.1036 0.8050 0.01746 0.3485
20. 6.0592 0.01363 0.05572 0.4280 0.008983 0.1829
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[image: alt]Tabela B.10: Coeﬁcientes cin
´
eticos vs δ, mistura de He-Ar, C
0
= 0.1
δ Λ
PP
Λ
PC
-Λ
PT
Λ
CC
-Λ
CT
Λ
TT
0.0 1.7451 0.3099 0.8726 0.4694 0.1549 3.9265
0.001 1.7434 0.3095 0.8702 0.4687 0.1546 3.9186
0.002 1.7410 0.3089 0.8675 0.4678 0.1542 3.9093
0.004 1.7364 0.3079 0.8622 0.4661 0.1534 3.8912
0.008 1.7277 0.3059 0.8523 0.4627 0.1519 3.8564
0.01 1.7235 0.3049 0.8475 0.4611 0.1512 3.8397
0.02 1.7050 0.3003 0.8258 0.4536 0.1477 3.7624
0.04 1.6759 0.2920 0.7907 0.4405 0.1417 3.6323
0.08 1.6381 0.2786 0.7410 0.4198 0.1325 3.4340
0.1 1.6253 0.2729 0.7222 0.4112 0.1288 3.3589
0.2 1.5901 0.2507 0.6574 0.3778 0.1154 3.0487
0.4 1.5689 0.2195 0.5777 0.3311 0.09839 2.6374
0.6 1.5737 0.1965 0.5244 0.2969 0.08674 2.3482
0.8 1.5904 0.1782 0.4835 0.2698 0.07785 2.1245
1.0 1.6141 0.1631 0.4500 0.2474 0.07068 1.9431
1.5 1.6907 0.1345 0.3860 0.2048 0.05742 1.6051
2.0 1.7815 0.1142 0.3388 0.1743 0.04822 1.3678
2.5 1.8805 0.09896 0.3021 0.1515 0.04145 1.1910
3.0 1.9848 0.08719 0.2724 0.1337 0.03628 1.0540
3.5 2.0929 0.07783 0.2480 0.1196 0.03221 0.9447
4.0 2.2038 0.07023 0.2275 0.1081 0.02893 0.8555
6.0 2.6643 0.05031 0.1703 0.07774 0.02048 0.6194
8. 3.1402 0.03912 0.1357 0.06055 0.01581 0.4844
10. 3.6240 0.03195 0.1125 0.04954 0.01287 0.3974
20. 6.0440 0.01734 0.06044 0.02702 0.006654 0.2088
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[image: alt]Tabela B.11: Coeﬁcientes cin
´
eticos vs δ, mistura de He-Ar, C
0
= 0.5
δ Λ
PP
Λ
PC
-Λ
PT
Λ
CC
-Λ
CT
Λ
TT
0.0 2.3206 1.2047 1.1603 2.3206 0.6023 5.2213
0.001 2.3184 1.2031 1.1574 2.3170 0.6010 5.2118
0.002 2.3153 1.2010 1.1541 2.3126 0.5994 5.2006
0.004 2.3093 1.1970 1.1477 2.3040 0.5963 5.1784
0.008 2.2979 1.1891 1.1355 2.2874 0.5904 5.1358
0.01 2.2925 1.1853 1.1296 2.2794 0.5875 5.1152
0.02 2.2675 1.1673 1.1024 2.2420 0.5741 5.0190
0.04 2.2266 1.1359 1.0573 2.1779 0.5512 4.8541
0.08 2.1690 1.0856 0.9912 2.0780 0.5165 4.5969
0.1 2.1478 1.0647 0.9657 2.0371 0.5028 4.4916
0.2 2.0800 0.9830 0.8762 1.8789 0.4535 4.0882
0.4 2.0137 0.8680 0.7647 1.6583 0.3902 3.5417
0.6 1.9852 0.7828 0.6896 1.4963 0.3462 3.1563
0.8 1.9753 0.7144 0.6321 1.3667 0.3121 2.8581
1.0 1.9768 0.6573 0.5854 1.2586 0.2842 2.6163
1.5 2.0109 0.5473 0.4970 1.0504 0.2317 2.1662
2.0 2.0711 0.4677 0.4332 0.8994 0.1948 1.8503
2.5 2.1469 0.4073 0.3843 0.7847 0.1674 1.6146
3.0 2.2331 0.3602 0.3454 0.6949 0.1464 1.4316
3.5 2.3267 0.3224 0.3137 0.6228 0.1299 1.2854
4.0 2.4258 0.2915 0.2872 0.5637 0.1166 1.1658
6.0 2.8549 0.2099 0.2144 0.4071 0.08232 0.8477
8. 3.3128 0.1649 0.1707 0.3178 0.06346 0.6647
10. 3.7849 0.1339 0.1416 0.2593 0.05159 0.5462
20. 6.1500 0.07309 0.07613 0.1421 0.02662 0.2879
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[image: alt]Tabela B.12: Coeﬁcientes cin
´
eticos vs δ, mistura de He-Ar, C
0
= 0.9
δ Λ
PP
Λ
PC
-Λ
PT
Λ
CC
-Λ
CT
Λ
TT
0.0 1.9311 1.2750 0.9655 7.1799 0.6375 4.3449
0.001 1.9293 1.2731 0.9630 7.1684 0.6358 4.3367
0.002 1.9268 1.2707 0.9602 7.1543 0.6339 4.3270
0.004 1.9220 1.2660 0.9547 7.1267 0.6304 4.3078
0.008 1.9128 1.2571 0.9442 7.0737 0.6236 4.2711
0.01 1.9085 1.2528 0.9391 7.0482 0.6203 4.2534
0.02 1.8888 1.2328 0.9161 6.9299 0.6053 4.1713
0.04 1.8578 1.1992 0.8784 6.7296 0.5807 4.0322
0.08 1.8169 1.1480 0.8244 6.4228 0.5454 3.8186
0.1 1.8029 1.1273 0.8040 6.2987 0.5319 3.7321
0.2 1.7642 1.0486 0.7333 5.8253 0.4844 3.4025
0.4 1.7393 0.9391 0.6460 5.1752 0.4223 2.9569
0.6 1.7416 0.8578 0.5874 4.7014 0.3778 2.6424
0.8 1.7562 0.7916 0.5423 4.3213 0.3422 2.3981
1.0 1.7780 0.7355 0.5054 4.0027 0.3124 2.1993
1.5 1.8501 0.6244 0.4344 3.3804 0.2551 1.8267
2.0 1.9370 0.5411 0.3821 2.9203 0.2139 1.5631
2.5 2.0324 0.4762 0.3412 2.5650 0.1832 1.3655
3.0 2.1336 0.4245 0.3082 2.2830 0.1596 1.2116
3.5 2.2389 0.3824 0.2810 2.0542 0.1411 1.0882
4.0 2.3473 0.3475 0.2580 1.8653 0.1262 0.9871
6.0 2.8004 0.2534 0.1939 1.3575 0.08830 0.7178
8. 3.2714 0.1988 0.1549 1.0637 0.06770 0.5627
10. 3.7517 0.1633 0.1287 0.8505 0.05485 0.4623
20. 6.1530 0.09049 0.06936 0.4690 0.02811 0.2435
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[image: alt]Tabela B.13: Coeﬁcientes cin
´
eticos vs δ, mistura de He-Xe, C
0
= 0.1
δ Λ
PP
Λ
PC
-Λ
PT
Λ
CC
-Λ
CT
Λ
TT
0.0 2.1056 0.6759 1.0528 0.8347 0.3379 4.7376
0.001 2.1037 0.6753 1.0502 0.8339 0.3374 4.7292
0.002 2.1009 0.6744 1.0473 0.8327 0.3367 4.7192
0.004 2.0957 0.6726 1.0415 0.8303 0.3353 4.6994
0.008 2.0856 0.6692 1.0305 0.8257 0.3326 4.6615
0.01 2.0808 0.6675 1.0253 0.8234 0.3313 4.6432
0.02 2.0589 0.6594 1.0011 0.8128 0.3251 4.5582
0.04 2.0235 0.6446 0.9613 0.7938 0.3140 4.4133
0.08 1.9745 0.6199 0.9033 0.7627 0.2960 4.1886
0.1 1.9567 0.6093 0.8811 0.7496 0.2886 4.0969
0.2 1.9011 0.5668 0.8026 0.6978 0.2608 3.7444
0.4 1.8514 0.5070 0.7060 0.6254 0.2256 3.2675
0.6 1.8341 0.4619 0.6405 0.5710 0.2010 2.9283
0.8 1.8327 0.4254 0.5901 0.5271 0.1820 2.6639
1.0 1.8410 0.3946 0.5488 0.4900 0.1665 2.4481
1.5 1.8870 0.3345 0.4698 0.4174 0.1373 2.0421
2.0 1.9547 0.2899 0.4117 0.3634 0.1166 1.7537
2.5 2.0356 0.2554 0.3666 0.3214 0.1010 1.5366
3.0 2.1254 0.2279 0.3303 0.2877 0.08892 1.3669
3.5 2.2214 0.2055 0.3004 0.2602 0.7926 1.2305
4.0 2.3223 0.1870 0.2753 0.2373 0.07140 1.1184
6.0 2.7555 0.1368 0.2059 0.1748 0.05078 0.8181
8. 3.2153 0.1074 0.1640 0.1379 0.3923 0.6437
10. 3.6886 0.8832 0.1361 0.1137 0.3192 0.5301
20. 6.1280 0.04659 0.07323 0.06034 0.01648 0.2808
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[image: alt]Tabela B.14: Coeﬁcientes cin
´
eticos vs δ, mistura de He-Xe, C
0
= 0.5
δ Λ
PP
Λ
PC
-Λ
PT
Λ
CC
-Λ
CT
Λ
TT
0.0 3.6326 2.5527 1.8163 3.6326 1.2763 8.1734
0.001 3.6298 2.5503 1.8128 3.6287 1.2741 8.1623
0.002 3.6256 2.5470 1.8086 3.6234 1.2715 8.1482
0.004 3.6173 2.5404 1.8004 3.6131 1.2662 8.1204
0.008 3.6013 2.5275 1.7846 3.5929 1.2560 8.0664
0.01 3.5936 2.5212 1.7769 3.5832 1.2510 8.0402
0.02 3.5574 2.4912 1.7409 3.5370 1.2273 7.9163
0.04 3.4952 2.4372 1.6791 3.4558 1.1855 7.6980
0.08 3.3996 2.3477 1.5839 3.3252 1.1187 7.3457
0.1 3.3617 2.3097 1.5460 3.2707 1.0913 7.1985
0.2 3.2261 2.1590 1.4084 3.0580 0.9898 6.6251
0.4 3.0657 1.9476 1.2374 2.7618 0.8615 5.8427
0.6 2.9645 1.7872 1.1194 2.5392 0.7709 5.2773
0.8 2.8947 1.6561 1.0284 2.3577 0.7005 4.8327
1.0 2.8449 1.5446 0.9540 2.2035 0.6427 4.4671
1.5 2.7758 1.3229 0.8123 1.8963 0.5326 3.7719
2.0 2.7567 1.1555 0.7093 1.6633 0.4534 3.2710
2.5 2.7696 1.0238 0.6299 1.4792 0.3933 2.8891
3.0 2.8046 0.9177 0.5667 1.3301 0.3464 2.5871
3.5 2.8557 0.8304 0.5150 1.2069 0.3089 2.3419
4.0 2.9190 0.7575 0.4719 1.1036 0.2782 2.1387
6.0 3.2494 0.5577 0.3534 0.8183 0.1977 1.5849
8. 3.6482 0.4395 0.2822 0.6477 0.1527 1.2566
10. 4.0813 0.3621 0.2347 0.5352 0.1242 1.0399
20. 6.4316 0.1918 0.1270 0.2851 0.06401 0.5564
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[image: alt]Tabela B.15: Coeﬁcientes cin
´
eticos vs δ, mistura de He-Xe, C
0
= 0.9
δ Λ
PP
Λ
PC
-Λ
PT
Λ
CC
-Λ
CT
Λ
TT
0.0 2.8222 2.2851 1.4111 7.1189 1.1426 6.3500
0.001 2.8201 2.2826 1.4081 7.1106 1.1401 6.3404
0.002 2.8169 2.2792 1.4047 7.0997 1.1372 6.3285
0.004 2.8107 2.2726 1.3979 7.0784 1.1316 6.3052
0.008 2.7989 2.2597 1.3848 7.0371 1.1207 6.2600
0.01 2.7932 2.2535 1.3785 7.0172 1.1155 6.2382
0.02 2.7669 2.2245 1.3492 6.9235 1.0912 6.1354
0.04 2.7234 2.1747 1.2998 6.7619 1.0501 5.9571
0.08 2.6613 2.0972 1.2260 6.5089 0.9885 5.6751
0.1 2.6383 2.0658 1.1973 6.4056 0.9644 5.5590
0.2 2.5662 1.9471 1.0963 6.0131 0.8785 5.1131
0.4 2.4981 1.7841 0.9714 5.4747 0.7690 4.5050
0.6 2.4689 1.6622 0.8863 5.0754 0.6918 4.0683
0.8 2.4580 1.5617 0.8205 4.7491 0.6308 3.7251
1.0 2.4579 1.4749 0.7664 4.4698 0.5799 3.4427
1.5 2.4854 1.2969 0.6618 3.9043 0.4811 2.9047
2.0 2.5365 1.1562 0.5841 3.4642 0.4085 2.5162
2.5 2.6023 1.0413 0.5232 3.1086 0.3530 2.2197
3.0 2.6784 0.9455 0.4737 2.8149 0.3094 1.9851
3.5 2.7621 0.8647 0.4327 2.5686 0.2746 1.7947
4.0 2.8518 0.7958 0.3982 2.3594 0.2463 1.6369
6.0 3.2499 0.5996 0.3011 1.7693 0.1726 1.2081
8. 3.6854 0.4787 0.2415 1.4089 0.1321 0.9552
10. 4.1411 0.3976 0.2013 1.1682 0.1068 0.7889
20. 6.5372 0.2140 0.1093 0.6706 0.05437 0.4202
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[image: alt]Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )
 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas





















































































































































































































































[image: alt]Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 
























































































































































[image: alt]


