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RESUMO
SISTEMAS CONCENTRADOS E DISTRIBUIDOS COM AMORTECIMENTO VISCO-
ELASTICO, UTILIZANDO A BASE GERADA PELA RESPOSTA IMPULSO

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de calcular a resposta de sistemas
dinamicos com amortecimento viscoelastico, utilizando a base gerada pela resposta impulso,
desenvolvida por Claeyssen no seu proprio espaco fisico e utilizada em variadas aplicacoes
por seus colaboradores e orientandos.

O wuso da resposta impulso permitiu determinar a resposta dinamica de um sis-
tema dinamico viscoelastico concentrado e de uma viga viscoelastica usando o principio da
correspondencia.

A metodologia desenvolvida para resolver problemas dinamicos viscoelasticos com
o uso da resposta impulso foi implementada em sistemas concentrados e em um sistema
distribuido correspondente a uma viga de Euler-Bernoulli. E uma ampla revisao bibliogréfica
sobre viscoelasticidade e dispositivos de amortecimento foi realizado.

A resposta impulso foi calculada através de equacOes caracteristicas de natureza
algébrica, diferencial e em diferencas. Nas simulacoes foi utilizado o software Maple.

Foi analisado o modelo de viga de Timoshenko com inércia rotatéria e para materiais
viscoelasticos. Devido a dificuldade de obtencao da solucao analitica do modelo elastico, o
modelo viscoelastico foi estudado através do método operacional para um sistema vibratorio

distribuido de segunda ordem.
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ABSTRACT
CONCENTRATED, DISTRIBUTED SYSTEMS WITH VISCOELASTIC
DAMPING, USING THE BASE OBTAINED FROM IMPULSE RESPONSE

This work was developed with purpose of to obtain response of system with vis-
coelastic damping, using the base obtained from impulse response developed by Claeyssen
in your own physical space and used in numerous applications by his associated and student.

The use of impulse response allowed to determine the dynamic response of concen-
trated viscoelastic dynamic system and of a viscoelastic Euler-Bernoulli beam using corre-
spondence principle.

The methodology developed to solve viscoelastic dynamic problem with the use of
the impulse response was implemented in concentrated systems and in distributed system
corresponding to a Euler-Bernoulli beam. A wide literature review on viscoelasticity and on
damping devices was conducted.

The impulse response was calculated by characteristics equations of algebraic, dif-
ferential and differences nature. the simulation was implemented in software Maple.

It was considered the model of Timoshenko beam with rotation and inertia and for
viscoelastic materials. Due to difficulty in obtaining the analytical solution of elastic model,
the viscoelastic model was studied by the operational method for a distributed vibrating

system of second order.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste capitulo é apresentado: um breve histérico sobre a necessidade da introducgao
de amortecimento em estruturas e o modo como isto é feito na Engenharia, os fenomenos
fisicos envolvidos no amortecimento, os dispositivos amortecedores classicos, os objetivos da

pesquisa e a organizacao do trabalho.

1.1 Preliminares

As estruturas tém se tornado mais flexiveis e leves devido aos recentes avancos
tecnologicos na area de materiais e de producgao e, em conseqiiéncia, analises estaticas nao sao
suficientes para garantir seguranca e conforto. Outros fatores também ocasionam aumento
das amplitudes de vibracao nas estruturas sendo os principais os tipos de carga, a forma
de aplicacao das cargas e a freqiiéncia de excitacao. Cargas tém se tornado mais intensas
e aplicada de forma complexa, e em alguns casos com freqiiéncias proximas as naturais das
estruturas, como € o caso da carga aplicada pela torcida nos estadios de futebol.

Outros exemplos de estruturas com problemas de vibragao podem ser vistos em,
[Soong, 1997|, que apresenta vérios exemplos de edificios com problemas dinamicos. Ha
estudos interessantes sobre o tema como: [Trapp e Bowie, 1980], que apresenta histérico
dos amortecedores e perspectivas de uso, [Rao, 2003], que faz uma sintese sobre aplicagoes
de amortecedores viscoeldsticos em automdéveis e avioes, e [Nakra, 1998], que apresenta um
estudo sobre controle de vibragdes em méquinas.

Na andlise de sistemas mecanicos dinamicos, as propriedades massa e rigidez sao
obtidas mesmo de estruturas com geometria complexa, e delas calculam-se as freqiiéncias
naturais e os modos de vibragao com precisao.

Para reduzir as amplitudes das vibracoes, ruidos e fadigas, tém sido introduzido nas
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estruturas amortecimento, por meio de dispositivos amortecedores ou utilizando materiais
com maior capaciadade de amortecimento, [Patel, 1978], e, portanto, sendo necessério quan-
tificar o amortecimento da estrutura que, diferentemente da massa e da rigidez, a fim de
obter a equacao de movimento amortecido.

As equacoes de movimento destes sistemas sao mais complicadas pois o amorteci-
mento ocasiona acoplamento e nao-linearidade por exemplo. Necessitando, portanto, para
resolvé-las de ferramentas matematicas mais sofisticadas e de um modelo de amortecimento
adequado para este fim.

Vérios autores tém sugerido métodos para resolver as equagoes de movimento com
amortecimentos: por exemplo em [Golla e Hughes, 1985] e [Petyt, 1990] sao apresentadas
metodologias para resolver estes problemas, utilizando elementos finitos e a transformada de
Laplace, em [Inman, 1994], e [Riera, 1996] é utilizado o amortecimento proporcional e analise
modal, o método de elementos de contorno é apresentado em [Cozzano, 1997], o métodos
baseado na integragao passo a passo é apresentado em [Clough e Penzien, 1993] e um método
que envolvendo solugao do tipo exponencial e amortecimento hereditario é apresentado em
[Muravyov, 1997b] e ainda o uso de andlise experimental pode ser vista em [Ewins, 1980].

A estrutura pode ter seu amortecimento aumentado por meio de dipositivos fabri-
cados para este fim, [Soong, 1997], ou utilizando-se materiais com maior capacidade de
amortecimento para construir a estrutura, [Lakes e Quackenbush, 1996].

A eficiéncia dos dispositivos amortecedores em estruturas grandes (edificios e pontes)
é dificil de quantificar, pois medir o amortecimento introduzido é tarefa bastante complexa,
em razao do amortecimento depender das condicoes climética e operacionais e das cargas
aplicadas [Nashif e Henderson, 1985]. Muitos estudos envolvendo grandes estruturas tém
sido realizados por [Gupta e Mutsuyoshi, 1985], [Tsai e Lee, 1993], [Shen, 1995] e [Zhang e
Soong, 1992] e diversas aplicagoes tém sido encontradas para os amortecedores desenvolvidos.

Neste trabalho serao analisadas as situagoes onde o material viscoeldstico é o ele-
mento causador do amortecimento; este tipo de material é amplamente utilizado na pratica
da engenharia por ser robusto e eficaz no controle de vibragoes. Um abrangente estudo deste
tipo de material é encontrado em [Ferry, 1980], [Creus, 1986], [Christensen, 1971], [Nashif
e Henderson, 1985], [Caracciolo, 2004], [Nakra, 2000], [Chu, 1980] e [Muravyov e Hutton,

1997]. Ele ¢é utilizado em diversas configurages: vigas sanduiche, coxins, mantas, discos,



arruelas e fitas.

1.2 Objetivos do trabalho
Esta tese tem os seguintes objetivos:

e Estudar as propriedades dos materiais viscoelasticos e os modelos reologicos que os

descrevem.

e Usar a base dinamica para determinar as respostas de sistemas viscoeldsticos (dis-

tribuido e concentrado).

e Determinar a base dinamica para estruturas de materiais viscoelasticos.

Nesta tese, é apresentada uma metodologia para a determinacao da resposta de
sistemas viscoeldsticos, utilizando a base dinamica e o modelo reoldgico na forma integral.
Uma revisao bibliografica sobre modelos reolégicos de materiais viscoelasticos e resposta
impulso foi realizada para apresentar os conceitos basicos envolvidos no problema eléstico
e para gerar um problema viscoeldstico equivalente ao elastico. Em seguida a metodologia
para a solucao do problema viscoeldstico foi implementada, utilizando o software Maple 7.00

[Maple 7.0 Learning Guide].

1.3 Organizacao do trabalho
O trabalho esta organizado da seguinte forma:

e Revisao bibliografica do conceito amortecimento e apresentacao dos dispositivos usados

para introduzi-lo nas estruturas.
e Revisao bibliografica sobre modelos reolégicos de materiais viscoelasticos.

e Revisao dos métodos de solucao da equacao de movimento de sistemas elasticos, prin-

cipalmente daqueles que envolvem a base gerada pela resposta impulsiva.

e Desenvolvimento de uma metodologia para resolver a equacao de movimento de um sis-
tema viscoelastico utilizando a base dinamica gerada pela resposta impulso e a fungao

de Green, obtida utilizando a base gerada pela resposta impulso.
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e Obtencao da equagao de movimento de sistemas de um grau liberdade, de barra e de

viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko com amortecimento viscoelastico e estuda-los.

e Conclusoes.

1.4 Amortecimento

Define-se amortecimento como o processo através do qual a energia mecanica do
movimento vibratério de uma estrutura ou material é dissipada, ou seja uma estrutura
ao ser perturbada pela aplicacao de uma carga dinamica ira responder vibrando e este
movimento oscilatério s6 cessard quando a energia introduzida no sistema for dissipada
[Nashif e Henderson, 1985]. A dissipagao ocorre de diversas formas, ocorre internamente nos
materiais que constituem a estrutura por meio de uma complexa combina¢ao de mecanismos
que fazem uso de interacoes elétricas, magnéticas, gravitacionais, mecanicas, quimicas, entre
outras, e através da interagdo da estrutura com o meio (atrito com ar ou agua, atrito no
apoio, atrito no contorno, atrito nas juntas, atrito nas interfaces) e por meio de dispositivos
denominados amortecedores instalados na estrutura para dissipar energia [Rao, 2003].

O amortecimento é um fenomeno fisico dificil de ser modelado, em virtude da diver-
sidade e complexidade dos mecanismos que atuam simultaneamente para causar a dissipagao
e,também, em razao da influéncia do meio ambiente e das condi¢oes operacionais sobre esses
mecanismos. Estudos analisando a variacao do amortecimento com estes fatores podem
ser vistos em [Nashif e Henderson, 1985], [Jones, 1974], [Jones, 1978] e [Chang, 1992] que
analisaram o efeito da temperatura e da freqiiéncia. Trabalhos sobre a determinacao expe-
rimental do amortecimento de materiais viscoelasticos, usando vigas, sao apresentadas em
[Faisca, 2000] e [Lopes, 1989] e, ainda hd o método padrao para caracterizar um material

viscoeldstico, usando viga de Oberst, descrito na norma [E756-93, 1993] do ASTM.

1.4.1 Tipo de amortecimento

Amortecimento devido a interagao da estrutura com o meio
A resposta de uma estrutura a uma carga dinamica aplicada depende da forma como
a estrutura interage com o meio e das propriedades fisicas do material que a constitui. Neste

trabalho, apenas o segundo caso sera tratado, mas a estrutura sempre terd como vizinhancga



5

um solido, fluido ou forcas de campo que interagem com ela, causando dissipacao, além de
apoios, juntas, interfaces, etc.

Por exemplo, uma forma importante de amortecimento devido ao meio é o causado
pelo deslizamento relativo de duas superficies em contato, denominado atrito seco, no qual
a quantidade de energia dissipada depende das caracteristicas das superficies em contato e
da intensidade da forca normal que as mantém unidas. Para um sistema massa-mola de
um grau de liberdade [Riera, 1996], a relagao entre forgas inerciais, forgas elasticas, forga

excitadora externa e forga dissipativa, devido a interagao com o meio, é dada por

o e = P — F (1.1)
m—s + kr = — Fy, :
dt? I
onde m é a massa do sistema, k a rigidez. O termo Fj; depende do tipo de interacao entre

estrutura e meio.

Amortecimento material

Denomina-se amortecimento material o amortecimento devido aos mecanismos de
dissipacao que sao internos aos materiais e distribuidos por todo volume do material, sendo
portanto o amortecimento uma caracteristica do material. A energia do movimento vi-
bratorio introduzida no sistema pela aplicacao de uma carga dinamica sobre o material sera
dissipada através de interacoes elétricas, magnéticas e mecanicas originadas pelos movimen-
tos relativos dos atomos, moléculas e cristais do material.

A medida da energia dissipada pelo material, a cada ciclo de deformacao, é re-
lativamente pequena na maioria dos materiais estruturais (ago, aluminio, ferro, etc.) e é
consideravelmente grande para os materiais viscoelasticos, como as borrachas poliméricas.
O interese em materiais viscoelasticos para utilizacao na manufatura de amortecedores e
isoladores tem crescido, desde 1950, na area da aviagao militar e aero-espacial, por apre-
sentarem grande amortecimento material, além de serem robustos e estaveis, caracteristicas
que lhes conferem grande utilidade industrial. O amortecimento causado por este tipo de
material, no entanto, varia com a temperatura e a freqiiéncia, em virtude da influéncia destes

fatores sobre os movimentos atomicos e moleculares [Nashif e Henderson, 1985].



1.5 Dispositivos amortecedores

Os dispositivos amortecedores sao fabricados sob-medida ou em série, nos mais va-
riados tamanhos e formas, e sao instalados em estruturas, maquinas, automaéveis e aeronaves
por exemplo, com o objetivo de reduzir as amplitudes das vibrac¢oes para diminuir os ruidos,
evitar danos nad estruturas e equipamentos, eliminar o desconforto humano causado pela
vibracao e evitar a fadiga dos materiais. FEles podem ser classificados em amortecedores
passivos, ativos, e semi-ativos, estes dois ultimos sao sistemas complexos e precisam de reali-
mentacao, tornando sua operacao e manutencao caras, além de necessitarem de energia para
alimentar o sistema o que pode nao acontecer quando a estrutura sofrer acao de terremotos,
ventos e tempestades muito fortes e de impactos intensos.

Os amortecedores ativos funcionam por meio de atuadores que irao impor forcas ao
sistema com o objetivo de anular ou minimizar a vibragao, e os semi-ativos tentam mini-
mizar a vibracao mudando as propriedades reoldgicas do material amortecedor aplicando-lhe
campos elétricos ou magnéticos. Os amortecedores passivos, por outro lado, sao dispositivos
que nao necessitam de realimentacao e sao robustos, o que os torna interessantes para uso

comercial, sendo, por este motivo, os mais usados na pratica, e o tipo mais comum:

Amortecedor de Fluido Viscoso

No amortecedor de fluido viscoso, o principio de funcionamento estda baseado no
escoamento de fluido por orificios. A dissipacao de energia ocorre em virtude do atrito do
fluido com as bordas dos orificios. Se o fluido utilizado for newtoniano, a forca reativa sera
diretamente proporcional a velocidade instantanea e de sentido contrario, sendo representada

da seguinte forma

Fy = —ci. (1.2)

Os amortecedores de veiculos sao exemplos classicos de amortecedores de fluidos viscosos.
Este tipo de amortecedor é mais dificil de ser utilizado em estruturas de grande porte, de-
vido & necessidade de manutencao, porque os fluidos envelhecem, ocasionado variagao de
sua viscosidade, tornam-se rangosos, ocasionado mal cheiro e, além disso podem ocorrer

poblemas relacionados a vazamentos. Neste contexto, deve-se lembrar que, em grandes es-
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truturas, utilizam-se poucos amortecedores de grande porte ou muitos amortecedores de
pequeno porte. Por exemplo, o edificio "World Trade Center”, possuia 10.000 dispositivos
amortecedores em cada torre, totalizando 20.000 [Mahmoodi, 1969] e [Soong, 1997]. Por-
tanto, verifica-se que a manutencao é um fator importante a ser considerado no projeto de
estrutura, visto que o conjunto de amortecedores ou é dificil ou é trabalhoso de ser trocado
além de envolver custos elevados.

A fig. 1.1 mostra um sistema de um grau de liberdade (1GL), constituido de massa-

mola-amortecedor viscoso,

C
I 1 m
—1 I —_ E(t)
-
K )

Figura 1.1 — Sistema massa-mola de um grau de liberdade com amorte-

cedor viscoso.

cuja equagao de movimento é

d’x dx
- =F 1.
mes +Cdt + kx (1), (1.3)

onde ¢ é o coeficiente de amortecimento do fluido, m é a massa, k é a rigidez da mola e F(t)

é a forga externa aplicada sobre a massa m.

Amortecedores de Atrito Seco

Sao dispositivos construidos de modo que duas superficies em contato deslizem uma
em relacao a outra e dissipem energia, através da friccao das mesmas. O funcionamento deste
tipo de amortecedor depende das caracteristicas das superficies em contato e da intensidade

da for¢a normal que as mantém unidas. A expressao da forca reativa deste modelo é

dx

Fj=—p- N sgn (a) , (1.4)
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onde Fy é a forca reativa (forga de atrito), N é a for¢a normal que mantém as superficies
unidas, dz/dt ¢é a velocidade relativa entre as superficies, sgn é a funcao sinal e u, o
coeficiente de atrito dinamico.

Este tipo de amortecedor caracteriza-se por alcancar o repouso em um intervalo
de tempo finito e apresentar uma configuracao final diferente da inicial, pois 0 movimento
relativo das superficies cessard quando a forca aplicada neles for igual a forca de atrito
estatico, logo as posigoes finais relativas das superficies serao definidas pela intensidade da
forca aplicada sobre o amortecedor.

A equacao do movimento de um sistema de um grau de liberdade no qual o amor-
tecimento é devido ao atrito seco, é obtida substituindo-se, na eq. (1.1), a forca reativa Fj,
dada pela eq. (1.4), resultando em

2 dx

d°x
mﬁﬁLu-ngn (E) + kx = F(t). (1.5)

Amortecedores de Metal

Este tipo de dispositivo dissipa uma grande quantidade de energia, através do escoa-
mento de um metal (plastificagao), ou seja, ele funcionard somente quando lhe for aplicada
uma carga de magnitude suficiente para gerar tensoes maiores que a de escoamento do
metal, caso contrario, toda a energia absorvida pela estrutura sera preservada, até que algum
mecanismo a dissipe. Ele é, portanto, apropriado para minimizar os efeitos de terremotos.

Este tipo de amortecedor é fabricado geralmente em aco de baixa liga ou chumbo.
Amortecedores metalicos, utilizando chumbo como material dissipador foram desenvolvidos
por Raul O. Curadelli [Curadelli, 2001], na UFRGS, no Programa de Pds-graduagao em

Engenharia Mecanica - PROMEC, como parte de sua tese de doutorado.

Amortecedores de Material Viscoelastico

Neste tipo de amortecedores, a energia do movimento vibratorio é dissipada através
da deformacao de materiais viscoeldsticos, geralmente materiais organicos, tais como, bor-
racha natural, silicone, SBR e neopreno.

A partir de 1950, houve um grande desenvolvimento na sua utilizacdo em aviagao
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a jato e aeroespacial, tendo como principais autores Trapp [Trapp e Bowie, 1980], Nahif
[Nashif e Henderson, 1985], Jones [Jones, 1978] , [Jones, 1974], [Jones e Parin, 1972], Ungar
[Ungar e Kerwin, 1962] e Ferry [Ferry, 1980]. O uso deste material difundiu-se, rapidamente,
deixando de ser tema apenas de pesquisa, de aplicagoes especificas e caras, envolvendo poucos
especialistas, para se tornar de uso bastante variado, desde mdquinas, veiculos e até em
grandes estruturas.

Em 1960, cada uma das torres de 110 andares do Word Trade Center mostrada
fig. 1.3, em Nova lorque, foi projetada com 10.000 dispositivos amortecedores viscoelasticos
para reduzir o efeitos dos ventos. Outros exemplossao: The Columbia SeaFirst Building
mostado na fig. 1.4, em Seattle, de 76 andares e 285 metros de altura, construido em 1982,
equipado com 260 amortecedores e o The Union Square Building mostrado na fig. 1.5, em
Seattle, de 56 andares e 222 metros de altura, construido em 1989, equipado com 16 grandes
amortecedores. Na fig. 1.2, estd o amortecedor projetado por Mahmoodi [Mahmoodi e Kell,

1990] e [Mahmoodi, 1969] para o World Trade Center.

F2 F2
\ +
O 0
placa 0 material
central 0 viscoelastico
F

Figura 1.2 — Amortecedor utilizando material viscoeldstico.

Os dispositivos amortecedores viscoelasticos encontram-se também na forma de
mantas, coxins, ruelas, adesivos, fitas, filmes, entre outros, e sao geralmente usados para

sustentar ou unir os elementos vibrantes.



Figura 1.3 — World Trade Center.

Figura 1.4 — Columbia Sea First.
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Figura 1.5 — The Two Union Square.
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CAPITULO 2

MODELOS MATEMATICOS DE MATERIAL VISCOELASTICO

Neste capitulo, sao apresentados os modelos matematicos que descrevem o comporta-
mento reolégico de materiais utilizados para aumentar a dissipacao da energia do movimento
vibratorio de estuturas. Estes materiais sao dos mais variados tipos: ligas metélicas especi-
ais, chumbo, ago, fluidos e polimeros (materiais viscoeldsticos). Os materiais viscoeldsticos
sao objeto de estudo neste trabalho, assim sendo, os modelos matematicos que descrevem
seu comportamento constituem o foco deste capitulo.

Um modelo matematico que represente bem o efeito do amortecimento nao é uma
tarefa simples, visto que os parametros que medem o amortecimento nao podem ser aferidos
diretamente, mas sim das respostas das estruturas as cargas dinamicas aplicadas. As res-
postas das estruturas reais dependem de um grande conjunto de fatores (geometria, solda,
rebite, apoios, ambiente, entre outros), que causam dissipagdo de energia, da massa que
introduz inércia (resisténcia a variagdo da velocidade) e da rigidez que permite armazenar
energia no sistema, além dos fatores operacionais e ambientais.

Modelos matematicos que representem a realidade da forma mais fiel possivel e que
também facilitem a resolucao das equacoes de movimento sao desejaveis. Neste contexto,
a compreensao dos mecanismos de dissipacao de energia em estruturas e de materiais é de
fundamental importancia, pois ird permitir modelar e determinar as respostas das estruturas

com maior fidelidade.

2.1 Modelos reolégicos

Nesta secao varios modelos reoldgicos sao descritos do ponto de vista fenomenolégico,
representados por uma combinacao de molas, que relacionam tensao e deformagao por o =

E €, e de amortecedores viscosos, que relacionam tensao e deformacao por o = c €.
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Entretanto, estes modelos nao descrevem o comportamento dos muitos materiais
reais de forma simples, sendo, para isto, necessaria uma combinacao complexa de mola e
amortecedores. Quanto maior for a precisao desejada e mais complexo for o comportamento
do material, maior sera o nimero de molas e amortecedores que terao de ser associados para
obter-se um modelo matematico que se ajuste aos dados experimentais.

Vérios modelos reolégicos que utilizam associagoes de molas e de amortecedores
viscosos sao apresentados na literatura [Creus, 1986] e [Findley e Onaran, 1976], sendo
que os modelos mais conhecidos sao: Kelvin, Maxwell, sélido de trés elementos, Kelvin
Generalizado, Maxwell Generalizado, e quatro elementos(Maxwell-Kelvin) [Riera, 1996].

A figura 2.1 apresenta os modelos citados

Figura 2.1 — Materiais representados por associagao de molas e amorte-
cedores: c¢) material de Kelvin, d) material de Maxwell, e)

material de trés elementos e f) material de quatro elementos.
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As relagoes constitutivas do material viscoso e elastico sao respectivamente:

o=cé (2.1)

onde o é a tensao, ¢ é o coeficiente de amortecimentos viscoso, € é a taxa de deformacao,

o=Fe, (2.2)

onde o é a tensao, F é o médulo de Young e € é a deformacao.

As equagoes diferenciais dos modelos reolégicos sao:

oc=FEe+cé  modelo Kelvin (2.3)
% + % —¢, modelo Maxwell (2.4)
o(E1+ Ey)+6c=FE, Ey e+ Ey cé, modelo de trés elementos (2.5)

o+o (2—1 + 2—11 + ;—01) +0 J;CEOO =éco+e€ C%—Cll, modelo de quatro elementos. (2.6)

onde ¢; e k; sao os coeficientes de atrito viscoso e de rigidez.

Para representar o comportamento de um material de forma mais realistico deve-se
adicionar derivadas de ordem superior de ¢ e de € na eq. (2.6), que no modelo reolégico
corresponde a adicao de amortecedores e molas, obtendo-se no limite o modelo denominado

padrao generalizado.

Modelo Padrao Generalizado
Qualquer material viscoelastico real pode ser descrito, através do modelo Standard

Generalizado, que é da seguinte forma
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2

a0+a1d +a2dt2

d d?
b ot = [+

| e(t), (2.7)
onde a; e b; sao coeficientes constantes que caracterizam o material. Observe que assumindo-
se valores adequados para as constantes a; e b;, os modelos matemadticos, egs. (2.1)-(2.6) sdo

obtidos e, portanto, constituem-se em casos especiais do Modelo Standard Generalizado.

Relacao modulo elastico e fator de perda

Considere-se agora um elemento uniaxial, cuja drea da secao é A e o comprimento
é L. A forca total no elemento F(t) é dado por Ao, e o deslocamento z, é dado por eL.
Multiplicando ambos os membros da eq. (2.7) por AL, obtém-se a expressdao que relaciona

a forga f(t) e o deslocamento z(t),

d d? Lf(t) _ d £
a2 bo +b b ). 2.8
ao+a1d +a2dt2+ ] 1 0+ 1d+2dt2 A z(t) (2.8)
Aplicando-se a transformada de Fourier, na eq.(2.8), e utilizando suas propriedades
obtém-se
LF
[(GO - a2w2 + a4w4 — .. ) + i(—alw + agw?’ — a5w5 4. )} fgw) _

= [(bo — bow? + byw* — .. +i(—biw + baw® — bsw® + .. )} X(w), (2.9)

onde F'(w) e X(w) sao as transformadas de Fourier de f(t) e x(t), dadas por

Fluw) = /_oo B e X(w) = /w e~ () dt. (2.10)

A eq. (2.9) pode ser reescrita como

LF(w)
A

onde A;(w) e B;(w) representam fungdes reais e pares da freqiiéncia, enquanto As(w) e By(w)

[Ar(w) +i45(w)]

= [Bi(w) + iBy(w)] X (w), (2.11)

sao funcoes reais e impares da freqiiéncia, visto que a soma de fungoes pares é par e a soma
de fungoes impares é impar. Da eq. (2.11), é possivel obter uma expressao explicita para a

transformada da forca
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!

AFE (w ,
F(w) = L( ) 147 nw)] X(w), (2.12)
na qual
’ AlBl —+ AQBQ
Fw=—F7F—"7-— 2.13
@) = 2o (213)
e
A1By — AyB
W) = S (2.14)

O produto E'(w)[1 4+ i n(w)] = E*(w) ¢ denominado médulo complexo de Young e n(w) o
fator de perda [Nashif e Henderson, 1985], [Christensen, 1971], [Bert, 1973], [Creus, 1986] e

[Fliigge, 1975]. Outra notagao usual para o médulo complexo é,

E*(w)=FE(w)+i E () (2.15)
onde E' é denominado médulo eldstico e E” médulo de perda e o fator de perda n é dado

por

n(w) = . (2.16)

Estao apresentados, a seguir, a relacdo entre médulo eldstico F'(w) e o fator de
perda n(w) de alguns materiais citados anteriormente e os coeficientes de amortecimentos

e rigidez usados para modeléa-los.

e Modelo de material elastico perfeito

Ew)=F (2.17)
n(w) = 0. (2.18)
e Modelo Kelvin
EWw)=E (2.19)
Nw) = ——w. (2.20)
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e Modelo Maxwell

’ CQE 2
B @)= s (2.21)
E
= —-— 2.22
o) = 2 (222

2.1.1 Amortecimento histerético

O amortecimento representado pelo fator de perda, eqs. (2.20) e (2.22), varia ra-
pidamente com a freqiiéncia, mas os materiais reais nao apresentam, em geral, este tipo de
comportamento. O fator de perda varia com a freqiiéncia de modo mais lento para alguns
materiais, portanto estes modelos para materiais com amortecimento, obtidos combinando-se
amortecedores viscosos e molas elasticas nao é uma solucao ideal, apesar de descrever qual-
itativamente o efeito do amortecimento. No entanto, o amortecimento histerético, proposto
por [?], descreve bem o comportamento de materiais que apresentam variacao do amorteci-
mento muito suave ou nula com a freqiiéncia, e é matematicamente simples de operar, sendo

representado por

1"

E*= E +FE" i, (2.23)
e o fator de perda por
E//
n= g (2.24)

ou seja, a forca que atua sobre o sistema pode ser calculada somando-se as componentes das
forgas, devido ao amortecimento, a componente da forca, devido a parte elastica. Neste caso
o médulo de perda E” (”loss modulus”) e o médulo de elasticidade £’ ("storage modulus”),
sdo constantes (nao variam com a freqiiéncia) e sdo obtidos, experimentalmente, através
de excitagao harmonica. Em intervalos, onde o amortecimento tem pouca dependéncia
dafrequéncia, o amortecimento histerético modela bem o material, como por exemplo, os
materiais de baixos amortecimentos usados em estruturas. Por outro lado, em materiais de
alto amortecimento, o modulo de elasticidade e o médulo de perda variam com a freqiiéncia

e temperatura e os resultados obtidos, usando este modelo, nao serao precisos.
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2.1.2 Modbdulo complexo

Uma abordagem classica para descrever o comportamento de materiais viscoelédsticos
é aquela em que a equacao de movimento estd no dominio da freqiiéncia, e um maédulo de
rigidez complexo aparece em substituicao ao modulo de Young real. Nesta abordagem,
o modulo complexo é obtido experimentalmente através de excitagao harmoénica contro-
lada, [Ewins, 1980] e [E756-93, 1993]. Abaixo sdo apresentadas as expressoes dos diferentes

modulos complexos.

e Mdédulo de Young Complexo

O moédulo complexo é equivalente ao médulo de elasticidade F e é representado por

E*(w) e expresso por

E*(w) = E (w)(1+1in.(w)), (2.25)

onde E'(w) é o componente real do médulo complexo, 7n(w) é o fator de perda. Uma
das grandes vantagens de se trabalhar com o moédulo complexo é que uma formulagao
elastica, é transformada em viscoelastica substituindo o médulo de elasticidade E pelo
modulo complexo E*(w). Um problema elastico é levado para o dominio da viscoelas-
ticidade substituindo-se o modulo elastico real pelo correspondente modulo complexo.

Abaixo estao apresentadas as relagoes entre os médulos:

e Médulo Complexo de Cisalhamento

G* = G'(1+1in,) (2.26)

onde G* é o mddulo de cisalhamento complexo e G’ é o componente real e 7, o fator

de perda devido ao cisalhamento.

e Razao Complexa de Poisson

E* =2(1+ )G (2.27)
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onde v* é a razao de poisson complexo. Realizando-se algumas operagoes algébricas e

! . . .
tomando v* = v (1 +in), chega-se a um resultado mais interessante, como mostrado a

seguir
E* .
YT (1+v"), (2.28)
e
E*G*
— = (1 * 2.2

substituindo-se as expressoes de G* e G*, obtém-se

1= + e + s Ne
2G> (1 +n2)

(14+v)=EG (2.30)

e assumindo que 7, = 7, [Nashif e Henderson, 1985], a parte imaginaria de v* serd

muito pequena, resulta que

E =201+4+v)G (2.31)
(&4
X
= — 1 2.32
v 2G, ) ( )

. ~ ’ N .
logo, a variacao da componente real v, com a freqiéncia e temperatura, pode ser
) ) )

determinada através dos componentes reais E' e G'.

Na fig. 2.2 sao mostradas a variacao do fator de perda e da rigidez, com a freqiiéncia
e na figura 2.3 sao mostradas as respostas de um sistema de um grau de liberdade, com
amortecimentos modelados como sendo histerético, viscoso e complexo.

Observa-se na fig. 2.3 que as respostas calculadas variam de acordo com o modelo

matematico adotado para o amortecimento.
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Figura 2.3 — Resposta de um sistema de um grau de liberdade para amor-
tecimentos viscoso (caso F), histerético (caso B) e médulo

complexo (caso D).

2.2 Integral hereditaria, modelo reolégico na forma integral

Para se obter uma descricao precisa do comportamento de um material viscoelastico
real com alto amortecimento, usando a relagao constitutiva na forma diferencial dada pela
eq. (2.7), serd necessario usar varios termos da série, o que tornard sua utilizagao trabalhosa
pois as varias constantes da equacao terao que ser determinadas experimentalmente.

Uma outra forma de equagao constitutiva, na forma integral, que pode representar
igualmente bem um material viscoelastico, pode ser encontrada em [Creus, 1986], [Gross,
1958] e [Fligge, 1975], a qual é apresentada nesta se¢ao, mas antes alguns conceitos impor-

tantes serao desenvolvidos para melhor compreenssao do modelo.



22

2.2.1 Funcgao de fluéncia

A fungao de fluéncia é obtida aplicando-se uma tensao constante o(t) = ogH (t) ao
material de teste, onde H(t) é a func¢do degrau unitario (fun¢do de Heaviside). A evolugao

da deformacgao com o tempo, pode ser expressa pela relagao constitutiva

e(t) = D(o(t)), (2.33)

onde D ¢é um operador. Substituindo o carregamento o(t) dado acima tem-se

e(t) = o9 D(H(t)) = 00 J (1), (2.34)

aqui J(t) é denominado de funcgao de fluéncia e representa a deformagao do material por
unidade de tensao [Creus, 1986], ou seja, aplicando-se uma tensao unitéria constante sobre
o corpo em teste, em um determinado instante, a deformacao resultante é J(¢) . Para um

material elastico perfeito tem-se

(2.35)

onde F é o médulo de elasticidade.

2.2.2  Funcgao de relaxagao

Aplicando-se sobre o corpo de teste uma deformagao e(t) = g9 H(t), a tensao

resultante é dada por

ot)=F(eo H(t)) = e F(H(t)) = e Y (1), (2.36)

onde F' é um operador linear e Y (¢) é a fungao de relaxagao que representa a tensao resultante,
no corpo de teste, por unidade de deformagcao aplicada. Para um material elastico perfeito

tem-se

Y(t) = E. (2.37)

Observe que nos exemplos acima as fungdes dadas pelas eqs (2.35) e (2.37) néo

sao dependentes do tempo, portanto o material testado nao apresenta o comportamento



23

hereditario que caracteriza os materiais viscoeldsticos. Abaixo, sao apresentadas as curvas

esquematicas de teste de fluéncia e relaxacao para um material viscoeldstico:

tenisdo

deformacao
I

tempo tempo

deformacio
tensao

tempo

(a) (b)

Figura 2.4 — (a) teste de fluéncia e (b) teste de relaxagao.

A fig. 2.4 mostra o comportamento tipico de um material viscoeldstico, caracterizado
pela evolugao da deformacgao do corpo de teste com o tempo, apesar da intensidade da tensao
aplicada manter-se constante com o decorrer do tempo. Em virtude da deformagao, na fig.
2.4(a), tender a um limite a uma deformagao ¢, é possivel concluir que o material do corpo de
teste é um solido, nos casos em que o material do corpo de teste for um fluido, a deformacao
deve tender ao infinito.

As curvas apresentadas na fig. 2.4(b) sdo obtidas aplicando-se uma deformagao
constante, ao longo do tempo (fungao de Heaviside), sobre o corpo de teste, observando-se
a evolucao da tensao com o tempo, a qual tende a um limite a uma tensao o, o que informa
que o material do corpo de prova é um solido. No caso em que a tensao tender a zero, o
material testado é um liquido e diz-se que devera ocorrer relaxacao completa do corpo de
teste. Na fig. 2.4(a) a curva de deformagao serd a fungao de fluéncia se a tensao aplicada
for unitaria e em (b) a curva da tensao sera a funcao de relaxagao se a deformacao aplicada

for unitaria.
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2.2.3 Integral hereditaria

A tensao aplicada sobre um corpo de teste pode ser representada como a soma de

incrementos de tensao Ao aplicados nos instantes 7, como é demonstrado a seguir

G (t)

L J

Figura 2.5 — Tensao o(t) descrita como soma incrementos

Usando a fungao degrau unitario tem-se

N
o(t) =00+  doH(t— ) (2.38)
k=0
e no limite
t
o(t) = o0 + / dor(7) dr, (2.39)
0

onde ¢ = do/dr.
Para um material linear, a deformacao no instante ¢ pode também ser calculada
pela superposicao das deformagoes causadas pelos incrementos de tensao do, no intervalo

0 < 7 < t, entdo, usando-se a eq. (2.34) segue que

e(t) =00 J(t) + /Ot J(t — T)ili—de (2.40)

ou utilizando-se integracao por partes, tem-se equivalentemente
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e(t) = o(t) J(0) + /0 0(7)%& (2.41)

Esta férmula mostra como a deformacao em um instante ¢ qualquer depende de tudo o que
aconteceu antes deste instante, ou seja, da histéria do carregamento. Ela descreve, portanto,
o comportamento hereditario do material.

No caso do material elastico perfeito a integral desaparece, pois a fungao fluéncia é
constante, e, neste tipo de material, o comportamento hereditdario nao se apresenta, ou seja,
a deformacgao em um instante ¢ depende somente da tensao aplicada naquele instante.

De modo semelhante, a tensao resultante em um corpo de prova, ao aplicar-se uma

deformagao qualquer, é dada usando o principio da superposi¢ao por

o(t)=eY(t)+ /DtY(t - T)%dT (2.42)

e, realizando-se integracao por partes,

o(t) = () Y(0) + /0 qa%m (2.43)

quando é dada a histéria da deformacao.

Na eq. (2.43), Y(0) é denominado médulo instantaneo e serd e representado por

Ey [Muravyov, 1997b], representando a derivada da fungao de relaxagao por

dY (t —)
d(t—r)

onde a funcdo I'(t — 7) é denominada nucleo de relaxagao, entao

= By T(t—1) (2.44)

t
o(t) = By (e(t) _ / It — 7) e<7>d7) | (2.45)
0
A funcao I'(t — 7) pode ser aproximada pela série de Prony:

n

D(t—7) =) aje ™), (2.46)

i=1

onde as constantes a; e a; sao determinadas pelo ajuste da curva de dados obtido no teste

de relaxacao.



CAPITULO 3

RESPOSTA DE UM SISTEMA DE MATERIAL VISCOELASTICO
HOMOGENEO

Neste capitulo é desenvolvida uma metodologia para o calculo da resposta de um
sistema de material viscoeldstico homogéneo. A equagdo de movimento [Menon and Tang,

2004] para este caso é

Mi(t) + Ci(t) + K [z(t) — /0 I'(t — T)J:(T)dT} = F(t)
(3.1)
z(0)=x9 e Z(0) = .

Aqui, o nicleo de relaxagao, I'(t — 7), é aproximado pela série de Prony, ou seja

I(t—7) Z a; e~ =) (3.2)

As constantes a; e «;, que caracterizam o material, sao obtidas experimentalmente, veja
Muravyov [Muravyov, 1997a] para detalhes experimentais e o método para ajuste dos dados
experimentais obtidos no teste de relaxacao.

A seguir sao apresentadas algumas metodologias para obtencao de resposta de sis-
temas elasticos de um e multiplos graus de liberdade que podem ser usadas para resolver
problemas viscoeldsticos, utilizando o principio da analogia eldstico/viscoeldstico; é também
apresentada a solucao dinamica e os procedimentos para obter-se a solucao de um problema

elastico, usando a solugao dinamica e sua extensao para o caso viscoelastico.
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3.1 Resposta de um sistema elastico de um grau de liberdade

Nesta secao sao descritos os procedimentos necessarios para se obter a resposta
de um sistema dinamico elastico. O objetivo da andlise de vibracoes é prever a resposta
de sistemas vibrantes para evitar efeitos indesejados como fadiga de material, desconforto,
colapso ou danos em estruturas e ruidos, para isso é necessario criar um modelo matematico
do sistema fisico e resolve-lo. A resposta do sistema sera obtida solucionando-se as equacoes
diferenciais resultantes da modelagem. Portanto, a qualidade da resposta esta limitada a
qualidade do modelo e de sua correta solucao, logo partindo-se de um modelo pobre uma
solugao precisa nao sera alcancada.

O sistema de um grau de liberdade aqui analisado é o modelo onde os parametros

massa, rigidez e amortecimento estao concentrados, e cuja equacao de movimento é

mi + ci + kx = f(t). (3.3)

sendo, m a massa do sistema, ¢ o coeficiente de amortecimento viscoso, k o coeficiente de
rigidez da mola e f(t) a forga externa aplicada sobre o sistema. A fig. 3.1, mostra o modelo

em questao, onde o amortecimento foi modelado como sendo do tipo viscoso.

c
ﬁ — 10
—

Figura 3.1 — Representagao de um sistema de um grau de liberdade com

amortecimento viscoso.
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A solugao analitica da eq. (3.3) pode ser obtida pelo método espectral e pelo método

operacional, os quais sao descritos nas proximas segoes.

3.1.1 Método espectral

Este método consiste em decompor a resposta em duas partes, uma livre e outra
forgada (principio da decomposicao) e obter a resposta livre considerando-a como sendo uma
fungao do tipo exponencial [Claeyssen et al., 2004]. A resposta livre é obtida resolvendo-se

a equacao

mi + ct + kx = 0, (3.4)

obtida da eq. (3.3) tornando-se a for¢a externa nula, isto é, f(t) = 0. Assumindo uma

solucao do tipo z(t) = e para a eq. (3.4), obtém-se o polindomio caracteristico

p(\) = mA 4+ eA + k. (3.5)

As raizes deste polinémo sao os parametros A. O polindémio caracteristico é de segundo grau,

logo existirao duas raizes \; e Ay que fornecerao as solugoes

21 (t) = eM?
1o(t) = et
Usando o principio da superposigao, x(t) é escrito como
z(t) = c Mt 4 cpet?, (3.7)

onde c; e ¢y sao constantes arbitrarias, calculadas usando-se as condicoes iniciais.
Uma andlise das raizes \; e Ay é necessaria. As raizes podem ser reais repetidas,

reais distintas, ou complexas.

3.1.2 Método operacional

Este método consiste em converter a equacao diferencial (3.3) numa equagao ope-
racional, no dominio de Laplace s, aplicando-lhe a transformada de Laplace e utilizando as
condicoes iniciais dadas. Resolvendo-se a equacao operacional, obtém-se a resposta do sis-

tema no dominio s, e a resposta, no dominio do tempo, é obtida aplicando-se a transformada
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inversa de Laplace [Boyce, W. E. and Diprima, R. C., 1979]. A transformada de Laplace de

uma funcao f(t) é definida como

CIf(1)] = F(s) = / " Ftyedt, (3.8)

onde f(t) é integravel. Portanto a resposta, no dominio s, do sistema representado na fig. 3.1

¢é obtida de

Llmi + ci + k] = L[f()] (3.9)

e, utilizando-se as propriedades da transformada de Laplace, tem-se

m (s°X (s) — sz(0) — #(0)) + ¢ (sX(s) — z(0)) + kX (s) = F(s). (3.10)

Agrupando-se os termos semelhantes, tem-se

(ms* 4+ cs + k) X(s) = (ms + ¢) z(0) + mz(0) + F(s) (3.11)

e, entao, a resposta do sistema no dominio s é dada por

ms+c 1 , F(s)
X(s)=|—7FF""— —_— I S — 3.12
(5) <m32+cs+k’>x0+(m52+cs+k)mx0+m32+cs+kz (312)

A resposta z(t), no dominio do tempo, é obtida calculando-se a transformada inversa de

Laplace de X (s).

3.2 Solucao fundamental

Nos métodos Expectral e Operacional, o comportamento do sistema é conhecido
depois que as condicoes iniciais sao aplicadas. Uma solucao que nao tenha dependéncia das
condicoes iniciais e carregue somente informacoes do sistema é de interresse, pois ela pode
ser usada como uma base para representar a resposta do sistema dinamico, esta solucao é
denominada resposta impulso ou solugao dinamica, definida a seguir.

Denomina-se solu¢ao fundamental h(t) do sistema de um grau de liberdade, repre-

sentado na fig. 3.1, a solugao do seguinte problema inicial



30

mh(t) + ch(t) + kh(t) = 0,
(1) + ch(t) + kh(1) )
mh(0) =1, h(0)=0.
A resposta impulso do caso com N graus de liberdade (matricial) é apresentado na subsecao

3.3.2, e é obtido resolvendo

Mh(t? + Ch(t) + Kh(t) =0, (3.14)
Mh(0) =1, h(0)=0.

onde M, C e K sao matrizes, I matriz identidade e h(t) vetor.
A eq. (3.13) pode ser resolvida pelo método operacional. Aplicando a transformada

de Laplace, obtém-se
m ($2H(s) = sh(0) = h(0) ) + ¢ (sH(s) = h(0)) + kH(s) = 0 (3.15)
e, substituindo-se as condigoes iniciais, obtém-se a seguinte expressao

1
(ms?+cs+ k)

H(s) = (3.16)

A solugao fundamental h(t) é obtida aplicando-se a transformada inversa de Laplace em

H(s) e sera

ht) = L sernt) (3.17)

m  Wa

onde, w, = \/k/m e ¢ =0, ou seja sem amortecimento. Para o caso com amortecimento
tem-se
1 ¢, sen(wat)

h(t) = —e~

m Wy

onde £ = ¢/2mw, <1, w,=+k/m e wg=w,/1—&.

A relagao entre a entrada e a saida, para o problema dado pela eq. (3.3), quando o

(3.18)

sistema parte da origem e com velocidade inicial nula, é

X(s)=H(s)F(s), (3.19)
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onde H(s) é a denominada fungao de transferéncia ou admitancia do sistema. Por exemplo,

para um sistema de um grau de liberdade sem amortecimento, excitado por f(t) = sen(wt),

onde w = 2w, tem-se

1
H —
2wy,
F —
(s) (82 4+ 4w?)’
e usando a eq. (3.19) obtém-se
1 2wy,

X(s) = (ms? 4+ k) (s% + 4w?)

e calculando a transformada inversa para m =1 e k = 1, tem-se

2 1
x(t) = gsen(t) - gsen(Qt)
cujo grafico é
057
x(1)

o 10

t
057

Figura 3.2 — Resposta do sistema de um grau de liberdade sem amorte-

cimento excitado com w = 2omega,,.

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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Interpretacao da solucao fundamental

E mostrado a seguir que a solucao fundamental k(t), obtida da eq. (3.13), sob o
ponto de vista fisico, é interpretada como a resposta do sistema, inicialmente em repouso e
na origem, a uma carga impulsiva aplicada, 6(t).

Ao modelar um sistema de um grau de liberdade, inicialmente em repouso, no qual
uma carga impulsiva, representada pela funcao delta de Dirac §(t), é aplicada, a seguinte

equacao do movimento resultara

mi + ct + kx = 6.(t)
#(0) =0 e z(0) =0.

A fungao delta, definida no intervalo 7 —e e 7+ € como 6.(t) = 1/¢, tem a seguinte

(3.24)

propriedade:

/Oo 5. (t)dt = 1. (3.25)

o0

Para mostrar a relacao entre solucao dinamica e a resposta de um sistema a carga

impulsiva aplicada, integra-se a equagdo do movimento eq. (3.24) no intervalo [—¢, €],

/ (i + o + k) df — / o (3.26)

€ —€

e assim,

mi()|. + cx(t)], + k;/_ x(t)dt:/j 5.(1)dt = 1 (3.27)

ou ainda,

m (@(e) — (=€) + c(a(e) — a(—e)) + k/ x(t)dt:/e 5.(t)dt — 1. (3.28)

—€ —€

Utilizando a notacao 0~ para o instante imediatamente anterior a aplicacao do im-
pulso e por 0T, o instante imediatamente posterior, e visto que a massa do sistema encontra-se
inicialmente na origem, em repouso e devido a sua inércia e a curta duracao da aplicacao da

carga, a seguinte afirmagao é verdadeira:

(3.29)
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e quando € — 0

c(z(0%) —z(07)) =0, (3.30)
k/wﬂwﬁ_o, (3.31)

logo, da eq. (3.28) tem-se que

m(&(0%) —2(07)) = 1. (3.32)

Como a velocidade imediatamente anterior a aplicacao do impulso é nula, tem-se

m(07) =1, (3.33)

e como o impulso unitério no limite (¢ — 0) é

8(t) = lim 4.(), (3.34)
segue que
mi(0) = 1. (3.35)

Entao, pode-se concluir que a resposta de um sistema de um grau de liberdade, dada pela

eq. (3.24), é equivalente a resposta do seguinte problema inicial

mi + ct + kx =0
mz(0) =1, e z(0) =0,

(3.36)

ou seja, a resposta de um sistema a uma carga impulsiva ¢é idéntica a sua solugao dinamica.

O seguinte resultado ¢ de interesse adiante: a derivada da solugdo de uma equagao
diferencial linear, com coeficientes constantes é a solucao da equacao diferencial. Assim,
utilizando o principio da superposi¢ao pode-se escrever a solugao para o problema (3.13), na

forma

ho(t) = h(t)m + h(t)c. (3.37)
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Substituindo-se a eq. (3.37) na eq. (3.13), verifica-se que esta solugao satisfaz as condigoes

Iniciais

mho(0) =1, ho(0) = 0. (3.38)

Portanto, hy(t) também é solugao.

3.2.1 Solugao de um problema inicial nao forgado f(t) =0

Dado o problema inicial

mi+ct+kr=0

(3.39)
.23(0) = Zl")o, ZL‘(O) = 2y,
sua resposta z(t) pode ser escrita como

onde, xg, 7y sdo constantes e h(t), ho(t) sao solugdes da equagao homogénea, deste modo,
pelo principio da superposigao, x(t) também é solu¢ao da equagao diferencial homogénea, e

visto que:

x(0) = ho(0)xo + h(0)miy = xo (3.41)

i(0) = h(0)zo + h(0)miqy = . (3.42)

Portanto, a eq. (3.40), representada em termos da solugao fundamental, é solu¢do do pro-

blema (3.39), visto que ela satifaz as condigoes iniciais do problema. Portanto, obtida a

solucao fundamental do sistema, ela pode ser usada para representar as respostas do sistema
dinamico.

As solugoes dinamicas do sistema de um grau de liberdade, mostrada na fig. 3.1,

estao apresentadas em forma de tabela em [Claeyssen et al., 2004].
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3.2.2 Solugao de um problema inicial forgado f(t) # 0

Dado o problema

mi + ct + kx = f(t),

(3.43)
ZL‘(O) == jfo, JZ(O) = Xy,
a resposta, no dominio de Laplace, é dada pela equacao operacional
X(s) =[sH(s)m + H(s)c]xo + H(s)mz(0) + H(s)F(s), (3.44)
e a resposta, no dominio do tempo é:
2(t) = (h(tym + h(t)e) wo + h(tymio + £7 [H(s)F(s)]. (3.45)

Observe que a eq. (3.45), a resposta z(t), é representada em termos da resposta dinamica
h(t) que caracteriza o sistema, onde o termo L '[H(s)F(s)] é calculado, utilizando-se a pro-

priedade da convolucao.

3.3 Respostas de sistemas elasticos com mitiplos graus de liberdade

Nesta secao, é descrito o procedimento para o calculo da resposta de um sistema de
n graus de liberdade utilizando-se a resposta dinamica. O estudo inicia-se pela modelagem
fisica e aplicacao da condicao de equilibrio ou balanco de energia para obter a equacgao de

movimento, na forma padrao:

Mi + Ci + Kz = f(1), (3.46)

onde

M, C' e K sao matrizes n X n que representam respectivamente os parametros massa,

amortecimento e rigidez do sistema;
e 1 é um vetor de ordem n X 1 cujos componentes representam os deslocamentos;

e f(t) é o vetor que representa a carga externa aplicada ao sistema.
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Obtida a equagao de movimento eq. (3.46), é necessario resolvé-la e analisar a resposta

obtida.

3.3.1 Resposta do sistema em termos da solugao dinamica

A resposta do sistema x(t), em termos de h(t), é obtida aplicando-se a transformada

de Laplace na eq. (3.46):

M (s*X(s) — sz(0) — £(0)) 4+ C (sX(s) — 2(0)) + KX(s) = F(s)

ou

A(s)X(s) = Mz(0) + (sM + C) z(0) + F(s),

A(s) = °M + sC + K.

onde 2(0) e x(0) sao vetores e A(s) matriz.

Entao da eq. (3.48) tem-se que a resposta X (s) no dominio de Laplace, é

X (s)=H(s)Mz(0)+ H(s) (sM + C)x(0) + H(s)F(s),

onde H(s) é uma matriz.

Calculando-se a transformada inversa de Laplace, da eq. (3.50), obtém-se

z(t) = h(t)Mz(0) + <h(t)M + h(t)C) z(0) + / t h(t —7)f(T)dr

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

representando a resposta no dominio do tempo, em termos da solu¢ao dindmica. Onde h(t)

e h(t) sao matrizes e z(t) é um vetor.

Para a resposta dinamica, o seguinte é valido:

H(s)A(s) =1

(3.53)
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A(s)H(s) = H(s)A(s) =1, (3.54)

0 que permite expressar H (s), utilizando a identidade de Cramer, como

H(s) — A

=TI (3.55)

Estas propriedades serao usadas na se¢ao seguinte, no calculo da resposta dinamica de um
sistema de n graus de liberdade.
3.3.2 Solucao fundamental de um sistema de n graus de liberdade

A solugao dinamica é obtida resolvendo-se o seguinte problema

Mh+Ch+Kh=0

Mh(0) =1 e h(0) = 0.

(3.56)

onde M, C' e K sao matrizes, I matriz identidade e h, h, e h sdo matrizes.

Aplicando-se a transformada de Laplace e utilizado as condicGes inicais obtém-se

1
H(5>_32M+30+K’

onde a matriz de transferéncia do sistema H (s) relaciona entrada e saida, da seguinte forma

(3.57)

X(s)=H(s)F(s). (3.58)

3.3.3 Calculo da solucao dinamica de um sistema, com multiplos graus de liber-

dade, por equacao em diferenca

A resposta dinamica pode ser descrita pela série de Taylor

ht) = hj=, (3.59)
= )
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onde h; = hU)(0) é uma matriz.

A seguinte equagao em diferenca ¢ obtida substituindo-se a eq. (3.59) na eq. (3.56)

th+2+0hj+1+Khj:O, j:02n—2
MhIZI, h():O

(3.60)

3.3.4 Foérmula fechada para a matriz de transferéncia e a solugao dinamica

Para se obter uma expressao para H(s) e h(t), partir-se-d4 da eq. (3.55), onde o
termo adj(A(s)) é substituido por B(s), que é um polinémio de ordem menor do que 2n — 1

e det(A(s)), por p(s), resultando em

p(s) = det (s*M + sC + K) = z": bps®" (3.61)
k=0
_ Bls)
His) =5 (3.62)

A derivada de ordem k do polinémio B(s) em zero serda denotado por By, ou seja,

By, = B¥(0). Da ordem do polinomio B(s) tem-se que

Bop—1 = By, =0 (3.63)

Para se obter uma férmula fechada para H(s), o termo B(s) na eq. (3.62) serd

desenvolvido em série de Taylor, visto que B*(0) = By, = 0 para k > 2n, assim entao

B(s)=)_ %s%—k (3.64)

Em conseqiiéncia, obtendo-se Ba,_, ter-se-4 uma expressao para B(s) que substuida na eq.
(3.62) dara a matriz de transferéncia.
Para se obter uma férmula que forneca Bs, , faz-se o seguinte desenvolvimento.

Fazendo-se as mudangas de notagao na eq. (3.55) obtém-se

B(s)A(s) = A(s)B(s) = p(s)I, (3.65)

visto que, B(s) e A(s) comutam, bem como suas derivadas, entdo é possivel escrever
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j—; [A(S)B(s)] = '

e derivando a eq. (3.49) obtém-se

)N(s)Bﬂ‘—i =p(s)I, (3.66)

s
Il <
[e=)
VR
. o,

K, i=0
. C, i=1
AD(0) = (3.67)
oM, i=2
0, 1> 2
\

Derivando o polinémio caracteristico eq. (3.61) obtém-se

, i Doy =0 : 2n,
poy=¢ (3.68)
0, 7> 2n.

Substituindo as egs. (3.67) e (3.68) na eq. (3.66) obtém-se a equacao em diferenca

KB] +]CB]71 +](] - 1)MB]72 = j!anfja j =2: 2”7
B2n71 = B2n = 0.

(3.69)

Desta rela¢do pode-se obter o termo By, _j necessario na eq. (3.64) de B(s).
Para obter-se uma expressao mais simples para a eq. (3.69), realiza-se a seguinte

mudanca de variavel

Boy,
A =—""7_ 3.70
) 310

Substituindo a eq. (3.70) na eq. (3.67), tem-se

AOZAl :O

(3.71)

A solugdo da eq. (3.71) é

7j—1
A= bihjia, (3.72)
=0

como pode ser verificado, substituindo-se a eq. (3.72) na eq. (3.71) e utilizando as condigoes
iniciais dadas pela equagao em diferenga (3.60).

A eq. (3.64), apés a mudanga de varidvel, serd escrita em termos de A; como
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2n
B(s) =Y Aps™ " (3.73)
k=1
Substituindo-se a eq. (3.72) na eq. (3.73) obtém-se

2n k—1

B(s) =Y > bis®™ Fhyiy (3.74)

k=1 i=0
e, realizando uma reordenacao dos indices

2n j—1

B(s) =Y > bis" 7 hyyj. (3.75)

j=1 i=0

Agora, substituindo-se a eq. (3.75) na eq. (3.62), a matriz de transferéncia é dada por

2n j—1

H(s) = ZZ@W@H. (3.76)

j=1 i=0

A solugao dinamica necessaria para representar a resposta z(t), dada pela eq. (3.52),

é obtida calculando-se a transformada inversa de Laplace de H(s), ou seja

h(t) = LVH(s)] = ZLM ]{ H(s)e"ds, (3.77)

logo

h(t) = ijz_;b (% é sj—i—I%ds) hon_;. (3.78)

O termo integral

— s d 3.79
2mi Jr” p(s) " (3.79)

corresponde a j-ésima derivada da funcao

d(t) = % 75 pe(; ds (3.80)

que ¢é a solucao do seguinte problema inicial

b() d(2n) (t) —+ b1 d(2n71) (t) + ...+ b2n—1 d(l) (t) + b(gn) d(t) = O,
(3.81)
d(0) =0, dV(0)=0, ..., d?20)=0 byd®D(0) =1
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Assim, usando a eq. 3.78, obtém-se

2n j—1

h(t) = b d " (t) han, (3.82)

j=1 i=0
onde, b; sdo os coeficientes do polinéomio caracteristico dado pela eq. (3.61), ho,—; e
d’~"71(t) sdo obtidos resolvendo-se os problemas dados pelas eq. (3.60) e (3.81), respecti-

vamente.

3.4 Solugao de problema dinamico viscoelastico em vibragao livre
A resposta do problema dado pela eq. (3.1) em vibragao livre, f(¢) = 0, em termos

da solucao dinamica é

() = (h(t)M + h(t)C) 2o -+ h(t) M. (3.83)

Pode-se notar que, conhecida a solugao dinamica h(t) e as condigdes iniciais do problema, a
resposta z(t) estard caracterizada. A solucao dindmica do problema que apresenta compor-

tamento hereditario sera obtida resolvendo-se o seguinte problema

Mh(t) 4+ Ch(t) + K [h(t) - /O tF(t - T)h(T)dT] =5(t)]

(3.84)
Mh(0)=0 e Rh(0)=0
onde o nucleo I'(t — 7) serd aproximado pela série de Prony. Assim,
.. . t n
Mh(t) + Ch(t) + K |h(t) — / > a; e Dh(r)dr | = 16(t).
0 =1 (3.85)

Aplicando-se a transformada de Laplace, na eq. (3.85), obtém-se a matriz de tranferéncia

H(s) = <M32+03+K (1—271:8?&')) , (3.86)
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e tomando-se um termo na série

H(s) = (M52+03+K(1—8f:a))_ , (3.87)
H(s)=(s+a) ("M + s?A+ sB+ D)_1 (3.88)
ou ainda,
H(s) = (s+a)H(s), (3.89)
onde
H(s) = AY(s) (3.90)
A(s) = $*M + s°A+ sB+ D, (3.91)

sendo A =aM +C, B=aC+K e D= K(a—a). Assim, da eq. 3.89, a solugao

dinamica h(t), usando-se a transformada inversa de Laplace, é

~

h(t) = h(t) + ah(t). (3.92)

Portanto, para se obter a solu¢ao dinamica h(t) é necessario calcular E(t), o que é conseguido

observando-se que H(s) esté associada ao problema inicial

MAh(t) + Ah(t) + Bh(t) + Dh(t) = 0

5 BY ~ (3.93)
MR(0)=1 h(0)=0 h(0)=0,

e de sua solucao ﬁ(t) ¢é obtida. Na secao seguinte serd apresentada, a metodologia desen-

volvida por Claeyssen [Claeyssen et al., 1999] para a solugao de uma equacao diferencial de

ordem m.
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3.4.1 Solucao da equacao diferencial de ordem m

A solugao de uma equagao diferencial de ordem m qualquer [Claeyssen et al., 1999], é
obtida da mesma forma que a de ordem 2, utilizando-se a formula de variacao de parametros
e a solucao dinamica obtida da férmula fechada, que utiliza as equagoes algébrica, diferencial

e em diferenca, as quais sao apresentadas a seguir.

A férmula fechada

mn j—1

At =33 " 0:d9 D () s (3.94)

j=1 i=0
Na eq. (3.93), m, a ordem da equagao diferencial é 3, e n, o nimero de graus de liberdade

do sistema depende da modelagem e define a dimensao da matriz M. As equagoes algébrica,

diferencial e em diferenca sao:

Equacao algébrica

Os coeficientes b; s@o os coeficientes do polindémio p(s)

p(s) = det(A(s)), (3.95)

onde A(s) = Ms®+ As®> + Bs+ D.

Equacao em diferenca

Os termos h,y,,—; sao obtidos de

Z;’nzo Ajhpik— =0

(3.96)
Mh,m,1:I e hJZO j:()m—2
param=3en=1
Mh3+k + Ah2+k ‘I— Bh1+k + th - 0 (397)
Equacao diferencial
mn dU) () = 0

b(]dmnfl = 17 dj<0> = 07 .] =0 : mn—2



44

param=3 e n=1

bo d(t) + by dV(t) 4+ by d® + b3 d® () = 0

(3.99)
d(0) =0, dV(0)=0 e bd?0)=1

onde b; sao os coeficientes do polinémio caracteristico p(s).

3.5 Exemplos

3.5.1 Resposta de um sistema de um grau de liberdade em vibracgao livre com

mola viscoelastica

Neste exemplo, a resposta de um sistema de um grau de liberdade, com mola vis-
coelastica, com as condigoes iniciais (0) =0 e #(0) = 1,5, ¢ calculada e comparada com
a analitica obtida resolvendo-se a equacao de movimento, eq. (3.1), para testar a validade

do método. A resposta z(t), utilizando a eq. (3.83) é

z(t) = 1,5h(t). (3.100)

Os parametros que caracterizam o sistema sao a =2, a =2, ¢c=0, m=1ek =1,
resultando portanto em

D(t—7)=2e 27 (3.101)

A resposta dinamica é obtida utilizando a eq. (3.92) e ﬁ(t), resolvendo o problema dado pela

eq. (3.93) sado

A(t)=1—ett— et (3.102)

h(t)=2—e 't —2e7" (3.103)

cuja forma é mostrada na figura abaixo
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h(t)

0.5

Figura 3.3 — Resposta dinamica h(t) do sistema com amortecimento vis-

coelastico.

O deslocamento z(t) obtido usando a base dinamica, ao longo do tempo, e a solugao

analitica z(t) = —(1.5¢t + 3)e* + 3 sdo mostrados na figura abaixo
3 ocooqcooooooéé000000000606660000
x(1)
25 0"
) /

18] » + =+ o o =« utilizando a resposta dindmica
4 solucdo analitica

0.5

Figura 3.4 — Gréfico comparativo do resultado andlitico e do resultado

obtido usando a resposta dinamica.

O grafico permite inferir que os resultados sao idénticos.
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3.5.2 Resposta de barra viscoelastica engastada em vibracao livre

A resposta (deslocamento na diregdo axial) de uma barra viscoelédstica engastada-
livre, discretizada em 3 elementos e quatro nés utilizando elementos finitos, fig. 3.5 , é
calculada utilizando-se a resposta dinamica e comparada com a resposta obtida através do
método operacional.

Os parametros de amortecimentos sao a = 2, a = 2 e onde p = 1400k/m?, A, =
0,01 x 0,01m?, 1=0,12m e E=1,5-10"N/m?.

As condigoes iniciais do problema sao z(0) = 1[0 0 1]* e %(0) = 1[0 0 0]".

x(t)

-

Figura 3.5 — Barra de material viscoeldstico discretizada em trés elemen-

tos e com quatro nos.

A resposta livre em termos da base dinamica, é

() = <h(t)M + h(t)C) 2o -+ h(t) M.

As matrizes de massa e rigidez M e K, obtidas da formulacao em elementos finitos, para

detalhes sobre o método veja [Inman, 1994], sao:

4 10
M — pASl 1 )
18
01 2
2 -1 0
3EA,
K = — 2 -1 1,
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onde p é a densidade, Ay é a drea da se¢ao transversal, [ é o comprimento da barra e E é o
modulo de Young.

Recordando que A(s) = Ms3 + As?+ Bs+ D, onde A=aM +C, B=aC+K
e D=K(a—a),eque

onde, by, Aym_j ¢ d9=1(t) sdo obtidas de (3.95), (3.97) e (3.99), as curvas de d(t), h(t) e

h(t) sao mostradas a seguir nas figs 3.6 a 3.12

d (f) 1.2e17-

1e-17
Be-18-
be-18+
de-18+

2e-181

o 0.005 0.0 0.5 0.02 0.025 0.03

Figura 3.6 — Curva de d(t).



o] I (t)
N B (t
h (t) ,\1 )
hl::“)
4&_'5_
2005
o 0002 n_l'lﬂpv 0.006 0.1008 \W"n.iﬂ
I
Figura 3.7 — Curvas de /Hlla 312 [§] /]%13.
0.0001 M0
;’;_({,) {iﬁi({')
e h.-z_-g(!)
_—
M-
M_ /
0 0.002 0B 0.006 0.008 Wn.ﬁn
t

Figura 3.8 — Curvas de ?Lgl, 522 e Egg.
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E:n ()
hsa(t)
h__-;_-;({,)

h(t) ll_l;ﬂ-

0.02

002+
.04
006

.08+

0.002 n_dnh)(j' 0.006 0.006 \\0“’0_01

hqp (1)
h—lﬁ“)
h—l.‘i“)

Figura 3.10 — Curvas de hq11, hia e his.
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0.1

h(t)

.05

.05

.11

Figura 3.11 — Curvas de hgl, h22 € h23.

h (1)

.05+

ho (t)
hao(t)

has(t)

0.001

ha (t)
haa(t)
his(t)

.05+

.11

Figura 3.12 — Curvas de h31, h32 [§] h33.

A fig. 3.13 mostra os resultados obtidos utilizando-se a resposta dinamica e o resultado

obtido usando a transformada de Laplace, onde pode-se observar que os resultados estao de

acordo.




o1

RO N — U P
0.8 né 2 0.8 n6 2
0.6 0.6
04 04
0.2 02
L] L] " j q j ) j i ) i
0.4 0.4
4.6 4.6 .
4.8 4.8 (b)

Figura 3.13 — Grafico comparativo do resultado obtido utilizando a res-

posta dinamica (a) e o obtido usando a transformada de

Laplace (b).

3.5.3 Resposta de barra viscoelastica engastada, em vibragao forgada

Nesta se¢ao, a resposta da barra, mostrada na figura 3.5, excitada por uma carga
harmonica f(t) = sen(50t) aplicada ao né 4, cujos parametros de amortecimentos sdo o = 2,
a = 2 e as matrizes de massa M e rigidez K sao obtidas da formulacao em elementos finitos, é
calculada e comparada como o resultado obtido pelo método operacional. Aqui, as condicoes

iniciais sao nulas e a reposta impulso é a mesma do caso anterior. A resposta forca é

z(t) = / h(t —7)f(1)f(7) (3.104)

a fig. 3.14 mostra os resultado obtido usando resposta impulso e a transformada de Laplace,
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no 4
né 3 no 4
no 2 no 3
no 2
Be-05- Gei5 ]
* x(0)

. . \
. | , | | | // B\ / , ff?,
T T Y e LN VA L Vn_m

Figura 3.14 — Resposta forcada da barra de material viscoeléstico.

Nos graficos pode-se observar boa concordancia entre os dos resultados obtidos usando a

base dinamica e a transformada de Laplace.



CAPITULO 4

PRINCIPIO DA CORRESPONDENCIA

O principio da correspondéncia, ou analogia eldstico/viscoelastico, diz que um pro-
blema viscoélastico pode ser resolvido utilizando-se a mesma metodologia usada para resolver
o problema elastico. Para isto substitui-se, no modelo matematico elastico, os paramétros que
caracterizam o material eldstico pelos operadores que caracterizam o material viscoelastico,
ou seja, substitui-se o médulo de elasticidade E, moédulo de cisalhamento G e razao de

Poisson v pelos operadores E, G e V.

4.1 Principio da correspondéncia na pratica

Em termos praticos, o principio da correspondéncia pode ser resumido em:
e obter a solucao elastica;
e calcular a transformada de Laplace da solucao eléstica,
e substituir todos os parametros elasticos pelos seus equivalentes viscoelasticos;
e calcular a transformada inversa de Laplace para obter a resposta no dominio do tempo.

A seguir, a resposta de um sistema de um grau de liberdade viscoelastico é calcu-
lada utilizando-se o principio da correspondéncia e representada usando a base gerada pela

resposta impulso.

4.2 Calculo da resposta de um sistema de um grau de liberdade com mola

viscoelastica

Nesta se¢ao, a resposta de um sistema de um grau de liberdade constituido de uma

massa e ligado a um referencial fixo, por meio de um elemento (mola ou viga) viscoeldstico
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é obtida, utilizando-se o principio da correspondéncia.
A figura abaixo mostra um sistema de um grau de liberdade, com mola elastica.
Observe que a mesma figura pode ser utilizada para ilustrar o problema viscoelastico analogo,

sendo necessario apenas substituir a rigidez k£, da mola elastica, por £ da mola viscoelastica.

—e x(1)

T— I~ * =

R o A A A A P,

Figura 4.1 — Sistema de um grau de liberdade elastico.

A resposta do sistema acima é obtido como segue.

Passo 1 - Calcular a resposta do problema de um grau de liberdade elastico

mi(t) + kz(t) = f(t) (4.1)

e no dominio de Laplace

m (s°X (s) — sz(0) — #(0)) — kX (s) = F(s) (4.2)

e cujo problema andlogo viscoeldstico tem equacao de movimento

mi(t) + kx(t) = f(t) (4.3)

mi + ko (1<-) - /Ol r(t— T)(-)df) () = £(t) (4.4)

e no dominio de Laplace

m (s°X (s) — sz(0) — #(0)) — k, X (s) = F(s) (4.5)

onde, k,, utilizando um termo da série é

ky = E(;A [1 B } (4.6)




A solucao da eq.

Assumindo que a massa esta incialmente na origem, xg

inicial unitaria, o = 1,5,

25

(4.1), pelo método espectral é

x(t) = cle\/%t + cze_@t. (4.7)

= 0, e que parte com velocidade

m=1ek =1 resulta da eq. (4.7)

C1+ Ccy = 0
(4.8)
61\/—% — CQ\/—% =1
Resolvendo-se o sistema de equagoes (4.8), obtém-se as constantes
1
(6] - (49)
2./ %
e
1
Co — - . (410)
2./ %
Logo
- 3 sen\/%t
x(t) = eVt - 0 eVomt = T (4.11)
2\ ~m 2\~ \/g

Ap6s substituirem-se os p

x()

-

|
-

arametros massa e rigidez obtém-se a seguinte curva

/\A
TN

Figura 4.2 — Deslocamento z(t) ao longo do tempo.
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Passo 2 - Substuir os termos dependentes do tempo pelo equivalente transformado

31
_282—1‘%

X(s)

Passo 3 - Substituir as constantes eldsticas pelas correspondentes viscoeldsticas.

(4.12)

A rigidez no caso elastico, considerando que a massa estd ligada ao referencial fixo

por uma barra, é dada por

_EA
A

onde E é o médulo de Young, A a édrea da secao transversal e L o comprimento. Como visto

k (4.13)

anteriormente, a relacao constitutiva, na forma integral é

t
o(t) = By <e(t) _ / It — 7) e(T)dT> (4.14)
0
e o nucleo de relaxagao

D(t—7)=> a;e =7 (4.15)

i=1

O médulo de Young, no caso viscoelastico, tomando um termo da série de Prony sera

E(s) = B, {1 - i - ] (4.16)

logo a rigidez da viga viscoelastica ¢é

- Ey|1l—=2-1A
k= 0 [ Ls-i—oz] (417)

e a resposta do problema viscoelastico no dominio de Laplace, apds substituir k& por k seré

— 3 1
X(s)=— (4.18)
2 52 + k

m

Agora substituindo-se a eq. (4.17) na eq. (4.18), obtém-se a expressao final para a resposta

no dominio de Laplace:

(4.19)
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A resposta no dominio do tempo x(t) = —(1.5¢ + 3)e™" 4+ 3, para condigdo inicial zq = 0,
vo = 1,5m/s e parametros a = 2 e a = 2, foi obtida aplicando-se a transformada inversa

de Laplace a eq. (4.19).

x(®) |

251
9]
1.5
1]

0.57

077" 4 s 8 0 12 14 16 18 2

Figura 4.3 — Resposta de um sistema de um grau de liberdade calculada

usando o principio da correspondéncia.

Esta solucao ¢é idéntica & analitica z(t) = — (1.5t + 3)e~" + 3.

4.3 Principio da correspondéncia aplicado a uma barra viscoelastica

Seguindo o procedimento pratico, citado anteriormente, o calculo da resposta de
uma barra viscoelastica inicia-se resolvendo o problema eldstico andlogo ao viscoelastico,

mostrado abaixo.

()
E.pP A
-+ L >

Figura 4.4 — Barra homogénea de se¢ao constante e comprimento L.

Problema elastico - A equagao de movimento do problema elastico analogo ao viscoelastico

é
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E\ 0*w(x,t) 0*w(x,t)
— | —= ) = —————. 4.2
(2) S5+ s = 22 (4.20)
Aplicando-se a transformada de Laplace a eq.(4.20), obtém-se,
E , .
> Wew(z,8) + F(z,5) = s°W(x,s) — sw(zx,0) — w(zx,0) (4.21)
ou
EWee(,8) + F(z,8) = 8*W(x,5) — sw(x,0) — w(x,0) (4.22)
onde
E
¢ =—. 4.23
p (4.23)
A resposta de uma barra eldstica, em vibragao livre f(t) = 0, com E = 20 X

10°°N/m?, p=8x 10%kg/m?, [ = 5m, e condigoes iniciais wy = 0m e wy = 0,03m/s é

w(zx, t) = Z cpsen (0,2) sen (o,ct) + dysen(o,x)cos(o,ct)
n=1
onde
2n—1
Op =
21

e utilizando as condigoes iniciais

(2n — 1)7x

— 1
w(z,t) = 2,43 x 107° Z 5, —15¢" ( 10 ) sen (500(2n — 1)t).
n=1

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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w(t)

1e5

Figura 4.5 — Resposta de uma barra eldstica em x = [.

A resposta, dada pela eq. (4.26), apresentada na fig. (4.3) foi obtida usando o método
da separagao de varidveis e a propriedade da ortogonalidade dos modos [Inman, 1994] e

[Meirovitch, 1967].

Problema viscoelastico - A equacao de movimento da barra viscoeldstica engastada é

E\ 0*w(z,t) _ *w(x,t)
ot tze e

Observe que a equacao é a mesma do caso elastico, diferindo apenas o modulo de Young,
visto que a tnica mudanca que ocorreu, na modelagem do problema, foi o tipo de material

da barra, cuja relacao constitutiva neste caso é

t
o(t) = Ey (e(t) - / L(t—r1) e(7‘)d7> ) (4.28)
0
onde ntcleo I'(t — 7) é aproximado por

n

T(t—7)=> aje ™™ (4.29)

=1

O modulo viscoelédstico equivalente ao médulo de Young elastico é

E(s) = B, {1 - - f: . } (4.30)

Aplicando-se a transformada de Laplace a eq (4.27), obtém-se
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() Wp(w,8) + F(x,8) = °W(x,s) — sw(x,0) — w(x,0) (4.31)

v

ou ainda, no caso de vibragao livre, ou seja f(t) = 0, tem-se

—2(8)Woe(z,8) + 8 W(x,8) — sw(w,0) —w(x,0) =0, (4.32)

onde

c2(s) = —. (4.33)

observado as (4.31) e (4.22), verifica-se que as solugoes do problema eldstico e viscoeldstico
sao iguais no dominio de Laplace. Portanto substituindo na solucao elastica ¢ por ¢, tem-se
a solucao do problema viscoelastico.

Tomando-se um termo da série, no nucleo de relaxacao, tem-se

204\ Lo [1 — s—?—oz:|
c(s) = E— (4.34)

Observando-se as equacoes de movimento no dominio de Laplace, verifica-se que o problema
viscoeldstico, eq. (4.32), pode ser resolvido utilizando-se a solugdo eldstica, eq. (4.24),
ou seja, utilizando a analogia eldstico/viscoelastico. A resposta da barra de material vis-

coeléstico onde a = 100 e o = 150 é :

w(t,z =1) = 0.15 x 107°e?1% — 0.155 - 10 %~ cos5(1568.40¢)
+0.24 x 107%™ 5en(1568.40t) (4.35)
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Figura 4.6 — Resposta de uma barra de material viscoeldstico.

A resposta apresentada na fig. 4.6 foi obtida substituindo-se o médulo de Young pelo corres-
pondente operador viscoeldstico na solugao, eq. (4.24), do problema eldstico. Observa-se,
aqui, o efeito do amortecimento devido ao comportamento hereditario do material em con-
traste com o caso elastico mostrado na fig. 4.4, no qual a energia é preservada e, conse-

quentemente, nao ocorrendo decaimento da resposta com o decorrer do tempo.



CAPITULO 5

RESPOSTA DE VIGA DE EULER-BERNOULLI VISCOELASTICA

Neste capitulo é apresentado um método para calcular a resposta de uma viga de
Euler-Bernoulli viscoelastica vibrante. O modelo mais simples de viga é o de Euler-Bernoulli,
que tem apenas uma varidvel dependente w(z, t) que representa a posi¢ao da linha central da
viga. Neste modelo, o efeito da rotacao e do cisalhamento nao sao considerados e, em razao
destas hipoteses simplificativas, este modelo descreve com precisao apenas o comportamento
de vigas esbeltas.

Se as vigas forem curtas o efeito do cisalhamento e da rotacao terao de ser considera-
dos e modelos mais sofisticados deverao ser utilizados, por exemplo o modelo de Timoshenko.

No entanto, o modelo de Euler-Bernoulli fornece resultados razoaveis para muitos
problemas em engenharia [Han e Wei, 1999] e, além disto, a ado¢ao de um ou outro modelo de
viga depende de uma série de fatores além da precisao, tais como treinamento matemaético,
treinamento computacional, existéncia de dados experimentais, tempo disponivel, custos,

entre outros.

5.1 Modelo matematico da viga de Euler-Bernoulli

Utilizando o método variacional ou a condigao de equilibrio [Dym e Shames, 1973]

tem-se, para uma viga submetida a uma carga ¢(x), a equagao diferencial

i [ - o

onde E é o médulo de Young, t é o tempo, w ¢ o deslocamento lateral e ¢ é a carga externa
aplicada. As condigoes de contorno deste problema dependem da configuracao da viga, por

exemplo no caso em que a viga estd em balango (fixa-livre), tem-se na extremidade livre
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d*w(x)
El =M =
dx? 0,
(5.2)
d d2w(x) o
o <El—dx2 =V =0.
e na extremidade fixa
w(z) =0,
(5.3)
dw(z) _
dx — 0-

Em termos fisicos, as condi¢oes de contorno acima querem dizer que na extremidade
livre o momento e a forga cortante sao nulos, e na fixa, o deslocamento e a rotagao da seccao
transversal sao nulos. As outras condigoes de contorno classicas bi-apoiada, fixa-apoiada,
fixa-fixa podem ser vistas em [Dym e Shames, 1973] e [Clough e Penzien, 1993] por exemplo,
e as nao classicas em [Morelatto, 2000].

No entanto, se a viga em andlise estiver submetida a uma carga dinamica ¢(t), o

efeito da massa deve ser considerado, utilizando-se o principio de D’Alembert, que trata o
O*w(x,t)
ot?

duzindo o efeito da energia cinética, nos métodos baseados no balanco de energia, resultando

problema dinamico como estatico pela introducao da forca inercial p A ou intro-

na equacao de movimento

pA

Pw(z,t) 0 Pw(z,t)]
BT + 927 [EI 52 } = q(z,1) (5.4)

sendo, p a densidade, A a drea da segao transversal, w(z,t) o deslocamento lateral e ¢(x,t)

a carga dinamica aplicada. Se a rigidez a flexao, E'I, for constante, tem-se

2 4
0*w(zx,t) N E]a w(z,t)

PA—5a Dt

= q(x,t). (5.5)

5.2 Principio da correspondéncia

O que distingue dois problemas com a mesma configuracao, sendo um elastico e
o outro viscoelastico, é a relacao constitutiva, pois a equacao de equilibrio, as relacoes

cinematicas, as equacoes de compatibilidade e a condicao de contorno independem das pro-
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priedades do material sendo, portanto, as mesmas para os dois problemas, ou seja

Equacao de equilibrio

(9aij
— +b,=0 5.6
i (5.6)
Relagao deslocamento deformagao
1 (9u1 8Uj
== 5.7
ij 2 <8$J * 81'1) ( )
Relagao constitutiva
045 = Lokl €kl (5-8)
Condigoes iniciais
U; = U?, €ij = 6%7 045 = O-?j (5 9)
Condigoes de contorno
w; =U; em Sy
(5.10)

Oy = 7?1 em S — Su

Portanto, um problema viscoeldstico é analogo a um elastico quando eles tém a
mesma configuracao. Como a equacao de movimento de ambos tem a mesma forma no
dominio de Laplace, a resposta do problema viscoeldstico pode ser obtido, substituindo-se
na resposta do problema elastico, os parametros elasticos pelos correspondentes operadores

viscoelasticos [Findley e Onaran, 1976], [Rabotnov, 1980], [Cozzano, 1997], [Creus, 1986].

Equagao de movimento da viga viscoelastica de Euler-Bernoulli
Substituindo-se na eq. (5.4) o médulo de elasticidade E, pelo seu correspodente

operador E , dado por

Bl)=F (1(.) - /DtF(t — ) (.)dT) | (5.11)

tem-se

= q(z,1). (5.12)
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O problema viscoelastico envolve uma equacao integro-diferencial, o que dificulta
sua solucao. Desenvolvimentos tedricos e aplicagoes do principio da correspondéncia podem
ser encontrados por exemplo em [Alfrey, 1944], [Alfrey, 1945], [Carini, 1992] e [Findley e
Onaran, 1976].

5.3 Calculo da resposta de viga de Euler-Bernoulli viscoelastica

Para obter a resposta da viga viscoelastica usando o principio da correspondéncia é
necessario obter a resposta da viga elastica para, em seguida, substituir os modulos elasticos
pelos operadores viscoelasticos. Nas secgoes seguintes, as equagoes de movimento da viga
elastica e viscoelastica sao trabalhadas a fim de que o procedimento adotado para resolver o

problema fique mais claro.
5.3.1 Equacao de movimento da viga viscoelastica de Euler-Bernoulli no dominio
de Laplace

A equacao de movimento de uma viga viscoelastica esbelta, obedecendo as hipéteses

de Fuler-Bernoulli é

Pw(x,t) 0% [~ 0%w(x,t)
pA 5 + 52 [E[ 2 } = q(z,1) (5.13)
se EI for constante,
2 Y
pa @ t) g 0wl t) gy (5.14)

ot? oxt

onde o operador E é dado por

t
B() = B <1(.) —/ It — 1) (.)dT) , (5.15)
0
e o nucleo de relaxagao I'(t — 7) aproximado por

n

Lit—1) = Z a; e~ it=), (5.16)

i=1
Substituindo-se as eqs (5.15) na eq. (5.14) e aplicando-se a transformada de Laplace,

e usando a série de Prony para aproximar o nicleo, obtém-se
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& ; dW (s, )
A (s - i B |1- “ 1 %) =
pA (s*W(z,s) — sw(z,0) —w(z,0)) + Eo LZI STa o Q(z, s),
(5.17)
e denotando
E,(s)=FEy|1— - 1

() 0 [ZZI s+ o (5.18)

tem-se a equacao de movimento da viga viscoelastica no dominio de Laplace,

d4

E,(s) I % +pA (W (z,s) — sw(z,0) —i(z,0) = Q(x, s). (5.19)

5.3.2 Equacao de movimento de uma viga de Euler-Bernoulli elastica

A equacao de movimento de uma viga esbelta que obedece as hipdteses de Euler-

Bernoulli é

O*w(x,t) 0w (w,t)
ot? B Ozt

aplicando-se a transformada de Laplace na eq. 5.20 tem-se

pA = q(z,1t) (5.20)

dW (z, s)

dxt

EI +p A (W (z,s) — sw(z,0) —i(z,0)) = Q(z, s). (5.21)

As egs. (5.19) e (5.21) tém a mesma forma, ou seja, as duas modelam problemas
de contorno lineares de quarta ordem em x e, portanto, elas podem ser resolvidas usando a
mesma metodologia. O problema viscoeldstico dado pela eq. (5.19) pode ser resolvido como
se fosse elastico, por exemplo, usando a formula de variacao de parametros e representada
pela base gerada pela resposta impulso, como pode ser visto em [Morelatto, 2000], [Giareta,

2000] e [Copetti, 2002], entre outros.

5.3.3 Solucao do problema elastico andlogo ao viscoelastico

O primeiro passo para a aplicacao do principio da correspondéncia é obter a resposta

da viga elastica, equivalente ao viscoelastico, cuja equacao do movimento é
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4 2
EI@ w(z,t) LA 0*w(x,t)

— = t 5.22
com condigoes de contorno e inicial definidas pela configuracao do problema. A solucao

w(z,t) de eq. (5.22) pode ser escrita como

Z A, cos(wnt) + By, sen(wyt)) Xn(x), (5.23)
n=1

onde X, (z) sao as formas dos modos de vibracao, obtidas da equagao caracteristica da eq.
(5.22), obtida utilizando-se as condicdes de contorno e o problema homogéneo; A, e B, sao
obtidas utilizando as condigoes iniciais e ortogonalidade dos modos e a eq. (5.23), como sera

relatado a seguir.

Os modos de vibragao utilizando a base dinadmica

Os modos de vibragao sao obtidos resolvendo-se o problema homogéneo

Otw(t, )
EIW — pAw? w(t,x) =0 (5.24)
ou
Hw(t,r)
i B w(t,z) =0, (5.25)
onde
4 _ pAw?
g = 77 (5.26)
e
ET
2
w=_0 A (5.27)

onde, w ¢ a freqiiéncia natural do modo. Substituindo w(t,z) = (Acos(wt)+Bsen(wt))X (x)

na eq. (5.25), obtém-se

X (z)
ox?

cuja solucao pode ser escrita em termos da base dinamica, como

— 4 X(z) =0, (5.28)
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X(z) =cih(x) +cab(x) + csh"(x) + cs K" (2), (5.29)

onde {h(x), h'(z), h"(x), h""'(x)} é a base dinamica. A eq. (5.29), na forma matricial, é

X(z)=dec, (5.30)
onde
¢ =[h(z) K(x) h'(z) h"(z)]
c=| . (5.31)

As constantes c¢i, ¢, c3 € ¢4 sao obtidas utilizando-se as condi¢es de contorno, que podem

ser escritas de maneira geral [Costa, 2001] como:

Au1 X(0) + By X'(0) + Chy X”(0) + Dy X™(0) = 0
emz =0 (5.32)

A12 X(O) + BlZ X/(O) + 012 X”(O) + D12 X/”<O) - 0

A21 X(L) + BQl X/(L) + 021 X”(L) + D21 XW(L) — O
emzx =L (5.33)

Aoy X(L) 4 Bog X'(L) + Co X" (L) + Doy X" (L) = 0.

Substituindo-se X (x), dada pela eq. (5.29), nas condig¢oes de contorno, egs. (5.32) e (5.33),

obtém-se

AH Q)(O) Cc + B11 (I)/(O> c+ Cll @”(0) Cc+ D11 (I)H/(O) c=0
em x =0 (5.34)

A12 @(O) C + Blg (I)/(O) C + 012 (I)//(O) c+ D12 q)///(O) c=0
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Agl @(L) C + B21 (I),<L) C+ 021 (I)H(L) C+ D21 (I)W<L) c=20
emx =L (5.35)

A22 (D(L) c+ BQQ (I)/(L) c+ 022 (I)II(L) c+ D22 (I)III(L) c=0

que, na forma matricial, fica

B®Pc =0 (5.36)
onde
®(0)
(0)
All Bll Cll D11 0 0 0 0 (I)//(O) C1
Ay By Cia D 0 0 0 0 " (0 c
12 12 12 12 ( ) 2 -0 (537)
0 0 0 0 A21 B21 021 DQl (D(L) C3
0 0 0 0 Ay By Cy Dy (L) =
(I)N(L)
@///(L)

Resolvendo-se este sistema, obtém-se as constantes ¢y, co, c3 e ¢4 que, substituindo na eq.

(5.29), determina a forma dos modos de vibragao.

O passo seguinte é determinar a base de solugoes gerada pela resposta impulso (base

dinamica)

o) = [ h() W) W) K@) ] (5.38)

A resposta impulso h(z) da viga viscoeldstica é obtida resolvendo-se
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d*h(x)
= 8'(s) h(z) =0, (5.39)
com condicgoes iniciais
h(0) =K(0)=R"(0)=0 R"(0)=1 (5.40)

onde, 3* = pAwZ/EI.

A resposta impulso h(t) para a viga de Euler-Bernoulli elastica [Giareta, 2000] e

[Morelatto, 2000] é

W) = 1[—sen(Bz) + senh(ﬁx)]’
2 53
W () = 1[—cos(Bx) + cosh(ﬁx)]’
2 2
(5.41)
W) = 1[sen(Bz) + senh(ﬁx)],
2 &)
" 1
" (z) = 5[005(5:6) + cosh(Bx)],
e na forma matricial
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
oo | ! 0 0 0
%[fsenwL);Ssenh(aLn %[—cosm)ﬁzcosh(mn %—[senwwgwh(ﬂﬂ 1[cos(BL)+cosh(BL)]
% [_cos(ﬁLg;wSh(ﬁL)] % [sen(’eL)-;gmh(BL)] %[cos(ﬂL)—l—cosh(,BL)] %ﬁ[—sen(ﬁL)—&—senh(,@L)]
%W‘*M %[cos(,@L)—i—cosh(ﬁL)} %ﬂ[—sen(ﬁL)—‘rsenh(ﬁL)} %ﬂQ[—cos(ﬁL)—‘rcosh(ﬁL)]
i %[cos(ﬁL)—i—cosh(,@L)] %B[—sen(ﬁL)—&-senh(ﬁL)} %BQ[COS(BL)—i-cosh(,BL)} %ﬁﬁsen(ﬁL)—&-senh(ﬁL)}

(5.42)
Com esta base a forma de X (z) e os autovalores 3 sdo obtidos. A seguir, a resposta de uma

viga em balango é apresentada.
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5.4 Exemplo: Resposta de viga viscoelastica em balanco

Calcular a resposta da viga engastada em balanco, onde E = 15 x 102N/m?, p =
0.141 x 10*%kg/m?, A = 0.1 x 0.1m? e L = 1m, e condigoes iniciais w(0) = 0.05 e w(0) = 0,
mostrada abaixo

W)

ANMNNNANNY

Figura 5.1 — Viga homogénea de secgao constante A e comprimento L.

cuja equagao de movimento é

dMw(x,t)
EI—(%U4

0*w(x,t)

A
TrATH

ZQ("Evt)'

As condicoes de contorno de uma viga em balanco sao:

a) Na extremidade engastada, z = 0, o deslocamento e a rota¢ao sao nulos

w(0) =0
e
ow(0)
=0
ox
b) Na extremidade livre, z = L, o momento e a forca de cisalhamento sdo nulas
9?w(L)
EIl =0
0%z
e

{EI agggg)] = 0.



Usando a base dinamica tem-se

o o o =
o O = O
o o o O
o o o O
o o o O

0 0 0
0 O 0
0 EI O
0 0 FEI

®(0)

o' (0)

d”(0) | ¢
o"(0) e
d(L) c3
o'(L) s
¥ |

| 27(L) |
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onde ®P em termos da base dinamica é dada pela eq. (5.42). A equagao caracteristica é

obtida de

(5.49)

(I)(O) C1
o'(0 c
) S
EI0"(L) cs
EI®"(L) ¢4
e na forma matricial, ®Pc =0, onde
0 0 0 1
ov_ | 0 0 1 0
r 1 [sen(BL)+senh(BL)]  [cos(BL)+cosh(BL)] B[—sen(BL)+senh(BL)]  B%[—cos(BL)+cosh(BL)]
2 3 2 2 2
[cos(BL)+cosh(BL)] B[—sen(BL)+senh(BL)]  B2%[cos(BL)+cosh(BL)] B3[sen(BL)+senh(BL)]
i 2 2 2 2

(5.50)

Verifica-se no sistema dado pela eq. (5.49) que as constantes ¢z e ¢4 sdo nulas, assim o

sistema é reduzido a
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raizes da eq. caract. | 1.875 | 4.694 | 7.854 | 10.995.
1 [sen(BL)+senh(BL)] Llcos(BL)+cosh(BL C
. ¢ gleost ) "l =o0 (5.51)
%[cos(ﬁL)Jrcosh(ﬁL)] %ﬂ[fsen(ﬁL)+senh(ﬁL)] Co
Para um soluc¢do nao nula da eq. (5.51) com L = 1, tem-se
1+ cos(3) cosh(3) = 0, (5.52)
cujas quatro primeiras raizes sao
Resolvendo o sistema (5.51) para a primeira raiz, obtém-se ¢; = —1.376 e ¢y = 1,
que representado na forma vetorial é
—1.376
1
c= (5.53)
0
0
e utilizando
w(z) =c h(z) + o B (x) + s h"(x) + ey b () = P e (5.54)

obtém-se substituindo na eq. (5.54) as constante ¢; a forma do primeiro modo

wy(z) = —1.376 h(z) + K ()

(5.55)
onde, h(x) e h/(x) sdo dados por
h(z) = } el teentin),
(5.56)
Wia) =1 [—cos(,ﬁ’a:?;cosh(ﬁz)].

Para a segunda raiz da equagao caracteristica o vetor de constantes c é
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4.780
1
c= , (5.57)
0
0
e a forma do segundo modo
wo(x) = 4.780 h(x) + h'(x). (5.58)
Para a terceira raiz o vetor constante ¢é
—7.848
1
c= (5.59)
0
0
e a forma do terceiro modo
ws(x) = —7.848 h(z) + K (x). (5.60)
Para a quarta raiz o vetor constante é
10.995
1
c= (5.61)
0
0
e a forma do quarto modo
wy(z) = 10.995 h(x) + K (). (5.62)

Na engenharia civil e mecanica, os primeiros modos sao o mais importantes em geral,
pois sao os mais perceptiveis pelo corpo humano e tém amplitudes maiores. As fig. 5.2 e 5.3

mostram as formas dos primeiro, segundo, terceiro e quarto modos.



0.25]
0.2
W(x) 0151
0.1]

005

0.
Wx)
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0.02-

.04

Figura 5.2 — Forma do primeiro e segundo modos.

0015

J/’V(x) 0.1
0005

0.005

0

Figura 5.3 — Forma do terceiro e quarto modos.

Wix)

.05 1

Falta ainda determinar as constante A, e¢ B, da solucao geral, eq. (5.23). Estas

sao obtidas utilizando-se as condicoes iniciais e a propriedade da ortogonalidade dos modos.
Sendo a condigoes iniciais w(0) = 0.05 e w(0) = 0, tem-se A; = 0.2753 e By = 0, Ay = 0.9561
e By =0, A3 = 1,5697 ¢ B3 = 0, Ay, = 2,1992 e B, = 0, e a resposta usando os quatro

modos é
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w(z,t) = 0.2753cos(740.25¢)(0.1043sen(1.8751x) — 0.1043senh(1.8751x) — 0.1422cos(1.8751x)

+0.1422c0sh(1.8751x)) + 0.9561cos(4639.09¢)(0.2311 - 10~ sen(4.6940z)

—0.2311 - 10~ senh(4.6940z) — 0.2269 - 10~ cos(4.6940z)

10.2269 - 10~ cosh(4.6940)) + 1.5697¢0s(12989.60691¢)(0.8097 - 10~2sen(7.8547x)
—0.8097 - 1072senh(7.8547x) — 0.8104 - 10™2c0s(7.8547x) + 0.8104 - 10~ 2cosh(7.8547x))
+2.1992c05(25454.4451¢)(0.4135 - 10~ 2sen(10.9955x) — 0.41357 - 10~2senh(10.9955x)

—41355837591072¢05(10.99552) + 0.4135 - 10~ 2cosh(10.99551)).
(5.63)

A resposta da viga em balango aproximada utilizando um, dois, trés e quatro modos esta

apresentada abaixo

(L.;\ /\ /\ W(x_L v :
., JW )Y
2 P \ 0

_ \ 005

0.1

0.1
w(x=L, 1)
0.05 w(x=L, 1)

.05

0.1

£4.15-

Figura 5.4 — Resposta da extremidade livre da viga utilizando 1, 2, 3 e 4

modos.

Tendo sido obtida a solucao da viga em balanco eldstico, o passo seguinte é transfor-
mar a solucao para o dominio de Laplace e substituir os parametros elasticos pelos operadores

viscoelasticos transformados para o dominio de Laplace. A resposta da viga de material vis-
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coelastico, no dominio do tempo, é obtida da transformada inversa de Laplace da expressao
resultante da expressao do passo anterior. A resposta da viga elastica no dominio do tempo

é

w(z,t) = 0.2753¢c0s(0.1911 - 10~V Et) (0.1043sen(1.8751x)

— .10439senh(1.8751x) — 0.1422cos(1.8751x) + 0.1422608[1(1.8751:10)) (5.64)

e no dominio de Laplace

W(x,s) =0.100 - 10'°s(0.7184 - 10'%sen(1.8751x) — 0.7184 - 10"senh(1.8751x)
—0.9787-10"c0s(1.8751x) + 0.9787 - 10'cosh(1.8751x))/(0.250 - 10*'s* + 0.9132 - 10"°F).

(5.65)
Substituindo em w(z,t) o médulo eldstico E pelo viscoeldstico
0.1500 - 10%°
, =0.15-10" — ———n— 5.66
(s +150) (5.66)

obtém-se a resposta da viga viscoeldstica no dominio de Laplace

W,(z,s) =0.10-10""s(s + 150.)(0.287 - 10'%sen(1.8751z) — 0.2873 - 10" senh(1.8751x)
—0.3914-10"cos(1.87512)+0.3914-10"cosh (1.8751x)) / (10s°+15005°+0.54-107s+0.273-10'%)
(5.67)

e usando a transformada inversa obtém-se a resposta da viga no dominio do tempo

wy(,t) = —0.26 - 10~ 3sen(1.872)e( 20161 1-0.29 - 10~ sen(1.87z)e~** "0 cos(735.171)
+0.19 - 10725in(1.87x)e( =497 sen(735.17t) + .26 - 10~ 3senh(1.87x)e( 50460

—0.29 - 10~ senh(1.872)e "4 co5(735.17t) — 0.19 - 10~ 2senh(1.87x)e "4 sen(735.17t)
40.36 - 10™3c0s(1.87x)e(5%468) — .39 - 10~ cos(1.875z)e( =497 cos(735.171)

—0.26 - 1072c0s(1.8751x)e( =978 sen (735.17t) — 0.36 - 10~ 3cosh(1.8751x)e(~20-46)

+0.39 - 10~ cosh(1.8751x)el =47 cos(735.17t)

40.26 - 10~ 2cosh(1.8751z)e( =497 sen (735.17t).
(5.68)
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A fig. 5.5 abaixo apresenta a resposta da extremidade livre z = L

.05
w(x=L, 1) [\

.05

viscoelastico
elastico

Figura 5.5 — Resposta da extremidade livre da viga em balanco eldstica

e viscoeldstica aproximada, utilizando primeiro modo.

Na resposta da viga viscoeldstica, observa-se o efeito do amortecimento, ou seja, a amplitude
da resposta decresce com o decorrer do tempo; o que nao ocorre na viga elastica.

Na fig. 5.6, estd mostrada a resposta da extremidade livre da viga em balancgo
aproximada, utilizando-se os quatro primeiros modos. As expressoes matematicas nao sao

apresentadas aqui, pois sao bastante longos, e nao trarao informagoes significativas.
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elastica
viscoelastica
0.1
w(x=L, 1)
0.05] m
0.00 M 0.0 A n.imﬂ ! .
AL Ay
1.5
0.1
015

Figura 5.6 — Resposta da extremidade livre da viga eldstica e vis-

coelastica utilizando-se os quatro primeiros modos.

E possivel constatar, nesta figura, que a amplitude da resposta da viga viscoelastica
decresce com o decorrer do tempo, devido a dissipacao da energia do movimento vibratério

devido a propriedade viscoeldstica do material.



CAPITULO 6

RESPOSTA DE VIGA DE TIMOSHENKO VISCOELASTICA

Neste capitulo é apresentado um estudo sobre a determinacao da resposta de uma
viga de Timoshenko viscoeldstica, cujo comportamento é descrito pelo modelo reolégico na

forma integral e com o niucleo de relaxacao aproximado pela série de Prony.

6.1 Modelo matematico de Timoshenko para uma viga elastica

Na andlise de vigas curtas, se o efeito do cisalhamento e rotagao nao forem conside-
rados na modelagem, havera diferenca entre as respostas obtidas resolvendo-se estes modelos
matematicos e os dos dados experimentais , sendo entao fontes de imprecisao. O modelo
Rayleigh introduz o efeito da inércia rotatéria, o modelo de Vlasov o efeito do cisalhamente
¢ o modelo de Timoshenko os dois para detalhes veja [Han e Wei, 1999] e [Costa, 2006].
Neste capitulo, o iltimo é estudado.

O modelo de viga de Timoshenko introduz estes efeitos separadamente, e depois
superpoe as deformacoes resultantes. No cédlculo energia devido rotacao somente o efeito da
flexao é considerado. Ao considerar o efeito do cisalhamento na deformacao da viga a secao
plana ao eixo central move-se verticalmente e portanto rotacionando de um angulo (x) em
relagao o eixo central da viga, em seguida a segao plana é rotacionada de um angulo ¢ (x)
para considerar o efeito da flexdo, resultando em dw/dz, inclinagao total da linha central,

dada por

W~ p(a) + B). (6.1)

A figura abaixo mostra a deformacao devido ao momento fletor e ao esforco cortante.
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Figura 6.1 — Deformacao devido ao esforgo cortante e ao momento fletor.

Aqui esta sendo assumido que a deformacao devido ao cisalhamento é a mesma ao
longo da secao da viga, mas em vigas reais esta deformagao é maxima no centro da viga
e diminui em dire¢ao a superficie externa, este erro é corrigido pela introducao do fator k,
cujos valores sdo encontrados para alguns tipos de perfis em [Cowper, 1966].

Para uma viga com carregamento ¢(z) tem-se, utilizando a condi¢do de equilibrio

ou balanco de energia, as seguintes equacoes

dip(x)

T

dw(z)

El
dx

4wGA( —W@>=Q (6.2)

o [rea (- v | +ate) =0 (63)

onde, E é o médulo de Young [N/m?], I é o momento de inércia da segao transversal [m?], G
é o médulo de cisalhamento [N/m?] e A é a drea da secgio transversal [m?]. Se os parametros

E, I, G e A forem constantes tem-se

EI%@) +rGA (dw_(x) — w(a:)> =0, (6.4)

T dx

dPw(z)  di(z)

/{GA( -~ )—i—q(x)zO. (6.5)
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Na analise dinamica da viga é necessario introduzir o efeito da inércia, realizado
através do principio de D’Alembert ou introduzindo-se no Lagrangiano a energia cinética,

resultando nas equagoes de movimento

0% (x,t 0% (z,t ow(x,t
p[% . EI% — kGA (% — (a, t)) =0 (6.6)
Pw(z, Pw(z, o(x,
pA—lgg b_ KGA( f‘gg b_ wg”; t)) + gz, t) = 0. (6.7)

Estas equagoes diferentemente do modelo de viga de Euler-Bernoulli, que apresenta apenas
uma varidavel dependente w(x,t), o deslocamento lateral, apresenta duas varidveis depen-
dentes: w(x,t), o deslocamente lateral, e o ¥(z,t), o angulo de rotacao, devido ao momento
fletor. O passo seguinte consiste em resolver este sistema de equacoes diferenciais acoplado.

Veja-se [Ginsberg, 2001] para uma derivac¢ao do tipo newtoniana.

6.2 O modelo de Timoshenko para um viga viscoelastica

Como ja discutido no capitulo sobre modelos reoldgicos, ao modelar duas vigas de
mesma geometria mas de material diferente, a equacao de equilibrio e a relacao tensao-
deformagao sao as mesmas para ambos, pois elas depedem apenas de relagoes de forgas e
relacoes cinematicas. Assumindo que os dois problemas tém as mesmas condicoes iniciais e
de contorno, a tnica diferenca entre os dois modelos matemaéticos sera a relagao constitutiva.

O modelo de Timoshenko da viga viscoelastica quando as propriedades dos materiais

sao representadas pelos médulos complexos é

82 3 * a ) * 8 ? =0
plw - F l—w('r t) — kG A( w(zf; t) @/)(x,t)) (6.8)
82 ) ;* 2 ) ) —
A wg t) LG A (8 w(x2 t) B 310(:18 t)) + q(a:,t) =0, (6.9)

onde, B*(w) = E'(w)+i E"(w) e G*(w) = G'(w)+i G" (w), sdo obtidos experimentalmente.
Veja [Nashif e Henderson, 1985] e [Muravyov, 1999] para maiores detalhes.
Utilizando-se a integral hereditaria para descrever o comportamento do material

viscoelastico, tem-se
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pI% - Elawéi’ D _ Ga (awa(a;, b_ 1/1(x,t)) =0 (6.10)
M% — kGA (a%ggg, H_ azﬁéﬁ’ t>> +qlz,t) =0 (6.11)
onde
E(.) = E, (1(.) - /Ot T(t—7) (.)dT) : (6.12)
L(t—7)= zn: a; e~ (6.13)

Gl) = Gy (1(.) - /Ot T(t - 7) (.)dT) , (6.14)

Y(t—7)=> bie . (6.15)
=1

As constantes a;, «;, b; e 0; sao obtidas através do teste de relaxacao e ajuste de curvas,

veja [Muravyov, 1997b].

Matricialmente,
Mwy +Kw =f (6.16)
onde
pA 0 /{CN?Aaa—Z; —/{C?Aai
M = , K= T v (6.17)
0 pl —kGAL —FIZ +kGA
w(t, x —q(z,t
I U TP B (6.18)
U(t, x) 0

Para obter a resposta da viga, as excitacoes dinamicas f, é necesséario resolver o sistema de
equagoes diferénciais dado pelas egs. (6.8) e (6.9) ou pelas egs. (6.10) e (6.11). A seguir,
serd analisado o problema eldstico andlogo para verificar se sua solugao é til para resolver

o problema viscoelatico.
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6.3 A equacao evolutiva de Timoshenko para a deformacao numa viga elastica

A solugao do problema elastico

0*h(x,1) 0% (z, 1) Ow(z,1t) _
Pw(x,t Pw(x,t) Oz, t
ELLES KGA( L >) gl t) =0 (6.20)

pode ser obtida resolvendo-se o sistema com o uso da transformada de Laplace ou eliminando
as variaveis do sistema pelo método de Cramer. Com este método, obtém-se, uma equacao
de quarta ordem para o deslocamento w(z,t) e outra para o angulo de rotagao ¥ (x,t), sendo
ambas do mesmo tipo. Esta equacao de quarta ordem é analisada a seguir. O primeiro passo

¢ obter a equagao evolutiva.

Isola-se % na eq. (6.20), segue
Rl G M s
Deriva-se as egs. (6.19) e (6.20) em relaciio a = e obtém-se
pfg—; (Wéz’ t)) - EJ% — kGA <327“(;g’ b_ W(% : t>> =0 (6.22)

02 (Ow(x,t) Pw(x,t)  OY(w,t) dq(z,t)
pA@( e )—KJGA( 7 Ry )+ o =0 (6.23)

deriva-se novamente as egs. (6.22) e (6.23) em relacdo a x e tem-se

0% (0%Y(x,t) o (z,t) Pw(x,t)  O*Y(x,t) B

0? [ 0%*w(z,t) Mw(z,t)  PY(z,t) D%q(x,t)
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Substitui-se o termo 9%1/dz® na eq. 6.25, obtido das eqs. (6.21) e (6.22), para chegar a

equacao de Timoshenko de quarta ordem

02 Mw(x,t) [pA (L N p) 0? ] O?w(x,t) N w(x,t)

ExkG 0% EI kG E) 012 ot? Ox?
p_ %q(x,t)  ql@,t) 1 Pt
RGAE o¢ Bl rGA o - (020
Denominando
2 P o PA L p P
=z 3 7 O e, (6.27)
segue
Mw(z, t) Pw(w,t) Mw(x,t)]  Mw(z,t)
2 2 2 _ (a2 =
T {5 i @) g oat D (6.28)
O*w(z,t) 0* | Q*w(x,t)  'w(z,t)
2 2 ’ 2 (2, 2 ; _ 9
Tat—— {6 (o? 4+ 7%) &ﬁ} > o~ 0, (6.29)
ou na forma compacta
*w(x,t O*w(x,t
Ay 8554 ) + Ay (9552 ) + Agw(x,t) =0 (6.30)
onde
Ay =12, (6.31)
2 2y O
84
Ay = — :
0= (6:33)

Deve-se salientar que uma equagao similar é obtida para o angulo de rotagao V(x,t).
Obtida a equacao evolutiva de Timoshenko, o proximo passo é obter e analisar a solucao

elastica e tentar resolver o problema viscolastico usando-a.
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A resposta no dominio do tempo, w(z,t) ou ¥(z,t), pode ser obtido pelo método
da expansao modal [Han e Wei, 1999]. Os modos do caso elastico, dado pela eq. (6.30), foi
estudada por [Costa, 2006] e [Turcatto, 2002].

No anexo A é apresentada a metodologia para o calculo dos modos vibratoérios deste
problema. O que se verifica neste caso é que os modos dependem da propriedade do material
e portanto obter uma expressao para a resposta eldstica em termo do médulo de elasticidade
E e G se torna bastante complexa.

Aqui, nao se procederda como no caso da Viga de Euler-Bernoulli, naquele caso a
resposta da viga viscoelastica no dominio de Laplace foi obtida trocando-se o mdédulo de
Young E pelo operador viscoelastico F, na solucao analitica elastica. A resposta no dominio
do tempo foi obtido calculando-se a transformada inversa de Laplace.

No caso da viga de Timoshenko viscoelastica, os sistema de equacoes deverd ser

resolvido no dominio de Laplace. A seguir é feito uma anélise deste problema.

6.3.1 Resposta dindmica com a equagao de Timoshenko no dominio de Laplace

Aplicando a transformada de Laplace na eq. (6.30), obtém-se

Ay [s'W (2, s) — sw(z,0) — s*i(x,0) — sti(x,0) — W(z,0)]
+ Ay [$°W (2, 8) — sw(z,0) — i (z,0)] + AW (z,s) =0 (6.34)

ou,

Ay [s'W(z, 5) — sPwo(z) — s”1io(z)]
+ Ay [$*W (2, s) — swo(z) — to(x)] + AW (z,5) =0 (6.35)

onde as condigoes iniciais sao w(z,0) = wo(z) e w(x,0) = wo(z).

Substituindo Ay, As e Ay obtém-se

T2a? [s'W (2, 5) — sPwo(x) — ™t (z)]

0? W (z, s)

+ (3 — (a®+7°) @) [s2W (2, 5) — swy(x) — wisp(x)] + 5 =0 (6.36)
% — (a® + 72)52% + (72a254 + B2 W (x, s) = D(x, 5) (6.37)
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onde

D(z,s) = (T°as® + 5%s) wo(z) + (s°7°a” + %) o (x)

— (a® + 7%)swy (z) + (a® + %), (z).  (6.38)

Denominando-se

A(s) = {% — <(a2 + 72)% + (%2t + 52)) 52} (6.39)
H(s) = A™Y(s) (6.40)

segue .
W(z,s) = H(s)D(z, 5) — /0 Gz, 5,€)D(E, 5)de, (6.41)

onde H(x,s,§) é a fungao de Green espacial correspondente as condigoes de contorno. Esta
funcdo pode ser obtida utilizando a resposta impulso h(s,z), como solugdo do seguinte

problema

R (z,s) + ¢*h" (z,s) — K*h(z,s) =0 (6.42)
com as condigoes iniciais
h(0) = h'(0) = h"(0) =0 e h"(0)=1, (6.43)
aqui
¢ =—(a®+712), K'=—(r*a’s"+ [%s?). (6.44)

Para detalhes, veja-se [Moraes, 2002] e [Naimark, 1967]. A resposta no dominio do tempo
w(t,x) é obtida calculando-se, a transformada inversa de Laplace, L~ (W (s, z)).

Para transformar o problema eldstico em viscoeldstico deve-se trocar em 72, 32 e
a? os parametros E e G por E e CNJ, obtendo-se entao a expressao da resposta da viga

viscoelastica, W, (x, s), no dominio de Laplace. Devido a complexidade simbdlica, a trans-

formada inversa é obtida usando-se a quadratura.
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INVERSAO ATRAVES DA QUADRATURA (GAUSSIANA
A resposta w,(z,t) no dominio do tempo é obtida calculando-se a transformada

inversa £~ (W, (z, s)) usando-se a quadratura Gaussiana

- 4k 4k
o(z,t) = A=W, (= A4
wy(, 1) ;ktw(t) (6.45)
onde, g sao as raizes de
(=1)» a(n,r)g" " =0 (6.46)
r=0

com

(6.47)

e os Ay sao obtidos de

Arg" = 0<r<(n-1). (6.48)

Os valores de Ay, e gx, no entanto, estao tabelados em [Stroud e Secrest, 1966] com
30 casas decimais, Heydarian e Cozzano utilizam n = 8 [Heydarian e Reed, 1981] e [Cozzano,
1997] e obtém resultado com grande precisdo. A dificuldade aqui esta relacionada ao niimero
de vezes que W, (s, z) terd de ser calculada, ou seja, se for adotado n = 8, serd necessério

calcula-lo 8 vezes para cada valor de z.

6.4 Analise da viga de Timoshenko viscoelastica usando o sistema de segunda

ordem

A equacao de Timoshenko de quarta ordem apesar de desacoplar a rotacao e o
deslocamento transversal, apresenta problemas no que diz respeito as condigoes de contorno.

Por este motivo, aqui é analisado o sistema de segunda ordem acoplado,

0?w(x,t) ~ (82w(az,t) _ OY(x,)
ot?

pA———"—= — kGA 52 e ) +q(x,t) =0, (6.49)

P(z,t) - Oz, - (duw(a,
pf% - EI% — kGA (# - 1/;(:(;,75)) =0 (6.50)
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Substituindo os operadores viscoeldsticos (6.12) e (6.14) em (6.49) e (6.50), que

sao do tipo convolucao no tempo, e calculando a tranformada de Laplace obtém-se

pl (52\11(:5, s) — s¥(0,x) — @D(O,x)) —E, (1 _ Z a; > Id2\11($, s)

— s+ dx?

— kG (1 - 2; Si’&) A <% — \I/(x,s)) =0 (6.51)

pA (s*W (z, s) — sw(0,z) — (0, z))
— kG < Z . —Iij—léz> (d VZ;;?S) - d\DC(lZ’S>) +q(z,s) =0. (6.52)

=1

Denominando
n a;
Ey(s)=Ep(1-)_ par (6.53)
i=1 v
o(s) = 1-— .54
Gu(s) = Go ;sm (6.54)
tem-se

pl <s2\11(s,x) — s1p(0, ) — (0, x))

d*V (s, dW (s, z)

— Ev(s)IT’) — kGy(s)A (d—x’ — ‘D(s,az)) =0, (6.55)

pA (s*W (s, z) — sw(0,z) — w(0,z))

— kGy(s)A (d W;i.;,x) - d\pc(ii’ $>> +q(s,z) =0. (6.56)

Agrupando os termos relacionados as condicoes iniciais e a for¢a externa na eq. (6.55) e

(6.56) obtém-se

d*W (s, z

) d¥(s,x)
FrCE KGy(s) A——"—=

KGy(s)A — pA ("W (s, z)) =

= —pA (sw(0,z) +w(0,z)) + q(s,z) (6.57)
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dW (s, )

A
+ kGy(s) I

— (kGyu(s)A+ pls*) U(s,z) =

— I (s¢(o,x) + ¢(o,x)> (6.58)

ou

KG () AW (s,7) — kG (8) AV (s,7) — pAs*W (s, 2) =
= A (sw(0,2) + 6(0,2)) + a(5,2) (6:59)

Ey(s)IV"(s,z) + kG, (s)AW'(s,z) — (kGy(s)A + pIs®) ¥(s,z) =
S (sw(o,x) + (0, x)) (6.60)

que é semelhante a eq. (B.3), dada no anexo B, porém, agora ndo mais homogénea. Na

forma matricial tem-se,

MX7 (x,8) + CX'(z,5) + KX(x,s) = F(z,s) (6.61)
onde
kKG,A 0 0 —kG,A —pAs? 0
0 E,I kG, A 0 0 pls®* — kG, A
] (6.62)
e —
W Y Y
x o | W g el | (6.63)
U (s, ) 9(s, x)
onde,

q(z,s) = —pA[sw(0, ) + (0, 2)] + q(z,s), @g(x,s) = —pI[sV(0,z) + ¥ (0, z)]



91

6.4.1 Viga em balango

Para uma viga em balanco, tem-se as condigoes de contorno

w(t,0) =0, ¥(t,0)=0
—h(t, L) + wy(t, L) =0, (¢, L) =0

Matricialmente,

X(s,0) = 0, (6.64)
0 -1
AX(s, L)+ X'(s,L) = 0, A= (6.65)
0 0
Utilizando a base normalizada [Claeyssen et al., 2004]
h,(s,z) = h'(s,2)M + h(s,z)C, hy(s,z) =h(s,z)M (6.66)

a solugao da equagao (6.61), escreve-se
X(x,s) =hy(s,2)X(s,0) + hy(s,2)X'(s,0) + /Ol“ hy(s,2 — )M F(s, &)dE
Da primeira condicao de contorno, segue que
X(z,s) =hy(s,2)X'(s,0) + /0 hy(s, 2 — )M F(s,€)dE,

O valor X'(s,0) deve ser determinado com o uso da segunda condi¢ao de contorno, ou seja

A |hy(s, L)X(5,0) + /OL hy(s, L — M F(s, g)dg} +h)(s, L)X'(s,0)
+ [ wisn - oMFgaE =0 (667
Segue
(Ah(s, L) + W(s, L)) MX(s,0) = — /0 L(h’(s, L—¢&)+h(s, L —&)F(s,€)de  (6.68)

Assim,

w(t,r) =L (h(s, T)MX'(s,0) + /Ox h(s,z — &)F(s, f)df) (6.69)
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com X'(s,0) substituido pela expresdao que resulta de (6.68) e h(s,x) sendo a solu¢ao do

problema de valor inicial

Mh’ (z,s) + Ch'(z, s) + Kh(z,s) =0, (6.70)
h(0,s) =0, Mh'(z,s) =1 (6.71)

Da férmula analitica obtida em (B.32) para o caso eldstico, segue que

h(s.z) — E,I1d"(z) + (plw* — kG, A)d(z) kGAd (x) 6.72)
’ —kGAd () kGyAd" (x) + pAw?d(z) '

com

E,(s) = Ey (1_Zsf%> , Go(s) = Gy (1_235):@) .

i=1 i=1
Devido a complexidade simbdlica, a resposta pode ser calculada utilizando quadratura de

Gauss e serd deixado como trabalho futuro.



CAPITULO 7

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

7.1 Conclusoes

Os materiais viscoelasticos sao muito utilizados em maquinas, veiculos, edificios,
equipamentos industriais, luvas, calgados, na fixacao de janelas, avioes e carrocerias de onibus
para isolar ou amortecer o efeito dos motores, das cargas impulsivas (pancadas, golpes) e
ruidos. Servem portanto para manter as vibracgoes e os ruidos em niveis que assegurem con-
forto e seguranca aos usuarios destes produtos e perfeito funcionamento dos equipamentos.

Em equipamentos e estruturas onde material visocelastico é usado como amorte-
cedor e é necessario inferir com precisao a eficiéncia e a eficacia destes materiais, medidas
dos parametros que o caracterizam o material precisam ser realizadas e a equagao de movi-
mento do sistema amortecido precisa ser calculada. A resolucao da equacao de movimento
de estruturas viscoeldsticas envolve conceitos mateméticos mais sofisticados do que aquele
presente na resolucao de modelos elasticos o que dificulta o trabalho. Adicionalmente, as
propriedades quimicas e o comportamento fisico dos materiais viscoelasticos variam de lote
para lote, o que torna sua caracterizagao uma tarefa nada facil, pois é necessario realiza-lo
a cada lote. Neste trabalho utilizou-se o modelo reolégico na forma integral e nao o di-
ferencial (padrao generalizado). No modelo padrao generalizado os paradmetros sao mais
artificiais que os da integral hereditaria visto que nenhum material real é composto de mola
e amortecedores.

As ferramentas matematicas desenvolvidas pelo prof. Claeyssen e seu colaboradores
funcionou de maneira adequada para resolver sistemas viscoeldsticos concentrados e dis-
tribuidos. O uso da base gerada pela resposta impulso permite representar a resposta de um

sistema dinamico de um forma elegante e suscinta.
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A férmula fechada eq. (3.82) de Claeyssen foi utilizada para obter solugao dindmica

do problema viscoeldstico dado pelas egs. (3.92) e (3.93) que foi obtida do problema inicial

Mh(t) + Ch(t) + K [h(t) - /0 tl“(t . T)h(T)dT] = 5(t)1

onde o nicleo de relaxacao foi aproximado pela série de Prony. Este procedimento para cal-
cular a solucao fundamental, desenvolvido neste trabalho, foi implementado em um sistema
de um grau de liberdade. A resposta do sistema foi calculada usando a férmula de variagao de
parametro (3.83) que representa a resposta em termos da solu¢ao fundamental viscoeldstica
e o resultado foi idéntico a analitica obtida resolvendo-se a equagao de movimento usando o
método operacional. A resposta de uma barra em vibracao livre e em vibracao forcada foi
calculada seguindo o mesmo procedimento e comparada com a obtida utilizando o método
espectral. Os resultados estao em boa concordancia. Verificou-se que o procedimento desen-
volvido neste trabalho, usando a base dinamica viscoelastica, pode ser utilizado para calcular
a resposta de um sistema viscoelastico.

Foi realizado um estudo sobre o principio da correspondéncia em sistema de um grau
de liberdade e em barra. Verificou-se que sua utilizagao nem sempre é facil visto a necessidade
de obter uma solucao analitica do problema elastico em termos dos parametros elasticos, £
e G por exemplo. No caso da vigas de Euler-Bernoulli com condigoes de contorno classico
os modos de vibracao independem das propriedades do material da viga, o que permitiu
obter a resposta elastica em termos £ o mdédulo de Young. E a viga de Euler-Bernoulli foi
estudada utilizando o principio da correspondéncia e a solucao fundamental. O resultado
obtido apresentou o amortecimento esperado.

Foi realizado uma andlise da equacao evolutiva de quarta ordem da viga de Timo-
shenko viscoelastica utilizando a base gerada pela resposta impulso. Verificou que os modos
de vibracao no modelo de Timoshenko dependem de E e (G, os parametros que caracterizam
o material, e portanto tornou-se dificil obter uma solugao analitica do problema elastico em

termos destes parametros para obter a solucao eldstica analoga ao viscoelatico. O caminho
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entao para resolver a equacao evolutiva (6.29) é o método operacional ou seja resolvé-lo no
dominio de Laplace usando a base gerada pela resposta impulso e calcular a transformada
inversa de Laplace para obter a resposta no dominio do tempo.

A equacao evolutiva de quarta ordem

0w (x,t) 0?1 Pw(x,t)  Otw(x,t)
(il Al G ] B iy

apresentada frequentemente na literatura, desacopla ¥ (x,t) e w(z,t), mas as condigdes de

=0,

contorno continuam acopladas e desacoplar as condi¢oes de contorno nao ¢ simples e nem

sempre possivel. O melhor entao é resolver o sistema de equagoes de segunda ordem acoplado

pAﬁzw(a:,t) A (82w(x,t) _ OY(x,t)

ot? Ox? ox ) ale,t) =0,

PY(z,t) = OY(x,t) ow(z,t)

A resposta do modelo de viga de Timoshenko em termo da base gerada pela resposta

pl

impulso necessita ser mais pesquisada devido a sua complexidade, mas uma viga em balanco

foi analizado. A solucao fundamental neste caso é obtido de

Mhn (z,s) + Ch'(z, s) + Kh(z, s) = 0,
h(0,s) =0, Mh'(z,s) =1

e a resposta X(z, s) de

X(z,8) =h,(s,2)X(s,0) + hy(s, 2)X'(s,0) + /Of” hy(s,z — )M F(s, €)dE.

O problema aqui esta relacionada ao termo X(s,0) e X'(s,0) que para o caso da
viga biapoiada é dada pela eq. (6.65) e da resolucdo da (6.68) respectivamente. A resposta
no dominio do tempo é obtido calculando-se a transformada inversa de Laplace. Este tema

precisa ser mais desenvolvido.
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7.2 Trabalhos Futuros

Os seguintes assuntos podem ser tema de pesquisa:

As vigas de Euler-Bernoulli com condigdes de contorno nao classica;

Vigas de Euler-Bernoulli compostas (viga sanduiche por exemplo);

Vigas de Euler-Bernoulli nao homogeénea, visto que neste trabalho as vigas analisadas
sao de apenas um material viscoelastico homogéneo;

Vigas de Timoshenko viscoelastica com condigoes de contorno classica e nao classica;

Vigas de Timoshenko compostas (viga sanduiche por exemplo);

Vigas de Timoshenko nao homogénea;

Estruturas equipadas com amortecedores viscoelasticos;

Sistemas mecanicos que usam coxins de borracha como amortecedores;

Placas e cascas viscoelasticas;

Placas fixas a estruturas com fitas adesivas viscoeldsticas (vibro das janelas em

edificios).
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ANEXO A

Modos vibratorios da deformagao com a equacgao evolutiva de Timoshenko

Tomando-se a equacao de evolutiva de quarta ordem

OMw(w,t)
ott

Ow(x,t)

A
4 BIE

+ A,

+ Agw(z,t) = 0,
considerando-se que a solucao seja
w(zx,t) = W(z)cos(wt)

tem-se

A ' W(x) — w2 Ay W(z) + AW (x) =0

e substituindo A4, Ay e Ag em (A.1), obtém-se

P2l wiW (z) — B2 W(z) + w? (o + 7%) W (z) + W(z) = 0.

Agrupando os termos semelhantes tem-se

(7’2a2 wt — wZﬁQ) W (z) + w? (oz2 + 7'2) W"(z) + ) (x)=0

e de na forma mais compacta

—K*W(z) + ¢*W"(2) + W (z) =0

onde

K'Y= —r202 0t + w23

92 =2 (042 —1—72) .
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A solugao da eq. (A.6) pode ser escrita como

W(z) = c1¢1 + caa + c3h3 + caga (A.9)

onde ¢1(x), ¢a(x), ¢3(x) e ¢4(x) ¢ uma base qualquer de solugdes. Obtidas as constantes
¢, Co, C3 € ¢4, diante determinadas condigoes de contorno, os W (x) serdo as formas dos

modos de vibracao.

BASE ESPECTRAL DE EULER
Se a base escolhida para representar os modos for a cldssica [Dym e Shames, 1973], ou seja,

em termos da natureza das raizes

)\1 =S )\2 = —S )\3 = CIZ )\4 = —qi (AlO)

do polinomio caracteristico

P(A\) =\ + ¢\ — K* (A.11)

onde

1
4\ 2 2
SZS(w)Z\/<K4+gZ) —%, q=qw)=+vg*+s? (A.12)
tem-se as formas dos modos de vibracgao
W(x) = Cysen(Ax) + Cacos(Aax) + Cssenh(Asz) + Cycosh(Agx) (A.13)

onde as constantes C , Cy, C3 e Cy e A = A\(w) sdo determinadas utilizando-se as condigoes

de contorno.

BASE FUNDAMENTAL GERADA PELA RESPOSTA IMPULSO

Neste trabalho sera utilizada a base fundamental ou dinamica que é gerada pela resposta
impulso ou fungao de Green de valor inicial h(z) [Turcatto, 2002] e [Neuman, 2001]. A base

é constituida pelas fungoes

h(z), h'(z), h"(z), K" (z) (A.14)
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onde h(z) é obtida resolvendo-se o seguinte problema inicial
R (z) + ¢*h'(z) — K*h(z) = 0 (A.15)

com as condicoes iniciais

h(0) = ' (0) =R'(0)=0 e R"(0)=1. (A.16)
Utilizando a base de Euler, escrevemos
h(z) = Cicos(Mx) + Cysen(Aox) + Cscosh(Asz) + Cysenh(Ayx). (A.17)

Usando as condigoes iniciais (A.16) e a eq. (A.17) as constantes Cy , Cy, C5 e Cy sdo obtidas

resolvendo-se

1 0 1 O Cy 0
0 g 0 s Cy 0
= (A.18)
—¢ 0 s 0 Oy 0
0 ¢ 0 3 Cy 1
A solucao do sistema acima é
CL=0, Chm——? =0,  Ch——1 (A.19)
T (@ + s T sl + ) ‘
Assim
1
h(z) = —msen(q r) + msenh(s x)
W) = (gsenh(sx) — s sen(q :L‘)) (A.20)

qs(q* + s?)
Com a base fundamental

® = {h(z), W (x), " (x), k" (z)}

a forma do modo de vibragao é

W (z) = c1h(x) 4+ ol (z) + c3h” (x) + csh”" (). (A.21)
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Utilizando-se as condigoes de contorno do problema tem-se
B®"c =0, (A.22)

onde

h(0) — K'(0)  A"(0)  h"(0)
() R"(0)  R"(0) AU(0)
R'(0)  R"(0)  h™(0) AY(0)
oo | 1O BT H(0) ) o)
h(L)  h(L) H"(L) h"(L)
W(L) R'(L) R"(L) ROO(L)
(L) R"(L) h*(L) RY(L)
W'(L) h*(L) h*(L) h“)(L)

e B é a matriz que envolve os coeficientes das condigoes de contorno

annW(0) + a1sW(0) + a13W(0) + a4, W"(0) =0 (A.24)
31 W (0) + assW (0) + assW(0) + aga W (0) = 0 (A.25)
bW (L) + bisW (L) + bisW(0) + bW (0) = 0 (A.26)
bt W (0) + baaW (0) + basW (0) + baa W™ (0) = 0 (A.27)

Para obter uma solucao ¢ do sistema (A.22) que nao seja identicamente nula, deve ser

assumindo que w € raiz da equagao caracteristica
det (B®P) = 0. (A.28)
Para cada freqiiéncia natural, obtém-se o modo desejado.

Calculo dos modos da deformacao de uma viga biapoiada

As condigoes de contorno de viga biapoiada sao deslocamento e momento nulo em cada

extremo da viga:

W(0) =0 W, (0) =0, W(L)=0 Waa(L) = 0. (A.29)



Escrevendo

segue que

19(0)c+02'(0)c+09"(0)c+0d"(0)c=0
emzx =0

02(0)c+09'(0)c+1P"(0)c+02"(0)c=0

19(L)c+0d(L)c+0d"(L)c+0d"(L)c=0

emxr =1L
0P(L)c+0d'(L)c+1P"(L)c+0d"(L)c=0

que na forma matricial fica

o
&'(0)

(1000000 0] | a0 [ o ]

0010000 0 o (0) @l _,

0000100 0 (L) e

(00000010 |0 e
oy |
o)
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(A.30)

(A.31)

(A.32)
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0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
o | ! 0 0 0
- m‘*’%(”) —cos(qx)+cosh(sx) gsen(qx)+s senh(sz) q?cos(qx)+s?cosh(sx)
(¢*+5?) (®>+5%) (¢*+5?) (¢*+5?)
—cos(qx)+cosh(sz) gsen(qx)+s senh(sz) q%cos(qx)+s3cosh(sx) —qg®sen(qx)+s3sinh(sz)
(¢°+52) (¢°+s°) (¢°+5?) (¢°+52)
gsen(qx)+s senh(sx) q%cos(qx)+s2cosh(sz) —q¢®sen(qx)+sisinh(sz)  —q*cos(qx)+s*cosh(sx)
(¢*+57) (¢*+s?) (¢*+s?) (4*+s?)
q%cos(qx)+scosh(sx)  —q3sen(qr)+sisinh(sx) —q*cos(qx)+sicosh(sz)  q®sin(qx)+s®sinh(sz)
L (4> +5?) (¢*+5?) (¢>+5?) (4> +5?) .
(A.33)
B®Pc = 0. (A.34)
O produto U = B®P ¢
0 0 0 1
U 0 1 0 q* + s*
o %(qm"‘%(sm —cos(qL)+cosh(sL) gsen(qL)+s senh(sL) q%cos(qL)+s%cosh(sL)
(¢°+s°) (¢°+s?) (¢°+s°) (¢°+52)
gsen(qL)+ssenh(sL)  q?cos(qL)+s2cosh(sL) —q3sen(qL)+s3sinh(sL) —q*cos(qL)+s*cosh(sL)
: (4% +s%) (¢*+s?) (¢*+s?) (4*+s?) _
(A.35)

Sendo que para ter uma solugao nao trivial ¢, o determinante de U deve ser zero e resulta
a equacao caracteristica

sen(qL) senh(sL) =0 (A.36)

Recordando que ¢ e s sdo fungdes da freqiiéncia natural w, resolvendo eq (A.36) obtém-se as

freqiiéncias naturais da viga e a forma dos modos W (zx) é dada por

W(x) = c1h(x) + coh/(z) + csh” (z) + csh™ (z) (A.37)

e as constantes ¢, ¢z, c3 e ¢4 sdo obtidas resolvendo-se o sistema eq. (A.34) para as
frequiéncias wy, ws, wsz e wy.
Na fig.A.1, abaixo, estdao mostrados as formas dos modos de vibraca de uma viga

biapoiada,
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Figura A.1 — Modos da viga eléstica bi-apoiada



ANEXO B

Modos vibratorios do modelo de Timoshenko para uma viga elastica

No modelo de Timoshenko para uma viga elastica

o, t) . 0R(,1) dw(z,1) B
0?w(x,t) O*w(x,t)  OY(x,t) B
assumindo
w(x,t) =" W(x)
e
U(x,t) = e U(x)
obtém-se

KGAW? (1) — kGAV' (x) + pAw*W (z) = 0
EIV () + KGAW' (z) + (plw? — kGA)¥(z) =0

A equacao B.3 na forma matricial, escreve-se
MX7 (x) + CX'(x) + L(w)X(x) =0

onde

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)
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K = | P ! (B.7)
o plw*—KkGA
x@=| " B

A solugao da eq. (B.3) usando a base dinamica

X(z) = heX(0) + hy (2)X'(0) (B.9)
onde
ho = h'(2)M + h(z)C (B.10)
e
h; (z) = h(x)M (B.11)
ou
X(z) =h(z)c; + h'(z)cy (B.12)
onde ¢; e ¢z sd0 os vetores
=] M (B.13)
L 012 =
=] (B.14)
L 022 -

e a base h(x) é obtida resolvendo-se o problema inicial

Mh"(z) + Ch'(z) + K(w)h(z) =0 (B.15)

h(0)=0 MH(0) =L (B.16)

Como jé discutido anteriormente, h(z) pode ser obtido utilizando a férmula fechada obtida

por Claeyssen [Claeyssen, 1990]
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4 j—1

h(z) =) 5,0 (2)hy (B.17)

j=1 i=0
onde b;, hU=179(x)e hy_;sdo obtidas do polinomio caracteristico de um problema inicial

e de uma equagao em diferenca matricial, as quais sao apresentadas a seguir.

Polindémio caracteristico

4
P(s) = det [*M +sC+ M] =) bs'™" (B.18)
k=0
bo=ab, by =0, by=(ae+cb)w? bz=0e by=cew— caw? (B.19)
onde
a=rkGA, b=FI, c=pA e e=pl. (B.20)

Problema de valor inicial

boh(iv) (SL’) + bzh”(ﬂ?) + b4h<l’) =0
(B.21)
h(0) = 1'(0) = h"(0) = 0, boh(0) = 1

cuja solucao é

_ dsinh(ex) — esin(dx)

hx) = ab(e? 4 0%)ed (B-22)

onde

1
€= 5\/—292—#2\/94—#47"4 (B.23)
5=+ e (B.24)

9 = (E + E) w? (B.25)



_ 2
i gple ta)
ab

Equacao em diferenca matricial

th+2 "‘ Chk+1 + ,Chk - 0

hO :()7 Mhl :Ia

00
hO = )
0
10
hl - “ 1 )
L0
0 1
h2 - 1 b )
10
a?+cw?b
0 e
Assim,
ew? — a)d(x ad'(z
iy = [ (o) @

—ad'(x) ad"(x) + cw?d(x)

EId"(z) + (plw? — kGA)d(x)

—kGAd (x) kGAd"(x) + pAw?d(z)
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(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

Observe-se que a anti-simetria da solucao fundamental deve-se a matriz C, que contém

parametros correspondentes a inércia rotatéria, ser anti-simétrica.

B.1 Equacgao caracteristica para viga elasticas

Condigoes de contorno podem ser escritas de forma genérica como

A X (0) + B X'(0)
AnX(L) + B X'(L)

=0
—0

(B.33)



onde os coeficientes sdo matrizes de ordem 2.

De (B.4), segue
X(0) =h(0) c; + h'(0) co,
X'(0) = h'(0) c1 +h"(0) ¢z,
X(L)=h(L)c; +h'(L) ca,
X'(L) =h'(L)c; +h"(L) cs.

Substituindo (B.34) nas condigoes de contorno (B.33), resulta o sistema algébrico

Uc=0, U=B®
onde
Ay, B 0O 0

h(0)  h'(0)
h’(0)  h"(0)
h(L) W(L
W(L) h'(L)

~—

C1
C2

Solucoes ¢ nao nulas sao obtidas quando

A(w) = det(U) = 0.

O caso de uma viga em balanco

Para uma viga em balanco tem-se as condigoes de contorno

extremidade fixa

extremidade livre
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(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)



Assim, i i
10
Ap =
01
0 0
By =
0 0
0 —1
Ay =
0 0
By =
0 1

e recordando que
h(0)=0 e Mh'(0) =1,

tem-se

0 M1
M7t 0
h(L) b'(L)
W (L) h"(L) |

Assim, obtém-se da condicao de contorno na extremidade fixa

h(0)c; + h'(0)c; = 0cy + M tcy =0

que cz = 0 e da condicao na extremidade livre tem-se

Ag (h(L)cl + h’(L)c2> + By (h’(L)cl + h”(L)c2) =0

<A21h(L) + B21h’(L)) c1 =0

para uma solucao c; nao nula deve-se ter que

det <A21h(L) + B21h’(L)) =0
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(B.42)

(B.43)

(B.44)

(B.45)

(B.46)

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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