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RESUMO
SIMULACAO ESTOCASTICA APLICADA EM PLANO
DE CONTRIBUICAO DEFINIDA
Jorge Washington Silva Bhering
Orientador: Hélio dos Santos Migon, Ph.D.

Resumo da Dissertacdo de Mestrado submetida aoraRragde POs-graduacdo em
Estatistica, Instituto de Matemética, da Univerdé&&ederal do Rio de Janeiro — UFRJ, como

parte dos requisitos necessarios a obtencao dw dieuMestre em Ciéncias Estatisticas.

Planos de Contribuicdo Definida geram beneficioamiesentadoria, em regime individual,
que dependem do montante obtido na aplicacdo dagribzocdes vertidas por seus
participantes. A técnica usualmente adotada pamopcdo das rendas de aposentadoria
consiste na aplicacdo de modelos deterministicq@sAa concessdo do beneficio, a
responsabilidade das entidades € dimensionadasesaritente em fungédo do valor esperado
do fluxo de pagamentos. A presente dissertacdoavisplicacdo de modelos estocésticos no
contexto de planos de contribuicdo definida em dilapas: a) acumulacéo de recursos; e b)
pagamento de beneficios. A primeira etapa apresentanodelo de acumulacdo estocastico,
orientado por uma politica de macro alocacdo asedameta sob o principio de otimalidade de
Bellman; a segunda apresenta a simulacéo da digtid dos compromissos da instituicao
baseada na distribuicdo do compromisso individe#tivo a cada um dos participantes

aposentados.

Palavras-chave: plano de contribuicdo definida, etaslestocasticos, simulacdo, programacao
dindmica, otimalidade de Bellman.

Rio de Janeiro
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ABSTRACT
APPLIED STOCHASTIC SIMULATION TO DEFINED CONTRIBUTI ON PLAN
Jorge Washington Silva Bhering
Orientador: Hélio dos Santos Migon, Ph.D.

Resumo da Dissertacdo de Mestrado submetida aoraRragde PoOs-graduacdo em
Estatistica, Instituto de Matemética, da Univerdé&&ederal do Rio de Janeiro — UFRJ, como

parte dos requisitos necessarios a obtencao do diéuMestre em Ciéncias Estatisticas.

Defined contribution plans generate retirement efies) in individual regime, that depend
on the balance obtained by application of the doution made by its participants. The
technique often adopted to forecast retirement fiileneonsists in application of deterministic
models. After the benefit concession the institutresponsibility is dimensioned solely in
function of the payment flow expected value. Thissdrtation aims the application of
stochastic models in defined contribution plan eahtin two phases: a) resources
accumulation; and b) benefit payments. The firgtgghpresents a stochastic model oriented by
a macro allocation policy with target under thel®eln’s optimality principle; the second one
presents the simulation of the institution compmendistribution based on the individual

compromise distribution relative to each one ofregteed participants.

Key-words: defined contribution plan, stochasticdals, simulation, dynamic programming,

Bellman’s optimality.
Rio de Janeiro

Janeiro de 2005
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1 INTRODUCAO

A presente dissertacdo tem por objetivo a apres@mta a aplicacdo de modelos estocasticos
em planos de aposentadoria estruturados na madalicbntribuicdo definida, englobando as
fases de acumulacdo e distribuicdo dos recursaos. tBato, 0 roteiro da apresentacao foi

organizada na forma que se segue:

CAPITULO 1 - Introduc&o

Contempla o objetivo e a forma como a dissertagéorfianizada.
CAPITULO 2 — Deciséo e Previsio

E feita uma breve revisdo de conceitos atinentedilgma de decisdo, programacao dinamica,

e previsao via modelos dinamicos.
CAPITULO 3 - Planos de Aposentadoria

Dispde sobre o conceito, caracteristicas e fundsedo financiamento de planos de

aposentadoria elaborados no contexto de benegimidb e contribuicio definida.
CAPITULO 4 — Modelos em Planos de contribuicdo Bigfi: Deterministico e Estocéstico

O capitulo foi dividido em trés secdes: a primeg@nsiste na formulacdo de modelo
deterministico centrado no conceito de montantenfiriro e de anuidade atuarial como base
para o calculo da renda vitalicia de aposentadaodasegunda introduz-se modelo, onde sao
consideradas a dinamica de alocacdo, sob o pontwist®? de meta durante a fase de
acumulacdo, a probabilidade de atendimento da meeta distribuicho da renda de
aposentadoria; na ultima secdo é avaliado o camipso da entidade perante seus

participantes mediante a simulagéo da distribuilgiiceserva matematica coletiva.
CAPITULO 5 - Aplicacdo

Contempla a aplicacdo dos modelos discutidos nd@utapanterior relativamente as fases de

acumulacéo e distribuicdo em planos do tipo camgéo definida. Na primeira fase € dada

11



énfase no modelo individual de acumulacdo, enguaatsegunda o enfoque é coletivo, onde
se avalia a situacdo de uma carteira de aposeidadda entidade de previdéncia
complementar EXEMPLO.

CAPITULO 6 — Consideracdes Finais
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ANEXOS

12



2 DECISAO E PREVISAO

O objeto do presente capitulo consiste na intranldeéconceitos atinentes a decisdo e previséao
utilizados na presente dissertacdo, destacandogegramacdo dinamica na solucdo de
problemas em estagios mdultiplos, o principio denalidade de Bellman e modelos lineares
dindmicos. Assim, é recomendavel a leitura por leguedo familiarizados com os conceitos

ora mencionados.

2.1 DECISAO

Decidir € uma atividade rotineira desempenhada pelEdo humana decorrente das
possibilidades de acdo em face de situagOes va@aei no cotidiano, compreendendo
problemas complexos onde permeiam a incertezaesegimento, objetivos e alternativas

multiplas.

Se os resultados ou consequéncias de cada cuegidgodem ser previstos com certeza, a
solucdo do problema de decisdo dependera exclusitandas preferéncias do decisor. Ocorre
que em muitas situagbes os resultados sao contegy@or forca do ambiente como, por

exemplo, demanda de mercado, condi¢bes do tempores legais.

A preferéncia relativa de quem decide é ponto afu@ analise de problemas de decisao seja
sob certeza ou incerteza. Sob a hip6tese de imeertdém de especificar as preferéncias,
necessario se faz necessario também especifigalgasmentos acerca de eventos, sob os quais

as consequéncias de suas a¢cfes sao contingentes.

A representacdo numérica de preferéncias do deéideita, de modo geral, sob forma de
funcdes que exprimam a utilidade ou perda assaciddsse contexto, um comportamento
racional consiste em selecionar a decisdo que nexim utilidade esperada ou minimize a
perda esperada, conforme seja o caso, onde a mesperafere-se a distribuicdo de

probabilidades intrinseca aos possiveis estadonatdeeza.

O fundamento do processo de selecdo da decisdoemnost da utilidade esperada ou,
alternativamente, da minimizacdo da perda esperddaya do teorema de Neumann-

13



Morgenstern (1957), que estabelece a comparacé@xd@ks em termos da comparacdo dos

valores esperados das utilidades das consequéncias.

A modelagem de problemas de decisdo sob risco gé&iaeidentificacdo de seus elementos
constituintes estabelecendo-se, a seguir, 0 relagiento entre tais elementos. Arvores de
decisdo e diagramas de influéncia sédo ferramergaaislipara a estruturacdo e solucdo de

problemas de decisao.

2.1.1 PROBLEMA DE DECISAO

Segundo Migon e Gamerman (1999), um problema des&@ee@E especificado pela tripla
(A,6L), onde A é o espaco das acde?,é o conjunto dos estados da natureza @a)
representa a perda sofrida pela escolha daa¢dpquando ocorréd] @, isto eL : Ox A -

R. O risco ou perda esperada de uma atéé é dado por:

r(7,8) = [ L(6,a)(6)d6, (2-1)

onde7{ 6 € uma funcao de densidade sobre

O procedimento 6timo sera aquele definido pela ag¢@&minimiza o valor esperado da perda,

comumente conhecida como agdo de Bayes com respeitoAssim, a agédoa, A é

denominada acéo de Bayes com resper@pse:

a, =argmin j L(6,a)(6)d(6) = argminr (77, a) (2-2)

com r(72,a) comumente denominada perda esperada a priori e wak® minimo,r(/7,a, ) 0

risco de Bayes associado.

O delineamento de fungbes de perda esta assocrataraza do problema:

- em estimagdo,A = ©, sendo comum o uso de fungBes pertencentes a classe
L(6,a) =|(6-a)[";

14



- na literatura de Atuaria, aparece com frequémmiafuncdo de perda de Esscher,
L(6,a) = exp(H)(8-a)?, ondealA, 0O OR" e y > 0, é denominado coeficiente de
aversao ao risco;

- em financas, a funcdo de perdgd,a) =exp@W¥)- €1 proposta em problemas de
diversificacéo de risco.
De forma equivalente pode-se definir a funcéo delatie a partir de funcdes de perda e vice-
versa:U(8a) = -L(6,a).

2.1.2 MAXIMIZACAO DA UTILIDADE ESPERADA

Sob o prisma da maximizacéo da utilidade esperddizando-se a nomenclatura usual, ha de
se estabelecer: i) o espaco de deciBaonde sera efetuada a maximizacgao; ii) o modelo
pda(Y|8), que pode depender do parametro de decis&presentando a distribuicdo do vetor
de observacdes condicionadas a um vetor de pad@@rdEsconhecidd; iii) um modelo para a
priori, p(6), para caracterizar a incerteza soire iv) a utilidade definida pela funcégd,8)y).
Nestes termos, a decisdo Otima serd aquela quemimaxia utilidade esperada, ou seja,

determinar a decisao otind&

d* =argmaxU (d), (2-3
ondeU (d) = [u(d, x,6,y) p, (6, y | X) d6dy

2.1.3 DETERMINACAO DA SOLUCAO OTIMA

A escolha do modelo e da verossimilhanca nem sempg@maite o tratamento analitico da
utilidade esperad&(d), o que impde métodos numéricos para a sua soliNggses casos,
dentre as alternativas disponiveis, sdo propostag@es baseadas em simulacdo de Monte
Carlo e modelo de probabilidade aumentada: a pr@mema por base a simulacdo de amostras
(8,y) geradas a partir de(d) e pq(y,8); a segunda parte de um modelo artificial de
probabilidade para a quadm,X,6y), cuja simulacdo é equivalente a solucdo do pnadlde

decisao otima.

15



2.1.3.1 SIMULACAO POR MONTE CARLO

A idéia central do método Monte Carlo consiste estre/er a integral de interesse como o
valor esperado de uma funcéo objetivo relativamanima distribuicdo de probabilidade, cujo

valor é estimado a partir de amostras geradas dessauicao.

Sendo | =J'g(6’)d6’ a integral de interesse, a partir da selecaardedensidadp(6), definida

emQ, reescreve-se 0 integrando de forma a obter &&s§0 que caracterize o valor esperado

da funcéo objetivo:
| = [g(6)d6 = 90) ayde = [h6) p(e)da
= [a(8) —jp(g)p() = [h(6) p(6) (2-4)
Pelo método dos momentos o estimador de | é
~ 1 M
— G), .
= 2N (2-5)

ondeh(8) = g(8)/p(8) parai=1,..,M.

Portanto, a estimativa desejada resulta da méidiaética dos M valores assumidos péf),

valores estes obtidos pela simulagéofdes, ... , B4, a partir da distribuicdo da priod) ~

p(6).

Escolhidos a densidag€d da priori e o tamanho M da amostra, a estrutogich que se

segue pode ser utilizada para obter uma estimagva

ALGORITMO-1
1. Gerarf;, 6,.., By a partir ded~p(9);

2. Calculath(8), ...h(8w);

. M
3. Determinar a média da amostra induzidagydr= ﬁz h(é@,)

16



Neste contexto a solucdo via Monte Carlo exige lout@ da integral representativa da
utilidade esperada correspondente a cada decisda seguir, a selecdo da decisao

correspondente a utilidade de maior valor.

A utilidade esperada relativa a uma decisao d seguecesso geral da média de Monte Carlo
onde a fungdo objetivoud, &, y) e a distribuicdo de probabilidade e ¥)é tal que gb,y) =
p(0 pa(y|6). Assim para cada pa#fy;) gerado a partir dp(6) e p(y|@ calcula-se o valor de

u(d,q,y;) obtendo-se, ao final, a utilidade esperada asda@d decisad, isto€,

~ M 2-6
ORES JICERS (2-6)

ALGORITMO-2
1. Para cada decisdo d pertinente ao espaco ds&dBci

Gerar(4, yi) ~pda(8Y) = p(8 pa(yl&);

Para cadad, y;) calcularu(d,q,y));
. 1M
DeterminarU (d) =W2u(d,9i V)
i=1

2. Selecionard* = arg rnganU (d).

A técnica de Monte Carlo suscita alguns questiomaémseque segundo Migon e Gamerman
(1.999) devem ser respondidos antes de sua apicaggual deve ser o tamanho da amostra a
ser considerado?; b) quando a técnica de simuldeablonte Carlo deve ser preferivel a

integracdo numérica?

A disponibilidade de dados~ p(x|6), no momento da decisdo, implica no condicionameat
decisédo a informacédo x. Consequentemente, os péygs devem ser gerados ndo mais pela
priori (6y), mas sim pela posterioriBf|x) ~ p(4x) p(y|6x) ou p§|6&) supondox ey

independentes sah

17



Ocorre que nem sempre a distribuicdo &pe tem forma analitica tratavel, o que sugere a
simulacdo dessa densidade através de Monte Carldadeias de Markov (MCMC). Uma vez
simuladosg|x , i=1,...,M , segue de imediato a aplicacdo do algoritmo @mtpara a obtencéo

da decisao 6tima.

2.1.3.2  SUAVIZACAO DAS SUPERFICIES

No plano da maximizacdo de decisbes Otimas ondeilidade esperaddJ(d) pode ser
considerada continua, o uso de MC falha por nddoexptal continuidade. Miiller e
Parmegiani (1995) propdem esquema numeérico bayeslandecisdo 6tima que explora o

problema da continuidade.

O esguema consiste na substituicdo da integradativae a U(d), pelo valor de uma
curva/superficie suavé(d) ajustada aos pontod; (i), u=u(d;,4,y;), onde ¢,y;) sdo simulados

a partir de p, (6,y)para cada decisad, em uma amostradf,...,dy) em D. Os autores

demonstram que a modald&d) é estimador consistente para a deciséo 6tima.

O algoritmo a seguir sintetiza os procedimentoses®arios & obtencdo da solugdo 6tima

mediante o0 ajuste de uma curva suave:
ALGORITMO-3
1. Selecionar algumas deciségepettencente B ;

2. Simular @,y1) ~ py (6,y), um para cada decisao selecionada;

3. Calculany isto é,u(d;,4,y);
4. Ajustar uma curva suave aos pacgsi;

5. Determinar a moda da curtd).

18



2.1.3.3  SIMULACAO DA PROBABILIDADE AUMENTADA

A solucédo de decisédo 6tima como um problema delagéa probabilistico mediante o uso
sistematico de métodos de simulacdo de Monte Gal€adeias de Markov foi proposto por
Clyde, Muller e Parmegiani (1995).

O método pressupbe uma distribuicdo artificial repago de alternativas e estados. A
distribuicao é definida de tal sorte que sua maigio espaco de alternativas seja proporcional
a utilidade esperada da alternativa e por consetiaralternativa 6tima coincide com a moda

da marginal.

A estratégia basica do método consiste em: a) olober amostra da distribuic@o artificial; b)
tomar a marginal correspondente ao espaco de aitexs; e c) encontrar a moda dessa
marginal como aproximacao da alternativa 6timaaRanto sdo explorados algoritmos de

Monte Carlo via Cadeias de Markov.
Descri¢cao do Problema

Formalmente, deseja-se determinar d*:

d* = arg TD%XU (d),ondeU (d) =Iu(d,x, 6,y)p,(6,y| x)dédy (2-7)

A transformacéo do problema de decisdo em um prable simulacdo decorre da ampliacéo
da medida de probabilidagg(£y|X) para um modelo probabilistico em,§y). Para tanto,

supdem-s® limitado, u(d,x,8y) > 0 e limitada, definindo-se uma distribuicaafaitl:
h(d,8y) O u(d,x,8y)pa(8yl¥ (2-8)

Consequientemente, a distribuicdo margntd) é tal que
h(d) O [u(d,x8,y) p,(6,y | x)d6dy =U (d) (2-9)

Segue de imediato que a modah(f® corresponde a decisao Otitta
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A racionalidade do método estd na simulacdo de caxieia de Markov emd(@y) cuja
distribuicdo assintotica seja(d,8y). Diferentemente dos métodos descritos anteriot@nan

simulacéo é definida no modelo de probabilidadeentatah(d,8y) e ndo enpy(6y).

Portanto a questao chave reside na definicdo decadwia de Markov que tenhé&d,8)y) por

distribuicdo limite.

O algoritmo apresentado neste método proporciomalacdes de amostras aproximadas de
h(d,8y), e por extensdo, amostras das marginais asseci&tta presente cash(d) € a
distribuicdo de interesse. Assim, decorre de intedjae a moda de(d), obtida por simulacao,

€ uma aproximacgéao da solugdo otima.

Quando o espaco de alternatita € discreto a determinacdo da moda resume-se na

identificacdo da decisdo de maior frequéncia.

Sob a hipdtese de continuidade De a utilizacdo de instrumentos graficos de analise
exploratoria de dados fica restrita, no maximoeeisbes bidimensionais. Para dimensdes mais
elevadas, a determinacdo da moda é tratada comarabtema de analise de conglomerado.
Posto que a moda diéd) corresponde a regido com a mais alta densidaoleseaa da solucao
Otima se inicia a partir do cOmputo da arvore hegrica de classificacdo, que devera ser
cortada a uma certa altura, de forma a obter osesmondentes conglomerados. A seguir

localiza-se o0 maior conglomerado o que indica a deemelhor alternativa.

2.1.4 PROBLEMA DE DECISAO MULTIESTAGIO

Segundo Migon e Lopes (2002) problemas de decis@analtiplos estagios ou sequenciais
caracterizam-se pela possibilidade de serem semarath um certo nimero de passos
sequenciais ou estagios, onde cada estagio seucenoh uma decisdo. Em geral, o tempo é
usado para ordenar a sequéncia de problemas desisBiesse contexto, uma solucdo do

problema recebe a denominacgéo de politica e coasistima sequéncia de decisdes.
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Uma classe de problema de otimizacéo de interesseste no processo de decisdao multi-

estagio, cuja programacao matematica é definida por

otimizar f(x)+...+ f (X))
sujeito a X +.+X, <b (2-10)
com X, >0 ex inteiros

onde f,(x),i =1,...,n, s&o fun¢des conhecidas de uma Unica variavebfl@s ou nédo lineares),

b> 0 é uma quantidade conhecida & o nimero de estégios.

2.1.5 PROGRAMACAO DINAMICA

A técnica de solucdo de problemas de decisdo edgiest maltiplos é denominada
programacao dinamica ou inducéo para toeKward, onde o termo dinamico indica que os
estagios se relacionam dinamicamente ou, para ificapl temporalmente. A decisdo no
estagio presente é de pouca utilidade, pois o 6pnesente envolve o 6timo futuro. Esta
relacdo estd bem estabelecida em artigo publicatde Lindley (1961) evidencia a

necessidade de se trabalhar de tras para adiante.

Os problemas multi-estagio podem ser convencionahrfermulados como um Unico estagio,
pagando-se o preco da complexidade ou dimensi@oidComo mencionado por Bellman
(1957), se temos N estagios e M decisdes possérsisada estagio, entdo teremos um

problema de NM-dimensional com um unico estagio.

2.1.6 ALGORITMO DE PROGRAMACAO DINAMICA

Consideremos o problema de decisdo com um numeito fle estagios], onde se deseja
determinar, de forma 6tima, uma seqiéncia de a/éér{ai,...,aT} gue minimize o0 custo

esperado total, condicionalmente ao estado irdcaistema.

Sejam,
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At, 0 espaco das a¢les disponiveis no t-ésimo estagio
@, o espaco de estados da natureza, em cada estagio;

G : 81 XA - G, fungdo de evolucédo dos estados de natureza Markagvque induz a

distribui¢céo de probabilidade sob@, denotada ponp(@t|a[,9t_1) g

Ci: G xA: - R, afuncdo que descreve o custo da agdbA; quando ocorrél [1 A.
Nestes termos, pretende-se determinar

A* =arg min{E [Cy+ ....4C1| D{] }, (2-11)
ondeD; representa a informacé&o disponivel até o instaigto €,

D, ={a,.....6,...0}0{A x..xA,0,%x..x0}.

2.1.7 PRINCIPIO DE OTIMALIDADE DE BELLMAN

O preceito basico utilizado na solucdo de probleshasprogramacdo dindmica é que em
qualquer tempad sé precisamos considerar a minimizacdo do cugterado futuro, posto que
a escolha das decisdes presentes e futuras naanfleireno passado. Tal preceito constitui-se

no denominado Principio de Otimalidade de Bellman:

“Uma politica 6tima tem a propriedade de que, quag que sejam o estado e a decisédo
iniciais, as decisdes remanescentes constituem potiica 6tima com respeito aos estados

remanescentes”.
Assim, € possivel construir a solugcdo mediantegasr indutivo de frente para tras:

1. Defina f(6,)=ming, ,{E[C, ++C/|8]}, isto é o valor minimo do custo

esperado futuro no estadid <T. Temos entao

2. (6;)=min{C,}
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3. £(6ra) = min {E[(Cr +Cp)16r,]} = minfC, +E[f(61)16,1.a ) ...

1,87 ar-
Generalizando, podemos escrever

f(Ht):r{ni}n{Ct +E[f(9t+1)|9t,a[+1]}, gue é a expressao de recorréncia entre estades, g
&

aplicada de forma retroativa conduzira a soluggmblema.

2.2 PREVISAO

Na descricdo dos problemas de decisdo observaesenponente relativa ao conjunto dos
estados possiveis da natureza, o que remete &jwedesses estados no futuro. A previsao é

uma hipétese, conjectura ou especulacao sobrenal§duro.

O processo de previsdo contempla a selecdo dohteide projecéo, seguindo-se da avaliacédo
das informacdes, tempo e recursos disponiveis, aora orientar a escolha do método e a

especificagdo do modelo a ser adotado.

Modelos sé&o esquemas de descricdo e explicacdorgarizam a informacao e experiéncias
de modo a proporcionar meios de aprendizagem esamevPermitem inferir sobre o futuro,
porém nado representam a realidade. Devem atendprirampio da parcimbnia e prover um
processo eficiente de aprendizado proporcionandoorapreensdo e, por consequéncia,
decisbes consistentes.

A estruturacdo do modelo é ponto critico para apréormance. West e Harrison (1997)

destacam que uma boa estrutura devera prover nsodejas propriedades compreendam a
descri¢do, controle e robustez: descricdo almejaigaificado e explicacdo de forma aceitavel

e comunicativa; controle refere-se aos fatores igfleenciam o comportamento do sistema

gue esta sendo modelado; e robustez implica emt@str de forma que somente em casos
excepcionais seja hecessario intervir no modela fato propdem a estruturacdo de modelos
através da triplaQ,F,Q): C descreve a base conceitual, pode expressar, ponpbx, leis

cientificas ou sdcio-econdmicas, caracteristicasameportamentoF, a forma qualitativa do
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modelo, representa 0 conceito em termos desajtselecionando as variaveis apropriadas e

definindo os relacionamentosea forma quantitativa.

Makridakis et al. (1998), considerando a naturekas dados, classificam o0s métodos de
previsdo em qualitativos e quantitativos. Entrengétodos qualitativos destacam-se o Método
dos Cenarios, onde sdo estabelecidas hipétesessaquedo de base para a andlise de
possibilidades de ocorréncia futuras, e o Métodiplideque se apdia no consenso de grupo de
especialistas obtido a partir de questionarios viddais. Os métodos quantitativos

fundamentam-se em modelos matematicos formais gederessupde a quantificacdo de
informacfes sob a forma numérica, admitindo-setag@de continuidade, isto é, que certos

padrdes observados no passado se verifiqguem reohaifuturo de projecéao.

Dentre os modelos quantitativos destacamos os wedel séries temporais baseados na classe
de modelos lineares dinamicos, onde o termo dimamgtere-se a evolucdo do processo em
relacdo ao tempo. Harrison e Stevens (1976) ingioglm os modelos lineares dindmicos em
que se considera a variagdo dos parametros no tasiemdendo, deste modo, os modelos de
regressao e de séries temporais com descricao aicarestatica.

No contexto bayesiano, modelos dindmicos e métddgzrevisdo sdo amplamente discutidos

por West e Harrison (1997), enquanto Pole et @418presentam uma série de aplicacdes.

A dindmica temporal sugere a definicdo de um modetiiencial que permita o aprendizado
constante mediante a incorporacdo de novas inf@®sa@o sistema, 0 que remete aos
principios adotados pela inferéncia bayesiana tuediza o modelo na medida em que novas

informacdes séo disponibilizadas.

Assim, se denotarmos pDg 0 conjunto que descreve a informacao inicialmeigponivel,Y;
a quantidade observavel de interesse, o problemaatele previsdo consiste na obtencéo da

distribuicdoY;|Do, t > 0, ou de forma mais geral em obtek|D;, k>0, ondeD={D:.1 Yi}.

A solucdo do problema relativo a um modelo parap@tidigamos obter a distribuicdo da
preditiva YD1, da-se a partir da distribui¢cggY;|&,D:.1) considerando-se a distribuicdo da

priori para@, qual seja@|D¢.1:
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P(Y, D) = [ p(Y,.8, D.,)d8, = [ p(Y, |6.D.)p(@, [D)dg, (412

2.2.1 CARACTERIZACAO DO MODELO GERAL

Modelos lineares dinamicos normais para um vetoolervacoed; sdo caracterizados pela
quadrupla £,G,V,W = {F,G,V;, W} para todo tempo t, que define um modelo que retec

Y; ao parametr@l no tempo t, e a seqiéndeao longo do tempo, pelas equacdes

Y, = Ftlgt TV, v, ~N[O,V]
(2-13)

6 =Gb,+tw o ~NOW ]

onde 0s errog e a sdo independentes e mutuamente independentes.

A primeira equacao € a equacdo de observacdesopaelo onde se define a distribuicéo
paraY; condicional emd. Sob4, Y; € condicionalmente independente dos valores passhd
série. Essa equacéo relaciona a observagiwoia regresséo linear dindmica associada a uma
estrutura normal multivariada de erngs com matriz de variancia conhecida e possivelmente
variavel no tempo. A matriF; desempenha o papel da matriz de regressdo dosewalo
conhecidos das variaveis independenteg éeo vetor dinamico dos parametros de regresséao,

este Ultimo referenciado como vetor de estado ddeino

A segunda equacéo define a evolucao do vetor ddes®, sendo denominada por equacao de
evolucéo de estados ou do sistema. A componergemaistica de transicdo do estapara
G:@ corresponde a uma transformacao linear com madwizransicdo de estaddz. A
transicdo fica completa adicionando-se o erro d#uedio @ , normalmente distribuido com

matriz de variancia\.
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2.2.2 MODELO POLINOMIAL DE fORDEM

Um caso particular do modelo geral apresentadongédelo polinomial de primeira ordem
assim definido por West e Harrison (1997):

Equacao de observagao: Y, = g, +v, v, ~ N[0,V,], Vi conhecida
Sistema de equagdes: gy, =u_, +w, @ ~N[OW] (2-14)
Informacéo inicial: (U4, | Dy) ~ N[m,,C,].

A informacéo inicial corresponde a representacambairilistica das crencas do decisor e

informagdes existentes no instat#@.

2.2.21 CONTROLE, PROJECAO E ATUALIZACAO

O controle, o aprendizado e a proje¢édo sao reaszadpartir das distribuicbes subjacentes ao
modelo, baseadas na atualizacdo sequencial dag0eguaue definem a evolucdo da
informacé&o sobre o modelo e a série no tempo. o de atualizacdo das distribuicdes

necessarias a projecéo a cada nova informacactamia t segue o esquema a seguir:
a) admite-se por hipétese que a distribuicdo deepos y, em t-1, sob by é normal,
(,ut—l | Dt—l) - N[rnt—l’Ct—l] (2-19

b) a aplicacdo da equacédo de evolucdo de estadoa Wistribuicdo a priori paga no instante
t, sob Q1.

(:Ut | Dt—1) =~ N[mt—p R[] , R=Cr1+t W, (2-16)

C) a previsdo um passo a frente, é combinacaor ldesavariaveis normalmente distribuidas e

portanto também €& normal,

(Y, IDy) ~ N[ f,,Q], fr=mi1 e Q=R+V; (2-17)
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d) conhecidoy, a informacéo é incorporada no modelo combinandoraa priori, atualizando

a posteriori parg/ no instante t, agora sd@h,
(4, |D;) ~ N[m,,C,], m=mu1:A& , C=AV,, , ondeA=R/Q ee=Y,-f  (2-18)

Os autores em referéncia destacam uma varianteodelmdescrito em (2-14) ao considerar a

hipotese de que as variancigsao constantes, porém desconhecidas:

Equacao de observagdo: Y, = g +v, v, ~N[0,V], V desconhecida
Sistema de equacdes:  y =y, +w @ ~T, [OW]

(2-19)
Informagéo inicial: (4o | Dy) ~ T, [my,Cy]

(@ID,) ~G(n, /2,d, 12),p=1IV

Nesse modelo o ciclo de atualizacdo opera seguedgquema a seguir:

a) informacgéo em1

(44 |Dyy) ~ T, [IM 1, Gyl
(4, D) ~ T, [M4,R]
(@D,,) ~G(n_, /2,d,_,12)

_(-9)

ondeR =C,_, +W, , W, C,, e 0 é o fator de desconto

b) projecdo um passo a frente

(Y [Diy) ~ Ty, (F:,Q0)
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ondef,=m_,Q =R +S_,e S, =d_/n_

c) atualizacao

(1, 1D) ~T,[m,C]

(@ID,) ~G(n, /2,d,/2)

onden, =n_ + 1,d, =d,_, +S_,(Y, - f)?/Q,,S =d,/n,,

S

m, =mt—1+A\(Yt_ft)'A\ :Rt/Qt eC, =Rta

2.2.3 FATOR DE DESCONTO

No contexto de modelos lineares dinamicos, o fdordesconto € o parametro basico que
controla o grau de envelhecimento do contetdo nmitivo de um parametr@: Podemos
fixar, por exemplo, que o envelhecimento da infay@wasobre o parametr§ como um

aumento de 10% na sua variancia a priori, isto é:
Var(é | Di.1) = (1 +9) Var(&.| Dr1) , 6= 10% (2-20
Usualmente a descricdo desse fator é feita em sedaprecisao:
[Var(8 | Dea)] ™ = (1 + & [Var(Ga| Dea)] ™ (2-21)
Assim, A = (1 +J™* recebe a denominacao de fator de desconto eertra0 e 1.

Portanto, quandd = 1, ndo existe alteracdo nos componentes do madelongo do tempo,
enguanto, de forma contraria, quanto menohAforaior sera a alteracdo destes componentes no

tempo, e maior seré a perda de informacéo contidgassado.

A premissa de que o conteudo informativo de umarebgdo decai com o tempo é bem

intuitiva, utilizada por Brown (1962) em técnica degressdo exponencialmente ponderada
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restrita a um unico fator de desconto. Harrisoolaston (1984) e Ameen e Harrison (1985)

estenderam a idéia de Brown permitindo fatoresedeahto para cada componente.

Os fatores de desconto podem ser especificadasriaha fsubjetiva ou estimados. No primeiro

caso, Harrison e Johnston (1984) propdem especifitator de desconto como
A =(3n-1)/(3n+1) (2-22)

onde n é o numero de periodos necessarios pargegperca a metade da informacéo. A

estimacdo podera seguir o método classico estims@m@ocondicional no valor d& que

maximizaj. p(y|@,1)g(@)d@ (verossimilhanca para os fatores de desconto);

quando considerados como hiperparametros necessfaz a especificacdo da priori Ale

[ P16.93@)
[ p(y16.1)9(6)d6

amostragem e reamostragem por importancia (SIR)

obtendof(Ay) = n(Aly)dA, integracdo que poderd ser efetuada através de

Outra alternativa seria tratar o problema imagiomavid seguindo um modelo Multiprocesso
Classe |, isto é, supor que para toddi)) seja valido para alguml A , ondeA € o espago

de possiveis valores para o fator de desconto.
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3 PLANOS DE APOSENTADORIA

A preocupacdo com a longevidade reside no sentintEntjue as pessoas podem viver além da
idade que Ihes possibilita obter recursos sufiegpiara cobrir os custos de sua manutencéo e
de seus dependentes. Easanusfomentou o desenvolvimento de planos de aposeridada
seguridade basica, em regime compulsério, e congritan de carater facultativo. Referéncias
historicas sobre risco podem ser obtidas em Far(@®85) e Bernstein (1997). Uma visao
axiomatica de planos de beneficios pode ser eramae#m Nogueira (1981). Fundamentos de
planos de aposentadoria privados constam de litaraktensa dentre as quais citamos Allen et
al (1994). Sistemas de aposentadoria basica naiéarniéatina sdo discutidos em Mesa-Lago
(1997) e Uthoff (1997).

Neste capitulo, sdo apresentados as caracterigticess fundamentos do financiamento de
planos de aposentadoria. A classificacdo adotadtaphstante a existéncia de planos hibridos,
tem por fundamento o tipo de beneficio oferecidang de beneficio definido (BD) e plano de
contribuicdo definida (CD).

3.1 PLANOS DE BENEFICIO DEFINIDO

A principal caracteristica dos planos (BD) é o @mimento a priori do beneficio a ser
concedido, tais como um valor fixo ou um percentyalicavel a uma funcdo do salério. O
beneficio € concedido ao participante a partirddalé em que sejam cumpridas as condi¢cdes
regulamentares de concessdo. Neste tipo de plabeneficiob é considerado variavel

independente, enquanto a contribuicA@riavel dependente, i.&sf(b).

A especificacdo a priori do beneficio d4 ao patinie a idéia concreta do que devera ser
concedido no futuro. Por outro lado, ndo se poderdd mesmo quanto a evolugdo das taxas
contributivas necessarias ao custeio do beneffametido. Durante a fase do financiamento,
diversos fatores podem influenciar as taxas deeustos planos de beneficio definido tais

como.

a) o retorno dos investimentos em ritmo inferidaxa de juro exigida para capitalizacdo dos

ativos garantidores dos compromissos futuros;
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b) inflacdo pré-aposentadoria;

c) a progressao salarial dos participantes em planoque o beneficio é fungcéo dos ultimos
salarios de atividade;

d) aentrada e saida de participantes no plano;
e) a mortalidade observada;
f) mudancas na legislacao.

Diante dos riscos que se afiguram, planos de hmogftlefinidos implicam em planos de
custeio que poderdo ser volateis, em maior ou menocala, de acordo com as hipéteses

admitidas, isto é, planos de contribuicdes indeéisi

3.2 PLANOS DE CONTRIBUICAO DEFINIDA

Diferentemente dos planos BD os planos CD caraet@rse pela norma contributiva, que é
estipulada griori em valor ou percentual do salario, em caratewiddal, resultando em
contribuicbes que deverao ser investidas até & idsglilamentar prevista para a transformacéo
do montante obtido em um beneficio que poderditafcio ou temporério. Assim, em planos
CD a contribuicao é a variavel independente e efii@o variavel dependente,ou sdjaf(c).

A questao central que envolve os planos CD é a adoeneficio, que depende do valor das
contribuicOes e da capitalizacdo destas na fasagm®entadoria. A capitalizacdo dos recursos
investidos quando inferior a meta estipulada peldigpante vinculado a esse tipo de plano
ndo gera obrigagcdo para patrocinadores e gestoresfetido plano, observados os principios

basicos que norteiam a gestao de ativos.

Planos de contribuicdo definida imp6em aos seusicipantes uma série de riscos na fase pre-

aposentadoria:

a) contribuicbes inadequadas (doenca, desempregocatha da taxa de contribuicdo dentre

outros);
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b) retorno dos ativos em nivel inferior ao projetpdra a capitalizacéo;

Cc) queda dos precos dos ativos a época da aposeatadreduz o montante objeto da
conversdo em beneficio e, por conseqiéncia, impgeagicipante reducdo do beneficio

em carater vitalicio;
d) a progresséo salarial - implica em beneficicdagdo status atingido pelo participante;
e) mudancgas na legislacéo

Os riscos inerentes aos planos de contribuicdmidafimplicam em beneficios que poderédo
ser volateis, em maior ou menor escala, de acampas hipoteses admitidas, isto €, planos de

beneficios indefinidos.

3.3 FINANCIAMENTO DE APOSENTADORIAS

A sustentacdo dos beneficios previstos em um ptEn@aposentadoria da-se a partir de
contribuicbes previstas no respectivo plano deetausBegundo Nogueira (1994) o plano de
custeio de uma entidade previdencial constituigeonjunto de normas quantificadoras das
receitas que deverdo ser investidas com a finaid#& gerar os recursos necessérios e
suficientes a concessdo e manutencdo dos beneftigsie podera ser feito de infinitas

maneiras, com a restricdo de que sejam atendidsgdocipios assim enunciados:
PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA FINANCEIRA

“O valor atual da renda constituida pelas recei(B deve igualar o valor atual da renda
constituida pelas despes@s) de beneficios.

I: e “dR, = Iow e *dD,, d¢é aforca de juro (3-1)
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PRINCIPIO DA SOLVENCIA

“O montante das receitas previstas para um lapsdogea, contado a partir da avaliagéo,
nao pode ser inferior ao montante das despesasgpas\para esse mesmo lagso.

L ad(t-) — [faott-0)
IO e drR, = J'O e dD, (3-2)
As integrais indicadas nos dois principios sdoamiigo de Stieltjes.

3.3.1 REGIME FINANCEIRO

O critério de formulagdo das normas quantificadatas receitas previstas para garantir a
cobertura do beneficio considerado no plano re@elEnominacdo de regime financeiro.

Usualmente classifica-se tal regime na forma aiseg
REPARTICAO SIMPLES

A norma contributiva é estabelecida para cada &ierde sorte a produzir receita equivalente
a despesa provavel com o pagamento do beneficiaidtef relativamente ao exercicio

considerado;
REPARTICAO DE CAPITAIS DE COBERTURA

Neste regime a norma contributiva é estabelecida pada exercicio de forma a produzir
receita equivalente ao total provavel dos fundosargalores das rendas do beneficio

considerado, iniciaveis no mesmo exercicio;
CAPITALIZACAO

O regime de capitalizacao caracteriza-se pela noconaributiva que é fixada de modo tal que
o valor atual da renda formada pelas receitas eggmlao valor atual da renda formada pelos
totais provaveis dos fundos garantidores das reddadeneficio definido, iniciaveis nos

exercicios considerados.
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Nesse contexto, entende-se por fundo garantidaredéas de um beneficio ao valor atual
provavel das despesas com o pagamento desse menetintudo, em planos de contribuicédo
definida o fundo garantidor de aposentadoria ifieatse ao montante formado pela

capitalizacao financeira das contribuicdes vertlasnte a fase laborativa do participante.

3.3.2 METODOS DE FINANCIAMENTO

A classificacdo dos métodos de financiamento deexgadorias se apresenta de forma variada,

inexistindo consenso na literatura disponivel:
l. individual ou agregado;
Il. grupo fechado ou aberto;

[I. indice marginal de capitalizacao;

V. em ordem crescente do fundo garantidor, oued®ente das contribuicdes.

Consideracoes sobre métodos de financiamentosadermpdorias podem ser encontradas em
Trowbridge e Farr (1976), Coppini (1979), Nogu€r@95), Bowers et al (1997) e lyer (2002).

3.4 A FASE DE PAGAMENTO DE BENEFICIOS

A acumulacdo dos recursos necessarios ao pagardestteneficios em planos BD ou a
conversao do montante em beneficios CD néo eliménescos associados ao pagamento de
beneficios. A entidade estard sujeita aos riscosreddocacdo dos investimentos, de
compatibilidade no fluxo de caixa e de mortalidede participantes e eventuais beneficiarios,
inferior a experiéncia adotada (tabua de morta#jlaBara o participante os riscos dependem
do tipo de beneficio contratado: se o beneficidadieio e atrelado a um indexador o risco de
perda do valor real do beneficio; se atrelado arvdé¢ quota patrimonial o risco de flutuagdes
no valor do beneficio. Além desses riscos, existeco de mudanca na regulamentacao geral

que permeia a previdéncia social.
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3.5 HIPOTESES UTILIZADAS NAS PROJECOES

As projecbes de despesas com pagamento de apase@agad receitas de contribuicdo
consideram hipo6teses de natureza volatil ensejaadabilidade significativa dos resultados,

como por exemplo: a mortalidade, o comportamensosdtarios e a rentabilidade patrimonial.

O estabelecimento de hipbéteses que guardem aderéam o comportamento futuro dos
fatores relevantes ao dimensionamento de beneféciosntribuicdes é fundamental para a
elaboracédo de plano de custeio consistente, ewfaddste modo, os efeitos nefastos
relacionados ao aumento dos custos do plano demtpderia. Ocorre que o financiamento de
aposentadorias da-se em prazos que atingem 3®amoais o que dificulta a tarefa de estimar
os fluxos financeiros envolvidos e, por conseqiggntixas de custeio estaveis. A revisdo

periddica das hipdteses € imperativa na busca ttenmmnformidade as futuras observacgoes.

No delineamento dos modelos apresentados no aagditgéio discutidas hipéteses usualmente

utilizadas em planos de contribuicédo definida.
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4 MODELOS EM PLANOS DE CONTRIBUICAO DEFINIDA

A dinamica de planos de aposentadoria tem sidotaloje artigos e teses alicercados em
modelos estocasticos: dPensionmetric8lake, Cairns e Dowd (2001) estimam valor em risco
(VaR) na fase de acumulacdo de planos de contéibuilgfinida (CD), examinando Varios

modelos de retorno de ativos e estratégias de @@ordMilevski e Young (2002) avaliam a

opcao de postergar a data de compra de aposeatadlmiacédo dinamica otima de ativos é
tratada em Haberman e Sung (1994), Dert (1995keBl@airns e Dowd (2000), Haberman e
Vigna (2002); modelagem estocastica para ativesndém abordada por Wilkie (1986), Lenk

e Young (1997), Yakoubov, Teeler e Duval (1999).

O presente capitulo foi dividido em trés secoestimeira consiste na formulacdo de modelo
deterministico centrado no conceito de montantenfiriro e de anuidade atuarial como base
para o célculo da renda vitalicia de aposentadadasegunda introduz-se modelo, onde sao
consideradas a dinamica de alocacdo, sob o pontwiste de meta durante a fase de
acumulagcéo, a probabilidade de atendimento da meeta distribuicdo da renda de

aposentadoria; e na ultima secdo é avaliado o momgso da entidade perante seus

participantes mediante a simulacdo da distribuilgiceserva matematica coletiva.

Na modelagem apresentada conceituamos o planontigbcicdo definida como um plano de
previdéncia de caracteristica individual, cujo i@ de aposentadoria resulte da conversao
do montante, fruto da capitalizacdo anual das iigdes vertidas para o plano, em uma

renda vitalicia a ser paga ao participante dess® @ partir de uma idade preestabelecida.

4.1 MODELO DETERMINISTICO

Modelos deterministicos em planos CD apdiam-se muepsos de capitalizacdo, durante a
fase de acumulacéo, e conversado da poupanca aclarartarenda vitalicia. Referéncias sobre
capitalizacdo podem ser encontradas em Faro (1Z&g)pini (1979), Vilanova (1980). O
calculo de rendas de aposentadoria esta fartarapntsentado em Galé (1951), Neil (1977),
Jordan (1982), Bowers et al (1997).
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Conforme mencionado em 3.2, os planos CD caraatarse pela concessdo de beneficio
vitalicio a partir do montante obtido pela cap#atido das contribuicbes estabelecidas pelo

participante.

Assim, por ocasido da adesdo ao plano, o partigpaevera estabelecer o patamar
contributivo futuro, o que de modo geral € feitartir da disponibilidade financeira do
participante ou com base em meta de beneficio. lBboa 0s casos, necessario se faz projetar

o retorno dos investimentos e nivel inflacionério.

4.1.1 ACUMULACAO DE RECURSOS

O montanteM; ao final do perioda, de uma série de prestacbes de velgragas de forma

postecipada, a taxa de juro varidyeé a solucao da equacao:
Mt = Mt-l (1 +jt-1) +C (4-1)

Assim, partindo da condicao inicilsl; = c,
t-1 t-1
M, =c| []@+ i) +[]a+] )+---+1} 42
e fer e @2
Admitindo rendimento uniforme no prazo de capitji&o, isto §;=r,r >-1 er # 0, segue:
t t_
i, =o 2o b w3
k=1

Figura 1 - Fluxo de Prestacdes e Montante — ReBios¢ecipado
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Supondo que a série de prestacfes de valor cesigalé forma antecipada, o montakteao

final do periodd resulta da equagéo
M&=(M2, +¢) [+, (4-4)
Logo, para a condi¢ao iniciél | = c(1+ jl) obtém-se por solucéo
Mf:chja+hplja+h)+u+a+hﬁ (4-5
Sob a condicao de rendimento uniforme, segue deiattea expressao para 0 montante:
M2 :czt:(1+r)" =c(l+ r)(lﬂf)t_1 (4-6)
k=1
Figura 2 - Fluxo de Prestacdes e Montante — Regimecipado

My

_’n
—t
T
—
—

Assim, decorre a relacédo entre os montantes retatig prestacdes antecipadas e postecipadas

ao final do tempda:

M =(L+r) M, (4-7)

Seja no caso antecipado ou postecipado, quardly) o montante ao final do t-ésimo periodo é

o produto da prestacao pelo niumero de periodosiemrestacdes sao realizadas, istd&ct.
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4.1.2 RENDA DE APOSENTADORIA

O dimensionamento do encargo referente ao pagangentendas de aposentadoria exige a
definicdo de aspectos importantes, a saber: adépe@nda, o prazo em que a renda se refere, 0
valor das parcelas a serem pagas e a frequéncagimento da renda. As rendas sao
usualmente classificadas em financeiras (ou ceotag)eatorias, estas ultimas condicionadas,
de modo geral, a sobrevivéncia do beneficiarioatala. O prazo de pagamento da renda é
caracterizado por seu carater temporario ou vitalémquanto o valor desses pagamentos
podera ser variavel ou constante. Os pagamentaspsdr feitos com periodicidade uniforme

ou nao no inicio ou fim de cada periodo.

Nestes termos, as expressdes que se seguem raferaas encargos relativos as rendas de
aposentadoria de carater vitalicio, pagas em ealastante em intervalos uniformes de tempo.

O valor atual provavel de uma renda vitalicia dewanitario paga de forma antecipada a um

participante de idadg a taxa de jurgd, denotado poiy, € segundo Bowers et al (1997)
a,=>vip,, (4-8)
t=0

onde,v é o fator de desconto financeiro, |st0\e,:F, e py € a probabilidade de um
|

individuo com idade y sobreviver até a idad¢ segundo uma determinada experiéncia de

mortalidade.

Se os pagamentos séo feitos de forma postecipastaloo atual provavel da renda anual

vitalicia definida anteriormente tem por expressao

a, = ;Vtt P, (4-9)

Segue, de imediato, a expressao que relacionabo atalal provavel das rendas pagas de forma

antecipada e aquele pago em regime postecipado:

a,=1+a (4-10)
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Sob regime de pagamento da renda em m sub perdedaso, de forma antecipada, o valor

atual da renda é obtido pela expansdo de Woolhquaéseja:

2 (m) .. _m_l_m2 _1
ay [l ay % 12m2 (,Uy + 5) (4-11)
Na pratica utiliza-se a aproximacao
= (m) 5 m_l
" Ha, ——— (4-12)
gue no caso de pagamentos mensais assume a forma
11
= (12) 5o
a,” ta, 24 (4-13)

4.1.3 MODELOS PARA CALCULO DE BENEFICIO DE RENDA

A partir dos conceitos de montante e renda de ajpaderia propomos 4 (quatro) modelos para
o calculo de beneficios de renda, acrescentande-f&rma gradual os efeitos da inflacdo e da

vinculacéo salarial.

Para tanto, definimos a idade em que o participante ingressa em um manmntribuicéo
definida;y a idade prevista nesse plano para dar inicio gamento de um beneficio vitalicio
de valorb; r o retorno real anual estimado para os investinseoo patamar de contribuicao

escolhido.

Assumindo que o beneficio a ser pago anualmentérde antecipada, resulte do montante
formado a partir das contribuicdes anuais vertit@sibém em forma antecipada, durante a
fase de acumulacdo do plano, o modelo decorre dacéq de equilibrio financeiro entre o
montante e o valor atual provavel com o pagamep® likneficios ao fim do periodo de

capitalizacao financeira:

C L+ 1)1+ @+r)+--+ (@L+r)" "] =ba, (4-14)
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Assim, o beneficio projetadina partir do montante estimado tem por expressao:

(y=x) _
c(1+r)w,r #£0
b= r.a, (4-15)
c y—x ,r=0

Por outro lado, fixado o patamar de beneficio @dekeja equacdo de equilibrio conduz de

imediato a contribuicao:

b -8 rz0
co) (@n)i@+no -] (4-16)
a
b—2 =0
y—X

EFEITO INFLACIONARIO

O reajuste anual das contribuicbes compassada carflagdo observada proporcionara a
manutengdo do valor real do capital a ser investittwtanto, admitindo que o retorno dos
investimentos atinja a rentabilidade anuyahdo havera deterioracdo do valor inicial da renda

de aposentadoria.
VINCULA(;AO SALARIAL

O enfoque dado deriva essencialmente da dispatadi# contributiva do participante.
Entretanto, é bastante comum vincular contribuigbegpectativas relativas aos beneficios de
aposentadoria em termos de percentual de salé&gieNontexto, a perspectiva de crescimento

salarial é fator relevante no dimensionamento dagibuicdes.

Suponh&S, o salario de um participante com idade 7 o percentual de contribuicdo aplicavel
ao salario. Admitindo-se que os salarios sejam m@ostos anualmente pela inflagéo
observada e que os mesmos tenham crescimento r@abaes%, s>0 entdo, a equagéo de

equilibrio financeiro assume a forma

IS, H)[(L+9) 7+ (L+9) 2 (LHr) +o+ (L+1)" " = b, (4-17)
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Assim, considerando fixada a taxa de contribuigde admitidas como hipoteses o
crescimento anual de salarios a taxa s e que @stimentos proporcionem uma taxa de

retorno anual das aplicacdes ¥, segue, de imediato, o valor do beneficio

@+r)"™-@Q+9)” i

7S, (d+7r) - T#5s
a,(r-s (4-18)
b= A
TS, (v X); =8

y

De forma analoga, fixada a meta de benetidetermina-se o percentual de contribuigdo

FLUXO DE PAGAMENTOS

Os modelos descritos pelas equacdes (4-15) e (pek8&m do pressuposto de que o fluxo de
pagamentos de beneficios e contribuicbes seja .aAuatodificacdo no ritmo desse fluxo
implica na adaptacdo dos modelos descritos. Para vamos admitir que a frequéncia desses

pagamentos seja mensal.

Sob condicéo inflacionaria a auséncia de ajustasscoatribuicdes importa na reducdo da
capacidade acumulativa, implicando em montantesorasne, por consequéncia, beneficios
reduzidos. Supondo que a taxa mensal de inflagd@seja uniforme no periodo de

capitalizacdo, que as contribuices sejam atuaizaa cada 12 meses a partir da 1
contribuicdo e, que, seja a rentabilidade mensal equivalente a reidaldgé anuat, o valor

do beneficio sera:

[ @Q+r)@+p)=-1 }[ @+r)y™ —1}
12 _ 12
1S, (A+r,) @+r,)[A+ L) 1(;:"(15) r 0 (L) (L) £ 1
ay
b= s e+’ -1  ImZ0 e (14 )(1+4)=1 (4-19)
= TS, ( r)T
/ 12 1
@+p)” - F =0
S - )
14 x(y X)12ay(12)y(1+ﬂ)11 m
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Depreende-se que a inflagdo em maior grau contdiédorma perversa para a constituicdo do

beneficio,

assim como baixas rentabilidades e pessp tardio no plano de beneficios. Ja a

postergacdo na data de concessao do beneficiobcomte forma positiva para a melhoria do

beneficio.
Supondo que os salarios sejam recompostos anualnpetd inflacdo observada e que os
mesmos tenham crescimento anual reaks¥e s > 0, decorre da equacdo de equilibrio o
beneficiob:
-se (14) (L+m) # 1

( 12 =X -X

{ @L+r)@+p) -1 }{amy -(+9) }
T+r YA+ )™ - @+ )™ r-s
N K [ el ) Lt
12582
b= <
{ (@L+r)@+p)* -1 }
1+, )@+ 1) = @+ p)*

S, (y =@ ) rys LT ZET ]

\ 123,
-se (14) (I+m) =1

/

@+r)y™  -@+s)’™
r-s
TS, (L+r) 400 ,IT£S
b= y
— y=X
S, (y=X)d+r) ,F=s (4-20

\

= (12)
ay

Maiores detalhes sobre o desenvolvimento dos medkdscritos em (4-19) e (4-20) constam

do no anexo |.

E oportuno citar que € usual definir como meta eleeficio inicial um percentual, denotado

por 3, que expressa a fracdo salario que seria atobap participante a época de concessao
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desse beneficio. Assim, ao calcular o valor do fieineb pelos modelos com vinculagéo

salarial, segue de imediato o valorfia partir da razao enttee o salario projetads (1+s)”™.

4.2 MODELO ESTOCASTICO

Como dissemos no capitulo 3, o beneficio de apaderia a ser concedido em planos CD é
indefinido, posto que durante a fase de acumuldp&sos fatores podem influenciar o seu

valor final.

O uso de modelos de simulacdo estocastica possiditonducdo de experimentos “what if” e
testes de “stress” pela mudanca nas hipoteses mardais, permitindo a identificacdo das
forcas que direcionam os resultados e a analisengbilidade destes frente a uma particular

hipotese.

A simulacao decorre da geragéo, baseada em dig@résude probabilidade, de um conjunto de
resultados, condicional em hipéteses. No contexopldnos CD, o objetivo central é a
constituicdo do fundo destinado a concessao dofibeEnede aposentadoria, condicionado as

hipoteses de contribuicdes, retorno de ativoscoresto salarial e mortalidade entre outros.
A operacionalizacéo de planos CD é naturalmenteertada em duas fases:

l. fase de acumulacdo — onde os participantes doopkstdo expostos aos riscos
relacionados ao retorno de ativos, crescimenteoighltaxa de juro e desemprego;

Il. fase de concessédo de beneficios — a entidadeagaume a responsabilidade pelos
pagamentos dos beneficios fica sujeita aos riseasidvestir o fundo acumulado a taxa
de juro estipulada por ocasido do célculo do beioeiiicial, o risco de compatibilidade
do fluxo de caixa e o risco de mortalidade inferéorexperiéncia adotada. Ja os
participantes enfrentam o risco de reducédo no podeeompra de seus beneficios além

do risco de conversao do fundo acumulado duraf#seaativa em beneficio.
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Uma descricdo grafica aproximada das relacdes nflieemciam os planos CD, no contexto

aqui referenciado esta representada na figura@baix

Figura 3 - Modelo Estocastico de Acumulacdo emd@D

Empregado ldade de \dade de Taxa de Juro
Ingresso Aposent.
Periodo . .
» Capitalizado Beneficio Final

S NN

Exp. de
Montante Mortalidade

Na figura as elipses expressam o conjunto de eventertos, o losango concentra todos 0s

Taxa de . L
— Contribuicdo

Contrib. Ll
I v

Taxa de
Admist.

Retorno de
Ativos

resultados possiveis para cada decisdo e evemmgos, 0s retangulos menores as variaveis
gue devem ser estabelecidas pelo participante laugmtidade e os retangulos representam
valores que se desconhecem no momento da decisgeemmasolvem de modo deterministico

uma vez conhecidos os valores incertos.

Com a finalidade de estabelecer um modelo que @lesa@s fundos de aposentadoria na fase

de acumulagédo séo feitas hipéteses sobre os fatemesco e variaveis de controle:

FATORES DE RISCO

l. Retorno de Ativos — esta diretamente relacior@mo os tipos de ativos que a entidade

ird investir.

45



Il. Taxa de Juros — compde a anuidade que darérorep beneficio de aposentadoria,
considerando o montante alcancado na data dad&fagosentadoria. E necessario

formular um modelo de longo prazo consistente canodelo de retorno de ativos.

[l Crescimento Salarial (ou de Renda) — a acug@idadepende do comportamento da
renda do participante durante a fase de acumulés®im, o crescimento da renda e a

distribuicdo desse crescimento séo elementos a seEnesiderados no modelo global.
V. Empregabilidade — afeta a capacidade do ppdite manter suas contribuicdes.
VARIAVEIS DE CONTROLE
Representam as variaveis que devem ser estabal@elis participantes ou pela entidade:
a) Taxa de contribuicdo — expressa em percentusdldoo;

b) Taxa de administracdo - expressa em percentuatodtribuicdo ou do fundo

acumulado;

c) ldade de aposentadoria — idade em que o pantit@ppodera converter 0 montante

alcancado em beneficio de aposentadoria;
d) Idade de Ingresso - idade em que o participagtessa no plano de aposentadoria;

e) Alocacéo dos ativos financeiros — refere-seraposicao da carteira de ativos, isto
€, a estratégia de como deverdo ser investidos eosrsos destinados a

aposentadoria.

4.2.1 MODELO DE ACUMULACAO

O carater continuo do tempo sugere 0 uso de eguag@eenciais estocasticas para descrever
a evolucao do fundo que dara origem ao beneficimpdsentadoria. Tal foi o enfoque adotado
por Blake, Cairns e Dowd (2000). Alternativamerdemodelagem da-se de forma discreta,
como em Haberman e Sung (1994) em planos BD e hiaoee Vigna (2002) em planos CD.
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Seguindo o caminho discreto, uma representacdoodpartamento do fundo gerado pela
capitalizacdo das contribuicbes, objeto de conevees& renda vitalicia de aposentadoria,
consta do modelo proposto a seguir:

foa =[f + T(l_cz)soel(twt](z ai,term)(l_cl)l Zai,t =10t (4-21)
i=1 i=1

onde f; € o valor correspondente ao fundo destinado seapaxdoria no instante 7 é a taxa de
contribuicdo incidente sobre o salarm,é taxa de administracdo incidente sobre o fundo de
aposentadoriag, é taxa de administracdo incidente sobre as coigfibs, S representa o
salario anual inicial do participante na idade «; € forca de crescimento real dos salarios
durante o anotf+1], » € forca de desemprego durante o ane1], a; corresponde a
proporcdo dos recursos a serem alocados na clasaévd i durante o and,f+1], eri; 0

retorno real relativo a classe de ativo i durana@o f,t+1].

O modelo descrito sob forma geral de recorréncipdexo carater dindmico inerente ao
comportamento do fundo: o valor do fundo no ingattl resulta da capitalizacéo
correspondente a soma do valor alcancado pelmfoodnstanté com a contribuicdo anual
devida emt. A capitalizacdo € liquida das despesas admitiigisa assim como as
contribuicbes anualmente previstas. Tais contrimsgestdo sujeitas a condicdo de emprego e

variacéo de valor em razéo de crescimento salarial.

A completa especificacdo do modelo de acumulacaoapresentado exige a definicdo de
modelos auxiliares representativos do retorno deost do grau de desemprego e do

crescimento salarial, além da estratégia de alocagéativos.

Supondov; =« = 0, isto €, nulas as forcas de desemprego eesoinrento real de salarios no
horizonte de acumulagado, desconsiderando-se as thexadministragdo e segmentando-se a
alocacdo do ativo em duas classes, quais sejaaliaddsco (sub indice 1) e baixo risco (sub

indice 2), o modelo anterior assume uma forma dagwrr Haberman e Vigna (2002):

fo = (f, +7S)(a, ™ +a,e™), a, +a,, =10t (4-22)
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RETORNO DOS ATIVOS

Os modelos utilizados para descrever o comportameéimamico do retorno de ativos séo
variados, como por exemplo, o de momentos estatisné@inamicos, volatilidade estocéstica,
valor extremo. Blake, Cairns e Dowd (2001) apresenéxemplos de aplicacédo utilizando-se

de alguns modelos para descrever o retorno desativo

Entre os varios modelos de retorno de ativos, sseldos modelos de momentos estacionarios
assume que os momentos ndo condicionais de prirresagunda ordem do retorno séo

invariantes e independentes no tempo, o que él iereaface da dinamica observada no

mercado financeiro interno e externo. Curioso olmerue a despeito da falsidade dessa
premissa seja encontrado um nuamero apreciavel tipsronde a referida hip6tese se faz

presente.

ESTRATEGIA DE ALOCACAO

A decisdo de alocacao no longo prazo é fundamentaplanos CD, jA que 0 montante que
dara origem a renda de aposentadoria resultarétdoo obtido, que, por sua vez, dependera
da estratégia de alocagdo escolhida. Portantogisadede alocar esta diretamente relacionada

com o grau de aversao ao risco do gestor.

Assim, a estratégia de alocacdo varia de acordo aombjetivos tracados pelo gestor, por
exemplo, minimizar a probabilidade de se obter tenda de aposentadoria inferior a um valor

referencial ou minimizar o risco de uma carteireapan dado retorno esperado.

No presente caso, a estratégia de alocacao prapwsisste na alocacdo anual do montante em
carteiras de ativos selecionadas de forma a miamtzcusto futuro resultante de desvios em
relacGo a meta estabelecida pelo gestor. Tal meta sepresentada mediante valores
referenciais para o fundo de aposentadoria eminatite no periodo de acumulacgéo.

A expressdo que descreve a meta estabelecida garal@ no instante, F; foi definida de

forma recorrente seguindo o modelo de evolucampreado paraf; :

F,,=(F +1S)e" (4-23)
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onder; € o retorno tomado como parametro para a evoldeadmeta estabelecida em cada

instantet.

Tal retorno devera estar calcado em bases racigoaisenham, por exemplo, correlagdo com

0 beneficio pretendido ou com o retorno meédio egfredas carteiras de ativos selecionadas.

Haberman e Vigna (2002) definem o custo no instaatpartir de uma funcéo de perda do tipo

L(x)=x*+ ax, qual seja:

(4-24)

L = (Ft—ft)2+a(Ft—ft) t=1---T-1
OO ) +a(F - f),t=T

Desta sorte, o custo é penalizado quando o furida-se abaixo da meta estabelecida e acima
de certo nivel, qual seja, a meta maisA diferenciacdo de custo observada no instante T

objetiva dar maior importancia a meta final, aurardd a penalizacédo ao se fixae 1.

Figura 4 - Funcéo de Perda;-

S ~ e
pa §

O parametroa reflete o grau de aversdo a@sco do gestor posto que o custo foi descrito
através de uma funcéo de perda cujo coeficient/diesdo absoluta ao risco de Arrow-Pratt é
ra(x) = L (X)/L"(x) = 2/(2x +a,), que depende de.

Nestes termos, o custo total futuro no instandentifica-se a
U k-t
G =) 0L, (4-25)
k=t

onde 0 =1/(1+j) é um fator subjetivo de desconto anual.
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A estratégia Otima de alocacdo sera aquela quemmiio custo esperado futuro, o que

corresponde ao problema de determinar
m =argmin, E[G, |D,] (4-26)

ondeD, ={a,g,...,a;,, fo,... fJO{ Ay x--- X, A, P x---xD}, A € 0 espaco das acgdes

disponiveis no k-ésimo estagi®y corresponde ao espaco de estados da naturezadam ca

estagio 7= {{ a1 i} k=t t+1.... 7-1,05 @ x <1}onde.

Definindo J(D,) =min, E[G, | D, ] t=0,..,T-1, e considerando o principio de otindie de

Bellman resulta a equacéo de recorréncia fundamenta
J(D,) =min_ {L +0 E[J(D,,,)|D;]} (4-27)

Assim, o problema de alocacédo € um problema de@eantertemporal em que a decisdo num

dado estagio depende da acdo da acdo tomada gio estéerior:

Figura 5 — Arvore de Decis&o

Nestes termos, a estratégia 6tima de alocacadfidarste a solucdo da equacao de Bellman.

A solucéo deste problema de programacédo dinamie®)® obtida de forma retrospectiva a
partir do ultimo estagid, procedendo-se de maneira recursiva até o estagjial:

Figura 6 - Problema de Alocacéo




Haberman e Vigna (2002) consideram espacos deossiadependentes. O que propomos é

justamente considerar a dependéncia intertempotia es estados:

Proposicao:

Seja f., =(f, +7S,)(a,e™ +a,e™), a, +a, =100t, t=0,..,T-1, modelo que descreve o

comportamento de um fundo de aposentadoria de wabial fo, onde as sequéncias, { e

{r>4 sé@o descritas por um modelo dindmico polinomia @rimeira ordem, onde

Dews ={au:Ms 20 Do}
Considerd~; a meta para esse fundo em cada instaietao:

(1) sob a condicdo inicial(Dy) = & [(Fr - f)*+a(Fr — f1)], a estratégia 6tima relativa ao

problema de programacao dinamiggD, ) = minan{ L, +9J E[J(D,,,)|D,]} é dada por

90 D %, B9, B0, @) (4-28)
Oy A(f+)g,

a it

(2)3(D,) = AT’ -2Bf +C, (4-29)

onde, A_, =1+ 5%,0\ :

1Lt-1

0

1Lt-1

B =(F,+al2)- (T95:4A ~ 93:4B).,

) ) [0, . ®-g, @F
C,= thl -ak,, +—T292,T—1A —2—1{Js 1 t+ = = 1B +0C,,

gl,t—l gl,t -1 r A

gl,t‘l = g;UZ‘tfl (2) + g/-’l‘t—l (2) B zgﬂl,t—lv/’z,t—l (1'1) >0,

9214 = g/lz‘t—l (2)gﬂ1,t—1 (2) _[gﬂl,t—lv/’z,t—l (1'1)] *>0 !

g3vt_1 = gﬂz,x—l (1)g/11,1—1 (2) + gﬂ2,1—1 (2)g//1,1—1 (1) - g//m—lv//z,x—l (:L'l)(g//zn—l (1) + g/‘l,x—l (1)) >0 !
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N j Tit s . _ L H L
g, (D=EE"|D1ij=12e g, , (.)=E€e""*|D Jj==1

A prova da proposi¢cdo encontra-se no anexo |l.
Corolério

Se admitirmos que em cada uma das classes deaatseqiéncias de retorno anual, digamos,

{ri3 e {r24, sdo independentes e identicamente distribufgas,(u,5°), para i=1,2 entéo:

(1) a estratégia 6tima relativa ao PPD € dada por

_ 9,9, LB (9,0-9,®) (4-30)
g, A(f, +1)g,

a it

(2) J(f)=ATf?-2Bf +C,, ondeA, B; e C; guardam a mesma expressdo de recorréncia

apontada na proposicdo anterior, com os valoresradps ¢'s) que ndo mais dependem do

tempo.
Sob a hipétese consideradla | D; ~ 1| f; => { f; }¢ markoviano =>G;| D; ~ G| ..
Assim, podemos redefinir a funcdo de valoo instante t em funcéo exclusivafge
J(f,) =min_ E[G, | f] t=0,..,T-1 (4-31)
conduzindo, deste modo, a equacéo fundamental
J(f) =min_ {L +J E[J(f.)[f]} (4-32)
cuja solucéo segue o0 mesmo esquema adotado nadar@vaposicao em destaque.

Definida a estratégia de alocacdo serd entdo mbssiediante a simulagdo dos retornos dos
ativos, avaliar entre outras possibilidades o cataptento dos percentuais de alocacédo, a
distribuicdo do montante e da renda de aposentado@a probabilidade de ndo atendimento a

meta.
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O desconheciment priori do valor dos retornos durante o periodo de acw@alamporta em
realizar previsbes que irdo alimentar o modeloldeagéo. Para tanto, h4 de se especificar a
distribuicdo de probabilidades subjacente ao modioretorno. Assim, sob o modelo

polinomial referenciado em (2-19), dois critériesapresentam:

a) simular as trajetérias dos retornos duranterimge de acumulacdo mediante a simulagéao
da distribuicdo conjunta desses retornos, condiciara informacao disponivel a época de
previsao, isto e, simuld(, ,,,...,F, ,v | D, ;) distribuicdo conjunta é simulada a partir das
distribuicbes preditivas a um passo a frente, ande-se um valor dessa preditiva que sera
utilizado como nova informacdo destinada a alintent&iclo de atualizacdo durante o

periodo de acumulagéo: sorteart;ﬂde (r,+ 1Dy ), @ seguir sortear rt:+2de
(s [Ty = rt:ﬂ,Dto); manter o procedimento até obte:r+T, completando deste modo

trajetdria possivel de retorno no periodo de acagad;
b) estabelecer previsbes a partir da distribupgéditiva k passos a frente.

A diferenca entre as unidades temporais em quecEam os dados disponiveis e aquela
utilizada no modelo de retorno implica em um protfdale agregacao no tempo. Por exemplo,
os dados existentes refletem o comportamento mensalmodelo considera a perspectiva

anual.

Se os retornos estiverem representados de forrasitinica e a alternativa de projecdo é o da
simulacdo da trajetdria desses retornos, a agregseada pela simples soma dos valores

sorteados em grupos consecutivos kdelementos k > 1, correspondentes a unidade de

projecao.

De outra forma € necessario estabelecer a digtdbypreditiva correspondente a somakde
retornos, diferida de mudltiplos de isto €, diferida de = kI, | = 0, 1, 2,..., condicionada a

informacéo disponivel no momento da previsao.

Considerando o modelo polinomial de primeira ordegue de imediato que:
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k
o =l + Y W +Vs € (4-33)
j=1
) | k (4-34)
X (K)=D0r . =K+ 1@ e + D Vis
i=1 j=1 =1
Assim, solD, decorrem as preditivas:
k
Moo [ Dy ~ T (M,C + D W +S,), e (4-35)
j=1
k
Xto (k) | DtO N Tnto (kmo ! kZCto + Z J 2VVto+k+l—j + kao) (4-36)
j=1

Se definirmos ,/ X, (k )como sendo a soma #eretornos consecutivos diferidos de= K

k
grupos de retornos, isto &, X, (k) = Zrtomj , entao:
i=1

: S . (4-37)
Z/ xto (k) = kﬂto + kz a)to+j +Z Ja)to"z*'k*'l_j + tho+1+i €
j=1 =1 j=1

4 k
z/ Xto (k) | DtO - Tnlo (kmo ! kZCto + kzz\/\/to+j +z j2Vvto+z+k+1—j + kso) (4-38)
j=1 i=1

Portanto, sob o modelo polinomial, estdo cara@ddag as distribuicbes de probabilidades

necessarias a previsao dos retornos que servifdasgepara o0 modelo de alocacdo proposto.

4.3 SIMULACAO DA DISTRIBUICAO DA RESERVA COLETIVA

Atendidas as condicbes para a conversdao do mordaoteulado no periodo laborativo em
renda vitalicia, a entidade estara sujeita aoeside realocacao dos investimentos, mortalidade

inferior a experiéncia adotada e compatibilidadéuim de caixa.
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Vamos focar os dois primeiros riscos, a partiridaukacdo da distribuicdo de probabilidade da

reserva coletiva no tocante as rendas de aposeiatadacedidas.

Referéncias basicas sobre a distribuicdo resendisiduais e coletivas encontram-se em
Beard et al (1984), Panjer e Willmot (1992) e Bawet al (1997). Enfoques estocasticos
relativos a anuidades atuariais sdo discutidos efmeBne (1990 e 1991) e Soininen (1991),
limites estocésticos para o valor presente de ftiexoaixa e somas de variaveis aleatérias onde
se observa dependéncia estocastica sao tratadDsrut et al (1999), Goovaerts et al (2000),
e Dahene et al (2001).

Preliminarmente a simulacdo da distribuicdo darveseoletiva hd de se caracterizar a

distribuicdo da reserva individual atribuivel a@gdrticipante.

4.3.1 DISTRIBUICAO DA RESERVA INDIVIDUAL

Considere que seja paga ao participante aposedéadi@ade x uma unidade de capital no inicio

de cada ano em que ele sobreviva.

Definaly:t € a variavel aleatéria indicadora da sobrevivi&a individuo de idade a idade

X+H.

X+t

1,emcasodesobrevivéniaaidadex +t (4-39)
0, casocontrario

Assim, a distribuicdo de probabilidadeldg € Bernoulli, com parametrgpx , onde  px =lx+t /
lx elx € o nUmero de sobreviventes a idadeegundo a funcéo de sobrevivéncia derivada da

experiéncia de mortalidade escolhida.

Consequentemente, o compromisso da entidade egdoed® participante aposentado de idade

X, denotado povy , é também uma variavel aleatéria:

w-x-1

V, =1+ 3V, (4-40)
t=1
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. . . 1 . )
onde i € a taxa de juro anual, supostamente naoassica,v :F € o desconto financeiro e
i

w € a idade limite da tabua, isto €, a idade em §oeeristem mais sobreviventds#£0 ).

W-X

., , . 1-v
A variavel aleatérid/y assume os valores 1+v, 1+v+ V...,

, segundo a distribuicao

de probabilidades a seguir:
P(\/X = 1)= P(l X= O, |X+1=O,..., IW_;L:O) = P{ X= O) = 1'px = qx

P(\/X = 1+V) = P(l X= 1, |X+1=O,..., IW_;L:O) = P(Xz 1) Pq X+1= O / |X= 1) = quX+1

Generalizando, obtemos:
PV = 1+Vv2+ ...+v") = P( =1, k=1, ... ka=1, haks1=0,..., L1=0) =

= P(|X=1) PQ X+1= 1 /IX=1) Pq x+k— 1 /Ix+k_1:1) PQ X+k+1— O /IX+|(:1) =

l + _Ix+ +
= PxPrt- - BeskOerkes 1= kPxCherk = % k=0, ... w-x-1 (4-41)

X

ESPERANCA E VARIANCIA DEV,

A esperanca d&, € obtida a partir da propriedade da esperancaoddinacao linear de

variaveis aleatérias:

(4-42)

w-x-1

E[Vx] = E|:1+W_zx_i/kl x+kj| =1+ W_Zx_i/k E[I x+k] = ka k px = ax
k=1 k=1 k=0

0 que corresponde a anuidade atuarial relativaagmrpento de uma renda vitalicia anual
antecipada no modelo deterministico.

Analogamente, obtemos a expressao para a vardadia:
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w-Xx-1w-x-1 w-X-1w-x:

Var[VX]:V{l"' W_Zx_i/kl x+k} - z ZCO\'{VmI x+m VO x+n] = _i/ernCO\’{I x+m? I x+n]
k=1

m=1 n=1 m=1  n=1
COV[lxems Ixen] = Ellxem Ixen] = Ellxeml. Elxen]

Ellxem: Ixen] = Plyem = 1, Ixen =1) = Plxemaxim.ny=1) = maxm.njPx
Dai, coVlx+m, lx+n]l = maxmnyPx - mPx n Px

Portanto,

W-Xx-1w-x-1

Var[Vy] = Z va+n[max{m,n} Px ~mPx-n px] (4'43)

m=1 n=1

4.3.2 RESERVAS MATEMATICAS COLETIVAS

Supondo que existaM aposentados, a reserva matematica coletiva é a dasN reservas

matematicas individuais:
N
V =>V, ,onde x é a idade d&-ésimo individuo.
k=1
Admitindo-se que a experiéncia de mortalidade enttividuos da-se de forma independente,

a distribuicdo d& corresponde a distribuicdo da somaNdeariaveis aleatorias independentes.

A obtencdo da distribuicdo exata Wepode ser determinada mediante técnicas tais como
convolucdes e funcdes geratrizes. Ocorre que pasgfaticos o tamanho dé¢ inviabiliza a

adocao dessas técnicas, 0 que pode ser contorresttiante a simulacéo de V.

4.3.3 CARREGAMENTOS DE SEGURANCA

A fase de distribuicdo inicia-se com a conversaontmntante alcancado em uma renda
vitalicia, cujo valor inicial deriva da equacédo eguilibrio geralM = b & , ondeM é o

montante alcancado na idagleb o beneficio inicial de aposentadoridye valor esperado de
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uma renda vitalicia unitaria paga anualmente, demdoantecipada, ao participante que se

aposentar com a idage

Nestes termos, estima-se o0 beneficio a partir tir esperado da renda sem que se expresse a
margem de seguranca envolvida na aplicacdo do moa@btando-se 0 mesmo procedimento

para estimativas de valor da reserva coletiva.

A questdo relevante no processo de conversdo ectandie estimacdo do valor da reserva
coletiva é saber qual o coeficiente de carregamdmtgeguranca a ser aplicado sobre o valor
esperado da renda (ou da reserva coletiva) paragjtenha uma probabilidade maior ou igual

a (1-a)% de que a reserva mateméatica ndo venha a s@stearalor carregado.

Entre as solucbes possiveis a questdo destacamugtodos da distribuicdo acumulada, da

aproximacao pela distribuicdo normal e a utilizagéalesigualdades.

O meétodo da distribuicdo acumulada toma por bassordhecimento da distribuicdo de

probabilidade da variadvel aleatdria de interessedeusua simulacdo. Seja X tal variavel
aleatoria. Uma vez fixado o nivel de certeza, bastentificar pela distribuicdo acumulaéia

o valorp* tal queFx (p*) = 1-a, isto é p* = F,*(1—a )Assim, o carregamento de seguranca

aplicavel ao valor esperado de X é simplesmente
A =p*/E[X] -1 (4-44)

A convergéncia da distribuicdo de somas de vas&deiatorias independentes com momentos
de segunda ordem finitos é a assegurada pela Lei Gi@andes Numeros. Portanto,
considerando que a distribuicdo da reserva coléfivini representada como a soma de
variaveis independentes com variancia finita, degde se tenha um grande numero de
parcelas, pode-se dizer guwe= Normal(EM],Var[V]). Assim, o coeficiente de carregamento

A decorre da relacdo Ve (1+ 1) E(V]) =1 -a, isto €,

A = EVJ+ z1. (Var[V]) 2 (4-45)

Desigualdades como a de Tchebycheff (a) e Canfie)li definem valor limite para a

probabilidade de eventos aleatérios utilizandogenas o conhecimento de algumas medidas
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associadas a distribuicdo de probabilidade subjadecomo, por exemplo, o valor esperado e

a variancia:

X])*

(a) P(|X—E[X]|ss)21—%,g>o (4-46)

&

(Var[X])*
(Var[x])* +&2

(b) PX-E[X]=<e&)21- (4-47)

No caso em tela, sdo conhecidos o valor esperadeagiancia das distribuicbes das reservas
matematicas individual e coletiva o que permitiréatculo do carregamento de seguranca a
partir da desigualdade de Cantelli posto que adtheldycheff superestima o valor limite para a

probabilidade de eventos de interesse.

Logo, o carregamento de seguranca surge da relacao:

Valv)® .

-E[V]<A >1- >1-a,¢2
B 77 V7)Y PT=17)
ou seja,
1= ( (- a)Var[ZV]J = [1‘_0) q| (4-48)
a(EV]) a

ondeq € o coeficiente de variacdo da variavel aleatdri€urioso observar que para o nivel
de confianga de 50%, o carregamento de seguraegafich-se ao coeficiente de variagao.
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5 APLICACAO

Seguindo a dicotomia sugerida no capitulo 3 pam@valiacdo de planos de contribuicdo
definida, o presente capitulo contempla a aplicalghmodelos discutidos no capitulo anterior
relativamente as fases de acumulagéo e distribiigégplanos CD. Na primeira fase é dada
énfase no modelo individual de acumulacado, enquaatsegunda o enfoque é coletivo, onde
se avalia a situacdo de uma carteira de aposerdsadda entidade de previdéncia
complementar EXEMPLO.

5.1 FASE DE ACUMULACAO

Preliminarmente a aplicagdo concentra-se na fasemwacao de um plano de aposentadoria,
estruturado na modalidade CD, oferecido pela ettid&EMPLO. A perspectiva do beneficio
inicial de aposentadoria é avaliada a partir dodetos deterministico e estocastico, expressos
pelas equacbes (4-15) e (4-22), este ultimo ciomido a uma politica étima de alocacao de
ativos (4-26). Para tanto, foram selecionados Zispetarios de ingresso em planos CD
correspondentes as idades de 25 e 35 anos.

O plano de beneficios oferecido pela entidade eked que a renda anual vitalicia
aposentadoria sera calculada com base no montativedual alcancado aos 60 anos de idade

e paga de forma antecipada a partir desta idade.
5.1.1 PREMISSAS
As premissas consideradas no desenvolvimento aaegfbd foram as seguintes:

a) taxa de contribuicdor , fixada em 0,108, correspondente a diferenca emtadiquota
maxima brasileira para deducdo da base de calaulmnposto de Renda com contribuicdes
para entidades de previdéncia complementar, estabdalem 12%, e a taxa de administragao,
arbitrada em 10%;

b) experiéncia de mortalidade geral, segregadagay, baseada na AT-83 (TSA,Vol XXXIl,
pp.674-735);
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c) fundo inicial considerado nulo, isto €, ndo sasideram os efeitos da portabilidade de

direitos ou poupanca individual ao ingressar naladg;
d) salario anual inicial igual a 1 u.m. (unidadenetdria);
5.1.1.1 MACRO ALOCACAO DE ATIVOS

As oportunidades de alocacéo foram segmentadasadeira macro em duas carteiras: ativos
de renda variavel, cujos retornos estéo sujeifaguacao significativa de mercado, e ativos de
renda fixa, onde a variabilidade dos retornos déasenenor escala.

O modelo de simulacao de retorno utilizado pressup@ em cada uma das classes de ativo as
sequéncias de retorno anuak 4 e {r» ¢, sejam independentes e identicamente distribuidias
sorte queri; ~ N(u4,0°), para i=1,2, comu;=> u, e gis05>0,onderi; e K sdo

correlacionados, com coeficiente de correlggds o,

Os parametros das distribuicbes e o coeficienteateelacdo utilizados na projecdo dos

retornos foram definidos em funcéo de 3 cenérioas pduturo:
CENARIO-1

Os analistas de risco da entidade EXEMPLO definenindices BOVESPA e SELIC como
referenciais para o retorno das carteiras de rgadavel e fixa, ambos deflacionados pelo
indice Geral de Pregos no conceito de disponikdanterna (IGP-DI), divulgado pela
Fundacao Getulio Vargas (FGV);

O indice BOVESPA - Ibovespa é o mais importantecaabr do desempenho médio das
cotacdes do mercado de acbes brasileiro, que rigau snodificacbes metodoldgicas desde a
sua implementacdo em 02/01/1968, enquanto a tak#CSEo resultado da média diéria das

negociacdes dos titulos publicos federais, ou égjgreco do dinheiro;
CENARIO-2

Neste cenario, admite-se no futuro de longo pramoajretorno das carteiras de renda fixa e

variavel acompanhe os indices de mercado do RemdoUreferentes a bolsa de valores
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(equitieg e de titulos do governdJK-Bondg. Os parametros referentes as distribuicdes de
interesse foram estimados como a média, o desdépa o coeficiente de correlagdo dos
retornos reais historicos observados no periodb9@e® a 2001, conforme consta do relatério
“Rates of return for FSA prescribed projectibrdivulgado em junho de 2003 pelehe
Financial Services AuthorityFSA). A FSA é um 0rgdo ndo governamental do Rélnalo,
independente, com poderes estatutarios conferidims“pinancial Services and Markets Act
2000.

CENARIO-3

Este dltimo cenario considera o retorno das cagesm referéncia compassado com os indices
de mercado de acgfestdck$ e de titulos do governdJE-Bond¥ dos Estados Unidos. O
periodo de observacdo e as estimativas seguenédccidescrito no cenario de nimero 2 e

dados obtidos no referenciado relatério da FSA.

Os parametros concernentes as distribuicdes daiostnos trés cenarios constam da tabela

que se segue:

Tabela 1 — Parametros para Proje¢céo de Retornos

CENARIO MEDIA (1) DESVIO PADRAO (0)| CORELACAO(p)
Acdes Tit. Gov Acdes Tit. Gov | Acdes X Tit. Gov.

1 0,0950 0,0510| 0,1660 0,0420 0,7500

2 0,0542  0,0127| 0,1919 0,1370 0,5600

3 0,0631  0,0161| 0,1965 0,0956 0,4200

Em todos os cenarios os retornos foram calculaddercha geométrica evitando, deste modo,
o0 comportamento anormal dos indices sob a hipa@essormalidade, conforme descrito por
Jorion (1997).

A taxa de juro utilizada no calculo da anuidadeespondente a renda de aposentadoria foi
fixada em fungdo do cenario relativo & macro alécage ativos, considerando-se 6% no
cenario-1, que é o limite maximo permitido na ligido brasileira em vigor (Resolucdo CGPC
N° 11 de 21/08/2002), e 3% nos demais cenarios amef@revisto nas projecées da FSA,

implicando em fatores de desconto subjetivos dé3396 e 0,970874 respectivamente.
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A meta estabelecida para o fundo individual noaimitt foi fixada inicialmente em termos de
uma taxa de retorno uniforme, no periodo previsto de capitalizacdo, de forma guwalor
futuro das contribuicdes se iguale ao valor atoal @hcargos com o pagamento de uma renda
anual, antecipada, de carater vitalicio, equivalemtl00% da renda anual que percebia o

participante em atividade. Os valores utilizadasstam da tabela abaixo.

Tabela 2 — Taxa de Retorno Uniformg (

Prazo (em anos) Prazo (em anos)
Sexo Cenario 1 Cenarios 2 e 3
25 35 25 35

Masculino 0,098 0,056 0,114 0,068
Feminino 0,103 0,060 0,120 0,073

Alternativamente a meta para o fundo individualesiabelecida em termos da média das taxas
de retorno de acdes e titulos do governo, confasnoenério adotado, no que passamos a

denominar meta em funcéo das taxas de mercado.

A penalidade imposta ao custo na meta terminalressp pelo parametr8 foi de duas
unidades 2, enquanto o paramettajue reflete o grau de aversao ao risco, tevevaleu foi

especificado em zero, denotando total aversasao.ri

A avaliacdo do risco foi conduzida a partir da pitmbdade do n&o atendimento da meta
terminal, mensurada pela razdo entre o numerolldgsfao atendimento a meta termimgl, e

o0 numero de simulacdes realizaddsisto éP = N;/N.

Os encargos com aposentadoria foram calculados lwase na anuidade antecipada
considerando-se a idade de 60 anos, a experiéacieodalidade indicada (AT-83), segregada

por sexo, e a taxa de juros associada a cada@enari

Tabela 3 — Anuidade para Calculo da Renda de Apaderia

Qeo
Sexo Juro
3% 6%
Masculino 16,234105 12,236279
Feminino 18,119698 13,277799
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MODELO DE RETORNO REAVALIADO

O historico dos principais indicadores do BrasiVeta, de forma inequivoca, extrema

volatilidade em seus indices representativos.

Aduza-se que com a globalizacdo dos mercados skeva- quantidade de fatores que
influenciam o comportamento desses indices, quelléma instancia tem o seu poder de

explicacéo reduzida na medida em que o tempo passa.

Nesse ambiente, extremamente dinamico, afigur&@e maior propriedade, um modelo
sequencial de sorte a permitir o constante apraddizm face da incorporacdo de novas

informacoes.

Assim, o problema de alocacdo étima sob o conakbtaneta foi revisto onde se considera
retorno de forma dindmica e dados histéricos wiasg de indices representativos de renda

fixa e variavel ja citados.

O modelo de retorno de momentos estacionariosulostguido pelo modelo polinomial de

primeira ordem, com variancia constante e descaotdgadescrito em (2-19):

A previsdo dos retornos foi feita a partir de dadiggdricos mensais das taxas selic e do indice
mensal do ibovespa no periodo de 01/1995 a 02/Z®4ambos os casos foram utilizados o
indice nacional de precos ao consumidor INPC/FIBGEO deflator e retornos tratados em

termos logaritmicos.

Os fatores de desconto utilizados nos modelos tdence (selic e ibovespa) foram fixados de

forma subjetiva, seguindo a sugestao da literafuesaponta como valor tipiéo= 0,98.

Preliminarmente as séries de retornos foram trabdath de forma independente, e
posteriormente correlacionadas utilizando-se a rdposicdo de Choleski relativamente a
matriz de correlacéo, considerada estatica. Fommideradas 5 hipoteses de correlacdo entre

as séries, a saber: -1, -1/2, 0, 1/2 e 1.

A partir de cada preditiva a um passo foi sorteado retorno mensal e utilizado como

informacéo destinada a realimentar o ciclo de &agho durante o periodo de acumulacéo.
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Desta forma, para cada série considerada foramsf&t000 simulacgbes independentes de

trajetorias de retorno, compreendendo o ciclo denatacao.

Os retornos anuais foram obtidos somando-se ad@a meses 0s correspondentes retornos
mensais, resultando desta forma em 3.000 amostraisttibuicdo de retornos anuais, para
cada ano na fase de acumulacdo. Deste modo, emacaddo periodo de acumulacédo a
distribuicdo dos retornos anuais foi aproximada permal com média e variancia, parametros

estes obtidos a partir dos dados amostrais olgpiolosimulagao.

O modelo de acumulacéo utilizado seguiu a formanidief em (4-22), e a alocacéo 6tima o
disposto na proposi¢cdo, considerands0e 8=2, enquanto o perfil etario de ingresso

considerado foi de 25 anos de idade (35 anos dewagado), sexo masculino.
5.1.2 RESULTADOS

5.1.2.1 MODELO DETERMINISTICO

A projecdo do beneficio inicial de aposentadoriadiar@e a aplicacdo do modelo
deterministico (4-15), considerando-se os peréisas de ingresso e as taxas médias de retorno

(r) nos cenarios definidos, esta sintetizada nadabsekguir:

Tabela 4 — Projecéao do Beneficio Inicial

RETORNO (%a.a.) BENEFICIO INICIAL PROJETADO
CENARIOS ACOES TITULOS DO r IDADE 25 ANOS IDADE 35 ANOS
GOVERNO MASC. FEM. MASC. FEM.
1 9,50 5.1 7,30 1,49 1,37 0,65 0,60
2 5,42 1,27 3,35 0,45 0,40 0,26 0,24
3 6,31 1,61 3,96 0,51 0,46 0,29 0,26

Avaliando os resultados obtidos, verifica-se queeeficio projetado para os participantes que
aderem ao plano de aposentadoria aos 25 anos supereficio dagueles que ingressam com
a idade de 35 anos. Tal fato ocorre em virtudecdatibuicbes serem de igual valor em prazos
distintos de capitalizacdo relacionados a umafdatd Unica para a conversao do montante em

renda de aposentadoria.
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Outro aspecto observado refere-se ao beneficicetpdy) para os participantes do sexo
feminino que se mostra inferior aqueles indicadms @ sexo masculino. A diferenca entre as
projecdes resulta da longevidade feminina queraupeorrespondente masculina, implicando

em maiores custos com a aposentadoria de mulheres.

Os beneficios projetados no cenario 1 sdo maiareg projetados no cenario 3 que, por sua
vez, superam aqueles apontados no cenario 2, camge@iéncia das taxas de retorno

intrinsecas a cada cenario.

De forma global, os beneficios projetados sdoimrfes a 68% da remuneracédo do participante,

excetuando-se a condicao de ingresso aos 25 andadiesob o cenario 1.

5.1.2.2 MODELO ESTOCASTICO

Os resultados ora apresentados foram obtidos ia ¢ar8.000 simulacdes realizadas para cada
perfil etario de ingresso, segregado por sexo, @&ma cenario avaliado, nos conceitos de meta
Os programas de célculo e simulacéo relativos addfumeta, alocagdo e montante, foram

desenvolvidos no ambiente s-plus.
META EM FUNCAO DO BENEFICIO

Observadas as premissas estabelecidas para estga@p| o resultado da aplicacdo do modelo
de simulacao indicado encontra-se sumarizado reatab seguir, onde se apresentam, para
cada cenario e perfil etario de ingresso, as stats$ relativas a simulacédo do beneficio inicial

e a probabilidade de nao atendimento a meta.

Tabela 5 Simulacdo do Beneficio Inicial de Aposeoti
CENARIO 1 CENARIO 2 CENARIO 3

ESTATISTICAS 25anos  35anos  25anos  35anos | 25anos  35anos 25anos 35anos | 25anos  35anos  25anos 35 anos
masculino masculino feminino  feminino | masculino masculino feminino  feminino [ masculino masculino feminino  feminino

Média 1,007 0,691 0,980 0,649 0,554 0,323 0509 0,29 0,605 0346 0559 0,310
Desvio padrdo 0,152 0,191 0,150 0,193 0,292 0170 0279 0,154 0,250 0155 0247 0141
Percentis
0,050 0,777 0,391 0,717 0,360 0,203 0135 0183 0121 0,258 0161 0231 0,144
0,250 0,922 0,541 0,906 0,499 0,341 0,208 0307 0,187 0,412 0238 0370 0213
0,500 0,997 0,685 0,977 0,629 0,491 0282 0445 0253 0,568 0312 0513 0,280
0,750 1,090 0,847 1,063 0,797 0,711 0,391 0652 0,351 0,779 0415 0718 0372
0,950 1,265 0,985 1,220 0,972 1,087 0,647 1,029 0,578 1,047 0654 1010 0,586

Probabilidade de néo
atingir a meta
Meta definida em fungéo do beneficio

0,474 0,965 0,578 0,978 0,919 0994 0944 0,997 0,924 0997 0948 0999
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Comparativamente as taxas de retorno dos ativosta fixada em termos do beneficio final
de aposentadoria importou em altas taxas refeiend& retorno anual a excecdo daquelas

estabelecidas para o perfil de ingresso aos 25dmmade no cenario 1.

Os gréficos referentes aos percentis de alocagéa & percentis do montante frente a meta

estabelecida constam do anexo lll.

Diante dos resultados obtidos, em que se consideoatnibuicdes estaticas de 10,8% sobre o
salério, observa-se em cada cenario avaliado, gistrbuicdo do beneficio inicial relativa aos

participantes que ingressarem aos 25 anos de dtadma aquela relativa aos que ingressam
ao 35 anos, isto é, para um dado nivel de benedfomiesenta maior probabilidade de se obter
valores maiores ou iguais a esse beneficio, geraekie modo, melhores beneficios com

menor possibilidade de ndo atendimento a meta.

A mesma dominancia também é verificada quando akaaa distribuicdo do beneficio inicial

referente aos sexos masculino e feminino. Comparagnte aos homens, as mulheres
apresentam, para um dado nivel de beneficio, pilatsde menor de obter valores iguais ou
superiores a esse nivel, conduzindo, desta formagemores beneficios e possibilidade de

atendimento da meta estabelecida.

De modo geral, as distribuicbes de beneficio n@amerl apresentam dominancia em relagéo
aos cenarios 2 e 3 , gerando melhores beneficiogier probabilidade de alcancar a meta
firmada. Mais discretamente, as distribuicbes doage 3 dominam, no sentido ora

considerado, aquelas relativas ao cenario 2.

A probabilidade de ndo atendimento a meta é elevagserando a 91% em quase todos 0s
casos, a excecdo do observado no cenario 1, gerifiigresso 25 anos, que € de 47,4% para o

sexo masculino e 57,8% para o feminino.

A distribuicdo dos beneficios depende diretamende distribuicio do montante, cujo
comportamento esta atrelado as distribuicdes deneidos ativos financeiros considerados e

do percentual de alocacéo atribuido a cada um.deles
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Considerando o perfil etario de ingresso aos 25,as&x0 masculino, cenario 1, e tomando a
mediana da distribuicdo do percentual de alocagéioeada variavel como base, o modelo de
alocacdo indica participacdo decrescente no segndentenda variavel até o limite de 0% no
14° ano, permanecendo nesse patamar durante o praaoascente; para o sexo feminino a
participacdo segue o padrao masculino, com a jpat@& em renda variavel estendida até o
22 ano .

Sob o mesmo perfil etario de ingresso, considerasdoenarios 2 e 3, o modelo sugere alocar
0 maximo permitido em ac¢des durante todo o pertelacumulacéo, considerando com grau
de confianca de 75%. No perfil etario de ingress® 3b anos a estratégia 6tima aponta para o

percentual maximo de alocacéo em agdes.

Sintetizando, a estratégia Otima de alocacdo inuputaior participagdo em renda variavel

quanto maior foi a meta estabelecida.

Os graficos a seguir mostram os percentis da llistdo do percentual 6timo de alocacdo em
renda variavel, durante o periodo de acumulacdatjwves ao cendrio 1. A expressao gréafica

dos demais cenéarios encontra-se no anexo lll.

Graficos 5-1

Percentis de al* - Cenario 1 Percentis de al* - Cenario 1
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META EM FUNCAO DAS TAXAS DE RETORNO DE MERCADO

Considerando a nova meta, novas simulagcfes foratuaelas, cujos resultados encontram-se

compilados na tabela que se segue e graficos cvestdo anexo V.

Tabela 6 — Simulac&o do Beneficio Inicial de Aposéearia

CENARIO 1 CENARIO 2 CENARIO 3

ESTATISTICAS | 25anos 35anos 25anos  35anos | 25anos  35anos 25anos 35anos | 25anos  35anos 25anos 35 anos
masculino masculino feminino  feminino | masculino masculino feminino feminino | masculino masculino feminino feminino

Média 1,292 0,580 1,190 0,535 0,418 0,250 0,374 0,224 0,456 0,263 0,408 0,236
Desvio padrdo 0,253 0,095 0,233 0,088 0,195 0,105 0,175 0,094 0,140 0,071 0,125 0,064
Percentis
0,050 0,785 0,393 0,723 0,362 0,186 0,125 0,166 0,112 0,242 0,153 0,217 0,137
0,250 1,163 0,534 1,072 0,492 0,288 0,184 0,258 0,164 0,363 0,216 0,325 0,193
0,500 1,342 0,596 1,237 0,549 0,384 0,234 0,344 0,210 0,450 0,260 0,403 0,233
0,750 1,458 0,642 1,343 0,591 0,497 0,295 0,445 0,264 0,529 0,304 0,474 0,272
0,950 1,625 0,710 1,497 0,655 0,769 0,429 0,689 0,385 0,706 0,389 0,633 0,349

Probabilidade de ndo
atingir a meta
Meta definida em funcdo da média de mercado

0,807 0,795 0,807 0,795 0,668 0,649 0,668 0,649 0,704 0,683 0,704 0,683

No que se refere ao perfil etario de ingresso e,sexresultados obtidos sob a nova meta, séo
analogos aos obtidos com a meta anterior, ondst@bdicdo do beneficio inicial referente ao
perfil de ingresso aos 25 anos domina a correspo@@® ingresso aos 35 anos de idade, assim
como a distribuicdo do beneficio inicial dos pépantes do sexo masculino domina a

correspondente ao sexo feminino.

Também as distribuicbes de beneficio no cenariprésantam dominancia em relacdo aos
cenarios 2 e 3. De modo geral, as distribuicbesai@rio 3 apresentam dominancia parcial

relativamente aquelas observadas no cendério 2.

A probabilidade de ndo atendimento varia de 64,920,4% nos cenarios 2 e 3, enquanto no

cenario 1 é proxima a 80%.

Fixados o perfil etario e o cenério, a probabilelaé ndo atendimento a meta é a mesma para

0S sexos masculino e feminino.

A estratégia 6tima de alocacéo indicada pela madiarputou menor participagdo em acdes, a

excecdo do perfil etario de ingresso aos 25 anosenario 1. Nesse cenario, os graficos 5-2
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mostram que segundo a mediana, a alocacdo em debessce do limite maximo de

participacdo (50%) até 11% ou 9% sob os perfis nigresso aos 25 anos ou 35

respectivamente.

Percentis de al* - Cenario 1

Graficos 5-2
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No cenario 2, considerando os perfil etario deeago aos 25 anos a estratégia 6tima ditada
pela mediana sugere aplicar em acGes somenteiadmft4 ano, de forma crescente, até um
valor maximo de 38%; no outro, a indicagdo é aralagiciando-se a participacdo naquela
modalidade de investimento nd#&ho, crescendo essa participacéo até o valorde 34

Graficos 5-3

Percentis de al* - Cenario 2 Percentis de al* - Cenério 2

wn wn
S - S 7
/ ,
/ — % /
y S 25% e
h / --= 50% S /
/ - 75% Y
95%
@ | © /
o o ’
g / g
@ @ /
~N N
S / S
- / 4 5%
! d e 25%
° / ° ~ 50%
; 75%
95%
o | ol g
o o
T T T T T
10 20 30 10 20

t
Masculino, Ingresso 25 anos

70

t
Masculino, Ingresso 35 anos




al*(t)

Apontada pela mediana, a participacdo Otima no eetgmacionario da-se de forma
decrescente no cenario 3, com valor inicial de 5@%abilizando-se em torno dos 24%,
considerando o perfil etario de ingresso aos 25,ammuanto no outro a estabilizacdo situa-se

proxima aos 21%.

Graficos 5-4
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A projecéo dos beneficios com base nos modelosni@istico e estocastico consta da tabela a

sequir:

Tabela 7 — Beneficios Projetados

Idade 25 anos Idade 35 anos
Cenarios Masculino Feminino Masculino Feminino
D M1 M2 D M1 M2 D M1 M2 D M1 M2
1 1,49 1,00 1,34 1,37 0,98 1,24 0,65 0,69 0,60 0,60 0,63 0,55
2 0,45 0,49 0,38 0,40 0,45 0,34 0,26 0,28 0,23 0,24 0,25 0,21
3 0,51 0,57 0,45 0,46 0,51 0,40 0,29 0,31 0,26 0,26 0,28 0,23

Onde, D é o beneficio projetado pelo modelo detéstico, M1 é amediana da distribuicdo
de beneficios sob a meta de beneficios2eé mediana da distribuicdo sob meta de retorno de

mercado.

71



Excecéo feita ao perfil de ingresso aos 25 anosemério 1, os beneficios projetados pelo
modelo deterministico sdo inferiores aqueles eskimgpela mediana, sob meta fixada em
termos de beneficio.

Beneficios estimados pela mediana no conceito déa nie beneficio superam os
correspondentes sob meta de retorno de mercadaead® do perfil de ingresso aos 25 anos

no cenario 1.
MODELO DE RETORNO REAVALIADO

A média e o desvio padrao das distribuicbes amimigetorno obtidas a partir dos retornos
mensais simulados pelo modelo descrito em (2-1@predo nula a correlacdo entre os ativos

considerados, constam dos gréficos a seguir:
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No caso Selic, as médias das distribuicdes anuiaiansse no intervalo (0,109 ; 0,110),
enquanto os desvios padrdo apresentam-se de foewr@sdente, partindo de um valor
aproximado de 0,035 e estabilizando-se proximo,@230

Considerando o Ibovespa, as médias das distritaiigdeais de retorno concentram-se no
intervalo (0,047 ; 0,050). Também se apresentarfomea decrescente no tempo, com valor

inicial proximo a 0,084 e estabilizacdo préximodde@s4 ao final do periodo de acumulagéo.

O anexo VIl contempla os graficos de evolucdo terapde médias e desvios padrdo das

distribuicdes de retorno anual onde se faz preseoterelacao.

A aplicacdo do modelo de alocacédo, considerandmamica das médias e desvios obtidos
pelo modelo de retorno referenciado, revelou esprasvariabilidade na distribuicdo simulada
do beneficio inicial, conforme o grau de correlagétre os ativos selecionados:

Tabela 8 — Simulac&o do Beneficio Inicial de Aposéearia

) Correlacédo
ESTATISTICAS
p=-1]p=-05| p=0 p=05 p=1
Média 2,084 1,101 2,532 4,578 3,011
Desvio padrao 0,508 0,463 1,621 3,388 2,829
Percentis
0,050 1,761 0,809 1,564 1,668 1,500
0,250 1,763 0,827 1,729 2,804 1,692
0,500 1,798 0,897 1,833 3,460 1,850
0,750 2,250 1,206 2,753 5,231 3,214
0,950 3,171 2,008 5,501 10,906 7,860
Probabilidade de ndo | o 5y, | o368 | 0354 | 0371 | 0406
atingir a meta

Meta definida em fungdo da média das taxas previstas de mercado

Sob correlacdo positiva o valor dos beneficios peéliana apresenta-se superior aqueles

sujeitos a correlacdo negativa, embora os primejpossentem maior variabilidade.

As probabilidades de ndo atendimento a meta s&oiaords a 41%, sendo praticamente nula

em presenca de correlagdo negativa perfeita.
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A estratégia de alocacdo 6tima apontada pela medjaandopo= 0 € de que em todo o

periodo de acumulacdo 50% dos recursos sejam ithvestm acdes, exceto na hipdtese em
que o indice de correlacdo entre os retornos é égsd\hipotese, a estratégia indicada pela
mediana da distribuicdo € a de aplicar 50% dosrsesudurante os 21 primeiros anos de
acumulacéo, reduzindo-se essa participacao atiite lde 33% nos 14 anos restantes. Os
graficos 5-6 ilustram os percentis da distribuigdocacdo Otima no tempo e do montante

comparativamente a meta estabelecida.

Graficos 5-6
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Constam do anexo IX os demais graficos ilustratdas distribuicbes de alocacdo e montante

sob as correlagdes indicadas na presente aplicagao.
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5.2 FASE DE DISTRIBUICAO

Nessa fase, a aplicagdo consiste em avaliar &8du#a carteira de aposentadoria da entidade
de previdéncia complementar EXEMPLO no que concaosecompromissos dessa entidade
perante seus participantes, isto é, relativamemepagamento das rendas futuras de

aposentadoria.

A metodologia adotada consiste na simulacdo daves®letiva (4-36) a partir das reservas
individuais (4-32), analisando-se a necessidadaptiear carregamento de seguranga sobre o
valor esperado da reserva coletiva, de modo qoensa pelo menos 50% de certeza de que o

compromisso total com o pagamento de aposentad@@exceda o valor carregado.

A entidade EXEMPLO opera uma carteira de aposentdgegmentada em grupos de
participantes que se aposentaram em situacdo o \(Aposentadoria programada) e como
invalidos (aposentadoria por invalidez), cujo pedncontra-se sumarizado nas tabelas
constantes do anexo V.

5.2.1 PREMISSAS

Para avaliar a carteira foram estabelecidas cosmipsas:

a) as aposentadorias sao pagas aos participasgsa dntidade sob a forma de renda anual

vitalicia antecipada;

b) mortalidade de geral, segregada por sexo, segarekperiéncia AT-83 (TSA XXXIII, pp
675-735) ;

c) mortalidade de invalidos, segregada por sexpressa pela tabua AT-49 (TSA Vol | pp
368-393)

d) os recursos garantidores das obrigacdes daadetidEXEMPLO com a carteira de
aposentadorias, avaliados em 31.12.2004, totalRé490.000.000,00;

e) aaplicacdo dos recursos garantidores asseguratorno real e certo de 6% ao ano.
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5.2.2 RESULTADOS

Com base nestas premissas foram geradas as dggiebude probabilidade da reserva
matematica individual, para cada idade, consideramd beneficio anual de R$1,00. Constam
do anexo VI exemplos de distribuicdes da reserdwintual relativas as idades de 50, 60, 70 e

80 anos, sexos masculino e feminino em ambas éxqoéas de mortalidade.

Medidas associadas a essas distribui¢cdes de plidadbs, tais como, média, variancia, moda,
coeficiente de variacdo e p* (ponto a partir dol gquaeserva matematica tem probabilidade
menor ou igual a 50% de assumir valores superéedg) encontram-se sumarizadas no anexo
VII.

O coeficiente de variacdo das reservas individuzosforme se observa nos gréficos 5-7,
cresce com a idade, revertendo-se tal tendénnisagoroximidade do limite etario da tabua de
mortalidade tomada como referéncia. Nestes gratibssrva-se, também, que os coeficientes
relativos ao sexo masculino superam o femininordara fase de seu crescimento, passando a

ter comportamento similar préximo ao extremo supeatas idades.

Graficos 5-7
Coeficiente de Variagdo por Idade Coeficiente de Variagao por Idade
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Os gréficos 5-8 indicam que comparativamente aorya a média referente as distribuices
da reserva individual se apresenta inferior, rewveld-se tal tendéncia nas idades mais
avancadas. Assim, nas idades iniciais de aposerda@o probabilidade de se efetuar

pagamentos futuros superiores ao valor esperadesdava matematica € superior a 50%.
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Tal fato sugere a adocdo de carregamentos de segusabre o valor esperado da reserva
matematica individual de sorte que a conversao dotante em renda de aposentadoria
corresponda a uma probabilidade menor ou igual% 86 que o pagamento de beneficios
futuros supere o referido montante.

Graficos 5-8
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Idade Idade

A significancia do carregamento aplicavel a resenaaematica individual depende da idade

em gue ocorra a conversao do montante em rendpodergadoria, reduzindo sobremaneira o
valor inicial do beneficio de aposentadoria.

O impacto no valor inicial do beneficio em idadgscas de aposentadoria, considerando o

carregamento calculado com base na medida p* gst&semtado nas tabelas 5-9 e 5-10
apresentadas a sequir:

77



Tabela 9 — Impacto no Valor Inicial do Beneficid 49

Idade Média p* Carregamento Redugéo
Fem Masc Fem Masc Fem Masc Fem Masc
35 15,98 15,38 16,52 16,14 0,03407 0,04929 | 0,03294 | 0,04697
36 15,89 15,26 16,46 16,05 0,03561 0,05153 | 0,03438 | 0,04900
37 15,80 15,14 16,46 15,95 0,04151 0,05344 | 0,03985 | 0,05073
38 15,71 15,01 16,38 15,85 0,04285 0,05570 | 0,04109 | 0,05276
39 15,61 14,88 16,31 15,74 0,04460 0,05758 | 0,04269 | 0,05444
40 15,50 14,74 16,22 15,62 0,04674 0,05977 | 0,04466 | 0,05640
41 15,39 14,59 16,14 15,50 0,04860 0,06225 | 0,04635 | 0,05860
42 15,28 14,44 16,05 15,37 0,05015 0,06428 | 0,04776 | 0,06039
43 15,16 14,28 15,95 15,23 0,05205 0,06654 | 0,04947 | 0,06239
44 15,03 14,12 15,85 15,08 0,05429 0,06828 | 0,05150 | 0,06391
45 14,90 13,95 15,74 15,08 0,05616 0,08129 | 0,05317 | 0,07518
46 14,77 13,78 15,62 14,93 0,05762 0,08339 | 0,05448 | 0,07697
47 14,63 13,60 15,50 14,76 0,05935 0,08565 | 0,05602 | 0,07889
48 14,48 13,42 15,37 14,59 0,06134 0,08724 | 0,05779 | 0,08024
49 14,33 13,24 15,23 14,41 0,06282 0,08808 | 0,05911 | 0,08095
50 14,17 13,05 15,08 14,21 0,06451 0,08893 | 0,06060 | 0,08167
51 14,00 12,85 14,93 14,00 0,06636 0,08974 | 0,06223 | 0,08235
52 13,82 12,66 14,76 13,78 0,06837 0,08873 | 0,06399 | 0,08150
53 13,64 12,46 14,59 13,55 0,06970 0,08751 | 0,06516 | 0,08047
54 13,46 12,25 14,41 13,30 0,07029 0,08599 | 0,06568 | 0,07918
55 13,26 12,05 14,21 13,04 0,07168 0,08229 | 0,06689 | 0,07603

* Experiéncia de Mortalidade: AT-49

Tabela 10 - Impacto no Valor Inicial do Beneficidé 83

|dade Média p* Carregamento Reducédo
Fem Masc Fem Masc Fem Masc Fem Masc
50 14,93 14,09 15,74 15,08 0,05404 | 0,07055 | 0,05127 0,06590
51 14,80 13,93 15,62 14,93 0,05547 | 0,07172 | 0,05256 0,06692
52 14,65 13,77 15,50 14,76 0,05790 | 0,07225 | 0,05473 0,06738
53 14,51 13,60 15,37 14,59 0,05914 | 0,07285 | 0,05584 0,06790
54 14,35 13,43 15,23 14,41 0,06134 | 0,07269 | 0,05779 0,06776
55 14,19 13,25 15,08 14,21 0,06301 | 0,07249 | 0,05927 0,06759
56 14,02 13,06 14,93 14,00 0,06484 | 0,07222 | 0,06089 0,06735
57 13,85 12,86 14,76 13,78 0,06605 | 0,07180 | 0,06196 0,06699
58 13,66 12,66 14,59 13,55 0,06813 | 0,07033 | 0,06379 0,06571
59 13,48 12,45 14,41 13,55 0,06871 | 0,08838 | 0,06429 0,08121
60 13,28 12,24 14,21 13,30 0,07007 | 0,08688 | 0,06548 0,07993
61 13,07 12,01 14,00 13,04 0,07140 | 0,08589 | 0,06664 0,07910
62 12,86 11,78 13,78 12,76 0,07180 | 0,08354 | 0,06699 0,07710
63 12,64 11,54 13,55 12,47 0,07202 | 0,08058 | 0,06718 0,07457
64 12,41 11,29 13,30 12,16 0,07199 | 0,07689 | 0,06715 0,07140
65 12,18 11,03 13,04 11,83 0,07074 | 0,07231 | 0,06606 0,06744
66 11,94 10,77 12,76 11,48 0,06902 | 0,06567 | 0,06456 0,06162
67 11,69 10,51 12,47 11,48 0,06672 | 0,09203 | 0,06254 0,08428
68 11,43 10,24 12,16 11,11 0,06370 | 0,08456 | 0,05989 0,07797
69 11,17 9,97 12,16 10,71 0,08846 | 0,07445 | 0,08127 0,06929
70 10,89 9,70 11,83 10,29 0,08610 | 0,06134 | 0,07927 0,05779

* Experiéncia de Mortalidade: AT-83
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O valor esperado da reserva matematica atribuivegrapo de participantes da entidade
EXEMPLO foi calculado como a soma dos valores esfimes da reserva matematica de cada
um dos componentes do referido grupo, totalizartld 88.875.143,97, assim composto:

Tabela 11 -Valor Esperado da Reserva Matematita -

APOSENTADORIA - SEXO — TOTAL
Masculino Feminino

Programada 207.900.222,96 157.025.685,00 | 364.925.907,96

Invalidez 29.637.644,13 24.311.591,88 53.949.236,01

TOTAL 237.537.867,09 181.337.276,88 | 418.875.143,97

Analogamente, considerando a independéncia dasvassendividuais, foi calculada a
variancia da reserva coletiva, cuja composicdo,resga em termos do desvio padrao,

encontra-se detalhada na forma abaixo:

Tabela 12 — Desvio Padrao da Reserva Matematica -

APOSENTADORIA - SEXO — TOTAL
Masculino Feminino

Programada 2.534.113,00 1.463.894,00 2.926.553,00

Invalidez 937.157,00 437.806,40 1.034.378,00

TOTAL - - 3.103.973,00

A partir da distribuicdo de cada reserva individdatam realizadas 3.000 simulacdes
representativas de determinagcfes da reserva matancatetiva de cada carteira, segregada

por sexo.

O algoritmo utilizado para a simulagdo da resemtetiva tomou por base o método da
transformacao inversa definido em Ross (1990) parar a determinacdo de cada reserva
matematica individual existente em cada simula@@ra tanto foi necessario primeiramente

obter a distribuicdo das referidas reservas indail
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Os resultados da simulacdo estdo sumarizados @la &bkeguir:

Tabela 13 — Simulagéo da Reserva Coletiva

L Aposentadorias Programadas Aposentadotias por Invalidez
Estatisticas Encargo Total - — - —
Masculino Feminino Total Masculino Feminino Total
Média 418.794.786,11 | 207.843.548,98 157.028.997,78 364.872.546,76 | 29.605.246,34 24.316.993,02 53.922.239,36
Erro padrdo 56.001,33 46.067,69 26.828,39 52.999,75 17.198,54 7.999,39 19.059,06
Mediana 418.889.766,09 | 207.883.424,98 157.107.311,03 364.908.265,90 | 29.629.017,17 24.334.519,79 53.957.647,84
Desvio padrao 3.067.318,97 2.523.231,31 1.469.451,31 2.902.915,65 942.002,69 438.144,70  1.043.907,59
Curtose 0,01 0,04 0,01 0,02 (0,10) 0,02 (0,09)
Assimetria (0,03 (0,06) (0,22) (0,05) (0,12) (0,22) (0,12)
Amplitude 22.160.430,23 | 21.062.472,30 11.002.019,15  21.270.442,81 | 6.848.383,80  3.198.753,63  7.285.119,52
Minimo 407.046.231,38 | 195.784.658,52 151.165.315,65 353.930.129,33 | 25.849.777,44 22.677.044,72 49.780.180,56
Maximo 429.206.661,61 | 216.847.130,82 162.167.334,80 375.200.572,14 | 32.698.161,25 25.875.798,35 57.065.300,08
Contagem 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000

As densidades ajustadas em face das simulacoemdeal constam dos graficos 5-9:
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A distribuicdo simulada permite-nos inferir comaframente nula a probabilidade de que os
recursos financeiros disponiveis sejam suficieptga o pagamento das aposentadorias, isto €,
um déficit de R$18,9 mi (4,5% da mediana) impogauina quase certa do plano.

A simulacédo da distribuicdo de probabilidade daemes matematica coletiva da carteira de
aposentadorias permite-nos concluir que o carreg@mmeée seguranca aplicavel ao valor
esperado dessa reserva € pouco expressivo parardigaom probabilidade de pelo menos

50%, a ocorréncia de encargos superiores a esta oardegada.

A tabela 5-14 apresenta carregamentos baseadopraénaacao normal e desigualdade de

Cantelli comparativamente aqueles produzidos @ plrdistribuicdo simulada.

Tabela 14 — Coeficiente de Carregamento de Sequrahnc

METODO APOS. PROGRAMADA APOS. INVALIDEZ GLOBAL
Masc Fem Total Masc Fem Total
Simulagao -0,000081  0,000520 -0,000048] -0,000291 0,000943  0,000156 0,000035
Aproximacdo pela Normal |  0,000000 0,000000  0,000000{ 0,000000 0,000000  0,000000 0,000000
Desigualdade de Cantelli 0,012189  0,009323  0,008020] 0,031620  0,018008 0,019173 0,007410

Grau de Confianga (1-a)=50%

Como era de se esperar, 0s carregamentos derigadtesigualdade de Cantelli sdo superiores

aos demais gerados pelos demais métodos.

A aplicagdo dos meétodos indicados demonstrou gquearcegamento aplicavel ao valor
esperado da reserva coletiva é de peguena montgn#dicativamente inferior aqueles

considerados no enfoque individual.

No que concerne a simulacdo, observa-se que a maedg&a bem proxima da média, o que

explica a baixa significancia do carregamento pageau de confianca indicado.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

6.1 FASE DE ACUMULACAO

As projecdes obtidas a partir do modelo determauistdo orientadas pela premisseeteris
paribus em que se consideram taxas de retorno constaotpsribdo de acumulagdo. Como
consequéncia ndo se avalia o risco intrinseco iabiidade destes retornos, suprimindo-se,
desta forma, elemento de importancia fundamentalomeada de decisdo durante a fase de

acumulacéo de recursos.

No que se refere a fase de acumulacao do planergdibios avaliado, a aplicacdo do modelo
estocastico de simulacao atrelado a uma estraiégia de alocacéo fundamentada em metas e
orientada pelo principio de otimalidade de Bellmparmmite, durante a fase acumulacéo, avaliar

a perspectiva das alocagdes, montante e benefizsosenarios considerados.

O modelo de alocagédo oOtima foi estendido para sselalos modelos dindmicos, onde o
controle, o aprendizado e as proje¢cbes dos retadroativos sdo executados a partir das
distribui¢cdes subjacentes ao modelo, fundamentaduualizagdo seqliencial das equacdes que

definem a evolucédo da informacédo sobre o modelsé&ia no tempo.
6.2 FASE DE DISTRIBUICAO

O método de simulacdo aplicado durante a fase steébdiicdo permitiu avaliar o risco da
entidade efetuar pagamentos superiores aos reculispsniveis para a cobertura dos
beneficios futuros e, também, estabelecer, para nivel de confianca estipulado, o
carregamento de seguranca aplicavel ao valor ekpedla reserva matematica, sem 0s

inconvenientes da penalidade imposta pela adoggudddades ou aproximacao pela normal.

O enfoque coletivo praticamente anulou a necessidid aplicagdo de carregamentos de

seguranca apontados no modelo individual, posiwal de seguranca indicado.

Nestes termos, cremos que 0os modelos aqui aprdesrtantribuem para a melhoria da gestao

atuarial de planos de contribui¢cdo definida.
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6.3 OPORTUNIDADES DE MELHORIAS

A consideracédo do juro e da mortalidade sob o risstocéstico constitui-se em oportunidade
de extensdo viavel na modelagem das relagbes gqyemrea dindmica dos planos de
contribuicdo definida, assim como os efeitos doedgsego e crescimento salarial na

acumulacéo de recursos e, por consequéncia, nfiderte aposentadoria.

83



REFERENCIA BIBLIOGRAFICA

ALLEN, E. T. Jr, MELONE, J. J., ROSENBBLOM J. S.MANDERHEI J. L. Planos de
Aposentadoria. Sao Paulo. Instituto Cultural deuidgde Social,1994

AMEEN, J. R. M. E HARRISON P. J. Normal discountyBsian models. In Bayesian
Statistics 2, J. M. Bernardo, M. H. DeGroot, D.l\Whadley and A. F. M. Smith (eds.). North
Holland, Amsterdam, and Valencia University Pra885

BEARD R. E., PENTIKAINEN, T. e PESONEN, E. Risk Tmg. London. Chapman & Hall,
1984

BELLMAN, R. Dynamic Programming. Princenton Unisgy Press, Princenton NJ, 1957

BERNSTEIN, P. L. Desafio aos Deuses: a fascinangtoda do risco. Trad. de Ivo
Korilowski. 4* ed. Rio de Janeiro. Editora Campus Ltda,1997

BLAKE D., CAIRNS A. J. G..DOWD. Optimal Dynamic Ass Allocation for Defined-
Contribution Pension Plans. London. The Pensiosistliie, Discussion Paper, PI-0003, 2000

BLAKE D., CAIRNS A. J. G.,.DOWD. Pensionmetrics: shastic pension plan design and
value-at-risk during the accumulation phase. Londdre Pensions Institute, Discussion Paper,
PI-0102, 2001

BOWERS, N. L. et al. Actuarial Mathematics"2d. Schaumburg. lllinois.Society of
Actuaries, 1997

BROWN, R. G. Smoothing, Forcasting and Predictibigcrete Time Series. Prentice Hall,
Englewood Cliffs, NJ, 1962.

CLYDE, MULLER e PARMEGIANI. Exploring expected uty surfaces Markov chains.
Discussion paper 95-39, Institute of Statistic Bedision Science,1995

COPPINI, M. A. Lezioni di técnica delle assicuradisociali. Roma . Veschi, 1979

84



DENUIT, M., GENEST,C. e MARCEAU E. Stochastic bosnon sums of dependent risks.

Insurance: Mathematics and Economics 25, p 85-1949

DERT C. L. A Dinamic Model for Asset Liability Magement for the Defined Benefit
Pension Funds. em: Mulvey, J. & Ziemba, W. (.oyprld wide asset and liability modeling,
1995

DHAENE, J. DENUIT M., GOOVAERTS M. J. , KAAS R. eNCKE, D. The concept of
comonotonicity in actuarial science and financeeotly. Insurance: Mathematics and

Economics, 2001

DUFRESNE, D. The distribution of a perpetuity wapplications to risk theory and pension
funding. Skandinavian Actuarial Journal. p. 39-7990

DUFRESNE, D. Stochastic life contingencies withveolcy considerations. Transactions of
the Society of Actuaries,52, p.131-145, 1991

FARO C. Matematica Financeira. Rio de Janeiro. APEZ8
FERREIRA W. J. Colecéo Introducéo a Ciéncia AtlaRé de Janeiro. IRB, 1985
GALE J.G. Elementos de Calculo Atuarial. BuenosAirLibreria El Ateneo Editorial, 1951

GOOVAERTS, M., DHAENE, J. e DE SCHEPPER, A. Stoticaspper bounds for present

value functions. Journal of Risk and Insurancel6¥4, 2000

HABERMAN S. e SUNG J. Dynamic approaches to panfimding. Insurance: Mathematics
and Economics 15, june p.151-162, 1994

HABERMAN S. e VIGNA E. Optimal Investment Strategiand Risk Measures in Defined
Contribution Pension Schemes. Working Paper noF&Bruary 2002. International Centre for

Economic Research, 2002

HARRISON, P. J. e STEVENS, C. F. Bayesian Foreggstiournal of the Royal Statistical
Society, sec B, vol 38, pb205-247, 1976

85



HARRISON, P. J. e JOHNSTON, F, R. Discount WeighRegjression. Journal of Oprational
Reserch Socciety, v.35, n.10, p.923-932, 1984

IYER, S. Matematica Atuarial de Sistemas de Prend@éSocial. Trad.. Brasilia. Ministério da

Previdéncia e Assisténcia Social, 2002
JORDAN, C. W. Jr. Life Contingencies.The SocietyActuaries, 1982

JORION, P. Value at Risk: The New Benchmark for @ahng Market Risk. McGraw-Hill,
1997

LENK P. J. e YOUNG M. R. Hierachical Bayes Methofis Estimation and portfolio
Selection. Management Science 44(11, part 2), SUP®, 1998

LINDLEY, D. Dynamic programming and decision. Apgdi Statistics 10, 39-51, 1961

MAKRIDAKIS, S., WHEELWRIGHT, S. C. e HINDMAN, R. JForcasting: methods and
applications. %' ed. New York. John Wiley& Sons, 1998

MESA-LAGO C. Analise Comparativa da Reforma Estratudo Sistema Previdenciario

Realizada em Oito Paises Latino-Americanos. Conjarocial V.8, R4, out/nov/dez, 1997

MIGON H. S. e GAMERMAN, D. Statistical Inferencen antegrated approach. London
Arnold, 1999

MIGON H. S. e LOPES H. Analise bayesiana de desisfie Bienal da Sociedade Brasileira
de Matematica, 2002

MILEVSKY M. A. e YOUNG R. Y. Optimal Asset Allocadn and the Real Option to Delay

Annuitization. The Pensions Institute: Discussiap&, 2002

MULLER, P. e PARMEGIANI G. Optimal design via curviitting of Monte Carlo
experiments. Journal of the American Statisticeddciation 90, 1322-1330, 1995

NEIL, A. Life Contingencies. London. Heinemamn, 97

86



NOGUEIRA R. As opc¢Oes da previdéncia privada s@ngulo da empresa usuaria; aspectos

regulamentares e operacionais. Goiania. Ed. dadisidade Federal de Goiés, 1981

NOGUEIRA R. METODOS ATUARIAIS: variagdes sobre unodelo simples. | Congresso
Brasileiro de Atuaria, 1994

PANJER, H. H. e WILLMOT, G. E. Insurence Risk MasleEhaumburg. lllinois. Society of
Actuaries, 1992

POLE, A., WEST, M. e HARRISON, P. J. Applied BayesiForecasting and Time Series
Analysis. New York. Chapman & Hall, 1994

ROSS S. M. Simulation. Academic Press, 1996

SOININEN P. Stochastic Variations of Interest andridlity.In:5" AFIR INTERNATIONAL
COLLOQUIUM, 1991

UTHOFF A. Reforma dos Sistemas de Beneficios narfmé.atina. Conjuntura Social V.8,
N° 4, out/nov/dez, 1997

VIGNA E. e HABERMAN. Optimal investment strategyrfaefined contribution pension
schemes. Insurance: Mathmatics and Economics Z8)20.233-262, 2000

VILANOVA, W. Algebra Financeira. S&o Paulo. LivrarfPioneira Editora, 1980

VON NEUMANN, J. e MORGENSTERN O. (1957). Theory @Games and Economic

Behavior. Princenton Press, 1957

WEST, M. e HARRISON, P. J. Bayesian Forcasting &yhamic Models . New York:
Springer-Verlag, 1997

WILKIE A. D. A stochastic investment model for aatial use. Transactions of the Faculty of
Actuaries 39, p.341-373, 1986

YAKOUBOV Y. ,TEEGER M. e DUVAL D. B. A stochastimvestment model for asset and
liability management. In:"0AFIR INTERNATIONAL COLLOQUIUM, Tokio, 1999

87



ANEXOS

ANEXO |

MODELO DETERMINISTICO EM PLANO CD
1 — Caracteristicas Gerais do Plano de Contribuicabefinida (CD)

Plano de aposentadoride caracteristica individual, cujo beneficio resudt conversdo do
montante, fruto da capitalizacdo das contribuigieasais vertidas para o plano durante a fase
de acumulagdo, em uma renda mensal vitalicia paggr ao participante desse plano a partir de
uma idade preestabelecida.

2 — Premissas

a) O salario inicial do participante com idade x,a8m de ser corrigido anualmente pela

inflacdo observada, cresce anualmente a uma takdee%.
b) A taxa de contribuicdo mensal é fixa efb e aplicavel ao salario em vigor.
c) Ainflacdo pré-aposentadoria €& ao més.

d) A taxa de retorno pela aplicacdo dos recursoasntiel a fase de capitalizacao é de r% ao

ano.

e) A renda mensal vitalicia consiste no pagameatard beneficio mensal de valor b, de

forma antecipada, a partir da idade em que o gaatite completar y anos.
2 - Célculo do Beneficio / Taxa de Contribuicdo

O célculo do beneficio ou da taxa de contribuigémode da equacéo de equilibrio

rS,M =12b&®®,

88



onde M corresponde ao montante das contribuicokdrias efetuadas na fase de acumulacéo,

. . ~ . s (12) 2 .
sob regime de inflagdo e crescimento real de salar|a§ ) é 0 valor atual provavel de uma

renda anual vitalicia de valor unitario, paga denBbantecipada a um participante de idade y, a

taxa de juro i.
3 — Montante

Sob o regime de inflagcdo, as contribuicdes sdoallmsradas mensalmente, recuperando o seu
valor a cada 12 meses, quando também ocorre oimergo real do salario e, por

consequéncia das contribuicdes.

Assim, o montante das contribui¢cdes decorre doezsgule capitalizacao a seguir:

2
M = _% (1+ S)y—x—l + (1+ rm) (1+ S)y—x—l + 4 (l+ rm)12(1+ S)y_x_lj| N

13 14
+ —((i+ rm))ll (1+s) 2 +—((i+ rm))lo (1+s) ™% +..+(1+r, )1+ s)y‘x‘z} +
+ U + U

.\ (1+ rm)12(y—x)—11 .\ (1+ I,m)12(y—x)—10

(1 + ,U)ll (1 + /J)lo

+m+@+%fwﬂ}:aﬁngAB

onde

1 1+r,
+

A e

A

B=(L+8) +(Lr V2148 oot Ly JROOY
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Assim, o montante correspondente a capitalizacAaalatribuicdes prevista&S, M tém por

expressao,

-se (1) A+ #1
r

arna+p?-1 Jarn-ar9™]
L)L+ )2 = L+ )" r—s ’

7S (y—x)@+r,)1+ f)y'x'{

Q+r)L+p)*2 -1 } _
\

Q+r )@+ @2 -t

-se (14) (A+m) =1

-

1278, L+ r){ L+r)V> - L+ S)y—xj|’ e

r-s

127S, (y-X)L+r)" ™, r=s
onde (1+r) = (1+)*
Assim, a partir da equacao de equilibrio obtém-eepaessao para b auconforme se queira.

Fixando-se o crescimento real de salarios em z@gue de imediato as expressdes do
beneficio ou taxa de contribuicdo no modelo derdmritdes mensais sob regime exclusivo de
inflacéo.
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ANEXO I

PROVA DA PROPOSICAO

Utilizando a equacéo recursiva de Bellman paralzegdo da inducaoackward temos:
- ultimo estagio 1),

ID;) = O(F; - f.)2 +a(Fy - £,)] =0 f2 - 26, +a2)f, +6FF +aF, =
:ATfTZ_ZBT fT +CT;

- penultimo estagioltl)

‘J(DT—l) = minau_1 {( Fro - fT—1)2 +a(FT—1 - fT—1) + JE[J(DT )| DT—l]} =
=min, {(Fro - fru)® +a(Fy - f) +SE[A 7 -2B, f, +C; ]| D} =

T

= minau_1 {(Fro - fT—1)2 ta(F - fr) +O[AE sz | Dy 1] = 2B E[ f; | D]+ Cs ]}

(1)
Mas,
B[ Dro] =E{(fr,+7S)[a; " +(~-a,,)e" " ]| D} =
=(fra+*7SHar4l9,, O -9, OI+9, O} ()
e
E[f7 D] = B{( fr +7S) [ € + (L-ay; )€™ ] | Dy} =
= (fT—l tr Sx)z{ alZ,T—l[gl-ll,T—J. (2) + g/IZ‘Tfl (2) a Zgﬂl‘T—lvﬂz,T—l (1'1)] B
—28514[9,,,, @) =9, ., QDI +9,,:.02)} o

ondeg, (j)=E[¢"|D }ij=12eg, , (i,))=E["™"™|D }j=I=1 Ot
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Levando (II') e (Ill)em (1) e escrevend®-.1) com fungéo de r; obtemos
J(Dry) =min,  {za), +Za,, +2}
onde

2= A (f,+7S)10, D+, (D-29, . @]
2, ==28{A (5 +7S)°[9,,, ., @D =9, ., QDI+ B (fr, +7S)[g,,, D -9, O}
z;=0[A(fr_ + TSX)Z 9% (2 -2B(f;_, + er)gyz‘H D +C I+ (R~ fT—1)2 ta(F - )

Para que a funcdaa’;, +z,a,,, +2z, tenha ponto de minimo é suficiente que-@, isto

é’g/fl,T—l (2) + g:UZ,T—l (2) -2 glul,T—lv/fz,T—l (1'1) >0

- o ~ ; z :
Sob tal condicéo, o valor d& ;_, que minimiza a funcao se&,_, = —2—2 , OU seja,

= g:UZ,T—l (2) B g/fl,T—lv/fz,T—l + BT (glul,T—l (1) B g:UZ,T—l (1))
Q171 A(fr +1)0r,

T-1

2

Consequentementel(D; _,) = z, —%, ousejaJ(D;_,)=A ,f>, -2B,f _,+C

onde

Ar_l=1+5gz'T_1Ar ’

Q171

0

1T-1

B, =(F_,+al2)- (T 9or0A — 9s374Br),

o ) [9,.. ®-9,. @]
Cu=F,-aF, +ET292,T—1Ar -2 s {97t - TAF# '

}B, +3C,,
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desde que,

gl,T 1= g:UZ,T—l (2) + g/fl,T—l (2) - 29,”11—1’/121—1 (1'1) > O’
gsz_l = g/fz,T—l (2) glul,T—l (2) _[g/fl,T—lwuz,T—l (1'1)]2 >0 !

g3vT_1 - gl/z,T—l (1) g/"l‘Tfl (2) + g/IZ‘T{l (2) g/"l‘Tfl (1) a g/"l‘Tfluuz,Tfl (1']')(9#2:—1 (1) + g/":LTfl (1)) >0
Assim por argumentos de inducéo finita, concluixse:
(1) A estratégia 6tima relativa ao PPD € dada por

_ g/-12‘t (2) - gﬂl,t Moy + Bt (gl/l,t (1) - gl/z,t (1))
e A(f +1)g,,

a it

(2) 'J(Dt) = A\ftz _ZBt ft +Ct’

onde

A_l :1+ 592,t—1 A ,

O1¢1
o)

Lt-1

B, =(F,+al2)- (ng,t—lA - gS,t—lB[) '

) ) [0, . ®-g, @OF
Ca= thl -akF_, +—rzgz,T—1A -2—1{ U311 T = £ 1B +0C,

gl,t—l glt—l r A

c.q.d.
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ANEXO V

Tabela i

CARTEIRA DE APOSENTADORIA PROGRAMADA

Frequencia Renda Anual Média (R$)
Idade
Masc Fem Total Masc Fem Total
45 1 0 1 15.543,58 - 15.543,58
46 1 2 3 16.004,43 15.894,45 15.931,11
47 5 0 5 15.803,32 - 15.803,32
48 25 2 27 15.786,15 15.385,57 15.756,48
49 22 3 25 | 16.496,08 15.962,48 16.432,05
50 43 9 52 15.697,86 15.485,70 15.661,14
51 68 8 76 | 16.113,61 15.275,72 16.025,41
52 75 21 96 | 16.347,56 16.696,23 16.423,83
53 66 21 87 | 15.601,06 16.928,45 15.921,46
54 80 41 121 | 16.141,10 16.762,25 16.351,57
55 74 59 133 | 16.778,90 17.162,73 16.949,17
56 61 49 110 | 16.929,38 16.969,86 16.947,41
57 58 55 113 | 17.578,43 17.841,19 17.706,32
58 45 57 102 | 17.723,02 16.819,99 17.218,38
59 43 63 106 | 18.187,61 18.098,03 18.134,37
60 46 47 93 17.374,36 17.756,78 17.567,62
61 31 42 73 17.137,76 17.463,74 17.325,31
62 19 39 58 | 18.642,62 19.217,30 19.029,04
63 20 34 54 | 16.690,38 17.999,74 17.514,79
64 20 27 47 17.309,84 17.385,74 17.353,44
65 14 18 32 15.551,97 18.381,60 17.143,63
66 11 16 27 17.201,64 16.084,10 16.539,39
67 11 16 27 16.261,65 17.708,92 17.119,29
68 7 13 20 15.396,53 17.991,40 17.083,20
69 7 10 17 13.370,89 18.149,30 16.181,72
70 10 4 14 16.000,09 19.271,01 16.934,64
71 4 10 14 12.267,65 16.976,83 15.631,35
72 2 6 8 13.637,20 19.263,81 17.857,16
73 2 4 6 19.804,14 23.047,93 21.966,66
74 1 3 4 13.735,54 18.649,24 17.420,81
75 1 5 6 6.420,44 22.939,75 20.186,53
76 1 3 4 12.458,68 22.252,75 19.804,23
77 1 1 2 12.113,79 17.323,02 14.718,41
78 0 2 2 - 21.949,20 21.949,20
79 0 6 6 - 22.298,71 22.298,71
80 1 1 2 16.906,11 17.455,10 17.180,61
81 1 1 2 14.852,63 10.781,81 12.817,22
82 1 3 4 15.740,92 14.404,09 14.738,30
83 0 1 1 - 8.186,23  8.186,23
84 1 1 2 15.377,05 16.478,15 15.927,60
85 0 1 1 - 9.976,46  9.976,46
86 0 1 1 - 21.426,86 21.426,86
Total [ 879 705 1584| 16.603,90 17.574,65 17.035,96 |

* Base 12/2003
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Tabela ii

CARTEIRA DE APOSENTADORIA POR INVALIDEZ

|dade Frequencia Renda Anual Média (R$)
Masc Fem Total Masc Fem Total
35 0 1 1 - 22.859,07 22.859,07
36 1 1 2 16.349,45 18.377,06 17.363,26
37 0 2 2 - 12.951,71 12.951,71
38 2 3 5 10.988,51 14.049,88 12.825,33
39 1 3 4 12.201,41 14.900,34 14.225,61
40 1 6 7 21.599,37 16.518,80 17.244,59
41 5 10 15 16.975,50 15.513,19 16.000,63
42 8 14 22 12.734,07 15.735,02 14.643,77
43 6 17 23 16.681,84 14.529,46 15.090,95
44 8 15 23 16.219,94 15.005,50 15.427,91
45 4 16 20 16.717,71 16.572,56 16.601,59
46 9 25 34 14.003,57 14.145,38 14.107,84
47 9 21 30 18.391,03 14.543,60 15.697,83
48 8 19 27 10.375,82 14.684,16 13.407,62
49 8 22 30 16.385,14 14.969,06 15.346,68
50 12 16 28 13.779,18 14.325,29 14.091,24
51 9 22 31 13.249,98 14.845,68 14.382,41
52 11 10 21 19.009,55 16.501,13 17.815,06
53 9 13 22 11.033,24 13.846,59 12.695,68
54 10 6 16 13.544,90 13.437,04 13.504,45
55 10 7 17 15.920,66 16.187,32 16.030,46
56 5 6 11 17.659,90 12.857,13 15.040,21
57 8 3 11 13.071,65 11.438,01 12.626,11
58 4 11 15 14.992,93 6.991,78 9.125,42
59 2 4 6 19.145,04 11.154,65 13.818,11
60 6 2 8 14.885,95 13.491,40 14.537,32
61 3 6 9 20.581,90 14.850,05 16.760,67
62 6 2 8 13.440,74 12.229,88 13.138,03
63 3 3 6 12.508,82 9.009,65 10.759,23
64 1 3 4 16.384,03 16.234,44 16.271,84
65 1 3 4 18.531,63 13.293,19 14.602,80
66 0 2 2 - 15.503,93 15.503,93
67 0 4 4 - 3.386,86 3.386,86
68 0 4 4 - 14.460,10 14.460,10
69 0 1 1 - 19.574,88 19.574,88
70 1 1 2 16.057,21 3.814,07 9.935,64
71 0 0 0 - - -
72 0 1 1 - 9.986,47 9.986,47
73 1 0 1 15.182,57 - 15.182,57
74 0 0 0 - - -
75 0 1 1 - 3.814,07 3.814,07
76 0 0 0 - - -
77 1 0 1 4.861,22 - 4.861,22
78 2 1 3 7.134,34 5.030,61 6.433,09
79 0 0 0 - - -
80 1 0 1 15.165,80 - 15.165,80
81 0 0 0 - - -
82 1 0 1 11.266,06 - 11.266,06
Total | 177 307 484 14.807,80 14.207,34 14.426,93

* Base 12/2003
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ANEXO VI

Tabela iii
DISTRIBUICAO DA RESERVA MATEMATICA - V, (Feminino AT-49)

i vi X = 50 X = 60 X =70 x = 80

PVy=Vi) Fux (V) |[PNVy=V) Fu (V) [PNVe=Vi) Fux (V) [PV =Vi) Fu (V)
0| 1,00 | 0,003109 0,003109| 0,007504 0,007504| 0,020964 0,020964| 0,061415 0,061415
1| 1,94| 0003351 0,006460| 0,008216 0,015720| 0,022832 0,043796| 0,064183 0,125598
2| 2,83| 0,003618 0,010078( 0,009000 0,024720| 0,024817 0,068613| 0,066560 0,192159
3| 3,67| 0003917 0,013995| 0,009862 0,034582| 0,026910 0,095523| 0,068430 0,260588
4| 4,47 | 0,004250 0,018245| 0,010808 0,045390| 0,029098 0,124621| 0,069670 0,330259
5| 521| 0,004619 0,022864( 0,011843 0,057233| 0,031364 0,155985| 0,070162 0,400421
6| 5,92 | 0,005028 0,027892| 0,012972 0,070204| 0,033682 0,189667| 0,069796 0,470217
7| 6,58 | 0,005483 0,033375| 0,014200 0,084404| 0,036020 0,225687| 0,068485 0,538702
8| 7,21 | 0,005986 0,039361| 0,015531 0,099936| 0,038339 0,264026| 0,066171 0,604873
9| 7,80 | 0,006544 0,045905| 0,016969 0,116904| 0,040587 0,304612| 0,062841 0,667714
10| 8,36 | 0,007160 0,053065| 0,018513 0,135418| 0,042707 0,347320| 0,058536 0,726250
11| 8,89 | 0,007839 0,060903| 0,020163 0,155581| 0,044632 0,391952| 0,053357 0,779607
12| 9,38 | 0,008587 0,069491| 0,021916 0,177497| 0,046285 0,438237| 0,047472 0,827080
13| 9,85 | 0,009409 0,078900| 0,023764 0,201260| 0,047585 0,485822| 0,041106 0,868185
14(10,29| 0,010312 0,089212| 0,025696 0,226957| 0,048448 0,534270| 0,034528 0,902713
15(10,71| 0,011299 0,100511| 0,027697 0,254654| 0,048790 0,583060| 0,028033 0,930747
16(11,11| 0,012376 0,112887| 0,029745 0,284399| 0,048536 0,631596| 0,021911 0,952658
17|11,48| 0,013548 0,126435| 0,031809 0,316208| 0,047624 0,679219| 0,016412 0,969070
18(11,83| 0,014818 0,141253| 0,033857 0,350064| 0,046014 0,725234| 0,011722 0,980792
19(12,16| 0,016190 0,157443| 0,035842 0,385906| 0,043699 0,768933| 0,007938 0,988730
20|12,47| 0,017663 0,175106| 0,037715 0,423621| 0,040705 0,809638| 0,005065 0,993795
21|12,76] 0,019237 0,194344| 0,039415 0,463035| 0,037104 0,846742| 0,003023 0,996818
22|13,04] 0,020910 0,215254| 0,040874 0,503910| 0,033012 0,879753| 0,001675 0,998493
23|13,30| 0,022673 0,237927| 0,042022 0,545932| 0,028584 0,908338| 0,000854 0,999347
24|13,55| 0,024517 0,262443| 0,042784 0,588716| 0,024010 0,932348| 0,000397 0,999744
25|13,78| 0,026426 0,288869| 0,043086 0,631802| 0,019494 0,951842| 0,000166 0,999910
26|14,00] 0,028379 0,317248| 0,042862 0,674664| 0,015237 0,967079| 0,000062 0,999972
27|14,21] 0,030349 0,347597| 0,042056 0,716720| 0,011413 0,978492| 0,000020 0,999993
28|14,41| 0,032302 0,379900| 0,040635 0,757355| 0,008151 0,986643| 0,000006 0,999998
29|14,59| 0,034197 0,414096| 0,038590 0,795945| 0,005520 0,992163| 0,000002 1,000000
30| 14,76| 0,035983 0,450080| 0,035946 0,831892| 0,003522 0,995685| 0,000000 1,000000
31|14,93| 0,037605 0,487685| 0,032766 0,864658| 0,002102 0,997787| 0,000000 1,000000
32|15,08| 0,038998 0,526683| 0,029152 0,893811| 0,001165 0,998952| 0,000000 1,000000
33|15,23| 0,040093 0,566776| 0,025243 0,919053| 0,000594 0,999546| 0,000000 1,000000
34|15,37| 0,040820 0,607596| 0,021203 0,940257| 0,000276 0,999822| 0,000000 1,000000
35|15,50| 0,041108 0,648704| 0,017215 0,957472| 0,000116 0,999938| 0,000000 1,000000
36|15,62| 0,040894 0,689598| 0,013455 0,970927| 0,000043 0,999981| 0,000000 1,000000
37|15,74| 0,040126 0,729724| 0,010079 0,981006| 0,000014 0,999995| 0,000000 1,000000
38|15,85| 0,038770 0,768494| 0,007198 0,988205| 0,000004 0,999999| 0,000000 1,000000
39|15,95| 0,036819 0,805313| 0,004875 0,993079| 0,000001 1,000000| 0,000000 1,000000
40| 16,05| 0,034296 0,839609( 0,003110 0,996189| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
41]|16,14| 0,031262 0,870871| 0,001857 0,998046| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
42]|16,22| 0,027814 0,898685| 0,001029 0,999075| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
43| 16,31| 0,024084 0,922769| 0,000525 0,999599| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
44)|16,38| 0,020230 0,942999( 0,000244 0,999843| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
45|16,46| 0,016425 0,959424( 0,000102 0,999945| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
46| 16,52| 0,012838 0,972262( 0,000038 0,999983| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
47|16,59| 0,009616 0,981878( 0,000012 0,999995| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
48| 16,65| 0,006868 0,988746( 0,000004 0,999999| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
49|16,71| 0,004651 0,993397( 0,000001 1,000000| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
50|16,76| 0,002967 0,996364| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
51|16,81| 0,001771 0,998136( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
52|16,86] 0,000982 0,999117| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
53|16,91| 0,000500 0,999618( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
54|16,95| 0,000232 0,999850( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
55|16,99| 0,000097 0,999947( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
56|17,03] 0,000036 0,999984( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
57|17,06] 0,000012 0,999996( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
58|17,10| 0,000003 0,999999( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
59|17,13| 0,000001 1,000000( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
60|17,16] 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000|/ 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
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Tabela iv

DISTRIBUICAO DA RESERVA MATEMATICA - V, (Masculino AT-49)

i vi X = 50 X = 60 X =70 x = 80

P(Vx = Vi) FVx (V) P(Vx = Vi) FVx (V) P(Vx = Vi) FVx (V) P(Vx = Vi) FVx (V)
O] 1,00 0,006557 0,006557| 0,015662 0,015662| 0,035092 0,035092| 0,085503 0,085503
1] 1,94 0,007229 0,013786| 0,016605 0,032267| 0,036929 0,072021| 0,085591 0,171094
21 2,83 0,007927 0,021713| 0,017612 0,049879| 0,038763 0,110784| 0,084916 0,256009
3] 3,67 0,008648 0,030362| 0,018685 0,068564| 0,040566 0,151350| 0,083411 0,339420
4| 4,47 0,009388 0,039750| 0,019824 0,088387| 0,042307 0,193657| 0,081033 0,420453
5] 5,21 0,010145 0,049895| 0,021027 0,109415| 0,043947 0,237603| 0,077762 0,498215
6| 5,92 0,010918 0,060812| 0,022291 0,131706| 0,045446 0,283049| 0,073616 0,571832
7] 6,58 0,011702 0,072515| 0,023612 0,155318| 0,046757 0,329805| 0,068650 0,640481
8] 7,21 0,012499 0,085013| 0,024983 0,180301| 0,047830 0,377636| 0,062960 0,703442
91 7,80 0,013306 0,098319| 0,026396 0,206697| 0,048615 0,426251| 0,056687 0,760129
10| 8,36 0,014122 0,112441| 0,027839 0,234535| 0,049057 0,475308| 0,050010 0,810139
11| 8,89 0,014972 0,127413| 0,029296 0,263831| 0,049108 0,524415| 0,043135 0,853274
12| 9,38 0,015880 0,143294| 0,030751 0,294582| 0,048720 0,573136| 0,036290 0,889564
13| 9,85 0,016848 0,160142| 0,032181 0,326763| 0,047857 0,620993| 0,029703 0,919267
14|10,29| 0,017875 0,178016| 0,033562 0,360325| 0,046492 0,667485| 0,023584 0,942850
15|10,71| 0,018960 0,196976| 0,034863 0,395188| 0,044616 0,712101| 0,018107 0,960957
16|11,11| 0,020100 0,217076| 0,036052 0,431240| 0,042237 0,754339| 0,013396 0,974354
17|11,48| 0,021290 0,238366| 0,037092 0,468332| 0,039388 0,793726| 0,009514 0,983868
18|11,83] 0,022527 0,260893| 0,037944 0,506277| 0,036123 0,829850| 0,006459 0,990326
19|12,16| 0,023801 0,284694| 0,038566 0,544843| 0,032524 0,862374| 0,004171 0,994498
20112,47| 0,025102 0,309795| 0,038917 0,583760| 0,028693 0,891067| 0,002550 0,997048
21112,76| 0,026416 0,336211| 0,038957 0,622717| 0,024749 0,915816| 0,001467 0,998515
22113,04| 0,027727 0,363938| 0,038650 0,661367| 0,020821 0,936637| 0,000789 0,999304
23]113,30| 0,029017 0,392955| 0,037965 0,699332| 0,017042 0,953679| 0,000395 0,999698
24113,55| 0,030262 0,423217| 0,036883 0,736215| 0,013531 0,967210| 0,000182 0,999880
25113,78| 0,031435 0,454653| 0,035394 0,771609| 0,010389 0,977599| 0,000077 0,999957
26| 14,00 0,032508 0,487160| 0,033507 0,805116| 0,007686 0,985285| 0,000029 0,999986
27114,21|1 0,033445 0,520606| 0,031246 0,836362| 0,005459 0,990744| 0,000010 0,999996
28114,41] 0,034213 0,554819| 0,028657 0,865019| 0,003706 0,994450| 0,000003 0,999999
29]114,59| 0,034774 0,589593| 0,025802 0,890821| 0,002393 0,996843| 0,000001 1,000000
30| 14,76 0,035091 0,624684| 0,022762 0,913583| 0,001463 0,998306| 0,000000 1,000000
31| 14,93| 0,035127 0,659811| 0,019633 0,933216| 0,000842 0,999148| 0,000000 1,000000
32]15,08| 0,034850 0,694661| 0,016518 0,949734| 0,000453 0,999601| 0,000000 1,000000
33]15,23| 0,034232 0,728894| 0,013520 0,963254| 0,000226 0,999827| 0,000000 1,000000
34115,37|] 0,033256 0,762150| 0,010734 0,973988| 0,000104 0,999931| 0,000000 1,000000
35]15,50| 0,031914 0,794064| 0,008242 0,982229| 0,000044 0,999975| 0,000000 1,000000
36| 15,62 0,030213 0,824277| 0,006097 0,988327| 0,000017 0,999992| 0,000000 1,000000
37]115,74] 0,028174 0,852451| 0,004330 0,992657| 0,000006 0,999998| 0,000000 1,000000
38]15,85| 0,025839 0,878290| 0,002940 0,995597| 0,000002 0,999999| 0,000000 1,000000
39]15,95| 0,023265 0,901555| 0,001899 0,997496| 0,000001 1,000000| 0,000000 1,000000
40| 16,05 0,020524 0,922080| 0,001161 0,998656| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
41116,14| 0,017703 0,939782| 0,000668 0,999324| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
42116,22| 0,014894 0,954676| 0,000359 0,999683| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
43116,31| 0,012190 0,966866| 0,000180 0,999863| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
44116,38| 0,009679 0,976545| 0,000083 0,999945| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
45116,46| 0,007431 0,983977| 0,000035 0,999980| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
46| 16,52| 0,005498 0,989475| 0,000013 0,999994| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
47116,59| 0,003905 0,993379| 0,000005 0,999998| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
48| 16,65| 0,002651 0,996030| 0,000001 1,000000f 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
49|16,71| 0,001712 0,997742| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
50]16,76| 0,001046 0,998788| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
51116,81| 0,000602 0,999390| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
52116,86| 0,000324 0,999714| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
53]16,91| 0,000162 0,999876| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
54116,95| 0,000075 0,999951| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
55116,99| 0,000031 0,999982| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
56117,03| 0,000012 0,999994| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
57117,06] 0,000004 0,999998| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
58117,10] 0,000001 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
59117,13| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
60]17,16] 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000] 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
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Tabela v

DISTRIBUICAO DA RESERVA MATEMATICA - V, (Masculino AT-83)

i Vi X =50 X =60 X =70 X =80
PVx=Vv) Fuc () |PVx=Vvi) Fu (V) [PV =V) Fuc (V) [PV =Vvi) Fux (V)
0| 1,00 | 0,004057 0,004057| 0,008338 0,008338| 0,021371 0,021371| 0,057026 0,057026
1] 1,94 | 0,004413 0,008470| 0,008908 0,017246| 0,023142 0,044513| 0,059210 0,116236
2| 283]| 0004771 0,013241| 0,009572 0,026818| 0,024968 0,069480( 0,061051 0,177288
3| 3,67 | 0005129 0,018370| 0,010345 0,037163| 0,026832 0,096312( 0,062450 0,239738
4| 4,47 | 0,005488 0,023859| 0,011231 0,048394| 0,028732 0,125044| 0,063277 0,303015
5| 5,21 | 0,005851 0,029710| 0,012229 0,060623| 0,030664 0,155708( 0,063417 0,366431
6| 5,92 | 0,006219 0,035928| 0,013338 0,073961| 0,032616 0,188323| 0,062801 0,429232
7| 6,58 | 0,006593 0,042522| 0,014555 0,088515| 0,034567 0,222890( 0,061402 0,490633
8| 7,21 | 0,006980 0,049502| 0,015873 0,104388| 0,036486 0,259376( 0,059247 0,549881
9| 7,80 | 0,007397 0,056898| 0,017282 0,121670| 0,038331 0,297707| 0,056442 0,606323
10| 8,36 | 0,007864 0,064762| 0,018771 0,140441| 0,040049 0,337756| 0,053102 0,659425
11| 8,89 | 0,008401 0,073163| 0,020326 0,160767| 0,041583 0,379339| 0,049340 0,708765
12| 9,38 | 0,009027 0,082191| 0,021930 0,182697| 0,042876 0,422215| 0,045266 0,754031
13| 9,85 | 0,009756 0,091947| 0,023567 0,206264| 0,043858 0,466074| 0,040985 0,795017
14]10,29( 0,010592 0,102538| 0,025236 0,231500| 0,044439 0,510512| 0,036597 0,831614
15/10,71| 0,011533 0,114072| 0,026933 0,258432| 0,044537 0,555049| 0,032198 0,863812
16]/11,11| 0,012579 0,126651| 0,028647 0,287080| 0,044104 0,599154| 0,027881 0,891692
17]|11,48| 0,013726 0,140377| 0,030361 0,317441| 0,043122 0,642276| 0,023732 0,915425
18]/11,83| 0,014969 0,155347| 0,032047 0,349488| 0,041609 0,683885| 0,019853 0,935278
19]|12,16| 0,016298 0,171645| 0,033667 0,383155| 0,039639 0,723524| 0,016303 0,951580
20|12,47| 0,017703 0,189348| 0,035176 0,418331| 0,037293 0,760817| 0,013117 0,964698
21|12,76| 0,019169 0,208518| 0,036524 0,454855| 0,034651 0,795468( 0,010312 0,975010
22|13,04| 0,020682 0,229200| 0,037659 0,492514| 0,031790 0,827258| 0,007893 0,982902
23|13,30| 0,022226 0,251426| 0,038522 0,531036| 0,028784 0,856042| 0,005854 0,988756
24|13,55| 0,023800 0,275226| 0,039032 0,570068| 0,025702 0,881744| 0,004184 0,992940
25/13,78| 0,025400 0,300626| 0,039118 0,609186| 0,022612 0,904356(| 0,002861 0,995801
26|14,00| 0,027017 0,327644| 0,038738 0,647925| 0,019580 0,923936| 0,001857 0,997658
27|14,21| 0,028634 0,356278| 0,037875 0,685800| 0,016667 0,940603| 0,001132 0,998790
28|14,41| 0,030223 0,386501| 0,036547 0,722346[ 0,013942 0,954546( 0,000640 0,999430
29|14,59| 0,031752 0,418253| 0,034816 0,757162| 0,011449 0,965995| 0,000330 0,999760
30|14,76| 0,033175 0,451427| 0,032756 0,789918| 0,009212 0,975207| 0,000152 0,999912
31|14,93| 0,034445 0,485873| 0,030435 0,820353| 0,007242 0,982450( 0,000061 0,999973
32|15,08| 0,035516 0,521389| 0,027922 0,848276| 0,005543 0,987992| 0,000020 0,999994
33|15,23| 0,036330 0,557720| 0,025282 0,873557| 0,004111 0,992104( 0,000005 0,999999
34|15,37| 0,036811 0,594531| 0,022575 0,896132| 0,002938 0,995042( 0,000001 1,000000
35|15,50| 0,036892 0,631423| 0,019861 0,915993| 0,002009 0,997051| 0,000000 1,000000
36|15,62| 0,036534 0,667957| 0,017198 0,933191| 0,001304 0,998355| 0,000000 1,000000
37|15,74| 0,035720 0,703677| 0,014639 0,947830| 0,000795 0,999150( 0,000000 1,000000
38|15,85| 0,034467 0,738144| 0,012246 0,960076| 0,000449 0,999600( 0,000000 1,000000
39|15,95| 0,032835 0,770979| 0,010056 0,970133| 0,000232 0,999832( 0,000000 1,000000
40| 16,05 0,030892 0,801871| 0,008091 0,978224( 0,000107 0,999939| 0,000000 1,000000
41| 16,14| 0,028703 0,830575| 0,006361 0,984585( 0,000043 0,999981| 0,000000 1,000000
42| 16,22| 0,026334 0,856908| 0,004868 0,989453( 0,000014 0,999996| 0,000000 1,000000
43| 16,31| 0,023843 0,880752| 0,003611 0,993064| 0,000004 0,999999| 0,000000 1,000000
44| 16,38 0,021290 0,902042| 0,002581 0,995645( 0,000001 1,000000| 0,000000 1,000000
45| 16,46 0,018731 0,920773| 0,001765 0,997410( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
46| 16,52 0,016219 0,936992| 0,001146 0,998555( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
47| 16,59 0,013806 0,950799| 0,000698 0,999254( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
48| 16,65 0,011549 0,962348| 0,000395 0,999649( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
49| 16,71| 0,009484 0,971832| 0,000204 0,999852( 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
50|16,76| 0,007631 0,979463| 0,000094 0,999946[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
51|16,81| 0,005999 0,985462| 0,000038 0,999984| 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
52|16,86| 0,004591 0,990053| 0,000013 0,999996( 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
53|16,91| 0,003405 0,993459| 0,000003 0,999999[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
54|16,95| 0,002434 0,995893| 0,000001 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
55/16,99| 0,001665 0,997557| 0,000000 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
56/17,03| 0,001080 0,998638| 0,000000 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
57|17,06| 0,000659 0,999296| 0,000000 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
58|17,10| 0,000372 0,999669| 0,000000 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
59|17,13| 0,000192 0,999861| 0,000000 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
60|17,16| 0,000089 0,999949| 0,000000 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
61|17,19| 0,000035 0,999985| 0,000000 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
62|17,22| 0,000012 0,999996| 0,000000 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
63|17,24| 0,000003 0,999999| 0,000000 1,000000[ 0,000000 1,000000( 0,000000 1,000000
64|17,27] 0,000001 1,000000| 0,000000 1,000000] 0,000000 1,000000f 0,000000 1,000000
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Tabela vi

DISTRIBUICAO DA RESERVA MATEMATICA - V, (Feminino AT-83)

i Vi x =50 X =60 X =70 x = 80

P(Vx = Vi) FVX (V) P(Vx = Vi) FVX (V) P(Vx = Vi) l:Vx (V) P(Vx = Vi) l:Vx (V)
(0] 1,00 0,001830 0,001830 0,004467 0,004467 0,011697 0,011697 0,036395 0,036395
1 1,94 0,002012 0,003842 0,004886 0,009353 0,012754 0,024451 0,039484 0,075879
21| 2,83 0,002206 0,006049| 0,005362 0,014715| 0,013969 0,038420| 0,042621 0,118500
3| 3,67 0,002411 0,008460| 0,005902 0,020617| 0,015366 0,053786| 0,045740 0,164240
41 4,47 0,002628 0,011088| 0,006496 0,027114| 0,016946 0,070732| 0,048755 0,212995
5| 5,21 0,002859 0,013947 0,007137 0,034251 0,018703 0,089435 0,051563 0,264558
6 5,92 0,003107 0,017054 0,007813 0,042064 0,020628 0,110063 0,054050 0,318608
7 6,58 0,003373 0,020427 0,008514 0,050578 0,022701 0,132764 0,056091 0,374699
8 7,21 0,003663 0,024090 0,009239 0,059817 0,024904 0,157669 0,057538 0,432237
9] 7,80 0,003983 0,028072| 0,010016 0,069832| 0,027231 0,184900| 0,058191 0,490428
10| 8,36 0,004342 0,032414| 0,010880 0,080712| 0,029666 0,214565| 0,057890 0,548318
11| 8,89 0,004749 0,037163| 0,011863 0,092576| 0,032183 0,246748| 0,056563 0,604880
12| 9,38 0,005212 0,042375 0,012993 0,105569 0,034741 0,281489 0,054219 0,659100
13| 9,85 0,005736 0,048111 0,014293 0,119862 0,037283 0,318772 0,050952 0,710051
14]110,29 0,006314 0,054425 0,015762 0,135625 0,039740 0,358512 0,046924 0,756975
15]10,71 0,006937 0,061362 0,017397 0,153022 0,042029 0,400541 0,042342 0,799317
16/11,11| 0O,007594 0,068955| 0,019187 0,172209| 0,044056 0,444597| 0,037434 0,836751
17]11,48| 0,008275 0,077230| 0,021116 0,193326| 0,045720 0,490317| 0,032429 0,869180
18]11,83| 0,008979 0,086210| 0,023165 0,216491] 0,046900 0,537216| 0,027616 0,896796
19]12,16 0,009735 0,095944 0,025329 0,241820 0,047431 0,584647 0,023164 0,919960
201 12,47 0,010575 0,106519 0,027594 0,269414 0,047186 0,631834 0,019147 0,939107
21)112,76 0,011530 0,118050 0,029936 0,299350 0,046104 0,677938 0,015586 0,954692
22]113,04 0,012629 0,130678 0,032315 0,331664 0,044194 0,722132 0,012469 0,967161
23]113,30|] 0,013892 0,144570| 0,034679 0,366344| 0,041531 0,763663| 0,009770 0,976931
24113,55| 0,015320 0,159890| 0,036965 0,403309| 0,038247 0,801910(| 0,007460 0,984391
25113,78] 0,016909 0,176799| 0,039094 0,442403| 0,034513 0,836423| 0,005516 0,989907
26]14,00|] 0,018649 0,195448| 0,040979 0,483382| 0,030513 0,866936| 0,003917 0,993825
27114,21 0,020523 0,215971 0,042527 0,525909 0,026433 0,893368 0,002643 0,996468
281 14,41 0,022515 0,238486 0,043624 0,569534 0,022510 0,915879 0,001673 0,998141
291 14,59 0,024618 0,263104 0,044119 0,613653 0,018881 0,934759 0,000977 0,999118
30]14,76| 0,026819 0,289923| 0,043891 0,657544| 0,015607 0,950366| 0,000515 0,999634
31]14,93|] 0,029095 0,319019| 0,042885 0,700428| 0,012704 0,963070| 0,000238 0,999872
32]15,08] 0,031408 0,350426| 0,041108 0,741536| 0,010163 0,973233| 0,000093 0,999965
33]15,23|] 0,033706 0,384132| 0,038631 0,780167| 0,007963 0,981196( 0,000028 0,999993
34] 15,37 0,035927 0,420059 0,035577 0,815743 0,006081 0,987277 0,000006 0,999999
35] 15,50 0,037997 0,458056 0,032103 0,847846 0,004496 0,991774 0,000001 1,000000
36| 15,62 0,039829 0,497885 0,028382 0,876228 0,003193 0,994966 0,000000 1,000000
37]115,74] 0,041333 0,539218] 0,024587 0,900815| 0,002155 0,997121| 0,000000 1,000000
38]15,85|] 0,042400 0,581618| 0,020938 0,921753| 0,001364 0,998485| 0,000000 1,000000
39]15,95| 0,042880 0,624498| 0,017562 0,939315| 0,000797 0,999281| 0,000000 1,000000
40]16,05] 0,042659 0,667157| 0,014517 0,953832| 0,000420 0,999701| 0,000000 1,000000
41]116,14 0,041681 0,708838 0,011817 0,965649 0,000194 0,999896 0,000000 1,000000
42116,22 0,039954 0,748792 0,009454 0,975102 0,000076 0,999971 0,000000 1,000000
431 16,31 0,037546 0,786338 0,007407 0,982509 0,000023 0,999994 0,000000 1,000000
44]116,38| 0,034578 0,820916| 0,005656 0,988166| 0,000005 0,999999| 0,000000 1,000000
45]16,46| 0,031201 0,852117| 0,004182 0,992348| 0,000001 1,000000| 0,000000 1,000000
46| 16,52 0,027585 0,879703| 0,002970 0,995318| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
47]116,59] 0,023897 0,903599| 0,002004 0,997322| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
48] 16,65 0,020350 0,923950 0,001269 0,998591 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
491 16,71 0,017069 0,941019 0,000741 0,999331 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
50] 16,76 0,014109 0,955128 0,000391 0,999722 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
51]116,81] 0,011485 0,966613| 0,000181 0,999903| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
52]116,86| 0,009188 0,975801| 0,000070 0,999973| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
53]116,91|] 0,007199 0,983000| 0,000022 0,999995| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
54116,95| 0,005498 0,988498| 0,000005 0,999999| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
55]116,99 0,004065 0,992563 0,000001 1,000000 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
56]117,03 0,002886 0,995449 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
57117,06 0,001948 0,997397 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
58]17,10| 0,001233 0,998630| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
59117,13] 0,000720 0,999350| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
60]17,16] 0,000380 0,999730| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
61]117,19] 0,000176 0,999906| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
62]17,22 0,000068 0,999974 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
63| 17,24 0,000021 0,999995 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
64)17,27 0,000004 0,999999 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
65]117,29| 0,000001 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000| 0,000000 1,000000
66]17,31] 0,000000 1,000000] 0,000000 1,000000] 0,000000 1,000000f 0,000000 1,000000
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ANEXO VI

Tabela vii

MEDIDAS ASSOCIADAS A DISTRIBUICAO DE V ,

Idade Média Variancia Coef. de Variacao Moda P*

Fem Masc Fem Masc Fem Masc Fem Masc Fem Masc
35 16,39 15,92 2,25 3,73 0,09 0,12 16,95 16,76 16,81 16,52
36 16,33 15,83 2,39 3,97 0,09 0,13 16,91 16,71 16,76 16,46
37 16,26 15,74 2,53 4,22 0,10 0,13 16,86 16,65 16,71 16,46
38 16,18 15,64 2,69 4,50 0,10 0,14 16,81 16,59 16,65 16,38
39 16,10 15,54 2,86 4,79 0,10 0,14 16,76 16,52 16,59 16,31
40 16,02 15,43 3,04 5,10 0,11 0,15 16,71 16,46 16,52 16,22
41 15,93 15,31 3,23 5,42 0,11 0,15 16,65 16,38 16,46 16,14
42 15,84 15,20 3,43 5,76 0,12 0,16 16,59 16,31 16,38 16,05
43 15,74 15,07 3,64 6,10 0,12 0,16 16,52 16,22 16,31 15,95
44 15,64 14,94 3,86 6,44 0,13 0,17 16,46 16,14 16,22 15,85
45 15,54 14,81 4,10 6,79 0,13 0,18 16,38 16,05 16,14 15,74
46 15,43 14,68 4,34 7,13 0,14 0,18 16,31 15,95 16,05 15,62
a7 15,31 14,54 4,59 7,46 0,14 0,19 16,22 15,85 15,95 15,50
48 15,19 14,39 4,86 7,79 0,15 0,19 16,14 15,74 15,95 15,37
49 15,07 14,24 5,12 8,10 0,15 0,20 16,05 15,62 15,85 15,23
50 14,93 14,09 5,40 8,40 0,16 0,21 15,95 15,50 15,74 15,08
51 14,80 13,93 5,67 8,69 0,16 0,21 15,85 15,37 15,62 14,93
52 14,65 13,77 5,96 8,97 0,17 0,22 15,74 15,23 15,50 14,76
53 14,51 13,60 6,24 9,24 0,17 0,22 15,62 15,08 15,37 14,59
54 14,35 13,43 6,53 9,50 0,18 0,23 15,50 14,93 15,23 14,41
55 14,19 13,25 6,82 9,75 0,18 0,24 15,37 14,76 15,08 14,21
56 14,02 13,06 7,12 10,00 0,19 0,24 15,23 14,59 14,93 14,00
57 13,85 12,86 7,42 10,24 0,20 0,25 15,08 14,41 14,76 13,78
58 13,66 12,66 7,72 10,49 0,20 0,26 14,93 14,21 14,59 13,55
59 13,48 12,45 8,03 10,75 0,21 0,26 14,76 14,00 14,41 13,55
60 13,28 12,24 8,34 11,00 0,22 0,27 14,59 13,78 14,21 13,30
61 13,07 12,01 8,65 11,26 0,23 0,28 14,41 13,55 14,00 13,04
62 12,86 11,78 8,96 11,53 0,23 0,29 14,21 13,30 13,78 12,76
63 12,64 11,54 9,26 11,78 0,24 0,30 14,00 13,04 13,55 12,47
64 12,41 11,29 9,54 12,03 0,25 0,31 13,78 12,76 13,30 12,16
65 12,18 11,03 9,81 12,25 0,26 0,32 13,55 12,47 13,04 11,83
66 11,94 10,77 10,05 12,45 0,27 0,33 13,30 12,16 12,76 11,48
67 11,69 10,51 10,28 12,62 0,27 0,34 13,04 11,83 12,47 11,48
68 11,43 10,24 10,50 12,76 0,28 0,35 12,76 11,48 12,16 11,11
69 11,17 9,97 10,70 12,86 0,29 0,36 12,47 11,11 12,16 10,71
70 10,89 9,70 10,88 12,92 0,30 0,37 12,16 10,71 11,83 10,29
71 10,61 9,42 11,06 12,94 0,31 0,38 11,83 10,29 11,48 10,29
72 10,32 9,14 11,21 12,92 0,32 0,39 11,48 9,85 11,11 9,85
73 10,02 8,86 11,34 12,85 0,34 0,40 11,11 9,38 10,71 9,38
74 9,72 8,58 11,44 12,75 0,35 0,42 10,71 8,89 10,29 8,89
75 9,41 8,30 11,51 12,61 0,36 0,43 10,29 8,36 9,85 8,89
76 9,10 8,02 11,53 12,43 0,37 0,44 9,85 7,80 9,85 8,36
77 8,78 7,74 11,51 12,21 0,39 0,45 9,38 7,21 9,38 7,80
78 8,46 7.46 11,44 11,97 0,40 0,46 8,89 6,58 8,89 7,80
79 8,15 7,18 11,33 11,69 0,41 0,48 8,36 5,92 8,36 7,21
80 7.83 6,91 11,18 11,38 0,43 0,49 7,80 5,21 8,36 7,21
81 7,51 6,64 10,98 11,04 0,44 0,50 7,21 4,47 7,80 6,58
82 7,20 6,38 10,74 10,67 0,46 0,51 6,58 3,67 7,21 6,58
83 6,89 6,13 10,47 10,29 0,47 0,52 5,92 2,83 7,21 5,92
84 6,58 5,88 10,16 9,88 0,48 0,53 5,21 1,94 6,58 5,92
85 6,28 5,65 9,82 9,46 0,50 0,54 4,47 1,00 6,58 5,21
86 5,99 5,42 9,45 9,02 0,51 0,55 3,67 1,00 5,92 5,21
87 5,71 5,20 9,07 8,57 0,53 0,56 2,83 1,00 5,92 5,21
88 5,44 4,99 8,67 8,11 0,54 0,57 1,94 1,00 5,21 4,47
89 5,18 4,78 8,25 7,65 0,55 0,58 1,00 1,00 5,21 4,47
90 4,94 4,59 7,83 7,19 0,57 0,58 1,00 1,00 4,47 4,47
91 4,71 4,39 7,40 6,73 0,58 0,59 1,00 1,00 4,47 3,67
92 4,50 4,21 6,97 6,28 0,59 0,60 1,00 1,00 4,47 3,67
93 4,30 4,03 6,54 5,83 0,59 0,60 1,00 1,00 3,67 3,67
94 4,11 3,85 6,11 5,40 0,60 0,60 1,00 1,00 3,67 3,67
95 3,94 3,68 5,68 4,97 0,61 0,61 1,00 1,00 3,67 3,67
96 3,77 3,51 5,26 4,55 0,61 0,61 1,00 1,00 3,67 2,83
97 3,61 3,34 4,84 4,14 0,61 0,61 1,00 1,00 2,83 2,83
o8 3,45 3,18 4,42 3,75 0,61 0,61 1,00 1,00 2,83 2,83
99 3,29 3,02 4,01 3,37 0,61 0,61 1,00 1,00 2,83 2,83
100 3,13 2,86 3,60 3,01 0,61 0,61 1,00 1,00 2,83 2,83

* Experiéncia de Mortalidade: AT-83
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Tabela viii

MEDIDAS ASSOCIADAS A DISTRIBUICAO DE V,

|dade Média Variancia Coef. de Variacao Moda

Fem Masc Fem Masc Fem Masc Fem Masc Fem Masc
35 15,98 15,38 3,40 4,98 0,12 0,15 16,76 16,52 16,52 16,14
36 15,89 15,26 3,59 5,28 0,12 0,15 16,71 16,46 16,46 16,05
37 15,80 15,14 3,79 5,60 0,12 0,16 16,65 16,38 16,46 15,95
38 15,71 15,01 3,99 5,94 0,13 0,16 16,59 16,31 16,38 15,85
39 15,61 14,88 4,21 6,30 0,13 0,17 16,52 16,22 16,31 15,74
40 15,50 14,74 4,43 6,69 0,14 0,18 16,46 16,14 16,22 15,62
41 15,39 14,59 4,66 7,10 0,14 0,18 16,38 16,05 16,14 15,50
42 15,28 14,44 4,91 7,53 0,14 0,19 16,31 15,95 16,05 15,37
43 15,16 14,28 5,16 7,98 0,15 0,20 16,22 15,85 15,95 15,23
44 15,03 14,12 5,42 8,43 0,15 0,21 16,14 15,74 15,85 15,08
45 14,90 13,95 5,68 8,88 0,16 0,21 16,05 15,62 15,74 15,08
46 14,77 13,78 5,96 9,32 0,17 0,22 15,95 15,50 15,62 14,93
a7 14,63 13,60 6,24 9,76 0,17 0,23 15,85 15,37 15,50 14,76
48 14,48 13,42 6,53 10,18 0,18 0,24 15,74 15,23 15,37 14,59
49 14,33 13,24 6,82 10,58 0,18 0,25 15,62 15,08 15,23 14,41
50 14,17 13,05 7,11 10,95 0,19 0,25 15,50 14,93 15,08 14,21
51 14,00 12,85 7,41 11,30 0,19 0,26 15,37 14,76 14,93 14,00
52 13,82 12,66 7,71 11,63 0,20 0,27 15,23 14,59 14,76 13,78
53 13,64 12,46 8,02 11,93 0,21 0,28 15,08 14,41 14,59 13,55
54 13,46 12,25 8,33 12,19 0,21 0,28 14,93 14,21 14,41 13,30
55 13,26 12,05 8,64 12,43 0,22 0,29 14,76 14,00 14,21 13,04
56 13,06 11,83 8,95 12,63 0,23 0,30 14,59 13,78 14,00 13,04
57 12,85 11,62 9,26 12,81 0,24 0,31 14,41 13,55 13,78 12,76
58 12,63 11,40 9,56 12,96 0,24 0,32 14,21 13,30 13,55 12,47
59 12,40 11,17 9,86 13,07 0,25 0,32 14,00 13,04 13,30 12,16
60 12,17 10,94 10,14 13,17 0,26 0,33 13,78 12,76 13,04 11,83
61 11,93 10,70 10,41 13,24 0,27 0,34 13,55 12,47 12,76 11,83
62 11,68 10,46 10,67 13,28 0,28 0,35 13,30 12,16 12,76 11,48
63 11,43 10,22 10,90 13,30 0,29 0,36 13,04 11,83 12,47 11,11
64 11,17 9,96 11,11 13,29 0,30 0,37 12,76 11,48 12,16 10,71
65 10,90 9,71 11,30 13,25 0,31 0,37 12,47 11,11 11,83 10,29
66 10,63 9,45 11,45 13,18 0,32 0,38 12,16 10,71 11,48 10,29
67 10,35 9,19 11,58 13,08 0,33 0,39 11,83 10,29 11,11 9,85
68 10,06 8,92 11,66 12,95 0,34 0,40 11,48 9,85 10,71 9,38
69 9,77 8,65 11,71 12,78 0,35 0,41 11,11 9,38 10,71 9,38
70 9,47 8,38 11,72 12,57 0,36 0,42 10,71 8,89 10,29 8,89
71 9,17 8,11 11,69 12,33 0,37 0,43 10,29 8,36 9,85 8,36
72 8,87 7,83 11,61 12,06 0,38 0,44 9,85 7,80 9,38 8,36
73 8,57 7,56 11,49 11,76 0,40 0,45 9,38 7,21 9,38 7,80
74 8,26 7,28 11,32 11,42 0,41 0,46 8,89 6,58 8,89 7,80
75 7,95 7,01 11,11 11,05 0,42 0,47 8,36 5,92 8,36 7,21
76 7,64 6,74 10,86 10,66 0,43 0,48 7,80 5,21 7,80 6,58
77 7,33 6,47 10,56 10,24 0,44 0,49 7,21 4,47 7,80 6,58
78 7,02 6,20 10,23 9,81 0,46 0,51 6,58 3,67 7,21 5,92
79 6,72 5,94 9,86 9,35 0,47 0,52 5,92 2,83 7,21 5,92
80 6,41 5,68 9,45 8,88 0,48 0,52 5,21 1,94 6,58 5,92
81 6,11 5,42 9,02 8,40 0,49 0,53 4,47 1,00 5,92 5,21
82 5,82 5,17 8,56 7,91 0,50 0,54 3,67 1,00 5,92 5,21
83 5,53 4,92 8,09 7,42 0,51 0,55 2,83 1,00 5,21 4,47
84 5,25 4,68 7,60 6,93 0,53 0,56 1,94 1,00 5,21 4,47
85 4,97 4,45 7,10 6,44 0,54 0,57 1,00 1,00 4,47 4,47
86 4,70 4,23 6,59 5,96 0,55 0,58 1,00 1,00 4,47 3,67
87 4,44 4,01 6,09 5,49 0,56 0,58 1,00 1,00 4,47 3,67
88 4,19 3,80 5,59 5,04 0,57 0,59 1,00 1,00 3,67 3,67
89 3,94 3,59 5,11 4,60 0,57 0,60 1,00 1,00 3,67 2,83
90 3,71 3,40 4,64 4,18 0,58 0,60 1,00 1,00 3,67 2,83
91 3,49 3,21 4,19 3,78 0,59 0,61 1,00 1,00 2,83 2,83
92 3,27 3,03 3,76 3,41 0,59 0,61 1,00 1,00 2,83 2,83
93 3,07 2,87 3,35 3,05 0,60 0,61 1,00 1,00 2,83 2,83
94 2,88 2,71 2,97 2,72 0,60 0,61 1,00 1,00 2,83 1,94
95 2,70 2,55 2,62 2,42 0,60 0,61 1,00 1,00 1,94 1,94
96 2,53 2,41 2,30 2,14 0,60 0,61 1,00 1,00 1,94 1,94
97 2,37 2,28 2,00 1,88 0,60 0,60 1,00 1,00 1,94 1,94
o8 2,22 2,15 1,73 1,65 0,59 0,60 1,00 1,00 1,94 1,94
99 2,08 2,03 1,49 1,43 0,59 0,59 1,00 1,00 1,94 1,94
100 1,95 1,92 1,27 1,24 0,58 0,58 1,00 1,00 1,94 1,94

* Experiéncia de Mortalidade: AT-49
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ANEXO VIiI
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ANEXO IX
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