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ResumoNesta dissertação, iremos garantir a existênia de três soluções não triviais para oseguinte problema de Dirihlet
{

−∆u = f(u), Ω

u = 0, ∂Ω,onde Ω ∈ R
n, n ≥ 3, é um domínio limitado om fronteira suave e f ∈ C1(R,R) satisfaz

f(0) = 0, f ′(0) = 0 e possui resimento subrítio e superlinear no in�nito.
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AbstratIn this dissertation, we will ensure the existene of three nontrivial solutions to thefollowing Dirihlet problem
{

−∆u = f(u), Ω

u = 0, ∂Ω,where Ω ∈ R
n, n ≥ 3, is a bounded domain with smooth boundary and f ∈ C1(R,R)satis�es f(0) = 0, f ′(0) = 0 and has subritial growth and superlinear at in�nity.
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Notações
(PS) Condição de Palais-Smale
∆ O operador Laplaiano
dim(E) Dimensão do espaço E
L(E,F ) Espaço dos operadores lineares limitados de E em F

|Ω | Medida de Lebesgue do onjunto Ω

∇ O operador gradiente
⊕ Soma direta
‖ · ‖ Norma do gradiente no espaço H1

0 (Ω)

‖ · ‖E Norma do espaço normado E (para os demais espaços)
σ(A) Espetro do operador A
C∞

0 (Ω) Conjunto de todas as funções em C∞(Ω) om suporte ompato em Ω

deg(Φ,O, b) Grau topológio de Φ em O no ponto b
dist(u,B) Distânia do ponto u ao onjunto B
H−1(Ω) Espaço dual de H1

0 (Ω)

Id O operador identidade
Jc Conjunto dos pontos no subnível c de J
Kc(J) Conjunto dos pontos rítios de J no nível c
Ker(A) Núleo do operador A 1



m(u) Índie de Morse do ponto rítio u
R(A) Imagem do operador AT.C.D.L. Teorema da onvergênia dominada de Lebesgue
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IntroduçãoNeste trabalho estabeleeremos a existênia de múltiplas soluções para o seguinteproblema de Dirihlet superlinear:
{

−∆u = f(u), Ω

u = 0, ∂Ω,
(P)onde Ω ∈ R

n, n ≥ 3, é um domínio limitado om fronteira suave e a função f satisfaz asseguintes ondições:
(f1) f ∈ C1(R,R), f(0) = f ′(0) = 0;

(f2) existem onstantes positivas C1, C2 tais que
|f ′(t)| ≤ C1 + C2|t|

α−1,onde 1 < α < n+2
n−2

;
(f3) existem onstantes µ > 2 e M > 0 tais que

0 < µF (t) ≤ tf(t) |t| ≥Monde F (t) =
t∫

0

f(s)ds é a primitiva da função f .Observe que a ondição (f1) implia que, em partiular, u ≡ 0 é uma solução trivialde (P). A ondição (f2) implia que f tem resimento subrítio e, juntamente om
(f1), ela também é utilizada para veri�ar que o funional assoiado ao problema é delasse C2. A ondição (f3), também onheida omo ondição de Ambrosetti-Rabinowitz,é que arateriza a superlinearidade do problema, daí dizermos que (P) é um problemade Dirihlet superlinear.Problemas do tipo (P) apareem naturalmente em físia, engenharia, biomatemátia,eologia, geometria, et. Por esta razão o estudo de tais problemas atrai tanto a atenção3



Introduçãode pesquisadores de matemátia pura quanto de matemátia apliada.Ambrosetti e Rabinowitz mostraram a existênia de duas soluções não triviais parao problema aima, uma positiva e outra negativa, om ondições menos restritivas doque as ondições espei�adas aima, no famoso artigo [AR℄. Eles também mostrarama existênia de in�nitas soluções no aso em que f é ímpar. Após este trabalho muitosmatemátios passaram a estudar o problema (P) om o objetivo de estabeleer múltiplassoluções. Lembrando que já é onheida a existênia de in�nitas soluções no aso n = 1sem a hipótese de que f seja ímpar (ver [Ra2℄).Na déada passada em um elegante trabalho, Wang [W℄, sob as ondições aimamostrou a existênia de uma tereira solução de duas maneiras diferentes, uma usando aonstrução de um enlae (em inglês �link�) e outra usando teoria de Morse. O trabalho deWang inspirou também estudos sobre o sinal de tais soluções, ver por exemplo [BCW, BW℄e suas referênias, e até mesmo a onstrução de um algoritmo para o álulo de soluçõesnumérias [CCD℄.Reentemente, em outro interessante trabalho, [LW℄, tal problema foi estudado sobhipóteses diferentes da ondição de superlinearidade de Ambrosetti-Rabinowitz (f3).Nosso objetivo será garantir a existênia de múltiplas soluções para o problema (P).Mais preisamente, vamos demonstrar o seguinte resultado:Teorema A. Suponha que f satisfaça as ondições (f1),(f2) e (f3). Então o problema(P) possui pelo menos três soluções não triviais.Para demonstrar o teorema aima utilizaremos métodos variaionais. Veri�aremosque soluções lássias do problema (P) orrespondem aos pontos rítios do funional (emalguns textos hamado de funional energia) J : H1
0 (Ω) → R de�nido por

J(u) =

∫

Ω

(
1

2
|∇u|2 − F (u)

)
dx.Assim o nosso trabalho se resume a garantir a existênia de pontos rítios não triviaisdeste funional. Para a demonstração do Teorema A vamos primeiro relembrar a provada existênia de duas soluções obtidas por Ambrosetti e Rabinowitz, [AR, Ra1℄. Isso seráfeito por uma apliação do Teorema do Passo da Montanha. Após um trunamento dafunção f(t) obtemos pontos rítios, não do funional J , mas de um funional modi�ado

J̃ que oinide om J em funções que são não negativas. A seguir apliamos o Prinípiodo Máximo para onluir que os pontos rítios obtidos para o funional J̃ também sãopontos rítios de J e onsequentemente soluções do problema (P), obtendo também4



Introduçãoinformação sobre o sinal de tal solução. Desta maneira garantiremos a existênia de duassoluções u1 > 0 > u2 do problema (P). Feito isso, seguiremos o argumento de Wang, [W℄,para estabeleer a existênia de um enlae que nos permitirá obter uma tereira soluçãovia um argumento de minimax. A onstrução deste enlae será feita da seguinte forma:primeiro iremos estudar o omportamento loal do funional J próximo às duas soluçõesobtidas anteriormente, onstruindo uma espéie de �enlae loal�. Para isso utilizaremosuma generalização do Lema de Morse para espaços de Hilbert de dimensão in�nita. Alémdisso, estudamos a estrutura topológia dos onjuntos de subnível rítio do funional J̃e também uma estimativa para o índie de Morse em tais pontos rítios. Com essasinformações onstruiremos um enlae global que forneerá um novo valor rítio para ofunional J e, onsequentemente, uma tereira solução para o nosso problema.O trabalho está organizado da seguinte maneira. No Capítulo 1 faremos uma breveintrodução aos métodos variaionais, enuniamos uma versão do Teorema de Deformaçãoque se adequa às nossas neessidades e o Teorema do Passo da Montanha. Veri�aremostambém a difereniabilidade do funional J (e J̃). No Capítulo 2 estabeleeremos aexistênia das duas primeiras soluções para o problema (P), omo em [Ra1℄. Tambémveri�aremos a regularidade das soluções. No Capítulo 3 será estudada uma genera-lização do Lema de Morse, em alguns textos onheido omo �splitting theorem�, bemomo alguns resultados ténios que serão utilizados no apítulo seguinte. No Capítulo4 obtemos a tereira solução para o problema (P) �nalizando assim a demonstração doTeorema A.Finalmente, vale a pena observar que estaremos utilizando alguns resultados de Teoriado Grau em dimensão in�nita (veja por exemplo [De, Bn, Be℄, e também alguns resultadosde equações difereniais ordinárias em espaços de Banah (veja por exemplo [SZ, Rm℄).
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Capítulo 1Métodos VariaionaisEstamos busando obter soluções lássias para o problema (P), ou seja, uma função
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfazendo (P). Suponha que u seja uma tal solução lássia, entãomultipliando (P) por uma função φ ∈ C∞

0 (Ω) e usando a primeira fórmula de Greenobtemos ∫

Ω

∇u∇φ dx =

∫

Ω

f(u)φ dx (1.1)Denotamos por H1
0 (Ω) o feho de C∞

0 (Ω) om respeito à norma
‖u‖ =



∫

Ω

|∇u|2dx




1
2

Dizemos que u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução fraa de (P) se u satisfaz (1.1) para toda

φ ∈ C∞
0 (Ω). Evidentemente uma solução lássia de (P) é também uma solução fraae, omo veremos mais adiante, a reíproa também é verdadeira. Considere o seguintefunional em H1

0 (Ω)

J(u) =

∫

Ω

(
1

2
|∇u|2 − F (u)

)
dx,onde F (t) =

t∫
0

f(s)ds é a primitiva da função f .Veremos mais adiante que J é difereniável em H1
0 (Ω) om

J ′(u)v =

∫

Ω

(∇u∇v − f(u)v) dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω).Portanto as soluções fraas de (P) são exatamente os pontos rítios de J . Observe que,6



Capítulo 1. Métodos Variaionaispor (f1), 0 é um ponto rítio de J . Assim para garantir a existênia de uma solução fraanão trivial do problema, basta garantir a existênia de um ponto rítio de J diferente de
0.1.1 O Teorema do Passo da MontanhaO famoso Teorema do Passo da Montanha é uma poderosa ferramenta que utilizaremospara garantir a existênia de soluções não triviais de (P). Sua prova é relativamentesimples e está fundamentada no Teorema de Deformação (Teorema 1.2). Ambos envolvema seguinte ondição:De�nição 1.1. Seja E um espaço de Banah real e seja I ∈ C1(E,R). Dizemos que Isatisfaz a ondição de Palais-Smale se qualquer sequênia (uk) ⊂ E tal que (I(uk)) é limi-tada e I ′(uk) −→ 0 quando k → ∞ possui uma subsequênia onvergente. Tais sequêniassão frequentemente hamadas de sequênia de Palais-Smale. Nesse aso, diremos que ofunional I satisfaz a ondição (PS).Teorema 1.2 ([Ra1℄,[H℄). Seja E um espaço de Banah real e seja I ∈ C1(E,R) satisfa-zendo a ondição (PS). Sejam c ∈ R, ǫ > 0 e Nδ(Kc(I)) = {u ∈ E | dist(u,Kc(I)) ≤ δ},
δ > 0, uma vizinhança fehada de Kc(I). Então existem η ∈ C([0, 1] × E,E) e ǫ ∈ (0, ǫ)tais que

(1) η(0, u) = u ∀ u ∈ E

(2) η(t, u) = u ∀t ∈ [0, 1], u /∈ I−1([c− ǫ, c+ ǫ])

(3) η(1, Ic+ǫ \N δ
2
) ⊂ Ic−ǫ

(4) η(1, N δ
2
) ⊂ Nδ

(5) η(t, ·) é um homeomor�smo para ada t ∈ [0, 1]

(6) se Kc(I) = ∅ então η(1, Ic+ǫ) ⊂ Ic−ǫTeorema 1.3 (Teorema do Passo da Montanha, [AR℄). Sejam E um espaço de Banahreal e I ∈ C1(E,R) satisfazendo a ondição (PS). Suponha que I(0) = 0 e que
(I1) existem onstantes ρ, δ > 0 tais que I|∂Bρ

≥ δ

(I2) existe um e ∈ E \Bρ tal que I(e) ≤ 0.7



Capítulo 1. Métodos VariaionaisEntão, I possui um valor rítio c ≥ δ. Além disso c pode ser araterizado por
c = inf

γ∈Γ
{max
t∈[0,1]

{I(γ(t))}}onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.Demonstração: Primeiramente, observe que ada urva γ ∈ Γ ruza a fronteira ∂Bρ eportanto
c ≥ δpor (I1). Suponha, por ontradição, que c não é um valor rítio de I. De�nindo ǭ = α/2e invoando o Teorema 1.2 obtemos ǫ ∈ (0, ǭ) e η ∈ C([0, 1] × E,E) tais que

η(1, Ic+ǫ) ⊂ Ic−ǫ. (1.2)Esolha γ ∈ Γ tal que
max
t∈[0,1]

{I(γ(t))} ≤ c+ ǫ. (1.3)e onsidere η(1, γ(t)). Observe que η(1, γ(0)) = 0, pelo item (2) do Teorema de Deforma-ção, e analogamente η(1, γ(1)) = e por (I2). Também pelo Teorema de Deformação segueque η(1, γ(t)) é ontínua. Portanto η(1, γ(·)) ∈ Γ. Então, por (1.2) e (1.3) segue que
max
t∈[0,1]

{I(η(1, γ(t)))} ≤ c− ǫontrariando a de�nição de c. Portanto o Teorema do Passo da Montanha está demons-trado. �1.2 Difereniabilidade do funional assoiadoPara apliar o Teorema do Passo da Montanha, preisamos veri�ar que o funionalassoiado ao problema é de lasse C1. Em nosso aso o funional será, na verdade, delasse C2.Nesta seção serão desenvolvidas as ferramentas que irão garantir a difereniabilidadedo funional J .De�nição 1.4. Seja E um espaço de Banah real om norma ‖ · ‖E. Seja U ⊂ E umaberto de E. Seja I : U −→ R um funional. Dizemos que I é Fréhet difereniável em
u ∈ U se existir uma apliação linear ontínua L = L(u) : E −→ R tal que, para todo8



Capítulo 1. Métodos Variaionais
ǫ > 0 existe δ = δ(ǫ, u) > 0 tal que

|I(u+ v) − I(u) − Lv| ≤ ǫ‖v‖E ∀ v tal que ‖v‖E ≤ δou equivalentemente, se
lim

v∈E,v→0

I(u+ v) − I(u) − Lv

‖v‖E
= 0.A apliação L quando existe é únia e será denotada por I ′(u) = L = L(u). Observeque L ∈ E ′, o espaço dual de E, ou seja, o onjunto dos funionais lineares limitadosde�nidos em E.Denotamos por C1(U,R) o onjunto dos funionais que são ontinuamente Fréhetdifereniáveis em U .Um ponto u ∈ U é um ponto rítio de I se I ′(u) = 0, ou seja, I ′(u)v = 0 para todo

v ∈ E. Neste aso, o valor de I em u é dito um valor rítio de I.De�nição 1.5. Dizemos que I ∈ C1(U,R) possui uma derivada de Fréhet de segundaordem em u ∈ U se existir uma apliação linear ontínua L : E −→ E ′ tal que para todo
ǫ > 0 existe δ = δ(ǫ, u) > 0 tal que

‖I ′(u+ v) − I ′(u) − Lv‖E′ ≤ ǫ‖v‖E ∀ v tal que ‖v‖E ≤ δou equivalentemente, se
lim

v∈E,v→0

I ′(u+ v) − I ′(u) − Lv

‖v‖E
= 0.Denotamos por C2(U,R) o onjunto dos funionais que são ontinuamente Fréhetdifereniáveis em U uja diferenial é de lasse C1.Agora, vamos estabeleer uma simples desigualdade que será bastante utilizada aolongo de todo o texto.Lema 1.6. Sejam 1 ≤ p <∞ e a, b ≥ 0, então

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp).Demonstração: Se p = 1 a desigualdade é óbvia. Se p > 1 basta observar que a função
xp é onvexa em [0,∞), isto é, seu grá�o restrito à um intervalo [x1, x2] está abaixo do9



Capítulo 1. Métodos Variaionaissegmento de reta que liga os pontos (x1, x
p
1) e (x2, x

p
2). Logo

[
a+ b

2

]p
≤
ap + bp

2
,donde onluímos o resultado. �Proposição 1.7. Seja Ω um domínio limitado e seja f ∈ C(R,R). Suponha que existamonstantes p ≥ 1, q ≥ 1 e a, b > 0 tais que

|f(t)| ≤ a+ b|t|
p
q ∀ t ∈ REntão a apliação B : Lp(Ω) → Lq(Ω) de�nida por B(u) = f(u) é ontínua.Demonstração: Primeiro vamos mostrar que B(u) ∈ Lq(Ω) para todo u ∈ Lp(Ω). Seja

u ∈ Lp(Ω), pela hipótese sobre f e pelo Lema 1.6 temos
∫

Ω

|f(u(x))|qdx ≤

∫

Ω

(
a+ b|u|

p
q

)q
dx ≤ c

∫

Ω

(1 + |u|p)dx <∞que mostra que B : Lp(Ω) → Lq(Ω).Seja u0 ∈ Lp(Ω) e seja {uk}
∞
k=1 ⊆ Lp(Ω) uma sequênia tal que ‖uk − u0‖Lp(Ω) → 0.Sabemos que existem uma subsequênia {ukj

} e ψ ∈ Lp(Ω) tais que ukj
(x) → u0(x) q.t.p.

Ω e |ukj
(x)| ≤ ψ(x) q.t.p. Ω, (ver [Br℄). Por hipótese temos

|f(ukj
(x)) − f(u0(x))|

q ≤
(
|f(ukj

(x))| + |f(u0(x))|
)q

≤ 2q−1(|f(ukj
(x))|q + |f(u0(x))|

q)

≤ 2q−1
{(
a+ b|ukj

|
p
q

)q
+
(
a+ b|u0|

p
q

)q}

≤ (2q−1)2
{
aq + bq|ukj

|p + aq + bq|u0|
p
}

≤ d1 + d2(|ukj
(x)|p + |u0(x)|

p)

≤ d1 + d2(|ψ(x)|p + |u0(x)|
p) ∈ L1(Ω).Pela ontinuidade de f segue que

|f(ukj
(x)) − f(u0(x))|

q −→ 0 quando j → ∞ q.t.p. Ω

10



Capítulo 1. Métodos VariaionaisPortanto
‖Bukj

−Bu0‖
q

Lq(Ω) =

∫

Ω

|f(ukj
(x)) − f(u0(x))|

qdx −→ 0 quando j → ∞,pelo T.C.D.L. Isto é su�iente para mostrar que o operador B : Lp(Ω) −→ Lq(Ω) éontínuo. �Proposição 1.8. Seja Ω ⊂ R
n, n ≥ 3, um domínio limitado om fronteira suave. Seja

f ∈ C1(R,R) satisfazendo
|f ′(t)| ≤ C1 + C2|t|

α−1onde C1, C2 > 0 são onstantes e 1 < α < (n+ 2)/(n− 2). Se
F (t) =

t∫

0

f(s)ds e J(u) =

∫

Ω

(
1

2
|∇u|2 − F (u)

)
dxentão J ∈ C2(H1

0 (Ω),R),
J ′(u)v =

∫

Ω

(∇u∇v − f(u)v) dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω) (1.4)e

J ′′(u)(v, w) =

∫

Ω

(∇v∇w − f ′(u)vw) dx ∀ v, w ∈ H1
0 (Ω). (1.5)Além disso o operador J ′ é da forma Id − K, onde K é um operador ompato, e seonsiderarmos A : H1

0 (Ω) −→ H1
0 (Ω) o operador linear ontínuo de�nido por J ′′(u), ouseja, J ′′(u)(v, w) = 〈Av,w〉 = 〈v, Aw〉, então A também é da forma Id−K.Demonstração: Primeiramente observe que, devido à ondição de resimento de f ′ ofunional J está bem de�nido, bem omo as expressões (1.4) e (1.5). Vamos mostrar, porexemplo, que (1.5) faz sentido (similarmente para (1.4)). Considere

p1 =
2∗

α− 1
; p2 =

2∗

2∗ − (α+ 1)
; p3 =

2∗

2
;

1

p1

+
1

p2

+
1

p3

= 1e observe que 1 < p1, 1 < p2 < 2∗ e 1 < p3 < 2∗. Assim, usando a desigualdade de Hölder
11



Capítulo 1. Métodos Variaionaise as imersões de Sobolev, temos
∫

Ω

|f ′(u)vw| ≤

∫

Ω

(C1 + C2|u|
α−1)|v||w|

≤ C3



∫

Ω

|v||w| +

∫

Ω

|u|α−1|v||w|




≤ C4

(
‖v‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω) + ‖u‖α−1

L2∗ (Ω)
‖v‖Lp2 (Ω)‖w‖Lp3 (Ω)

)

≤ C5

(
‖v‖‖w‖ + ‖u‖α−1‖v‖‖w‖

)
<∞. (1.6)Agora vamos mostrar que o funional J é de lasse C2. Para isso basta mostrar que ofunional I(u) =

∫
Ω

F (u) é de lasse C2, pois J(u) = 1
2
‖u‖2 − I(u) e ‖ · ‖2 é de lasse C∞.Para isso, sejam u ∈ H1

0 (Ω) e ǫ > 0, devemos enontrar δ > 0 tal que
‖v‖ ≤ δ ⇒ |I(u+ v) − I(u) − Lv| ≤ ǫ‖v‖onde

Lv =

∫

Ω

f(u)v.Podemos onsiderar ‖v‖ ≤ 1. Agora, utilizando o Teorema do Valor Médio, temos
|I(u+ v) − I(u) − Lv| ≤

∫

Ω

|F (u+ v) − F (u) − f(u)v|

≤

∫

Ω

|(f(u+ θv) − f(u))v|

≤

∫

Ω

∣∣(f ′(u+ λθv))θv2
∣∣om θ(x) ∈ (0, 1) e λ(x) ∈ (0, 1). Assim, usando a ondição de resimento de f ′, temos

|I(u+ v) − I(u) − Lv| ≤

∫

Ω

(
C1 + C2|u+ λθv|α−1

)
|v|2

≤

∫

Ω

(
C1 + C2(|u| + |v|)α−1

)
|v|2

12



Capítulo 1. Métodos Variaionais
≤

∫

Ω

(
C1 + C2(|u|

α−1 + |v|α−1)
)
|v|2

≤ C1

∫

Ω

|v|2 + C2

∫

Ω

|v|α+1 + C2

∫

Ω

|u|α−1|v|2

≤ C3‖v‖
2 + C4‖v‖

α+1 + C2



∫

Ω

|u|(α−1)n
2




2
n


∫

Ω

|v|2
∗




n−2
n

≤ C
(
‖v‖2 + ‖v‖α+1 + ‖u‖α−1‖v‖2

)

≤ C
(
2 + ‖u‖α−1

)
‖v‖2 ≤ ǫ‖v‖desde que ‖v‖ ≤ δ = ǫ

C(2+‖u‖α−1)
.Mostraremos agora que I ′ é ontínua. Para isso, seja uk −→ u em H1

0 (Ω), então
‖I ′(uk) − I ′(u)‖H−1(Ω) = sup

‖v‖≤1





∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(f(uk) − f(u))v

∣∣∣∣∣∣





≤ sup
‖v‖≤1





∫

Ω

|f(uk) − f(u)| |v|





≤ sup
‖v‖≤1







∫

Ω

|f(uk) − f(u)|
α+1

α




α
α+1


∫

Ω

|v|α+1




1
α+1





≤ C‖f(uk) − f(u)‖
L

α+1
α (Ω)

(1.7)agora, omo |f(t)| ≤ C1 + C2|t|
α, segue da Proposição 1.7 que a apliação

B : Lα+1(Ω) −→ L
α+1

α (Ω)

u 7−→ f(u)é ontínua. Como uk −→ u em H1
0 (Ω), pelas imersões de Sobolev, segue que uk −→ u em

Lα+1(Ω). Assim, por (1.7) e pela ontinuidade de B, temos que
‖I ′(uk) − I ′(u)‖H−1(Ω) −→ 0 quando k → ∞.Portanto I ′ é ontínua.A seguir, vamos veri�ar que I ′ é ompato. Seja (uk) ⊂ H1

0 (Ω) uma sequênialimitada. Pelo Teorema de Rellih-Kondrahov ([AF℄ pág. 168), existe uma subsequênia13
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(ukj

) tal que ukj
−→ u0, quando j → ∞, em Lα+1(Ω). Daí, pelo que vimos aima

I ′(ukj
) −→ I ′(u0), ou seja, I ′ é ompato.Agora, vamos mostrar que I é de lasse C2. Como antes, sejam u ∈ H1

0 (Ω) e ǫ > 0,devemos enontrar δ > 0 tal que
‖I ′(u+ v) − I ′(u) − Lv‖H−1(Ω) ≤ ǫ‖v‖ ∀ v ∈ H1

0 (Ω) tal que ‖v‖ ≤ δonde Lv(w) =
∫
Ω

f ′(u)vw. Lembrando que
‖I ′(u+ v) − I ′(u) − Lv‖H−1(Ω) = sup

w∈H1
0 (Ω)

‖w‖≤1

{|I ′(u+ v)w − I ′(u)w − Lvw|} .Assim, basta enontrarmos δ > 0 tal que, se ‖v‖ ≤ δ e ‖w‖ ≤ 1, então
|I ′(u+ v)w − I ′(u)w − Lvw| =

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(f(u+ v)w − f(u)w − f ′(u)vw)

∣∣∣∣∣∣

≤

∫

Ω

|f(u+ v)w − f(u)w − f ′(u)vw| =

∫

Ω

Ψ ≤ ǫ‖v‖Vamos onsiderar
Ω1 = {x ∈ Ω : |u(x)| ≥ b1}

Ω2 = {x ∈ Ω : |v(x)| ≥ b2}

Ω3 = {x ∈ Ω : |u(x)| ≤ b1, e |v(x)| ≤ b2}onde b1, b2 > 0 por enquanto são quaisquer números. Dessa forma Ω ⊆ Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3. Noque segue, onsideramos ‖v‖ ≤ 1 e ‖w‖ ≤ 1. Em Ω1 temos
∫

Ω1

|f(u+ v) − f(u) − f ′(u)v| |w| ≤

∫

Ω1

|f ′(u+ θv)) − f ′(u)| |v||w|

≤

∫

Ω1

(
C1 + C2|u+ θv|α−1 + C1 + C2|u|

α−1
)
|v||w|

14
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≤

∫

Ω1

(
2C1 + C2(|u| + |v|)α−1 + C2|u|

α−1
)
|v||w|

≤

∫

Ω1

(
2C1 + 2C2(|u| + |v|)α−1

)
|v||w|. (1.8)Agora, onsidere

p1 =
2∗

α− 1
; p2 =

2∗

2∗ − (α+ 1)
; p3 =

2∗

2

q1 =
2∗

α− 1
; q2 =

2∗

2∗ − (α+ 1)
; q3 = 2∗; q4 = 2∗e observe que

1

p1

+
1

p2

+
1

p3

= 1 =
1

q1
+

1

q2
+

1

q3
+

1

q4

1 < p1, q1 ; 1 < p2, q2 < 2∗ ; 1 < p3, q3 < 2∗ ; 1 < q4 < 2∗assim, utilizando a desigualdade de Hölder e as imersões de Sobolev obtemos
∫

Ω1

|f(u+ v) − f(u) − f ′(u)v| |w| ≤ 2C1

∫

Ω1

|v||w| + 2C2

∫

Ω1

(|u| + |v|)α−1 |v||w|

≤ 2C1|Ω1|
1

p1 ‖v‖Lp2 (Ω1)‖w‖Lp3 (Ω1)

+ 2C2|Ω1|
1
q2 ‖|u| + |v|‖α−1

L2∗ (Ω1)
‖v‖Lq3 (Ω1)‖w‖Lq4 (Ω1)

≤ C3|Ω1|
1

p1 ‖v‖ + C4|Ω1|
1
q2

(
‖u‖α−1 + ‖v‖α−1

)
‖v‖

≤ C5

[
|Ω1|

1
p1 + |Ω1|

1
q2

(
‖u‖α−1 + 1

)]
‖v‖.Portanto obtemos

∫

Ω1

Ψ ≤ C5

[
|Ω1|

1
p1 + |Ω1|

1
q2

(
‖u‖α−1 + 1

)]
‖v‖Agora, omo u ∈ L1(Ω), temos que |Ω1| −→ 0 quando b1 → ∞, logo podemos esolher b1su�ientemente grande de forma que

C5

[
|Ω1|

1
p1 + |Ω1|

1
q2

(
‖u‖α−1 + 1

)]
≤
ǫ

3
.Com isso temos ∫

Ω1

Ψ ≤
ǫ

3
‖v‖ (1.9)15



Capítulo 1. Métodos VariaionaisConsideremos agora o subonjunto Ω2. Como em (1.8) temos
∫

Ω2

|f(u+ v) − f(u) − f ′(u)v| |w| ≤ C6

∫

Ω2

(
1 + (|u| + |v|)α−1

)
|v||w|

≤ C6





∫

Ω2

(
1 + (|u| + |v|)α−1

)p1




1
p1

‖v‖Lp3 (Ω2)‖w‖Lp2 (Ω2)

≤ C7





∫

Ω2

(
1 + (|u| + |v|)2∗

)




1
p1

‖v‖
L

2∗
2 (Ω2)

≤ C8

{
|Ω|

1
p1 + ‖|u| + |v|‖L2∗(Ω2)

}
‖v‖

L
2∗
2 (Ω2)

≤ C9

(
1 + ‖u‖α−1

L2∗ (Ω)
+ ‖v‖α−1

L2∗ (Ω)

)


∫

Ω2

|v|
2∗

2

(
|v|

b2

) 2∗

2




2
2∗

≤ C10

(
2 + ‖u‖α−1

L2∗ (Ω)

) 1

b2
‖v‖2

L2∗ (Ω)Portanto ∫

Ω2

Ψ ≤
C11

b2

(
2 + ‖u‖α−1

L2∗ (Ω)

)
‖v‖2 (1.10)Finalmente, vamos onsiderar o subonjunto Ω3. Como f ∈ C1(R,R), sabemos que

f é uniformemente difereniável em ada subonjunto ompato de R. Em partiular,onsidere o ompato [−b1, b1], assim dado ǫ̂ > 0 existe δ̂ = δ̂(ǫ̂, b1) tal que
|f(t+ h) − f(t) − f ′(t)h| ≤ ǫ̂|h| ∀ |h| ≤ δ̂, ∀ |t| ≤ b1 (1.11)Em partiular se b2 ≤ δ̂ então, usando (1.11) e as imersões de Sobolev, obtemos
∫

Ω3

Ψ ≤ ǫ̂

∫

Ω

|v||w| ≤ C12ǫ̂‖v‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω) ≤ C13ǫ̂‖v‖ (1.12)agora, esolhemos ǫ̂ de forma que 3C13ǫ̂ ≤ ǫ. Com esta esolha de ǫ̂ teremos δ̂, daí esolha
16
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b2 = δ̂. Finalmente esolha δ su�ientemente pequeno tal que

δ ≤ min





b2ǫ

3C11

(
2 + ‖u‖α−1

L2∗ (Ω)

) , 1



daí, usando (1.9), (1.10) e (1.12) obtemos

∫

Ω

Ψ ≤

∫

Ω1

Ψ +

∫

Ω2

Ψ +

∫

Ω3

Ψ ≤ ǫ‖v‖omo queríamos.Para provar que I ′′ é ontínua, seja uk −→ u em H1
0 (Ω) então sabemos que, a menosde subsequênia, uk −→ u em Lα+1(Ω). Lembrando que

||I ′′(uk) − I ′′(u)||L(H1
0 (Ω),H−1(Ω)) = sup

v∈H1
0 (Ω)

‖v‖≤1





sup
w∈H1

0 (Ω)
‖w‖≤1

{|I ′′(uk)vw − I ′′(u)vw|}



Considerando v, w ∈ H1

0 (Ω), tais que ‖v‖, ‖w‖ ≤ 1 e observando que α−1
α+1

+ 1
α+1

+ 1
α+1

= 1temos
∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(f ′(uk)vw − f ′(u)vw)

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

Ω

|f ′(uk) − f ′(u)||v||w|

≤ ‖f ′(uk) − f ′(u)‖
L

α+1
α−1 (Ω)

‖v‖Lα+1(Ω)‖w‖Lα+1(Ω)

≤ C‖f ′(uk) − f ′(u)‖
L

α+1
α−1 (Ω)Por outro lado, pela Proposição 1.7, a apliação

B : Lα+1(Ω) −→ L
α+1
α−1 (Ω)

u 7−→ f ′(u)é ontínua. Logo, omo uk −→ u em Lα+1(Ω) temos
||I ′′(uk) − I ′′(u)||L(H1

0 (Ω),H−1(Ω)) ≤ C‖f ′(uk(·)) − f ′(u(·))‖
L

α+1
α−1 (Ω)

−→ 0quando k → ∞. Portanto I ′′ é ontínua.Resta agora mostrar que o operador A : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω) de�nido por J ′′(u) é da17



Capítulo 1. Métodos Variaionaisforma Id−K. Lembrando que J ′′(u) é uma apliação bilinear simétria de H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)em R, isto é, J ′′(u)(v, w) = J ′′(u)(w, v) para todos v, w ∈ H1
0 (Ω). Por outro lado, paraada v ∈ H1

0 (Ω), pelo Teorema da Representação de Riesz (ver por ex. [Co℄ pág. 13),existe um únio Av ∈ H1
0 (Ω) tal que
J ′′(u)(v, w) = 〈Av,w〉 ∀ w ∈ H1

0 (Ω).Isto de�ne uma apliação linear ontínua A : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω) que é simétria, ou seja,
〈Av,w〉 = 〈v, Aw〉. Frequentemente identi�a-se J ′′(u) om A.Para mostrar que A é da forma Id−K onde K é um operador ompato, basta mostrarque o operador

L : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω)

v 7−→ Lv
tal que 〈Lv,w〉 =

∫

Ω

f ′(u)vwé ompato. Se de�nirmos
T ∈ H−1(Ω) por Tw =

∫

Ω

f ′(u)vwentão, pelo Teorema da Representação de Riesz, ‖Lv‖ = ‖T‖H−1(Ω).Considere (vk) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequênia limitada, então existe uma subsequênia vkjtal que vkj

−→ v0 em Lα+1(Ω). Assim
‖Lvkj

− Lv0‖ = ‖Tkj
− T0‖H−1(Ω) = sup

‖w‖≤1

{|(Tkj
− T0)w|}

≤ sup
‖w‖≤1





∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(f ′(u)vkj
− f ′(u)v0)w

∣∣∣∣∣∣





≤ sup
‖w‖≤1





∫

Ω

|f ′(u)||vkj
− v0||w|





≤ sup
‖w‖≤1





∫

Ω

(C1 + C2|u|
α−1)|vkj

− v0||w|





≤ C
(
‖vkj

− v0‖Lα+1(Ω) + ‖u‖α−1
Lα+1(Ω)‖vkj

− v0‖Lα+1(Ω)

)
−→ 0quando j → ∞. Portanto L é ompato. �18



Capítulo 2Primeiras soluçõesNeste apítulo vamos apliar o Teorema 1.3 para garantir a existênia de duas soluçõesnão triviais para o problema (P).2.1 As duas primeiras soluçõesDe�namos
f̃(t) =

{
f(t) , t ≥ 0

0 , t < 0.Observe que f̃(t) ∈ C1(R,R) e satisfaz (f1), (f2) e (f3) para t > 0 enquanto que
0 = F̃ (t) = f̃(t) para t ≤ 0. Considere o funional modi�ado

J̃(u) =

∫

Ω

(
1

2
|∇u|2 − F̃ (u)

)
dx , u ∈ H1

0 (Ω),onde F̃ (t) =
t∫

0

f̃(s)ds. Queremos mostrar que J̃ satisfaz (I1), (I2) e (PS).Para veri�ar (I1), por (f1), dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que
|F̃ (ξ)| ≤

ǫ

2
|ξ|2, ∀ |ξ| ≤ δ. (2.1)Por (f2), existe uma onstante A = A(δ) > 0 tal que

|F̃ (ξ)| ≤ A|ξ|α+1, ∀ |ξ| ≥ δ . (2.2)19



Capítulo 2. Primeiras soluçõesPortanto, por (2.1) e (2.2), temos que
|F̃ (ξ)| ≤ ǫ|ξ|2 + A|ξ|α+1,onsequentemente,

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

F̃ (u)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

ǫ

2

∫

Ω

|u|2dx+ A

∫

Ω

|u|α+1dx

≤
ǫ

2
θ1‖u‖

2 + Aθ2‖u‖
α+1

≤ θ
( ǫ

2
+ A‖u‖α−1

)
‖u‖2onde usamos a desigualdade de Poinaré e a imersão de Sobolev. Para ‖u‖ ≤

(
ǫ

2A

) 1
α−1 ,temos que ∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

F̃ (u)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ θǫ‖u‖2. (2.3)Assim, usando (2.3) temos

J̃(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫

Ω

F̃ (u)dx ≥
1

2
‖u‖2 −

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

F̃ (u)dx

∣∣∣∣∣∣

≥
1

2
‖u‖2 − θǫ‖u‖2 ≥

(
1

2
− θǫ

)
‖u‖2.Como ǫ > 0 é arbitrário, temos que J̃ satisfaz (I1).Para veri�ar que J̃ satisfaz (I2), observe que

F̃ (t) ≥ d1t
µ − d2 ∀ t ≥ 0onde d1, d2 > 0 são onstantes. De fato, temos que F̃ (t) ≥ −d2 para todo t ∈ [0,M ] epara t ≥M , temos que f̃ satisfaz (f3) daí,
f̃(t)

F̃ (t)
≥
µ

t

20



Capítulo 2. Primeiras soluçõesonsequentemente,
t∫

M

f̃(s)

F̃ (s)
ds ≥

t∫

M

µ

s
dsou seja,

ln

(
F̃ (t)

F̃ (M)

)
≥ ln

(
t

M

)µ
.Logo F̃ (t) ≥ d1t

µ para todo t ≥M . Portanto
F̃ (t) ≥ d1t

µ − d2 ∀ t ≥ 0.Seja e1 ∈ H1
0 (Ω), om ‖e1‖ = 1 e e1 > 0 em Ω, a primeira autofunção de (−∆). Entãotemos ∫

Ω

F̃ (e1)dx ≥ d1

∫

Ω

|e1|
µdx− d2|Ω|daí,

J̃(te1) =
t2

2

∫

Ω

|∇e1|
2dx−

∫

Ω

F̃ (te1)dx

≤
t2

2

∫

Ω

|∇e1|
2dx− tµd1

∫

Ω

|e1|
µdx+ d2|Ω| −→ −∞ quando t→ ∞pois µ > 2. Portanto, existe r > 0 su�ientemente grande tal que

J̃(re1) ≤ 0.Agora vamos veri�ar que J̃ satisfaz (PS). Para isso, usaremos o seguinte resultado:Proposição 2.1. Seja I ∈ C1(H1
0 (Ω),R) tal que I ′ = Id − K onde K é um operadorompato. Se (uk) ⊂ H1

0 (Ω) é uma sequênia limitada tal que I ′(uk) −→ 0 quando k → ∞então uk possui uma subsequênia onvergente.Demonstração: Considere
D : H1

0 (Ω) −→ H−1(Ω)

u 7−→ Dua apliação dualidade, ou seja, Du(v) = 〈u, v〉. Sabemos, pelo Teorema da Representação21



Capítulo 2. Primeiras soluçõesde Riesz, que D é um isomor�smo isométrio linear. Assim
D−1I ′(uk) = uk −D−1K(uk).Como (uk) é limitada e K é ompato, segue que K(uk) possui uma subsequênia on-vergente, digamos K(ukj

) −→ w0. Assim, utilizando a ontinuidade de D−1, temos
ukj

= D−1I ′(ukj
) +D−1K(ukj

) −→ D−1w0ou seja, uk possui uma subsequênia onvergente. �Portanto é su�iente mostrar que (uk), sequênia de Palais-Smale, é limitada. Paraisso, seja (uk) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequênia tal que |J̃(uk)| ≤ d e J̃ ′(uk) −→ 0 quando k −→ ∞.Logo
d ≥ J̃(uk) =

1

2
‖uk‖

2 −

∫

Ω

F̃ (uk)dx

≥
1

2
‖uk‖

2 −

∫

{|uk|≤M}

F̃ (uk)dx−

∫

{|uk|>M}

F̃ (uk)dx

≥
1

2
‖uk‖

2 − d3 −

∫

{|uk|>M}

F̃ (uk)dx

≥
1

2
‖uk‖

2 − d3 −
1

µ

∫

{uk>M}

f̃(uk)ukdx

≥
1

2
‖uk‖

2 − d4 −
1

µ

∫

Ω

f̃(uk)ukdx. (2.4)Como J̃ ′(uk) −→ 0, para qualquer ǫ > 0 existe N = N(ǫ) > 0 tal que
∣∣∣
〈
J̃ ′(uk), v

〉∣∣∣ ≤ ǫ‖v‖ ∀ v ∈ H1
0 (Ω) e ∀ k ≥ N. (2.5)Esolhendo ǫ = 1, para k su�ientemente grande, temos

−
〈
J̃ ′(uk), uk

〉
≤
∣∣∣
〈
J̃ ′(uk), uk

〉∣∣∣ ≤ ‖uk‖

22



Capítulo 2. Primeiras soluçõesou seja,
−‖uk‖

2 +

∫

Ω

f̃(uk)ukdx ≤ ‖uk‖. (2.6)Assim, ombinando (2.4), (2.5) e (2.6) obtemos
d ≥

1

2
‖uk‖

2 − d4 −
1

µ

(
‖uk‖ + ‖uk‖

2
)

=

(
1

2
−

1

µ

)
‖uk‖

2 −
1

µ
‖uk‖ − d4Portanto (uk) é limitada.Aabamos de veri�ar que o funional J̃ satisfaz as hipóteses do Teorema 1.3. Assim,de�nindo

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ω)) | γ(0) = 0, γ(1) = re1}e

c1 = inf
γ∈Γ

{max
t∈[0,1]

{J̃(γ(t))}}temos, pelo Teorema 1.3, que c1 > 0 é um valor rítio de J̃ , ou seja, o problema
{

−∆u = f̃(u) Ω

u = 0 ∂Ω,
(P̃)possui uma solução fraa u1 6≡ 0. Veremos mais adiante que u1 na verdade é uma soluçãolássia. Por enquanto, vamos assumir que u1 é solução lássia de (P̃). Considere

A = {x ∈ Ω | u1(x) < 0}. Então, pela de�nição de f̃ temos
{

−∆u1 = 0 A

u1 = 0 ∂A,Agora, apliamos o Prinípio do Máximo, para onluir que u1 ≡ 0 em A. Logo A = ∅ eonsequentemente u1 ≥ 0 em Ω. Reesrevendo (P̃) da seguinte maneira
{

−∆u−
( ef(u)−

u

)
u =

( ef(u)+

u

)
u Ω

u = 0 ∂Ω,onde f̃+ = max{f̃ , 0} e f̃− = min{f̃ , 0} e ef(t)
t

pode ser ontinuamente de�nido omo 0em t = 0, e apliando o Prinípio do Máximo Forte (veja [GT℄ pág. 35) obtemos que
u1(x) > 0 para todo x ∈ Ω. Portanto u1 também é solução de (P).De maneira análoga podemos estabeleer a existênia de outra solução u2 < 0.23



Capítulo 2. Primeiras soluções2.2 A regularidade das soluçõesNesta seção vamos mostrar que as soluções fraas de uma lasse de problemas inluindo(P) e (P̃) (lembrando que (P̃) é o problema de�nido na pág. 23) são, na verdade, soluçõeslássias. Em partiular, onluiremos que os pontos rítios u1 e u2 do funional J ,obtidos na seção anterior, são soluções lássias do problema (P). Para isso utilizaremoso seguinte resultado:Lema 2.2 (Brézis-Kato, [BK℄). Seja Ω um domínio limitado em R
n e seja f : Ω×R −→ Ruma função de Carathéodory, isto é, f é mensurável em Ω e ontínua em R, tal que

|f(x, u)| ≤ a(x)(1 + |u|) q.t.p. Ωonde a função a ∈ L
n
2 (Ω). Se u ∈ H1

0 (Ω) é uma solução fraa de −∆u = f(x, u) então
u ∈ Lq(Ω) para todo 1 ≤ q <∞.Demonstração: Como u é solução fraa do problema −∆u = f(x, u), temos que

∫

Ω

∇u∇vdx =

∫

Ω

f(x, u)vdx ∀ v ∈ H1
0 (Ω). (2.7)Sejam s ≥ 1, L ≥ 1 e ϕ = ϕs,L = umin {|u|2s, L2} ∈ H1

0 (Ω). Então
∇ϕ = ∇umin{|u|2s, L2} + 2s|u|2s∇uχ{|u|s<L}.Testando (2.7) om ϕ obtemos

∫

Ω

|∇u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx + 2s

∫

{|u|s<L}

|∇u|2|u|2sdx =

∫

Ω

f(x, u)ϕdx

≤

∫

Ω

a(x)(1 + |u|)|u|min
{
|u|2s, L2

}
dx

≤

∫

Ω

a(x) dx+ 2

∫

Ω

a|u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx (2.8)onde usamos a desigualdade

(1 + |u|)|u|min
{
|u|2s, L2

}
≤ 1 + 2|u|2 min

{
|u|2s, L2

}
,24



Capítulo 2. Primeiras soluçõespois se |u| ≤ 1 então
(1 + |u|)|u|min

{
|u|2s, L2

}
= |u|2s+1 + |u|2s+2 ≤ 1 + 2|u|2|u|2s = 1 + 2|u|2 min

{
|u|2s, L2

}e se|u| > 1 então |u|2 > |u|, daí
(1 + |u|)|u|min

{
|u|2s, L2

}
≤ 2|u|2 min

{
|u|2s, L2

}
≤ 1 + 2|u|2 min

{
|u|2s, L2

}
.Agora observe que

∇ (umin {|u|s, L}) = ∇umin {|u|s, L} + us|u|s−2u∇uχ{|u|s<L}

= ∇umin {|u|s, L} + s|u|2∇uχ{|u|s<L}.Logo
|∇ (umin {|u|s, L})|2 = 〈∇(umin {|u|s, L}),∇(umin {|u|s, L})〉 =

|∇u|2 min
{
|u|2s, L2

}
+ 2s|u|2s|∇u|2χ{|u|s<L} + s2|u|2s|∇u|2χ{|u|s<L}.Portanto,

∫

Ω

|∇ (umin {|u|s, L})|2 dx

≤

∫

Ω

|∇u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx+ 2s

∫

{|u|s<L}

|u|2s|∇u|2dx+ s2

∫

{|u|s<L}

|u|2s|∇u|2dx

=

∫

Ω

|∇u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx+

(
1 +

s

2

)
2s

∫

{|u|s<L}

|u|2s|∇u|2dx

≤ d1



∫

Ω

|∇u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx+ 2s

∫

{|u|s<L}

|u|2s|∇u|2dx


 , onde d1 =

(
1 +

s

2

)

≤ d1

∫

Ω

a(x)dx+ 2d1

∫

Ω

a(x)|u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx, por (2.8)

≤ d2 + 2d1

∫

Ω

a(x)|u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx, onde d2 = d1

∫

Ω

a(x)dx. (2.9)
25



Capítulo 2. Primeiras soluçõesAgora suponha que u ∈ L2s+2(Ω). Seja R > 0, temos
∫

Ω

|∇ (umin {|u|s, L})|2 dx

≤ d2 + 2d1R

∫

{a<R}

|u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx+ 2d1

∫

{a≥R}

a(x)|u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx

≤ d3 + 2d1

∫

{a≥R}

a(x)|u|2 min
{
|u|2s, L2

}
dx, onde d3 = d3(s, ‖u‖L2s+2(Ω), R,Ω)

≤ d3 + 2d1



∫

{a≥R}

|a(x)|
n
2 dx




2
n


∫

{a≥R}

|umin {|u|s, L} |
2n

n−2dx




n−2
2

,onde usamos a desigualdade de Hölder e o fato de que min {a, b}2 = min {a2, b2}. Seja
ǫ(R) =



∫

{a≥R}

|a(x)|
n
2 dx




2
n

.Então
∫

Ω

|∇ (umin {|u|s, L})|2 dx ≤ d3 + 2d1ǫ(R)



∫

Ω

|umin {|u|s, L} |
2n

n−2dx




n−2
2

≤ d3 + d4 ǫ(R)

∫

Ω

|∇(umin {|u|s, L})|2dx (2.10)onde d4 = d4(s,Ω), também �zemos uso da imersão de Sobolev H1
0 (Ω) →֒ L2∗(Ω). Como

a ∈ L
n
2 (Ω), então ǫ(R) → 0 quando R → ∞.Esolhendo R > 0 su�ientemente grande tal que d4ǫ(R) < 1

2
, obtemos de (2.10)

∫

Ω

|∇ (umin {|u|s, L})|2 dx ≤ 2d3.Usando novamente a imersão de Sobolev, temos que


∫

Ω

|∇ (umin {|u|s, L})|2
∗

dx




2
2∗

≤ d5

∫

Ω

|∇ (umin {|u|s, L})|2 dx ≤ 2d3d5 = d6, (2.11)26



Capítulo 2. Primeiras soluçõesonde d5 = d5(Ω) e d6 = d6(s,Ω, R, ‖u‖L2s+2(Ω)). Como d6 não depende de L, podemosfazer L→ ∞ em (2.11) para obter


∫

Ω

|u|(s+1)2∗dx




2
2∗

≤ d6 ,ou seja, u ∈ L(s+1) 2n
n−2 (Ω). Portanto, aabamos de mostrar que

u ∈ L2s+2(Ω) =⇒ u ∈ L(2s+2) n
n−2 (Ω).Começando om s0 = 0 e fazendo um proesso iterativo, obtemos que u ∈ Lq(Ω) paratodo q ≥ 1. �Agora, onsidere a seguinte equação:

{
−∆u = g(u) Ω

u = 0 ∂Ω,
(2.12)onde g ∈ C1(R,R) satisfaz a seguinte ondição de resimento

|g(u)| ≤ C(1 + |u|α) (2.13)
Ω ⊂ R

n, n ≥ 3, é um domínio limitado e α ≤ 2∗ − 1. Se u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução fraade (2.12) então u é solução fraa de

−∆u = a(x)(1 + |u|) , onde a(x) =
g(u(x))

1 + |u(x)|
.Observe que a ∈ L

n
2 (Ω) pois

∫

Ω

|a|
n
2 =

∫

Ω

(
|g(u)|

1 + |u|

)n
2

≤

∫

Ω

(
C(1 + |u|α)

1 + |u|

)n
2

≤ C
n
2

∫

Ω

(
1 +

|u|α

1 + |u|

)n
2

≤ C

∫

Ω

[
1 +

(
|u|α

1 + |u|

)n
2

]

≤ C

∫

Ω

[
1 + |u|(α−1)n

2

]
<∞
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Capítulo 2. Primeiras soluçõespois Ω é limitado e
(α− 1)

n

2
< 2∗ =

2n

n− 2
.Portanto, pelo Lema 2.2, u ∈ Lp(Ω) para todo 1 ≤ p < ∞. Nesse aso, por (2.13),também temos g(u) ∈ Lp(Ω) para todo 1 ≤ p < ∞ e, pelo Teorema 9.15 de [GT℄,

u ∈ W 2,p(Ω) para todo 1 ≤ p < ∞. Em seguida, apliamos o Teorema da Imersão deSobolev ([AF℄ pág. 85) om p su�ientemente grande, para obter que u ∈ C1,λ(Ω) om
λ > 0. Agora observe que

|g(u(y)) − g(u(x))| = |g′(ξ)||u(y) − u(x)| ≤ Λk1|y − x|λ ∀ x, y ∈ Ωonde
Λ = max

|ξ|≤‖u‖
C1(Ω)

{|g′(ξ)|}ou seja, g(u) ∈ C0,λ(Ω). Pelo Teorema 6.14 de [GT℄ temos que
−∆w = g(u) em Ω, w = 0 em ∂Ωpossui uma únia solução em C2,λ(Ω). Logo u ∈ C2,λ(Ω), isto é, u é solução lássia de

(2.12) omo queríamos.
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Capítulo 3Resultados PreliminaresNeste apítulo estabeleeremos alguns resultados importantes que serão utilizados nopróximo apítulo na obtenção da tereira solução do nosso problema.3.1 Lema de Morse GeneralizadoConsidere f ∈ C2(U,R) onde U é uma vizinhança de 0, a origem de H = (H, 〈·, ·〉)espaço de Hilbert om norma ‖ · ‖. Suponha que 0 seja o únio ponto rítio de f .Seja A = f ′′(0) o únio operador linear, limitado e auto-adjunto A : H → H tal que
f ′′(0)(v, w) = 〈Av,w〉, para v, w ∈ H, e ujo núleo Ker(A) será denotado por N .Teorema 3.1. Nas ondições aima suponha que 0 seja um ponto isolado do espetrode A, σ(A), ou que 0 /∈ σ(A). Então existem uma bola Bδ, δ > 0, entrada na ori-gem, um homeomor�smo loal φ que preserva a origem de�nido em Bδ e uma apliação
h ∈ C1(Bδ ∩N,N

⊥) tais que
f ◦ φ(y + z) = f(h(y) + y) +

1

2
〈Az, z〉 (3.1)onde y = PNx e z = PN⊥x, onde PN(PN⊥) é a projeção ortogonal sobre o espaço N(N⊥).Demonstração:Passo 1. Esrevemos H = N ⊕N⊥ e f = f(y + z), assim temos

dzf(0 + 0) = 0 ; d2
zf(0 + 0) = A|N⊥ . (3.2)Observe que, para todo φ ∈ H e ψ ∈ N temos que 〈Aφ, ψ〉 = 〈φ,Aψ〉 = 〈φ, 0〉 = 0, ouseja, Aφ ∈ N⊥ para todo φ ∈ N⊥. 29



Capítulo 3. Resultados PreliminaresVamos mostrar agora que A|N⊥ : N⊥ → N⊥ é um isomor�smo.
A|N⊥ é injetiva: se Aφ = 0 para algum φ ∈ N⊥, então φ ∈ N ∩N⊥ = {0}, logo φ = 0.
A|N⊥ é sobrejetiva: dado ψ ∈ N⊥ queremos uma solução para Aφ = ψ em N⊥. Se

0 /∈ σ(A) o ponto rítio 0 é não degenerado e a solubilidade é óbvia. Se 0 é um pontoisolado de σ(A), então o operador auto-adjunto A : H → H possui imagem R(A) fehada(por [Co] pág. 359). Portanto R(A) = Ker(A)⊥ = N⊥ pois, da simetria de A temosque R(A)⊥ = Ker(A) e omo R(A) é fehado tem-se ((R(A))⊥)⊥ = R(A).Assim, para
ψ ∈ N⊥ existe φ ∈ H tal que Aφ = ψ, então (Id− PN)φ é a tal solução em N⊥.Agora, apliando o Teorema da Função Implíita, usando (3.2), temos que existem
δ1, δ2 > 0, e uma apliação h : Bδ1 ∩N → Bδ2 ∩N

⊥, de lasse C1, tal que h(0) = 0 e
dzf(y + h(y)) = 0, para y ∈ Bδ1 ∩N.De�na u = z − h(y) e seja F : (Bδ1 ∩N) ×N⊥ → R dada por
F (y, u) = f(y + z) − f(h(y) + y) (3.3)assim obtemos,
F (y, 0) = 0

duF (y, 0) = dzf(h(y) + y) = 0

d2
uF (0, 0) = d2

zf(0) = A|N⊥agora de�na F2 : N⊥ → R por
F2(u) =

1

2
〈Au, u〉 (3.4)Passo 2. omo A : N⊥ → N⊥ é um isomor�smo, existe uma onstante C > 0 tal que

‖Aφ‖ ≥ C‖φ‖, ∀ φ ∈ N⊥. (3.5)Passo 3. para ada u 6= 0 onsidere o �uxo η(s) = η(s, u) de�nido pela seguinte EDO:
{
η′(s) = − Aη(s)

‖Aη(s)‖

η(0) = u
(3.6)em N⊥ \ {0}. 30



Capítulo 3. Resultados PreliminaresA�rmação. η está bem de�nido para |s| < ‖u‖De fato, utilizando a desigualdade do valor médio e o fato de que ‖η′(s)‖ = 1 temosque ‖η(s) − u‖ ≤ |s|, logo temos ‖η(s)‖ ≥ ‖u‖ − |s|. Assim, omo η(s) ∈ N⊥, segue de(3.5) que o denominador do ampo vetorial é não nulo para |s| < ‖u‖.Agora de�na ξ : (y, u) 7→ u0 ∈ F−1
2 ◦ F (y, u) ∩ {η(t, u) | |t| ≤ ‖u‖} e ξ(y, 0) = 0.A�rmação. ξ está bem de�nida em BN

δ3
× B⊥

δ3
, onde BN

δ3
= Bδ3 ∩ N e B⊥

δ3
= Bδ3 ∩ N

⊥,para algum δ3 > 0.De fato, valem as seguintes desigualdades:
(a) ∀ 0 < ǫ < C

4
∃ δ3 = δ3(ǫ) > 0 tal que, para (y, u) ∈ BN

δ3
×B⊥

2δ3
tem-se

|F (y, u) − F2(u)| =

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

(1 − t)
〈
[d2
uF (y, tu) − d2

uF (0, 0)]u, u
〉
dt

∣∣∣∣∣∣
≤ ǫ‖u‖2onde esolhemos δ3 su�ientemente pequeno de forma que Bδ3 ∩N ⊂ Bδ1 ∩N e

‖d2
uF (y, u) − d2

uF (0, 0)‖ < ǫ ∀ (y, u) ∈ BN
δ3
×B⊥

2δ3
(3.7)

(b) ∀ t ∈ (−‖u‖, ‖u‖) e u ∈ N⊥ \ {0} temos
|F2(η(t, u)) − F2(u)| =

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∂

∂s
F2(η(s, u))ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

〈Aη(s, u), η′(s, u)〉 ds

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

−‖Aη(s, u)‖ds

∣∣∣∣∣∣
≥

|t|∫

0

‖Aη(s, u)‖ds

≥ C

|t|∫

0

‖η(s, u)‖ds ≥ C

(
‖u‖|t| −

t2

2

)

onde C é a onstante obtida em (3.5). Assim onluímos de (a) e (b) que para todo
y ∈ BN

δ3
e para todo u ∈ B⊥

δ3
\ {0} temos

• F2(η(t, u)) omo função de t é estritamente deresente em (−‖u‖, ‖u‖);31



Capítulo 3. Resultados Preliminares
• F2(η(t, u)) < F (y, u) < F2(η(−t, u)) vale para

(
1 −

√
1 −

2ǫ

C

)
‖u‖ < t < ‖u‖Portanto, existe um únio t = t(y, u) om

|t(y, u)| ≤

(
1 −

√
1 −

2ǫ

C

)
‖u‖ (3.8)tal que

F2(η(t(y, u), u)) = F (y, u) (3.9)De�na a apliação ξ : (Bδ3 ∩N) × (Bδ3 ∩N
⊥) → N⊥ omo:

ξ(y, u) =

{
0 , u = 0

η(t(y, u), u) , u 6= 0De�na a apliação Φ : (Bδ3 ∩N) × (Bδ3 ∩N
⊥) → N ×N⊥ por:

Φ(y, u) = (y, ξ(y, u))Devemos veri�ar que Φ é um homeomor�smo loal que preserva a origem. Primei-ramente observe que t(y, u) é ontínua, pois se u = 0 a ontinuidade segue de (3.8) e se
u 6= 0 segue do Teorema da Função Implíita, pois

∂

∂t
F2(η(t, u)) = −‖Aη(t, u)‖ 6= 0também ξ é ontínua, para isso basta veri�ar a ontinuidade em u = 0, que seguefailmente de

‖η(t, u)‖ ≤ ‖u‖ + ‖η(t, u) − u‖ ≤ 2‖u‖.Portanto Φ é ontínua.Passo 4. Nós usamos o aminho η para levar o ponto (y, u) ao ponto Φ(y, u), o mesmoaminho pode ser usado para de�nir a apliação inversa Ψ = Φ−1. Com um argumentosimilar veri�a-se a ontinuidade de Ψ. Daí onluímos que Φ é um homeomor�smo.Seguem os detalhes.Dado (y, u) ∈ BN
δ3
× (B⊥

δ3
\ {0}), onsidere o �uxo η(s, u) de�nido em (3.6), que está32



Capítulo 3. Resultados Preliminaresbem de�nido para s ∈ (−‖u‖, ‖u‖). Nesse aso também valem as desigualdades obtidasem (a) e (b). Agora temos
• F (y, η(s, u)) < F2(u) < F (y, η(−s, u)) para todo s tal que

(
1 −

√
1 −

4ǫ

C

)
‖u‖ < s < ‖u‖De fato, para (1 −

√
1 − 4ǫ

C

)
‖u‖ < s < ‖u‖ temos F (y, η(s, u)) − F2(u) < 0 pois,

F (y, η(s, u)) − F2(u) = F (y, η(s, u)) − F2(η(s, u)) + F2(η(s, u)) − F2(u)

≤ |F (y, η(s, u)) − F2(η(s, u))| + F2(η(s, u)) − F2(u)

≤ 4ǫ‖u‖2 +

s∫

0

−‖Aη(τ, u)‖dτ

≤ 4ǫ‖u‖2 − C

(
‖u‖s−

s2

2

)
< 0analogamente temos F2(u) − F (y, η(−s, u)) < 0 para todo s tal que(

1 −
√

1 − 4ǫ
C

)
‖u‖ < s < ‖u‖.Agora observe que, fazendo uso de (3.7), temos

−
∂

∂s
F (y, η(s)) = 〈duF (y, η(s)),−η′(s)〉

=
1

‖Aη(s)‖
〈duF (y, η(s)), Aη(s)〉

=
1

‖Aη(s)‖
〈[duF (y, η(s)) − F (y, 0)], Aη(s)〉

=
1

‖Aη(s)‖

1∫

0

〈
d2
uF (y, tη(s))η(s), Aη(s)

〉
dt

=
1

‖Aη(s)‖

1∫

0

〈
[d2
uF (y, tη(s)) − d2

uF (0, 0) + d2
uF (0, 0)]η(s), Aη(s)

〉
dt
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Capítulo 3. Resultados Preliminares
=

1

‖Aη(s)‖

1∫

0

〈
[d2
uF (y, tη(s)) − d2

uF (0, 0)]η(s), Aη(s)
〉
dt+

〈
Aη(s)

‖Aη(s)‖
, Aη(s)

〉

≥ ‖Aη(s)‖ −
1

‖Aη(s)‖

1∫

0

∣∣〈[d2
uF (y, tη(s)) − d2

uF (0, 0)]η(s), Aη(s)
〉∣∣ dt

≥ ‖Aη(s)‖ −
1

‖Aη(s)‖

1∫

0

ǫ‖η(s)‖‖Aη(s)‖dt

≥ ‖Aη(s)‖ − ǫ‖η(s)‖ ≥ (C − ǫ)‖η(s)‖ > 0Logo, onluímos que
• F (y, η(s, u)), omo função de s, é estritamente deresente em (−‖u‖, ‖u‖)Portanto existe um únio s = s(y, u) om

|s(y, u)| ≤

(
1 −

√
1 −

4ǫ

C

)
‖u‖tal que F (y, η(s(y, u), u)) = F2(u)Assim, de�nimos a apliação χ : BN

δ3
×B⊥

δ3
→ N⊥ por

χ(y, u) =

{
0 , u = 0

η(s(y, u), u) , u 6= 0Agora, de�nimos Ψ : BN
δ3
×B⊥

δ3
→ N ×N⊥ por:

Ψ(y, u) = (y, χ(y, u))que preserva a origem. A ontinuidade de Ψ segue de modo semelhante ao da ontinuidadede Φ no passo 3.Para provar que Φ é um homeomor�smo loal que preserva a origem, nós preisamosapenas mostrar que Ψ é a apliação inversa de Φ numa vizinhança da origem.Para (y, u) ∈ BN
δ3
2

×B⊥
δ3
2

seja (y, u) = Φ(y, u) ∈ BN
δ3
×B⊥

δ3
e seja (y∗, u∗) = Ψ(y, u). En-tão y = y∗ e observe que u e u∗ estão sobre o mesmo �uxo de�nido omo na equação (3.6).Como F (y, u) = F2(u) = F (y, u∗) então a igualdade u = u∗ segue da monotoniidade de

F (y, η(·)). Portanto Ψ◦Φ(y, u) = (y, u). Analogamente mostra-se que Φ◦Ψ(y, u) = (y, u).Passo 5. Pelo Teorema da Função Inversa, Θ : (y, u) 7→ (y, u− h(y)) é um difeomor�smoloal que preserva a origem. Então Φ(y, u) = Φ ◦ Θ(y, u) = (y, ξ(y, u − h(y))) é um34



Capítulo 3. Resultados Preliminareshomeomor�smo loal que preserva a origem. De�na φ = Φ
−1, assim φ é o homeomor�smoque aparee em (3.1). Para ver isso, seja (y, u) = φ(x) = φ(y, z), ou seja

Φ(y, u) = (y, ξ(y, u− h(y))) = (y, z).Então
f ◦ φ(x) = f(y + u)

= F (y, u− h(y)) + f(y + h(y))

= F2(ξ(y, u− h(y))) + f(y + h(y))

=
1

2
〈Az, z〉 + f(h(y) + y)

�Agora vamos veri�ar que os funionais J e J̃ satisfazem as hipóteses do Teorema
3.1. Vimos que tanto J quanto J̃ são de lasse C2. Seja A o operador de�nido por
J ′′(u1) = J̃ ′′(u1), então A = Id−K onde K é um operador ompato.Observe que R(A) é fehado. Para isso, onsidere zm = Aum = um −K(um) −→ z0.Sem perda de generalidade podemos tomar (um) ⊂ N⊥ = Ker(A)⊥. A�rmamos que
(um) ∈ H1

0 (Ω) é limitada.De fato, aso ontrário de�nindo wm = um

‖um‖
, temos

wm −K(wm) =
zm

‖um‖
−→ 0 quando m→ ∞pois, omo zm é onvergente, zm é limitada. Como ‖wm‖ = 1 e K é ompato podemossupor que K(wm) −→ w0 quando m→ ∞. Logo

wm = K(wm) +
zm

‖um‖
−→ w0 quando m→ ∞assim, w0 ∈ N⊥. Por outro lado temos que

Awm −→ 0 e Awm −→ Aw0logo w0 ∈ N . Assim w0 ∈ N ∩N⊥, ou seja, w0 = 0. Mas isso ontradiz o fato ‖wm‖ = 1.Portanto (um) é limitada.Sendo assim, podemos supor que K(um) −→ w0 para algum w0. Como zm −→ z035



Capítulo 3. Resultados Preliminarestemos que
um = zm +K(um) −→ z0 + w0.Daí, por ontinuidade, Aum −→ A(z0 +w0). Portanto R(A) é fehado. Logo, omo vimosna demonstração do Teorema 3.1, se 0 ∈ σ(A) então 0 é isolado em σ(A) ([Co]).Além disso, temos a seguinte propriedade:

dim(N) <∞pois, omo A = Id−K temos que u = K(u) para todo u ∈ B1 ∩N . Consequentemente
K(B1 ∩N) = B1 ∩N é ompato. Logo N possui dimensão �nita(ver [Br℄).3.2 Apliando o Lema de Morse ao funional assoiadoApliando o Teorema 3.1 ao funional J temos

J ◦ Φ(u1 + y + z) =
1

2
〈Az, z〉 + J(u1 + y + h(y)) (3.10)

∀ (y, z) ∈ N ⊕N⊥, e ‖y‖ + ‖z‖ < δonde A = J ′′(u1), N = Ker(A), Φ : Bδ(u1) → H1
0 (Ω) é um homeomor�smo que preserva

u1 e h : Bδ ∩N → N⊥ é uma apliação de lasse C1 om h(0) = 0.Lema 3.2. Considere h e δ obtidos em (3.10) e y ∈ N . Então
(i) y ∈ C1(Ω)

(ii) h(y) ∈ C1(Ω) para ‖y‖ < δ

(iii) ‖h(y)‖C1(Ω) −→ 0, quando ‖y‖ → 0Demonstração:
(i). Observe que y ∈ N signi�a que Ay = 0, ou seja

0 = 〈Ay,w〉 = J ′′(u1)(y, w) =

∫

Ω

(∇y∇w − f ′(u1)yw) ∀ w ∈ H1
0 (Ω)Logo, y é solução fraa do seguinte problema de Dirihlet

{
−∆u = f ′(u1)u Ω

u = 0 ∂Ω,
(3.11)36



Capítulo 3. Resultados PreliminaresAssim devemos mostrar que soluções fraas de (3.11) pertenem à C1(Ω). Apliando oLema 2.2 om a(x) = |f ′(u1(x))| obtemos que
y ∈ Lp(Ω) ∀ 1 ≤ p <∞,onde usamos o fato de f ′(u1) ser ontínua em Ω. Também temos f ′(u1)y ∈ Lp(Ω) paratodo p ≥ 1 pois ∫

Ω

|f ′(u1)y|
p ≤ max

Ω
{|f ′(u1)|}

p

∫

Ω

|y|p <∞.Portanto, por [GT℄ Teorema 9.15, obtemos que y ∈ W 2,p(Ω) para todo p ≥ 1 e utilizandoas imersões de Sobolev, om p su�ientemente grande, �nalmente obtemos que y ∈ C1(Ω).Passemos agora à demonstração de (ii). Lembrando da demonstração do Teorema 3.1,temos que h(y) é a únia solução da equação
∂

∂z
J(u1 + y + z) = 0 ‖y‖ ≤ δ,ou seja ∫

Ω

(∇(u1 + y + h(y))∇z − f(u1 + y + h(y))z) = 0 ∀ z ∈ N⊥ (3.12)Vimos que J ′′(u1) é da forma Id−K, ondeK é um operador ompato, e que dim(N) <∞.Assim podemos esrever N = span{ω1, . . . , ωk} onde as funções ωi são ortogonais umasàs outras em H1
0 (Ω) e ‖ωi‖ = 1. Reesrevendo (3.12) temos

∫

Ω

∇h(y)∇z =

∫

Ω

(f(u1 + y + h(y)) − f(u1)) z = 0 ∀ z ∈ N⊥. (3.13)Agora onsidere o problema
{

−∆w = f(u1 + y + w) − f(u1) − ϕ(y) Ω

w = 0 ∂Ω,
(3.14)onde

ϕ(y) =
k∑

i=1

βi(y)f
′(u1)ωi e βi(y) =

∫

Ω

(f(u1 + y + h(y)) − f(u1))ωi.Observe que ϕ(y) ∈ C1(Ω) para ada y ∈ Bδ ∩N , βi ∈ C1(Bδ ∩N,R) e βi(0) = 0. Vamos37



Capítulo 3. Resultados Preliminaresveri�ar que h(y) é solução fraa de (3.14), ou seja
∫

Ω

∇h(y)∇v =

∫

Ω

(f(u1 + y + h(y)) − f(u1)) v −

∫

Ω

ϕ(y)v ∀ v ∈ H1
0 (Ω). (3.15)Testando (3.15) om v = z ∈ N⊥ e usando (3.13) obtemos

∫

Ω

ϕ(y)z = 0 ∀ z ∈ N⊥que é verdade pois
∫

Ω

ϕ(y)z =

∫

Ω

k∑

i=1

βi(y)f
′(u1)ωiz

=
k∑

i=1

βi(y)

∫

Ω

f ′(u1)ωiz

=
k∑

i=1

βi(y)

∫

Ω

∇ωi∇z = 0.Também (3.15) é satisfeita om v = y ∈ N , pois é satisfeita em ada ωi. Portanto h(y) ésolução fraa de (3.14). Reesrevendo (3.14) vemos que , dado y ∈ Bδ ∩N , h(y) é soluçãofraa de
{

−∆w = g(x,w) Ω

w = 0 ∂Ω,onde g : Ω×R → R, g(x,w) = f(u1+y+w)−f(u1)−ϕ(y), é uma função de Carathéodory.Além disso g satisfaz
|g(x,w)| ≤ |f(u1 + y + w)| + |f(u1)| + |ϕ(y)|

≤ C1 + C2|u1 + y + w|α +M0

≤ C3 + C2(|u1| + |y| + |w|)α

≤ C3 + C4((|u1| + |y|)α + |w|α)

≤ C5 + C6|w|
α ≤ C(1 + |w|α) (3.16)onde usamos a ontinuidade das funções u1, y e a ondição (f2). Assim h(y) resolve38



Capítulo 3. Resultados Preliminaresfraamente a equação
−∆w = a(x)(1 + |w|), w ∈ H1

0 (Ω),onde a(x) = g(x,h(y))
1+|h(y)|

. Além disso a ∈ L
n
2 (Ω) pois

∫

Ω

∣∣∣∣
g(x, h(y))

1 + |h(y)|

∣∣∣∣

n
2

≤

∫

Ω

[
C(1 + |h(y)|α−1)

]n
2 ≤

∫

Ω

C̃
[
(1 + |h(y)|(α−1)n

2

]
<∞onde usamos o fato de que (α−1)n

2
< 2∗ = 2n

n−2
e o Teorema da Imersão de Sobolev (ver

[AF], p. 85).Agora prosseguimos exatamente omo �zemos a regularização de y no item (i). Apli-ando o Lema 2.2 obtemos h(y) ∈ Lp(Ω) para todo 1 ≤ p < ∞. Devido à ondição deresimento de g, (3.16), segue que g(x, h(y)) ∈ Lp(Ω) para todo 1 ≤ p < ∞, e omoantes obtemos que h(y) ∈ C1(Ω) para ‖y‖ < δ.Resta agora a demonstração do item (iii). Apliando o Teorema 9.13 [GT] obtemos
‖h(y)‖W 2,p(Ω) ≤ Cp

(
‖h(y)‖Lp(Ω) + ‖g(x, h(y))‖Lp(Ω)

)
1 ≤ p <∞. (3.17)Fazendo uso do Teorema da Imersão de Sobolev om p su�ientemente grande, temos

‖h(y)‖C1(Ω) ≤ C‖h(y)‖W 2,p(Ω).Portanto basta mostrar que
(‖h(y)‖Lp(Ω) + ‖g(x, h(y))‖Lp(Ω)) −→ 0, quando ‖y‖ → 0.Para isso vamos utilizar algumas das estimativas que apareeram na demonstração doLema 2.2. Esrevendo h = h(y) e a = a(x, y) = g(x,h(y))

1+|h(y)|
, por (2.9) temos

∫

Ω

|∇(hmin{|h|s, L})|2 ≤ d1

∫

Ω

a+ 2d1

∫

Ω

a|h|2 min{|h|2s, L2} (3.18)e por (2.11) temos


∫

Ω

|hmin{|h|s, L}|2
∗




2
2∗

≤ d5

∫

Ω

|∇(hmin{|h|s, L})|2 . (3.19)
39



Capítulo 3. Resultados PreliminaresUsando (3.18), (3.19) e a desigualdade de Hölder obtemos


∫

Ω

|hmin{|h|s, L}|2
∗




2
2∗

≤ ‖a‖
L

n
2 (Ω)




d1|Ω|

n−2
n + 2d1



∫

Ω

[
|h|2 min{|h|2s, L2}

] n
n−2




n−2
n




.Agora, fazendo L→ ∞ na desigualdade aima temos



∫

Ω

|h|(s+1)2∗




2
2∗

≤ ‖a‖
L

n
2 (Ω)




d1|Ω|

n−2
n + 2d1



∫

Ω

|h|(s+1)2∗




2
2∗



ou seja

‖h‖
2(s+1)

L(s+1)2∗(Ω)

(
1 − 2d1‖a‖Ln

2 (Ω)

)
≤ d1|Ω|

n−2
n ‖a‖

L
n
2 (Ω)

. (3.20)A�rmação. ‖a‖
L

n
2 (Ω)

−→ 0 quando ‖y‖ → 0.Por enquanto vamos assumir a a�rmação aima. Dado ǫ > 0, para ‖y‖ su�ientementepequeno temos
‖a‖

L
n
2 (Ω)

< min

{
1

4d1

,
ǫ2(s+1)

2d1|Ω|
n−2

n

}
.Daí (

1 − 2d1‖a‖Ln
2 (Ω)

)
>

1

2e usando (3.20) temos
1

2
‖h‖

2(s+1)

L(s+1)2∗(Ω)
< d1|Ω|

n−2
n ‖a‖

L
n
2 (Ω)

< d1|Ω|
n−2

n
ǫ2(s+1)

2d1|Ω|
n−2

n

=
ǫ2(s+1)

2portanto ‖h‖L(s+1)2∗ (Ω) −→ 0 quando ‖y‖ → 0, omo queríamos. Também temos
|f(u1 + y + h(y)) − f(u1)| = |f ′ (u1 + θ(y + h(y)))(y + h(y)) | θ ∈ [0, 1]

≤
(
C1 + C2|u1 + θ(y + h(y))|α−1

)
|y + h(y)|

≤
(
C3 + C4(|y + h(y)|α−1

)
|y + h(y)|

≤ C3|y + h(y)| + C4|y + h(y)|α

≤ C3(|y| + |h(y)|) + C4(|y| + |h(y)|)α

≤ C3(|y| + |h(y)|) + C5(|y|
α + |h(y)|α)
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Capítulo 3. Resultados Preliminarese
|ϕ(y)| =

∣∣∣∣∣

k∑

i=1

βi(y)f
′(u1)ωi

∣∣∣∣∣ ≤
k∑

i=1

|βi(y)||f
′(u1)||ωi| ≤ C6

k∑

i=1

|βi(y)|portanto
|g(x, h(y))| ≤ C3(|y| + |h(y)|) + C5(|y|

α + |h(y)|α) + C6

k∑

i=1

|βi(y)|logo, para p = (s+ 1)2∗

∫

Ω

|g(x, h(y))|p ≤

∫

Ω

[
C3(|y| + |h(y)|) + C5(|y|

α + |h(y)|α) + C6

k∑

i=1

|βi(y)|

]p

≤ C7

∫

Ω

[
|y|p + |h(y)|p + |y|αp + |h(y)|αp +

(
k∑

i=1

|βi(y)|

)p]
−→ 0quando ‖y‖ → 0. De fato, omo vimos ‖h(y)‖Lp(Ω) −→ 0, ‖y‖Lp(Ω) −→ 0 pois omo Ntem dimensão �nita as normas em Lp(Ω) ∩N e H1

0 (Ω) ∩N são equivalentes e �nalmente
βi(y) −→ 0 pois βi ∈ C1(Bδ ∩N,R) e βi(0) = 0.Resta apenas a veri�ação da a�rmação. Para isso, observe que

∫

Ω

|a(x, y)|
n
2 =

∫

Ω

[
g(x, h(y))

1 + |h(y)|

]n
2

=

∫

Ω

[
|f(u1 + y + h(y)) − f(u1) − ϕ(y)|

1 + |h(y)|

]n
2

≤ C





∫

Ω

[
|f(u1 + y + h(y)) − f(u1)|

1 + |h(y)|

]n
2

+

∫

Ω

|ϕ(y)|
n
2



 (3.21)e omo antes

∫

Ω

|ϕ(y)|
n
2 ≤ C

∫

Ω

(
k∑

i=1

|βi(y)|

)n
2

−→ 0 quando ‖y‖ → 0.Portanto, para onluir a veri�ação da a�rmação, basta mostrar que o primeiro termoque aparee na soma à direita em (3.21) tende à zero quando ‖y‖ → 0. Para isso onsidereuma sequênia qualquer {yk} ∈ Bδ ∩N tal que yk → 0. Nesse aso h(yk) → 0 em H1
0 (Ω)(e onsequentemente h(yk) → 0 em Lp(Ω) para todo 2 ≤ p ≤ 2∗). Sabemos que existeuma subsequênia {yki

} tal que
• yki

→ 0 q.t.p. em Ω 41



Capítulo 3. Resultados Preliminares
• h(yki

) → 0 q.t.p. em Ω

• |h(yki
)| ≤ ψ ∀ i ∈ N, q.t.p. em Ω para alguma ψ ∈ Lp(Ω) para todo 2 ≤ p < 2∗assim [

|f(u1 + yki
+ h(yki

)) − f(u1)|

1 + |h(yki
)|

]n
2

−→ 0 q.t.p. em Ωalém disso, temos
[
|f(u1 + yki

+ h(yki
)) − f(u1)|

1 + |h(yki
)|

]n
2

≤

[
|f ′ (u1 + θki

(yki
+ h(yki

))) (yki
+ h(yki

)|

1 + |h(yki
)|

]n
2

≤

[
(C3 + C4(|yki

+ h(yki
)|α−1) |yki

+ h(yki
)|

1 + |h(yki
)|

]n
2

≤ C5

[
|yki

| + |h(yki
)| + |yki

|α + |h(yki
)|α

1 + |h(yki
)|

]n
2

.Como sabemos que as funções yki
são ontínuas em Ω e que em N as normas são equiva-lentes, então podemos supor que |yki

| + |yki
|α ≤ 1 em Ω, daí

[
|f(u1 + yki

+ h(yki
)) − f(u1)|

1 + |h(yki
)|

]n
2

≤ C5

[
1 + |h(yki

)| + |h(yki
)|α

1 + |h(yki
)|

]n
2

≤ C5

[
1 + |h(yki

)|α−1
]n

2

≤ C6

[
1 + |h(yki

)|(α−1)n
2

]

≤ C6

[
1 + ψ(α−1)n

2

]
∈ L1(Ω).Portanto, pelo Teorema da onvergênia dominada de Lebesgue segue que

∫

Ω

[
|f(u1 + yki

+ h(yki
)) − f(u1)|

1 + |h(yki
)|

]n
2

−→ 0. (3.22)Aabamos de mostrar que qualquer sequênia {yk} ∈ Bδ ∩ N tal que yk → 0 possuiuma subsequênia para a qual vale (3.22). Isto é su�iente para mostrar que
∫

Ω

[
|f(u1 + y + h(y)) − f(u1)|

1 + |h(y)|

]n
2

−→ 0, quando ‖y‖ → 0
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Capítulo 3. Resultados Preliminarespois, aso ontrário, existiriam uma sequênia yk → 0 e ǫ0 > 0 tais que
∫

Ω

[
|f(u1 + yk + h(yk)) − f(u1)|

1 + |h(yk)|

]n
2

≥ ǫ0 > 0 ∀ k ∈ N.Mas isto ontradiz o fato de {yk} possuir uma subsequênia omo em (3.22). Finalmenteo lema está demonstrado. �
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Capítulo 4Existênia da tereira soluçãoVimos que sob as ondições (f1),(f2) e (f3) o problema (P) possui uma solução po-sitiva u1 e uma solução negativa u2. Sem perda de generalidade vamos assumir que
c1 = J(u1) ≥ J(u2) = c2.Agora vamos analisar o omportamento loal do funional J próximo às duas soluçõesjá obtidas. Para obter uma outra solução não trivial, vamos preisar de informações sobre
J próximo às duas soluções u1 e u2. Em seguida onstruiremos um enlae que forneeráum novo valor rítio c3 > c1.Usaremos as seguintes notações:

Jc = {u ∈ H1
0 (Ω) | J(u) ≤ c}

Kc(J) = {u ∈ H1
0 (Ω) | J(u) = c, J ′(u) = 0}Por simpliidade vamos assumir que Kc1(J) = {u1} embora o método a ser apliado valhanuma situação mais geral, por exemplo Kc1(J) �nito.Como u1 > 0 e f̃(t) = f(t) ∀ t ≥ 0, segue que

J(u1) = J̃(u1) = c1,

J ′(u1) = J̃ ′(u1) = 0,

J ′′(u1) = J̃ ′′(u1),
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Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãopois
J̃(u) =

∫

Ω

(
1

2
|∇u|2 − F̃ (u)

)
dx,

J̃ ′(u)v =

∫

Ω

(
∇u∇v − f̃(u)v

)
dx,

J̃ ′′(u)(v, w) =

∫

Ω

(
∇v∇w − f̃ ′(u)vw

)
dx.Portanto se u1 é um ponto rítio não degenerado de J̃ , então ele será um pontorítio não degenerado de J também. Assim J e J̃ possuem essenialmente o mesmoomportamento loal próximo à u1. Entretanto a situação pode ser degenerada. Por issousaremos o Lema de Morse generalizado (Teorema 3.1).4.1 Comportamento loal de J próximo à u1O prinipal resultado desta seção é a Proposição 4.3. Lembremos que o índie de Morsede um ponto rítio u de J é de�nido omo o supremo das dimensões dos subespaços de

H1
0 (Ω) onde J ′′(u) é negativa de�nida. Antes vamos mostrar que o índie de Morse de Jno ponto rítio u1 é no máximo 1. Para isso preisaremos do seguinte resultado.Lema 4.1. Para qualquer vizinhança U de u1 temos que o onjunto (J̃c1 \ {u1}

)
∩U 6= ∅e não é onexo por aminho.Demonstração: Começamos om a seguinte a�rmação:A�rmação. Dados ǫ > 0 e δ > 0 existe γ ∈ Γ tal que γ([0, 1]) ∩ Bδ(u1) 6= ∅ e

sup{J̃(γ([0, 1]))} < c1 + ǫ.Onde Γ é o onjunto de�nido anteriormente na página 23.De fato, basta veri�ar que se γn ∈ Γ é uma sequênia minimizante para c1 então
dist(u1, γn([0, 1])) −→ 0 quando n→ ∞. (4.1)Suponha então que (4.1) seja falso. Assim existem δ > 0 e n0 ∈ N tais que
dist(u1, γn([0, 1])) ≥ δ > 0 ∀ n ≥ n0.45



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãoApliando o Teorema 1.2, om ǫ > 0 apropriado na vizinhança de u1 de raio 2δ, obtemos
η ∈ C([0, 1] × H1

0 (Ω), H1
0 (Ω)) e ǫ > 0 tal que η(1, J̃c1+ǫ \ Bδ(u1)) ⊂ J̃c1−ǫ. Tomando n0su�ientemente grande podemos supor que sup{J̃(γn0([0, 1]))} ≤ c1 + ǫ. Assim obtemos

γ(t) = η(1, γn0(t)) ∈ Γ tal que J̃(γ([0, 1])) ⊂ J̃c1−ǫ ontradizendo a de�nição de c1.Portanto a a�rmação está demonstrada.Sendo assim tome δ > 0 su�ientemente pequeno de forma que B2δ(u1) ⊂ U e
0, re1 /∈ B2δ(u1). Apliando o Teorema 1.2 om Nδ = B2δ(u1) e 0 < ǫ < c1 obtemos
η ∈ C([0, 1] ×H1

0 (Ω), H1
0 (Ω)) e ǫ > 0 om todas as propriedades (1)− (6). Seja γ ∈ Γ talque γ([0, 1]) ∩Bδ(u1) 6= ∅ e sup{J̃(γ([0, 1]))} ≤ c1 + ǫ. Agora de�na γ1(t) = η(1, γ(t)).Observe que γ1 ∈ Γ (por (2) e pela ontinuidade de η), além disso por (3)

J̃(γ1(t)) < c1 ∀ γ1(t) /∈ Bδ(u1).Logo, temos que (J̃c1 \ {u1}) ∩ U 6= ∅.Agora de�na
t1 = inf{t ∈ [0, 1]| γ1(t) ∈ Bδ(u1)}

t2 = sup{t ∈ [0, 1]| γ1(t) ∈ Bδ(u1)}assim temos que t1 < t2 e γ1(ti) ∈ (J̃c1 \ {u1}) ∩ U para i = 1, 2. Suponha agora, porontradição, que (J̃c1 \ {u1}) ∩ U é onexo por aminho. Assim podemos ligar γ1(t1) à
γ1(t2) em (J̃c1 \ {u1}) ∩ U e onstruir um novo aminho γ2 ∈ Γ tal que

J̃(γ2(t)) ≤ c1 e γ2(t) 6= u1 ∀ t ∈ [0, 1].Logo dist(u1, γ2([0, 1])) > 0. Pelo Teorema 1.2 γ2 pode ser deformado num aminho omimagem ontida em J̃c1−ǫ para algum ǫ > 0, ontradizendo a de�nição de c1. �Lema 4.2. O índie de Morse, m(u1), de J no ponto rítio u1 é no máximo 1.Demonstração: Seja A : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω) o operador linear auto-adjunto de�nido por
J̃ ′′(u1). Seja N = Ker(A) eW = N⊥ = W+⊕W− ondeW± é o auto-espaço generalizadode A orrespondente à σ(A) ∩ R

± respetivamente. Seja m(u1) = dim(W−) o índie deMorse de J̃ no ponto u1. Pelo Teorema 3.1 existem um homeomor�smo Φ : V0 → Vde uma vizinhança V0 da origem em H1
0 (Ω) numa vizinhança V de u1 em H1

0 (Ω) e umaapliação Ψ : V0 ∩N → R, de lasse C1, tais que
J̃(Φ(v + w)) = J̃(u1) +

1

2
〈Aw,w〉 + Ψ(v) (4.2)46



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãopara v + w ∈ V0, onde v ∈ N e w ∈ W . Assim,
J̃c1 ∩ V = {Φ(v + w) : 〈Aw,w〉 ≤ −2Ψ(v)}

∼= {v + w ∈ V0 : 〈Aw,w〉 ≤ −2Ψ(v)}onde ∼= signi�a que os onjuntos são �topologiamente equivalentes�, ou seja, analisar seum é onexo por aminho é equivalente à analisar se o outro é onexo por aminho.Esolhemos ǫ, δ > 0 tais que Bǫ ∩N ⊕Bδ ∩W ⊂ V0 e
| 〈Aw,w〉 | > 2 sup

v∈Bǫ∩N
{|Ψ(v)|} para w ∈ W−, ‖w‖ = δ (4.3)isso é possível pois Ψ(0) = 0 e, �xado ‖w‖ = δ podemos fazer ǫ > 0 su�ientementepequeno de forma que tenhamos (4.3). Suponha que dim(W−) > 1, om isso vamosmostrar que o onjunto

U = J̃c1 ∩ (Φ(Bǫ ∩N ⊕Bδ ∩W ) \ {u1})é onexo por aminho.Dado v + w ∈ Bǫ ∩N ⊕Bδ ∩W , om J̃(Φ(v + w)) ≤ c1 e v + w 6= 0 (w = w+ + w−),nós ligamos este ponto, ao longo do aminho p(t) = v+w− + (1− t)w+ para t ∈ [0, 1], aoponto p(1) = v + w− ∈ Bǫ ∩N ⊕Bδ ∩W−. A�rmamos que para t ∈ [0, 1] temos
J̃(Φ(p(t))) ≤ c1 e p(t) ∈ Bǫ ∩N ⊕Bδ ∩W \ {0}de fato, temos

J̃(Φ(p(t))) = J̃(u1) +
1

2

〈
Aw−, w−

〉
+

(1 − t)2

2

〈
Aw+, w+

〉
+ Ψ(v)

≤ J̃(u1) +
1

2

〈
Aw−, w−

〉
+

1

2

〈
Aw+, w+

〉
+ Ψ(v)

= J̃(Φ(v + w)) ≤ c1a outra propriedade segue da onvexidade de Bǫ ∩N ⊕Bδ ∩W e do fato de obviamente
p(t) 6= 0 para t ∈ [0, 1) e p(1) 6= 0 pois aso ontrário teríamos v + w = w+ e onsequen-temente, por (4.2), J̃(Φ(p(1))) > c1.Agora, se w− = 0 esolha w−

1 ∈ W− om ‖w−
1 ‖ = δ qualquer e se w− 6= 0 es-olha w−

1 = δ w−

‖w−‖
, a seguir ligamos o ponto p(1) = v + w−, ao longo do aminho

p(t) = v + (2 − t)w− + (t− 1)w−
1 para t ∈ [1, 2], ao ponto p(2) = v + w−

1 . Como an-47



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãotes a�rmamos que para t ∈ [1, 2] temos
J̃(Φ(p(t))) ≤ c1 e p(t) ∈ Bǫ ∩N ⊕Bδ ∩W \ {0}de fato, se w− = 0 temos
J̃(Φ(p(t))) = J̃(u1) +

(t− 1)2

2

〈
Aw−

1 , w
−
1

〉
+ Ψ(v)

≤ J̃(u1) + Ψ(v)

= J̃(Φ(p(1))) ≤ c1e se 0 < ‖w−‖ ≤ δ, esrevendo s = t− 1 temos
J̃(Φ(p(t))) = J̃(u1) +

1

2

〈
A

[
(1 − s) +

δs

‖w−‖

]
w−,

[
(1 − s) +

δs

‖w−‖

]
w−

〉
+ Ψ(v)

= J̃(u1) +
1

2

[
(1 − s) +

δs

‖w−‖

]2

︸ ︷︷ ︸
≥1

〈
Aw−, w−

〉
+ Ψ(v)

≤ J̃(u1) +
1

2

〈
Aw−, w−

〉
+ Ψ(v) = J̃(Φ(p(1))) ≤ c1a segunda parte da a�rmação segue omo antes.Finalmente, para t ∈ [2, 3] de�nimos p(t) = (3−t)v+w−

1 que liga o ponto p(2) = v+w−
1à p(3) = w−

1 . Novamente p(t) ∈ Bǫ ∩N ⊕Bδ ∩W \ {0} para t ∈ [2, 3] e J̃(Φ(p(t))) ≤ c1para t ∈ [2, 3] pois nesse aso, fazendo uso de (4.3), temos
J̃(Φ(p(t))) = J̃(u1) −

1

2

∣∣〈Aw−
1 , w

−
1

〉∣∣+ Ψ((3 − t)v)

≤ J̃(u1) − sup
v∈Bǫ∩N

{|Ψ(v)|} + Ψ((3 − t)v) ≤ c1Assim, aabamos de mostrar que todo ponto u ∈ U pode ser ligado à um ponto em
Φ({0} ⊕ ∂(Bδ ∩W

−)) ⊂ U por um aminho em U .(onde tomamos a fronteira ∂ em W−).Como dim(W−) > 1 temos que Φ({0} ⊕ ∂(Bδ ∩W−)) é onexo por aminho, logo U éonexo por aminho, ontradizendo o lema anterior.
�Chegamos então ao prinipal resultado desta seção.Proposição 4.3. Considerando a expressão obtida em (3.10), existe 0 < δ1 ≤ δ tal que48



Capítulo 4. Existênia da tereira solução
(i) quando o índie de Morse m(u1) = 0 tem-se

J(u1 + y + h(y)) < J(u1) = c1, 0 < ‖y‖ ≤ δ1

(ii) quando o índie de Morse m(u1) = 1 tem-se
J(u1 + y + h(y)) > J(u1) = c1, 0 < ‖y‖ ≤ δ1Observe que o ponto rítio u1 foi obtido através do funional J̃ (e não diretamentede J). Assim, para darmos uma informação sobre o omportamento loal de J próximoà u1, primeiro vamos obter informações sobre o omportamento loal de J̃ próximo à u1e em seguida omparar o funional J om J̃ , om isso vamos obter informações sobre oomportamento de J próximo à u1. Por isso, para demonstrarmos a Proposição 4.3 vamospreisar do seguinte Lema:Lema 4.4. Apliando o Teorema 3.1 à J̃ numa vizinhança de u1, similarmente obtemos

δ̃ > 0, Φ̃ e h̃ tais que
J̃ ◦ Φ̃(u1 + y + z) =

1

2
〈Az, z〉 + J̃(u1 + y + h̃(y)) (4.4)

∀ (y, z) ∈ N ⊕N⊥, e ‖y‖ + ‖z‖ < δ̃onde A = J ′′(u1) = J̃ ′′(u1) e N = Ker(A). Assim, existe 0 < δ̃1 ≤ δ̃ tal que
(i) quando o índie de Morse m(u1) = 0 tem-se

J̃(u1 + y + h̃(y)) < J̃(u1) = c1, 0 < ‖y‖ ≤ δ̃1

(ii) quando o índie de Morse m(u1) = 1 tem-se
J̃(u1 + y + h̃(y)) > J̃(u1) = c1, 0 < ‖y‖ ≤ δ̃1Demonstração:

(i) Caso m(u1) = 0.Nesse aso, u1 é ponto rítio degenerado de J̃ , pois aso ontrário teríamos N = {0} e,usando (4.4)

J̃(Φ̃(u1 + z)) =
1

2
〈Az, z〉 + J̃(u1) ≥ J̃(u1)49



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãoassim, u1 seria um mínimo loal isolado ontradizendo o Lema 4.1. Além disso, observeque 0 é o menor autovalor do operador
Lu = −∆u− f ′(u1)u (4.5)pois aso ontrário existiriam λ < 0 e v 6= 0 tais que −∆v − f ′(u1)v = λv, daí

J ′′(u1)(v, v) =

∫

Ω

|∇v|2 − f ′(u1)v
2 = λ

∫

Ω

v2 < 0ontrariando o fato de m(u1) = 0, e omo N é não trivial segue que 0 é autovalor de Lde�nido em (4.5).A�rmação. dim(N) = 1De fato, sabemos que N orresponde ao auto-espaço assoiado ao autovalor 0 de L, assimdevemos mostrar que, na verdade, o autovalor 0 é simples. Como 0 é o menor autovalorde L então, neessariamente, devemos ter
∫

Ω

|∇u|2 − f ′(u1)u
2 ≥ 0 ∀ u ∈ H1

0 (Ω). (4.6)Seja v ∈ N . Primeiramente vamos mostrar que v não muda de sinal. Para isso suponha,por ontradição, que existam dois subonjuntos de Ω1,Ω2 ⊂ Ω de medida positiva taisque v > 0 em Ω1 e v < 0 em Ω2. Esrevendo v = v+ − v−, onde v+ = max{v, 0} e
v− = max{−v, 0}, temos

∫

Ω

|∇v|2 − f ′(u1)v
2 =

∫

Ω

(
|∇v+|2 − f ′(u1)(v

+)2
)

+

∫

Ω

(
|∇v−|2 − f ′(u1)(v

−)2
) (4.7)onde usamos que u ∈ H1

0 (Ω) ⇒ u+, u− ∈ H1
0 (Ω) (por [St℄ Lema 1.1), e

v2 = (v+ − v−)2 = (v+)2 − 2v+v− + (v−)2 = (v+)2 + (v−)2

|∇v|2 =
〈
∇(v+ − v−),∇(v+ − v−)

〉
=
〈
∇v+,∇v+

〉
+
〈
∇v−,∇v−

〉pois v+v− = 0. Como v ∈ N usando (4.6) e (4.7) temos
0 =

∫

Ω

(
|∇v+|2 − f ′(u1)(v

+)2
)

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫

Ω

(
|∇v−|2 − f ′(u1)(v

−)2
)

︸ ︷︷ ︸
≥0

.

50



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãoLogo, ada termo da soma à direita em (4.7) é nulo. Em partiular −∆v+ − f ′(u1)v
+ = 0(no sentido frao). Daí, ∆v+−f ′(u1)

−v+ = −f ′(u1)
+v+ ≤ 0. Agora, apliando o Prinípiodo Máximo Forte para soluções fraas (Teorema 8.19 [GT℄ om u = −v+) segue que v+ ≡ 0ontradizendo a hipótese de que v muda de sinal. Portanto temos que v ∈ N ⇒ v ≥ 0 ou

v ≤ 0. Sejam agora v1, v2 ∈ N queremos mostrar que v1 = t0v2 para algum t0 ∈ R. Peloque vimos anteriormente, para ada t ∈ R a autofunção v1 + tv2 possui um sinal de�nido.Assim os onjuntos
A = {t ∈ R | v1 + tv2 ≥ 0} e B = {t ∈ R | v1 + tv2 ≤ 0}são não vazios, fehados e R = A∪B. Consequentemente, existe t0 ∈ R tal que t0 ∈ A∩B,ou seja, v1 + t0v2 = 0. Portanto a A�rmação está veri�ada.De�na a : Beδ ∩ N −→ R por a(y) = J̃(u1 + y + h̃(y)). Devido ao fato de u1 ser umponto rítio isolado de J̃ segue que 0 é um ponto rítio isolado de a. De fato, pela regrada adeia temos

a′(y) = J̃ ′(u1 + y + h̃(y))(Id|N + h̃′(y)).Considere agora y ∈ N e vejamos omo a′(y) age em y

a′(y)y = J̃ ′(u1 + y + h̃(y))(Id|N + h̃′(y))y

= J̃ ′(u1 + y + h̃(y))y + J̃ ′(u1 + y + h̃(y))h̃′(y)y

= J̃ ′(u1 + y + h̃(y))y + J̃ ′(u1 + y + h̃(y))z onde h̃′(y)y = z ∈ N⊥

= J̃ ′(u1 + y + h̃(y))y + J̃ ′(u1 + y + h̃(y))(0 ⊕ z)

= J̃ ′(u1 + y + h̃(y))y +
∂J̃

∂z
(u1 + y + h̃(y))z

= J̃ ′(u1 + y + h̃(y))y (4.8)onde usamos o fato de h̃(y) ser a únia solução da equação ∂ eJ
∂z

(u1 + y + z) = 0 om
y ∈ Beδ ∩ N . Agora, se 0 não fosse um ponto rítio isolado de a teríamos y1 6= 0, pontorítio de a, arbitrariamente próximo de 0. Consequentemente, por (4.8) u1 + y1 + h̃(y1)seria um ponto rítio de J̃ arbitrariamente próximo de u1, observe que u1+y1+h̃(y1) 6= u1pois y1 6= 0 e omo y1 ∈ N e h̃(y1) ∈ N⊥ segue que y1 + h̃(y1) = 0 ⇔ y1 = 0. Seja
0 < δ̃1 ≤ δ̃ tal que y = 0 é o únio ponto rítio de a(y) em Beδ1 ∩N .Assim, existem apenas três possibilidades:(a) y = 0 é um ponto de mínimo loal de a(b) y = 0 é um ponto de sela (isolado) de a51



Capítulo 4. Existênia da tereira solução() y = 0 é um ponto de máximo loal de a
(a) (b) ()No aso (a) tem-se (J̃c1 \ {u1}

)
∩U = ∅ onde U = {Φ̃(u1 + y+ z) : ‖y‖+ ‖z‖ ≤ δ̃1},para ver isto basta analisar o valor de J̃ em U usando a fórmula (4.4).No aso (b) tem-se que (J̃c1 \ {u1}
)
∩ U é onexo por aminho, pois qualquer pontoem (

J̃c1 \ {u1}
)
∩ U , digamos Φ̃(u1 + y + z) pode ser ligado à Φ̃(u1 + y0), onde y0 ∈ N éaraterizado por ‖y0‖ = δ̃1 e a(y0) < c1, por um aminho em (J̃c1 \ {u1}

)
∩U , intuitiva-mente partimos do ponto Φ̃(u1 + y+ z) para o ponto Φ̃(u1 + y) e em seguida de Φ̃(u1 + y)para Φ̃(u1 + y0) sem sair de (J̃c1 \ {u1}

)
∩ U . Os detalhes desta onstrução serão feitosno demonstração do item (ii).Portanto, pelo Lema 4.1 o aso () é a únia situação possível, que nos dá a onlusãodo item (i).

(ii) Caso m(u1) = 1.Nesse aso, esrevemos N⊥ = W+⊕W−, onde W+,W− orrespondem ao subespaço onde
J ′′(u1) é positiva-de�nida e negativa-de�nida respetivamente. Observe que nesse aso
dim(W−) = m(u1) = 1. Seja w−

0 ∈ W− tal que {w− ∈ W− | ‖w−‖ = δ̃} = {w−
0 ,−w

−
0 } eriemos a seguinte ordem em W−: w− ≥ 0 ⇔ ∃ λ ≥ 0 tal que w− = λw−

0 .
| ||

PSfrag replaements
−w−

0 0 w−
0 W−Considere a seguinte vizinhança de u1

U = {u = Φ̃(u1 + y + w+ + w−) | ‖w+‖ ≤ δ̃, ‖w−‖ ≤ δ̃ e ‖y‖ ≤ δ′}onde esolhemos δ′ su�ientemente pequeno de forma que
∣∣∣J̃(u1 + y + h̃(y)) − c1

∣∣∣ ≤
−
〈
Aw−

0 , w
−
0

〉

2
para ‖y‖ ≤ δ′ (4.9)52



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãoReesrevendo (4.4) temos
J̃
(
Φ̃(u1 + y + w+ + w−)

)
=

1

2

[〈
Aw+, w+

〉
+
〈
Aw−, w−

〉]
+ J̃(u1 + y + h̃(y)) (4.10)A�rmação. Qualquer ponto em (

J̃c1 \ {u1}
)
∩ U pode ser ligado, por um aminho em

(
J̃c1 \ {u1}

)
∩ U , à um dos seguintes dois pontos: Φ̃(u1 + w−

0 ), Φ̃(u1 − w−
0 )De fato, é su�iente onstruir um aminho p(t) em V \ {u1}, onde

V = {u1 + y + w+ + w− | ‖w+‖ ≤ δ̃, ‖w−‖ ≤ δ̃ e ‖y‖ ≤ δ′}tal que J̃(Φ̃(p(t))) ≤ c1.Dado qualquer (u1 + y + w+ + w−) ∈ V \ {u1} tal que J̃(Φ̃(u1 + y + w+ + w−)) ≤ c1,ligamos esse ponto à u1 + y + w− por
p1(t) = u1 + y + (1 − t)w+ + w− t ∈ [0, 1].Agora, se w− ≥ 0, ligamos u1 + y + w− à u1 + y + w−

0 por
p2(t) = u1 + y + (1 − t)w− + tw−

0 t ∈ [0, 1]e �nalmente ligamos u1 + y + w−
0 à u1 + w−

0 por
p3(t) = u1 + (1 − t)y + w−

0 t ∈ [0, 1].E se w− ≥ 0, ligamos u1 + y + w− à u1 + y − w−
0 por

p2(t) = u1 + y + (1 − t)w− + t(−w−
0 ) t ∈ [0, 1]e �nalmente ligamos u1 + y − w−

0 à u1 − w−
0 por

p3(t) = u1 + (1 − t)y − w−
0 t ∈ [0, 1].Consideramos p(t) a união dos aminhos p1, p2 e p3. Por onstrução Φ̃(p(t)) ∈ U\{u1}.
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Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãoResta veri�ar que J̃(Φ̃(p(t))) ≤ c1. Para isso observe que, para t ∈ [0, 1]

J̃(Φ̃(p1(t))) =
(1 − t)2

2

〈
Aw+, w+

〉
+

1

2

〈
Aw−, w−

〉
+ J̃(u1 + y + h̃(y))

≤
1

2

〈
Aw+, w+

〉
+

1

2

〈
Aw−, w−

〉
+ J̃(u1 + y + h̃(y))

= J̃(Φ̃(p1(0))) ≤ c1Caso w− ≥ 0 esrevemos w− = ‖w−‖
w−

0

‖w−
0 ‖
. Assim, para t ∈ [0, 1], temos

J̃(Φ̃(p2(t))) =
1

2

(
(1 − t)

‖w−‖

‖w−
0 ‖

+ t

)2

︸ ︷︷ ︸
≥

�
‖w−‖

‖w
−
0 ‖

�2

〈
Aw−

0 , w
−
0

〉
+ J̃(u1 + y + h̃(y))

≤
1

2

‖w−‖2

‖w−
0 ‖

2

〈
Aw−

0 , w
−
0

〉
+ J̃(u1 + y + h̃(y))

=
1

2

〈
Aw−, w−

〉
+ J̃(u1 + y + h̃(y)) = J̃(Φ̃(p2(0))) ≤ c1Caso w− < 0 esrevemos −w−

0 = ‖w−
0 ‖

w−

‖w−‖
. Assim, para t ∈ [0, 1], temos

J̃(Φ̃(p2(t))) =
1

2

(
(1 − t) + t

‖w−
0 ‖

‖w−‖

)2

︸ ︷︷ ︸
≥1

〈
Aw−, w−

〉
+ J̃(u1 + y + h̃(y))

≤
1

2

〈
Aw−, w−

〉
+ J̃(u1 + y + h̃(y)) ≤ c1E �nalmente, por (4.9), temos

J̃(Φ̃(p3(t))) =
1

2

〈
A± w−

0 ,±w
−
0

〉
+ J̃(u1 + (1 − t)y + h̃((1 − t)y)) ≤ c1 t ∈ [0, 1].Portanto a A�rmação está veri�ada.Agora podemos �nalizar a prova de item (ii). Suponha, por ontradição, que (ii) nãoseja verdadeira. Assim, existe y0, 0 < ‖y0‖ ≤ δ′ tal que

J̃(u1 + y0 + h̃(y0)) ≤ c1observando (4.10) podemos onluir que
Φ̃(u1 + y0 + w−) ∈

(
J̃c1 \ {u1}

)
∩ U ∀ ‖w−‖ ≤ δ̃54



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãoem partiular
Φ̃(u1 + y0 + (2t− 1)w−

0 ) ∈
(
J̃c1 \ {u1}

)
∩ U ∀ t ∈ [0, 1].Mas isto nos dá um aminho em (

J̃c1 \ {u1}
)
∩ U ligando os pontos Φ̃(u1 + y0 − w−

0 ) e
Φ̃(u1 + y0 + w−

0 ). Daí, pela a�rmação aima, temos que (J̃c1 \ {u1}
)
∩ U é onexo poraminho, ontradizendo o Lema 4.1. �Finalmente dispomos de todas as ferramentas neessárias para demonstrar a Proposi-ção 4.3.Demonstração:(Proposição 4.3)Pelo resultado do Lema 4.4 preisamos apenas mostrar que, para ‖y‖ su�ientementepequena, tem-se J(u1 + y + h(y)) = J̃(u1 + y + h̃(y)). Faremos isso da seguinte maneira:primeiro vamos mostrar que, para ‖y‖ pequena, h(y) = h̃(y). Em seguida utilizamoso Lema 3.2 para mostrar que, para ‖y‖ pequena, as funções u1 + y + h(y) satisfazem

u1 + y + h(y) ≥ 0. Com isso teremos o resultado desejado. Seguem os detalhes:Queremos mostrar que existe 0 < δ1 ≤ δ tal que, para ‖y‖ ≤ δ1, temos
h(y) = h̃(y) (4.11)

u1(x) + y(x) + h(y)(x) ≥ 0 x ∈ Ω (4.12)Para isso, onsidere o operador
Lu = ∆u+

f(u1)

u1

u.Apliando o Lema de Hopf (Lema 3.4 de [GT℄) para L e −u1 obtemos
∂u1

∂ν
(x) < 0 ∀ x ∈ ∂Ω (4.13)onde ν é a normal unitária exterior à Ω em x. Observe que estamos exigindo ertasondições de regularidade na fronteira ∂Ω. Vamos assumir que Ω também possui a seguintepropriedade:Existem ρ > 0 e Nρ = {x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) < ρ}, uma vizinhança de ∂Ω em

Ω, tal que:Dado x ∈ Nρ, existem x0 ∈ ∂Ω e t ≥ 0 tais que x = x0 − tνonde ν é a normal unitária exterior à Ω em x0.55



Capítulo 4. Existênia da tereira solução
*

PSfrag replaements
∂Ω

Ω

ν

x0

x0 − tνA�rmação. Existem 0 < ρ ≤ ρ e 0 < δ2 ≤ δ tais que
∂

∂ν
(u1 + y + h(y)) < 0 em Nρ , se ‖y‖ ≤ δ2De fato, aso ontrário existiriam, para ada k ∈ N, ρk > 0 e δk > 0 (om ρk → 0 e

δk → 0) bem omo yk ∈ Bδk ∩N e xk ∈ Nρk
tais que

∂

∂νk
(u1 + yk + h(yk))(xk) ≥ 0 (4.14)onde νk é normal unitária exterior em zk ∈ ∂Ω tal que xk = zk − tνk para algum t ≥ 0.Pela ompaidade de ∂Ω podemos supor que zk → x0 ∈ ∂Ω, e omo ‖xk − zk‖Rn → 0(pois ‖xk − zk‖Rn ≤ ρk) também temos xk → x0. Também temos ‖yk‖C1(Ω) → 0 eonsequentemente ‖h(yk)‖C1(Ω) → 0. Além disso, pela regularidade da fronteira, temos

νk → ν0, onde ν0 é normal unitária exterior em x0. Assim, fazendo k → ∞ em (4.14),obtemos
∂

∂ν0

(u1)(x0) ≥ 0ontradizendo (4.13). Portanto a A�rmação está veri�ada.Em partiular u1 > 0 em Ω \Nρ (ompato), logo
u1(x) ≥ r0 > 0 ∀ x ∈ Ω \Nρ.Como ‖y + h(y)‖C1(Ω) → 0 quando ‖y‖ → 0, tomemos 0 < δ1 ≤ δ2 su�ientementepequeno de forma que

‖y + h(y)‖C1(Ω) <
r0
2

se ‖y‖ ≤ δ1.Assim, para ‖y‖ ≤ δ1, temos u1 + y + h(y) ≥ 0 em Ω \ Nρ. e para x ∈ Nρ temosque, existem x0 ∈ ∂Ω e t ≥ 0, bem omo ν0 normal unitária exterior em x0 tais que
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Capítulo 4. Existênia da tereira solução
x = x0 − tν0. Assim

(u1 + y + h(y))(x) = (u1 + y + h(y))(x0) +

t∫

0

∇(u1 + y + h(y))(x0 − sν0) · (−ν0)ds

(u1 + y + h(y))(x) = 0 −

t∫

0

∂

∂ν0

(u1 + y + h(y))(x0 − sν0)ds

≥ 0onde, além do Teorema Fundamental do Cálulo, usamos o resultado da A�rmação aima.Portanto, temos (4.12).Pela de�nição de h, sabemos que h(y) é a únia solução da equação
∂J

∂z
(u1 + y + z) = 0 para ‖y‖ ≤ δou seja

∂J

∂z
(u1 + y + h(y)) = 0.Utilizando (4.12) e a de�nição de J̃ , temos

∂J̃

∂z
(u1 + y + h(y)) =

∂J

∂z
(u1 + y + h(y)) = 0e então, pela uniidade de h̃, segue (4.11).Assim, para 0 < ‖y‖ ≤ δ1, temos

J(u1 + y + h(y)) = J̃(u1 + y + h(y)) por (4.12)

= J̃(u1 + y + h̃(y)) por (4.11)e agora, a proposição segue do Lema 4.4. �4.2 Caso m(u1) = 0Seja N = span{ω}, om ‖ω‖ = 1. A�rmamos que existem ρ > 0 e ǫ > 0 tais que
J(u1 + z) > c1 para 0 < ‖z‖ ≤ ρ (4.15)
J(u1 + z) ≥ c1 + ǫ ∀ z ∈ Sρ = {z ∈ N⊥ : ‖z‖ = ρ} (4.16)57



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãoDe fato, durante a demonstração do Teorema 3.1 (pág. 35), vimos que
J(u1 + z) = J(Φ(Φ−1(u1 + z))) = J(Φ(u1 + z̄)) =

1

2
〈Az̄, z̄〉 + c1 > c1 (4.17)pois z 6= 0 ⇒ z̄ 6= 0. Agora vamos veri�ar (4.16). Ainda lembrando da demonstração doTeorema 3.1, vimos que A|N⊥ : N⊥ −→ N⊥ é um isomor�smo. Assim

inf
‖z‖=1

z∈N⊥

{〈Az, z〉} > 0 (4.18)pois aso ontrário teríamos 0 ∈ σ(A|N⊥) ([Br℄), ontrariando o fato de A|N⊥ : N⊥ −→ N⊥ser um isomor�smo. Observe que (4.18) implia que
inf

‖z‖≥ρ

z∈N⊥

{〈Az, z〉} > 0 ∀ ρ > 0 (4.19)Agora, se (4.16) não oorre então existiria uma sequênia zn ∈ Sρ tal que
J(u1 + zn) −→ c1 quando n→ ∞.Consequentemente, observando (4.17), teríamos
1

2
〈Az̄n, z̄n〉 −→ 0 quando n→ ∞daí, por (4.19), neessariamente teríamos z̄n −→ 0, e onsequentemente

Φ(u1 + z̄n) −→ u1ou seja
u1 + zn −→ u1mas isso implia que zn −→ 0, ontradizendo ‖zn‖ = ρ > 0.Considere U =

{
Φ̃(u1 + tω + z) : |t| ≤ δ, ‖z‖ ≤ δ̂

}. A�rmamos que o onjunto
(J̃c1 \ {u1}) ∩ U possui exatamente duas omponentes onexas por aminho, uma on-tendo u1 − δω + h̃(−δω) e outra ontendo u1 + δω + h̃(δω).De fato, seja Φ̃(u1 + tω+ z) ∈ (J̃c1 \ {u1})∩U . Observe que t 6= 0, pois aso ontrário
J̃(Φ̃(u1 + tω+z)) > c1. Agora onetamos Φ̃(u1 + tω+z) à Φ̃(u1 + tω) em (J̃c1 \{u1})∩U
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Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãopelo aminho
p(s) = Φ̃(u1 + tω + (1 − s)z), s ∈ [0, 1]em seguida, se t > 0, onetamos Φ̃(u1 + tω) à Φ̃(u1 + δω) em (J̃c1 \{u1})∩U utilizando oLema 4.4 e se t < 0, analogamente onetamos Φ̃(u1 + tω) à Φ̃(u1 − δω) por um aminhoem (J̃c1 \ {u1}) ∩ U . A essa altura, já estamos utilizando o fato de que o homeomor�smo

Φ̃ mantém �xa a omponente em N , e que Φ̃(u1 + tω) = u1 + tω + h̃(tω).Pelo que vimos na demonstração do Lema 4.1, os pontos 0 e re1 podem ser onetadospor aminhos em J̃c1 à uma das duas omponentes.Sem perda de generalidade, vamos assumir que existem aminhos γ1, γ2 tais que
γ1(0) = 0 , γ1(1) = u1 − δω + h̃(−δω)

γ2(0) = u1 + δω + h̃(δω) , γ2(1) = re1e J̃(γ1(t)) < c1 , J̃(γ2(t)) < c1.Pelo Lema 4.4, existe um aminho γ3 em J̃c1 tal que γ3(−δ) = u1 − δω + h̃(−δω) e
γ3(δ) = u1 + δω + h̃(δω). Unindo os aminhos γ1, γ2 e γ3 obtemos um aminho γ+ em
J̃c1 que oneta 0 à re1. Podemos assumir que as funções em γ+ são tais que γ+(t) ≥ 0.Pois, se de�nimos u+ = max{u, 0} e u− = min{u, 0}, então u = u+ + u−. Logo

J̃(u+ + u−) =

∫

Ω

1

2
|∇u+|2 +

1

2
|∇u−|2 − F̃ (u) ≥

∫

Ω

1

2
|∇u+|2 − F̃ (u+ + u−)

≥

∫

Ω

1

2
|∇u+|2 − F̃ (u+) = J̃(u+)Assim, J(γ+(t)) = J̃(γ+(t)) ≤ c1.Pelo mesmo raioínio, pode-se obter um outro aminho γ− onetando 0 à −re1 em

Jc1 om γ−(t) ≤ 0 (em partiular γ−(t) 6= u1).Agora observe que, usando a ondição (f3), podemos onluir que J(u) −→ −∞quando ‖u‖ → ∞ em qualquer subespaço de H1
0 (Ω) de dimensão �nita formado porfunções regulares. De fato, (f3) implia que existem C3, C4 > 0 tais que F (t) ≥ C3|t|

µ−C4,
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Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãodaí
J(u) ≤

1

2
‖u‖2 +

∫

Ω

−C3|u|
µ + C4

≤
1

2
‖u‖2 + C4|Ω| − C3‖u‖

µ

Lµ(Ω)

≤
1

2
‖u‖2 + C4|Ω| − C5‖u‖

µ −→ −∞ quando ‖u‖ → ∞onde usamos a equivalênia das normas e o fato de que 2 < µ.Assim, existe um aminho γ onetando re1 à −re1 tal que J(γ(t)) < c1 para todo
t ∈ [0, 1].Unindo os aminhos γ+, γ− e γ, obtemos um aminho fehado, ou seja, uma apliação
ϕ : S1 −→ H1

0 (Ω) tal que ϕ(S1) = γ+([0, 1]) ∪ γ−([0, 1]) ∪ γ([0, 1]), onde S1 é a esfera dedimensão um e γ+([0, 1]) = γ1([0, 1]) ∪ γ3([−δ, δ]) ∪ γ2([0, 1]).Considere também um ponto v0 ∈ γ([0, 1]) e outro ponto v̄0 próximo de v0 tal que existaum segmento de reta R ligando esses dois pontos onde R ∩ ϕ(S1) = {v0} e J(R) < 0.Seja p : [−1, 1] → S1 uma parametrização de S1 om p(−1) = p(1). Seja
r : [0, p(1)] ⊂ B2 −→ Ruma parametrização de R.PSfrag replaements u1 + Sρ

0 re1−re1

u1

γ−

γ+

γ

RDe�na
Ψ = {ψ ∈ C(B2, H1

0 (Ω)) : ψ|∂B2 = ϕ e ψ|[0,p(1)] = r}e
c3 = inf

ψ∈Ψ
sup
s∈B2

J(ψ(s))60



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãoonde B2 é a bola de dimensão dois.Se mostrarmos que
c3 > c1 (4.20)então, utilizando um argumento de deformação onlui-se que c3 é um valor rítio de J ,forneendo assim uma tereira solução para o problema (P). Em vista de (4.16), paraprovar (4.20) é su�iente provar o seguinte resultado:Lema 4.5. Para toda ψ ∈ Ψ tem-se

ψ(B2) ∩ {u1 + Sρ} 6= ∅onde {u1 + Sρ} = {u1 + z | z ∈ N⊥ e ‖z‖ = ρ}Demonstração: Supondo que o resultado do Lema não é verdadeiro temos que existe
ψ0 ∈ Ψ tal que

ψ0(B
2) ∩ {u1 + Sρ} = ∅. (4.21)Utilizaremos um argumento de teoria do grau para obter uma ontradição. Consi-derando H1

0 (Ω) = N⊥ ×N e identi�ando N om a reta R, de�nimos uma homotopia
Ft : Bρ × (−1, 1) −→ H1

0 (Ω) por
Ft(z, s) = u1 + z − ψ0(tp(s)) ∀ t ∈ [0, 1], (z, s) ∈ Bρ × (−1, 1)onde Bρ = {z ∈ N⊥ : ‖z‖ < ρ} e estamos identi�ando (−1, 1) om o intervalo

(−ω, ω) ⊂ N . Observe que
∂ (Bρ × (−1, 1)) = Bρ × {−1, 1} ∪ Sρ × [−1, 1].Se (z, s) ∈ Bρ × {−1, 1} então Ft(z, s) 6= 0 pois nesse aso
ψ0(tp(±1)) = ψ0(tp(1)) /∈ {u1 +Bρ} ∀ t ∈ [0, 1] (4.22)visto que ψ0(R) ⊂ J0. Para t ∈ [0, 1] e (z, s) ∈ Sρ×[−1, 1] tem-se, por (4.21), Ft(z, s) 6= 0.Portanto, pala invariânia do grau por homotopia, segue que
deg(Ft, Bρ × (−1, 1), 0) = onstante ∀ t ∈ [0, 1].Em partiular temos

deg(F0, Bρ × (−1, 1), 0) = 0 (4.23)61



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãopois F0(z, s) = u1 + z − ψ0(0) e ψ0(0) /∈ {u1 +Bρ}( por (4.22) ). Por outro lado
F1(z, s) = u1 + z − ψ0(p(s)) = u1 + z − ϕ(p(s))Lembrando que ϕ(S1) = γ+([0, 1]) ∪ γ−([0, 1]) ∪ γ([0, 1]),
γ+([0, 1]) = γ1([0, 1]) ∪ γ3([−δ, δ]) ∪ γ2([0, 1])e observando (4.15) e o fato de que J(ϕ(S1) \ γ3([δ, δ])) < c1 temos

{u1 +Bρ} ∩ {ϕ(S1) \ γ3((−δ, δ))} = ∅Assim, utilizando a propriedade de exisão, obtemos
deg(F1, Bρ × (−1, 1), 0) = deg(F1, Bρ × (−δ, δ), 0)onde em Bρ × (−δ, δ)

F1(z, s) = u1 + z − γ3(s)

= u1 + z − (u1 + sω + h̃(sω))

= z − sω − h̃(sω)Agora, de�na a homotopia Et(z, s) = z − sω − th̃(sω) para t ∈ [0, 1]. Se para algum
(t, z, s) tivermos Et(z, s) = 0 então sω = 0 e z = h̃(sω), ou seja, s = 0 e z = 0. Logo

(t, z, s) ∈ [0, 1] × ∂(Bρ × (−δ, δ)) =⇒ Et(z, s) 6= 0Portanto, pela propriedade de invariânia do grau por homotopia, segue que
deg(F1, Bρ × (−δ, δ), 0) = deg(E1, Bρ × (−δ, δ), 0)

= deg(E0, Bρ × (−δ, δ), 0)

= deg(z − sω,Bρ × (−δ, δ), 0)

= deg(Id|N⊥ , Bρ, 0) deg(−Id|N , (−δ, δ), 0)

= −1ontradizendo (4.23). Portanto o Lema está demonstrado. �Finalmente, vamos veri�ar que c3 é um valor rítio de J .62



Capítulo 4. Existênia da tereira soluçãoDe fato, supondo que Kc3(J) = ∅, apliamos o Teorema 1.2 om c3, ǫ = c3−c1
2

> 0 e
N(Kc3(J)) = ∅ e obtemos η ∈ C([0, 1] × H1

0 (Ω), H1
0 (Ω)) bem omo 0 < ǫ < ǫ tais que

η(1, Jc3+ǫ) ⊂ η(1, Jc3−ǫ). Note que pela esolha de ǫ temos η(t, ·)|ϕ(S1) = Id para todo
t ∈ [0, 1]. Seja ψ ∈ Ψ tal que sup{J(ψ(B2))} < c3 + ǫ. De�na ψ̂(s) = η(1, ψ(s)). Então
ψ̂ ∈ Ψ e

sup
s∈B2

{J(ψ̂(s))} < c3 − ǫontradizendo a de�nição de c3.O outro aso m(u1) = 1 é feito de forma análoga.
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Apêndie AGrau topológioNesta seção vamos relembrar algumas das prinipais propriedades do grau topológio,dando maior atenção ao grau de Leray-Shauder que utilizamos no Capítulo 4. Para aonstrução de grau de Leray-Shauder a existênia do grau de Brouwer (o grau em espaçosde Banah de dimensão �nita) é neessária, bem omo algumas de suas propriedades.A.1 O Grau de BrouwerSejamO ⊂ R
n aberto e limitado, f : O −→ R

n uma função ontínua e y ∈ R
n \ f(∂O).Nessas ondições assoiamos um número deg(f,O, y) ∈ Z, o grau de Brouwer de f rela-tivamente à O no ponto y. Listaremos a seguir algumas propriedades básias:

• deg(Id,O, y) = 1 para todo y ∈ O;
• deg(f,O, y) = deg(f,O1, y) + deg(f,O2, y) sempre que O1, O2 forem subonjuntosde O abertos e disjuntos tais que y /∈ f(O \ (O1 ∪ O1));
• deg(h(t, ·),O, y(t)) é onstante om respeito à t ∈ [0, 1] sempre que as apliações
h : [0, 1] ×O −→ R

n, y : [0, 1] −→ R
n forem ontínuas e y(t) /∈ h(t, ∂O) para todo

t ∈ [0, 1];
• Sejam f : U → R

m e g : V → R
n funções ontínuas tais que 0 /∈ f(∂U) e 0 /∈ g(∂V ).Então, para f × g : U × V −→ R
m×R

n o grau de Brouwer deg(f × g, U ×V, (0, 0))está bem de�nido e
deg(f × g, U × V, (0, 0)) = deg(f, U, 0) · deg(g, V, 0);64



Apêndie A. Grau topológio
• Seja −Id : R

n −→ R
n de�nida por −Id(x) = −x. Se y ∈ O então

deg(−Id,O, y) = (−1)nO grau de Brouwer possui ainda outras propriedades (ver [De, Bn℄).A.2 O Grau de Leray-ShauderÉ possível estender o oneito de grau topológio para uma pequena lasse de funçõesontínuas de�nidas em espaços de Banah de dimensão in�nita, a saber, as funções que sãoperturbações ompatas da identidade. Este grau é hamado de grau de Leray-Shauder.Considere E um espaço de Banah real, O ⊂ E aberto e limitado, K : O −→ E um ope-rador ontínuo e ompato e y /∈ (Id−K)(∂O). Nestas ondições assoiamos um número
deg(Id−K,O, y) ∈ Z o grau de Leray-Shauder, que satisfaz as seguintes propriedades:(Normalização) deg(Id,O, y) = 1 para todo y ∈ O;(Adição/Exisão) deg(Id−K,O, y) = deg(Id−K,O1, y)+deg(Id−K,O2, y) sempreque O1, O2 forem subonjuntos de O abertos e disjuntos tais que

y /∈ (Id−K)(O \ (O1 ∪ O2));
( Invariâniapor homotopia) deg(Id − H(t, ·),O, y(t)) é onstante om respeito à t ∈ [0, 1]sempre que H : [0, 1] × O −→ E for ontínua e ompata,

y : [0, 1] −→ E for ontínua e y(t) /∈ (Id−H(t, ·))(∂O) para todo
t ∈ [0, 1];

(Existênia desolução )
deg(Id−K,O, y) 6= 0 =⇒ ∃ x ∈ O tal que (Id−K)(x) = y;

( Produtoartesiano) Sejam f : U → E e g : V → F funções ontínuas e ompatas. De-�na f × g : U × V −→ E × F por (f × g)(x1, x2) = (f(x1), g(x2)).Se f e g satisfazem as hipóteses do grau de Leray-Shauder então
f × g : U × V −→ E × F também satisfaz as hipóteses do grau deLeray-Shauder e

deg(IdE×F − (f × g), U × V, (y1, y2)) =

deg(IdE − f, U, y1) · deg(IdF − g, V, y2)65
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