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Resumo

Nesta dissertacao, iremos garantir a existéncia de trés solucoes nao triviais para o

seguinte problema de Dirichlet

—Au = f(u), Q
u = 0, 09,

onde 2 € R", n > 3, é um dominio limitado com fronteira suave e f € C'(R,R) satisfaz

f(0) =0, f/(0) =0 e possui crescimento subcritico e superlinear no infinito.
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Abstract

In this dissertation, we will ensure the existence of three nontrivial solutions to the

following Dirichlet problem

—Au = f(u), Q
u = 0, 09,

where Q € R™, n > 3, is a bounded domain with smooth boundary and f € C'(R,R)
satisfies f(0) =0, f/(0) = 0 and has subcritical growth and superlinear at infinity.
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Introducao

Neste trabalho estabeleceremos a existéncia de multiplas solucoes para o seguinte

problema de Dirichlet superlinear:

{—Au = f(u), Q P)

u = 0, 09,

onde 2 € R", n > 3, ¢ um dominio limitado com fronteira suave e a fungao f satisfaz as

seguintes condigoes:
(fl) fECl<R7]R)7 f(O) :f/(O) :Oa

(f2) existem constantes positivas C;, Cy tais que

|F/(8)] < Cr+ Colt]*,

onde 1 < o < 2£2.

n—27

(f3) existem constantes p > 2 e M > 0 tais que

0 <pF(t) <tf(t) [t|=M

¢
onde F(t) = [ f(s)ds é a primitiva da funcio f.
0

Observe que a condi¢ao (f;) implica que, em particular, v = 0 é uma solu¢ao trivial
de (P). A condigao (f;) implica que f tem crescimento subcritico e, juntamente com
(f1), ela também é utilizada para verificar que o funcional associado ao problema é de
classe C?. A condigio (f3), também conhecida como condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz,
é que caracteriza a superlinearidade do problema, dai dizermos que (P) é um problema
de Dirichlet superlinear.

Problemas do tipo (P) aparecem naturalmente em fisica, engenharia, biomatematica,

ecologia, geometria, etc. Por esta razao o estudo de tais problemas atrai tanto a atencao
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de pesquisadores de matematica pura quanto de matemética aplicada.

Ambrosetti e Rabinowitz mostraram a existéncia de duas solu¢oes nao triviais para
o problema acima, uma positiva e outra negativa, com condi¢coes menos restritivas do
que as condigoes especificadas acima, no famoso artigo [AR]. Eles também mostraram
a existéncia de infinitas solu¢des no caso em que f é impar. Apoés este trabalho muitos
matemaéticos passaram a estudar o problema (P) com o objetivo de estabelecer multiplas
solucoes. Lembrando que ja é conhecida a existéncia de infinitas solu¢oes no caso n = 1
sem a hipotese de que f seja impar (ver [Ra2|).

Na década passada em um elegante trabalho, Wang [W], sob as condi¢ées acima
mostrou a existéncia de uma terceira solucao de duas maneiras diferentes, uma usando a
construgao de um enlace (em inglés “link”) e outra usando teoria de Morse. O trabalho de
Wang inspirou também estudos sobre o sinal de tais solugdes, ver por exemplo [BCW, BW|
e suas referéncias, e até mesmo a construgao de um algoritmo para o calculo de solucoes
numéricas [CCD].

Recentemente, em outro interessante trabalho, |[LW|, tal problema foi estudado sob
hipoteses diferentes da condigao de superlinearidade de Ambrosetti-Rabinowitz (f3).

Nosso objetivo sera garantir a existéncia de miltiplas solu¢oes para o problema (P).

Mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema A. Suponha que [ satisfaca as condigoes (f1),(f2) e (f3). Entao o problema

(P) possui pelo menos trés solugdes nao triviais.

Para demonstrar o teorema acima utilizaremos métodos variacionais. Verificaremos
que solugdes classicas do problema (P) correspondem aos pontos criticos do funcional (em

alguns textos chamado de funcional energia) J : Hj(2) — R definido por

J(u) = / (%ywy? - F(u)) da.

Assim o nosso trabalho se resume a garantir a existéncia de pontos criticos nao triviais
deste funcional. Para a demonstracao do Teorema A vamos primeiro relembrar a prova
da existéncia de duas solugoes obtidas por Ambrosetti e Rabinowitz, [AR, Ral]. Isso sera
feito por uma aplicacao do Teorema do Passo da Montanha. Apo6s um truncamento da
fun¢ao f(t) obtemos pontos criticos, nao do funcional .J, mas de um funcional modificado
J que coincide com J em funcoes que sao nao negativas. A seguir aplicamos o Principio
do Maximo para concluir que os pontos criticos obtidos para o funcional J também sdo

pontos criticos de J e consequentemente solugoes do problema (P), obtendo também
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informacao sobre o sinal de tal solucao. Desta maneira garantiremos a existéncia de duas
solugoes u; > 0 > uy do problema (P). Feito isso, seguiremos o argumento de Wang, [W],
para estabelecer a existéncia de um enlace que nos permitira obter uma terceira solucao
via um argumento de minimax. A construcao deste enlace serd feita da seguinte forma:
primeiro iremos estudar o comportamento local do funcional J préoximo as duas solucoes
obtidas anteriormente, construindo uma espécie de “enlace local”. Para isso utilizaremos
uma generalizacao do Lema de Morse para espacos de Hilbert de dimensao infinita. Além
disso, estudamos a estrutura topologica dos conjuntos de subnivel critico do funcional J
e também uma estimativa para o indice de Morse em tais pontos criticos. Com essas
informagoes construiremos um enlace global que fornecerd um novo valor critico para o
funcional J e, consequentemente, uma terceira solugao para o nosso problema.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1 faremos uma breve
introducao aos métodos variacionais, enunciamos uma versao do Teorema de Deformacao
que se adequa as nossas necessidades e o Teorema do Passo da Montanha. Verificaremos
também a diferenciabilidade do funcional J (e j) No Capitulo 2 estabeleceremos a
existéncia das duas primeiras solu¢oes para o problema (P), como em |[Ral]. Também
verificaremos a regularidade das solucoes. No Capitulo 3 sera estudada uma genera-
lizagao do Lema de Morse, em alguns textos conhecido como “splitting theorem”, bem
como alguns resultados técnicos que serao utilizados no capitulo seguinte. No Capitulo
4 obtemos a terceira solu¢ao para o problema (P) finalizando assim a demonstragao do
Teorema A.

Finalmente, vale a pena observar que estaremos utilizando alguns resultados de Teoria
do Grau em dimensao infinita (veja por exemplo [De, Bn, Be|, e também alguns resultados

de equagoes diferenciais ordinarias em espagos de Banach (veja por exemplo [SZ, Rm]).



Capitulo 1

Métodos Variacionais

Estamos buscando obter solugoes cléassicas para o problema (P), ou seja, uma fungao
u € C%*(Q) N O(Q) satisfazendo (P). Suponha que u seja uma tal solucio classica, entdo
multiplicando (P) por uma funcdo ¢ € C§°(2) e usando a primeira formula de Green

obtemos

/Vqubdx:/f(u)(bdx (1.1)

Denotamos por H}(Q) o fecho de C§°(£2) com respeito & norma

2

Jull = / Vulds
0

Dizemos que u € Hj(2) é uma solucao fraca de (P) se u satisfaz (1.1) para toda
¢ € C° (). Evidentemente uma solugao classica de (P) é também uma solugao fraca

e, como veremos mais adiante, a reciproca também é verdadeira. Considere o seguinte

funcional em HJ ()
1
J(u) = / (§|Vu|2 - F(u)) iz,
Q

t
onde F(t) = [ f(s)ds é a primitiva da funcao f.
0

Veremos mais adiante que J é diferenciavel em HJ(€2) com

J (u)v = /(VUVU— fluw)de vV ve Hy(Q).

Portanto as solugoes fracas de (P) sao exatamente os pontos criticos de J. Observe que,

6
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por (f1), 0 é um ponto critico de J. Assim para garantir a existéncia de uma solugao fraca
nao trivial do problema, basta garantir a existéncia de um ponto critico de J diferente de
0.

1.1 O Teorema do Passo da Montanha

O famoso Teorema do Passo da Montanha é uma poderosa ferramenta que utilizaremos
para garantir a existéncia de solugoes nao triviais de (P). Sua prova é relativamente
simples e estd fundamentada no Teorema de Deformacao (Teorema 1.2). Ambos envolvem

a seguinte condicao:

Defini¢ao 1.1. Seja F um espago de Banach real e seja [ € C'(E,R). Dizemos que [
satisfaz a condicao de Palais-Smale se qualquer sequéncia (ug) C E tal que (I (ug)) é limi-
tada e I'(ux) — 0 quando k — oo possui uma subsequéncia convergente. Tais sequéncias
sao frequentemente chamadas de sequéncia de Palais-Smale. Nesse caso, diremos que o

funcional I satisfaz a condicao (PS).

Teorema 1.2 ([Rall,|H|). Seja E um espago de Banach real e seja I € C'(E,R) satisfa-
zendo a condi¢io (PS). Sejam ¢ € R, € >0 e Ns(K.(I)) ={u € E| dist(u, K.(I)) < d},
§ > 0, uma vizinhanga fechada de K.(I). Entao existem n € C([0,1] x E, E) e € € (0,€)

tais que
(1) n(0,u) =uVuekE
(2) n(t,u) =uVte€0,1], ug I"([c—€c+7)
() (L T\ Ng) € I
(4) n(1,Ns) C Ns
(5) n(t,-) € um homeomorfismo para cada t € [0, 1]
(6) se (1) =0 entio n(1, Les) C 1.,

Teorema 1.3 (Teorema do Passo da Montanha, [AR]). Sejam E um espago de Banach
real ¢ I € C*(E,R) satisfazendo a condicdo (PS). Suponha que 1(0) =0 e que

(I1) emistem constantes p,0 > 0 tais que I|pp, > 6

(Iy) existe um e € E\ B, tal que I(e) < 0.
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Entao, I possui um valor critico ¢ > 0. Além disso ¢ pode ser caracterizado por

c = inf{max{I(y(t))}}

~vel' "t€(0,1]
onde I' ={y € C([0,1,E) : v(0) =0 e~(1) =e}.

Demonstracao: Primeiramente, observe que cada curva v € I' cruza a fronteira 0B, e
portanto
c>0

por (I;). Suponha, por contradigio, que ¢ ndo é um valor critico de I. Definindo € = «/2

e invocando o Teorema 1.2 obtemos € € (0,€) e n € C([0,1] x E, E) tais que

n(17]c+e) - Ic—e- (12)
Escolha v € I' tal que
max{/(y(t))} < c+e. (1.3)
te(0,1]

e considere n(1,7(¢)). Observe que 1(1,v(0)) = 0, pelo item (2) do Teorema de Deforma-
¢ao, e analogamente 7(1,v(1)) = e por (I3). Também pelo Teorema de Deformacao segue

que n(1,7(t)) é continua. Portanto n(1,7(-)) € I'. Entao, por (1.2) e (1.3) segue que

max {1(n(1,/())} < c e

contrariando a definicao de c¢. Portanto o Teorema do Passo da Montanha estd demons-

trado. H

1.2 Diferenciabilidade do funcional associado

Para aplicar o Teorema do Passo da Montanha, precisamos verificar que o funcional
associado ao problema é de classe C''. Em nosso caso o funcional sera, na verdade, de
classe C2.

Nesta secao serao desenvolvidas as ferramentas que irao garantir a diferenciabilidade

do funcional J.

Definigao 1.4. Seja £ um espago de Banach real com norma || - ||g. Seja U C F um
aberto de E/. Seja I : U — R um funcional. Dizemos que [ é Fréchet diferenciavel em

u € U se existir uma aplicagao linear continua L = L(u) : E — R tal que, para todo
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€ > 0 existe 6 = d(e,u) > 0 tal que
[I(u+v)—I(u) — Lv| < €|jv||g vV v tal que |v||g <4

ou equivalentemente, se

I _ _
lim (u+v) —I(u) — Lo
veEE,v—0 H’UHE

=0.

A aplicagao L quando existe é tinica e sera denotada por I'(u) = L = L(u). Observe
que L € E', o espaco dual de E, ou seja, o conjunto dos funcionais lineares limitados
definidos em E.

Denotamos por C*(U,R) o conjunto dos funcionais que sao continuamente Fréchet
diferenciaveis em U.

Um ponto u € U é um ponto critico de I se I'(u) = 0, ou seja, I'(u)v = 0 para todo

v € E. Neste caso, o valor de I em u é dito um valor critico de I.

Defini¢ao 1.5. Dizemos que I € C'(U,R) possui uma derivada de Fréchet de segunda
ordem em u € U se existir uma aplicacao linear continua L : £ — E’ tal que para todo

e > 0 existe 0 = d(e,u) > 0 tal que
1" (u+v)—I'(u) — Lo||p < €||v]|e V v tal que |v|lg <0

ou equivalentemente, se

! . _
lim I'u+v)—TI'(u) — Lv
veEE,v—0 ||UHE

=0.

Denotamos por C%(U,R) o conjunto dos funcionais que sao continuamente Fréchet
diferencidveis em U cuja diferencial é de classe C*.
Agora, vamos estabelecer uma simples desigualdade que sera bastante utilizada ao

longo de todo o texto.

Lema 1.6. Sejam 1 < p < oo ea,b> 0, entao
(a+b)P <2271 (a? +bP).

Demonstracao: Se p =1 a desigualdade é 6bvia. Se p > 1 basta observar que a funcao

xP é convexa em [0, 00), isto &, seu grafico restrito a um intervalo [z, z5] esta abaixo do
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segmento de reta que liga os pontos (x1,27) e (z2,25). Logo

a+b p<ap+bpj
2 - 2

donde concluimos o resultado. O

Proposicao 1.7. Seja Q um dominio limitado e seja f € C(R,R). Suponha que existam
constantes p > 1, ¢ > 1 e a,b > 0 tais que

IfO) <a+bjt]s V¥ teR

Entao a aplicagao B : LP(Q)) — L9(QY) definida por B(u) = f(u) € continua.

Demonstracao: Primeiro vamos mostrar que B(u) € L(Q2) para todo u € LP(2). Seja

u € LP(Q), pela hipotese sobre f e pelo Lema 1.6 temos

/|f |qu</<a+b|u|5)quSE/(1+|U|p)dx<oo

Q

que mostra que B : LP(Q2) — L().

Seja ug € LP(Q2) e seja {uy},; € LP(Q2) uma sequéncia tal que |uy — uo||rr) — O.
Sabemos que existem uma subsequéncia {uy, } e 1 € LP(12) tais que uy, () — uo(z) q.t.p.
Qe |u ()| <¥(x) q.t.p. © (ver [Br|). Por hipotese temos

[f (ur, (%)) = fluo(@))]* < (1f (ur, (@)] + | (uo())])*

2971 (|f (e, ()7 + [ f (wo())]7)

241 (a—i—b]ukjﬁ)q + <a+b|u0|§>q}
(29712 {a? + b9|ug, [P + a® + b7|uol? }
dy + dy(fur, ()" + |uo(z)[?)

di + da([(2) P + Juo(2)[") € LY(Q).

INIA IAIA

IN

Pela continuidade de f segue que

|f (ur, (2)) = f(uo(z))|* — 0 quando j — o0 q.t.p. ©

10
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Portanto

B, - Buallugy = [ 1Flun, (@) = Flan(o)'ds — 0 quando j - x,
Q

pelo T.C.D.L. Isto ¢é suficiente para mostrar que o operador B : LP(Q)) — L9(Q2) é

continuo. O

Proposicao 1.8. Seja Q2 C R™, n > 3, um dominio limitado com fronteira suave. Seja
f € CYR,R) satisfazendo
[f'(®)] < CL+ Colt|*™

onde Cy,Cy > 0 sao constantes e 1 < a < (n+2)/(n—2). Se

F(t):jf(s)ds ‘ J(u):/(%WuF—F(u)) da

Q

entio J € C*(Hy(2),R),

J' (u)v :/(VUVU — fluw)dr ¥V ve Hy(Q) (1.4)

J"(u) (v, w) = /(VUVU} — fllwyow)dr V¥V v,w e Hy(Q). (1.5)

Além disso o operador J' é da forma Id — K, onde K é um operador compacto, e se
considerarmos A : H} () — H} () o operador linear continuo definido por J"(u), ou
seja, J"(u)(v,w) = (Av,w) = (v, Aw), entao A também é da forma Id — K.

Demonstragao: Primeiramente observe que, devido a condicao de crescimento de [’ o
funcional J esta bem definido, bem como as expressoes (1.4) e (1.5). Vamos mostrar, por
exemplo, que (1.5) faz sentido (similarmente para (1.4)). Considere

2* 2% 2% 11 1

Ty P § L R R S

p1 =
«Q

e observe que 1 < py, 1 < ps < 2% e 1 < p3 < 2. Assim, usando a desigualdade de Holder

11
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e as imersoes de Sobolev, temos

[1r@enl < [c+ Calul el

Q Q
< o [l + [ el
Q Q
<

G (Iollz ol + gy el zoagen ol zosgen

Cs (lolllwll + Tull*Hlvlllwl]) < oo. (1.6)

A

Agora vamos mostrar que o funcional J é de classe C?. Para isso basta mostrar que o

funcional I(u) = [ F(u) é de classe C?, pois J(u) = |jul* = I(u) e || - [|* & de classe C.
0

Para isso, sejam u € H}(Q) e € > 0, devemos encontrar ¢ > 0 tal que

[oll <8 = [I(u+v) = I(u) = Lo| < €|jv]]

Lv= / Flu).

Q

onde

Podemos considerar ||[v|| < 1. Agora, utilizando o Teorema do Valor Médio, temos
Huto) =T = Lo| < [ [Fu+0) = F@) - Sy
Q
< 10+ 00) - sy
QO
< /|(f’(u+wv))ev2\
Q

com O(x) € (0,1) e A(z) € (0,1). Assim, usando a condi¢ao de crescimento de f’, temos

‘[(u—l—’u)—[(u)—[ﬂ]‘ S /(Cl—FCQ‘U—F)\ev’O‘l) ‘UP
Q

< / (C + CalJu] + [o])2) [o]?

Q

12
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< / (C1 + Taljulo= + Jo]*Y)) Jo?

Q
< [P+ G [l 4 G [P
Q Q Q

2 n—2
< Cyloll? + Cillo] o+ + G / @03 / o
(9] 9]
< T (ol + ol + ull™ o))

< O+ llull*) llol* < efvll

desde que v < 6 = ST

Mostraremos agora que I’ ¢ continua. Para isso, seja u, — u em H}(€), entao

1 (ur) = ')l g-2) = sup /(f(uk)—f(U))v

llv]|<1 2
< s / ) — F()] o]

e | T ]
< s {/ ) — () / o
)

< Ol fur) = Fu)]] o (1.7)

()

agora, como | f(t)| < C; + Cylt|*, segue da Proposicio 1.7 que a aplica¢ao

B: LtYQ) — L% (Q)
u o — fu)

é continua. Como uj, — u em H{ (), pelas imersoes de Sobolev, segue que 1, — u em

LotH(Q). Assim, por (1.7) e pela continuidade de B, temos que
11" (ug) = I'(w)||g-1(0) — 0 quando k — oo.
Portanto I’ é continua.

A seguir, vamos verificar que I’ é compacto. Seja (u) C H} () uma sequéncia

limitada. Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov ([AF]| pag. 168), existe uma subsequéncia

13
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(ug,;) tal que uy, — wug, quando j — oo, em LotH(Q). Dai, pelo que vimos acima
I'(ur;) — I'(uo), ou seja, I' & compacto.
Agora, vamos mostrar que I é de classe C?. Como antes, sejam u € H}(Q2) e € > 0,

devemos encontrar o > 0 tal que
1I'(u+v) — I'(u) — Lo||g-10y < €llv]| Vv e H Q) tal que |[jo]] <§

onde Lv(w) = [ f'(u)vw. Lembrando que
Q

11" (uw+v) = I'(u) = Lv||g-1i0) = sup {|I'(u+v)w—I'(u)w — Low|} .
weH (Q)
wl<1

Assim, basta encontrarmos ¢ > 0 tal que, se ||[v|| < d e ||w| <1, entao

[I'(u+v)w —I'(u)w — Low| = /(f(u +v)w — f(u)w — f'(u)ow)

Q

17+ vy = - faew) = [0 <]

IN

Q

Vamos considerar

O = {2€Q:|u(x)] >b}
Qy = {2€Q:|v(x)|>b}
Q3 = {2€Q:|u(@)] <by, e |v(x)| < b}

onde by, by > 0 por enquanto sao quaisquer niimeros. Dessa forma  C Q; U Qs U Q3. No

que segue, consideramos ||v]| < 1 e ||w| < 1. Em ) temos

/|f(u +v) = fu) = fl(w)o|[w] < /|f’(u +0v)) — f(w)] |v||w]
9 21

IN

/ (Cl + CQ|’LL + €U|a_1 + Cl + C’2|u|a_1) |v||w|

971
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Capitulo 1. Métodos Variacionais

< /(201 1 Cy(fu] + o)™ + Calul™™) Jollw]
Q1
< /(201 1 2C3(Jul + [o])*) Jol . (1.8)
Q1
Agora, considere
— 2* . —_ 2* . —_ 2*
pl—a 1’ p2—2* (@r1) ps = 5
2% 2%
— . 2*_ — 2*
a1 17(12 2*_<a+1>JQ3 ;44
e observe que
1 1 1 1 1 1 1
—+—F—=1l=—F—+—+—
p1 P2 P3 q1 g2 g3 g4

L<pigi; 1<p2g<2"; 1<ps3q<2"; 1<q<2
assim, utilizando a desigualdade de Holder e as imersdes de Sobolev obtemos

Q/MW+W—JW%<NMMWIS %z/wmw+xk/um+ww*www
(o Q4

951

1
2GS ol e @ llw] zes o)

IN

El o

2G5 |07 [ [u] + [oll55 gy 10l s 0 2oa
L L oa— a—

Calu |7 ol + Calu 7 (™" + Jull*=) Jje]
1 1 _

Cs [l + [l (Jul*~ + 1)] fl])

IN +

IN

Portanto obtemos
L L a—1
W< Gy [Jul el (Jul + 1) ol
Q1

Agora, como u € L'(Q), temos que |Q;| — 0 quando b; — oo, logo podemos escolher b;

suficientemente grande de forma que

1 1 €
Cs 19017 + eul (ul +1)] < 5.

Com isso temos

AR (19

9751
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Capitulo 1. Métodos Variacionais

Consideremos agora o subconjunto 5. Como em (1.8) temos

J 17+ 0) = ) = Fpol el G [ (14 (ul + 6> ol

Qo

< Cs /(1+(\UI+!v!)a_1)m V]l 223 (02) [[w]] 22 02)

<y { J @l b)Y ol g,

2 (Q2)

< G (1+ g, + 0352, / ol % (—)

< Cuo (24 ) 101

V)
*"\3

1
< Ce (I + Il + [olll 2+ } 101, 5

Portanto

Ch
<-4 : 2 :
[T (24 hulta) ol (110

Qo

Finalmente, vamos considerar o subconjunto €23. Como f € C'(R,R), sabemos que
f é uniformemente diferencidvel em cada subconjunto compacto de R. Em particular,

considere o compacto [—by, b;], assim dado € > 0 existe 5= 3(?, by) tal que
[F(t+h) = () = F (&b <@l Y |h| <0, ¥ [t] < b (1.11)

Em particular se by < Sentéo, usando (1.11) e as imersdes de Sobolev, obtemos

v < [lellul < Gl e < Custlel (112)
Q

Q3

agora, escolhemos € de forma que 3C;3¢ < e. Com esta escolha de € teremos g, dai escolha

16



Capitulo 1. Métodos Variacionais

by = 5. Finalmente escolha § suficientemente pequeno tal que

b
0 < min 2€ 1

3C111 (2 + ||u||22_*1(9)>

dai, usando (1.9), (1.10) e (1.12) obtemos

/WS/W+/Q+/Wg¢ﬂ
Q Ql QQ Q3

Para provar que I” é continua, seja uy — w em Hj () entdo sabemos que, a menos

como queriamos.

de subsequéncia, u, — u em L*T1(Q). Lembrando que

11" (ur) — I”(U)HE(H(}(Q),H—I(Q)) = sup sup {1 (ug)vw — I"(u)vw|}
vEHF(Q) | weHI (D)
loll<1 [[w][<1
Considerando v, w € HJ (), tais que ||v]], |[w] < 1 e observando que g—j& + a+r1 + a+r1 =1
temos

/(f’(Uk)vw—f’(U)vw) < / () — £ ol
Q

Q
1) = F @)l oty ol @plleollzosi

<
- La—1(Q)
! !/
< CIf () = £, 2t
Por outro lado, pela Proposicao 1.7, a aplicacao
B: L*TY(Q) — La1(Q)
u — fu)

é continua. Logo, como u, — u em L*T1(Q) temos

" () = 1" (W) ey o, m-10)) < N () = F () aer —0

Le=1(Q)

quando k£ — oo. Portanto I” é continua.

Resta agora mostrar que o operador A : H}(Q) — H}(Q) definido por J”(u) é da

17



Capitulo 1. Métodos Variacionais

forma Id— K. Lembrando que J”(u) ¢ uma aplicagio bilinear simétrica de Hg () x H} (Q)
em R, isto &, J”(u)(v,w) = J"(u)(w,v) para todos v,w € H}(). Por outro lado, para
cada v € H}(Q), pelo Teorema da Representacao de Riesz (ver por ex. |Co| pag. 13),

existe um tnico Av € H}(Q) tal que
J"(u)(v,w) = (Av,w) Y w € H ().

Isto define uma aplicagio linear continua A : H}(2) — HE () que é simétrica, ou seja,
(Av,w) = (v, Aw). Frequentemente identifica-se J”(u) com A.
Para mostrar que A é da forma Id— K onde K é um operador compacto, basta mostrar

que o operador

L: HNQ) — HNQ)

v — Lv

tal que (Lv,w) = [ f'(u)vw
/

é compacto. Se definirmos

T € H*(Q) por Tw:/f'(u)vw
0

entdo, pelo Teorema da Representacao de Riesz, ||Lv|| = ||T'|| g-1(q)-
Considere (v;) C Hj(2) uma sequéncia limitada, entdo existe uma subsequéncia vy,

tal que v, — v em L*T(Q). Assim

|Log, — Lvoll = 1Tk, = Tollar 1oy = sup {|(Tk, — To)u|}

wl<1

lwll<1

< sup '/(f’(U)vk] — f'(w)vo)w

IN

sup / 1/ (@)llv, — vollo]
Q

lwll<1

IN

sup /(C’l + C’2|u]0‘_1)|vkj — v ||w]
Q

wll<1

< T (I, — vollsrioy + 52k g low, = volzesriy ) — 0

quando j — oo. Portanto L é compacto. Il

18



Capitulo 2
Primeiras solucoes

Neste capitulo vamos aplicar o Teorema 1.3 para garantir a existéncia de duas solugoes

nao triviais para o problema (P).

2.1 As duas primeiras solucoes

Definamos

o={ 10120

Observe que f(t) € CYR,R) e satisfaz (f1), (f2) e (f3) para t > 0 enquanto que

0= F(t) = f(t) para t < 0. Considere o funcional modificado

Tu) = / G\vuﬁ - ﬁ(u)) de. ue HL(Q),

~ t ~
onde F(t) = [ f(s)ds. Queremos mostrar que J satisfaz (1), (I3) e (PS).
0
Para verificar (1), por (f1), dado € > 0, existe § > 0 tal que

~ €
[FEI< Il v <6 (2.1)
Por (f3), existe uma constante A = A(d) > 0 tal que

[F(&)] < A, ¥ [¢] =0 (2.2)

19



Capitulo 2. Primeiras solucoes

Portanto, por (2.1) e (2.2), temos que
[FQ)] < ele]” + Al

consequentemente,

IN

/ﬁ(u)dx §/|u|2dx+A/|u|a+1da:
Q Q Q

€
SOllull® + Ablu]**

IN

€ o
< 05+ Al llulf?

1
onde usamos a desigualdade de Poincaré e a imersao de Sobolev. Para |jul < (55)*7,

temos que

/ﬁ(u)dx < Oellul>. (2.3)

Assim, usando (2.3) temos

J(u) zwa—/ﬁmszWW—/ﬁww

Q Q

1 1
> glulP = oell? = (5 - 0c)

Como € > 0 é arbitrério, temos que .J satisfaz (Iy).

Para verificar que J satisfaz (1), observe que

Ft)>dit" —dy Vt>0

onde dy,dy > 0 sao constantes. De fato, temos que f(t) > —dy para todo t € [0, M] e
para t > M, temos que fsatisfaz (f3) dai,

!
=
=



Capitulo 2. Primeiras solucoes

consequentemente,

ou seja,

Logo F(t) > dyt* para todo t > M. Portanto

Ft)>dit" —dy, Yt>0.

Seja e; € HY (), com |le;|| = 1 e e; > 0 em €, a primeira autofungao de (—A). Entao
temos
/ﬁ(el)dx > d, / le1[Fda — dy| Q)
Q Q
dai,

~ 2 ~
Tte) = & / Ver |2da — / Fltey)dz
Q

Q

IN

t2
5/|V61|2d:v—t“d1/|61|“d$+d2|9| — —o0 quando t — oo
Q Q

pois p > 2. Portanto, existe r > 0 suficientemente grande tal que

J(re;) <0.

Agora vamos verificar que J satisfaz (PS). Para isso, usaremos o seguinte resultado:

Proposigao 2.1. Seja I € CY(H}(Q),R) tal que I' = Id — K onde K é um operador
compacto. Se (uy,) C H} () é uma sequéncia limitada tal que I'(uy) — 0 quando k — oo

entao uy possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao: Considere

a aplicacao dualidade, ou seja, Du(v) = (u,v). Sabemos, pelo Teorema da Representacao
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Capitulo 2. Primeiras solucoes

de Riesz, que D é um isomorfismo isométrico linear. Assim
D7 () = up — DU K (uy).

Como (ug) é limitada e K é compacto, segue que K (uy) possui uma subsequéncia con-

vergente, digamos K(ukj) — wp. Assim, utilizando a continuidade de D!, temos
ur, = D7 (uy,) + DK (uk,) — D™ 'wg

ou seja, uy possui uma subsequéncia convergente. ]
Portanto é suficiente mostrar que (uy), sequéncia de Palais-Smale, é limitada. Para
isso, seja (u) C HL(Q) uma sequéncia tal que |.J (uy,)| < d e J'(uy,) — 0 quando k — oo.

Logo

1 ~
Q
1 ~ -
> Slult- [ Fagds- [ Fluds
{lur|<M} {lug|>M}
1 -
> Sl -d- [ Fuds
{lug|[>M}
> Y —ds- L [ Fluud
= 5 Up 3 M Uk ) Upax
{uk>M}
1 1 [~
= §||Uk|| _d4_ﬁ f(ug)ugdz. (2.4)
Q

Como j’(uk) — 0, para qualquer € > 0 existe N = N(¢) > 0 tal que
‘<j’(uk),v>‘ <elv| VYveHLQ) e Vk>N. (2.5)
Escolhendo € = 1, para k suficientemente grande, temos

(T, ey < [{Tome), )] < e

22



Capitulo 2. Primeiras solucoes

ou seja,

e + / Flunyundz < [lug]]. (2.6)
Q

Assim, combinando (2.4), (2.5) e (2.6) obtemos

1 1 1 1 1
dZ—qu—d4—— Ug || + ’LL]C2 :<———> uk2——uk —d4
el B (sl =+ Tl [?) p | MII I

2
Portanto (uy) é limitada.

Acabamos de verificar que o funcional J satisfaz as hipoteses do Teorema 1.3. Assim,
definindo

L' ={y € C([0,1], Hy(Q)) | 7(0) = 0, 7(1) = res}

¢ = inf{max{J(v(t))}}

~vel’ "t€(0,1]

temos, pelo Teorema 1.3, que ¢; > 0 é um valor critico de .J, ou seja, o problema

—Au = f(u) Q (73)
u = 0 09,

possui uma solucgao fraca u; # 0. Veremos mais adiante que u; na verdade é uma solucao
classica. Por enquanto, vamos assumir que wu; é soluc¢do classica de (P). Considere
A={z € Q| u(x) <0} Entao, pela definicao de f temos

3

—Au1 =0 A
uy = 0 8./4,

Agora, aplicamos o Principio do Maximo, para concluir que u; = 0 em A. Logo A =0 e

consequentemente u; > 0 em ). Reescrevendo (P) da seguinte maneira

(o) - ()

u = 0 09,

onde f+ = max{f,0} e f~ = min{f,0} e @ pode ser continuamente definido como 0
em t = 0, e aplicando o Principio do Maximo Forte (veja [GT| pag. 35) obtemos que
uy(x) > 0 para todo = € Q. Portanto u; também é solugao de (P).

De maneira analoga podemos estabelecer a existéncia de outra solugao uy < 0.
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Capitulo 2. Primeiras solucoes

2.2 A regularidade das solucoes

Nesta se¢ao vamos mostrar que as solugoes fracas de uma classe de problemas incluindo

(P) e (P) (lembrando que (P) é o problema definido na pag. 23) sdo, na verdade, solugoes
classicas. Em particular, concluiremos que os pontos criticos u; e uy do funcional J,
obtidos na se¢do anterior, sao solugdes classicas do problema (P). Para isso utilizaremos

o seguinte resultado:

Lema 2.2 (Brézis-Kato, |[BK]). Seja Q um dominio limitado em R™ e seja f : QxR — R

uma funcao de Carathéodory, isto €, f € mensurdvel em ) e continua em R, tal que
[f(z,u)] < alz)(L+|ul)  gtp. Q

onde a funcio a € Lz (Q). Seu € H}(Q) é uma solug¢do fraca de —Au = f(x,u) entio
ue LYQ) para todo 1 < q < 0.

Demonstragao: Como u é solucao fraca do problema —Au = f(x,u), temos que

/Vqud:U = /f(x,u)vdx Vo€ Hy9Q). (2.7)
0 0

Sejam s > 1, L > 1e ¢ = ¢, = umin {|u|**, L?} € H}(Q2). Entao
Vi =Vu min{\u|25, LQ} + 2$|U|ZSVUX{|U|5<L}.

Testando (2.7) com ¢ obtemos

/|Vu|2min{|u|28,L2}d$ + 2s / |Vu|2|u|25dw:/f(m,u)godx
Q {Juls<L} Q

IA

/a(m)(l 4 Jul)luf min {Ju*, ?} dz

Q
< /a(a:) d:E+2/a|u|2min{|u|2s,L2}dx (2.8)
0 Q

onde usamos a desigualdade

(1 + |u|)|u] min {|u|**, L?} <1+ 2Ju/* min {|ul**, L*},
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Capitulo 2. Primeiras solucoes

pois se |u| <1 entdo
(14 Juf)u| min {|ul**, L*} = [u*"" + Ju|*T* < 14 2u*|u** = 1 + 2|u|* min {|u|*, L*}
e selu] > 1 entdo |ul> > |u|, dai

(14 |u|)|u| min {|u|**, L?} < 2|u/? min {|ul**, L*} <1+ 2|u|* min {|u|**, L?} .
Agora observe que

V (umin{|ul®,L}) = Vumin{|ul®, L} + us|ul* *uNVux <y
= Vumin {|u®, L} + s|u|*Vux{jus<r}-

Logo

IV (umin {|ul*, L})* = (V(umin {Ju|*, L}), V(umin {Ju|*, L})) =
\Vu|2 min {|u]25, L2} + 2s]u\25\Vu\2X{|u|s<L} + SQIU‘QS‘V’LL‘2X{|U|s<L}.

Portanto,
/ 'V (wmin {|u|®, L})|? dz
Q

< /\vu\2min{|u|2s,L2}dx+zs / | Va2 + 52 / |V 2dz
Q {lufs<L} {luls<L}

_ /\Vu\zmin{]u|28,L2}dw+(1—1—%)23 / || Vu[2de
Q

{lul><L}

< d /\Vu\zmin {|ul**, L?} dx + 2s / lu|**|Vul*’dz |, onde d; = (1 + f)

2
Q {Jul*<L}
< dl/a(x)dx—i-2d1/a(:p)|u|2min{|u|28,L2}dm, por (2.8)
Q Q
< dg+2d1/a(m)\u|2min{|u|25,L2}dx, onde dy = dl/a(x)d:p. (2.9)
Q Q
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Capitulo 2. Primeiras solucoes

Agora suponha que u € L*72(Q). Seja R > 0, temos
/ IV (wmin {|u|®, L})|? dx
Q

< dy+2diR / |l min {|u|**, L*} dz + 2d; / a(z)|u|* min {|u|*, L*} dz

{a<R} {a>R}
< dy+2d, / a(@)|ul min {Ju, I} dz, onde dy = ds(s, |ull 22y, R, Q)
{a>R)
2 n=2
n 2
S Y IR I W Y (AT I
{a=R} {a>R}

onde usamos a desigualdade de Hélder e o fato de que min {a, b}* = min {a?, b*}. Seja

n

W= [ law)ia

{a=R}
Entao
n2
/'WUmm{\uP,L})leaz < ds+2di€(R) /!umin{luls,mf%das
Q Q
< d3—I—d4e(R)/|V(umin{|u|S,L})|2dzp (2.10)
Q

onde dy = dy(s,2), também fizemos uso da imersdao de Sobolev H}(Q2) — L* (). Como
a € Lz(Q), entdo ¢(R) — 0 quando R — oc.
Escolhendo R > 0 suficientemente grande tal que dse(R) < 3, obtemos de (2.10)

/\v (uwmin {|u]*, L})|* dz < 2ds.
Q

Usando novamente a imersao de Sobolev, temos que

2
2%

/|V (uwmin {|u|*, L})[* da < d5/ IV (uwmin {|u|®, L})|? dz < 2dsds = dg, (2.11)
Q 0
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Capitulo 2. Primeiras solucoes

onde ds = d5(2) e dg = ds(s,2, R, ||u||f2s+2(€2)). Como dg nao depende de L, podemos

fazer L — oo em (2.11) para obter

2
oF

Q
ou seja, u € L(SH)%(Q). Portanto, acabamos de mostrar que
ue L¥Q) = u e L* a2 (Q).

Comegando com sy = 0 e fazendo um processo iterativo, obtemos que u € L%({2) para
todo ¢ > 1. U

Agora, considere a seguinte equacao:

—Au = Q
v = gl (2.12)
u = 0 09,
onde g € C'(R,R) satisfaz a seguinte condi¢io de crescimento
lg(u)] < C(1+ |ul®) (2.13)

Q CR", n >3, éum dominio limitado e o < 2* — 1. Se u € H}(€) ¢ uma solugao fraca

de (2.12) entdo u é solugao fraca de

—Au = a(z)(1+ |u]), onde a(z)= %

Observe que a € L2 (Q) pois

fre=] <1|g+(u|i||)§/ ()

VAN

Q

Wi
O —
A~

—_

_l’_

—

+=
="
N
wls
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pois © é limitado e

n 2n
— 1= < 2" = )
(= 1)3 n—2

Portanto, pelo Lema 2.2, u € LP(§2) para todo 1 < p < oo. Nesse caso, por (2.13),
também temos g(u) € LP(2) para todo 1 < p < oo e, pelo Teorema 9.15 de [GT],
u € W*P(Q) para todo 1 < p < co. Em seguida, aplicamos o Teorema da Imersao de
Sobolev ([AF] pag. 85) com p suficientemente grande, para obter que u € C**(Q) com
A > 0. Agora observe que

l9(u(y)) = g(u(@))| = 19 (©luly) — u(z)| < Akily —2* Va,y €O

onde

A= max !
ou seja, g(u) € CO*Q). Pelo Teorema 6.14 de [GT] temos que
—Aw=g(u) em Q, w=0 em 0

possui uma tnica solucdo em C**(Q). Logo u € C**(Q), isto é, u ¢ solucdo classica de

(2.12) como querfamos.
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Capitulo 3
Resultados Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos alguns resultados importantes que serao utilizados no

préximo capitulo na obtencao da terceira solucao do nosso problema.

3.1 Lema de Morse Generalizado

Considere f € C*(U,R) onde U ¢ uma vizinhanca de 0, a origem de H = (H, (-, "))
espaco de Hilbert com norma || - |. Suponha que 0 seja o unico ponto critico de f.
Seja A = f”(0) o tnico operador linear, limitado e auto-adjunto A : H — H tal que

f7(0)(v,w) = (Av,w), para v, w € H, e cujo nicleo Ker(A) sera denotado por N.

Teorema 3.1. Nas condicoes acima suponha que 0 seja um ponto isolado do espectro
de A, o(A), ou que 0 ¢ o(A). Entao existem uma bola Bs, 6 > 0, centrada na ori-

gem, um homeomorfismo local ¢ que preserva a origem definido em Bs e uma aplicagao
h € CY(Bs N N, N*t) tais que

fodly +2) = f(h(y) + 1) + 5 (4, (31)

ondey = Pyx e z = Pyrz, onde Py(Py.) € a projecao ortogonal sobre o espago N(N71).

Demonstragao:

Passo 1. Escrevemos H = N @ Nt e f = f(y + z), assim temos
d.f(0+0)=0; d2f(0+0) = A|y.. (3.2)

Observe que, para todo ¢ € H e ¢ € N temos que (Ap,¢) = (¢, Av) = (¢,0) = 0, ou
seja, Ap € N+ para todo ¢ € N*.
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Vamos mostrar agora que A|y. : Nt — N+ & um isomorfismo.

A|ye éinjetiva: se A = 0 para algum ¢ € Nt entdo ¢ € NN N* = {0}, logo ¢ = 0.

A|n1 é sobrejetiva: dado ¢ € N+ queremos uma solugao para A¢ = ¢ em N-+. Se
0 ¢ 0(A) o ponto critico 0 é ndo degenerado e a solubilidade é 6bvia. Se 0 é um ponto
isolado de o(A), entao o operador auto-adjunto A : H — H possui imagem R(A) fechada
(por [Co] pag. 359). Portanto R(A) = Ker(A)* = N+ pois, da simetria de A temos
que R(A)t = Ker(A) e como R(A) é fechado tem-se ((R(A))*)t = R(A).Assim, para
1 € Nt existe ¢ € H tal que A¢ = 1, entdo (Id — Py)¢ é a tal solugio em N=t.

Agora, aplicando o Teorema da Fungao Implicita, usando (3.2), temos que existem
61, 63 > 0, e uma aplicagao h : Bs, N N — Bs;, N N+, de classe O, tal que h(0) =0 e

d.f(y+h(y)) =0, paray€ Bs NN.
Defina u = z — h(y) e seja F': (Bs, N N) x N* — R dada por
Fy,u) = fly+2) = f(h(y) +y) (3.3)
assim obtemos,

F(y,0) = 0
duF(y,0) = d.f(h(y)+y) =0
dF(0,0) = d2f(0) = Alys

agora defina F, : N* — R por
1
Fy(u) = 5 (Au, u) (3.4)

Passo 2. como A : Nt — N1 & um isomorfismo, existe uma constante C' > 0 tal que
|A¢l > Cllgll, ¥ ¢e N*. (3.5)

Passo 3. para cada u # 0 considere o fluxo n(s) = n(s, u) definido pela seguinte EDO:

{ 7(s) =~ i (3.6)
em N+ \ {0}.
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Afirmacao. n estd bem definido para |s| < ||ul|

De fato, utilizando a desigualdade do valor médio e o fato de que ||7/(s)|| = 1 temos
que [|n(s) —u|| < s, logo temos ||n(s)|| > ||ul| — |s|. Assim, como n(s) € N*, segue de
(3.5) que o denominador do campo vetorial é nao nulo para |s| < ||ul|.

Agora defina & : (y,u) — ug € Fy ' o F(y,u) N {n(t,u) | ] < [lul} e £(y,0) = 0.

Afirmacao. & estd bem definida em Bg X stly onde Bé\; =DBs;,NN e Bg; = Bs, N N+,
para algum 03 > 0.

De fato, valem as seguintes desigualdades:

(a) V 0<e<$ 3 d5=03(c) >0 tal que, para (y,u) € B x By;, tem-se
1
[F(y,u) — Fa(u)| = /(1 — ) ([dLF (y, tu) — diF(0,0)]u, w) dt| < e|ul|*
0

onde escolhemos d3 suficientemente pequeno de forma que Bs, "N C Bs, NN e

1P (y, u) — duF(0,0)[| < € ¥ (y,u) € By, x By, (3.7)

b)YVt e (—|lull, |[ul]) e w€ N*\ {0} temos

t t

Fatn(t,n)) = el = | [ 5-Falats w)ds| = / (Ans, ) (5,) ds

t \t|

= /—HAU s,u)||ds /HAn s,u)||ds

0
I¢]

tQ
>0 [intstas = (i - 5)

onde C é a constante obtida em (3.5). Assim concluimos de (a) e (b) que para todo

y € By e para todo u € By, \ {0} temos

e Fy(n(t,u)) como fungao de t é estritamente decrescente em (—||ul|, [|ul]]);
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o Fh(n(t,u)) < F(y,u) < Fy(n(—t,u)) vale para

(Lwh—%)mwtqw|

Portanto, existe um tnico ¢ = ¢(y,u) com

ﬁmwm(uwh—§)w| 39

B (n(t(y, u),uw)) = F(y,u) (3.9)

Defina a aplicagdo € : (Bs, N N) x (Bs; N N*) — Nt como:

tal que

0 u =0
gw”‘{n@wmm,u%o

Defina a aplicagdo ® : (Bs, " N) x (Bs;, N N+) — N x N+ por:

Dy, u) = (y,§(y,u))

Devemos verificar que ® é um homeomorfismo local que preserva a origem. Primei-
ramente observe que t(y,u) é continua, pois se u = 0 a continuidade segue de (3.8) e se

u # 0 segue do Teorema da Funcao Implicita, pois

0

5 Po(n(t,w) = = An(t, w)|| # 0

também ¢ é continua, para isso basta verificar a continuidade em u = 0, que segue
facilmente de
In(@, Wl < l[ull + [In(t, u) — ul| < 2[[ul].

Portanto ® é continua.

Passo 4. Nos usamos o caminho 7 para levar o ponto (y,u) ao ponto ®(y,u), o mesmo
caminho pode ser usado para definir a aplicacao inversa ¥ = ®~!. Com um argumento
similar verifica-se a continuidade de W. Dai concluimos que ® é um homeomorfismo.
Seguem os detalhes.

Dado (7,u) € By, x (Bj, \ {0}), considere o fluxo (s, %) definido em (3.6). que esta
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bem definido para s € (—||ul|, ||[w||). Nesse caso também valem as desigualdades obtidas

em (a) e (b). Agora temos

o F(y,n(s,u)) < Fy(u) < F(y,n(—s,u)) para todo s tal que

4e
1—14/1—— <s<
( C) Jull < s < ||ul

De fato, para (1 — /11— %) |lul] < s < ||u|| temos F(g,n(s,u)) — F3(u) < 0 pois,

F(yn(s,u)) = (@) = F(y,n(s,a) = Fa(n(s,w)) + Fa(n(s,u)) — F>()

< [F@n(s,w) = Fn(s,w)| + Fa(n(s, w)) - F2(w)

s

sefall + [ =l An(r.w)ar

0

2
< Ae|ul)* - C© (||ﬂ||s - 5) <0

IN

analogamente temos Fy(u) — F(y,n(—s,u)) < 0 para todo s tal que
(1= /1= %) lull < s < Jlul.

Agora observe que, fazendo uso de (3.7), temos

— DR 0ls) = (PG (), 0 (5)

1 _
= T (duF(G,n(s)), An(s))

1

= A ([duF(g,n(s)) — F(7,0)], An(s))

- m / (RFG, tn(s))n(s), An(s)) dt

— m / <[diF@, tn(s)) — d>F(0,0) + diF(OaO)M(S),An(S» di

33



Capitulo 3. Resultados Preliminares

;12—5—2 5 . An(s) .
= A / (P 00(5) ~ 0.0, An(o)) e+ (T s )

v

1 / 2 2
[An(s)|| — m(}/}([duF(%tn(S)) — dyF(0,0)]n(s), An(s))| dt

> lAn(s)] - m / ellm(s)lll Ans) 1 de
> |l An(s)] - ()l = (€ = Illa(s)] > 0

Logo, concluimos que
e F(7,n(s,@)), como fungao de s, é estritamente decrescente em (—||ul|, [|ul])

Portanto existe um tinico s = 5(y,u) com

(7. m) < (1 —yf1- %) i

tal que F(y,n(s(y,u),u)) = F»(u)
Assim, definimos a aplicacao y : Bg X Bjs — N+ por

B u
X(y’“)‘{ WS, T A0

Agora, definimos W : Bég X B(;L3 — N x N+ por:
(Y, w) = ¥ x([¥,u)

que preserva a origem. A continuidade de ¥ segue de modo semelhante ao da continuidade
de ® no passo 3.

Para provar que ® é um homeomorfismo local que preserva a origem, nos precisamos
apenas mostrar que ¥ é a aplicacao inversa de ® numa vizinhanca da origem.

Para (y,u) € B}, x B3, seja (7,u) = ®(y,u) € By x Bj; e seja (y*,u*) = U(y,u). En-
taoy =y* e obselrve2 que uze u* estao sobre o mesmo fluxo definido como na equacao (3.6).
Como F(y,u) = Fy(u) = F(y,u") entdo a igualdade u = u* segue da monotonicidade de
F(y,n()). Portanto Vo®(y,u) = (y,u). Analogamente mostra-se que ®oV(y,u) = (7, u).
Passo 5. Pelo Teorema da Fungao Inversa, © : (y,u) — (y,u — h(y)) é um difeomorfismo

local que preserva a origem. Entdo ®(y,u) = ® o O(y,u) = (v,&(y,u — h(y))) é um
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. ——1 . ,
homeomorfismo local que preserva a origem. Defina ¢ = ® | assim ¢ é o homeomorfismo

que aparece em (3.1). Para ver isso, seja (y,u) = ¢(x) = ¢(y, 2), ou seja

Dy, u) = (y.&(y,u — h(y))) = (y, 2).

Entao

foolx) = fly+w)
= F(y,u—"h(y)) + f(y+ h(y))
= B(mu—(wﬂ+f@+M))
= <AZ 2) + f(h(y) +y)

d
Agora vamos verificar que os funcionais J e J satisfazem as hipoteses do Teorema
3.1. Vimos que tanto J quanto J sdo de classe C2. Seja A o operador definido por
J"(uy) = J"(uy), entdo A = Id — K onde K é um operador compacto.
Observe que R(A) é fechado. Para isso, considere z,, = Au,, = u,, — K(u,) — 2.
Sem perda de generalidade podemos tomar (u,,) C N+ = Ker(A)*. Afirmamos que
(um) € H}(Q) é limitada.

De fato, caso contrario definindo w,, = ”u i temos
m
Zm
Wy, — K (wy,) = — 0 quando m — oo
[t |
pois, como z,, é convergente, z,, é limitada. Como ||w,,|| =1 e K é compacto podemos

supor que K(w,,) — wy quando m — oo. Logo

Zm

[

Wy = K (wy,) + — wy quando m — 0o
assim, wy € N*. Por outro lado temos que

Aw,, — 0 e Aw,, — Awyg

logo wy € N. Assim wy € N N N+, ou seja, wy = 0. Mas isso contradiz o fato |Jw,,| = 1.
Portanto (u,,) ¢ limitada.

Sendo assim, podemos supor que K(u,) — wy para algum wy. Como z, — 2o

35



Capitulo 3. Resultados Preliminares

temos que

U = Zm + K(Up) — 20 + wo.

Dai, por continuidade, Au,, — A(2zo+wyp). Portanto R(A) é fechado. Logo, como vimos
na demonstra¢ao do Teorema 3.1, se 0 € o(A) entao 0 ¢é isolado em o(A) ([Col).

Além disso, temos a seguinte propriedade:
dim(V) < oo

pois, como A = Id — K temos que v = K (u) para todo u € B; N N. Consequentemente
K(ByNN)= By NN é compacto. Logo N possui dimensao finita(ver |Br]).

3.2 Aplicando o Lema de Morse ao funcional associado

Aplicando o Teorema 3.1 ao funcional J temos

1
Jod(uy+y+2z2)= §<Az,z>+J(u1+y+h(y)) (3.10)
V(y,z) ENON" e [yl +]lz] <o
onde A = J"(uy), N = Ker(A), ®: Bs(u;) — Hj(2) ¢ um homeomorfismo que preserva
up e h: BsN N — N+ éuma aplicagio de classe C' com h(0) = 0.
Lema 3.2. Considere h e 0 obtidos em (3.10) e y € N. Entao
(i) y € CH(QY
(i) h(y) € CH(Q)  para|ly]| <
(@i1) [[h(y)llor@) — 0, quando [ly|| — 0

Demonstracao:

(7). Observe que y € N significa que Ay = 0, ou seja

0 = (Ay,w) = J"(un)(y, w) = / (VyVw — f(u)yw) ¥ w e HAQ)

Logo, y é solugao fraca do seguinte problema de Dirichlet

{—Au = fllup)u Q (3.11)

u = 0 011,
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Assim devemos mostrar que solugdes fracas de (3.11) pertencem a C'(2). Aplicando o

Lema 2.2 com a(z) = |f'(u(z))| obtemos que
yeLP() V 1<p<oo,

onde usamos o fato de f’(u;) ser continua em Q. Também temos f'(u;)y € LP(Q) para

todo p > 1 pois

/|f’(u1)y!” < mgX{!f’(ul)!}p/ Y|P < oco.

Portanto, por [GT] Teorema 9.15, obtemos que y € W?P(Q2) para todo p > 1 e utilizando
as imersdes de Sobolev, com p suficientemente grande, finalmente obtemos que y € C(9Q).
Passemos agora a demonstracao de (ii). Lembrando da demonstrac¢ao do Teorema 3.1,

temos que h(y) é a tnica solu¢ao da equagao

0
SJuty+2) =0 |yl <4,

ou seja

/ (Y + 3+ h(y))Vz — flur+y+h(y)z) =0 ¥ = € N (3.12)

Vimos que J”(u;) é da forma Id— K, onde K é um operador compacto, e que dim(N) < oco.

Assim podemos escrever N = span{ws,...,w,} onde as fun¢des w; sdo ortogonais umas
as outras em HJ(Q) e ||w;]] = 1. Reescrevendo (3.12) temos
/Vh(y)Vz = /(f(u1 +y+hy) - flu)z=0 Vze Nt (3.13)
Q Q

Agora considere o problema

{—Aw = flu+y+w) = flu) —ply) Q (3.14)

w = 0 011,

onde
k
o) = YA s e Bily) = [ (Flus +y+hiw) - Fur)) o
i=1 A
Observe que p(y) € CH(Q) para cada y € BsN N, 3; € CY(B;NN,R) e 3;(0) = 0. Vamos
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verificar que h(y) é solugdo fraca de (3.14), ou seja
[orve= [+ ) - s [ewe voem@. @)
Q Q Q
Testando (3.15) com v = z € N+ e usando (3.13) obtemos
/g&(y)z:O Vze Nt
Q

que é verdade pois

i=1 Q
k
=1 0

Também (3.15) é satisfeita com v =7 € N, pois é satisfeita em cada w;. Portanto h(y) é
solucdo fraca de (3.14). Reescrevendo (3.14) vemos que , dado y € BsN N, h(y) é solucao

fraca de

—Aw = g(xr,w) Q
w = 0 011,

onde g: QxR — R, g(z,w) = f(us+y+w)— f(u1)—¢(y), € uma funcao de Carathéodory.

Além disso g satisfaz

IN

[f(ur +y 4+ w)| + [ f(u1)] + [0(y)]

O + Colug +y + w|® + My

Cs + Co(fu| + [yl + [wl)

Cs + Cul(lua] + D™ + [w]*)

Cs + Cslw|* < C(1 + |w|®) (3.16)

|9(, w)|

VANRVANR VAN

IN

onde usamos a continuidade das fungoes u;,y e a condigao (fz). Assim h(y) resolve
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fracamente a equacao

—Aw = a(x)(1+ |w|), w e H&(Q),

onde a(z) = 91(j|2( |) Além disso a € L3 (£2) pois

/ g(z, h(y))
1+|hy

onde usamos o fato de que @ < 2F =
[AF], p. 85).

Agora prosseguimos exatamente como fizemos a regulariza¢ao de y no item (7). Apli-

/ O+ )E < [E 10+ e < oo
Q

Q

2n

~% ¢ o Teorema da Imersao de Sobolev (ver

cando o Lema 2.2 obtemos h(y) € LP(Q2) para todo 1 < p < oo. Devido a condigao de
crescimento de g, (3.16), segue que g(z,h(y)) € LP(Q2) para todo 1 < p < oo, e como
antes obtemos que h(y) € C1(Q) para ||y|| < 6.

Resta agora a demonstrac¢ao do item (ii7). Aplicando o Teorema 9.13 [GT] obtemos

IhW)llw2r(@) < Cp (1MW) o) + ll9(z, Ay Izre) 1< p < oo, (3.17)

Fazendo uso do Teorema da Imersao de Sobolev com p suficientemente grande, temos

1PW)ller@) < CliY)llwr @)

Portanto basta mostrar que
UA)lzr) + llg(z, A(y)llLr)) — 0, quando [ly|| — 0.

Para isso vamos utilizar algumas das estimativas que apareceram na demonstracao do

Lema 2.2. Escrevendo h = h(y) e a = a(x,y) = %, por (2.9) temos

/|V(hmin{|h|s,L})|2 < d1/a+2d1/a|h|2mm{|h|2s,L2} (3.18)
Q Q Q

e por (2.11) temos

2
2%

/|hmin{|h|s,L}|2* §d5/|V(hmin{|h|S,L})|2. (3.19)

Q Q
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Usando (3.18), (3.19) e a desigualdade de Holder obtemos

/ (homing|h[°,
Q

Agora, fazendo L — oo na desigualdade acima temos

2 n—2
2% n

Q"+ 2d /[|h|2min{|h|2s,L2}]vf2
(9]

< llall 5 0,

2 2

E3 oF

* n—2 s *
/’h’(s+1)2 < HGHL%(Q) Q"+ 2dy /W(H)z
Q Q

[

ou seja
s+1
IR e gy (1= 2hlall 3 g ) < i1 a5 (3.20)

Afirmacgao. — 0 quando |ly|]| — 0.

||aHL%(Q)

Por enquanto vamos assumir a afirmagao acima. Dado € > 0, para ||y|| suficientemente

H ” . 1 62(s+1)
all, 2. <min{ —, —— 5.
L2 4d; 2d1]S2]TQ

(1 - 2aifall ) >

pequeno temos

Dai

DO | —

e usando (3.20) temos

62(s+1) €2(er1)

2d, |05 2

1) n=2 n—2
SR ) < a1l gy < I

portanto ||A[| 12+ () — 0 quando [ly[| — 0, como queriamos. Também temos

|f(ur +y+ h(y)) — flu)] |f" (ur +0(y + h(y))(y +h(y))| 0€l0,1]

< (Cr+ Colur +0(y + h@)|*™) ly + h(y)]
< (Cs+ Cully+h@)|* ) ly + h(y)]
< Gsly+h(y)| + Caly + h(y)[*

IN

Ca(lyl + |h(y)]) + Callyl + [h(y)])*
Ca(lyl + h(y)]) + C5([yl* + [h(y)[*)

IA
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k

<Z|@ I (u)llwr] < Cs > 18:i(w))

i=1

Z ﬁz ul Wi

portanto

l9(z, h(y))] < Cs(lyl + [n()]) + Cs(lyl™ + [h(Y)|") + Co Z |8i(y

logo, para p = (s + 1)2*

[law b < [

Q
c: |
Q

quando |y|| — 0. De fato, como vimos ||h(y)||r) — 0, [|y|lr() — 0 pois como N

Ca(lyl + [n(y)]) + C5(yl* + |h(y) +C6Z|@ ]

IN

[yl? + ()" + [yl*" + [h(y)|*" + (Z\@ )]

tem dimensao finita as normas em LP(Q) NN e H}(Q) N N sao equivalentes e finalmente
Bi(y) — 0 pois 3; € C*(B; N N,R) e 3;(0) = 0.

Resta apenas a verificacao da afirmacao. Para isso, observe que

[

e |

IN

f(ur +y + h(y) — fw)]]? .
¢ /[ 1+ |h(y)] } +Q/!so(y)\ (3.21)

e como antes

n

/‘SO(ZJ)‘; SC/ (ZW(?J)‘) — 0 quando ||y — 0.

Portanto, para concluir a verificacao da afirmacao, basta mostrar que o primeiro termo
que aparece na soma a direita em (3.21) tende a zero quando ||y|| — 0. Para isso considere
uma sequéncia qualquer {yx} € Bs N N tal que y; — 0. Nesse caso h(yy) — 0 em HJ(Q)
(e consequentemente h(yx) — 0 em LP(Q2) para todo 2 < p < 2*). Sabemos que existe

uma subsequéncia {y, } tal que

e yi, — 0 q.t.p. em €2
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o h(yr,) — 0 q.t.p. em
o |h(yr,)| <t¥ VieN, qt.p. em Q para alguma ¢ € LP(Q) para todo 2 < p < 2*

assim

— 0 q.t.p. em €

[|f<u1+yk+h< k) — f<u1>|]3
1+ [A(yw,)]

além disso, temos

Pf(?h + Yr, + h(Ys,)

—f(ul)|]2 ' (ur + O, (i, +h<yk>>><yki+h<yki>|]3

1+ [h(ye,) = [ 1+ h(ys,)
- [03+C4 1Yk, + h(yr) 1) (Y, “'h(yk)}
= O]
| + 1) ° + |h(ys)|"]?
< G { 1+ h(ys,) }

Como sabemos que as fungoes y,, sao continuas em €2 e que em N as normas sao equiva-

¥ <1em Q, dai
oz:|g

lentes, entdo podemos supor que |y,

—f(ul)\]g . [1+\h<ym>\+\h< )

L+ [h(yx,) - 1+ [h(yx,)
< G5 [1+ |h(y,) ]ﬂ
< [1 + [h(yr,) 5}
< C[1+ule 15] e L'(Q).

Portanto, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue segue que

/ Pf(ul Y+ Ry 0 (3.22)

1+ [(y,)

—J‘"(ul)!}g

Acabamos de mostrar que qualquer sequéncia {yx} € Bs N N tal que y, — 0 possui

uma subsequéncia para a qual vale (3.22). Isto é suficiente para mostrar que

— 0, quando [ly| — 0

)
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pois, caso contrario, existiriam uma sequéncia 4, — 0 e ¢y > 0 tais que

>e >0 VEkeN

/ [|f<u1 oy + h(y) — flun)]]?
L+ [h(y)]

Mas isto contradiz o fato de {y} possuir uma subsequéncia como em (3.22). Finalmente

o lema estd demonstrado. O
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Existéncia da terceira solucao

Vimos que sob as condigoes (f1),(f2) e (f3) o problema (P) possui uma solugao po-
sitiva u; e uma solucao negativa us. Sem perda de generalidade vamos assumir que
1 = J(uy) > J(uz) = co.

Agora vamos analisar o comportamento local do funcional .J proximo as duas solugoes
ja obtidas. Para obter uma outra solucao nao trivial, vamos precisar de informagcoes sobre
J proximo as duas solugoes uy e uy. Em seguida construiremos um enlace que fornecera
um novo valor critico c3 > c¢;.

Usaremos as seguintes notacgoes:

Jo = {ue H(Q)|J(u) < ¢}
K.(J) = fue H(Q)|J(w) = c, J'(u) =0}

Por simplicidade vamos assumir que K. (J) = {u;} embora o método a ser aplicado valha

numa situagao mais geral, por exemplo K, (J) finito.

Como uy > 0e f(t) = f(t) ¥Vt >0, segue que

J(Ul) = j(ul) = (Cq,
J’(u1 = j’(ul) = 0,

)
T () = T (w),
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pois

1 9 =
(§]Vu] — F(u)) dx,
(VuVU — fv(u)v) dx,

(VUVU} - ?(u)vw) dx.

~
=
4
I
SR Ly

Portanto se u; € um ponto critico nao degenerado de .J, entao ele serd um ponto
critico nao degenerado de J também. Assim J e J possuem essencialmente o mesmo
comportamento local proximo a u;. Entretanto a situacao pode ser degenerada. Por isso

usaremos o Lema de Morse generalizado (Teorema 3.1).

4.1 Comportamento local de J préoximo a u;

O principal resultado desta secao é a Proposicao 4.3. Lembremos que o indice de Morse
de um ponto critico u de J é definido como o supremo das dimensoes dos subespacos de
HJ(Q) onde J”(u) é negativa definida. Antes vamos mostrar que o indice de Morse de .J

no ponto critico u; € no maximo 1. Para isso precisaremos do seguinte resultado.

Lema 4.1. Para qualquer vizinhanga U de uy temos que o conjunto <jcl \ {ul}) NU #0

e nao € conexo por caminho.
Demonstracao: Comecamos com a seguinte afirmacao:

Afirmacgao. Dados € > 0 e 6 > 0 existe v € T tal que v([0,1]) N Bs(u1) # 0 e

sup{J(v([0,1]))} < 1 + €.

Onde ' é o conjunto definido anteriormente na pdgina 25.

De fato, basta verificar que se 7, € I' € uma sequéncia minimizante para c¢; entao
dist(u1,v,([0,1])) — 0 quando n — oo. (4.1)
Suponha entdo que (4.1) seja falso. Assim existem § > 0 e ng € N tais que

dist(u1,v,([0,1])) > 6 >0 V n > ny.
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Aplicando o Teorema 1.2, com € > 0 apropriado na vizinhanca de u; de raio 20, obtemos
n e C([0,1] x HX(Q), H () e € > 0 tal que n(1, Jo, e \ Bs(u1)) C Jo,—.. Tomando ng

suficientemente grande podemos supor que sup{J (1, ([0,1]))} < ¢ + €. Assim obtemos
v(t) = (1,70, (t)) € T tal que J(([0,1])) C J._. contradizendo a definicdo de c;.
Portanto a afirmacao estd demonstrada.

Sendo assim tome 0 > 0 suficientemente pequeno de forma que Bos(uy) C U e
0, req ¢ Bas(uy). Aplicando o Teorema 1.2 com Ns = Bas(u;) e 0 <€ < ¢; obtemos
n € C([0,1] x HJ(Q2), H}(2)) e € > 0 com todas as propriedades (1) — (6). Seja v € T tal

que v([0,1]) N Bs(uy) # 0 e sup{J(~([0,1]))} < ¢1 + €. Agora defina v1(t) = n(1,~(t)).
Observe que vy; € I' (por (2) e pela continuidade de 1), além disso por (3)

J(n(t)) < eV y(t) & Bs(u).

Logo, temos que (Jo, \ {u1}) N U # 0.
Agora defina

ty = inf{t €[0,1]| v (t) € Bs(u1)}
ty = sup{t €[0,1]| 1 (t) € Bs(uy)}

assim temos que t; < ty e 1(t;) € (Jo, \ {us}) N U para i = 1,2. Suponha agora, por
contradicao, que (jq \ {u1}) N U é conexo por caminho. Assim podemos ligar v,(t1) a

Y(ts) em (J,, \ {u1}) N U e construir um novo caminho 4 € I' tal que

J(12(t) <ec1 e ylt)#u Yitell].

Logo dist(u1,72([0,1])) > 0. Pelo Teorema 1.2 5 pode ser deformado num caminho com

imagem contida em j;l_e para algum € > 0, contradizendo a definicao de c¢;. Il
Lema 4.2. O indice de Morse, m(uy), de J no ponto critico uy é no mdzimo 1.

Demonstragao: Seja A : H} () — H}(Q) o operador linear auto-adjunto definido por
J"(uy). Seja N = Ker(A) e W = N+ = WT@ W~ onde W# 6 0 auto-espaco generalizado
de A correspondente a o(A) N R* respectivamente. Seja m(u;) = dim(W ™) o indice de
Morse de J no ponto u;. Pelo Teorema 3.1 existem um homeomorfismo ¢ : Vy; — V
de uma vizinhanga V; da origem em H}(€) numa vizinhanca V' de u; em H}(Q2) e uma

aplicacio U : V, N N — R, de classe O, tais que

J(@(v+w)) = J(ur) + % (Aw,w) + ¥ (v) (4.2)
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parav+w € Vg, onde v € N e w € W. Assim,

Joy NV = {P(v+w) : (Aw,w) < -2V (v)}
= {v+wely: (Aw,w) < -2V (v)}

onde = significa que os conjuntos sao “topologicamente equivalentes”, ou seja, analisar se
um é conexo por caminho é equivalente a analisar se o outro é conexo por caminho.
Escolhemos €,6 > 0 tais que BN N ® BsNW C Ve

| (Aw,w) | >2 sup {|¥(v)|} para we W, ||w||=4§ (4.3)
vEBNN
isso é possivel pois U(0) = 0 e, fixado ||w|| = 0 podemos fazer ¢ > 0 suficientemente

pequeno de forma que tenhamos (4.3). Suponha que dim(W~) > 1, com isso vamos

mostrar que o conjunto

U= T, N(@BNN®B;NW)\ {w})

é conexo por caminho.
Dado v+w € B.NN @ Bs AW, com J(®(v+w)) <ecpev+w#£0 (w=w"+w),
nos ligamos este ponto, ao longo do caminho p(t) = v+w™ + (1 —t)w™ para t € [0,1], ao

ponto p(1) =v+w- € B.NN & B; N W~. Afirmamos que para t € [0, 1] temos

J(@(p(t))) <c1 e p(t) e BBNN @ BsnNW\ {0}

de fato, temos

J(@(p(t) = J(u)+ % (Aw™,w™) + @ (Awt, wh) + ¥(v)

IN

J(uy) + % (Aw™,w™) + % (Awt, wh) + ¥ (v)

= J(®(v+w)) <

a outra propriedade segue da convexidade de B.N' N & Bs N W e do fato de obviamente

p(t) # 0 parat € [0,1) e p(1) # 0 pois caso contrario teriamos v + w = w™ e consequen-

temente, por (4.2), J(®(p(1))) > c1.

Agora, se w~ = 0 escolha w; € W~ com ||wy|| = 0 qualquer e se w~ # 0 es-
colha w; = 5”$—:H, a seguir ligamos o ponto p(l) = v + w~, ao longo do caminho

pt) =v+ (2—t)w™ + (t — 1)w; para t € [1,2], ao ponto p(2) = v+ w;. Como an-
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tes afirmamos que para t € [1, 2] temos

J(@(p(t))) <c1 e p(t) e BBNN @& BsNW\ {0}

de fato, se w™ = 0 temos

J(@(p(t) = J(w)+

ese 0 < |lw™|| <46, escrevendo s =t — 1 temos

T(@(p(1) = j(u1)+1<A [(1—s)+ s ]w‘, {(1—s>+5—fn} w_>+\11(v)

2 [l [

= J(ul)—i-%{(l—s)jtil (Aw™,w™) + ¥ (v)

[w” |

~~

>1

~ 1 -
< J(uy) + 3 <Aw_,w_> +¥(v)=J(P(p(l))) <
a segunda parte da afirmacao segue como antes.
Finalmente, para t € [2, 3] definimos p(t) = (3—t)v+w; que liga o ponto p(2) = v+w;
a p(3) = wy. Novamente p(t) € B.NN @ By N W \ {0} para t € [2,3] e J(D(p(t))) < e

para t € [2,3] pois nesse caso, fazendo uso de (4.3), temos

F@@e) = T) — 5 |(Awr,wp)] + (3~ 1))

< J(ur) = sup {[¥(v)[} + ¥ (B —t)v) <
vEB.NN
Assim, acabamos de mostrar que todo ponto u € U pode ser ligado & um ponto em
({0} ®9(BsNW™)) C U por um caminho em U.(onde tomamos a fronteira  em W™).
Como dim(W~) > 1 temos que ®({0} & d(Bs N W ™)) é conexo por caminho, logo U &
conexo por caminho, contradizendo o lema anterior.
O

Chegamos entao ao principal resultado desta secao.

Proposicao 4.3. Considerando a expressao obtida em (3.10), eziste 0 < 6; < 0 tal que
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(1) quando o indice de Morse m(uy) =0 tem-se

Jur +y+h(y) <J(u) =c, 0<|yll <d

(i1) quando o indice de Morse m(u;) =1 tem-se

Jur +y+h(y) > J(u) =c, 0<|yll <

Observe que o ponto critico u; foi obtido através do funcional J (e nao diretamente
de J). Assim, para darmos uma informagao sobre o comportamento local de J proximo
a uq, primeiro vamos obter informacoes sobre o comportamento local de J proximo a ug
e em seguida comparar o funcional J com j, com isso vamos obter informagdes sobre o
comportamento de J proximo a u;. Por isso, para demonstrarmos a Proposicao 4.3 vamos

precisar do seguinte Lema:

Lema 4.4. Aplicando o Teorema 3.1 a J numa vizinhang¢a de uy, similarmente obtemos
5> 0, ® e h tais que

1 - -
Jod(uy+y+2z)= §<Az,z>+J(u1+y+h(y)) (4.4)
V(y,2) e NoNY e |yll+Ilzll <o
onde A= J"(u)) = J"(u) e N = Ker(A). Assim, eziste 0 < 0; < 6 tal que

(1) quando o indice de Morse m(uy) = 0 tem-se

T +y+h@y) < Jw) =ci, 0< |yl <&

(17) quando o indice de Morse m(uy) =1 tem-se

T +y+0(y) > J(w) =1, 0< |y <5

Demonstracao:
(1) Caso m(uy) = 0.

Nesse caso, u; é ponto critico degenerado de J, pois caso contréario teriamos N = {0} e,
usando (4.4)

J(P(ur + 2)) =

% (Az, z) + j(m) > j(u1>
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assim, u; seria um minimo local isolado contradizendo o Lema 4.1. Além disso, observe

que 0 é o menor autovalor do operador
Lu=—Au— f'(uy)u (4.5)

pois caso contrario existiriam A < 0 e v # 0 tais que —Av — f'(u;)v = Av, dai

J" (uy)(v,v) = / Vo> — f/(up)v* = )\/1)2 <0

Q

contrariando o fato de m(u;) = 0, e como N é ndo trivial segue que 0 é autovalor de L
definido em (4.5).

Afirmacgao. dim(N) =1
De fato, sabemos que N corresponde ao auto-espaco associado ao autovalor 0 de L, assim

devemos mostrar que, na verdade, o autovalor 0 é simples. Como 0 é o menor autovalor

de L entao, necessariamente, devemos ter

/|Vu|2 — flu)u® >0V u e Hy(Q). (4.6)
0

Seja v € N. Primeiramente vamos mostrar que v nao muda de sinal. Para isso suponha,
por contradicao, que existam dois subconjuntos de €21,y C € de medida positiva tais
que v > 0em Q) e v < 0 em Qy Escrevendo v = v — v, onde v+ = max{v,0} e

v~ = max{—v, 0}, temos
J190 = e = [ (V0P = @) + [ (9o = Fane)?) @)
! Q 0

onde usamos que u € H}(Q) = u™,u™ € H} () (por [St] Lema 1.1), e

v = (vt —v )= ()= 2vTuT 4 (v7) = (1) + (v7)?

Vo> = (V" —=07), V(" —v7)) = (Vo Vo) + (Vo , Vo)

pois vTv™ = 0. Como v € N usando (4.6) e (4.7) temos

o=/avwf—fwoww3+/ovwf—fwowvﬂ.

Q Q

>0 >0
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Logo, cada termo da soma a direita em (4.7) é nulo. Em particular —Av™ — f'(uy)vt =0
(no sentido fraco). Dai, Avt— f'(uy) v™ = — f'(uy)Tv™ < 0. Agora, aplicando o Principio
do Maximo Forte para solugoes fracas (Teorema 8.19 [GT| com u = —v™) segue que v = 0
contradizendo a hipo6tese de que v muda de sinal. Portanto temos que v € N = v > 0 ou
v < 0. Sejam agora vi,vs € N queremos mostrar que v, = tovy para algum ¢ty € R. Pelo
que vimos anteriormente, para cada t € R a autofuncao vy + tvy possui um sinal definido.

Assim os conjuntos
A={teR|vi+tvy>0}eB={teR|v +tvy <0}

sao nao vazios, fechados e R = AUB. Consequentemente, existe ¢, € R tal que to € ANB,
ou seja, vy + tove = 0. Portanto a Afirmacao esta verificada.

Defina a : B;N N — R por a(y) = J(uy +y + h(y)). Devido ao fato de uy ser um
ponto critico isolado de jsegue que 0 é um ponto critico isolado de a. De fato, pela regra
da cadeia temos

d'(y) = J (ur +y + h(y))(Id|y + 1 (y)).

Considere agora y € N e vejamos como a'(y) age em 7

dW)y = J(u+y+hy)Ldy+1 ()7
= T +y+h@)7+ T +y+h(y)h ()7
= j’(m +y +E(y))y+ J~’(U1 +y +ﬁ(y))z
= J(u+y+h@)7+ T (u+y+hy)(0e3)

onde H(y)y=z¢€ Nt

= T+ y+ BT+ 2L+ y+ )z
= J(w+y+hy)y (48)

onde usamos o fato de h(y) ser a tnica solucao da equacio g(ul +y+2) =0 com
y € BN N. Agora, se 0 nao fosse um ponto critico isolado de a teriamos y; # 0, ponto
critico de a, arbitrariamente proximo de 0. Consequentemente, por (4.8) u; + y; + E(yl)
seria um ponto critico de J arbitrariamente proximo de uy, observe que w41 +%(y1) #+ Uy
pois y; # 0 e como y; € N e ﬁ(yl) € N* segue que 1, +ﬁ(y1) =0< y = 0. Seja
0 <&, <0 tal que y =0 é o tnico ponto critico de a(y) em B; NN.

Assim, existem apenas trés possibilidades:

(a) y =0 & um ponto de minimo local de a

(b) y =0 é um ponto de sela (isolado) de a
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(¢) y =0 ¢éum ponto de maximo local de a

voF A
(a) (b) (©)

No caso (a) tem-se (j;l \ {u1}> NU=0onde U = {®(uy+y+2) : |lyll+]z] <o},
para ver isto basta analisar o valor de J em U usando a formula (4.4).

No caso (b) tem-se que (jcl \ {u1}> NU é conexo por caminho, pois qualquer ponto
em <jc1 \ {u1}> NU, digamos ®(uy + y + z) pode ser ligado a ®(uy + yp), onde yo € N &
caracterizado por ||yo| = 61 e a(yo) < c1, por um caminho em <jc1 \ {u1}> NU, intuitiva-
mente partimos do ponto ®(u; +y + z) para o ponto ®(u; +y) e em seguida de ®(u; + y)
para ®(uy + yo) sem sair de (jcl \ {u1}> NU. Os detalhes desta construgao serao feitos
no demonstrac¢ao do item (iz).

Portanto, pelo Lema 4.1 o caso (c¢) é a tinica situac¢do possivel, que nos da a conclusao
do item (7).

(17) Caso m(up) = 1.

Nesse caso, escrevemos Nt = W@ W, onde W+, W~ correspondem ao subespaco onde
J"(uy) é positiva-definida e negativa-definida respectivamente. Observe que nesse caso
dim(W~) = m(u;) = 1. Seja wy, € W~ tal que {w~ € W~ | ||w™ || =} = {wy,—wy } e

criemos a seguinte ordem em W™: w™ >0 3 X >0 tal que w™ = \w, .

—Wgy 0 Wy W=

Considere a seguinte vizinhanga de w4
U={u=(uw +y+w+w) | |w] <5l <dellyl <5

onde escolhemos ¢’ suficientemente pequeno de forma que

— <Aw5,wa>

T +y+hy) - o £ ——

para iy <& (4.9)
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Reescrevendo (4.4) temos

[(Aw® wh) + (Aw™ w )] + J(w +y + h(y))  (4.10)

f(&)(u1+y+w++w*)) :%

Afirmacao. Qualquer ponto em (jcl \ {u1}> NU pode ser ligado, por um caminho em
(jcl \ {u1}> NU, o um dos sequintes dois pontos: ®(uy +wy ), ®(uy —wy)

De fato, é suficiente construir um caminho p(¢) em V \ {u;}, onde
V={uty+w +uw | ut] <6 ol <e |yl <5}

tal que J(®(p(t))) < 1.
Dado qualquer (u1 +y +w™ +w™) € V\ {u1} tal que j(ff(ul +y+wt+w?)) <,

ligamos esse ponto a u; +y + w~ por
p(t)=u+y+ (1 —-twt+w-  tel01].
Agora, se w™ > 0, ligamos u; +y +w™ a uy +y + w, por
pa(t) =ur +y+ (1 —t)w™ +twy, te0,1]
e finalmente ligamos u; +y +wy & u; +w, por
ps(t) =ur + (1 =ty +w, telo,1].
E se w™ >0, ligamos uy +y +w™ a u; +y — w, por
pa(t) =wi+y+ (1w +i(-w,) tel0,1]
e finalmente ligamos u; +y — w, a w3 — w, por
ps(t) =u +(1—t)y—w, telo,1].

Consideramos p(t) a unido dos caminhos py, ps e ps. Por construcio ®(p(t)) € U\ {u, }-
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Resta verificar que J(®(p(t))) < ¢;. Para isso observe que, para ¢ € [0, 1]

J(@(pi(t) = @@Mzﬁ,wﬂ—|—%<Aw‘,w_>—l—j(u1+y+ﬁ(y))

IA

% (Awt, wh) + % (Aw™,w™) + J(uy +y + h(y))

= J(®(p(0)) <

Caso w~ > 0 escrevemos w~ = ||w~|| w(E”. Assim, para t € [0, 1], temos
0

l[w

F@(m(t) - 1(<1—t>”“’”+t) (Awg,wp) + T +y+ )

2 g |
u

2

flw =
2(|\w5u>
1w |?

2wy [I?

= 5 (Awm ) + T 4y +R() = T@E0) <o

IN

<Aw6,wg> + j(lu —|—y+%(y))

Caso w™ < 0 escrevemos —wy = [[wy || 7= Assim, para t € [0, 1], temos

T = 5 (=040 ) (A w4 T 4 T)

>1

1 ~ ~
< 3 (Aw~,w™) + J(u +y + h(y)) <

E finalmente, por (4.9), temos

J(D(ps(t))) = % (Afwy,+wg )+ J(us + (1 =ty +h(L—t)y)) <er te0,1].

Portanto a Afirmacao esta verificada.
Agora podemos finalizar a prova de item (i7). Suponha, por contradi¢ao, que (i) nao

seja verdadeira. Assim, existe yo, 0 < ||yo|| < ¢’ tal que
J(us + 9o+ h(yo)) < &1

observando (4.10) podemos concluir que

O(uy + yo + w) € (i \ {u1}> nU  Vw|[ <9
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em particular

Buy +yo + (2t — Dwy) € (] \ {u1}> nu  vielol

Mas isto nos d4& um caminho em (jcl \{u1}> N U ligando os pontos ®(uy + yo — wy ) e

®(uy + yo + wy ). Dai, pela afirmagio acima, temos que <jc1 \{ul}) NU é conexo por
caminho, contradizendo o Lema 4.1.

Finalmente dispomos de todas as ferramentas necessarias para demonstrar a Proposi-
cao 4.3.

Demonstragao:(Proposicao 4.3)

Pelo resultado do Lema 4.4 precisamos apenas mostrar que, para ||y|| suficientemente
pequena, tem-se J(uy +y + h(y)) = J(u1 +y + h(y)). Faremos isso da seguinte maneira:
primeiro vamos mostrar que, para ||y|| pequena, h(y) = ﬁ(y) Em seguida utilizamos
o Lema 3.2 para mostrar que, para ||y|| pequena, as func¢oes u; + y + h(y) satisfazem
u1 +y + h(y) > 0. Com isso teremos o resultado desejado. Seguem os detalhes:

Queremos mostrar que existe 0 < d; < ¢ tal que, para [|y|| < d;, temos

h(y) = h(y) (4.11)
u(z) +y(x) +h(y)(z) >0 2e€Q (4.12)

Para isso, considere o operador

Lu= Au+ Mu
Uy

Aplicando o Lema de Hopf (Lema 3.4 de |GT|) para L e —u; obtemos

%(x) <0 Vzedn (4.13)

onde v é a normal unitaria exterior a 2 em x. Observe que estamos exigindo certas
condigoes de regularidade na fronteira 2. Vamos assumir que §2 também possui a seguinte

propriedade: B
Existem p > 0 e N; = {x € Q | dist(xz,00) < p}, uma vizinhanca de 02 em

Q, tal que:

Dado z € N5, existem zp € 092 e t > 0 tais que x = xg — tv

onde v é a normal unitaria exterior a {2 em x.
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/
Ty — tv

Afirmacgao. Fristem 0 < p<p e 0 < dy < tais que

0
%(ul +y+h(y) <0emN,, selyl <

De fato, caso contrario existiriam, para cada k € N, pp > 0 e 0, > 0 (com p. — 0 e

6r — 0) bem como y, € Bs, NN e z;, € N, tais que

a%wl e+ b)) () = 0 (4.14)

onde v, é normal unitaria exterior em z;, € 0f) tal que x, = zp — tvy para algum t > 0.
Pela compacidade de 02 podemos supor que z, — z¢ € 082, e como ||xp — zg|[gn — O
(pois |[zx — zx[lrn < pg) também temos xj; — x0. Também temos |yil|cim — 0 e
consequentemente |[h(yx)|lc1 @ — 0. Além disso, pela regularidade da fronteira, temos
vy — 1, onde vy é normal unitaria exterior em xg. Assim, fazendo k — oo em (4.14),

obtemos

0

Iy

contradizendo (4.13). Portanto a Afirmacao esta verificada.

(u1)(wo) > 0

Em particular u; > 0 em Q\ N, (compacto), logo
u(r) >rg>0 VaeQ\N,

Como ||y + hy)llci@m — 0 quando [ly| — 0, tomemos 0 < d; < Jy suficientemente

pequeno de forma que
7o
ly +hWllere <5 sellyll < o

Assim, para |ly|| < &1, temos u; +y + h(y) > 0 em Q\ N,. e para x € N, temos

que, existem zg € 02 e t > 0, bem como 1y normal unitaria exterior em z( tais que
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T = xg — try. Assim
(w1 +y+hy)(@) = (u+y+hy) () + /V(ul +y+ h(y))(@o — svo) - (—1o)ds

(4 @) = 0= [ S+ g+ b)) oo — sw)ds

> 0

onde, além do Teorema Fundamental do Calculo, usamos o resultado da Afirmacao acima.
Portanto, temos (4.12).

Pela definigao de h, sabemos que h(y) é a tnica solugao da equagao

oJ
5(% +y+2)=0 paraly|] <o

ou seja

0J
%(Ul +y+h(y)) =0.

Utilizando (4.12) e a definicdo de J, temos

oJ

(a4 () = S +y +h(y) =0

0z

e entio, pela unicidade de h, segue (4.11).

Assim, para 0 < |ly]| < 4, temos

J(uy +y+nhy) = Ju+y+h(y)  por (4.12)
— J(u+y+h(y)  por (4.11)

e agora, a proposi¢ao segue do Lema 4.4. O

4.2 Caso m(u;) =0

Seja N = span{w}, com ||w| = 1. Afirmamos que existem p > 0 e € > 0 tais que
Jur+2) > para  0<|z|| <p (4.15)
Jur+2) > c+e V z€8,={ze Nt : |z] =p} (4.16)
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De fato, durante a demonstracao do Teorema 3.1 (pag. 35), vimos que
1
J(uy +2) = J(®(@ Huy + 2))) = J(P(uy + 2)) = B (AZ,Z) + 1 > ¢ (4.17)

pois z # 0 = z # 0. Agora vamos verificar (4.16). Ainda lembrando da demonstracao do

Teorema 3.1, vimos que A|y. : Nt — N+ é um isomorfismo. Assim

”iﬁlfl {(Az,2)} >0 (4.18)
zeNt

pois caso contrario terfamos 0 € o(A|y1) (|[Br]), contrariando o fato de A|y. : Nt — N+

ser um isomorfismo. Observe que (4.18) implica que

||iﬂ1£ {(Az,2)} >0 VY p>0 (4.19)
2l 2p
zeN*

Agora, se (4.16) nao ocorre entdo existiria uma sequéncia z, € S, tal que
J(uy + 2z,) — ¢1 quando n — oc.

Consequentemente, observando (4.17), teriamos

1
5 (Az,,2,) — 0 quando n — oo

dai, por (4.19), necessariamente teriamos z, — 0, e consequentemente
O(uy + 2,) — wy

ou seja

Uy + 2, — Uy

mas isso implica que z, — 0, contradizendo ||z,|| = p > 0.

Considere U = {?IS(Ul +itw+z) |t <5,z < g} Afirmamos que o conjunto
(J., \ {u1}) NU possui exatamente duas componentes conexas por caminho, uma con-
tendo u; — dw + %(—5@0) e outra contendo u; + dw + E(éw).

De fato, seja ®(uy +tw—+ z) € (J,, \ {ur}) NU. Observe que ¢ # 0, pois caso contrario

J(®(uy +tw+2)) > ¢;. Agora conectamos ®(uy + tw+2) & ®(uy + tw) em (J, \ {ur}) NU
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pelo caminho

p(s) =D(uy +tw+ (1 —5)2), sel0,1]
em seguida, se t > 0, conectamos ®(u; +tw) a B(uy +0w) em (J,, \ {u1}) NU utilizando o
Lema 4.4 ¢ se t < 0, analogamente conectamos ®(u; + tw) & ®(uy — dw) por um caminho
em (Jo, \ {ur}) NU. A essa altura, ja estamos utilizando o fato de que o homeomorfismo
® mantém fixa a componente em N, e que ®(uy + tw) = uy + tw + h(tw).
Pelo que vimos na demonstracao do Lema 4.1, os pontos 0 e re; podem ser conectados
por caminhos em jcl a uma das duas componentes.

Sem perda de generalidade, vamos assumir que existem caminhos ~;, 7, tais que

71(0) =0, (1) = u — 6w + h(—dw)
%2(0) =up+0w+h(0w), (1) =re;
e Jnt) <e, J(p(t) < a.

Pelo Lema 4.4, existe um caminho v3 em J., tal que v3(—9) = u; — dw + h(—dw) e
v3(6) = uy + dw + E(éw). Unindo os caminhos 71,72 e 73 obtemos um caminho v* em
J., que conecta 0 & re;. Podemos assumir que as funcdes em v sio tais que v (¢) > 0.
Pois, se definimos ut = max{u,0} e v~ = min{u, 0}, entdo u = u™ + u~. Logo
T+ - 1 b2 L -2 _ 1 1 +12 _ It -
Jum+u) = §|Vu| +§|Vu| — F(u) > §|Vu| —Fu™4+u")

o) Q

v

/%|Vu+|2 — F(u®) = J(u")
Q

Assim, J(vT (1)) = J(7+ (1) < e1.

Pelo mesmo raciocinio, pode-se obter um outro caminho v~ conectando 0 & —re; em
Je, com 4~ (t) <0 (em particular v~ (¢) # uq).

Agora observe que, usando a condi¢do (f3), podemos concluir que J(u) — —o0
quando |lu]] — oo em qualquer subespaco de H}(Q) de dimensio finita formado por

fungoes regulares. De fato, (f3) implica que existem Cs, Cy > 0 tais que F'(t) > Cs|t|“—C,
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dai

1
W < gl [ ~Calu
Q

1
< §||u||2 + Cy|Qf — OSHUng(Q)

1
= 5”“”2 + CulQf = Cslu]* — —oo quando [Jul] — oo

onde usamos a equivaléncia das normas e o fato de que 2 < p.

Assim, existe um caminho 7 conectando re; & —re; tal que J(5(t)) < ¢; para todo
t € [0,1].

Unindo os caminhos 7,7~ e 7, obtemos um caminho fechado, ou seja, uma aplicacao
@ ST — H}(Q) tal que p(S') =~1([0,1]) U~ ([0,1]) U7(]0,1]), onde S* é a esfera de
dimensao um e y*([0, 1]) = y1([0, 1]) U~3([—4, 8]) U=2([0, 1]).

Considere também um ponto vy € ([0, 1]) e outro ponto vy proximo de v, tal que exista
um segmento de reta R ligando esses dois pontos onde R N p(S?) = {v} e J(R) < 0.
Seja p : [—1,1] — S uma parametrizagao de S* com p(—1) = p(1). Seja

r:[0,p(1)] C B> — R

uma parametrizacao de R.

—rep rep

=2

Defina
U ={y € C(B* Hy(Q) : ]opz = e ¥|pyay =7}

c3 = inf sup J(¥(s))

YeV B2
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onde B? é a bola de dimensao dois.
Se mostrarmos que
C3 > (1 (420)

entao, utilizando um argumento de deformacao conclui-se que c3 é um valor critico de J,
fornecendo assim uma terceira solu¢ao para o problema (P). Em vista de (4.16), para

provar (4.20) é suficiente provar o seguinte resultado:

Lema 4.5. Para toda 1 € ¥ tem-se
(B N{ur + S} # 0

onde {u; + S,} = {u; + 2| z€ N* e |z|| = p}

Demonstracao: Supondo que o resultado do Lema nao é verdadeiro temos que existe
Yo € W tal que
Yo(B*) N {uy + S,} = 0. (4.21)

Utilizaremos um argumento de teoria do grau para obter uma contradi¢cao. Consi-
derando H}(Q) = Nt x N e identificando N com a reta R, definimos uma homotopia
F,: B, x (—1,1) — H}(Q) por

Fi(z,s) =u1 + 2z —o(tp(s)) Vtel0,1],(z,5) € B, x (—1,1)

onde B, = {z € N* : |z|| < p} e estamos identificando (—1,1) com o intervalo

(—w,w) C N. Observe que
d(B, x (=1,1)) = B, x {~1,1}U S, x [-1,1].
Se (2,5) € B, x {—1,1} entdo Fy(z,s) # 0 pois nesse caso
Yo(tp(£1)) = Yo(tp(1)) ¢ {wr + B,} Vte[0,1] (4.22)

visto que 1o(R) C Jo. Parat € [0,1] e (2,s) € S, x[—1, 1] tem-se, por (4.21), Fy(z,s) # 0.

Portanto, pala invariancia do grau por homotopia, segue que
deg(Fy, B, x (—1,1),0) = constante V¢ € [0, 1].

Em particular temos
deg(Fo, B, x (—1,1),0) =0 (4.23)
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pois Fy(z,8) = us + 2 — 1(0) e ¥(0) & {us + B,}( por (4.22) ). Por outro lado

Fi(z,8) = u1 + 2z — Yo(p(s)) = ur + 2 — o(p(s))

Lembrando que ¢(S") = ~*([0, 1]) U~ ([0, 1]) u ([0, 1]),

v ([0, 1]) = 7.([0, 1]) Us([=9, 6]) U 72([0, 1])

e observando (4.15) e o fato de que J(¢(S*) \ 13([d,4])) < ¢; temos

{us + B,} 0 {o(5Y) \ 35((~3,8))} = 0
Assim, utilizando a propriedade de excisao, obtemos
deg(Fy, B, x (—1,1),0) = deg(F}, B, x (—6,0),0)
onde em B, X (—0,9)

Fi(z,s) = wu+ 2z —3(s)
— w4 2 — (ug + sw + h(sw))

= z—sw— h(sw)

Agora, defina a homotopia Fy(z,s) = z — sw — th(sw) para t € [0,1]. Se para algum

(t,z,s) tivermos E;(z,s) = 0 entdo sw =0 e z = h(sw), ou seja, s =0 e z = 0. Logo
(t,z,s) € [0,1] x (B, x (—0,0)) = Ey(z,5) #0
Portanto, pela propriedade de invariancia do grau por homotopia, segue que

deg(Fy, B, x (—0,6),0) = deg(Ey, B, x (—6,0),0)
eg(Ey, B, x (=4,6),0)
= deg(z — sw, B, x (=4,0),0)
= deg(ld|y, B,,0) deg(—1d|n,(—9,0),0)
= -1

I
N

contradizendo (4.23). Portanto o Lema esta demonstrado. U

Finalmente, vamos verificar que c3 é um valor critico de J.
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De fato, supondo que K, (J) = (), aplicamos o Teorema 1.2 com c3, € = “5% >0 e
N(K.(J)) = 0 e obtemos n € C([0,1] x H}(Q), H}(Q)) bem como 0 < € < € tais que
n(1, Jeyre) C (1, Jey—c). Note que pela escolha de € temos n(t,-)|,s1) = Id para todo

€ [0,1]. Seja ¢ € ¥ tal que sup{J(¢(B?))} < c3 + €. Defina zZ(s) =n(1,v(s)). Entao

-~

Ppeve
sup {J(1(s))} < 5 — €

s€B?
contradizendo a defini¢ao de cs.

O outro caso m(uy) =1 é feito de forma analoga.
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Apéndice A
Grau topologico

Nesta secao vamos relembrar algumas das principais propriedades do grau topologico,
dando maior atencao ao grau de Leray-Schauder que utilizamos no Capitulo 4. Para a
construgao de grau de Leray-Schauder a existéncia do grau de Brouwer (o grau em espagos

de Banach de dimensao finita) é necessaria, bem como algumas de suas propriedades.

A.1 O Grau de Brouwer

Sejam O C R™ aberto e limitado, f : O — R" uma func¢do continua e y € R"\ f(00).
Nessas condig¢oes associamos um ntmero deg(f, O,y) € Z, o grau de Brouwer de f rela-

tivamente & O no ponto y. Listaremos a seguir algumas propriedades basicas:

e deg(Id,O,y) = 1 para todo y € O;

o deg(f,O,y) =deg(f,O1,y)+deg(f,Os,y) sempre que Oy, Oy forem subconjuntos
de O abertos e disjuntos tais que y ¢ f(O\ (O, U Oy));

e deg(h(t,-),0,y(t)) é constante com respeito a ¢t € [0, 1] sempre que as aplicagoes
h:[0,1] x O — R, y : [0,1] — R" forem continuas e y(t) ¢ h(t,0O) para todo
t€10,1];

e Sejam f: U — R™e g: V — R" funcdes continuas tais que 0 ¢ f(OU) e 0 & g(oOV).
Entdo, para f x g : U x V — R™ x R" o grau de Brouwer deg(f x g,U x V,(0,0))

estd bem definido e

deg(f x g, U x V,(0,0)) = deg(f,U,0) - deg(g,V,0);
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e Seja —Id : R" — R™ definida por —Id(z) = —x. Se y € O entao

deg(—1d,0,y) = (—=1)"

O grau de Brouwer possui ainda outras propriedades (ver |De, Bn]).

A.2 O Grau de Leray-Schauder

E possivel estender o conceito de grau topologico para uma pequena classe de funcoes
continuas definidas em espacos de Banach de dimensao infinita, a saber, as fun¢oes que sao
perturbagoes compactas da identidade. Este grau é chamado de grau de Leray-Schauder.
Considere E um espaco de Banach real, © C E aberto e limitado, K : O — E um ope-
rador continuo e compacto e y ¢ (Id— K)(00). Nestas condigoes associamos um nimero

deg(Id — K,O,y) € Z o grau de Leray-Schauder, que satisfaz as seguintes propriedades:
(Normalizagao) deg(Id,O,y) = 1 para todo y € O;

(Adicao/Excisao) deg(Id—K,O,y) = deg(Ild—K,O1,y)+deg(Id— K, Oy, y) sempre
que 01, Oy forem subconjuntos de O abertos e disjuntos tais que

y ¢ (Id—K)(O\ (0, UOy));

(polp‘lfl%rrlr?gt%gia> deg(Id — H(t,-),0,y(t)) E constante com respeito a t € [0, 1]
sempre que H : [0,1] x O — FE for continua e compacta,
y :[0,1] — E for continua e y(t) ¢ (Id — H(t,-))(00) para todo
t e 0,1];
(EXlssglellllgcég de) deg(ld — K,0,y) #0 =3z € O tal que (Id — K)(z) = y;
( Produto ) Sejam f:U — Eeg:V — F funcdes continuas e compactas. De-
cartesiano

fina fx g:UxV — Ex Fpor (f x g)(z1,22) = (f(21), g(w2))-
Se f e g satisfazem as hipoteses do grau de Leray-Schauder entao
fxg:UxV — E x F também satisfaz as hipoteses do grau de

Leray-Schauder e

deg(Idpxr — (f x 9),U x V. (y1,52)) =
deg(]dE - f7 Ua yl) : deg(IdF -9, V7y2)
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