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Resumo

Teorias para Sistemas Abstratos de Redugao (ARS) e Sistemas de Reescrita de Termos
(TRS) no assistente de provas PVS (Prototype Verification System) chamadas ars e trs,
respectivamente, foram desenvolvidas. A teoria ars, construida com base na teoria para
relacoes binarias do PVS, contém especificacoes de nocoes tais como reducao, confluéncia,
formas normais, e conceitos nao basicos como por exemplo noeterianidade. Por outro
lado, a teoria trs, construida com base na teoria ars e a teoria para seqiiéncias finitas
encontrada na biblioteca do PVS, contém uma formalizacao para lidar com a estrutura
dos termos, assim como, formalizacoes de nocoes nao triviais de TRS. As teorias ars e trs
foram desenvolvidas com o objetivo de agregar os conceitos e as defini¢oes necessarios para
lidar com a Teoria de Reescrita, em geral. Em outras palavras, ars e trs contém elementos
que formam uma base sélida para formalizar propriedades da Teoria de Reescrita em PVS.
Para certificar-se de que o objetivo foi alcancado varios resultados bem conhecidos e nao
triviais foram formalizados; dentre estes, destacam-se a correcao do principio de indugao
Noeteriana, o Lema de Newman, os Lemas de Comutacao e o Teorema dos Pares Criticos
de Knuth-Bendix. Além de constituir uma base para formalizacao de propriedades da
Teoria de Reescrita, em geral, a formalizagao apresentada se destaca por: 1. utilizar uma
linguagem de orderm superior, a qual permite expressar naturalmente propriedades de
ordem superior; 2. por seu alto grau de abstracao, que permite expressar propriedades
numa forma quasi-geométrica, como desejavel em Teoria de Reescrita; e, 3. pelo alto grau

de controle, permitido pelo PVS, no desenvolvimento das provas.

vi



Abstract

Theories for Abstract Reduction Systems (ARS) and Term Rewriting Systems (TRS) in
the proof assistant PVS (Prototype Verification System) called ars and trs, respectively,
we developed. The ars theory built on the PVS library for binary relations, contains
specifications of notions such as reduction, confluence, normal forms, and non basic
concepts such as Noetherianity. On the other hand, the trs theory built on the ars
theory and the PVS library for finite sequences, contains a formalization to deal with the
structure of terms as well as formalizations of non-trivial notions of TRS. Theories ars and
trs were developed with the main goal of providing the necessary concepts and definitions
to deal with the Theory of Rewriting in general. In other words, ars and trs contain
elements that conform a solid basis to formalize properties of the Theory of Rewriting
in PVS. To make sure that the goal was achieved well-known and non-trivial results
were formalised; among these, the correctness of the principle of noetherian induction,
the Newman’s Lemma, the Commutation Lemma and the Knuth-Bendix Critical Pair
Theorem. Apart from being a basis for formalization of properties of the Theory of
Rewriting, in general, the formalization presented is highlighted by: 1. the use a higher-
order language, which allows for the specification of high-order properties naturally, 2. for
their high-level of abstraction, which allows for the specification properties in an almost
geometric style, as desirable in Rewriting Theory, and 3. the high degree of control allowed

by PVS in the development of proofs.
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Capitulo 1

Introducao

Esta introducao esta organizada em secoes da seguinte forma: A primeira secao apresenta
uma motivagao sobre a Teoria de Reescrita. A segunda secao apresenta a contribuicao
deste trabalho. A terceira se¢ao apresenta alguns trabalhos relacionados, e a quarta e

ultima se¢ao apresenta a organizacao geral deste trabalho.

1.1 Motivacao: Teoria da Reescrita

E um fato que as Fquacgoes, que sao igualdades envolvendo expressoes matematicas, ocu-
pam um lugar de destaque dentro da Matemaética e de suas aplicagoes. Por exemplo, o
estudo de equagoes algébricas levou ao surgimento da Teoria dos grupos, Teoria dos Cor-
pos, etc, ou seja, ao surgimento da Algebra, ja as equacoes diferenciais e integrais foram a
base de construcao da Anélise Matemadtica, e, do ponto de vista computacional, a Anélise
Numérica nada mais é do que métodos ou algoritmos para resolver problemas equacionais

de dificil tratamento com papel e lapis.

Em geral, sempre nos deparamos com situagoes onde desejamos determinar se uma
identidade é valida, ou buscar solucoes para uma equacao, ou simplesmente simplificar
uma dada equacao. A habilidade em resolver estes problemas equacionais da suporte
para entender e lidar com varias aplicagoes computacionais, tais como: ambientes de es-
pecificacao e verificacao, e linguagens de programacao de ordem-superior. Neste sentido,
uma das areas de estudo na Teoria da Computacao que vem conquistando espacgo é a

verificagao (semi)automatica de igualdade entre expressoes, com aplicagoes imediatas em



problemas como prova (semi)automatica de teoremas, programagao em légica e verificagao
de consisténcia na especificacao de tipos abstratos de dados. Esse interesse pelo trata-
mento (semi)automético de problemas da matemética, como a simplificagdo de expressoes
e demonstracao de teoremas, surgiu antes mesmo do surgimento de uma tecnologia que

possibilitasse a implementagao em maquina de tais idéias.

Por exemplo, pela aritmética usual dos niimeros inteiros, a expressao (—(—a)+(—a))+
a tem o mesmo significado que as expressoes 0 + a e a e é comum, neste caso, dizer que
estas expressoes sao iguais e escreve-se usualmente (—(—a)+(—a))+a=0+a,0+a = a,
etc. Aqui usaremos ~ em vez de =, por exemplo, 0 + a =~ a. Assim, podemos garantir
que 0+ a ~ a devido ao fato de que estamos assumindo, como verdade pré-estabelecida,
que toda expressao da forma 0+ x é igual a x, onde x é uma variavel, ou seja, 0 + x ~ x.
Logo, substituindo a no lugar de x obtemos 0 + a =~ a. De fato, a aritmética usual
dos inteiros satisfaz a estrutura algébrica usual de grupos, onde sao validos os seguintes

axiomas equacionais:

(A1) O+z ~ =z
(A2) —rt+r =
(A3)  z+(y+2) = (v+y)+z

Neste sistema de axiomas equacionais temos, por exemplo, (—(—a) + (—a)) + a ~4?)
0+ a ~“) q. Observe que a expressao a, resultante das aplicacoes dos axiomas dados
acima, é justamente aquela menos complexa (em outras palavras, a mais curta) dentre
todas as expressoes que possuem o mesmo significado da expressao (—(—a) + (—a)) + a

inicialmente considerada.

Vamos supor agora que desejamos implementar em um ambiente computacional um
algoritmo que faca simplifica¢oes (redugoes), como a apresentada acima, respeitando um
conjunto de axiomas equacionais. E natural, e interessante, almejar que tal algoritmo seja
de tal forma que possamos ter como garantia que toda sequéncia de aplicacoes dos axiomas
realizada por ele seja finita (ou seja, que tenha a propriedade noeteriana). Porém, vale
observar que tal comportamento nao é natural, tampouco trivial, pois, a simples aplicagao
dos axiomas equacionais pode nao garantir que toda sequéncia de redugao seja finita. Por

exemplo, com o sistema de axiomas equacionais exposto acima, podemos fazer sucessivas



aplicagoes dos axiomas (Al) e (A2) sobre a expressao (—(—a) + (—a)) + a considerada

inicialmente:
(—(=a) + (=a)) +a ~“1?D 0+ a =1 ¢ &Y 0 4 0 ~12 (—(—a) + (—a)) +a---

isto acontece porque, usualmente, do ponto de vista algébrico é natural considerar que os
axiomas equacionais sao simétricos, ou seja, a ordem com que sao aplicados é considerada

irrelevante, em outras palavras, podem ser usados em ambas diregoes.

Assim, sob a motivacao de encontrar um método para simplificar expressoes de modo
(semi)automatico e tratar computacionalmente as equagoes (axiomas equacionais) surge,
inicialmente com o objetivo de formalizar o conceito de fungoes computaveis, um poderoso
método conhecido como Sistemas de Reescrita de Termos [4,6]. Um exemplo importante
de aplicagao de Sistemas de Reescrita de Termos é para resolver o Problema da Palavra [43]

que é: dado um conjunto de equagoes, decidir se dois termos sao provavelmente iguais.

Nestes sistemas, as equacoes orientadas, chamadas regras de reescrita as quais sao
geradas inicialmente a partir do conjunto de axiomas equacionais considerado, sao usadas
para repassar iguais (termos) por iguais (fermos) em uma unica diregdo. A idéia de
orientar as equacoes, geralmente da “esquerda para a direita”, é uma tentativa de garantir
que toda sequéncia de reducao seja finita. Em outras palavras, tentando garantir que
quando um regra de reescrita é aplicada a um termo ¢y entao o termo resultante ¢; seja
menos complexo do que o termo ty, ou seja, que exista uma relacao < bem-fundada
(noeteriana) sobre os termos. Como ja citamos antes, nem sempre é uma tarefa facil
encontrar uma tal relacao de ordem. Em certos casos encontrar tal relacao se torna

impossivel, por exemplo, se a estrutura algébrica considerada for comutativa.

Nos Sistemas de Reescrita de Termos, interpretamos as identidades como regras de
reescrita que nos dizem como um subtermo de um dado termo deve ser repassado por um
outro termo. Entretanto, quando usamos (aplicamos) uma regra de reescrita, a usamos
em uma Unica direcao e, para expressarmos esta idéia, usamos o simbolo x — y em vez
de x =~ vy, e dizemos que x reduz para y. Para um melhor entendimento consideremos
o sistema de reescrita de termos abaixo, obtido do sistema de axiomas equacionais para

estruturas algébricas de grupos apresentado anteriormente, acrescido do axioma x + y ~



y + x, o qual expressa a comutatividade da adicao para os inteiros:

(A1) O+z — =
(A2) —rz+z — 0
(A3)  z+(y+2) — (@+y +z
(A4) Tty — ytuw
A sequéncia a +b =AY b+ a - ¢+ b =AY ... & um exemplo de uma cadeia

infinita de aplicagoes da regra (A4).

Vejamos mais alguns exemplos:

Soma de Naturais: Vamos definir a adigao de niimeros naturais, usando a constante 0

e a funcao sucessor s, com as seguintes identidades:

z+0
T+ s(y)

s(r +y)

Qo

Podemos aplicar estas identidades e calcular a soma de 1 e 2, que sao representados

por s(0) e s(s(0)), respectivamente:

5(0) +5(s(0)) = s(s(0) + 5(0)) = s(s(s(0) +0)) = 5(s(5(0))).

Assim, o sistema de axiomas equacionais mostrado acima, pode ser apresentado em

forma de um Sistema de Reescrita de Termos como segue:

(a) r+0 — =z
(b) z+s(y) — s(z+y)

e consequentemente temos,
5(0) + 5((0)) =" 5(5(0) + 5(0)) =" 5(s(s(0) + 0)) = s(s(s(0))).

onde —5 indica qual regra de reescrita estamos aplicando. Neste exemplo (I = a ou b.

Fatorial: Consideremos o seguinte Sistema de Reescrita para computar a fungao fatorial:

(1) Otz — (4) s(r)+y — slz+y)
(2) Oxx — O (5) s(r) xy — y+(xxy)
(3) fact(0) —  s(0) (6) fact(s(z)) — s(z) x fact(x)



Em ambos exemplos acima, + e X sao simbolos de fungoes bindrias, s e fact sao

simbolos de fungoes unarias, 0 é uma constante e, x e y sao variaveis.

Com base no tltimo Sistema de Reescrita vamos computar fact(2) onde 2 é represen-

tado por s(s(0)):

fact(s(s(0))) —5 s(s(0)) x fact(s(0))
—0 5(s5(0)) x [s(0) x fact(0)]
-3 5(s(0)) x [s(0) x s(0)]

-5 5 0) + (0 x s(0))]
—2 5(s(0)) x [s(0) + 0]

—1 5(s(0)) x [s(0 + 0)]
ISR % 5(0)

—5 5(0) + [5(0) x 5(0)]

=% 5(0) +[s(0) + (0 x 5(0))]
—2 5(0) + [s(0) + 0]

Assim fact(s(s(0))) reduz para s(s(0)). Observe que nenhuma das regras (1) — (6) do
Sistema de Reescrita se aplica ao termo s(s(0)). Neste caso, quando nenhuma das regras
do Sistema de Reescrita se aplica a um dado termo, entao dizemos que este termo estd
em sua forma normal. Aproveitamos ainda o momento, para introduzir um dos conceitos
fundamentais da Teoria de Reescrita de Termos, que é: Um Sistema de Reescrita de
Termos é terminante quando nao se pode aplicar as regras de reescrita indefinidamente,
ou seja, para qualquer que seja a cadeia (sequéncia) de aplicagoes das regras, sempre
depois de um numero finito de aplicagoes, chegamos a um termo para qual nenhuma das

regras se aplicam mais (forma normal).



Diferenciagao: Seja a inteiro, e f e g simbolos de fungao. Entao um Sistema de Reescrita

para diferenciacao pode ser dado como:

(D1) D) — 0

(D2) D(z) — 1

(D3)  D(f+g) — D(f)+ D(g)
(D4) D(f-g) — g-D(f)+f D(g)

Como exemplo de aplicagao vamos calcular a derivada de z - x tal como apresentado

na Figura 1.1.1.
D(z - x)

D4

o \ / o

Figura 1.1.1: Célculo da derivada de z - z.

Com base neste exemplo podemos apresentar um outro conceito, também, considerado
esséncial na Teoria de Reescrita de Termos, a saber: confluéncia. Observando a Figura
1.1.1 vemos que a partir do termo (z - D(x)) + (z - D(x)) podemos seguir dois caminhos
diferentes, mas chegando ao mesmo termo (z-1) + (z - 1). Quando isto acontece, ou seja,
quando diferentes caminhos de aplicagoes das regras a um dado termo t nos leva a dois
diferentes termos t; e t5 a partir dos quais podemos, através de aplicacoes das regras,
sempre encontrar um termo comum ty, dizemos que o sistema é confluente. E possivel

provar que o sistema de regras de reescrita (D1) — (D4) ¢é confluente [4].

-1

Teoria dos Grupos: Seja o um simbolo de fun¢ao binéaria, um simbolo de funcao

unaria, e um simbolo de constante, e x, y e z simbolos de varidveis. Abaixo consi-
deramos um Sistema de Reescrita que representa os seguintes axiomas (padrao) da

Teoria de Grupos: eox =z, z 1oz =¢ e (zoy)oz=uxzo0(yo2).



(G1) eoxr — X
(G2) rlox — e
(G3)  (zoy)oz — wo(yoz)

Usando as regras de reescrita (G1) — (G3) nao podemos verificar que y o (eoz)™! =

((eox)oy)™!, como mostra a Figura 1.1.2, mesmo sabendo que esta igualdade é verdadeira
na Teoria dos Grupos. Note que a verificacao de uma igualdade entre termos utilizando
um Sistema de Reescrita de Termos esta intimamente ligada com a nogao de simplificagao

(redugao) de termos.

y~to 7 ox)! ((e ox)loy)1
yloal<-=-—>(zoy)!

Figura 1.1.2: Exemplo de nao confluéncia.

Observe que na Figura 1.1.2 nenhuma das regras (G1) — (G3) se aplicam a y~ o z7!
e (z oy)™! e por isso nao podemos juntd-los, ou seja, verificar a igualdade desejada.
Abusando um pouco da linguagem, podemos dizer que estes dois termos formam um par
critico nao juntavel. E é ai que entra um método pratico, chamado de completacao de
Knuth-Bendiz [43], para converter pares criticos nao juntéveis em regras de reescrita. A
completac¢ao usa uma ordem parcial, chamada de ordem de redugdo [4], para orientar as
equagoes, reescrever para simplificar regras e equacoes, e ordenar a fim de determinar qual
das duas regras é a mais geral, e, por isso, a preferida. Knuth e Bendix [43] utilizaram seu
método de completacao e escreveram em Fortran um programa para completar Sistemas de
Grupos Livres, Grupoides dentre outros. Abaixo apresentamos um Sistema de Reescrita

de Termos para a Teoria dos Grupos gerado pelo método de completacao de Knuth e

Bendix, e que nos permite provar a igualdade y=' o (eox)™! = ((eox)oy)~! (ver Figura
1.1.3).

(G1) eoxr — x (G6) roe — I

(G2) rlox — e (G7) ror! — e

(G3) (zroy)oz — wo(yoz)  (GY) el — e

(G4) (xoy)™ — yloa™t  (GY) (@)™ = w

(G5)  wo(aTloy) — y (G10)  a7'o(zoy) — y



ylo(eow)™ ((eoz)oy)™?

-1 1 G4

y tox™ <—(:Eoy)’1

Figura 1.1.3: Par critico juntéavel.

1.2 Contribuicao

Em geral, técnicas da Teoria de Reescrita de Termos tém se mostrado adequadas e im-
portantes em varios contextos matematicos e computacionais. Em particular, operagoes
bésicas da reescrita, como casamento, reducao, e substituicao, sao usadas nas lingua-
gens de programagao em geral, e para desenvolver procedimentos de prova em assistentes
(semi)automaticos de prova, como por exemplo, ACL2 [39], Coq [5] e PVS [51]. Por
outro lado, vém-se usando os assistentes de prova para formalizar os conceitos e resulta-
dos da Teoria de Reescrita, e neste trabalho apresenta-se uma contribuicao neste sentido:
formalizam-se teorias, chamadas ars e trs, no assistente de prova PVS, onde sao especi-

ficados, respectivamente conceitos, definigdes e resultados inerentes as teorias de ARS e

de TRS.

Observamos que o intuito deste trabalho nao é mostrar a eficiéncia e abrangéncia de
aplicacao do PVS, muito menos formalizar resultados especificos das teorias ARS e TRS,
mas sim fornecer um conjunto de especificagdes que sirva de base para a formalizacao de
propriedades ou resultados da Teoria de Reescrita. No entanto, para evidenciar que as
teorias desenvolvidas, ars e trs, realmente desempenham o papel desejado, formalizamos
diversos teoremas bem-conhecidos e nao triviais tais como o Lema de Newman e o Teorema
dos Pares Criticos de Knuth-Bendix. A formalizacdo deste ultimo, apresentada neste
trabalho, até onde sabemos, é a primeira formalizacao completa deste teorema numa

linguagem de especificagdo de ordem superior como o PVS.



1.3 Trabalhos Relacionados

H4 diversos outros trabalhos sobre formalizacao e aplicacao de conceitos relacionados com
Teoria de Reescria ja desenvolvidos. Por exemplo, em [35] Huet especifica e formaliza em
Coq propriedades envolvendo confluéncia para o Calculo Lambda, em particular para /3
reducao. O principal resultado é uma formalizacao do Teorema do Prisma (Ver [70],
Theorem 5, Prism). Em [59], Rasmussen apresenta uma translacdo para Isabelle do
tratamento desenvolvido por Huet em Coq. Em [48], Nipkow trata de conceitos como
confluéncia e comutacao, e formaliza em Isabelle/HOL [49] alguns resultados, por exemplo,
o Teorema da Uniao Comutativa e Teoremas de Church-Rosser para as reducoes 3, n e fUn
do Célculo Lambda nao-tipado. Em [64], Shankar usando o Boyer-Moore [9], formaliza o
Teorema de Church-Rosser para o Célculo Lambda. A formalizacao do Célculo Lambda
usa indices de de Bruin e a prova do teorema € baseada na versao de Tait-Martin-Lof,
ou seja, é baseada na nogao de redugao paralela. Em [57], Pfenning apresenta uma
formalizacao do Célculo Lambda nao-tipado, e formaliza a Propriedade de Church-Rosser
em LCF [27]. Também, uma formalizacdo em PVS do Teorema de Church-Rosser para

uma versao do Célculo Lambda call-by-value é apresentada por Ford e Mason em [18§].

Em [46] McKinna e Pollack apresentam um survey sobre conceitos e resultados do
Célculo Lambda e Sistemas de Tipos Puros formalizados em LEGO [45]. Também, em [1]
foi formalizado em LEGO, por Altenkirch, o Sistema F de Girard com principal objetivo
de verificar que tal sistema é fortemente normalizavel. Outros Cdlculos formalizados, em
Coq, com principal objetivo de verificar que sao fortemente normalizaveis, sao: Calculo
de Construgoes [10], [2]; Célculo Lambda tipado com co-produtos [3]; e Célculo Lambda
Simples Tipado a la Church com constantes [44].

As bibliotecas CoLoR [7] e Coccinelle [13] desenvolvidas em Coq, respectivamente, por
Blanqui et al e Contejean et al, limitam-se a formalizar critérios para terminacao de TRS

por meio de ordens de reducao.

Em [63], Saibi apresenta especificagoes em Coq de conceitos da teoria de reescrita, por

exemplo, fecho de relacoes e confluéncia local, e formalizagoes de alguns resultados, por
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exemplo, o Lema de Newman e o Lema de Yokouchi. Por outro lado, sem formalizar o
teorema dos pares criticos de Knuth-Bendix, em [63] analisam-se os pares criticos do Cal-
culo de Substituigoes Explicitas A,y e aplica-se axiomaticamente o teorema para verificar

que esse calculo é localmente confluente.

Diferentemente dos trabalhos anteriores, as teorias ars e trs pretendem ser mais
gerais no sentido de incluir os elementos necessarios para formalizacao de resultados da

Teoria da Reescrita, sem se fixar num sistema de reescrita ou calculo em particular.

Em [61], Ruiz-Reina et al apresentam uma formalizacao em ACL2, usando 1gica
de primeira-ordem, de conceitos e resultados sobre ARS e TRS. Sendo assim, dentre os
trabalhos citados acima e que conhecemos, o trabalho [61] é 0 que mais se aproxima do
desenvolvimento apresentado aqui no sentido de ser uma formalizacao geral da Teoria
de Reescrita de Termos. Porém, ha diferencas entre nossa abordagem e este trabalho,
por exemplo, entre as logicas usadas: a formalizagao em ACL2 usa a logica de primeira-
ordem, ao contrario de ars e trs que foram desenvolvidas, aproveitando a linguagem de
ordem superior do sistema PVS, em uma légica de segunda-ordem. Dessa forma, nossa
formalizacao utiliza quantificagoes de objetos relacionais como as préprias relacoes de
reescrita, o que possibilita, além de elegancia, um nivel de abstracao que nos permite
expressar propriedades das relacoes de forma quase geométrica, como desejavel em Teoria

de Reescrita, em particular, em ARS.

Uma das caracteristicas do desenvolvimento apresentado neste trabalho é o uso de
varidveis com nomes em vez de indices de de Bruiyn. Alguns dos trabalhos citados acima,
por exemplo [64] e [35], usam indices de de Bruijn em suas formalizagoes para evitar forma-
lizar renomeamento de varidveis o qual previne capturas indesejaveis durante a aplicacao
de substituigoes. Ao contrario de [46], [18] e [61] que apresentam suas formalizagoes

baseadas em varidveis com nomes.

Apesar da notacao de de Bruijn ser muito elegante e conveniente para a formalizacao do
Calculo Lambda, o seu uso se torna incoveniente para representar sistemas de reescrita em
geral, ao contrario da formalizacao usando variaveis com nomes que permite representar

elementos matematicos de uma forma natural, por exemplo, o uso de fungoes, isto é, sao
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apresentadas de uma forma muito proxima daquelas apresentadas nos livros texto.

1.4 Organizacao

No decorrer de todo este texto quando usamos a palavra teoria em italico estamos nos
referindo a teoria desenvolvida no assistente de prova PVS, e quando usamos a palavra
formalizagcao estamos nos referindo a prova mecanica desenvolvida no assistente de prova

PVS.

Nos Capitulos 2 e 3 apresentamos, respectivamente, visoes gerais sobre a Teoria da
Prova e a semantica do PVS. J4 nos Capitulos 4 e 5 apresentamos as teorias ars e
trs, respectivamente. Nestes capitulos, detalhes das provas em PVS, algumas defini¢oes
e teoremas sao omitidos; porém, os desenvolvimentos completos das teorias ars e trs
estao disponiveis em www.mat.unb.br/~ayala/publications.html. Em seguida, apre-
sentamos a conclusao e trabalhos futuros. Nos Apéndices A, B e C, apresentamos alguns
detalhes sobre a linguagem de especificacao, sobre o assistente de prova, e sobre comandos

(estratégias) de prova do PVS, respectivamente.



Capitulo 2

Elementos Basicos da Teoria da Prova

Em meados do século XIX e inicio do século XX, com o desenvolvimento dos Métodos Al-
gébricos e da Teoria dos Conjuntos assim como com o descobrimento de diversos paradoxos
envolvendo conceitos conjuntistas, a fundamentagao da matemaéatica passou a ser o foco
central de trés escolas denominadas: Logicismo, Intuicionismo e Formalismo. A escola de
Formalismo, liderada por David Hilbert, pretendia provar a consisténcia de axiomatiza-
¢oes da matematica através de métodos considerados recursivos, finitistas e computacio-
nais [41]. Originalmente concebido por Hilbert em torno do conceito de decidibilidade, o
estudo das propriedades estruturais de provas formais constitui o cerne da pesquisa relaci-
onada a Teoria da Prova Estrutural, ou simplesmente Teoria da Prova [68], a qual pode ser
descrita como o estudo da estrutura geral das provas matemaéticas, e de argumentos com
for¢a demonstrativa como encontrada em légica. A caracterizacao da nogao de prova nor-
mal, os teoremas de existéncia, unicidade e consisténcia de tais provas, o estabelecimento
de limites para o tamanho da prova de uma dada férmula sao, dentre outros, resultados
alcancados nesta area. O desenvolvimento de provadores (semi)autométicos de teoremas

e da programagao em légica e funcional tem sido impulsionado por tais resultados [24].

Em 1958, H. B. Curry observou que existia uma correspondéncia sintatica entre o
sistema de deducao de Hilbert e a légica combinatorial [16]. A partir dai, em 1969 [33],
W. A. Howard mostrou explicitamente uma correspondéncia sintatica entre os programas
do cdlculo lambda tipado simples [29] e as provas da dedug¢do natural. Esta correspondéncia
é conhecida na literatura como o Isomorfismo de Curry-Howard [67], em outras palavras,

este isomorfismo estabelece, de maneira geral, uma correspondéncia entre a nocao de

12
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prova e a nocao de computacao. Vale ressaltar que observacao similar pode ser feita com
relagdo ao cdlculo de sequentes. Dessa forma, a Teoria dos Tipos [24] vem de encontro
com o proposito geral da Teoria da prova que é o estudo das estruturas, a comparacao, a

identificacao e a distingao das provas.

2.1 Sistemas de Gentzen

O Programa de Hilbert propoe que a consisténcia de sistemas mais complexos, como anélise
real, poderiam ser provados em termos de sistemas mais simples. Assim, a consisténcia de
toda a matematica seria reduzida a aritmética basica. No entanto, o Teorema da Incom-
pletude® de Godel [17] vem devastar esta idéia mostrando que a aritmética bésica nao pode
ser usada para provar sua propria consisténcia, e consequentemente nao pode ser usada
para provar a consisténcia de nada mais forte. Neste momento, sem divida nenhuma,
reina uma insatisfacao com relagao aos sistemas de demonstracao formal existentes, cria-
dos nao sé por Hilbert, mas também por Frege e Russell. Talvez essa insatisfacao levou
a publicacdo, em 1934/5, de dois artigos que até hoje servem como base para o ensino de
légica elementar. Estes dois trabalhos foram publicados por dois autores que, aparente-
mente, nunca tinham se encontrado antes, e discursavam sobre um novo procedimento em

l6gica chamado deducao natural. Estes autores eram S. Jaskowski [37] e G. Gentzen [23].

Juntamente com a dedugao natural, Gentzen propos um sistema dedutivo extrema-
mente rico usado nao somente para construir provas mas tambem para estudar as me-
tapropriedades dos sistemas logicos sob a perspectiva da Teoria da Prova, a saber: O
Cdlculo de Sequentes [23]. Devido a certas assimetrias inerentes as regras da dedugao
natural, Gentzen propods o cdlculo de sequentes com o intuito principal de demonstrar o
Hauptsatz, também chamado de Teorema da Eliminagao do Corte, para a légica classica
de forma mais conveniente. Este teorema nos diz que toda prova pode ser transformada

em uma prova normal, canonica, padrao.

'Em 1931, o matemético Kurt Godel provou o chamado Teorema da Incompletude sobre a natureza
da matematica. O teorema afirma que, dentro de qualquer eixo formal de axiomas, como a matematica
atual, sempre persistem questoes que nao podem ser provadas e nem refutadas



14

Os sistemas de calculo de sequentes e dedugao natural possuem algumas vantagens
em relagao a apresentacao axiomatica tradicional. No sistema axiomatico, existem muitas
possibilidades de escolha de axiomas para definir um dado simbolo 16gico e, além disso,
a definicao de um simbolo légico é frequentemente apresentada por um axioma onde
outros simbolos 16gicos aparecem. O sistema de Hilbert [41], por exemplo, apresenta
axiomas para definir o papel dedutivo de cada simbolo 16gico no qual a implicagao é sempre
utilizada. Gentzen foi capaz de apresentar o papel dedutivo de uma forma individualizada
descartando o papel da implicacao dos outros simbolos 16gicos. Neste sentido, tanto no
sistema de deducao natural quanto no de calculo de sequentes, as inferéncias sao quebradas

em passos atomicos, ou seja, cada regra de inferéncia trata de apenas um simbolo légico.

2.1.1 Deducao Natural

Uma maneira intuitiva de apresentar as demonstracoes em deducao natural é através de
drvores de derivagao (drvores de dedugao). De outro modo, o sistema de dedugao natural
apresenta regras que unem arvores (finitas) que sao geradas a partir de um conjunto finito
de premissas e hipdteses até derivar uma certa conclusao, ou seja, cada passo (ou cada
derivagao) realizada na arvore deve ser baseada em uma das regras do sistema, e é ai
que reside a principal caracteristica do sistema de Deducao Natural, ou seja, para cada
conectivo légico (V, A\, —, L, T) existem regras de introdu¢do (exeto para L) e regras de

eliminagdo (exeto para T) [67] as quais sao apresentadas na Figura 2.1.1.
Definigao 2.1.1:
1. Um juizo em dedugao natural é um par, denotado por I' - ¢ (1é se: T' prova ¢ ou

de I' deduz-se ¢), consistindo de um conjunto finito de férmulas I' e uma férmula

. Para fim de simplificagdo escrevemos, respectivamente:

¢17w2 l_QO {¢17¢2} l_QO
AR @ em vez de FTUAF
Fo 0D

2. Uma prova formal de I' - ¢ é uma arvore finita de juizos satisfazendo as seguintes

condicoes:
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Axioma:

T or o (Ax)

Verdadeiro (T) e Falso (L):

o (T) I, 4B

Negacao:

T O T on

Conjuncao:

W(/\U Fll:f/;w(/\E) r;mw(w)
Disjuncao:

Frovs V) Frove () SRR e
Implicacao:

PFI_,Q:;:Q/J@Z)(_)[) FI—QDFI_@/)@Z)I‘I—@(_)E)

Figura 2.1.1: Regras da Deducao Natural (Classico)
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(a) A raiz da arvore é a conclusdo, ou seja, I' - ¢;
(b) Todas as folhas da arvore sdo axiomas, ou seja, juizos da forma I', o I ¢;

(¢) Todo né pai é obtido de nés filhos usando uma das regras apresentadas na

Figura 2.1.1. Na verdade, os filhos sao as derivacoes que geram a conclusao.

Se tal prova existe, dizemos que o juizo I' = ¢ é provdvel ou derivdvel.

O sistema de prova consiste de um esquema de axiomas e regras. Para cada conectivo
légico (exceto para L e T) temos uma ou duas regras de introducao, e uma ou duas regras
de eliminacao. Uma regra de introducao para um conectivo ¢ nos diz como uma conclusao
da forma ¢ { ¥ pode ser derivada, em outras palavras, as regras de introducao introduzem
conectivos l6gicos nas derivagoes, e elas sao melhor utilizadas quando estamos construindo
uma derivacdo a partir da conclusdo e em diregao as hipdteses (“de baixo para cima”).
Agora uma regra de eliminacao descreve o caminho para o qual ¢ { ¥ pode ser usada para
derivar outras formulas; de outra forma, as regras de eliminagao mostram como retirar os
conectivos para podermos gerar derivagoes, e elas sao melhor utilizadas quando estamos
construindo uma derivacao a partir das hipdteses e em dire¢ao a conclusao (“de cima para

baixo”).

Em particular, a premissa I', ¢ I ¢ da regra (— I) pode ser entendida como a habi-
lidade de inferir v de I' se uma prova de ¢ é fornecida. Isto é o suficiente para derivar
a implicacdo (—). A regra de eliminacdo (— FE) possui a mesma idéia: se temos uma
prova de ¢ — 9 entao podemos transformar uma prova de ¢ em uma prova de 1. Neste
sentido, a regra (— F) pode ser vista como a inversa da regra (— I). Uma obsevagao
similar pode ser lancada sobre os outros conectivos. A regra 1L FE, chamada de ex falso, é
uma excegao, pois nao existe uma regra de introducao correspondente, assim como, nao

existe uma regra de eliminacao correspondente a regra T /.

Exemplo 2.1.1: Vejamos alguns exemplos de prova (dedugao). Abaixo as férmulas ¢, 9

e 0 podem ser arbitrarias.

(i) §
pre o
FQOHQO( I)
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pEe
oo (i)l)
e = (¥ =)

(iii) Neste exemplo, usamos I' para abreviar o conjunto {¢ — (¢ — 0), ¢ — 1, p}.

Fr'Fep—(W—0) Tk 'Cp—vY Tho
'y —06 ( FFQ/}(HE)

r-46
(— 1)
— —0),p—=YFp—40
p— W —0),p—Yko (1)

o= (Y —=0)F(p—=1Y) = (p—0) (D)
Flp—= @ —10) = (=)= (p—10)

— E) (— E)

2.1.2 Calculo de Sequentes

O Céculo de Sequentes, que iremos apresentar abaixo, difere um pouco da Deducao Natu-
ral, e estes dois sistemas servem para diferentes propésitos. De fato, na Deducao Natural
vemos em destaque as propriedades fundamentais dos conectivos através de suas regras
de introducao e de eliminagao para cada conectivo. Ja o calculo de sequentes é, por as-
sim dizer, mais pratico; em outras palavras, mais eficiente com relacao a construcao de
prova. As regras do cédlculo de sequentes, as quais sao lidas de baixo para cima, definem
métodos para repassar uma féormula complexa por uma outra mais simples; ou seja, re-
duz o questionamento inicial a verificacao de axiomas. Em vez de regras de introducao
e eliminagao, existem somente regras de introducao. Estas regras de introducao podem
introduzir conectivos tanto na parte de conclusao quanto na parte de suposi¢oes de um
juizo, estas ultimas substituem as regras de eliminacao da Dedugao Natural. Quando
as regras introduzem conectivos na conclusao, estas se comportam exatamente igual as

regras de introdugao da Deducao Natural.

O calculo de sequentes alcancou um certo destaque nao sé nas aplicacoes tedricas como
também nas aplicagoes praticas, como por exemplo, no desenvolvimento de provadores
(semi)automaticos de teoremas para os quais o calculo de sequentes serve de base, tal

como o assistente de prova Prototype Verification System (PVS) [51].

Existem muitas variagoes com respeito a definicao de Calculo de Sequentes, no entanto,



18

Axioma e Regra do Corte:

Rwa<Aw

Regras para L e T:

r1ra (LD

Regras Estruturais:

I'-A
Lok A (LW)

Lo, 1" A
Lo, 0, I"EA

(LX)

o, oA

oA (LC)

Regras Logicas:

M()
oAy EA

NLeFA TookEA
LevyEA

(LV)

T, A T,9FY
To >0k A,Y

(L

YA
DoAY A

—)

(LA)

', A T,pFX
'-AXY

(Corte)

ke, A TEHY A
LAY, A

(BA)

Ty A (RV) T, A
'eVvy, A
LpbFy, A

TFo oA L)

eV, A

(RV)

Figura 2.1.2: Regras do Célculo de Sequentes (Classico)
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usaremos aqui aquela tal como estudada em [67].

Definigcao 2.1.2:

1. Um sequente é um par (I'; A), denotado por I' - A, onde I" e A sdo sequéncias

finitas de férmulas.

2. Uma derivagao de I' = A é uma arvore de sequentes, onde

(a) araiz é ' - A;
(b) os pais e filhos casam, respectivamente, com os sequentes abaixo e acima da

linha das regras apresentadas na Figura 2.1.2;

(c) todas as folhas da arvore devem ser axiomas.

O significado intuitivo de I' = A é o seguinte: a conjuncao de todas as férmulas

em [ implica a disjuncao de todas as formulas em A, ou seja, se I' = 1,09, -+, 0, €

A= wlvd)% T 777Z)m entaoa

PLAP2a A ANpn = YV Ve Vi,

Na Figura 2.1.2 (LW), (RW), (LX), (RX), (LC) e (RC) significam, respectivamente,
as regras de enfraquecimento, permutagao e contracao a esquerda (L) e a direita (R). Se
considerarmos o lado direito da regra (R —) como sendo um conjunto unitario e o lado
esquerdo como sendo um conjunto arbitario é facil ver que esta regra ¢é idéntica a regra
de introdugao na Deducao Natural. Observacao analoga pode ser lancada sobre os outros
conectivos. No entanto, note que a regra (L —) nao pode ser comparada com a regra de

eliminagao na Deducao Natural. Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 2.1.2: 1. A seguir apresentamos uma derivacao para

Fp—q) —(q@—r)—(p—7)
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rer
np—qbr <LW)>

pEp qbkq p—qrbkr
—F(LH) T LW)
pP—=atg s PoanpEr L
e —— (LX) PO )
p—q,phq p—qprkr L—)
p—>q,p,q—>rFT(LX)
p—qq—npkr (R —)
p—qq—rtEp—r (R —)
b=gFfla=r=®=r) o,
I—(pﬁq)—>(q—>r)—>(p—>r)

2
»

A~~~

2. Damos a seguir um prova para a Lei de Pierce:
pEp (RWV)
pEa.p (R —)
Fp—qp pr(L_>)
(p—q) —ptpp

(RC)
(P—q)—ptp
(R —)
F((p—q) —p)—p

2.2 Sistemas de Tipos

Inventada por Bertrand Russel [62] em 1908, a Teoria dos Tipos é uma linguagem para
fomalizacao matematica, e veio, em parte, para responder ao paradoro de Russell: Seja
U o conjunto de todos os conjuntos que nao contém a si préoprios como membros, ou seja,
U={A] A¢& A}. O que podemos dizer sobre U, isto é, U contém a si mesmo? Se
sim, pela prépria definicdo de U, U nao é membro de U. Se nao (U nao é membro de
si mesmo), entao obrigatoriamente U deve ser membro de U, por definigdo de U. Dessa

forma, qualquer que seja a resposta, sim ou ndo, obtemos uma contradigao.

Assim, Russel esquivou-se deste paradoxo criando uma hierarquia infinita, chamada de
Teoria dos Tipos, de tal modo que um conjunto nao pode ser membro de si mesmo, nem
de qualquer conjunto de tipo inferior. Um tipo (o) é simplesmente interpretado como um
conjunto, e tipos funcionais (o0 — T) sdo interpretadas como um conjunto de fungoes entre
conjuntos (de o para 7), ou seja, como uma rela¢ao funcional, um conjunto de pares de
elementos. No entanto, nao se deve pensar que tipos sao conjuntos, pois os tipos nos dao

uma informacao sintdtica enquanto que conjuntos nos dao uma informacao semantica.
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Em 1940, Alonzo Church [11] apresentou uma nova formulacao da Teoria dos Tipos,
conhecida como Teoria de Tipos a la Church, que de certa forma é mais simples e mais
geral do que aquela apresentada por Russel. Esta nova formulagao é baseada sobre funcoes
em vez de relacoes e possui um importante mecanismo para construir e aplicar fungoes.
Vale ressaltar, que nas ultimas décadas a Teoria dos Tipos tem sido uma escolha de
consenso geral para o desenvolvimento de provadores (semi)autométicos de teoremas, por
exemplo, HOL [36], Isabelle [49] e PVS [51] sao sistemas baseados na Teoria de Tipos a
la Church.

2.2.1 Calculo Lambda : Visao Geral

Em 1930s, Church inventou o Cdlculo Lambda (A-cdlculo) como parte de um sistema para
l6gicas de ordem superior e teoria das fungoes, com o intuito de capturar os aspectos mais
bésicos da maneira pela qual funcoes podem ser combinadas para formar outras funcgoes.
Em outras palavras, o A-cdlculo modela e estuda o comportamento aplicativo das fungoes

e por isso tem como operacao basica a aplicagao.

Uma funcao no A-célculo é representada na forma Az.M, onde x é o parametro da
funcao e M constitui o corpo da funcao. No A-calculo a expressao Ax.M pertence a um

conjunto de elementos chamados de A-termos e que definimos a seguir:
Definigao 2.2.1: Seja T um conjunto enumerével infinito de simbolos, os quais chama-
mos de A-varidvers, ou simplesmente, varidveis. Um A-termo é um dentre os seguintes:
(i) cada wvaridvel é um A-termo, chamado de termo atémico;
(ii) se M e N sao A-termos, entao (M N) é um A-termo, chamado de uma aplicagao;
(iii) se M é A-termo e x é uma variavel, entdo Az.M é um A-termo, chamado de uma

abstracao ou uma A-abstragao.

Em uma abstracao Ax.M, a varidvel x, que representa o argumento da fungao, pode
ou nao ocorrer em M. No caso positivo, qualquer ocorréncia de x em M ¢ dita ser ligada,

enquanto que qualquer outra variavel é dita ser livre, a menos que esta outra variavel seja
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ligada por uma outra abstracao. Por exemplo, a variavel y em Ax\y.zy é ligada, enquanto
que em Az.ry a mesma variavel é livre. Se um A-termo nao possui varidveis livres, entao
dizemos que este é fechado. J4 em uma aplicagdo (M N) nao ha qualquer restri¢ao sobre

o operador M e o argumento N.

Denotamos os A-termos por letras maitsculas do nosso alfabeto, por exemplo, L,
M, N, P, @), ... com ou sem indices, e nos referimos aos A-termos simplesmente como
termos. Também, por conveniéncia, repetidos \'s e parénteses serao omitidos, e adotamos

a associacao a esquerda para recuperar os parenteses. Por exemplo,

Azyz. M = (Ax.(A\y.(Az.M))) MNPQ = ((MN)P)Q)

Dentre as regras de simplificacao do A-calculo apresentamos as seguintes:

a-conversao: permite renomear variaveis ligadas. Por exemplo, Ax.z pode ser a-convertido
para A\y.y.
AT — o AY.Y

Note que a a-conversao nos permite considerar idénticos os A-termos que sé direfem
nos nomes das variaveis ligadas, ou seja, podemos substituir uma variavel x em M
por qualquer outro termo N mudando, se necessario, os nomes de algumas variaveis

ligadas em M.

f-redugao: permite que aplicagdes sejam reduzidas. Por exemplo, (Az.M)N pode ser (-
reduzido para M[z/N] no qual todas as ocorréncias da variavel = foram substituidas
por N. Porém, se houver conflito de nomes de variaveis, como em (Az.\y.zy)y, deve-

se primeiro aplicar a a-conversao.
(Ax.M)N —3 M|z/N]

Um termo M esta em [(-forma normal, ou simplesmente em forma normal, se, e

somente se, nao existe um termo N tal que M —z N.
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Exemplos 2.2.1:

1. A funcao identidade é dada por:

AL.X

De fato,
(Az.x)M —5 M

2. Expressamos os nimeros naturais no A-calculo como os numerais de Church:
n
cn = Ayx.y"(z)

onde y"(x) é uma abreviacao para y(y(---(yx)---)) com n ocorréncias de y.

Em geral, para um numero natural n, escrevemos n em vez de ¢,. Por exemplo,

0= \yz.x 1= \yz.yx 2 = \yz.y(yz)

3. Funcoes basicas:

Funcgao Zero: Z = \m.0

Funcgao Sucessor: S = \nyz.y(nyz)

Funcgao Soma: A, = dmnyx.my(nyx)
Fungao Multiplicagao: A, = Amnyx.m(ny)z
Funcao Exponencial: A.,, = Amnyz.mnyz
Fungao Projegao: I1¥ = Mmy - - -my - - - myp.m;

4. Uma funcao parcial f : N™ — N é \-definivel se, e somente se, existe um A-termo

F tal que as seguintes se verificam:

(a) Se f(ni,ng,---,nk) = m entdo Fcu,cpy - Cn, =p Cm. Onde =3 é a menor

relacao de equivaléncia contendo — g.

(b) Se f(ny,ng,---,n,) = m é indefinida entdo Fc,,cp, - - - ¢, nao possui forma

k

normal.
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5. Considere o termo (Az.zz)(Az.zx). Observe que:
(Az.xz)Arv.xx) —p (Ar.ax)(Av.ax) —g - -,

ou seja, o (Az.zx)(Azr.zx) ndo possui uma forma normal, ou melhor, o A-célculo nao
é terminante. Por outro lado, podemos encarar a forma normal como o resultado
final da computacao, de outra forma, se uma reducao termina, entao o resultado é
tinico, como mostra o seguinte resultado?: Como usual, a relacao — representa o

fecho reflexivo transitivo de — .

Teorema 2.2.2 [Teorema Church-Rosser|: Se M —j N, e M —73 N, , entdo existe

um termo L tal que NV, —% LeN, —>E L.

Corolario 2.2.3: Se M possui uma forma normal, entao essa forma normal é tnica.

Apesar do A-célculo nao ter tido o mesmo impacto das Mdquinas de Turing® [32] e
das enormes diferencas de notacao e enfoque, provou-se que ha uma equivaléncia entre a
abordagem de Turing e a de Church, ou seja, entre as maquinas de Turing e o A-célculo.
Esta equivaléncia dos formalismos deu origem & chamada Tese de Church-Turing*, que
afirma: “tudo que é computavel”, é “computavel” a partir desses dois mecanismos, e qual-
quer outro tipo de “computabilidade” que possa ser inventada ou serd menos expressiva
ou equivalente a computabilidade deles. Em outras palavras, A-calculo é um formalismo
universal no sentido de que toda funcao computavel pode ser expressa usando este forma-
lismo. Essa expressividade do A-calculo é constatada através do seguinte teorema, cuja

demonstragao pode ser encontrada em [67].

Teorema 2.2.4: Todas as fungoes recursivas sao A-definiveis.

O sistema de A-cdlculo, apresentado acima, é hoje chamado de cdlculo lambda livre de

tipos (sem tipos) para distingui-lo de outras versdes do A-calculo com tipos. Nas versoes

2Provas desses resultados podem ser encontradas em [29)].

3Muito tempo antes de existirem os modernos computadores digitais de hoje, Alan Turing (1936)
inventou uma classe de méquinas, hoje chamadas de méquinas de Turing e através delas definiu a nocao
de funcao computacional. Uma maquina de Turing nada mais é de que um modelo abstrato de um
computador, o qual restringe-se a apenas aos aspectos 16gicos do seu funcionamento (memédria, estados e
transigoes).

4A Tese de Church-Turing nio pode ser provada formalmente por que a nocao de funcdo computavel
(em um sentido intuitivo) néo é definida formalmente.
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tipadas do A-calculo tipos sao designados para os A-termos. Dessa forma, um A-termo
M pode ser aplicado a um A-termo N de tipo ¢ se, e somente se, M possui tipo 0 — 7
para algum tipo 7. Assim, podemos ver um tipo ¢ como uma proposicao e o A-termo M
associado a este tipo como sendo uma prova para esta proposicao, e denotamos esta idéia

por M : .

Entre as varias versoes tipadas do A-cdlculo destacamos apenas duas, que de certa
forma é como se dividem basicamente todas as outras, a saber: Os sistemas tipados a
la Church [11] e os sistemas tipados @ la Curry [15]. A principal diferenca entre estes
dois sistemas é que no A-calculo tipado a la Church o tipo de cada variavel é fixado, e no
A-célculo tipado a la Curry nao é. Por exemplo, no A-calculo tipado a la Church o termo
Az : o.x é a funcao identidade sobre o tipo o, e ele possui tipo 0 — ¢, mas ndo 7 — 7 se o
tipo 7 for diferente do tipo o. Ja no A-calculo tipado & la Curry, o termo Ax.x representa
uma fungao identidade geral com tipo p — p para “todo” tipo p. Porém, tanto a tipagem
a la Church quanto a tipagem a la Curry dependem de um conjunto T de tipos, o qual

definimos a seguir [29].

Definicao 2.2.5: Suponhamos que seja dado um conjunto infinito enumeravel de varidveis-

tipo, distintos das A-variaveis. O conjunto de tipos T é definido indutivamente como segue:

(i) toda variavel-tipo o é um tipo, ou seja, o € T;

(ii) se 0,7 € T entdao (0 — 7) é um tipo, ou seja, (¢ — 7) € T (tipo funcional).

Por simplicidade o excesso de parénteses é omitido dos tipos e usamos a associa¢ao a

direita para recupera-los. Por exemplo,
o—=T1—=p=(0—= (1))

Também por conveniéncia usaremos uma sintaxe abstrata para formar T:

T=V|T—T

onde V ¢é o conjunto de variaveis-tipo.
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2.2.2 )-calculo tipado a la Curry

A designacao de tipos a la Curry depende de dois parametros, o conjunto de tipos T e

um conjunto de regras de designacao de tipos.

Definicao 2.2.6:

1. Uma designagao de tipo é qualquer expressao da forma M : o (16-se: M possui tipo

o) onde M é um A-termo, chamado sujeito, e o é um tipo, chamado predicado.

2. Um contexto I' é qualquer conjunto finito, possivelmente vazio, de designagoes de
tipos, I' = {1 : 01,29 : 09, ,x, : 0,}, onde os sujeitos sdo varidveis, e que seja
consistente, ou seja, que nenhuma variavel seja sujeito de mais de uma designacao

de tipo.

3. Uma designacao M : o é derivavel do contexto I', denotado por I' = M : o, se

I' = M : o pode ser construido a partir das regras apresentadas a seguir:

(Az)

NNr:obx:0o

Ne:oFM: 7 (= 1)
'\ M):0—T

'FM:(c—7) 'FN:o
'F(MN):7

(— E)

4. Seja o contexto I' = {7 : 01, , 2, : 0,}. Definimos ||T'||, chamado na literatura

de imagem, como:
IT|={c€T | (x:0) €I, para algum x}

Exemplos 2.2.2: Sejam o, 7, p tipos arbitrarios. Entao:

1. F (Azy.x) : 0 — 7 — 0. De fato,

r:oy:THx:0o
r:okF (Ayx):T—o0

(= 1)

F(A\ryxz):o—T17—0
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2. F(Mx):0—0

r:okz:o
F(Axx):0—0 (= 1)

r:oy:obx:o

(= 1)

y:oF(Arx):0—o0

y:okF (Arx)y:o

2.2.3 J\-calculo tipado a la Church

Como ja comentamos antes, a idéia de tipagem do A-calculo a la Church é diferente da
tipagem a la Curry, pois, na tipagem a la Church uma completa informacao sobre os tipos
estao contidas nos termos, ou seja, os tipos das varidveis e termos sao “fixos”, enquanto

que na tipagem a Curry os termos sao A-termos do A-calculo sem tipos.

Sendo T um conjunto de tipos, definimos os chamados Pseudotermos, denotado por

A, como segue:

A'H‘ =V | ATA'H‘ | AV TA'H‘

onde V' é o conjunto de A-variaveis.

Definicao 2.2.7:

1. Uma designacao de tipo é qualquer expressao da forma M : 0 com M € Areo € T.

2. Um contexto I' é qualquer conjunto finito, possivelmente vazio, de designagoes de
tipos, I' = {1 : 01,29 : 09, ,x, : 0,}, onde os sujeitos sdo varidveis, e que seja
consistente, ou seja, que nenhuma variavel seja sujeito de mais de uma designacao

de tipo.

3. Uma designacao M : o é derivavel do contexto I', denotado por I' = M : o, se

I' = M : o pode ser construido usando as regras apresentadas abaixo:
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(Az)

MNe:okbx:0o

'e:0FM:71
'FAx:0oM):0—71

(= 1)

'M:(c—-71) TEN:o
TF (MN):1 = B)

Damos a seguir alguns exemplos tipicos de designagao de tipos a la Church. Por

conveniéncia e uma boa visualizacao, as vezes usamos x° em vez de x : 0.

Exemplos 2.2.3: Seja 0,7 € T. Entao:

1.
r:okao
}—)\I‘O.ZEZO'—>O'<—>[>
2. -
xioy:THYy:T
y:TI—)\x".y:a—>T(_)I)
3.
r:oy:obx:o (1)
y:oFXx:0—o0 y:oby:o

y:ok (A?x)y:o (= &)

2.2.4 Tipos a la Church versus a la Curry

Apesar das diferencas ja mencionadas entre as tipagens a la Church e a la Curry, existe
uma conexao entre eles, ou seja, existe uma correspondéncia que nos permite mudar de
um para outro. Esta correspondéncia, chamada de apagar, nos permite mudar da tipagem
a la Church para a tipagem a la Curry simplesmente apagando todas as informagoes de

tipos, vejamos:
Definigao 2.2.8: A aplicagao apagar | - | é definida da seguinte forma:

x| = ;
|[MN| = [M][N];
[Ax7 M| = A\z.|M]|.
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Por exemplo, [ Ax77 7P \y7 T A% x2(yz)| = Av Ay Az.xz(yz).

Lema 2.2.9: Sejam M, N € Ar.

(i) Se M —7% N, entao |M| —7% [N|;

(ii) Se I' = M : o a la Church, entao I' - |M| : o a la Curry.
Demonstragao: (i) segue por indugao em M, e (ii) segue por indugao na derivagao de
'-M:o. [

O lema acima nos diz como passar do sistema a la Church para o sistema a la Curry,

e o lema abaixo nos diz como fazer o oposto.

Lema 2.2.10: Sejam M, N A-termos (livre de tipos).

(i) Se M —3 N e M = |M'|, entao M" —7% N’ para algum N" € Ay tal que N = |N'[;
(ii) Se I' M : o a la Curry, entao existe M’ € Ay com |[M'| =M eT'F M :0 ala
Church.
Demonstragao: Indugao nas derivagoes de M —3 N e I' = M : o respectivamente. =

Os lemas acima nos permitem transladar varias propriedades da tipagem a la Church
para os analogos na tipagem a la Curry, e vice-versa. Por exemplo, em ambos os sistemas

as seguintes propriedades, dentre outras, sao vélidas:

Lema da Geracao:

(a) TFz:0=x:0€l.
(b) ' = MN : o implica que existe um 7 tal que ' M : 7 w0 el'F N : 7.

(¢) T'F Az.M : o implica que existem T e ptal que Lz : 7 M :peo=71— p.

Lema de Redugao do Sujeito: SeI'- M :0e M —j N, entao I' - N : 0.
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Propriedade de Church-Rosser: Suponha que I' - M : 0.

Se M —>E NieM —>E N, entao existe um termo L tal que N; —>E L, N, —% L
e I'HL:o.

Normalizagao: Se I' - M : ¢ entao M possui uma forma normal.

Em termos de propriedades, a tipagem a la Church difere da tipagem a la Curry

somente no fato de que na tipagem a la Church o tipo de um termo € nico, ou seja,

Lema 2.2.11: SeI'FM :0cel' M : 7, entao o = 7.

Demonstragao: Inducao na estrutura do termo M. [

Por exemplo, na tipagem & la Church Az \y("~?)~% y(\z7.2) possui somente o tipo
o0 — ((r = 0) — 0) — 0. Enquanto que na tipagem a la Curry A\z.\y.y(Az.z) pode
ter como designagao os tipos 0 — ((tr — o) — o) — 0,0 — (1 — o) — p) — p,

(7o) = (T—0—0)=p) = p e,

Finalizamos este capitulo apresentando o Teorema do Isomorfismo de Curry-Howard.
Como observado por Morten em [67], este isomorfismo estabelece uma conexao entre Teo-
ria da Prova e Teoria dos Tipos; por exemplo, a [dgica intuicionista minimal corresponde
ao A-calculo tipado, a [0gica de primeira ordem corresponde aos tipos dependentes, a logica
de sequnda ordem corresponde aos tipos polimorficos, o calculo de sequentes é relacionado

com a substituicao tmplicita, e assim por diante.

Teorema do Isomorfismo de Curry-Howard:

(i) SeI' = M : p entao ||| F ¢

(ii) Se ¥ F ¢ entao existe um termo tipado M tal que I' = M : ¢, onde
P={(ze:9) [ peX}

Demonstragao: (i) por inducdo na derivagdo de I' = M : ¢, e (i7) por indugdo na

derivagao de ¥ F ¢. Para mais detalhes ver [67]. "



Capitulo 3

O PVS e sua Semantica: Uma Visao Geral

Desenvolvido pela SRI International, o PVS! (Prototype Verification System [14]) ¢ um
provador interativo de teoremas que combina uma expressiva Linguagem de FEspecifica-
¢ao (ver Apeéndice A) com um Assistente de Prova Interativo (ver Apéndice B), e vem
sendo muito utilizado para especificar e verificar propriedades de hardware [65], proto-
colos [28,31], propriedades de sistemas tempo-real [30,65] e sistemas criticos, como por
exemplo, deteccao e resolucao de conflitos no tréfego aéreo [22]. De certa forma, o PVS foi
construido para agregar uma combinacao de técnicas ja desenvolvidas para outros sistemas
e mostradas serem extremamente tteis. Por exemplo, os sistemas Nuprl [12] e Veritas [26]
inspiraram a construgao dos subtipos e dos tipos dependentes; as técnicas do assistente
de prova foram baseadas no LCF [25] e no Boyer-Moore [9]; enquanto que as estratégias,
0 que permite ao usuario um certo nivel de automagao nas provas, sao equivalentes as

tacticals em HOL.

Como vimos no Capitulo 2, ja é um fato que os tipos exercem um papel importante
na teoria da computacao e é melhor exemplificado pelo seu uso em varias linguagens
de programagao tal como Algol, Ada, e ML, e é também pesadamente enfatizado no
PVS. O PVS consiste, dentre outras caracteristicas, de um sistema de tipos baseado na
Teoria de Tipos Simples de Church (Ver Secao 2.2.3), porém, estendida com subtipos, tipos
dependentes e data types. Dentre os tipos basicos destacamos bool, nat, rational e real.
Tipos mais complexos podem ser construidos usando construtores de tipos. Alguns destes

contrutores sao usados para construir tipos funcionais, registros e produtos, por exemplo,

!Disponivel em http://pvs.csl.sri.com/.
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um tipo funcional de tipo dominio Ty para o tipo imagem Ty é construido como [T; ->
Tol, e o tipo produto de Ty, Ty é construido como [T;, To]. Por outro lado, os tipos
registro sao da forma [# a;:Ty, ..., a,:T, #] onde os a; sao os nomes das diferentes

componentes do registro e os T; sao expressoes de tipo.

A seguir damos somente uma visao geral da semantica do PVS. Para mais detalhes
e demonstragoes do resultados apresentados aqui veja o texto [51] do préprio PVS que

discorre sobre a sua semantica formal, e que é a base para todo esse capitulo.

3.1 Contextos e Checagem de Tipo em PVS

E sabido que os tipos também servem como um mecanismo poderoso para detectar erros
sintdticos e semanticos. Esta verificacao é feita através da checagem de tipos usando
a operacao typechecking, a qual determina se uma dada expressao esta bem-tipada com
respeito a um dado contexto. Em PVS o typechecking é definido como uma funcao parcial

T que designa um tipo para o termo a com respeito a um contezto I'.

Um contexto I', em PVS, é visto como uma fungao parcial que designa uma espécie
(ou TYPE, ou CONSTANT, ou VARIABLE) para cada simbolo, e um tipo para cada simbolo
de constante e variavel. Em outras palavras, um contexto em PVS é uma sequéncia de
declaracoes, onde cada declaracao é uma declaracao de tipo T:TYPE, ou de constante c:T
onde T é um tipo, ou de varidvel x: VAR T. De maneira mais formal, um contexto, sendo

uma fungao parcial, pode ser aplicado a um simbolo, de acordo com a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.1: Sejam [ um contexto, s e r declaragoes, e r # s. Sendo s uma declara-
¢ao D e I" =T U {s: D} um contexto, ou, como definido na Se¢ao 2.1.1, IV = {I", s : D},

entao:

(a) (I")(s) = D;
(b) (I")(r) = T'(r);

(c) se r nao esta declarado no contexto I', entao I'(r) é dito ser indefinido;
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(d) a espécie do simbolo s em I é dada por kind(I"(s));
(e) se a espécie de s é CONSTANT ou VARIABLE, entdo a designac¢do de tipo para s em IV é

dada por type(I'(s)).

O exemplo a seguir deixa bem claro o uso dos conceitos apresentados na definicao

acima.

Exemplo 3.1.1: A sequéncia de declaracoes a seguir é um contexto, e o chamamos de I'.
bool : TYPE, TRUE:bool, FALSE:bool, x: VAR [[bool,bool] — bool]

Neste contexto temos:

kind(T'(bool)) = TYPE type(I'(bool)) = TYPE
kind(I'(TRUE)) = CONSTANT type(I'(FALSE)) = bool
kind(T'(x)) = VARIABLE type(I'(z)) = [[bool,bool] — bool]

A definicao a seguir, a qual apresenta a operacao typechecking que verifica a boa-
formacao de contextos, tipos e termos, onde os termos (Veja Secao 2.2.1) podem ser cons-
tantes (c, f), variaveis (x), pares ((a,b)), projecoes (p; a), aplicagoes (f a), ou abstragoes

(Mz :T) : a), nos diz que:
(1) Um contexto I' é checado com respeito a um contexto vazio, representado por { },

ou melhor, 7()(I") retorna CONTEXT quando I' é um contexto bem-formado;

(2) Para uma expressao A, 7(I')(A) retorna TYPE quando A é bem-formado com respeito

ao contexto I

(3) O resultado da aplicacao 7(I')(a) sobre um termo bem-formado a é o tipo que é de-

signado para a com relacao ao contexto I', o qual é chamado de tipo canonico.



34

Definigao 3.1.2 [Operagao Typechecking]:

T0{})

7()(I', s : TYPE)
T()(T,c:T)

7()(I'yx : VART)

CONTEXT

CONTEXT, se I'(s) é indefinido

e 7()(I") = CONTEXT

CONTEXT, se I'(c) ¢ indefinido, 7(I")(7") = TYPE
e 7()(T') = CONTEXT

CONTEXT, se I'(x) é indefinido,

7(D)(T) = TYPE e 7()(I") = CONTEXT

TYPE se kind(I'(s)) = TYPE
TYPE se 7(I')(A) = 7(I")(B) = TYPE
TYPE se 7(I")(A;) = TYPE para 1 <17 <2

type(I'(a))

se kind(I'(a)) € {CONSTANT, VARIABLE}
Bser(T)(f)=[A— Bler(l')(a)=A

[T — 7(T,2z : VAR T')(a)] se I'(z) ¢ indefinido
e 7(I")(T) = TYPE

[r(T)(a1), 7(I) (a2)]

T; onde

(M@ = 71, 75)

Na regra para A-abstragao a restricdo de que I'(z) deve ser indefinido pode ser satis-

feita renomeando convenientemente a variavel ligada. Além disso, pela prépria defini¢ao

recursiva das regras para contexto é facil ver que vale o seguinte lema:

Lema 3.1.3: A operacao typechecking quando aplicada a um contexto, preserva a boa-

formacao do contexto em cada chamada recursiva, de modo que se o contexto inicial é

bem-formado, entao assim o é todo contexto intermedidrio.

Exemplo 3.1.2: Seja 2 = {bool : TYPE, TRUE : bool, FALSE : bool} um contexto.

(a) 7()({}) = CONTEXT

(b) 7()(2) = CONTEXT

(¢) 7(Q)([[bool,bool] — bool]) = TYPE

(d) 7(Q)((TRUE, FALSE)) = [bool, bool]

(e) 7(Q)(p2 (TRUE, FALSE)) = bool
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(f) 7(22)(A(x : bool) : TRUE) = [bool — bool]

E facil verificar as afirmacoes acima pela definicao. Mas antes de iniciar a verificacao
observe que, por defini¢do, 7(€2)(bool) = TYPE , 7(§2)(TRUE) = bool e 7(2)(FALSE) =
bool, pois, kind(£2(bool)) = TYPE, kind(Q2(TRUE)) = bool e kind(2(FALSE)) = bool.

Entao,

(a) 7()({}) = CONTEXT;

(b) 7()(2) = CONTEXT. De fato, 7()({}, bool : TYPE) = CONTEXT, uma vez que {}(bool)
¢ indefinido e 7()({}) = CONTEXT;

Sendo o contexto §2; = {{},bool : TYPE}, ou seja, 33 = {bool : TYPE}, vem que
7()(£21, TRUE : bool) = CONTEXT, pois €2 (TRUE) ¢ indefinido, 7(2;)(bool) = TYPE e
7()(€4) = CONTEXT;

Seja o contexto 2y = {bool : TYPE, TRUE : bool}, ou seja, {2 = {{2y, FALSE : bool}.
Assim, temos que 7()(€2) = 7()(€22, FALSE : bool) = CONTEXT, pois $2(FALSE) é
indefinido, 7(€2;)(bool) = TYPE e 7()(£23) = CONTEXT;

(¢) 7(Q)([pbool,bool]) = TYPE, portanto, 7(€2)([[bool, bool] — bool]) = TYPE;
(d) 7(Q)((TRUE, FALSE)) = [7(€)(TRUE), 7(2)(FALSE)] = [bool, bool];
(e) 7(Q)(p2 (TRUE, FALSE)) = bool, pois, 7(£2)((TRUE, FALSE)) = [bool, bool].
(f) Pela defini¢ao temos que:
7(Q)(A(z : bool) : TRUE) = [bool — 7(£2,z : VAR bool)(TRUE)]
se Q(x) é indefinido e 7(2)(bool) = TYPE.
Como TRUE é uma constante vem que
7(€, 2 : VAR bool)(TRUE) = type(2(TRUE) = bool.
Uma vez que Q(x) é indefinido e 7(£2)(bool) = TYPE obtemos que,

7(Q)(A(x : bool) : TRUE) = [bool — bool].
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A préxima proposicao nos diz que quando estendemos um contexto os juizos (Ver

Capitulo 2) de tipo nao sao invalidados.

Proposigao 3.1.4: Se 7()(I') = 7()(I"") = CONTEXT e I" é um prefixo de I", entdo para
todo tipo A, 7(I")(A) = TYPE implica 7(I")(A) = TYPE, e para todo termo a, 7(I')(a) = A
implica 7(I")(a) = A.

Demonstragao: A prova desta proposigao segue diretamente da Definigao 3.1.2 e do
Lema 3.1.3. Como exemplo, daremos um sketch da prova do caso 7(I")(A) = TYPE implica
7(I")(A) = TYPE. Uma vez que 7(I")(A) = TYPE, por defini¢ao, temos que kind(I'(A)) =
TYPE o que nos leva a concluir que I'(A) nao é indefinido, ou seja, A : TYPE esta declarado
no contexto I'. Como I" C I temos que A : TYPE esta declarado no contexto I'". Sendo
[V um contexto bem-formado, pelo Lema 3.1.3, vem que IV — { A} também é um contexto

bem-formado. Portanto, como kind(I'(A)) = TYPE, concluimos que 7(I"")(A) = TYPE. =

Os contextos em PVS ainda sao enriquecidos de modo que podem conter declaragoes
de tipos da forma s : TYPE = T, onde T" é um tipo. Neste caso, se o contexto I' contém
tal declaracdo para s, entdo definimos definition(I'(s)) como sendo 7. Sendo assim,
inevitavelmente devemos aumentar o conjunto de regras da operacao typechecking para
lidar com tal situacao. Isto é feito acrescentando a Definicao 3.1.2 as seguintes regras:

7()(I',s: TYPE=T) = CONTEXT, se I'(s) é indefinido,

7()(I") = CONTEXT
e 7(I')(T) = TYPE

T(M)(s) = o) (type(I'(s)))
se kind(T'(s)) € {CONSTANT, VARTABLE}

onde §(I")(T") é a operagao que retorna a forma expandida de um tipo relativo ao contexto

I', e é definido como segue
Definigao 3.1.5 [Tipo Expandido]:
(I (s) = s, sedefinition(I'(s)) é vazio

(M) (s) = o) (definition(I'(s))), se definition(I'(s)) é nao-vazio
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o)A —B]) = [§(I)(A) — o()(B)]
SN[, Ta]) = [0(I)(Th), 6(T)(T2)]

Note que o operador ¢ é indepotente, e que 7(I")(a), para um certo termo a, sempre

retorna um tipo expandido, ou seja, 6(I')(7(I')(a)) = 7(I')(a).

Exemplo 3.1.3: Considere o conjunto de declaragoes
Q' = {Q,boolp : TYPE = [[bool, bool] — bool],V : boolop},

onde 2 é tal como apresentado na Definicao 3.1.2. Entao

7()(Q) = CONTEXT
7(€)(boolop) = [[bool,bool] — bool]
T(QV)(V) = [[bool,bool] — bool]

3.2 Os Subtipos em PVS

Do ponto de vista de subtipos, em PVS, é possivel introduzir o “tipo” nimeros naturais
como um “subtipo” do “tipo” numeros reais, e tratar os primos, os nimeros pares, e
0s numeros impares como subtipos do tipo niimeros naturais, assim como, introduzem a
possibilidade de tipos serem vazios; isto porque, em PVS, os subtipos correspondem na

teoria dos conjuntos a noc¢ao de subconjuntos.

De maneira geral, em PVS, o subtipo (ou subtipo predicado) dos elementos de um tipo
T satisfazendo o predicado P é definido como sendo o tipo {x : T' | P(x)}, onde P é
definido como sendo um tipo funcional cujo tipo imagem é o tipo primitivo bool e P(x) é
qualquer férmula em PVS. Além disso, subtipos sobre tipos funcionais sao contravariantes
no tipo imagem, mas nao sao contravariantes sobre o tipo dominio, ou seja, nao podemos
ver o tipo funcional [nat -> nat] como um subtipo do tipo funcional [int -> nat].
Tal relacdo de subtipo violaria a extensionalidade®. Em outras palavras, o tipo funcional

[A — B] é um subtipo de [A" — B’] se, e somente se, B é um subtipo de B, e A e A’

2Duas funcoes sobre os ntimeros naturais sdo extencionalmente iguais quando elas retornam valores
iguais se aplicadas em iguais argumentos naturais.
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sao tipos equivalentes. Como A e A’ podem ser subtipos gerados por predicados, esta
equivaléncia se reduz a verificar a equivaléncia entre tais predicados. A equivaléncia de

tipos citada sera definida mais adiante e denotada por ~.

Novamente, uma vez que foi adicionado os subtipos a linguagem do PVS, se faz ne-
cessario atualizar a operacdo typechecking. No entanto, para fazer esta atualizacao sao

necessarios os seguintes operadores:

e 1(A): Este operador, definido a seguir, retorna o supertipo mazimal de um tipo A,

onde um tipo mazimal s é um tipo tal que u(s) = s.

u(s) = s
p{z:Tlap) = )
u([A— B]) = [A— u(B)]
p([Ar, As]) = (A1), u(Ag)]

e 7m(A): Este operador retorna os predicados que restringem um tipo A relativo ao

seu supertipo maximal p(A), e é definido como segue:

7(s) = Ax:s):TRUE
T{y:Tla}) = Aa:u(T)): (x(T)(x)Aalz/y])

m([A—=B]) = Mz:[A—uB)]): (V(y:A):n(B)(z(y)))
m([A, Ao]) = Ma s [p(Ar), 1(A2)]) = (7(Ar)(pr 2) A (A2)(p2 )

onde ax/y| significa que z é substituido por y em a. Esta operagao de substitui¢cio

é realizada de acordo com a Defini¢ao 3.2.1 apresentada mais adiante.

e 1o(A): Este operador é uma variante do operador u e retorna o supertipo direto
o qual considera somente os supertipos de subtipos dados explicitamente na forma
{z : T | a}. Vejamos a sua definigao:

p{z:Tla}) = w(T)
w(T) = T, caso contrario
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Defini¢ao 3.2.1 [Substituicao]:

slay/xy, -+ yan/x,] = { Csl,i’ csaesé)if)?ltilég;il(r)n Al s =
(f a)lar/zy, - an/zn] = (flar/ay, - an/zn]  alar/a, - an/2n])
Ay :T):a)la/ar, - anfan] = Ay T): aly'/y, a1/, an/aa])
onde 3’ é uma varidvel fresca
(b1, b2)[ar /1, -+ yan/x,] = (bilar /1, an/xs] 5 belay/x1, -+ an/x,))
(pi a)lar/zr,- - an/zn] = (pi alar/z, -+ an/xn])

Exemplo 3.2.1: Considere o seguinte contexto.

int : TYPE
0 : int
< : [[int, int] — bool]

nat : TYPE={i:int |0 < i}
natinjection : TYPE = {f:[nat — nat]|V(i,j:nat):£f(i)=1£(j) Di=j}

Dessa forma temos:

p(natingjection) = p(lnat — nat])
[nat — p(nat)]
= [nat — int]

fio(natinjection) = [nat — nat]
m(natinjection) = A(f:[nat — int]): 7([nat — nat])(f) A
(V(i,j:nat): £(i) =£(j) D i=3j)
onde
m([nat — nat]) = A(g:[nat — int]):V(i:nat): (A(j:int):0 < j)(g(i)))

Como mencionamos antes, uma definicao para estabelecer que dois tipos sao equiva-
lentes se faz necessario, pois, por exemplo, o subtipo {z : T" | p(x) A ¢(x)} pode também
ser escrito como {z : T | ¢(z) A p(x)}. Esta equivaléncia, denotada por ~ e definida a
seguir, retorna uma lista das obrigacoes de prova que devem ser demonstradas, e é apli-
cada somente a tipos maximais. Além disso, a definicao de ~ faz uso do predicado de

igualdade do PVS o qual é definido por = : [[T,T] — bool] onde T é um tipo, e é usado
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o simbolo “;” para denotar a concatenacao de duas listas.

Definig¢ao 3.2.2 [Equivaléncia de Tipos]:

(s~s) = TRUE
(A= Bl~[A = B]) = ((u(A)=~ p(A); (x(A) = n(4)); (B ~ B))
([A1, As] = [By, Bo]) = (A1 = By); (A2 > By))
(A~ B) = FALSE, caso contrario.

Agora estamos na eminéncia de acrescentar a Definicao 3.1.2 as novas regras necessé-
rias para lidar com os subtipos. Porém, temos ainda que introduzir um outro conceito
extremamente importante que é a compatibilidade entre tipos. Vejamos com um exemplo
o porque de introduzir formalmente este conceito: Suponhamos que temos uma aplicagao
(f a) onde o tipo de f é [A — B] e o tipo de a é A’. Neste caso, devemos garantir que
o termo a satisfaz o predicado imposto pelo tipo (subtipo) A, ou seja, devemos garantir

que os tipos A e A’ sejam compativeis.

Definigao 3.2.3 [Compatibilidade]: Dois tipos A e B sdo compativeis em um contexto

', e denotado por (A ~ B)r, se, e somente se, (1(A) ~ u(B)).

Finalmente, apresentamos a seguir as regras que devem se juntar com a Definicao 3.1.2

para contemplar o caso de subtipos.

7()({T',c:T}) = CONTEXT se ['(c) é indefinido,
7(I')(T) = TYPE,
7()(I') = CONTEXT, e
Fr (3(z : T) : TRUE)

7(I)(x : T |a) = TYPE, se ['(x) é indefinido,
7(I')(T) = TYPE, e 7(I',z : VAR T)(a) = bool
T(D)(f @) = B, onde po(7(I')(f)) = [A — B],
7([)(a) = A',
(A~ A)r,
Fr m(A)(a)

(D) (pi a) = A;, onde po(7(T')(a)) = [A1, As]
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Exemplo 3.2.2: Considerando e denotando o contexto dado no exemplo anterior de I,
temos que 7(I')({i:int | 0 <i}) = TYPE, pois I'(i) é indefinido, 7(I')(int) = TYPE, e
7(I',i: VAR int)(0 < i) = bool.

3.3 Os Tipos Dependentes em PVS

Além do ja mencionado, o que torna o sistema de tipos do PVS bastante expressivo, o
sistema de tipos do PVS inclui também tipos dependentes. A combinacao de tipos depen-
dentes com subtipos predicados fornece um meio extremamente poderoso que permite,
por exemplo, capturar as relagoes entre o tipo imagem e o tipo dominio de um tipo fun-
cional. Porém, a introdugao de tipos dependentes no PVS tem suas limitacoes e preserva
uma certa invariancia. Mais especificamente, em um tipo dependente T'(n), o parametro
n pode ocorrer somente dentro do predicado que compoe T'(n), como por exemplo, no
tipo dependente below(n) = {s : nat | s < n}. Em outras palavras, a estrutura de T'(n)
é invariante com respeito a n e, por isso, nao se pode definir um construtor de tipos em

PVS que retorne uma n-tupla [A, |- - - , A]] sobre o tipo A.
——

Um tipo produto dependente é escrito da forma [z : A, B], enquanto que uma tipo
funcional dependente é escrito da forma [r : A — B], como mostram os exemplos a
seguir:

Exemplo 3.3.1:
(a) [i s nat, {j : nat | j < i}]
(b) [i : nat,[{j : nat | j < i} — booll]
(c) [i:int — {j:int|i < j}]
Como ja era de se esperar, com a adicao de tipos dependentes, sao necessarias mudan-
cas nos operadores u, 7, na relagdo ~, na operac¢ao typechecking e na maneira como se faz

as substituicoes, apesar de que em alguns deles a mudanga é minima. Por exemplo, a defi-

nigao de u é essencialmente inalterada exceto que para um tipo ligado, u(x : T') = x : u(T).
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No entanto, a definigao de 7 para um tipo funcional dependente [y : A — B] é ligeiramente
diferente da de um tipo funcional ordinario. Enquanto que a definicao para tipo produto

dependente permanece essencialmente inalterada da de um tipo produto ordinario.

As definigbes a seguir mostram as mudancas necessarias, respectivamente, para subs-

tituigoes e para o operador 7.

Defini¢ao 3.3.1 [Substitui¢ao para Tipos]:
[z:A— Bllai/x1,- - ,an/xn]) =y : Alay/x1, -+ an /2] — Bly/x,a1/x1, -+, an /2]

[z : A, Bllay /1, an/x,] = [y : Alay/x1,--+ an/x], Bly/x,a1/x1, -+ an /2]

{[z: Al al}afzy, - s anfw] = {y - Al /2y, anfaa] | aly/z,arfxy, - - anfon]}

Definigao 3.3.2 [O operador 7:
m(ly: A= B]) = Mz:[y: A—p(B)]): (V(y:A):7(B)(z(y))))
m(ly: A B]) = Ma:ly:p(A),w(B)]): m(A)(pr =) Am(B)(p2 2)[(pr ©)/y]))
Exemplo 3.3.2:
plfivint — {jrint | i <j})) = [i:int — int]

m([izint = {j:int|i<j}])) = MNf:[i:int —int]):
V(i:int) - (N7 int) 1 i < 5)(f(4))
A definigao de ~, a qual checa se dois tipos maximais sao equivalentes gerando obriga-
¢oes de prova, também é ligeiramente adaptada para tipos dependentes. Além disso, serd
permitido a opcao de dois tipos maximais, digamos A e B, serem comparados usando ~

no contexto de uma expressao a como (A ~ B)/a.

Definic¢ao 3.3.3 [Equivaléncia de Tipos para Tipos Dependentes]:

(s~s)/a = TRUE
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([t:A— Bl~[': A — B)/a

([x: Ay, Ag) ~ [y : B1, Bs))

([x: A, Ayl >~ [y : By, By))/a

(A~ B)/a

((A) =~ p(A));
(m(A) = w(A));
(V(z: A): (B~ B'lz/2'])/a(z))

(A1 ~ By);
(V(z1 1 Av) 1 (A2 = Bafz1/y1]))

(A1 = B1)/(p1 a);
(A2[(p1 a)/z] = Bs[(p1 a)/y])/(p2 a)

FALSE, caso contrario.

Finalmente, apresentamos através da definicao a seguir, as modificagoes necessarias

na operacao typechecking para que esta possa responder adequadamente a qualquer de-

pendeéncia.

Definigao 3.3.4 [Operacao Typechecking com Tipos Dependentes]:

7(T)([x : A, B])

7(T)([x : A — B))

Como (A ~ B)r, a notagao (A ~ B)r indica que todas as obrigagoes a em (u(A)

TYPE se I'(z) é indefinido,
7(I')(A) = TYPE, e
7(I',x : VAR A)(B) = TYPE

TYPE se I'(z) ¢é indefinido,
7(I')(A) = TYPE, e
7(I',z : VAR A)(B) = TYPE

B', onde 7(T')(f) = [z : A — B],
() (a) — A

(A~ Ar,

B’ é Bla/x],

Fr w(A)(a)

[z : A — B] onde
B=7(T,z:VAR A)(a)

Ay onde po(7(T)(a)) = [z : Ay, Aj]

Aol(pr a)/] onde po(r(T)(a)) = [ : Ay, Ay)

1(B))/a podem ser provadas.
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Exemplo 3.3.3:

7(T)([z : bool,{y : bool | x Dy}]) = TYPE

7(0)([z : bool — {y :bool | x D y}]) = TYPE

3.4 O PVS e suas teorias

Uma teoria em PVS é construida de modo a fornecer uma colecao de declaragoes, per-
mitindo polimorfismo, e podendo ou nao conter parametros. Para se ter uma idéia mais

pratica sobre teorias veja o Apéndice A.

3.4.1 teorias nao-Parametrizadas

Iniciamos com teorias sem parametros as quais possuem a forma m : THEORY = A, onde A
é um contexto simples sem declaragoes de varidveis ou teorias. Se I'(m) é uma declaracao

m : THEORY = A, entao kind(I'(m)) = THEORY, e de finition(I'(m)) = A.

Lembre-se de que na Definicao 3.1.2 os contextos eram checados com respeito a um
contexto vazio (7()(I')), e a partir de agora esta checagem nem sempre vai ser com respeito
a um contexto vazio, ou seja, a definicao de 7 sera modificada de forma que o argumento

contexto nao é sempre vazio.

Definigao 3.4.1 [Operacao Typechecking para Contextos com e sem teorias]:
7(©)({}) = CONTEXT

7(©)(I',s: TYPE=T) = CONTEXT, se I'(s) e ©O(s) sao indefinidos,
7(©)(I") = CONTEXT, e
7(0;T)(T") = TYPE

7(©)(I',e:T) = CONTEXT, se I'(¢) e ©(c) sado indefinidos,
7(©)(T") = CONTEXT, e
7(0;1')(T) = TYPE

7(©)([,z : VART) = CONTEXT, se ['(x) e O(z) sdo indefinidos,
7(0)(I") = CONTEXT, ¢
7(0;1')(T) = TYPE
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7(©)(I',m : THEORY = A) = CONTEXT, se I'(m) e ©(m) sao indefinidos,
A possui somente declaragoes de constantes e tipos,
7(0©)(I') = CONTEXT, e
7(©;T)(A) = CONTEXT
Ao contrario de antes, agora tipos e constantes ja nao sao mais apenas simbolos, mas
podem ser compostos de nomes da forma m.s onde m é o simbolo que determina o nome
de uma teoria e s é o simbolo correspondente ao nome da constante ou do tipo. Em
outras palavras, a partir de agora, qualquer referéncia ao nome da constante ou do tipo
s, declarado em uma teoria m, fora desta teoria deve ser prefixado com o nome da teoria,

isto é, m.s. Como é esperado modificagbes nas defini¢coes de § e 7 se fazem necessarias,

enquanto que m e p permanecem inalteradas.

Definigao 3.4.2 [Tipo Expandido e Typechecking para Simbolos Prefixados]:

(I (m.s) = §I)(n(T,m)(definition(I'(m)(s)))), se

de finition(I'(m))(s) é nao vazio.

(I (m.s) = m.s se definition(I'(m))(s) é vazio.

7(I')(m.s) = TYPE, se kind(I'(m)) = THEORY e
kmd( (m)(s)) = TYPE

T([)(m.s) = (L) (n(L'; m)(type(T'(m)(s)))),
se kind(I'(m)) = THEORY e
kind(T'(m)(s)) = CONSTANT

onde 7(I';m)(a) é o resultado de prefixar cada simbolo de constante e tipo nao prefixado

em a por m, como um ndividuo ou uma expressao tipo.

O exemplo a seguir deixa estas novas idéias um pouco mais claras.

Exemplo 3.4.1: Seja Q" o contexto dado por:

), reals:THEORY = (real:TYPE,
0: real,
<: [[real, real]— > bool],
nonneg real : TYPE = {z : real | < (0,2)},
1 : nonneg_real)

Entao:
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J(€)")(reals.nonneg_real) = {z:reals.real |reals. < (reals.0,xz)}
7(€)")(reals.nonneg real) = TYPE
7(Q")(reals.] = {x:reals.real | reals. < (reals.0,z)}

3.4.2 teorias Parametrizadas

As teorias parametrizadas sao obtidas permitindo que teorias possam ser declaradas como
m.[IT] : THEORY = A onde II é um contexto que contém uma lista de pardimetros e A é
o corpo da teoria. Assim, se m ocorre em um contexto I', entdao I é formals(I'(m)), e
A é definition(I'(m)). No caso de teorias ndo parametrizadas formals(I'(m)) é vazio.
Correspondentemente as declaracoes de constantes e tipos sao referenciadas, fora de suas
respectivas teorias parametrizadas, como m.[c].s onde o representa a lista dos parametros
de que consiste os termos e tipos. Uma vez acrescentados os parametros a operacao
typechecking T deve ser atualizada para que possamos fazer a checagem para os parametros
formais esperados, assim como o operador 9, uma vez que os simbolos declarados na teoria

sao prefixados com seus nomes de teorias quando referenciados fora desta teoria.

Definigao 3.4.3 [Operacao Typechecking: teorias e Tipos Parametrizados]:

7(0)(T',m[II] : THEORY = A) = CONTEXT se I'(m), ©(m) e II(m) sao indefinidos
7(©)(I') = CONTEXT
7(0;)(I) = CONTEXT
IT possui somente declaracoes de constantes
e tipos, sem definicoes
7(0;T;II)(A) = CONTEXT
A possui somente declaragoes de constantes e

tipos

7(I')(m[o].s) = TYPE, se
kind(T'(m)) = THEORY
kind(T'(m)(s)) = TYPE e

7(T')(Il = o) = CONTEXT
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T()(mlol.s) = () ((n(L', mlo])(type(T'(m)(s))))),

;|
se kind(I'(m)) = THEORY
kind(I'(m)(s)) = CONSTANT e
7(I')(Il = o) = CONTEXT

o(I)(mlol.s) = o(I)((n(T', mlo])(definition(T'(m)(s))))), se

de finition(I'(m)(s)) nao é vazio

d(T)(m[o].s) = mlo].s, se definition(I'(m)(s)) é vazio
3.5 Os DataTypes em PVS

O PVS nao permite definigoes recursivas de tipos, ou seja, uma declaragao/definigao de
tipo em um contexto deve usar somente simbolos previamente declarados no contexto.
Para contornar esta situagao o PVS oferece um mecanismo chamado DATATYPE, o qual é
uma forma de definicao de tipo recursivo. Em outras palavras, o DATATYPE introduz um
novo construtor de tipo que é a solugao para uma equagao recursiva da forma 7' = @[T
onde T é um tipo. Este mecanismo abstract datatype do PVS [50] foi, em parte, inspi-
rado pelo principio shell usado no Boyer-Moore [9], e diferentemente de outros sistemas,

Datatypes sao tipos primitivos em PVS.

Geralmente, a ocorréncia do tipo T no lado direito da equacao T = ¢[T] deve ser

positiva, ou seja, deve satisfazer a seguinte definicao:

Definicao 3.5.1: Uma ocorréncia do tipo T é positiva na expressao ¢ se, e somente se,

umas das seguintes acontece:

(1) p=T.

(2) T ocorre positivamente no supertipo ¢’ de .

(3) ¢ = [p1 — w9} onde T ocorre positivamente em s.

(4) ¢ = [p1, -+, @n) onde T ocorre positivamente em algum ;.

(5) ¢ =[#l1: @1, , 1y - YnFt] onde T ocorre positivamente em algum ;.
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(6) ¢ = datatypeleps,- -+ ,¢n], onde datatype é um DATATYPE previamente definido e T
ocorre positivamente em ;, onde ¢; é um parametro positivo do datatype, ou seja,

; ocorre positivamente no tipo de um dos argumentos.
Por exemplo, T ocorre positivamente em sequence[T] onde sequence[T] é definida
no prelude do PVS [52] como sendo o tipo funcional [nat -> T]J.

A operacao typechecking quando aplicada a uma declaracao DATATYPE verifica o cum-
primento de algumas regras as quais sao a base para as declaragbes DATATYPE. As regras,
que qualquer declaragao DATATYPE deve obedecer, sao as seguintes:

1. Os construtores devem possuir nomes distintos;

2. Os identificadores dos construtores devem possuir nomes distintos;

3. O identificador do construtor deve possuir nome diferente do nome do construtor;

4. O identificador usado para o DATATYPE nao pode ser usado como um construtor;

5. O identificador usado para o DATATYPE nao pode ser usado como um identificador

de um construtor;

6. O identificador usado para o DATATYPE nao pode ser usado como um argumento de

um construtor;

7. Os argumentos dos construtores devem possuir nomes distintos;

8. Deve existir pelo menos um construtor nao-recursivo, ou seja, um que nao possui
uma ocorréncia recursiva do DATATYPE em seus argumentos.

Por exemplo, no prelude [52] podemos encontrar a seguinte especificacao do abstract

datatypes para listas de um dado tipo T.

Dessa forma, list é especificado como um tipo que é parametrizado com o tipo T e com
dois construtores null e cons. O construtor null nao toma argumentos e o construtor

cons toma dois argumentos onde o primeiro, car, ¢ de tipo T e o segundo, cdr, é um list o
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list[T: TYPE] : DATATYPE
BEGIN
null: null?
cons(car: T, cdr: list): cons?
END

qual promove a chamada recursiva do DATATYPE. Os identificadores dos construtores null
e cons sao, respectivamente, null? e cons?, e o identificador usado para o DATATYPE é

list.

Abaixo apresentamos um outro exemplo, um pouco mais complexo, de DATATYPE:

dt: DATATYPE
BEGIN
cO: c07
cl(a: int, b: {z: (even?) | z > a}, c: int): cl1?
c2(a: int, b: {n: nat | n > a}, c: int): c27?
END dt

3.6 As Regras de Prova do PVS

A seguir apresentamos as regras de prova do PVS, as quais sdo apresentadas em termos
de um célculo de sequentes, cuja semantica é a semantica usual de Gentzen tal como
apresentada na Segao 2.1.2, e cujas provas de corregao sao apresentadas em detalhe em [51].
A tnica diferenga na notagao dos sequentes apresentada a seguir e a apresentada na Se¢ao
2.1.2 é que aqui levamos em conta o contexto, ou seja, o sequente é da forma > Fr A, onde
I' é o contexto, ¥ é o conjunto de férmulas antecedentes, e A é o conjunto de férmulas
consequentes. Ademais, as regras de inferéncia sao apresentadas no mesmo formato tal

como mostra a Tabela 2.1.2.

Iniciamos apresentando as regras estruturais, as quais permitem rearranjar ou en-
fraquecer um sequente por meio da introdugao de novas formulas sequentes dentro da
conclusdo. A seguir apresentamos uma regra de enfraquecimento (W), duas regras de
contragao (C'F) e (F C) que permitem eliminar multiplas ocorréncias de uma férmula,

duas regras de comutag¢ao (X F) e (F X) as quais nos dizem que a ordem das férmulas
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tanto no antecedente quanto no consequente é irrelevante.

Y br Ay

22 I_F A2 (W> Se 21 Q 22 € A1 Q A2
G,,Z I_FA Z"F G,,A
a,a,Zl—pA(Cl_) Zl—pa,a,A(l_C)
z]17b7aﬂz}2 l_FA El_F A17b7a7A2
Zlaa'a ba 22 I_F A <X l_) 2 I_F Alaaa b7 A2 <|_ X>

A regra do corte, chamada de (Cut), também é usada no PVS para introduzir o caso
split sobre uma férmula a dentro de uma prova do sequente > Fr A, ou seja, pode ser
usada para fornecer dois novos objetivos a saber, ¥,a Fr A e X b a, A, os quais podem

ser vistos como assumindo ¢ em um dos ramos de prova e —a no outro.

(7(T")(a) ~bool)r X,abr A Xtra,A
YA

(Cut)

Nas regras para aziomas proposicionais temos a regra (AX) cujo significado é trivial,
e a regra (FALSE F) e a regra (- TRUE) nos dizem que uma ocorréncia de FALSE no
antecendente ou uma ocorréncia de TRUE no consequente nos leva a uma prova trivial, ou

seja, um axioma.

FALSE ) (- TRUE)

>, FALSE b A ( > Fr TRUE, A

Quando uma férmula e/ou uma defini¢ao de constante ja estao no contexto, entao elas
valem trivialmente. Isto é o que nos dizem as regras de contexto (ContextFormula)
e (ContextDefinition) abaixo. Por outro lado, podemos estender um contexto com
formulas antecedentes ou negacoes de férmulas consequentes, assim como, enfraquecer
um contexto. Como mostram, respectivamente, as regras (Context ), (F Context) e

(ContextW).
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Fra (ContextFormula) se a é uma férmula em I’
m (ContextDefinition) se s: T = a é uma definicdo de constante em I'
% (Context |) %’Zi\ (F Context)
SI}—_;{/\\ (Context V) se I' é um prefixo de I"

A regras condicionais a seguir, indicam como eliminar um IF-THEN-ELSE em uma

prova.

Y,a,bbr, A X ckp 4 a A I
¥, IF(a,b,c) Fr A (

FF)

Y,atr, b, Y Fp_,a,c, A
Y Fr A IF(a, b, c)

(F IF)

Nas regras abaixo a notacao ale| é usada para destacar uma ou mais ocorréncias de e
na formula a tal que nao existem ocorréncias de variaveis livres em e. Da mesma forma a
notacao Ale] serve para destacar as ocorréncias de e em A. Estas regras sao as chamadas

regras de igualdade. Observe que as regras para transitividade e simetria podem ser

obtidas de (Refl) e (Repl).

a = b, X[a] Fr Ald]
Stra—ah D TS e A

(Repl)

Nas regras de igualdade booleana, a regra (Refl TRUE) nos diz que uma férmula an-
tecedente a pode ser tratada como uma igualdade antecedente da forma a = TRUE, e
similarmente, a regra (Repl FALSE) nos diz que uma férmula consequente a pode ser
tratada como uma igualdade antecedente da forma a = FALSE. Por outro lado, a regra

(TRUE — FALSE) nos diz que as contantes booleanas TRUE e FALSE sao distintas.

S[TRUE], @ Fr A[TRUE]
Ylal,a Fr Ald]

Y[a] Fr a, Ald]
S[FALSE], a I A[FALSE]

(Refl TRUE) (Repl FALSE)
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S TRUE — FALSE Py A \TUE — FALSE)

Como regras de redugao temos a (3-reducao e a projecao de produtos.

(B) Li=1,2 (m)

Fr (A(z 2 T) : a)(b) = ab/7] Fropilar, az) = a;

Regras de extensionalidade sao para determinar se duas fungoes ou dois produtos sao
iguais. Estas verificacoes sao feitas, respectivamente, verificando se duas funcao f e g
fornecem resultados iguais quando aplicadas a um argumento arbitrario, e o produto

verificando se as projegoes correspondentes sao iguais.

by I_F,s:A (f 5) —Bls/x] (g 3)7A
X l_F f —x:A—B g,A

, se I'(s) € indefinido (FunExt)

Y Fr pi(a) =1 pi(b), A Y br pa(a) =1, a)/a) P2(D), A
% l_F A =[z:T1Ty) b7 A

(TupExt)

Finalmente a regra de restricao de tipo vem suprir a necessidade de uma regra que

introduza a restricao de tipo como uma férmula antecedente em um sequente.

7(0)(a) = AZ :F( i)(a)’ S (Typepred)




Capitulo 4

Formalizacao da Teoria de Sistemas
Abstratos de Reducao

Neste capitulo apresentamos uma teoria em PVS para Sistemas Abstratos de Reducao,
chamada ars, a qual é uma versao estendida do trabalho apresentado previamente em [19].
Como veremos nas secoes seguintes, a utilizacao de uma linguagem de especificacao de
ordem superior, como PVS, permite expressar (formalizar) de maneira natural proprieda-
des de objetos de segunda-ordem como as relagoes de reducao. Assim, as formalizacoes
dos conceitos que apresentamos no decorrer deste texto muito se aproximam das formula-
¢oes analiticas tradicionais contidas na Teoria de Reescrita em geral, permitindo expressar,
aplicar e visualizar conceitos e propriedades envolvendo relacoes de redugao de uma forma

quasi-geométrica, isto é, por meio de diagramas, como usual em ARS.

Além das vantagens mencionadas, uma outra caracteristica importante da semantica
operacional do PVS é permitir ao usuario um bom controle da estrutura das provas durante
o seu desenvolvimento. Este controle é obtido através do uso de estratégias de prova [40,66]
que sao uma combinacao de regras de prova, as quais modificam uma arvore de prova por

meio de aplicagoes de regras ldgicas (Veja Segao 3.6).

Dentre varios aspectos interessantes da formalizagdo da teoria de ARS apresentada
neste trabalho, como sera visto, destacamos a formalizacao do Principio de Inducao No-
eteriana tal como mostrado na Secao 4.5. A correcao deste principio de indugao foi
formalizada com base no principio conhecido como Principio de Indugao Bem-Fundada.

Dessa forma, é possivel formalizar teoremas da teoria de ARS como o bem conhecido

23
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Lema de Newman. Em particular, apresentamos na Secao 4.6 as formalizacoes deste lema

e do Lema de Yokohuchi, as quais foram previamente publicadas em [21].

Adotamos como metodologia neste capitulo apresentar as defini¢oes, conceitos e re-
sultados, nos padroes de ARS e em seguida apresentar sua especificagao em PVS. Ressal-
tamos, que nao apresentamos as provas feitas em PVS, mas somente as especificacoes de

defini¢oes e teoremas.

4.1 Estrutura Hierarquica da Teoria ars

A teoria ars foi desenvolvida parametrizada (Ver Sec¢ao 3.4) com um tipo T “fixo” nao
interpretado, ou seja, ars[T], e é composta por uma hierarquia de sub-teorias, também
parametrizadas com o mesmo tipo T, nas quais especificamos nocoes basicas, e formali-
zamos propriedades e resultados sobre ARS e que servem de base para formalizar muitas

outras propriedades, além daquelas ja formalizadas em ars.

arsi
results modulo results newman
commutation equivalence normal_form yokouchi
————9{£§§£Eerianr~ /{results_confluence

————e{ars_terminology}

|re1ations_closure|

sets_lemmas

Figura 4.1.1: Estrutura Hierarquica da Teoria ars

Na Figura 4.1.1 apresentamos a estrutura hierarquica da teoria ars e nas segoes seguin-

tes apresentamos, parcialmente, o que foi especificado e formalizado em cada sub-teoria



55

de ars.

Na Figura 4.1.1, a sub-teoria sets_lemmas fornece lemas sobre propriedades da Teoria
dos Conjuntos e faz parte da biblioteca do PVS e pode ser encontrada no prelude [52].
Um conjunto em PVS é um tipo polimoérfico, chamado set, e é especificado na teoria sets

do prelude como um predicado, isto é,

set:TYPE = setof[T]

onde

setof:TYPE = [T -> bool].

Além do tipo set, na teoria sets podemos encontrar especificagoes sobre as operacoes
usuais da Teoria dos Conjuntos, como por exemplo, as apresentadas na Tabela 4.1.1 onde
A e B sao do tipo set, e IUnion(B) é um operador de tipo set que faz a uniao de uma

familia B de subconjuntos de T.

Tabela 4.1.1: Operacoes da Teoria dos Conjuntos

member (x, A): bool = A(x)
subset?(A, B): bool = (FORALL x: member(x, A) => member(x, B))
union(A, B): set = {x | member(x, A) OR member(x, B)}

IUnion(B): set[T] = {x | EXISTS i: B(i) (x)}

4.2 Fechos de uma Relacao

Um ARS é definido como sendo um par (A4, —), onde — é uma relacao bindria sobre o

conjunto A, i.e., =C A x A, como mostra a Definicao 4.2.1.

Da mesma forma que em ARS, toda a teoria ars é baseada sobre relacoes bindrias. Por-

tanto, iniciamos o desenvolvimento da teoria ars criando a sub-teoria relations_closure
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(Ver Figura 4.1.1) a qual contém definigoes e propriedades relacionadas com fecho de uma

relagdo bindria [56].

Definigao 4.2.1 [Relagao Bindria]: Sejam A e B dois conjuntos e seja A X B o produto
cartesiano de A por B, ou seja, o par ordenado (a,b) € A x B se, e somente se, a € A e
b € B. Qualquer subconjunto — de A x B é denominado uma relacao binaria de A em
B. Em particular, se — é uma relacdo de A em A, isto é, se — é um subconjunto de
A x A, dizemos simplesmente que — é uma relagdo binéria sobre A. Se (a,b) €—, entao

escrevemos a — b.

Em PVS, uma relacao bindria R é tratada como um predicado sobre um tipo nao

interpretado T, ou seja, a relacao R possui o tipo PRED[[T, T]] onde
PRED: TYPE = [[T,T] -> bool].

Observe que em acordo com a Defini¢ao 4.2.1 o conjunto A é tratado como o tipo nao
interpretado T, e a relagao — ¢ tratada como a relagao R. Além disso, R(x,y) significa que
x reduz para y. Neste sentido, entendemos por redugao a transformacao passo a passo de
algum objeto (por exemplo, um termo). A concretizagao da idéia de redugao é possivel

através do conceito composicao de relacoes bindrias definido a seguir:

Definigao 4.2.2 [Composicao de Relagoes]: Se —; é uma relagao bindria de A em
B e —5 uma relacao binaria de B em C', entao a composicao de —; e —,, denotada por

—1 0 —9, é dada por:
—10—9={(z,2) |y EB:x—>1yey —9 2}
E fécil observar que a composicao de relacoes bindarias é associativa, ou seja,
— o(—>2 o —>3) = (—)1 o) —>2)o —3

Com base nesta definicao podemos definir a ¢-ésima iteracao de uma relacao binaria —

sobre A, denotada por —* e dada recursivamente como segue:

; {(z,z):x € A} se i=0
— = .
— o0 —i-1 se >0
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Estas definicoes ja vem pré-construidas no prelude e na biblioteca do PVS e sao apre-

sentadas na Tabela 4.2.1, onde o operador iterate(R,i), para todo i > 0, especifica a re-

RoR---0oR
laggo ~——~—" e o operador =[T] especifica a relacio identidade —°:= {(z,z) | v €
i vezes
A}

Tabela 4.2.1: Composicao de Relacoes Bindrias

(R1 o R2)(x, z): bool = EXISTS y: R1(x, y) AND R2(y, z)

iterate(R, i): RECURSIVE PRED[[T, T]] =
IF i = 0 THEN =[T] ELSE iterate(R, i - 1) o R ENDIF
MEASURE i

Uma das vantagens oferecidas pelo construtor iterate(R, i) é permitir obter provas
indutivas sobre o comprimento i. Em particular, em se tratando da teoria ars este cons-
trutor permite obter provas indutivas sobre o comprimento das reducoes, como veremos

na Secao 4.4.
Definigao 4.2.3 [Relagoes Especiais]: (a) Uma relacao binaria — sobre A é:

1. reflexiva se Vx € A:x — x;
2. simétrica se Ve, y € A:x —y = y— x;
3. transitiva se Vr,y,z € A:x —yey — 2z = & — 2;

4. uma relagao de equivaléncia se — é reflexiva, simétrica e transitiva.

(b) Definimos a relagdo inversa —~! sobre A, também denotada por <, como sendo

—1={(y,2) € Ax A| (z,y) €=}

As relagoes especiais dadas na Definigao 4.2.3 sao especificadas como os predicados
reflexive?, symmetric?, transitive? e equivalence? os quais juntamente com o
operador converse, que representa a relacao inversa, sao encontrados no prelude do PVS

e apresentados na Tabela 4.2.2.

Definigao 4.2.4 [Fecho de uma Relagao|: Sejam — uma relagdo e P um conjunto de

propriedades. Entao, o fecho de — com relagao a P é a menor relagao que contém — e
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Tabela 4.2.2: Relacoes Especiais

reflexive?(R): bool = FORALL x: R(x, x)

symmetric?(R): bool = FORALL x, y: R(x, y) IMPLIES R(y, x)
transitive?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x, y) AND R(y, z) IMPLIES R(x, z)

equivalence?(R): bool = reflexive?(R) AND symmetric?(R) AND transitive?(R)

converse(R): PRED[[T, T]] = (LAMBDA (y: T), (x: T): R(x, y))

que satisfaz as propriedades em P. Em particular, se — é uma relacao binaria sobre A
e P = {reflexiva} ou {simétrica} ou {transitiva} ou {reflexiva, transitiva} ou {reflexiva,
transitiva, simétrica} temos, respectivamente, os fechos reflexivo, simétrico, transitivo,
*

reflexivo e transitivo, e de equivaléncia, respectivamente, denotados por —=, «», =T —

e «*, e dados como segue:

Definicao Abstrata Especificagdo em PVS

—Ti=— U =Y fecho reflexivo (RC)

o= U fecho simétrico (SC)

—ti=Ung ' fecho transitivo (TC)

—*=—T U Y fecho reflexivo e transitivo (RTC)
o= (o) fecho de equivaléncia (EC)

Assim, dizemos que:

1. a =" b se existe um “caminho” de comprimento n de a para b.
2. a —* b se existe algum “caminho” de comprimento > 0 (finito) de a para b.

3. a =71 b se existe algum “caminho” de comprimento > 0 (finito) de a para b.

Como citamos antes, estes conceitos sao especificados em PVS na sub-teoria relati-
ons_closure. Nossa especificacao dos fechos de uma relacao, mostrada na tabela 4.2.3, foi
desenvolvida a partir do desenvolvido por Alfons Geser na teoria closure_ops que pode
ser encontrada em [58]. Apenas mudamos os nomes das definigoes e provamos algumas

propriedades adicionais.
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Tabela 4.2.3: Teoria relations_closure.pvs

relations_closure[T : TYPE] : THEORY
BEGIN

IMPORTING orders@closure_ops[T], sets_lemmas[T]
S, R: VAR pred[[T, T1]
n: VAR nat
p: VAR posnat
reflexive: TYPE = (reflexive?)
symmetric: TYPE = (symmetric?)
transitive: TYPE = (transitive?)

reflexive_transitive?(R): bool = reflexive?(R) AND transitive?(R)

reflexive_transitive: TYPE = (reflexive_transitive?)
equivalence: TYPE

(equivalence?)

RC(R): reflexive = union(R, =)

SC(R): symmetric = union(R, converse(R))
' TC(R): transitive = IUnion(LAMBDA p: iterate(R, p))
"RTC(R): reflexive_transitive = IUnion(LAMBDA n: iterate(R, n))
' EC(R): equivalence = RTC(SC(R))

END relations_closure

Na tabela 4.2.3 os tipos (reflexive?), (symmetric?), (transitive?) e (equiva-
lence?), sao gerados, respectivamente, pelos predicados apresentados na Tabela 4.2.2.
Os trés pontos ... que aparecem na Tabela 4.2.3, e no decorrer de todo este texto,

significam especificagoes e/ou formaliza¢oes de conceitos e/ou resultados omitidas.

4.3 Terminologia Basica

Na sub-teoria ars_terminology (Veja Figura 4.1.1), especificamos as nogdes mais im-
portantes de ARS as quais formam uma base solida para o desenvolvimento de toda a

teoria ars, ou seja, a partir desta sub-teoria foi, e é possivel especificar varios conceitos e
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formalizar varios resultados da teoria de ARS, como veremos na proxima segao.

No decorrer de todo este trabalho consideramos um ARS (A, —) arbitrario. Também,
durante todo este texto consideraremos, a menos que se diga o contrario, x,y,z € A, ou
equivalentemente, x,y,z:T, e consideramos =>, <=> e & como abreviagoes para IMPLIES,
IFF e AND, respectivamente. Além disso, como é usual na literatura de reescrita, nas

Figuras 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3, e daqui por diante, as setas tracejadas significam ezisténcia.
Definigao 4.3.1: (a) Dizemos que:

e 1 ¢ redutivel se, e somente se, existe um y tal que z — y.

e 1z estd na forma normal (irredutivel) se, e somente se, x nao é redutivel.

e y é uma forma normal de x se, e somente se, z —* y e y estd em forma normal.
e y é um sucessor direto de x se, e somente se, xr — .

+

e y é um sucessor de x se, e somente se, z —7 .

e & ey sao juntdveis se, e somente se, existe um z tal que x —* z *«—y, neste caso

denotamos por x | y.
(b) Uma relagdo — ¢é chamada (ver Figuras 4.3.1, 4.3.2 ¢ 4.3.3)

e Confluente se, e somente se, Va,y,z: y*—z—"2 = y|z

semi-confluente se, e somente se, Vr,y,2: y«—2x —*2 = y |z

Church-Rosser se, e somente se, Vr,y: x <"y = x|y

localmente confluente se, e somente se, Vx,y,z2: y«—x—2 = y|z

fortemente confluente se, e somente se, Vz,y,2: y«—2x — 2 = dw.y—*

w <z

e terminante ou noetheriana se, e somente se, nao existem cadeias de reducao

infinita xg — 21 — - - -

e fracamente terminante se, e somente se, todo elemento possui uma forma

normal.

e convergente se, e somente se, — ¢é confluente e terminante.
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T Y T Y x u Y
| | N 7
N s
| | N ,
* C | % * SC | * *\\ CR s
| ! N ,
\ \ \ 4
Z————>W Z—————>W z

Figura 4.3.1: Confluente, Semi-Confluente e Propriedade Church-Rosser
(¢) Uma relagdo — possui a propriedade do diamante se, e somente se,

Ve,y,z: y«—x — 2 = Jw.y — w2

T Y T Y T Yy
| | |
| | |

LC I * FC I * DP |

| | |

\ \ \

Z———- W Z—————>w Z————- =W

Figura 4.3.2: Local Confluente, Fortemente Confluente e Propriedade do Diamante
(d) Duas relagoes —; e —

e comutam se, e somente se, Vr,y,2: yj— 2 —52 = Jw.y—=jwi—=z

e comutam fortemente se, e somente se, Vx,y,2: y 1= —9 2 = Jw.y —5

w2

e possui a propriedade do diamante comutativa se, e somente se,

Vo, y,z: y1+— T —9 2 = JW. Yy —9 W1+ 2

*

T 1 :ly T 1 ?l/ € 1 fly
[ [ [

12 Ot 2% 2 FCt 2= 2 DPC 2
| [ |

1 \ 1 \ 1 v
Z-— - =W Z-— - ->w Z———=—= > W

Figura 4.3.3: Comutam, Comutam Fortemente e Propriedade do Diamante Comutativa

A Tabela 4.3.1 apresenta, em parte, a terminologia apresentada na Definicao 4.3.1.
Como podemos observar as especificacoes de tais conceitos sao apresentadas de forma
bastante transparente e extremamente préximas das formulagoes analiticas. Isto, sem
duvida nenhuma, permite uma maior transparéncia na especificacao de outros conceitos

e formalizacao de resultados da teoria de ARS, como veremos nas proximas secoes.
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Tabela 4.3.1: Teoria ars_terminology.pvs

ars_terminology[T : TYPE] : THEORY
BEGIN

IMPORTING relations_closure[T]

R, R1, R2 : VAR PRED[I[T, T]]
X, ¥y, 2, r : VART

reducible?(R) (x): bool = EXISTS y: R(x,y)
.ié_normal_form?(R)(x): bool = NOT reducible?(R) (x)
normal_form?(R) (x,y): bool = RTC(R) (x,y) & is_normal_form?(R) (y)
normalizing?(R): bool = FORALL x: EXISTS y: normal_form?(R) (x,y)

has_unique_nf?(R,x): bool = EXISTS y: normal_form?(R) (x,y)

& FORALL z: normal_form?(R) (x,z) =>y = z
unique_nf?(R) (x,y): bool = normal_form?(R) (x,y)
& FORALL z: normal_form?(R) (x,z) =>y = z

joinable?(R) (x,y) : bool

EXISTS z: RTC(R) (x,z) & RTC(R) (y, z)

church_rosser?(R): bool = FORALL x, y: EC(R)(x,y) => joinable?(R) (x,y)

local_confluent?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x,y) & R(x,z) =>
joinable?(R) (y,z)

semi_confluent?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x,y) & RTC(R) (x,z) =>
joinable?(R) (y,z)

confluent?(R): bool = FORALL x, y, z: RTC(R) (x,y) & RTC(R) (x,z) =>
joinable?(R) (y,z)

strong_confluent?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x,y) & R(x,z) =>

EXISTS r: RTC(R) (y,r) & RC(R) (z,r)

diamond_property?(R): bool = FORALL x, y, z: R(x,y) & R(x,z) =>

EXISTS r: R(y,r) & R(z,r)

commute?(R1,R2): bool = FORALL x, y, z: RTC(R1) (x,y) & RTC(R2) (x,z) =>
EXISTS r: RTC(R2) (y,r) & RTC(R1) (z,r)

strong_commute?(R1,R2): bool = FORALL x, y, z: R1(x,y) & R2(x,z) =>
EXISTS r: RC(R2) (y,r) & RTC(R1)(z,r)

locally_commute?(R1,R2): bool = FORALL x, y, z: Ri(x,y) & R2(x,z) =>
EXISTS r: RTC(R2) (y,r) & RTC(R1) (z,r)

END ars_terminology
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Além disso, como veremos na sequéncia, ja se tornou padrao associar conceitos da
Teoria de Reescrita a diagramas, por exemplo, confluéncia e comutacao, como mostrado
na Defini¢ao 4.3.1. Esta associagdo permite um tratamento num estilo quase-geométrico

dos resultados e suas provas, facilitando o entendimento e a explicacao.

4.4 Confluéncia, Comutacao e Formas Normais

As sub-teorias results_confluence, results_commutation e results_normal_form
(Veja Figura 4.1.1) foram desenvolvidas com a intencao de confirmar que as especifi-
cagoes dadas na Tabela 4.3.1 realmente formam uma base solida para o desenvolvimento
de resultados da teoria de ARS. Sem duvida, o nosso proposito foi alcancado e nesta se-
¢ao apresentamos as formalizagoes de alguns resultados basicos envolvendo confluéncia, a
propriedade Church-Rosser, comutacao e outros, tais como, o Lema da Uniao Comutativa

e o Lema da Comutacao.
Teorema 4.4.1: (a) Se — ¢ confluente entdo — ¢é semi-cofluente.
(b) Se — é semi-cofluente entao — possui a propriedade Church-Rosser.

(¢) — possui a propriedade Church-Rosser se, e somente se, — é confluente.

Demonstragao:

(a) Obviamente, por defini¢ao, qualquer relagdo confluente é semi-confluente.

(b) Se — é semi-confluente e x «* y entdo devemos mostrar que x | y, ou seja, — possui
a propriedade Church-Rosser. A demonstragao se da por indugao no comprimento da

cadeia de reducao x <" y. Se x = y, é trivial. Agora suponha que
Tty ez

Pela hipétese de indugao existe w tal que x —* w *«—y. Nos resta, entao mostrar que

x | z. Para isto distinguimos dois casos (veja diagramas na Figura 4.4.1):

y<—z: Neste caso x | z segue diretamente de x | y.



64

y — z: Finalmente, a semi-confluéncia implica w | z e consequentemente x | z.

z X Y
N 7/
AN /
AN /
wn Ind 7,
AN 7/
n \ 4
x Yy w SC z
AN / AN /
AN / N /
AN 7/ AN /
£ \ Ind /% % N\ /%
N / N /
\ 4 \ 4
w u

Figura 4.4.1: Semi-confluéncia implica a propriedade Church-Rosser

(c) Se — possui a propriedade Church-Rosser e y *« x —* 2z entdo y <* 2z e portanto,
y | z, ou seja, — é confluente. A outra direcao segue imediatamente pelos itens

anteriores. -

O Teorema 4.4.1 foi formalizado na sub-teoria results_confluence e sua especificacao
é apresentada na Tabela 4.4.1. Para formalizar os resultados apresentados na Tabela 4.4.1
usamos nao mais do que as técnicas apresentadas na demostracao anterior, ou seja, o lema
Confl_implies_Semi foi provado simplesmente expandindo as defini¢oes de confluent?
e semi_confluent?, e instanciando adequadamente as varidveis quantificadas decorrentes

destas expansoes.

Tabela 4.4.1: Especificagao do Teorema 4.4.1

Confl_implies_Semi: THEOREM confluent?(R) => semi_confluent?(R)
Semi_implies_CR: THEOREM semi_confluent?(R) => church_rosser?(R)

CR_iff_Confluent: THEOREM church_rosser?(R) <=> confluent?(R)

A prova do resultado Semi_implies_CR segue na integra os casos e diagramas tal como
apresentado na Figura 4.4.1. No entanto, formalizamos a parte referente a indugao sobre

n como um lema auxiliar, tal como mostrado na Tabela 4.4.2.

Para provar o lema semi_and_iterate invocamos o comando de prova (induct n)

pré-construido no PVS. Este comando aplica no sequente corrente o esquema de indugao
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Tabela 4.4.2: Formalizagao da parte indutiva do item b) do Teorema 4.4.1.

semi_and_iterate: LEMMA FORALL (n: nat): semi_confluent?(R) &
iterate(SC(R), n) (x,y)
=>
joinable?(R) (x,y)

natural dividindo-o em dois outros sequentes os quais correspondem a base de inducao
(n=0) e ao passo de indugao. Note que o esquema de indugao é proporcionado pelo
operador iterate(SC(R), n). Um outro comando de prova que usamos na prova do
lema semi_and_iterate, e em varias outras, é o comando (prop). Este comando nos
permite distinguir os casos y«—z e y — 2z mencionados no teorema acima. Em outras
palavras, o comando (prop) gera dois sequentes onde em um deles o objetivo é provar
0 caso Yy«—z e no outro é provar o caso y — z. De maneira geral, o comando (prop)
aplica simplificagbes proposicionais, principalmente eliminado conectivos proposicionais,
e corresponde a regra IF-THEN-ELSE apresentada na Se¢ao 3.6. Para mais detalhe sobre
estes comandos de prova ver Apéndice C e [66]. Note que os comandos de prova citados

acima proporcionam um bom controle da estrutura das provas.

O resultado CR_iff_Confluent segue, também na integra, a demonstracao sugerida
no item (c). Isto é: por um lado, a prova segue expandindo as definigbes conflu-
ent? e church_rosser?, instanciando convenientemente as varidveis quantificadas, e
manipulando os fechos da relacao R. Por outro lado, aplicando diretamente os lemas

Confl_implies_Semi e Semi_implies_CR.

Ressaltamos que a maneira natural com que foram especificados os conceitos ba-
sicos da teoria ARS, apresentados na Tabela 4.3.1, nos permitiu visualizar as provas
mecanicas dos resultados, apresentados na Tabela 4.4.1, de uma maneira muito mais
clara, assim como, outros resultados formalizados na sub-teoria results_confluence,
dos quais destacamos Str_Confl_implies_Semi_Confl, Strong_Confl_implies_Confl

e DP_implies_StC, apresentados na Tabela 4.4.3.

Outros exemplos de formalizacoes, que foram baseados em diagramas, e que vieram

a reforcar o quanto as especificacoes apresentadas na Tabela 4.3.1 sdo coerentes para
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os nossos objetivos, podem ser encontrados na sub-teoria results_commutation (Ver
Figura 4.1.1) onde formalizamos, dentre outros, o Lema da Comuta¢io e o Lema da

Uniao Comutativa, cujas especificagoes sao apresentadas na Tabela 4.4.3.

Tabela 4.4.3: Outros resultados basicos.

Str_Confl_implies_Semi_Confl: THEOREM strong_confluent?(R) => semi_confluent?(R)
Strong_Confl_implies_Confl: COROLLARY strong_confluent?(R) => confluent?(R)
DP_implies_StC: LEMMA diamond_property?(R) => strong_confluent?(R)

Commutative_Union_Lemma: THEOREM confluent?(R1) & confluent?(R2) &
commute?(R1,R2) => confluent?(union(R1, R2))

Comutation_Lemma: THEOREM strong_commute?(R1,R2) => commute?(R1,R2)

Para verificar o quao adequadas sao as especificacoes envolvendo formas normais, den-
tre outros, formalizamos na sub-teoria results_normal_form (Ver Figura 4.1.1) o se-

guinte resultado:

Lema 4.4.2: Se — ¢ confluente e fracamente terminante, entao todo elemento possui

uma unica forma normal.

Também, formalizamos na sub-teoria results_normal_form um dos principais resul-

tados de ARS, seguindo os mesmos padroes mencionados anteriormente. A saber,

Teorema 4.4.3: Se — é confluente e fracamente terminante, entao x <* y se, e somente

se, ¢ |=1vy |. Onde x | significa que x possui uma tnica forma normal.

4.5 Formalizacao do Principio de Inducao Noeteriana

Na sub-teoria noetherian (Veja Figura 4.1.1) especificamos a no¢ao de relagao noeteriana
e o formalizamos o Principio de Inducao Noeteriana, o qual é a base para as formalizagoes
do Lema de Newman e do Lema de Yokouchi, como veremos na préxima segao. No

entanto, antes de apresentarmos estas formalizagoes recordemos do Principio de Inducdo
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Bem-Fundada:
Vee X. (Ve X.y<ax = P(y)) = Px)) = VreX. P(x)

onde X é um conjunto qualquer, P é alguma propriedade sobre os elementos de X e
< é uma relagdo bem-fundada sobre X [69]. Em outras palavras, para provar que a
propriedade P(z) vale para todo € X é suficiente mostrar que P(zx) vale, sabendo que

P(y) vale para todo y < = (hip6tese de indugao).
Formalmente, o Principio de Indugcao Noeteriana é expresso como segue:
Vre A (Ve A r—"y = Py)) = Pxr)) = Vre A P(z)

onde P é alguma propriedade sobre os elementos de A. Em outras palavras, para provar
que P(x) vale para todo x, é suficiente provar que P(z) vale, sabendo que P(y) vale para
todos os sucessores y de x (hipdtese de inducao). O Principio de Induc¢ao Noeteriana é uma
generalizagao do Principio de Indugao Bem-Fundada sobre um conjunto bem-ordenado

(X, <) para sistemas de redugao terminante (noeteriano) (A, —).
Como podemos ver em [4], é possivel provar que:

Teorema 4.5.1: — ¢é terminante (noeteriana) se, e somente se, o Principio de Indugao

Noeteriana vale.

Demonstracao: (=): Assuma que o Principio de Indu¢ao Noeteriana (PIN) nao vale
para —, ou seja, existe algum P tal que a premissa de PIN vale mas a conclusao nao
vale, ou seja, 7P (ag) para algum ay € A. Mas entdo a premissa de PIN implica que deve
existe algum a; tal que ag —* a; e =P(ay). Pelo mesmo argumento, deve existir algum

az tal que a; —* ay e =P(ay). Seguindo com este raciocinio, concluimos que existe uma

+ + + ..

cadeia infinita ag — a; —7 ay — -, ou seja, — nao é terminante o que nos leva a

uma contradicao.

(«): Considere o PIN onde P(z) :=ndo existe cadeia infinita iniciando z. O passo
indutivo é: se nao existe uma cadeia infinita iniciando em qualquer sucessor de x, entao
nao existe cadeia infinita iniciando x. Portanto, a premissa de PIN vale e podemos

concluir que P(z) vale para todo z, ou seja, — é terminante. [
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Observe que o Principio de Indugao Bem-Fundada trabalha com antecessores e o Prin-
cipio de Inducao Noeteriana com sucessores. Dessa forma, podemos caracterizar uma

relagdo terminante (noeteriana) como segue:

Definigao 4.5.2: — ¢ terminante (noeteriana) se, e somente se, < é bem-fundada.

Tabela 4.5.1: Teoria noetherian.pvs

noetherian[T: TYPE] : THEORY
BEGIN

IMPORTING ars_terminology[T], orders@well_foundedness[T]

P: VAR PRED[T]
R: VAR PRED[[T, T1]
X, y: VAR T

noetherian?(R): bool = well_founded?(converse(R))
noetherian: TYPE = (noetherian?)

noetherian_induction: LEMMA
(FORALL (R: noetherian, P: PRED[T]):
(FORALL x:
(FORALL y: TC(R) (x, y) => P(y)) => P(x))
=>
(FORALL x: P(x)))
END noetherian

Como mencionamos no inicio deste capitulo, o principio de indugao noeteriana é for-
malizado usando o Principio de Induc¢ao Bem-Fundada, o qual foi formalizado em PVS
e pode ser encontrado no prelude (lema wf_induction), assim como a nogao de relagao
bem-fundada. Agora, as especificacoes da nocao de relacao noeteriana e do Principio de
Inducao Noeteriana sao apresentadas na Tabela 4.5.1. Observe que o Principio de Inducao
Noeteriana exige a quantificacdo de uma relagao, ou seja, é um objeto de ordem superior,
e que a linguagem de ordem superior do PVS nos permitiu especificar este principio de

uma forma natural e elegante.
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4.6 Formalizacoes dos Lemas de Newman e Yokouchi

Na sub-teoria newman_yokouchi (Veja Figura 4.1.1) estd a formalizacdo do Lemma de
Newman [47] e do Lema de Yokouchi [71] previamente publicadas em [21]. Como men-
cionado em outro momento, o nosso objetivo com estas formalizagoes nao é apresentar
mais uma formalizagao de resultados nao elementares da teoria ARS, mas evidenciar que
a teoria ars efetivamente é uma teoria de aspecto geral suficiente para formalizar varios
resultados da teoria de ARS. Ambas as formalizacoes utilizam o Principio de Inducao
Noetheriana, apresentado na secao precedente, instanciado convenientemente de acordo

com as exigéncias de cada lema.

4.6.1 Lema de Newman

Apesar de existir, segundo Bognar [8], mais de 50 maneiras de demonstrar o Lema de
Newman: sob a hipétese de terminacao, confluéncia é equivalente a confluéncia locall,
por exemplo, usando Multisets [6], por Decreasing Diagrams [8], e é claro a prépria prova
de Newman [47], em nossa formalizagdo apresentamos a cldssica prova por aplicagcio do
Principio de Indug¢ao Noeteriana dada por Huet em [34], a qual é um cldssico exemplo de
prova em logica de ordem superior e é geralmente apresentada, por padrao, na literatura

de reescrita [4].

Ressaltamos que a formalizacdo do Lema de Newman, desenvolvida neste trabalho, se
difere um pouco da formalizacao desenvolvida por Ruiz-Reina et al em [61]. Isto porque
em [61] os autores formalizam o Lema de Newman inspirados pela prova dada por Klop
em [42], a qual consiste em mostrar que a relagdo de redugdo possui a propriedade Church-
Rosser em vez de lidar com confluéncia. No entanto, note que estes dois conceitos sao

equivalentes como mostrado na Tabela 4.4.1.

Lema 4.6.1 [Lema Newman [47]]: Seja R uma relacao noeteriana definida sobre o

conjunto A. Entao R é confluente se, e somente se, R é localmente confluente.

'Em geral, confluéncia é indecidivel. No entanto, é decidivel para sistemas de reescrita finitos e
terminantes.
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Demonstracao: A direcao confluente implica localmente confluente, segue por definicao.
Na outra direcao, suponha que R é noeteriana e localmente confluente. A confluéncia é

provada usando o principio de inducao noeteriana com o predicado

P(x) =Vb,c.b*— 1z —"c = b e c juntdveis

Obviamente, R é confluente se P(x) vale para todo x. De acordo com o principio de
indugao noeteriana devemos provar que P(z) vale supondo que P(t) vale para todo ¢ tal
que x —1 t. Para provar P(z), analisamos a divergéncia b *— x —* ¢. Se x = b ou
x = ¢, temos claramente que b e ¢ sao juntaveis. Caso contrario, temos que r — x; —* b

e r — x9 —* ¢ como mostra o diagrama na Figura 4.6.1.

x X2 C
[ [
| |
| |

LC | !
| |

Tl—————— - = U Ind l
l |
I |
[ [

Ind I |
| B

* *
[ [
y Y
.

Figura 4.6.1: Prova do Lema de Newman.

A existéncia de u segue por local confluéncia (LC') de R, a existéncia de v e w segue

pela hipétese de indugao (Ind) pois © —T x1 e © —T x5, respectivamente. [

A especificagao do Lema de Newman é apresentada na Tabela 4.6.1. A sua prova
mecanica foi completada apds a aplicagao de 143 comandos (regras) de prova, e segue na
integra a prova (analitica) apresentada acima, isto é: a diregao (=) segue expandindo as
definicoes de confluent?(R) e local_confluent?(R), e instanciando adequadamente as
varidveis quantificadas decorrentes destas expansoes; e a dire¢ao (<) é provada invocando
e instanciando adequadamente o lema noetherian_induction com o predicado

LAMBDA (a: T): (FORALL (b, c: T):
RTC(R) (a, b) AND RTC(R)(a, c) IMPLIES joinable?(R)(b,c))
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Tabela 4.6.1: Sub-teoria newman_yokouchi: Lema de Newman

newman_yokouchi[T : TYPE] : THEORY

BEGIN
IMPORTING results_confluence[T], noetherian[T]
R, S: VAR PRED[[T, T]]

Newman_lemma: THEOREM
noetherian?(R) => (confluent?(R) <=> local_confluent?(R))

END newman_yokouchi

Assim, o principal objetivo a ser provado, confluent?(R), segue trivialmente assu-
mindo que a hipdtese a seguir vale

FORALL (x: T):
FORALL (b, c: T): RTC(R) (x, b) AND RTC(R) (x, c) IMPLIES joinable?(R)(b, c)

Consequentemente um novo sequente é gerado onde o principal objetivo é provar que
a hipdtese acima vale, supondo que a condicao a seguir vale

FORALL (y: T):
TC(R) (x, y) IMPLIES
(FORALL (b, c: T):
RTC(R) (y, b) AND RTC(R) (y, c) IMPLIES joinable?(R) (b, c))

Este novo objetivo é provado seguindo na integra os casos e o diagrama apresentado na

Figura 4.6.1.

Dentre os comandos usados para provar este lema destacamos os seguintes: o co-
mando (split), o qual dentre outras agoes, divide um sequente que possui uma férmula
consequente da forma A A B em dois sequentes nos quais os objetivos sao as férmulas
consequentes A e B, foi usado para dividir a prova de <=> em dois sub-objetivos, ou
seja, <= e =>; o0 comando (case) foi usado para dividir a prova de <= em casos como
sugerido na prova acima. Por exemplo, ao aplicarmos a regra de prova case, digamos

(case x = b), a um sequente ¥ - A, dois sub-objetivos (sequentes) sao gerados:

YFEA

T

x=b,XFA YFx=DbA
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De outra forma, a regra de prova (case x = b) divide o sequente X - A em dois outros
sequentes, onde em um deles x = b aparece no antecedente, ou seja, ¢ assumido como
verdade, e no outro x = b aparece no consequente, ou seja, como uma obrigacao de
prova. Observe que a regra case é equivalente a regra do corte (olhada de “baixo para
cima”) apresentada na Secao 3.6; e o comando (typepred) o qual corresponde a regra
(T'ypepred) apresentada na Secao 3.6, ou seja, é usado para introduzir explicitamente, no
antecedente de um sequente, o predicado que define o tipo de um elemento. Por exemplo,
se i é do tipo nat entao o comando (typepred "i") introduz no antecedente de um

sequente o predicado que define o tipo de i, isto é, i>=0.

4.6.2 Lema de Yokouchi

Na sequéncia apresentamos a formalizacao do Lema de Yokouchi. Este lema também
foi formalizado em Coq por Siibi [63] e foi a chave para formalizar a confluéncia do
Calculo de Substituicoes Explicitas Ay4. Além disso, este lema é mais um exemplo de
como a associacao com diagramas facilita o entendimento e a formalizacao de conceitos

nao-triviais.

Lema 4.6.2 [Lema de Yokouchi [71]]: Sejam R e S duas relagoes definidas sobre o
mesmo conjunto 7', com R confluente e noeteriana, e S tendo a propriedade do diamante.

Suponha ainda que o seguinte diagrama vale:

R
T z
|
|
|
S D | R*oSoR*
|
|
y
______ > U
Y 7

Entao a relagao R* o .S o R* possui a propriedade do diamante.

Demonstracgao: A prova se inicia com a generalizacao D’ do diagrama D, como mostrado

na Figura 4.6.2. Esta generalizagao ¢ provada por inducao noeteriana usando o predicado

P(z):=Vy,z. zR*z N xSy = Ju.(yR*'u N zR" oS o R*u)
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R*

8

z
|
|
|
| R*oSoR*
|
|
Y
Y- - =z - - -

Figura 4.6.2: Generalizacao do Diagrama D como D’

Entao, para provar que R*oSoR* possui a propriedade do diamante usamos novamente

o principio de indugao noeteriana com o seguinte predicado
P'(z) :=Vy,z.2R* o So Ry N tR*oSo Rz = Ju.(yR*oSo R'u N zR* o S o R*u)

concluimos a demonstracao, por indu¢ao no comprimento da redugao do primeiro R* em
rR*0SoR*y. Em outras palavras, analisamos doi casos: xtRo R*oSo R*y e x50 R*y como
mostram os diagramas apresentados, respectivamente, nas Figuras 4.6.3 e 4.6.4, onde C' e
DP representam a confluéncia de R e a propriedade do diamante de S, respectivamente

dados como hipoteses.

R* S R

x 21 22 Z
[ [ [
[ [ [
[ [ [
R C | R* D’ | R* C | R*
[ [ [
[ [ [
v v v
R T e
[
[
R*oSoR* Ind | R*oSoR*
[
[
y
77777777777777777777777 >U
y R*oSoR*

Figura 4.6.3: Caso tRo R* oS o R*y

A formalizacao do Lema de Yokouchi foi dividida em dois lemas, cujas especificacoes

sao apresentadas na Tabela 4.6.2. O primeiro lema, Yokouchi_lemma_ax1, apresentado na
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T S 2 r z
[ |
[ [
[ [
S DP IS D’ | R*oSoR*
[ [
[ [
Y 1'%
1—— = = — — — >U] — — — — — — > U
Yy g |1 i |2
[ [
[ [
R* D’ | R* C | R*
[ [
[ [
Y v
——————— U3 — — — — — — >=U
Y R*oSoR* 3 R*

Figura 4.6.4: Caso xS o R*y

Tabela 4.6.2, corresponde a formalizagao da generalizagao D" do diagrama D apresentado

na Figura 4.6.2, e o segundo lema corresponde ao Lema 4.6.2.

Tabela 4.6.2: Sub-teoria newman_yokouchi: Lema de Yokouchi

newman_yokouchi[T : TYPE] : THEORY

BEGIN
IMPORTING results_confluence[T], noetherian[T]
R, S: VAR PRED[[T, TI1]

Yokouchi_lemma_ax1: LEMMA
(noetherian?(R) & confluent?(R) &
(FORALL x,y,z: (S(x,y) & R(x,z)) =>
(EXISTS (u:T): RTC(R) (y,u) & (RTC(R) o S o RTC(R))(z,u))))
=> (FORALL x,y,z: (S(x,y) & RTC(R) (x,z)) =>
(EXISTS (w:T): RTC(R) (y,w) & (RTC(R) o S o RTC(R))(z,w)))

Yokouchi_lemma: THEOREM
(noetherian?(R) & confluent?(R) & diamond_property?(S) &
(FORALL x,y,z: (S(x,y) & R(x,z)) =>
(EXISTS (u:T): RTC(R) (y,u) & (RTC(R) o S o RTC(R))(z,w)))
=> diamond_property?(RTC(R) o S o RTC(R))
END newman_yokouchi

A prova mecanica do lema Yokouchi_lemma_ax1, assim como do lema Yokouchi_lemma
seguem na integra os passos apresentados na prova (analitica) acima. A formalizagao do
lema Yokouchi_lemma foi completada apds a aplicacao de 266 comandos (regras) de prova,

sem contar os comandos aplicados para provar o lema Yokouchi_lemma_ax1, e exigiu duas
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aplicagoes do Principio de Inducao Noeteriana, ou seja, duas invocagoes do lema noethe-
rian_induction apresentado na Tabela 4.5.1. De maneira geral, o lema Yokouchi_lemma
¢é provado seguindo os diagramas das Figuras 4.6.3 e 4.6.4 de acordo com os seguintes pas-

SOS:

1. Primeiro passo: introduz as constantes de Skolem e considera os casos x = 21 e/ou

X =1Y1.

2. Segundo passo: invoca o lema iterate_RTC o qual estabelece que para todo n, ite-
rate(R,n) C RTC(R); expande as defini¢oes de composicao de relacoes, confluent?

e outras; e aplica simplificagao disjuntiva.

3. Terceiro passo: aplica a confluéncia de R, o lema auxiliar Yokouchi_lemma_axl e a

hipétese de inducao para concluir.



Capitulo 5

Formalizacao da Teoria de Sistemas de
Reescrita de Termos

Neste capitulo apresentamos a formalizacao de um conjunto de conceitos que formam a
base da teoria de TRS. Essa formalizacao compoe uma teoria em PVS chamada trs, a
ser disseminada em [20]. Assim como a teoria ars, o principal objetivo do desenvolvi-
mento da teoria trs é fornecer uma formalizacao de conceitos bésicos que possibilite o
desenvolvimento de varios outros conceitos ou resultados da teoria de TRS. O conceito de
termo, ou o conjunto dos termos bem-formados, foi especificado como um tipo recursivo
com base em dois tipos nao interpretados nao vazios para simbolos de varidvel e sim-
bolos de funcao associadas a sua aridade. Dessa forma, os termos bem-formados serao
variaveis ou aplicagoes de simbolos de funcao a uma seqiiéncia de termos de comprimento
correspondente a aridade do simbolo de funcao. Com base nessa formalizacao de termos
é possivel especificar indutivamente as nocoes de posicoes e subtermos. Pode-se entao for-
mular nogoes mais complexas como substituicoes e sua extensao homeomorfa para termos
e nocoes elaboradas como a de par critico de maneira natural, tal como apresentado na
literatura de reescrita. Seguindo esse caminho obtemos uma formalizacao robusta para a

teoria de TRS.

Como evideéncia da generalidade e robustez da teoria trs apresenta-se uma formaliza-
¢ao, dentre outros resultados, do conhecido Teorema dos Pares Criticos de Knuth-Bendix.
Como mencionado na introducao, até onde sabemos, esta é a primeira formalizacao com-

pleta deste teorema numa linguagem de especificacao de ordem superior como o PVS.
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Em TRS, como j& mencionamos antes, usa-se um conjunto pré-definido de regras de
reducao para se fazer computacoes. Por exemplo, no A-cdlculo, reducoes sao executadas
através de F-reducao, dentre outras. Assim, fazendo um paralelo com ARS observa-se que
um “conjunto” de regras de redugao define uma ou mais relagoes de reducao (bindrias) as
quais sao construidas sobre o termos. Dessa forma, todos os conceitos e resultados sobre
ARS, vistos no capitulo anterior, podem ser naturalmente importados para TRS. E o fato
de a teoria ars ser parametrizada com um tipo nao interpretado T, isto é, ars[T], nos
permitiu importar todos os seus conceitos e resultados para a teoria trs, simplesmente

instanciando o parametro T com o tipo term (Ver Segao 5.2).

5.1 Estrutura Hierarquica da Teoria trs

Com a mesma metodologia adotada no capitulo anterior, na Figura 5.1.1 apresentamos a
estrutura hierarquica da teoria trs na qual aparece destacada em azul a teoria ars. Na

seqiiéncia apresentamos, parcialmente, o que foi formalizado em cada sub-teoria.

Na Figura 5.1.1 as sub-teorias identity e finite_sequences ja vem pré-construidas
no PVS, e podem ser encontradas no prelude [52]. A sub-teoria finite_sequences define

seqiiéncias finitas como um tipo dependente (Ver Segao 3.3) dado por:
finite_sequence: TYPE = [# length:nat, seq:[below[length] -> T] #].

onde below é um subconjunto, possivelmente vazio, dos nimeros naturais, também defi-

nido como um tipo dependente, e que pode ser encontrado no prelude, e é dado por:
below(i:nat): TYPE = {s:nat | s < i}.

Além disso, na sub-teoria finite_sequences, a concatenacao de duas seqiiéncias finitas

fs1 e £s2 é definida através do operador denotado por “o” e apresentado na Tabela 5.1.1.

Como veremos no decorrer deste capitulo, muitos dos elementos da teoria trs sao

baseados em seqiiéncias finitas, por exemplo termos e posicoes, e varias formalizacoes de
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Figura 5.1.1: Estrutura Hierdrquica da Teoria trs

resultados da teoria trs sao obtidas por inducao no comprimento de uma seqiiéncia finita.
Além disso, o manuseio de seqiiéncias finitas é essencial na especificacao de subtermos,

substituicoes, entre outros.

Devido ao supracitado, complementamos a sub-teoria finite_sequences desenvol-

vendo a sub-teoria finite_sequences_extras na qual formalizamos varias propriedades
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Tabela 5.1.1: Concatenacao de duas seqiiéncias finitas.

(fs1 o fs2): finite_sequence =

LET 11 = fsl‘length,
lsum = 11 + fs2¢length IN
(# length := lsum,
seq := (LAMBDA (n:below[lsum]):
IF n <11

THEN fs1‘seq(n)
ELSE fs2‘seq(n-11)
ENDIF) #);

inerentes a Teoria de Sequéncias Finitas. Por exemplo, especificamos a idéia de inserir
(insert?) um elemento x numa posi¢cdo qualquer de uma seqiiéncia finita seq, e em
seguida, especificamos o construtor add_first o qual insere um elemento na primeira
posicao de uma seqiiéncia finita seq tal como mostrado na Tabela 5.1.2. Também na
Tabela 5.1.2 apresentamos um construtor, replace, para trocar o elemento na posicao n

de uma seqiiéncia finita seq por um elemento x.

Tabela 5.1.2: Alguns Construtores Definidos na Teoria finite_sequences_extras

insert?(x, seq, (n: uptol[length(seq)])): finseq =
(# length := seq‘length + 1,
seq := (LAMBDA (i: belowl[seq‘length + 1]):
(IF i < n THEN seq(i)
ELSIF i = n THEN x
ELSE seq(i - 1) ENDIF)) #)

add_first(x, seq): finseq = insert?(x, seq, 0)

replace(x, seq, (n: below[length(seq)])): finseq =
(IF seq‘length = 0 THEN seq
ELSE
(# length := seq‘length,
seq := (LAMBDA (i: below[seq‘length]):

(IF i < n THEN seq(i)
ELSIF i = n THEN x
ELSE seq(i) ENDIF)) #)

ENDIF)

Na Tabela 5.1.2, seq(i) representa o i-ésimo elemento da seqiiéncia finita seq, e upto

¢ um subconjunto dos nimeros naturais definido como um tipo dependente no prelude e
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dado por

upto(i:nat): NONEMPTY_TYPE = {s:nat | s <= i} CONTAINING 1i.

A sub-teoria identity (Veja Figura 5.1.1) simplesmente define a func¢do identidade

como uma funcao bijetiva sobre um tipo T e é dada por:

identity: (bijective?[T,T]) = (LAMBDA x: x).

Em adigao acrescentamos o conjunto dos nimeros naturais nao-nulos upto? tal como
apresentados na Tabela 5.1.3. Assim como a sub-teoria finite_sequence_extra a sub-
teoria TUnion_extra (Veja Figura 5.1.1) foi desenvolvida como uma teoria parametrizada,
cujo parametro ¢ um tipo nao interpretado T. Esta sub-teoria, IUnion_extra, contém
formalizagoes de alguns resultados auxiliares para lidar com a uniao finita de subconjuntos
de um dado tipo T. Em particular, estamos interessados na uniao finita de imagens finitas

de uma dada funcao, tal como apresentado na Tabela 5.1.3.

Tabela 5.1.3: A unido finita de conjuntos finitos é finito

IUnion_extral[T: TYPE]: THEORY
BEGIN
i, n: VAR nat

upto?(n: posnat): NONEMPTY_TYPE = {i: posnat | i <= n} CONTAINING n
IUnion_of_finite_is_finite: LEMMA
FORALL (n: posnat, (f:[upto?(n) -> set[T]1])):
(FORALL (i: upto?(n)): is_finite(£(i)))
=> is_finite(IUnion(LAMBDA (i: upto?(n)): £(i)))

END IUnion_extra

5.2 Termos

Um TRS é definido sobre um conjunto de objetos chamados termos, e na sub-teoria term

(Veja Figura 5.1.1) especificamos a estrutura destes termos de acordo com a Definigao
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5.2.1, e mantendo a mesma visao de generalidade que tivemos para ars, desenvolvemos a

teoria trs como uma teoria parametriza, dada por:

trs[variable:TYPE+, symbol:TYPE+]

onde TYPE+ significa um tipo nao vazio, o tipo variable representa um conjunto V'
arbitrario de simbolos de varidvel, e o tipo symbol representa um conjunto X de simbolos
de fun¢do, chamado na literatura de assinatura, onde cada f € ¥ estd associado com
um inteiro ndo negativo n, chamado aridade de f e denotado por arity(f) = n, ou seja,
arity : ¥ — N. Esta fun¢do aridade foi especificada na sub-teoria arity (Veja Figura

5.1.1) e é dada por
arity: [symbol -> nat].
Denotamos o conjunto de todos os simbolos de funcao de X cuja a aridade é n > 0

por ©(™ e chamamos os elementos de ) de simbolos de constante.

Definicao 5.2.1: Sejam ¥ uma assinatura e V' um conjunto arbitrario de simbolos de va-
ridvel, ou simplesmente varidveis. Definimos indutivamente o conjunto de termos T'(, V)

CcOmo segue:

(a) Toda varidvel é um termo, ou seja, V C T'(3, V);

(b) Se f é um simbolo de funcio de aridaden > 0 (f € ™) ety,--- ,t, € T(X,V), entdo

f(ty,- -+ ,t,) é um termo, ou seja, f(ty,---,t,) € T(X,V). A seqiiéncia de termos t;
é chamada os argumentos do termo f(ty,--- ,t,), e o simbolo de fungao f é a cabeca
ou 7aiz.

O PVS nao permite definigoes de tipos recursivos, e para contornar esta situacao o PVS
oferece 0 mecanismo primitivo DATATYPE, como vimos na Secao 3.5. Assim, especificamos
o conjunto de termos T'(X, V) como um DATATYPE, chamado term, como mostrado na

Tabela 5.2.1.



82

Tabela 5.2.1: Especificacao recursiva de termos como Abstract DataTypes

term[variable: TYPE+, symbol: TYPE+] : DATATYPE
BEGIN

IMPORTING arity[symbol]

vars(v: variable): vars?
app(f:symbol, args:{args:finite_sequence[term] | args‘length=arity(f)}): app?

END term

Observe que a teoria term possui dois construtores, a saber: o construtor vars o qual
recebe um unico argumento de tipo variable, ou seja, varidvel; e o construtor app que
recebe dois argumentos onde o primeiro deles é de tipo symbol, ou seja, um simbolo de
funcgao, e o segundo ¢ de tipo finite_sequence instanciado com o tipo term, ou seja, uma
seqiiéncia finita de termos. Observe ainda que o argumento args, além de promover a
chamada recursiva do DATATYPE, garante que o simbolo de funcao f esta sendo aplicado a
um nuimero correto de argumentos, ou seja, a aridade do simbolo de funcao f é exatamente

igual ao comprimento da seqiiéncia finita args.

Para distinguir, durante o desenvolvimento da teoria trs de forma mais clara, os
termos que sao do tipo aplicacao dos termos que sao do tipo variavel, especificamos na
sub-teoria variables_term (Veja Figura 5.1.1) o conjunto V de todos os termos que sao

de tipo variavel, ou seja,

V: set[term] = {x:term | vars?(x)}.

Além disso, assumimos que o conjunto V é um conjunto infinito e enumeravel, ou seja,

var_countable: ASSUMPTION is_countably_infinite(V).

onde is_countably_infinite é um predicado pré-construido no PVS e que pode ser

encontrado na sua biblioteca.
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5.3 Posicoes

A sub-teoria positions (Veja Figura 5.1.1) contém a especificagao do conjunto de posi¢ioes
de um termo, de acordo com a Definicao 5.3.1, bem como a especificacao de posicoes

paralelas e a formalizacao de algumas propriedades envolvendo posigoes.

Posicoes de um termo sao seqiiéncias finitas de niimeros naturais nao-nulos, denotadas
por nins - --ng. Além disso, usamos a notacdo ip para representar a concatenacao do
nimero natural nao-nulo ¢ com a seqiiéncia finita p, ou seja, se p = ning---ny entao
ip = ingng - - -ny. De forma mais geral, definimos a concatenagao de duas seqiiéncias
finitas p = nqy---ng € ¢ = myq -+ -my como sendo pg = ny---nEmy - - - My, € especificada

tal como apresentado na Tabela 5.1.1.

Defini¢ao 5.3.1: Seja ¥ uma assinatura, V um conjunto de varidveis, com ¥ NV = (),
et e T(X,V). Entao definimos o conjunto de posi¢oes do termo ¢, denotado por Pos(t),

indutivamente como segue:
(a) Set =z € V, entdo Pos(t) := €, onde € denota a posicao vazia (seqiiéncia vazia),
chamada de posicao raiz.

(b) Set = f(ty, - ,t,), entdo

Pos(t) :={e} U| J{ip | p € Pos(t;)}
i=1
Definimos ainda uma ordem parcial < sobre o conjunto das posicoes de um termo
dada por:
p < q se, e somente se, existe uma posicdao p’ tal que pp’ = q

Além disso, dizemos que duas posigoes p e ¢ sdo paralelas, e denotamos por p || ¢, se, e

somente se, p £ g e ¢ £ p.

A especificagao do conjunto de posigoes em PVS, chamado positionsOF, ¢ feita recur-
sivamente como a maioria dos conceitos da teoria TRS e como sugere a Definigao 5.3.1.

Nesta especificacao usamos como medida para terminagao a ordem bem-fundada << que é
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gerada automaticamente pela operacao typechecking da teoria term (Ver Segao 3.1 e [50]),

tal como apresentado na Tabela 5.3.1.

Tabela 5.3.1: Conjunto de Posicoes de um Termo

positionsOF(t: term): RECURSIVE positions =
(CASES t OF
vars(t): only_empty_seq,
app(f, st): IF length(st) =0
THEN only_empty_seq
ELSE union(only_empty_seq,
IUnion((LAMBDA (i: upto?(length(st))):
catenate (i, positionsOF(st(i-1)) ))))
ENDIF
ENDCASES)
MEASURE t BY <<

Na especificacao apresentada na Tabela 5.3.1 usamos os construtores only_empty_seq
que constitui um conjunto unitario contendo a seqiiéncia vazia, e catenate que insere um
nimero natural nao-nulo na primeira posicao de cada seqiiéncia de um dado conjunto de

seqiiéncias finitas tal como mostra a Tabela 5.3.2.

Tabela 5.3.2: Propriedades sobre posicoes de um termo

position: TYPE = finseq[posnat]
positions: TYPE = set[position]

only_empty_seq: positions = {x: position | x = empty_seq}
catenate(i: posnat, s: positions): positions =
{seq: position | EXISTS (x: position): (member(x,s) AND
seq = add_first(i,x))}
<=(p, q): bool = (EXISTS (pl: position): q = p o pl)
parallel(p, q): bool = (NOT p <= q) & (NOT q <= p)
positions_of_terms_finite : LEMMA is_finite(positions0F(t))

closed_positions: LEMMA (positionsOF(t)(q) & p <= q) => positionsOF(t) (p)

not_var: LEMMA (positionsOF(t)(p) & p = add_first(i, q)) => app?(t)
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Na sub-teoria positions também especificamos uma ordem parcial <= sobre o con-
junto de posigoes, o conceito de posicoes paralelas onde a concatenagao de duas seqiiéncias
p,q ¢é representada por p o g, e formalizamos algumas propriedades bésicas tais como:
o conjunto de posigoes de um termo é fechado com relacdo a <= (closed_positions); e
que o conjunto de posigdes de um termo é finito (positions_of_terms_finite). Veja
Tabela 5.3.2 e observe que position ¢ um tipo composto de seqiiéncias finitas de niimeros

naturais nao-nulos e que positions é um tipo composto por conjuntos de position.

5.4 Subtermos

Na sub-teoria subterm (Veja Figura 5.1.1) especificamos indutivamente as nogoes de sub-

termos de um dado termo de forma analoga a definigao a seguir.

Definigao 5.4.1: Sejam s, t termos e p € Pos(s).

(i) O subtermo de s na posicao p, denotado por s|,, é definido indutivamente sobre o
comprimento de p:
sle = s
f<817"'78n)|l'q = Si|q :
E facil ver que se p € Pos(s) e p = iq entdao s é da forma s = f(sq,...,$,) com
1 < n. Ressaltamos que esta afirmacao foi provada mecanicamente na sub-teoria

positions tal como mostra a Tabela 5.3.2.

(ii) O conjunto das varidveis que ocorrem em s, é denotado por Var(s) e definido como
segue:

Var(s)={x €V | 3p € Pos(s) : s|,= x}

Na Tabela 5.4.1, apresentamos a especificacao recursiva da nocao de subtermo, cha-
mada subterm0OF. O construtor subterm0OF recebe como entrada um termo t e uma posi¢ao
p de t, e retorna o subtermo de t na posicao p. Observe que dessa forma um subtermo

de um dado termo ¢é unicamente determinado pela sua posicao.
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Na Tabela 5.4.2 e daqui por diante, positions?(t) representa o tipo composto por

todas as posigoes do termo t.

Tabela 5.4.1: Subtermos de um dado termo

subtermOF (t: term, (p: positions?(t))): RECURSIVE term =
(IF length(p) = 0

THEN t
ELSE LET st = args(t),
i = first(p),
q = rest(p) 1IN
subtermOF (st (i-1), q)
ENDIF)

MEASURE length(p)

Na sub-teoria subterm além de especificar recursivamente a nogao de subtermo, cuja
medida é o comprimento da posi¢ao p, especificamos o conjunto de variaveis de um termo
t e 0 conjunto das posicoes de um dado termo t onde ocorre uma dada variavel x, res-
pectivamente denotados por Vars(t) e Pos_var(t, x) e apresentados na Tabela 5.4.2.

Também na Tabela 5.4.2 apresentamos a formalizacao do Lema 5.4.2.

Lema 5.4.2: Se pq € Pos(s), entao:

1. q € Pos(s|,).

2. 3|pq: (5|p)|q-

Demonstracao: Ambas as demonstracoes sao por inducao no comprimento de p. Como

exemplo, apresentamos a prova, por inducao no comprimento de p, do item 2:

BI: Seja p =e. Assim pg = q e s|,= s. Portanto, s|,,= s|,= (s]p)|q-

PI: Suponhamos que a afirmagao é verdadeira para toda posicao p’ de s cujo comprimento

¢ menor do que o comprimento de p.

Vamos assumir agora que p = ip’. Uma vez que ip'q € Pos(s) temos que s é da

forma s = f(s1,...,$,) com i < n. Logo por defini¢ao,

Slpg= Slip'g= Silpq -
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Da Hipotése de Inducao temos que
Silpq= (Silp)lg -
Finalmente, por defini¢do, s;|,= s|;y= $|,, 0 que completa a demonstracao. [
O Lema 5.4.2 foi formalizado em forma de dois lemas, pos_subterm_ax e pos_subterm,

e as técnicas usadas para provar mecanicamente estes resultados sao as mesmas usadas

na prova (analitica) dada acima, ou seja, indu¢ado no comprimento da posigao p.

Tabela 5.4.2: Propriedades basicas de subtermos

Vars(t): set[(V)] = {x: (V) | EXISTS (p: positions?(t)): subtermOF(t,p) = x}
Pos_var(t, x): positions = {p: positions?(t) | subtermOF(t,p) = x}
pos_subterm_ax: LEMMA positionsOF(t)(p o q) => positionsOF (subtermOF (t,p)) (q)

pos_subterm: LEMMA positionsOF(t)(p o q) =>
subtermOF(t, p o q) = subtermOF (subtermOF (t,p),q)

Para realizar e controlar provas indutivas sobre o comprimento de uma seqiiéncia
(posigao), o PVS oferece a estratégia, dentre outras, conhecida como measure-induct+.
Esta estratégia toma como argumentos um medida e uma varidvel de indug¢ao para a
qual a medida estd definida. Assim, para realizar as provas mecanicas dos lemas apre-
sentados na Tabela 5.4.2 invocamos a estratégia measure-induct+ instanciada adequa-
damente para realizar tais provas por inducao sobre o comprimento de uma seqiiéncia
p, ou seja, (measure-induct+ "length(p)" "p") onde a medida é o comprimento da

seqiiéncia length(p) e a varidvel de indugao ¢ a seqiiéncia p.

Por exemplo, para provar o lema pos_subterm_ax invocamos a estratégia (measure-

induct+ "length(p)" "p") e obtemos como resultado um sequente da seguinte forma:

{-1} FORALL (y: positiomn):
FORALL (q: position, t: term):
length(y) < length(p) IMPLIES
positionsOF(t) (y o q) => positionsOF (subtermOF (t, y)) (q)

{1} FORALL (q: position, t: term):
positionsOF(t) (p o q) => positionsOF (subtermOF(t, p))(q)
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Note que a estratégia gera no antecedente uma hipdtese de inducao ({-1}) sobre o
comprimento da seqiiéncia p. Isto é, se para toda seqiiéncia y de comprimento menor que
o comprimento da seqiiéncia p vale a propriedade positionsOF (subtermOF(t, y)) (q),
entao devemos provar que para todo p vale a propriedade positionsOF (subterm0OF (t,
p)) (@). Observe também que o passo indutivo (length(p) = 0) segue trivialmente pela

prépria definicao de subtermo.

5.5 Troca de Subtermos

Na sub-teoria replacement (Veja Figura 5.1.1) especificamos indutivamente a nogao de
trocar um subtermo de um dado termo s por um outro termo ¢, tendo como base a

definicao a seguir.

Definigao 5.5.1: Sejam s,t termos e p € Pos(s). O resultado de trocar o subtermo de s

na posicao p por t é denotado por s[p < t] e obtido indutivamente como segue:

sle—t] = t
f(s1y-8n)iq —t] == f(s1,...,8ilqg — t], ..., 8n).

Como mostra a Tabela 5.5.1, o construtor replaceTerm, cuja medida para terminacao
¢ o comprimento da posicao p, contempla a Definicao 5.5.1. Este construtor possui trés
argumentos como entrada: O terceiro argumento determina o subtermo (posi¢ao) do

segundo argumento que vai ser trocado pelo termo fornecido no primeiro argumento.

Tabela 5.5.1: Especificagao recursiva do construtor replaceTerm.

replaceTerm(t: term, s: term, (p: positions?(s))): RECURSIVE term =
(IF length(p) = 0

THEN t

ELSE LET st = args(s),
i = first(p),
q = rest(p),

rst = replace(replaceTerm(t, st(i-1), q), st,i-1) IN
app(f(s), rst)
ENDIF)
MEASURE length(p)
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o construtor replaceTerm desempenha vérios papéis fundamentais no decorrer do
desenvolvimento da teoria trs, por exemplo, este construtor serd fundamental para a
caracterizacao da nocao de relacao de reducao e da nocao de pares criticos como veremos,

respectivamente, nas Segoes 5.9 e 5.10.

Uma vez especificado o construtor replaceTerm, formalizamos propriedades bésicas
e utéis que permitem manipular o seu uso. Tais propriedades sao apresentadas no lema
a seguir, e as formalizagoes de algumas delas sao apresentadas na Tabela 5.5.2. Estas
propriedades sao fundamentais no desenvolvimento de muitos resultados da teoria trs,
como por exemplo na formalizacao do Teorema dos Pares Criticos de Knuth-Bendix, como

veremos na Secao 5.10.

Lema 5.5.2: Sejam s, ¢, r termos e p, ¢ posicoes.

1. Se p € Pos(s), entao

(a) p € Pos(s[p < 1])
(b) slp—t]l,=1

(©) slp— sh] =

(d) Se g € Pos(t), entao pq € Pos(s[p < t])
2. Seja p || q, entdao temos

(a) Se p € Pos(s) e q € Pos(s), entdao q € Pos(s[p < t])

(b) Se p € Pos(s) e ¢ € Pos(s[p < t]), entao q € Pos(s)
3. Se p € Pos(s) e q € Pos(t), entao

(a) s[p « t]]pe=tlq submersao

(b) slp — t]lpg < r] = s[p — tlg — ]| associatividade
4. Se pq € Pos(s), entao

(a) slpq «—t]|,= (s|p)lq « 1] distributividade

(b) slpq « t][p < r] = s[p « 7] dominancia
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5. Se p,q € Pos(s) e p || q, entao

(a) slp « t]|,= sl persistéencia

(b) s[p « t]lg « 1] = slg « r][p — 1] comutatividade

Demonstracao: Os itens 1, 3.(b) e 4 sdo demonstrados por indu¢do no comprimento
de p. Ja os itens 2.(a) e 5 sdo demonstrados por indugdo no comprimento de ¢g. O item
3.(a) segue diretamente da aplicagdo do item 2 do lema 5.4.2, e dos itens 1.(b) e 1.(d)
acima. Por tltimo, a prova do item 2.(b) segue por inducdo na estrutura do termo s, a

qual apresentamos a seguir:

BI: Suponhamos que s seja uma varidvel. Assim, p =€ e s[p < t] =t. Temos entao dois
casos: se t é uma variavel ou uma constante entao ¢ = € e, portanto, g = p = € €
Pos(s). Porém, se t = g(t1,--- ,t,) temos: se ¢ = € nada a fazer. Se ¢ = i¢’ entdo

g = pq o que contraria a hipétese p || q.

PI: Suponhamos que s = f(s1,---,$,) paran > 0. Se n = 0 entdo s é uma constante,
p = €, e a prova segue analoga a BI. Caso contrario, n > 0, entao devemos considerar
duas situagdes: se p = € e/ou ¢ = € entdo nada a fazer. Se p,q # € consideramos
dois casos: se p = ip’ e ¢ = i¢, pela hipdtese de inducao, temos que ¢’ € Pos(s;)
e consequentemente ¢ € Pos(s). Finalmente, se p = ip’ e ¢ = jq¢/, com i # j, o

resultado segue por definigao. [

Para formalizar as propriedades apresentadas no Lema 5.5.2 usamos nao mais do que
as técnicas apresentadas na prova (analitica) dada acima. Por exemplo, para formalizar
a propriedade lemmalB apresentada na Tabela 5.5.2 e correspondente a propriedade 2.(b)

do Lema 5.5.2 usamos inducao na estrutura do termo s.

O esquema de inducao estrutural que usamos é automaticamente gerado pela opera¢ao
typechecking (Ver Secao 3.1) quando aplicada a um DATATYPE [50]. Por exemplo, para a
sub-teoria term foi gerado o esquema de indugao estrutural sobre os termos tal como

apresentado na Tabela 5.5.3.



91

Tabela 5.5.2: Propriedades bésicas do construtor replaceTerm.

lemmaR6: LEMMA positionsOF(s)(p o q) =>
replaceTerm(r,replaceTerm(t,s,p o q),p) = replaceTerm(r,s,p)

lemmaR7: LEMMA positionsOF(s) (p) & positionsOF(s)(q) & parallel(p,q) =>
subtermOF (replaceTerm(t, s, p), q) = subtermOF(s,q)

lemmaR8: LEMMA positionsOF(s) (p) & positionsOF(s)(q) & parallel(p,q) =>
replaceTerm(r,replaceTerm(t,s,p),q) = replaceTerm(t,replaceTerm(r,s,q),p)

lemmalB: LEMMA positionsOF(s) (p) & positionsOF (replaceTerm(t, s, p))(q) &
parallel(p, q) => positionsOF(s)(q)

O esquema de inducao apresentado na Tabela 5.5.3 nos diz que se todas as variaveis v
satisfazem a propriedade p, e se para todos os termos do tipo aplicagao, app(f, args), os
seus sub-termos proprios satisfazem a propriedade p e implica que app(f, args) também

satisfazem a propriedade p, entao todo termo t satisfaz a propriedade p.

Tabela 5.5.3: Esquema de inducao estrutural para termos.

term_induction: AXIOM
FORALL (p: [term -> boolean]):
((FORALL (v: variable): p(vars(v))) AND
(FORALL (  f: symbol,
args: {args: finite_sequence[term] | args‘length = arity(£)}):
(FORALL (x: below[args‘length]): p(args‘seq(x)))
IMPLIES

plapp(f, args))))

IMPLIES (FORALL (t: term): p(t))

5.6 Compatibilidade

A especificacao da Definigao 5.6.1 e a formalizacao do Lema 5.6.2, apresentados a seguir,

estao contidas na sub-teoria compatibility (Veja Figura 5.1.1).

Definigao 5.6.1: Seja = uma relacgao binéria sobre T'(3, V).

(a) A relacdo = é fechada para operagdes se, e somente se, s; = t1,- -+, S, = t, implica
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f(s1,-++,8,) = f(t1,-+-,t,) para todon > 0, f € Y e sy, Sty Lt €
T(3,V).

(b) A relacao = é compativel com operagies se, somente se, s =t implica
S(s18ic, 8, 8141, 005 80) = fs1,0 00y Sic, 8 Sivn, 005 Sn)
paratodon >0, f€ XM i=1,--- nesy, - ,8 1,t,541, 8, € T(S,V).
(¢) A relagdo = é compativel com contezto se, e somente se, s = s’ implica t[p «— s] =
tlp « '] para todot € T'(X,V) e p € Pos(t).
O seguinte lema é uma conseqiiéncia imediata da definicao acima.

Lema 5.6.2: Seja = uma relagado bindria sobre T'(X, V). A relagdo = é compativel com

operagoes se, e somente se, ela é compativel com contexto.

Demonstracao: A direcao < é 6bvia, e a diregao = é mostrada por indugdo no com-

primento de p. [

Na Tabela 5.6.1 apresentamos somente as especificacoes de compatibilidade com con-
texto e operagoes (comp_cont? e comp_op?) de uma rela¢do binéria R, e a especificagao

do lema acima.

Tabela 5.6.1: Relacoes compativeis com contexto e operacoes

comp_op?(R): bool =
FORALL (n: nat, i: below[n], (f: arity(n)), (stl: fset.fs_len(n)), t):
LET s = st1(i), st2 = replace(t, st1l, i) IN
R(s,t) => R(app(f,stl), app(f,st2))

comp_cont?(R): bool = FORALL (p: position), t:
positionsOF (t) (p) =>
(FORALL r, s: R(r,s) => R(replaceTerm(r, t, p), replaceTerm(s, t, p)))

lemmaRED2: LEMMA comp_op?(R) <=> comp_cont?(R)
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5.7 Substituicoes, Renomeamentos e Unificadores

Na sub-teoria substitution (Veja Figura 5.1.1) especificamos o que venha a ser uma
substituicao, um renomeamento, e outros conceitos tais como: dominio e imagem de uma
substituicao, unificador, e unificador mais geral. Como veremos mais adiante, também,
nesta sub-teoria formalizamos algumas propriedades referentes a substituicoes necessarias

para o desenvolvimeto da teoria trs.

5.7.1 Substituicoes e Renomeamentos

Definicao 5.7.1: Seja ¥ uma assinatura e V' um conjunto infinito e enumeravel de va-

ridveis.
(a) Uma substitui¢ao é uma funcao o : V. — T(3, V) tal que o(z) # = somente para um
numero finito de xs.

(b) O conjunto das variaveis x tais que o(z) # x ¢é finito, chamado de Dominio de o, e

denotado por Dom(c). Em outras palavras,

Dom(o) :={z €V |o(x) # z}.

(¢) A imagem de uma substitui¢do o, denotada por Ran(o), é definido como:

Ran(o) :={o(x) | v € Dom(o)}

(d) Um renomeamento é uma substituicao injetiva p tal que Ran(p) C V, ou seja, p é

uma bijegao sobre V. Em particular, p é uma bijecao entre Dom(p) e Ran(p).

Em PVS, inicialmente especificamos fungoes sig: (V) -> term, onde (V) ¢é o tipo
gerado pelo conjunto dos termos variaveis V.= {x:term | vars?(x)}. Depois especifi-
camos o dominio e a imagem de uma funcao sig. E entao, por meio de uma booleana,
especificamos o que é uma substituicao, como podemos ver na Tabela 5.7.1, a qual é um

pequeno fragmento do que foi especificado e formalizado na sub-teoria substituion.
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Também na Tabela 5.7.1 apresentamos a especificacao da nocao de renomeamento de

variaveis, denotado por Ren?, e cujo argumento sigma é uma substituicao.

Ressaltamos que, em geral, usar indices de de Bruijn em vez de varidveis com no-
mes evita dificuldades em construir renomeamentos de varidveis bijetivos. Por exemplo,
em [46] McKinna e Pollack representam os renomeamentos como uma lista de pares de
variaveis, e usam um operador para obter novos nomes de variaveis. Além disso, Mc-
Kinna e Pollack usam uma representacao que eles chamam de tricky para representar a
acao dos renomeamentos. No entanto, segundo eles, esse tricky dificulta a construcao
de renomeamentos bijetivos. Assim como Ford e Mason [18], preferimos uma represen-
tacao proxima da representacao natural mateméatica sempre que possivel. E por isso,

incorporando diretamente na especificacao de renomeamento a condi¢ao de ser bijetivo.

Tabela 5.7.1: Substituicao, Renomeamento, Dominio e Imagem

sig: VAR [(V) -> term]
Dom(sig): set[(V)] = {x: (V) | sig(x) /= x}

Ran(sig): set[term] =
{y: term | EXISTS (x: (V)): member(x, Dom(sig)) & y = sig(x)}

Sub?(sig): bool = is_finite(Dom(sig))

Ren?(sigma): bool = subset?(Ran(sigma),V) &
(bijective?[(Dom(sigma)), (Ran(sigma))]) (sigma)

Na seqiiéncia, estendemos homeomorficamente uma substituicao o para o conjunto

T(S, V).

Definigao 5.7.2: Seja ¢ uma substituigdo. Entdo definimos o : T'(X,V) — T(3,V)

assim
o(z), se s=xeV

(s) = { F@ (1) 5(5a), se = fls1 s 5a)

o

Na Tabela 5.7.2 apresentamos a especificacao recursiva de 7 (s), que em PVS é denota

por ext(sigma) e que recebe como entrada um termo t.
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Tabela 5.7.2: Extendendo uma substituigdo para 7'(%, V)

ext(sigma) (t): RECURSIVE term =
CASES t OF
vars(t): sigma(t),
app(f, st): IF length(st) =0

THEN t
ELSE LET sst = (# length := st‘length,
seq := (LAMBDA (n: below[st‘length]):
ext(sigma) (st(n)))#) IN
app(f, sst)
ENDIF

ENDCASES
MEASURE t BY <<

Uma vez especificada a nogao de estender uma substitui¢ao para T'(X, V'), especifica-

mos a operacao composicao de duas substituicoes.

Definicao 5.7.3: A composicao ot de duas substituicoes o e 7 é definida como

or(x) :=0o(7(x)).

E fécil ver que o7 : V — T(%,V) e que or(z) = x para todo z € V — (Dom(c) U
Dom(T)), ou seja, que o7 é também uma substitui¢ao. Além disso é possivel provar que
a operacao composicao de substituicoes é associativa, e que a extensao da composicao o7

¢ exatamente igual & composicoes das extensoes, ou melhor, o7 = o7.

A Tabela 5.7.3 apresenta a especificacdo da composicao de duas substitui¢oes, assim

como, as formalizacoes das propriedades citadas acima.

Tabela 5.7.3: Composicao de substituicoes e algumas propriedades

comp(sigma, tau)(x: (V)): term = ext(sigma) (tau(x))
subs_o: LEMMA Sub?(comp(sigma, tau))
o_ass: LEMMA comp(comp(sigma, delta), tau) = comp(sigma, comp(delta, tau))

ext_o: LEMMA ext(comp(sigma, tau)) = ext(sigma) o ext(tau)
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As provas dos lemas subs_o e o_ass sao simples e, de forma geral, sao obtidas ex-
pandindo as defini¢oes envolvidas. J& a prova do lema ext_o se mostra um pouco mais
interessante. Observe que na verdade provar o lema ext_o significa provar a igualdade

entre duas funcgoes, ou seja, devemos provar que para todo termo t temos que

ext (comp(sigma, tau))(t) = ext(sigma) o ext(tau) (t).

Para obter esta tltima igualdade a partir do lema ext_o, usamos o comando (regra)
de prova (decompose-equality) o qual decompoe uma igualdade antecedente ou conse-
quente de fungoes, £ = g, retornando e inserindo no sequente corrente, a quantificacao
universal (FORALL x: f(x) = g(x)). Em outras palavras, o comando (decompose-
equality) aplica um esquema de extensionalidade para provar a igualdade, dentre outras,
entre duas funcgoes. Agora, para provar a igualdade acima usamos inducao em t, ou seja,

usamos um esquema de inducao estrutural sobre t.

Definicao 5.7.4: Uma substituicao o é mais geral do que uma substituicao 7 se existe

uma substituicao 0 tal que 7 = do.

Na Tabela 5.7.4 apresentamos a especificacao da relacao <, denotada por <=, e a

~J)

formalizagao de que a relagao < é uma pré-ordem.

Tabela 5.7.4: Definicao de substituicao mais geral

<=(sigma, tau): bool = EXISTS delta: tau = comp(delta, sigma)

mg_po: LEMMA preorder?(<=)

5.7.2 Unificadores

A nocao de unificador é especificada na sub-teoria substitution, e a existéncia e unici-

dade de unificadores mais gerais é tratada na teoria trs de forma axiomaética.

Defini¢ao 5.7.5: Um problema de unificacdo é um conjunto de equacoes S = {s; =’

ti, 8, = tp}. Um unificador de S é uma substituicao o tal que o(s;) = o(t;) para
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todo ¢ = 1,--- ,n. Denotamos o conjunto de todos os unificadores de S por U(S). Além
disso, dizemos que uma substituigao o é um unificador mais geral (mgu) de S se o satisfaz
as seguintes condigoes:

1. o € U(S);

2. VreU(S).o ST

Na sub-teoria substitution consideramos o conjunto S como sendo unitario, ou seja,

S = {s ="t} e a partir daf especificamos todos os conceitos apresentados na defini¢ao

5.7.5, como mostra a Tabela 5.7.5.

Tabela 5.7.5: Unificador e unificador mais geral

unifier(sigma) (s,t): bool = ext(sigma) (s) = ext(sigma) (t)
unifiable(s,t): bool = EXISTS sigma: unifier(sigma) (s,t)
U(s,t): set[Sub] = {sigma: Sub | unifier(sigma)(s,t)}

mgu(sigma) (s,t): bool = member(sigma, U(s,t)) &
FORALL tau: member(tau, U(s,t)) => sigma <= tau

5.8 Regras de Reescrita

Nesta secao introduzimos a no¢ao do principal objeto de estudo deste capitulo: Sistemas

de Reescrita de Termos [4].

Definicao 5.8.1: Um Sistema de Reescrita de Termos é um conjunto E de pares de
termos (I,7) € T(X,V) x T'(3,V) tais que | ndo é uma variavel e Var(r) C Var(l). Um
par de termos ([, 7) satisfazendo as condigdes anteriores é chamado de regra de reescrita

e denotado por I — r em vez de (I,7).

Na sub-teoria rewrite_rules (Veja Figura 5.1.1) especificamos o que venha a ser uma

regra de reescrita tal como mostrado na Tabela 5.8.1.
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Tabela 5.8.1: Regras de Reescrita

rewrite_rule?(l,r): bool = (NOT vars?(l)) & subset?(Vars(r), Vars(l))

rewrite_rule: TYPE = (rewrite_rule?)

Na Tabela 5.8.1 apresentamos a construcao do tipo rewrite_rule, gerado pelas regras
de reescrita rewrite_rule?. Este tipo é o fundamento para a construcao de um Sistema

de Reescrita de Termos E, ou seja,
E: VAR set[rewrite_rule]

e é a base para a caracterizacao de uma relacao de redug¢ao como mostra a proxima segao.

5.9 Relacao de Reducao

Na sub-teoria reduction (Veja Figura 5.1.1) especificamos a caracterizacdo de uma re-
lagao de reducdo induzida por um conjunto de regras de reescrita E. Apds especificar a
propriedade fechada para substituicao, formalizamos que uma relagao de reducao é uma

relacao de reescrita.

Definigao 5.9.1: Sejam E um sistema de reescrita de termos e = uma relagdo binaria

sobre T'(X, V).

(a) A relagdo = ¢é fechada para substituicoes se, e somente se, s = t implica o(s) = o(t)
para todo s,t € T'(X, V) e toda substituigao o.

(b) Uma relagao sobre T'(X, V') é uma relagcao de reescrita se, e somente se, ela é compa-

tivel com operacoes e fechada para substituicoes.
(¢) Definimos a Relacdo de Redu¢io —gC T(X,V) x T(3,V) como segue:

s—pt < 3(,r)€ E,pe Pos(s),c € Sub. s|,=0c(l) e t =s[p«— o(r)]
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Como conseqiiéncia da definicao de — g podemos provar o Lema 5.9.2, cuja demons-
tragao pode ser encontrada em [4] e omitiremos aqui, e que nos atesta que a relagao de
redugao — g é na verdade uma relagao de reescrita. Além disso, segue imediatamente dos

Lemas 5.6.2 € 5.9.2 que a relacao de redugao —p é compativel com o contexto.

Lema 5.9.2: Seja E um sistema de reescrita de termos. A relacao de reducao —pg é

fechada para substituigoes e compativel com operacoes.

Tabela 5.9.1: Relacao de Reducao

reduction?(E) (s,t): bool =
EXISTS ( (e | member(e, E)), sigma, (p: positions?(s))):
subtermOF (s, p) = ext(sigma)(lhs(e)) &
t = replaceTerm(ext(sigma) (rhs(e)), s, p)

close_subs?(R): bool = FORALL s, t, sigma:
R(s,t) => R(ext(sigma) (s),ext(sigma) (t))

subs_op: LEMMA close_subs?(reduction?(E)) & comp_op?(reduction?(E))

Na Tabela 5.9.1 apresentamos a especificagao de uma relacao de reducao e a formaliza-
cao do Lema 5.9.2. Observe que, como mencionamos anteriormente, o construtor repla-
ceTerm é fundamental para a caracterizacao de uma relacao de reducao. Além disso, na
Tabela 5.9.1, o par e: [term, term] representa uma regra de reescrita onde lhs(e) :term
= e‘l e rhs(e) :term = e‘2, ou seja, lhs e rhs representam, respectivamente, o lado

esquerdo (primeira coordenada) e o lado direito (segunda coordenada) de e.

Note que ja especificamos o principal objeto de manipulagao da teoria de TRS que
sao os termos. FKEspecificamos o que venha ser o conjunto de posi¢oes de um termo o
qual permite fazer manipulacoes sobre os termos, bem como caracterizar um subtermo
de um termo, o que também ja foi especificado. Especificamos algumas ferramentas
necessarias para manipular termos e subtermos, como por exemplo substituicao e a nocao
de trocar um subtermo por algum outro termo. Também especificamos a nocao de regras
de reescrita e, é claro, a nocao de relacao de reducao. Além disso, formalizamos varias
propriedades referentes aos conceitos citados acima e apresentados em parte nas segoes

anteriores. Dessa forma ja possuimos todos os ingredientes necessarios para lidar com
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propriedades e resultados gerais da teoria de TRS, como veremos na se¢ao seguinte.

5.10 Formalizacao do Teorema dos Pares Criticos

Durante o desenvolvimento da teoria trs provamos varios lemas e propriedades sobre
reescrita de termos, porém, o principal resultado que formalizamos, e que pode ser encon-
trado na sub-teoria critical_pairs (Veja Figura 5.1.1), foi o Teorema dos Pares Criticos
de Knuth-Bendiz o qual apresentamos na seqiiéncia, depois de definir o que venha a ser

um par critico.

Definicao 5.10.1: Sejam [; — r;, ¢ = 1,2, duas regras de reescrita cujas variaveis foram
renomeadas de forma que Var(ly) N Var(ly) = 0. Seja p € Pos(ly) tal que [y |, ndo seja
uma variavel e o = mgu(ly|p, l2). Neste caso, dizemos que a sobreposicao de ly — 7y sobre

l; — r1 na posicao p determina um par critico (tq,t5), definido por

tl = 0'(7’1)
ta = o(l)[p—o(r)]

Em geral, nos livros texto, assim como na definicdo acima, assume-se que as regras
de reescrita sao renomeadas de modo a obter que Var(l;) N Var(ly) = (). No entanto,
na pratica, para especificar a nocao de par critico foi necessario introduzir explicitamente
um renomeamento para garantir tal condigao, ou seja, na pratica a definicao analitica de
par critico nao é tao explicita como a sua especificagdo. Assim, vemos que a nocao de
renomeamento é de extrema importancia na especificacao da nocao de par critico, e se
tivessemos optado por usar indices de de Bruijn ao invés de variaveis com nomes, em nossa
especificacao, em algum momento terfamos que especificar a nogao de renomeamento de

uma forma concreta, e , é claro, a abordagem seria diferente.

Observe que na realidade, para garantir que Var(ly) N Var(ly) = 0, é suficiente reno-
mear apenas umas das regras, e foi assim que fizemos. Em outras palavras, introduzimos
explicitamente na especificacao de um par critico um renomeamento p o qual renomeia as
varidveis da regra de reescrita ls — 15 de forma a obter a condi¢ao Var(ly) NVar(ly) =0,

tal como mostrado na Tabela 5.10.1.
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Na Tabela 5.10.1, apresentamos a especificacao da booleana CP? a qual verifica se dois
termos t1 e t2 formam um par critico. Na especificacao, apresentada na Tabela 5.10.1, E
¢ um conjunto de regras de reescrita, sigma é uma substituicao, rho é um renomeamento,
el e e2p sao regras de reescrita pertencentes a E, e e2 é a regra de reescrita resultante da

aplicacao do renomeamento rho a regra e2p.

Tabela 5.10.1: Par Critico

CP7(E) (t1, t2): bool =
EXISTS (sigma,rho,
(el | member(el, E)),
(e2p | member(e2p, E)),
(p: positions?(lhs(el)))):
LET e2 = (# lhs := ext(rho) (lhs(e2p)), rhs := ext(rho) (rhs(e2p)) #) IN

disjoint?(Vars(lhs(el)),Vars(lhs(e2))) &
NOT vars?(subtermOF (1hs(el), p)) &
mgu(sigma) (subtermOF (1hs(el), p), lhs(e2)) &
tl = ext(sigma) (rhs(el)) &

t2 = replaceTerm(ext(sigma) (rhs(e2)), ext(sigma) (1hs(el)), p)

A prova mecanica do Teorema dos Pares Criticos de Knuth-Bendiz, apresentada a
seguir, segue a estrutura da prova dada por Huet em [34]. Note que para formalizar este

teorema foi necessario utilizar conceitos previamente especificados na teoria ars.

Teorema 5.10.2 [Teorema dos Pares Criticos de Knuth-Bendix]: Um sistema de
reescrita de termos E é localmente confluente se, e somente se, todos os seus pares criticos

sao juntaveis.

Na Tabela 5.10.2 apresentamos a especificacao do Teorema dos Pares Criticos de
Knuth-Bendix em PVS e, fugindo um pouco da metodologia adotada até agora, em se-

guida apresentamos um esboco da sua formalizacao em PVS.

No que segue, estamos considerando a — como sendo a relacao de reducao induzida

pelo conjunto de regras de reescrita E, isto é, reduction?(E).

Iniciamos a formalizacao considerando a direcao =>. Como todo par critico é obtido
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Tabela 5.10.2: Teorema dos Pares Criticos de Knuth-Bendix

CP_Theorem: THEOREM
FORALL E:
LET RRE = reduction?(E) IN
local_confluent?(RRE)
<=>
(FORALL t1, t2: CP?7(E)(tl, t2) => joinable?(RRE) (t1,t2))

de uma divergéncia da forma

o(ly)
)/ T~

a(l)[p < a(ry)]

a hipotese de ser localmente confluente nos leva imediatamente a juntabilidade dos pares

o

criticos, ou seja, a direcao => ¢ imediata.

Para formalizar a direcdo <=, assumimos que todo par critico (t1,t;) de E é juntavel.

Assim, seja s um termo arbitrario tal que

5
lr*:;/’ \\E—WQ
S1 S2

ou seja, existem posigoes p; € Pos(s), regras [; — r; € E, e substitui¢oes o; tais que

Slpi=0i(l;) € s; = s[p; «— o;(17)].

Logo, afim de provar mecanicamente que s; e sy sao juntaveis consideramos dois casos:

Caso 1: Suponhamos que as posicoes p; e po sao paralelas. Neste caso, a prova mecanica
deste caso segue os seguintes passos: por persisténcia (Ver Lema 5.5.2) obtemos que
51 |ps= 02(l2) € que s3|p,= 01(l;). Além disso, por comutatividade(Ver Lema 5.5.2)
temos que s3 = $1[p2 «— 02(r2)] = s2[p1 < o1(r1)]. Portanto, s; e sy sdo juntéveis e

a confluéncia local segue.

Caso 2: Suponhamos que p; = pap ou p, = p1p, para algum p possivelmente vazio. Sem

perca de generalidade assumimos que ps = p1p.
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Iniciamos a formalizacao deste caso estabelecendo as seguintes propriedades: 1. pelo
Lema 5.4.2 obtemos oy (l1],) = 02(l2); e 2. pela propriedade distributiva (Ver Lema
5.5.2) obtemos s2|,,= o1(l1)[p < o2(r2)].

Em seguida, mostramos que existe um termo sz tal que o1(r1) — s3 € s3]y, — S3.
Entao, concluimos pela compatibilidade da relacao — que s; e s, sao juntaveis.

Para isto consideramos dois casos:

Caso 2a: p € Pos(ly), l1|, ndo é uma variavel e oy(l;|,) = 02(lz). Para contemplar este
caso formalizamos o lema auxiliar CP_lemma_auxl tal como mostrado na Tabela

5.10.3. Este lema nos diz que a divergéncia oy(r1) e sa|,, ¢ na verdade uma instancia

Tabela 5.10.3: Sobreposicao dos Lados Esquerdos das Regras de Reescrita

CP_lemma_aux1: LEMMA
FORALL E, (el | member(el, E)), (e2 | member(e2, E)), (p: position):

( positionsOF (1hs(el)) (p) &
NOT vars?(subtermOF (lhs(el), p)) &
ext (sgl) (subtermOF (1hs(el), p)) = ext(sg2)(lhs(e2)) )

=>

EXISTS t1, t2, delta:
CP?(E) (t1, t2) &
ext(delta) (t1) = ext(sgl) (rhs(el)) &

ext(delta) (t2) = replaceTerm(ext(sg2) (rhs(e2)), ext(sgl) (lhs(el)), p)

de um certo par critico (t1,t3), o qual por hipdtese é juntavel, ou seja, existe um
termo t3 tal que t; —* t3 e to —* t3. Assim, existe uma substituicao § tal que
d(t1) = o1(r1) e d(t2) = s2|,,. Logo fazendo s3 = d(t3) o resultado segue pela
estabilidade de —.

Geralmente para provar este caso nos livros textos, por exemplo em [4], assume-se que
as regras de reescrita l; — 7; sdo renomeadas de forma a obter que Var(ly) N Var(ly) =
f. O que leva a assumir que a condi¢ago Dom(cy) N Dom(ogy) = () é satisfeita. E que
consequentemente a substituicao o3 = 07 U 09 é bem-definida e um unificador dos termos
l1|, e lo. Dai conclui-se, apés breve analise, que a divergéncia considerada é uma instancia

de um certo par critico. No entanto, em nossa prova mecanica foi necessario formalizar um
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lema auxiliar, tal como mostrado na Tabela 5.10.4, que certificasse que tal renomeamento
existe. Observe que para a condigdo Var(ly) N Var(ly) = 0 ser satisfeita é suficiente

renomear apenas o lado esquerdo de uma das regras.

Tabela 5.10.4: Certificando que a propriedade Var(ly) N Var(ly) = () é satisfeita

CP_lemma_auxla: LEMMA
FORALL E, (el | member(el, E)), (e2 | member(e2, E)), (p: position):

( positionsOF(lhs(el)) (p) &
NOT vars?(subtermOF (1hs(el), p)) &
ext (sgl) (subtermOF (1hs(el), p)) = ext(sg2)(lhs(e2)) )

=>
EXISTS alpha, rho:
disjoint?(Vars(lhs(el)), Vars(ext(rho) (1hs(e2)))) &

ext (sgl) (subtermOF (1hs(el), p)) = ext(comp(alpha, rho)) (lhs(e2))

Caso 2b: p = ¢1¢» tal que ¢y é uma posicao de variavel de Iy, e o2(lz) = 01(l1]4,) |go-

Este caso em muitos livros texto é apresentado pictoricamente sem muitos detalhes.
No entanto, este caso é de dificil andlise, pois o subtermo [; |, pode ocorrer repedi-
damente em ambos os termos [; e r1, e sua prova requer o auxilio do seguinte lema,

cuja prova pode ser encontrada em [34].

Lema 5.10.3: Sejam — uma relagao compativel, x uma variavel fixa, e o1 e o9

substituicoes tais que:

oily) = oly) para todo y # .

Seja t um termo arbitrario, e sejam py, - - - , p, € Pos(t) todas as ocorréncias, distin-
tas, de z em t. Definindo, tg = o1(t) e t; = t;_1[p; < o2(x)], para 1 < i < n, temos

que t; =" 09(t), para 0 < i < n. Em particular, o1 (t) =" oy(t).

Para formalizar o lema anterior foi necessario a especificacao de dois construtores
auxiliares, como sugere o enunciado, chamados replace_pos e RSigma (Ver Tabela
5.10.5). Ressaltamos que, em geral, este caso foi o mais dificil de formalizar e
exigiu a formalizacao de 13 lemas auxiliares que podem ser encontrados na sub-

teoria critical_pairs_aux.
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Tabela 5.10.5: Construtor replace_pos

replace_pos(t, s, (fssp:SPP(s)) ): RECURSIVE term =
IF length(fssp) = 0

THEN s
ELSE replace_pos(t,replaceTerm(t, s, fssp(0)), rest(fssp))
ENDIF

MEASURE length(fssp)

RSigma(R, sgl, sg2, x): bool = FORALL (y: (V)): IF y /= x
THEN sgl(y) = sg2(y)
ELSE R(sgl(x), sg2(x))
ENDIF

O construtor replace_pos possui trés argumentos, e age trocando recursivamente
a seqiiencia de posicoes do segundo argumento, pré-determinada no terceiro argu-
mento, pelo primeiro argumento. Ja o construtor RSigma(R, sgl, sg2, x) nos diz

que, exceto para x, sgl e sg2 possuem as mesmas imagens.

De posse dos construtores replace_pos e RSigma e suas propriedades, especificamos

e formalizamos uma versao do Lema 5.10.3 tal como mostra a Tabela 5.10.6.

Tabela 5.10.6: Posicao de Variavel

CP_lemma_aux2: LEMMA
FORALL R, t, x, sgl, sg2:
LET Posv = Pos_var(t, x), seqv = set2seq(Posv) IN
comp_cont?(R) & RSigma(R, sgl, sg2, x)
=>
(FORALL (i: below[length(seqv)]):
RTC(R) (replace_pos(ext(sg2) (x),ext(sgl) (t), #(seqv(i))),ext(sg2) (t)))
&
RTC(R) (ext (sgl) (1), ext(sg2) (%))

Na Tabela 5.10.6, Pos_var(t,x) é o conjunto das posi¢oes do termo t onde ocorre a
variavel x, tal como especificado na Secao 5.4, e o construtor #(*) representa a seqiiéncia
unitaria contendo o elemento *. Além disso, foi necessario usar o construtor set2seq,
que pode ser encontrado na sub-teoria finite_sequences_extras, o qual transforma um

conjunto finito em uma seqiiéncia finita de seus elementos, em nosso caso este construtor
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foi utilizado para converter um conjunto finito de posi¢oes de um dado termo em uma
seqiiéncia finita de posigoes. Esta conversao foi extremamente til, pois possibilitou provas

indutivas no comprimento de uma seqiiéncia. [

A formalizacao do Teorema dos Pares Criticos de Knuth-Bendix em PVS é extensa
e exigiu a formalizacao de 16 lemas auxiliares, além daqueles referentes a propriedades
sobre substituicao, troca de subtermos, seqiiéncias, e etc.. Vale lembrar que dos 16 lemas
auxiliares formalizados, 14 deles sao referentes ao caso “posicao de varidvel”, os quais
podem ser encontrados na sub-teoria critical_pairs_aux. Além disso, para completar
a formalizagao deste teorema foram usados aproximadamente 933 comandos (regras) de

prova, sem contar os comandos usados para formalizar os 16 lemas auxiliares.



Conclusao e Trabalhos Futuros

Apresentou-se formalizagoes para as teorias de Sistemas Abstratos de Redugao e Sistemas
de Reescrita de Termos, chamadas ars e trs, desenvolvidas no assistente de prova PVS.
Até onde sabemos, nao existem outras formalizacoes dessas teorias em PVS. As teorias ars
e trs fornecem uma base sélida que permite o desenvolvimento de conceitos e resultados
da teoria de reescrita em geral, além daqueles especificados e formalizados nestas teorias.
Evidéncia clara desta afirmacao é fornecida pela formalizacao de resultados elaborados e

nao triviais das teorias de ARS e TRS, como por exemplo:

e Lema de Newman;

e Lema de Yokouchi;

e Teorema dos Pares Criticos de Knuth-Bendix.

Note também que estas formalizagoes sao evidéncias da boa integracao entre diferentes
sub-teorias tanto de ars quanto de trs, as quais foram desenvolvidas separadamente e

combinadas para formalizar tais resultados. Além da generalidade, destacou-se da forma-

lizacao das teorias ars e trs o seguinte:

e 0 uso de uma linguagem de especificagdo de ordem superior, o que é natural para
expressar propriedades e conceitos de objetos de segunda ordem como as relagoes

de redugao; e
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e 0 alto nivel de abstracao, que permite observar em forma quasi-geométrica as pro-
priedades destas teorias e, em particular, da teoria de ARS na qual analiticamente

a associacao de propriedades das relagoes com diagramas é a metodologia padrao.

Como mencionado na Segao 1.3 sobre trabalhos relacionados, em [61] é apresentada
uma formalizacao em linguagem de primeira ordem do Teorema dos Pares Criticos de
Knuth-Bendix, que é reportada como a tnica formalizacao existente na época. Nao co-
nhecemos outras formalizacoes completas deste teorema e assim acreditamos que a for-
malizacao apresentada neste trabalho deste teorema seja a primeira realizada utilizando

uma linguagem de especificagao de ordem superior como PVS.

Nas formalizacoes dos Lemas de Newman e Yokouchi apresentadas na Secao 4.6 fica
clara a utilizacao da associacao com diagramas nas provas. Dentre outras formalizacoes
que foram baseadas em diagramas e nao detalhadas neste trabalho citamos: o Lema da

Comutacgao e o Lema da Uniao Comutativa.

Tabela 5.10.7: Analise Quantitativa das Teorias ars e trs.

Teoria L. Especificacao L. Prova Teoremas TCCs T. Especificagao T. Prova

ars 791 8384 60 ) 48K 640K
trs 1980 42105 166 119 108K 2.8M
Total 2745 20489 226 124 156K 3.4M

A tabela 5.10.7 apresenta algumas informacoes quantitativas sobre as teorias ars e
trs. A primeira coluna na tabela 5.10.7 contém os nomes das teorias. A segunda coluna e
a terceira coluna mostram o nimero de linhas (incluindo comentérios e linhas em branco)
que foram gastas para especificar e provar todos os conceitos e resultados das respectivas
teorias. A quarta coluna mostra o nimero de TCCs gerados, ou seja, as obrigagoes de
prova geradas automaticamente pelo PVS. Dentre o total de TCCs apresentados, 62 TCCs
foram provados manualmente e dentre estes, apenas 3 TCCs sao relacionados com a teoria
ars, especificamente com a sub-teoria relations_closure, e 21 TCCs sao relacionados
com o Teorema dos Pares Criticos de Knuth-Bendix. As duas tltimas colunas mostram

as teorias ars e trs em tamanhos.
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As evidéncias mostram que as teorias ars e trs formam uma base de conhecimentos
formalizados que podem ser continuamente estendidos e desenvolvidos. Por exemplo, em
geral, outros resultados interessantes da Teoria de Reescrita podem ser formalizados ba-
seados na teoria trs. Por exemplo, a propriedade de confluéncia dos Sistemas Ortogonais
pode ser demonstrada reutilizando as mesmas técnicas usadas para a formalizacao do
Teorema dos Pares Criticos de Knuth-Bendix. Em particular, a restricao de ser linear a
esquerda é um caso particular do Caso 2b da prova deste teorema apresentado na Secao

5.10.

Como mencionamos na Se¢ao 5.7, até o momento a teoria trs nao inclui uma sub-
teoria para tratar da existéncia e unicidade de unificadores mais gerais e tratamos desta
existéncia e unicidade como um axioma. No entanto, esforcos ja estao sendo depositados
neste sentido. Vale ressaltar que verificagoes da correcao de algoritmos de unificacao ja
foram desenvolvidos em outros assistentes de prova, por exemplo, em LCF por Paulson

[55], em Boyer-Moore por Kaufman [38], e em Coq por Rouyer [60].

J& é um fato que terminacao é uma importante propriedade de TRS. Por exemplo,
a confluéncia de sistemas de reescrita se torna decidivel quando o sistema em questao é
terminante. Mas infelizmente, o problema de terminagao para TRS é, em geral, indeci-
divel. No entanto, para sistemas de reescrita particulares existem varios critérios muito
bem estabelecidos, ver por exemplo [4] e [6], que facilitam verificar a terminagao de tais

sistemas.

Como vimos na Secao 4.5, a idéia basica para estabelecer critérios para terminacao é
fornecer uma ordem bem-fundada (noeteriana) para o conjunto dos termos. Em outras
palavras, o principal problema é fornecer uma ordem apropriada que garanta a terminagao,

e é isto o que fazem os seguintes critérios:

e Método de Interpretacoes: Este critério em vez de considerar uma ordem sobre o
conjunto dos termos, considera sua interpretacao em uma Y-algebra a qual é equi-
pada com uma ordem bem-fundada. Por exemplo, as chamadas ordens polinomiais
para as quais cada simbolo de funcao é interpretado como um polinomio sobre os

numeros naturais de acordo com a sua aridade.
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e Ordens de Simplificacao: Este critério se baseia em ordens estritas compativeis com
operagoes e fechadas para substituigoes (Ver Secoes 5.6 e 5.9) de forma que todo
termo € “maior” do que seus subtermos préprios. Dessa forma obtemos ordens bem-

fundadas, como podemos ver em [4].

Devido ao supracitado, pretendemos focalizar nossa atencao na formalizagao de crité-
rios para garantir terminacao, como por exemplo, os citados acima. Devemos ressaltar que
critérios para terminagao j& foram formalizados como mostram as bibliotecas CoLor [7] e

Coccinelle [13].



Apeéendice A

Sintaxe da Linguagem de Especificacao do
PVS

Basicamente uma linguagem de especificacao! é um meio de expressar “o que” é compu-
tado em vez de “como” é computado. Em outras palavras, uma linguagem de especifi-
cacao é uma légica dentro da qual o comportamento de sistemas computacionais podem
ser formalizados, ou seja, o comportamento de tais sistemas podem ser simulados. Toda-
via, usamos as especificacoes para declarar e provar propriedades de sistemas com ajuda

mecanica.

O PVS consiste de uma linguagem de especificagao [53] projetada para admitir es-
pecificagoes sucintas, legiveis, e para efetivar construcoes de provas em vez de execugoes
eficientes. A linguagem de especificacao do PVS é construida sobre uma légica de or-
dem superior, ou seja, significa que as varidaveis podem variar sobre relagoes, relagoes de

relagoes, e assim por diante.

As especificagoes em PVS sao organizadas como uma colecao de teorias, e quando
uma teoria é introduzida no sistema cria-se um arquivo cuja extensao é pvs . Uma teoria
simples, sem parametros (Veja Segao 3.4), possui a estrutura tal como apresentada na

Tabela A.1.

O corpo de uma teoria ¢é essencialmente composto de declaragoes, as quais sao usadas
para introduzir tipos, constantes (incluindo fungoes), varidveis, axiomas e férmulas, e

IMPORTINGS, com os quais importam-se outras teorias.

!Todo este Apéndice é baseado nos manuais [54] e [53] do préprio PVS.
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Tabela A.1: Estrutura de uma teoria sem parametros.

exemplo : THEORY
BEGIN

Corpo da Teoria

END exemplo

e Declaragoes de Tipo sao usadas para introduzir novos nomes de tipo. Por exemplo,
T: TYPE+ introduz T como um tipo “nao interpretado” e nao vazio. Vale ressaltar
que o uso de tipos “nao interpretado” proporciona um maior nivel de abstracao
em uma especificacao em PVS. O PVS também permite varias outras espécies de
declaracoes de tipo tais como declaracao de tipos “interpretados”, declaracao de

tipos “enumerados”, etc.

e Declaracoes de Constantes sao usadas para introduzir novas constantes, e em PVS,
os termos constantes referem-se a funcgoes e relacoes, assim como as constantes no
sentido usual (0-dria). Por exemplo, n: posnat introduz n como uma constante
natural positiva nao-interpretada. O PVS possui uma variedade de expressoes cons-
trutoras tais como operadores logicos e aritméticos, funcoes aplicacoes, lambda abs-

tracoes, expressoes IF-THEN-ELSE, etc.

e Declaracoes de Formulas sao usadas para introduzir aziomas, suposi¢oes, obriga-
coes e teoremas, e sao as Unicas declaracoes que permitem o uso de variaveis livres.
Os axiomas, suposigoes, e obrigacoes sao introduzidos usando, respectivamente, as
palavras chave AXIOM, ASSUMPTION e OBLIGATION. J& os teoremas podem ser intro-
duzidos por meio das seguintes e equivalentes palavras chaves CONJECTURE, CLAIM,
LEMMA, ou THEOREM. Estes correspondem a propriedades que desejamos provar sobre

a nossa especificacao.

A linguagem de especificagio do PVS também suporta modularidade por meio de
teorias parametrizadas, como vimos na Secao 3.4. Vale ressaltar que teorias parametriza-
das s@o muito convenientes uma vez que o uso do parametro permite especificacoes mais

gerais. Vejamos um exemplo:
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Tabela A.2: Estrutura de uma teoria parametrizada.

parameter[T : TYPE] : THEORY
BEGIN
X, y: VAR T
f(x,y): T = x*x - y*y
plus: LEMMA f(x,y) + f(y,x)
minus: LEMMA f(x,y) - f(y,x)
END parameter

0
2xf (x,y)

No exemplo apresentado na Tabela A.2, T é um parametro para a teoria parameter e é
tratado como um tipo “fixo” nao interpretado, x e y sao variaveis de tipo T, £ é uma funcao
(constante) de tipo [[T,T] -> T], e plus e minus sao propriedades que desejamos provar.
Observe que devido ao fato da teoria estar parametrizada por T, quando invocarmos a
teoria parameter por uma outra teoria, T deve ser instanciado. Por exemplo, a teoria

parameter aplicada aos nimeros reais deve ser invocada como parameter [real].

A teoria para Grupos apresentada na Tabela A.3 ilustra varios dos conceitos que apre-
sentamos anteriormente. A teoria groups possui 4 parametros: um tipo G, um elemento
identidade e de G, e duas operacoes o e inv sobre elementos de G. Observe o uso do

parametro G nos outros parametros da teoria.

Tabela A.3: Uma teoria para grupos

groups [ G : TYPE,
e : G,
o : [G,G—>GI,
inv : [G->G] ] : THEQORY
BEGIN
ASSUMING
a, b, c: VAR G
associativity : ASSUMPTION a o (b o c) = (a o b) oc
unit : ASSUMPTION e o a = a AND a o e = a
inverse : ASSUMPTION inv(a) o a
ENDASSUMING
left_cancellation: THEOREM a o b = a o ¢ IMPLIES b = ¢
right_cancellation: THEOREM b o a = ¢ o a IMPLIES b = ¢
END groups

e AND a o inv(a) = e




Apeéendice B

O Assistente de Prova do PVS

Provavelmente o PVS é mais conhecido pelo poder e facilidade em usar seu assistente

10 qual é usado interativamente para construir a prova de uma conjectura

de prova
(objetivo). O assistente de prova do PVS foi desenvolvido com base na Teoria da Prova,
tal como apresentado no Capitulo 2. Sendo assim, os objetivos em PVS sao sequentes da
forma ¥ F A, onde ¥ e A s@o sequéncias finitas de férmulas, com a semantica usual de

Gentzen, tal como apresentado na Secao 2.1.2.

Quando o objetivo é mostrado para o usudrio, os antecedentes (membros de X)) sao
numerados com numeros negativos e os consequentes (membros de A) sdo numerados
com numeros positivos, como mostrado na Tabela B.1, e estes nimeros sao usados para

enderecar os componentes do objetivo.

Tabela B.1: Antecedentes e consequentes
[-1] A,
[-2] A,

Quando o assistente de prova é invocado sobre um teorema a ser provado, a arvore

de prova inicia com um né raiz (sequente) que nao possui antecedentes e tendo como

!Todo este Apéndice é baseado nos manuais [54] e [66] do préprio PVS.
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consequente somente o teorema a ser provado. Também durante toda a prova, a atencao
do assistente de prova é voltada para algum objetivo (sequente) que estd mais & esquerda
na arvore da prova corrente e o assistente mostra este sequente enquanto espera uma
agao (comando de prova) do usudrio. Uma vez fornecido um comando de prova, este
pode causar o reconhecimento do objetivo como TRUE, ou seja, sua arvore de prova esta

terminada, ou pode gerar mais sub-drvores (subobjetivos).

Para ilustrar estes conceitos vejamos o exemplo apresentado na Tabela B.2, que é

usado para introduzir o PVS em [54]. Assim, suponha que a teoria sum.pvs contenha:

Tabela. B.2: Teoria sum

sum: THEORY
BEGIN

n: VAR nat
sum(n) : RECURSIVE nat =
(IF n = 0 THEN O ELSE n + sum(n - 1) ENDIF)

MEASURE n

closed_form: THEOREM sum(n) = (n * (n + 1)) / 2
END sum

A teoria sum.pvs contém:

1. uma variavel n que é declarada para ter o tipo (pre-definido) nat;

2. uma fung¢ao sum que é definida recursivamente. Note que a boa-formacdo da recursao

¢é explicitamente justificada fornecendo a medida MEASURE n;

3. um teorema chamado closed_form a ser provado.

Quando invocamos o PVS sobre o arquivo sum.pvs uma janela do Emacs contendo seu
contetdo é aberta. Para provar o teorema, o cursor deve ser posicionado sobre a linha que
contém o teorema closed_form, e entao ALT-x prove deve ser digitado no mini-buffer
do Emacs. Assim, o typechecking da teoria contendo o teorema a ser provado € iniciado,

e uma vez terminado, o sequente contendo o teorema a ser provado é mostrado com o
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prompt Rule? onde se deve entrar com um comando de prova como mostrado a seguir.
O typechecking pode gerar os chamados T'CCs (type correctness conditions) analisando
o uso dos subtipos predicados em expressoes. Uma expressao em PVS nao é considerada

totalmente checada a menos que todos os TCCs tenham sido provados corretos.

closed_form :

{1} FORALL (n: nat): sum(n) =n *x (n + 1) / 2

Rule?

Como ¢ sabido este teorema pode ser provado usando inducao natural sobre n. En-
tao entrando com o comando de prova (induct "n") no prompt Rule? obtemos dois

subobjetivos (closed_form.1 e closed_form.2):

closed_form.1 :

O primeiro subobjetivo que é apresentado para o usuario refere-se a base de inducao
(caso n=0). Este subobjetivo é provado usando o comando de prova (grind). Uma vez
provado o primeiro subobjetivo, o segundo é apresentado ao usudrio e refere-se ao passo

indutivo.

closed_form.2 :

{1} FORALL j:

sum(j) = (j * (j + 1)) / 2 IMPLIES

sum(j + 1) = ((G+1) * (F+1+1)) /2
Rule?

Da mesma forma, este subobjetivo é provado usando o comando (grind) e, portanto,
o teorema esta provado. No entanto, a prova ainda nao pode ser considerada completa.

Vejamos o porque!
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Quando fizemos o typechecking da teoria sum.pvs o mini-buffer do Emacs relatou que
existem dois TCCs ainda nao provados. Se digitamos ALT-x spt podemos visualizar os

status das provas da teoria (spt) em questdo, o qual é apresentado na Tabela B.3.

Tabela B.3: Status das provas da teoria sum: Teoria incompleta

Proof summary for theory sum

Sum_TCCL. .ottt et unfinished [shostak] ( n/a s)
SUM_TCC2. o ottt et e e e unfinished [shostak] ( n/a s)
closed_form.........couuiiniiiuennnnn. proved - incomplete [shostak] (1.62 s)

Theory totals: 3 formulas, 3 attempted, 1 succeeded (1.62 s)

O status das formulas apresentado pelo PVS pode assumir uma das quatro possibili-
dades: untried significa que nenhuma prova foi tentada, proved significa que a prova foi
completada, unchecked significa que a prova foi completada, mas houve uma modificacao
na especificagao desde a tultima tentativa, e unfinished significa que uma prova foi ten-
tada, mas ainda nao completada. Provas rotuladas como proved podem ser complete ou
incomplete. Sera considerada complete quando todas as férmulas (incluindo os TCCs)

dos quais ela depende jd tenham sido provados.

Os TCCs que aparecem no relatorio apresentado na Tabela B.3 podem ser visualizados

digitando ALT-x show-tccs e sao mostrados na Tabela B.4.

Tabela B.4: TCCs gerados para a teoria sum.pvs

% Subtype TCC generated (at line 7, column 36) for n - 1
% expected type nat
% unfinished
sum_TCC1: OBLIGATION FORALL (n: nat): NOT n = 0 IMPLIES n - 1 >= 0;

% Termination TCC generated (at line 7, column 32) for sum(n - 1)
% unfinished
sum_TCC2: OBLIGATION FORALL (n: nat): NOT n = 0 IMPLIES n - 1 < n;

O primeiro TCC (sum_TCC1) pede para ser provado que o argumento n é sempre nao-
negativo. Isto porque na légica do PVS o tipo nat é um subtipo dos inteiros e, portanto,
0 - 1 = -1. Mas observe que o TCC inclui a condicao NOT n = 0 e, consequentemente,

pode ser provado.
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O segundo TCC (sum_TCC2) é necesséario para garantir que a fungao sum é total, ou
seja, termina. Apesar de usarmos uma medida (MEASURE) para mostrar que as definigoes
recursivas sao totais, se faz necessario garantir que a medida decresce a cada chamado

recursivo.

Mas nesse caso nao devemos nos preocupar, pois estes TCCs sao triviais e podem ser
provados automaticamente digitando (no mini-buffer do Emacs) ALT-x tcp o qual tenta
provar todos os TCCs gerados. Feito isso, os dois TCCs sao descarregados, e novamente
usando ALT-x spt podemos visualizar o status das provas da teoria sum e verificar que

todas estao completas, como mostrado na Tabela B.5.

Tabela B.5: Status das provas da teoria sum: Teoria completa

Proof summary for theory sum

Ssum_TCCL. .ottt e e e proved - complete [shostak] (0.06 s)
Sum_TCC2. . ottt ettt proved - complete  [shostak] (0.02 s)
closed_form..........oovviiiniiinann. proved - complete  [shostak](1.62 s)

Theory totals: 3 formulas, 3 attempted, 3 succeeded (1.70 s)

Como ja comentamos antes, o PVS fornece uma interface com o Emacs para construir
as provas interativamente e salva automaticamente as provas num arquivo com extensao
.prf. O PVS também fornece uma interface com o Tcl/TK para mostrar graficamente as
arvores de prova. Dessa forma, depois de completar uma prova digitando ALT-x x-show-
proof uma janela é aberta contendo a arvore de prova. Por exemplo, para o teorema

closed_form a arvore é como apresentada na Figura B.1:

I_

(induct "n")

N
FoF

(grind) (grind)

Figura B.1: Arvore de prova do teorema closed_form



Apéndice C

Comandos de Prova no PVS

Os comandos de proval no PVS sdo regras ou estratégias. Uma regra executa um passo
atomico no assistente de prova e é um comando que pode ser invocado pelo nome e, se
apropriado, aplicado a argumentos. Agora uma estratégia é um comando que combina
aplicagoes de uma ou mais regras, e outras estratégias. Dessa forma uma regra é na

verdade uma estratégia degenerada.

Um comando de prova quando aplicado a um objetivo (sequente) ele produz uma das

seguintes:

1. Sucesso na prova do objetivo;
2. Gera um ou mais subobjetivos;
3. Nao produz efeito nenhum;

4. Sinal de falha;

5. Adia a construcao da prova do objetivo corrente, transferindo o foco para o préximo

subobjetivo remanescente.

A seguir apresentamos algumas das classes de comandos de prova implementados no
PVS e descrevemos alguns exemplos de regras. Para mais comandos e maiores detalhes

ver [66].

!Todo este Apéndice é baseado no manual [66] do préprio PVS.
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1. Controle:

(a) postpone: Deixa o objetivo corrente pendente e vai para o préximo objetivo,

se existir.
Exemplo: (postpone)

(b) quit: Sai do assistente de prova questionando se queremos salvar a prova

corrente.

Exemplo: (quit)
2. Regras estruturais:

(a) copy: Faz uma cépia de uma férmula.

Exemplo: (copy -4) insere uma cépia da férmula numerada com -4 como o

primeiro antecedente do corrente sequente, ou seja, numerada com -1.
(b) hide: Torna férmulas invisiveis.

Exemplo: (hide (-1 -4 2 3)) fornece um novo sequente como resultado de

tornar invisiveis as férmulas -1, -4, 2 e 3 no corrente sequente.
(c) hide-all-but: Torna férmulas invisiveis.

Exemplo: (hide-all-but (-2 3) fornece um novo sequente como resultado

de tornar invisiveis todas as férmulas do corrente sequente exceto -2 e 3.

(d) reveal: Torna visiveis férmulas invisiveis. Para visualizar as férmulas (em
forma de sequente) que foram tornadas invisiveis use o comando ALT-x show-

hidden no mini-buffer do Emacs.

Exemplo: (reveal (-3 4)) torna visiveis as férmulas -3 e 4 mostradas no

sequente obtido com o comando ALT-x show-hidden.
3. Regras proposicionais:

(a) flatten: Aplica simplificagao disjuntiva.

Exemplo: (flatten) aplica simplificacdo disjuntiva (conjun¢do no antece-
dente e disjungao no consequente) em todas as férmulas do corrente se-

quente.
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(b) case: Gera dois subobjetivos onde a expressao boleana dada é assumida ser

TRUE em um, e FALSE em outro.

Exemplo: (case "x > 0") gera a partir do corrente sequente (I' = A) os

seguintes subobjetivos: x > O, 'FA e TI'Fx >0, A
(c) prop: Faz simplificacao proposicional

Exemplo: (prop)
4. Regras para tratamento de quantificadores:

(a) inst: Faz a instanciacao de um quantificador universal no antecedente ou um

quantificador existéncial no consequente.

Exemplo: (inst -3 "a") instancia o primeiro quantificador universal no an-

tecedente -3, com exatamente uma variavel ligada, com a.

(b) skolem: Introduz constantes de skolem para quantificadores universais no con-
sequente (provando o objetivo sem perda de generalidade) ou constantes para
quantificadores existéncias no antecedente quando é sabido que existem. Em
outras palavras, skolem introduz novos nomes para constantes, isto é, para a

variavel x ele introduzira x'1, x!2, ... quando aplicado repetidamente.

Exemplo: (skolem * "al" "a2" "a3"), a primeira férmula, conveniente,
do sequente da forma (V/3 1, x2, x5 : A) é repassada por Alal/z, a2/zs,

a3/xs].
(c) skosimp*: Aplica repetidamente skolem e flatten

Exemplo: (skosimpx*)
5. Regras de igualdade:

(a) replace: Reescreve usando igualdade sintatica.

Exemplo: (replace -1), se a férmula -1, no corrente sequente, é da forma
[ = r, entao este comando gera um novo sequente no qual todas as ocor-

réncias de um termo sintaticamente equivalente a [ sao trocadas por r.
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(b) case-repalce: Introduz e repassa igualdades.

Exemplo: (case-replace "a = b") troca a por b no corrente sequente e

gera um segundo subobjetivo onde somos obrigados a provar que a = b.
6. Regras para defini¢oes e lemas:

(a) expand: Expande definigoes.

Exemplo: (expand "sum"1) expande todas as ocorréncias da expressao defi-

nida como sum na férmula 1.
(b) lemma: Introduz instancias de lemas, teoremas, axiomas e etc.

Exemplo: (lemma "nome do teorema") adiciona no corrente sequente a for-

mula correspondente ao conteido do teorema nome do teorema.
(c) rewrite: Procura matching e reescreve com lemas, teoremas e etc.

Exemplo: (rewrite "teorema'") encontra, se existir, e reescreve uma instan-

cia do teorema "teorema’no corrente sequente.
7. Regras para simplificacao:

(a) assert: Simplifica usando procedimentos de decisao.
Exemplo: (assert)
(b) grind: Usa reescrita e aplica simplificagdo repetidamente.

Exemplo: (grind)

Tipicamente os comandos possuem argumentos. Se nenhum argumento ¢ fornecido,
entao a versao forca bruta do comando é usada, o que, em geral, é o que os usudrios
tentam primeiro. No entanto, quando fornecidos argumentos a aplicagdo do comando
se torna mais controlavel e consequentemente o objetivo a ser provado. Por exemplo,
sem fornecer argumentos para a regra (flatten), este aplica simplificacao disjuntiva em
ambos antecedentes e consequentes. Agora, usando-o com argumentos + ((flatten +)),
este aplica a simplificacdo apenas nos consequentes, e se usamos - ((flatten -)), este

aplica a simplicacao somente nos antecedentes. Além disso, se o usuario desejar, pode
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aplicar a regra (flatten) somente a féormulas especificas fornecendo como argumentos os

numeros de tais féormulas, por exemplo, (flatten (-2 3 4)).
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