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Roberto e Mônica, Ari, Jhone, Aline, Fernando Kennedy, Thiago Porto, Ricardo e Anyelle,
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Aos grandes amigos, Fernando e Ismênia, pela força, incentivo e os momentos de descon-
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Resumo

Neste trabalho, provamos para grupos pro-p um resultado análogo ao que foi provado por

Gilbert Baumslag em [B] para grupos abstratos. Seja L um subgrupo pro-p 2-gerado de

um produto pro-p livre amalgamado G = F1 q〈c〉 F2 de grupos pro-p livres finitamente

gerados com subgrupo amalgamado 〈c〉, onde c gera seu próprio centralizador em F1 e F2.

Assim, o resultado garante que L é um grupo pro-p livre.

Palavras-chave: Produto amalgamado, grupo pro-p livre, subgrupo proćıclico, árvore

pro-p, grupo pro-p virtualmente livre.
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Abstract

In this work we prove a pro-p analog of a result which was proved by Gilbert Baumslag in

[B] for abstract groups. Let L be a 2-generated pro-p subgroup of an amalgamated free

pro-p product G = F1 q〈c〉 F2 of finitely generated free pro-p groups with amalgamated

subgroup 〈c〉, where 〈c〉 generates its own centralizer in G. The result ensures that L is a

free pro-p group.

Key words: Amalgamated product, free pro-p group, procyclic subgroup, pro-p tree,

virtually free pro-p group.
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Introdução

Neste trabalho estudamos subgrupos 2-gerados de produtos pro-p livres de grupos livres

com amalgamação ćıclica.

A motivação do problema principal estudado surgiu por meio do resultado de Gilbert

Baumslag publicado em 1962, sobre subgrupo 2-gerado de um produto livre de grupos

livres com amalgamação ćıclica, mais especificamente do seguinte teorema:

Teorema 1 ([B-62]). Todo subgrupo 2-gerado de K = 〈F ∗F ; u = u〉 é livre, onde F e F

são grupos livres isomorfos e u ∈ F é o gerador de seu próprio centralizador.

O propósito do trabalho é estender o resultado acima no sentido de mostrar que um

subgrupo pro-p 2-gerado de um produto pro-p livre com subgrupo amalgamado ćıclico é

um grupo pro-p livre. E este é o resultado principal de nosso trabalho.

Teorema 2.1. Seja G = F1q〈c〉 F2, onde Fi, i = 1, 2, são grupos pro-p livres finitamente

gerados e c é o gerador de seu próprio centralizador em F1 e F2. Se L é um subgrupo

2-gerado de G, então L é um grupo pro-p livre.

Inicialmente percebemos que o método usado na demonstração por Baumslag, para

grupos abstratos, não funciona na categoria de grupos pro-p. Isto porque Baumslag

mostrou, primeiramente, que o grupo K = 〈F ∗ F ; u = u〉 era residualmente livre e em

seguida demonstrou que todo subgrupo 2-gerado de tal grupo considerado é abeliano livre

ou um grupo livre de posto 2. Entretanto, no caso pro-p, não temos estabelecido o estudo
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Introdução

de grupos residualmente livres. Portanto, para mostrarmos tal resultado usamos métodos

de Teoria Combinatória dos grupos pro-p. Particularmente, uma ferramenta essencial na

demonstração deste teorema foi o resultado de W. Herfort e P. Zalesski de 2007.

Teorema 1.8.8 ([H-Z-07]). Seja G um grupo pro-p virtualmente livre finitamente gerado

agindo sobre uma árvore pro-p T com estabilizadores finitos de vértices. Então G fatora

como um produto amalgamado ou uma HNN-extensão sobre algum estabilizador de aresta.

Para aplicar o teorema acima, consideramos G = lim←−GU , onde U /o G e assim

GU = F1/U1 qCU
F2/U2. Desta forma, GU é um grupo pro-p virtualmente livre fini-

tamente gerado. Portanto, considerando L = lim←−LU onde LU é subgrupo de GU teremos

que LU é um grupo pro-p virtualmente livre. Sendo assim, podemos aplicar o resultado de

W. Herfort e P. Zalesskii. Logo, a demonstração do Teorema 2.1 divide-se naturalmente

em dois casos: LU é um produto pro-p livre não trivial com subgrupo amalgamado ćıclico

finito ou LU é uma HNN extensão pro-p com subgrupo associado ćıclico finito.

Com este trabalho damos ińıcio ao estudo de grupos residualmente livres na categoria

dos grupos pro-p.

No Caṕıtulo 1, estabelecemos alguns resultados preliminares utilizando como prin-

cipais referências o livro Profinite Groups [R-Z-00] e o caṕıtulo “Pro-p Trees and Ap-

plications” em [Ri-Za-00], dos autores L. Ribes e P. Zalesski. Neste caṕıtulo, esta-

mos interessados no estudo de grupos pro-p livres, produtos pro-p livres amalgamados e

HNN-extensões pro-p. Além disso, provamos alguns resultados auxiliares novos, os quais

foram usados, direto ou indiretamente, na demonstração do teorema principal. Nestas de-

monstrações, utilizamos fortemente as propriedades de subgrupo de Frattini, entre outros

resultados preliminares abordados neste caṕıtulo.

No Caṕıtulo 2, nos dedicamos exclusivamente à demonstração do resultado principal,

enunciado acima.
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Caṕıtulo 1

Preliminares e Resultados Auxiliares

Neste caṕıtulo fazemos uma abordagem das definições e dos resultados conhecidos que

serão importantes para a leitura deste trabalho. Começamos com definições básicas como

limites inversos e grupos pro-p e encerramos com resultados importantes, os quais serão

aplicados no sentido de obtermos o resultado principal.

Mesmo nosso estudo sendo restrito a grupos pro-p, nas seções sobre grupos profinitos,

grupos profinitos finitamente gerados e módulos livres profinitos, julgamos que a restrição

à categoria de grupos e módulos livres pro-p é irrelevante. Nas demais seções, em geral,

a restrição é considerada.

Além disso, neste caṕıtulo, demonstramos todos os resultados auxiliares necessários

para conclusão do resultado principal.

As referências principais utilizadas neste caṕıtulo inicial foram o livro de Ribes e

Zalesskii [R-Z-00], o artigo de Ribes e Zalesskii [Ri-Za-00] e o preprint de Herfort e Zalesskii

[H-Z-07].
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Caṕıtulo 1. Preliminares e Resultados Auxiliares

1.1 Grupos profinitos

Definição 1.1.1. Um conjunto dirigido (I,¹) é o conjunto parcialmente ordenado que

satisfaz a seguinte condição: se i, j ∈ I existe algum k ∈ I tal que i, j ¹ k.

Definição 1.1.2. Um sistema projetivo (ou inverso) de grupos topológicos, indexado por

um conjunto dirigido I, consiste em uma famı́lia {Xi | i ∈ I} de grupos topológicos inde-

xados por I, e uma famı́lia de homomorfismos cont́ınuos ϕij : Xi −→ Xj definidos quando

i º j tal que ϕii = id e os diagramas

Xi
ϕik //

ϕij ÃÃA
AA

AA
AA

A Xk

Xj

ϕjk

>>||||||||

comutam para todos i º j º k.

Definição 1.1.3. Sejam Y um grupo topológico, {Xi, ϕij, I} um sistema projetivo de

grupos topológicos e ψi : Y −→ Xi homomorfismos cont́ınuos. Dizemos que os homomor-

fismos ψi são compat́ıveis se ϕijψi = ψj sempre que i º j.

Definição 1.1.4. Dado um sistema projetivo de grupos topológicos {Xi, ϕij, I}, dizemos

que X juntamente com os homomorfismos compat́ıveis ϕi : X −→ Xi é um limite in-

verso (projetivo) do sistema, se satisfaz a seguinte propriedade universal: sempre que Y

é um grupo topológico e ψi : Y −→ Xi são homomorfismos compat́ıveis, existe um único

homomorfismo cont́ınuo ψ : Y −→ X de maneira que o diagrama

Y
ψ //___

ψi
²²

X

ϕi~~}}
}}

}}
}}

Xi

comuta, isto é, ϕiψ = ψi.
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Caṕıtulo 1. Preliminares e Resultados Auxiliares

Definição 1.1.5. Define-se um grupo pro-p G como um limite inverso

G = lim←−i∈I

Gi

de um sistema projetivo {Gi, ϕij, I} de p-grupos Gi, onde é assumido que cada p-grupo

Gi tem topologia discreta.

Analogamente dizemos que um grupo G é um grupo profinito se G é o limite inverso

G = lim←−i∈I

Gi de um sistema projetivo {Gi, ϕij, I} de grupos finitos, onde é assumido que

cada grupo Gi finito tem topologia discreta.

Seja (I,¹) um conjunto dirigido. Consideremos I
′
um subconjunto de I de tal maneira

que (I
′
,¹) venha a ser um conjunto dirigido. Dizemos que I

′
é cofinal em I se para todo

i ∈ I existe algum i
′ ∈ I

′
tal que i ¹ i

′
. Deste modo, se {Gi, ϕij, I} é um sistema

projetivo de grupos topológicos compactos e I
′
é cofinal em I, então {Gi, ϕij, I

′} torna-

se um sistema projetivo de maneira óbvia, e dizemos que {Gi, ϕij, I
′} é um subsistema

cofinal de {Gi, ϕij, I}. Com isto, temos o resultado a seguir.

Lema 1.1.6. Seja {Gi, ϕij, I} um sistema projetivo de grupos topológicos compactos sobre

um conjunto dirigido I e considere que I
′
é um subconjunto cofinal de I. Então

lim←−i∈I

Gi
∼= lim←−

i
′∈I

′
Gi′ .

Demonstração: Vide Lema 1.1.9 em [R-Z-00].

1.2 Grupos profinitos finitamente gerados

Definição 1.2.1. Seja G um grupo profinito e X um subconjunto de G. Dizemos que X

gera G, se o subgrupo abstrato gerado por X em G, denotado por 〈X〉, é denso em G.

Definição 1.2.2. Um grupo profinito G é dito finitamente gerado se G contém um sub-

conjunto X finito que gera G. Dizemos que G é n-gerado, por X, se

min{|X| | 〈X〉 = G} = n,
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Caṕıtulo 1. Preliminares e Resultados Auxiliares

onde 〈X〉 é um subgrupo fechado gerado por X.

Seja G um grupo profinito finitamente gerado, então definimos d(G) da seguinte

maneira

d(G) = min
{|X| |X ⊆ G, X gera G

}
.

Assim, os completamentos pro-p e profinito de Z são, respectivamente, o anel de in-

teiros p-ádicos Zp = lim←−Z/pnZ e o anel profinito Ẑ = lim←−
n∈N
Z/nZ, que são grupos profinitos

1-gerados.

Proposição 1.2.3. Seja G um grupo profinito finitamente gerado.

(a) Para cada número natural n, o número de subgrupos abertos de G de ı́ndice n é finito.

(b) O elemento identidade 1 de G tem um sistema fundamental de vizinhança consistindo

de uma cadeia enumerável de subgrupos normais abertos

G = V0 ≥ V1 ≥ V2 ≥ · · · .

Demonstração: Vide Proposição 2.5.1 em [R-Z-00].

Lema 1.2.4. Seja {Gi, ϕij, I} um sistema projetivo sobrejetivo de grupos finitos. Defina

G = lim←−i∈I

Gi.

Então d(G) < ∞ se, e somente se, {d(Gi) | i ∈ I} é um conjunto limitado; neste caso,

existe algum i0 ∈ I tal que d(G) = d(Gi), para cada i º i0.

Demonstração: Vide Lema 2.5.3 em [R-Z-00].

1.3 Subgrupo de Frattini

Seja G um grupo profinito. Todo subgrupo fechado de G é a interseção de subgrupos

abertos. Assim, um subgrupo maximal fechado de G é necessariamente aberto. Além

disso, se G é não trivial, ele sempre tem subgrupos abertos maximais.
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Caṕıtulo 1. Preliminares e Resultados Auxiliares

Definição 1.3.1. O subgrupo de Frattini Φ(G) de G é a interseção de todos seus subgrupos

abertos maximais.

Observe que, diferentemente do que acontece para grupos infinitos abstratos, se G é

um grupo profinito não trivial, então sempre teremos que Φ(G) < G.

Proposição 1.3.2. (a) Seja G um grupo profinito. Se N /c G (subgrupo normal fechado)

e N ≤ Φ(G), então Φ(G/N) = Φ(G)/N ;

(b) Se ρ : G −→ H é um epimorfismo de grupos profinitos, então ρ
(
Φ(G)

) ≤ Φ(H);

(c) Se {Gi, ϕij, I} é um sistema projetivo sobrejetivo de grupos profinitos sobre o conjunto

dirigido I, então

Φ
(
lim←−i∈I

G
i

)
= lim←−i∈I

Φ(Gi).

Demonstração: Vide Proposição 2.8.2 em [R-Z-00].

Lema 1.3.3. Seja G um grupo profinito finitamente gerado, então d(G) = d
(
G/Φ(G)

)
.

Demonstração: Vide Lema 2.8.6 em [R-Z-00].

Lema 1.3.4. Sejam p um número primo e G um grupo pro-p.

(a) Todo subgrupo fechado maximal M de G tem ı́ndice p;

(b) O quociente de Frattini G/Φ(G) é um grupo profinito abeliano p-elementar, e assim

um espaço vetorial sobre o corpo Fp com p elementos;

(c) O subgrupo de Frattini Φ(G) = Gp[G, G], onde Gp = {xp | x ∈ G} e [G,G] denota

o subgrupo comutador de G.

Demonstração: Vide Proposição 2.8.7 em [R-Z-00].

Corolário 1.3.5. Seja p um número primo e ψ : G1 −→ G2 um homomorfismo cont́ınuo

de grupos pro-p. Então:

(a) ψ
(
Φ(G1)

) ≤ Φ(G2). Em particular, se G1 ≤ G2, então Φ(G1) ≤ Φ(G2);
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Caṕıtulo 1. Preliminares e Resultados Auxiliares

(b) Se ψ é um epimorfismo, então ψ
(
Φ(G1)

)
= Φ(G2). Neste caso, ψ induz um epimor-

fismo cont́ınuo ψ : G1/Φ(G1) −→ G2/Φ(G2).

Demonstração: Vide Corolário 2.8.8 em [R-Z-00].

Seja G um grupo pro-p. Definimos Φ1(G) = Φ(G) e indutivamente

Φn+1(G) = Φ
(
Φn(G)

)
para n = 1, 2, . . . .

Então a série

G ≥ Φ(G) ≥ Φ2(G) ≥ · · ·

é chamada a série de Frattini.

Proposição 1.3.6. Seja p um número primo e G um grupo pro-p finitamente gerado.

Então a série de Frattini de G constitui um sistema fundamental de vizinhanças abertas

de 1 em G.

Demonstração: Vide Proposição 2.8.13 em [R-Z-00].

Lema 1.3.7. Seja L = lim←−LU um grupo pro-p finitamente gerado tal que LU são grupos

pro-p. Se ϕUV (CU) ≤ CV e lim←−CU = 1, onde CU é subgrupo finito de LU e

ϕUV : LU −→ LV . Então lim←−〈CU〉LU = 1, onde 〈CU〉LU é o fecho normal de CU por

LU .

Demonstração: Seja ψU : L −→ LU . Assim, 1 =
⋂

ψ−1
U (CU). Portanto, para

qualquer n existe U tal que ψ−1
U (CU) ≤ Φn(L), o que implica que o fecho normal de

ψ−1
U (CU) está dentro de Φn(L). Então a interseção dos fechos normais é trivial, pois

⋂
Φn(L) = 1.

Temos que CV é finito para qualquer V . Assim, fixando V podemos escolher U de

tal maneira que ϕUV (CU) é trivial em CV , pois lim←−CU = 1. Portanto, para U escolhido
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teremos que ϕUV

(〈CU〉LU
)

também é trivial. Mas, podemos fazer isto para cada V , logo

teremos que lim←−〈CU〉LU = 1.

¤

Precisaremos também de um resultado simples, o qual enunciaremos como o lema a

seguir.

Lema 1.3.8. Seja C = lim←−CU um grupo pro-p não trivial, onde cada CU é um grupo

ćıclico finito. Então, existe U tal que a projeção ϕU : C −→ CU é sobrejetora.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que não exista U tal que a projeção ϕU

seja sobrejetora.

Fixando um V qualquer no conjunto dirigido, consideremos V ≥ U1 ≥ U2 ≥ U3 ≥ · · ·
tal que ϕUi+1Ui

(CUi+1
) 6= CUi

. Pelo fato que CV é finito e todos os CUi
são ćıclicos, existe i

tal que ϕUiV (CUi
) = 1 em CV . Logo, ϕV (C) = 1. Como V foi escolhido arbitrariamente,

temos uma contradição.

¤

1.4 Grupos pro-p livres

Um espaço topológico X com um ponto distinguido ∗ é chamado espaço pontuado. De-

notamos tal espaço por (X, ∗). Uma aplicação de espaços pontuados

ϕ : (X, ∗) −→ (X
′
, ∗′)

é simplesmente uma aplicação cont́ınua de X sobre X
′
tal que ϕ(∗) = ∗′ .

Definição 1.4.1. Sejam X um espaço profinito e F um grupo pro-p. Consideremos

ι : X −→ F uma aplicação cont́ınua tal que
〈
ι(X)

〉
= F . Dizemos que (F, ι) é um grupo

9
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pro-p livre sobre o espaço profinito X, se satisfaz a seguinte propriedade universal: para

toda aplicação ϕ : X −→ G, onde G é um grupo pro-p gerado topologicamente por ϕ(X),

existe um único homomorfismo cont́ınuo ϕ : F −→ G tal que o diagrama

F
ϕ //___ G

X

ι

OO

ϕ

>>~~~~~~~

comute, ou seja, ϕι = ϕ.

É suficiente checar a propriedade universal apenas para os p-grupos finitos. De fato,

sejam F um grupo pro-p livre sobre X e ϕi : X −→ Gi uma aplicação cont́ınua sobre um

p-grupo finito Gi tal que ϕi(X) gera Gi. Então, pela propriedade universal para grupo

pro-p livre, temos que existe um único homomorfismo cont́ınuo ψi : F −→ Gi tal que o

diagrama

F
ψi

ÃÃA
A

A
A

X

ι

OO

ϕi

// Gi

comute, isto é, ψiι = ϕi.

Agora, considerando G = lim←−Gi, temos que a projeção πi : G −→ Gi é um homo-

morfismo cont́ınuo. Assim, pela propriedade universal de limite inverso, existe um único

homomorfismo cont́ınuo ψ : F −→ G tal que o diagrama

F
ψ //___

ψi

²²

G

πi~~~~
~~

~~
~~

Gi

comute, isto é, πiψ = ψi. Portanto, checando a propriedade universal para p-grupos

finitos, automaticamente, vale para qualquer grupo pro-p G, desde que G seja o limite

inverso destes p-grupos finitos.

Lema 1.4.2. Seja (F, ι) um grupo pro-p livre em uma base profinita X, então a aplicação

ι é injetora e 1 /∈ ι(X).
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Demonstração: Vide Lema 3.3.1 em [R-Z-00].

Proposição 1.4.3. Sejam X = {x1, . . . , xn} um conjunto finito e F = F (X) o grupo

livre abstrato com base X. Então F̂ (o completamento pro-p de F) é um grupo pro-p livre

com base X. Em particular, posto(F ) = posto(F̂ ).

Demonstração: Vide Proposição 3.3.2 e Proposição 3.3.6 em [R-Z-00].

Teorema 1.4.4. Seja G um grupo pro-p gerado por um conjunto finito com n elementos.

Então existe um grupo pro-p livre F de posto n e um epimorfismo α : F −→ G.

Demonstração: Vide Proposição 3.3.16 em [R-Z-00].

Teorema 1.4.5. Sejam F um grupo pro-p livre sobre um conjunto finito X e H um

subgrupo aberto de F . Então H é um grupo pro-p livre de posto

posto(H)− 1 = [F : H]
(
posto(F )− 1

)
.

Demonstração: Vide Teorema 3.6.1 em [R-Z-00].

Teorema 1.4.6. Todo subgrupo fechado de grupo pro-p livre é grupo pro-p livre.

Demonstração: Vide Corolário 7.7.5 em [R-Z-00].

Proposição 1.4.7. Sejam p um número primo e F = Fp(X) um grupo pro-p livre sobre

o conjunto X convergindo para 1, onde |X| ≥ 2. Se N é um subgrupo normal não trivial

fechado de F de ı́ndice infinito, então

posto(N) = max{|X|,ℵ0}.

Demonstração: Vide Proposição 8.6.3 em [R-Z-00].

11
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Lema 1.4.8. Seja M um subgrupo pro-p ćıclico maximal de F , onde F é um grupo pro-p

livre finitamente gerado. Então NF (M) = M.

Demonstração: Temos pelo Teorema 1.4.6 que NF (M) é um grupo pro-p livre.

Então, pela Proposição 1.4.7, se [NF (M) : M ] fosse infinito teŕıamos o

posto(M) = max
{|X|,ℵ0

}
,

onde |X| é número de geradores de F , o que não pode acontecer pois M tem posto 1. Ou

seja, [NF (M) : M ] é finito. Então, pelo Teorema 1.4.5, teremos que o posto
(NF (M)

)
= 1.

Portanto, NF (M) é ćıclico. Logo,

NF (M) = M,

pois M é maximal.

¤

Proposição 1.4.9. Seja G um grupo pro-p virtualmente livre qualquer. Então G/〈Tor(G)〉
é um grupo pro-p livre, onde Tor(G) é o conjunto de todos os elementos de G de ordem

finita.

Demonstração: Vide Proposição 1.7 em [Za-04].

1.5 Produtos pro-p livres amalgamados

Definição 1.5.1. Sejam G1, G2 grupos pro-p e fi : H −→ Gi(i = 1, 2) monomorfismos

cont́ınuos de grupos pro-p. O produto pro-p livre amalgamado de G1 e G2 com subgrupo

amalgamado H é um pushout na categoria dos grupos pro-p

H
f1 //

f2

²²

G1

ϕ1

²²
G2

ϕ2 // G1 qH G2

12
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isto é, um grupo pro-p G = G1 qH G2 junto com homomorfismos ϕi : Gi −→ G(i = 1, 2)

satisfazendo a seguinte propriedade universal: para cada par de homomorfismos cont́ınuos

ψ1 : G1 −→ K, ψ2 : G2 −→ K em um grupo pro-p K com ψ1f1 = ψ2f2, existe um único

homomorfismo cont́ınuo ψ : G −→ K tal que o diagrama

H
f1 //

f2

²²

G1

ϕ1

²² ψ1

²²

G2
ϕ2 //

ψ2 00

G
ψ

ÃÃB
B

B
B

K

(1.1)

seja comutativo, isto é, ψϕ1 = ψ1 e ψϕ2 = ψ2.

Analogamente ao que foi mostrado para grupos pro-p livres, basta checarmos a pro-

priedade universal para p-grupos finitos. De fato, sejam G um produto pro-p livre amal-

gamado (estabelecido a Definição 1.5.1) e Ki um p-grupo finito com homomorfismos

cont́ınuos ψi : Gi −→ G, i = 1, 2 tal que ψ1f1 = ψ2f2. Então, pela propriedade universal

para produto pro-p livre amalgamado, temos que existe um único homomorfismo cont́ınuo

ηi : G −→ Ki tal que o diagrama

H
f1 //

f2

²²

G1

ϕ1

²² ψ1

²²

G2
ϕ2 //

ψ2 //

G
ηi

ÃÃB
B

B
B

Ki

seja comutativo, isto é, ηiϕ1 = ψ1 e ηiϕ2 = ψ2.

Considerando K = lim←−Ki podemos estabelecer a projeção πi : K −→ Ki que é um

homomorfismo cont́ınuo. Assim, pela propriedade universal de limite inverso, existe um

único homomorfismo cont́ınuo ψ : G −→ K tal que o diagrama

K

πi

²²
G

ψ
>>}

}
}

}

ηi

// Ki

13
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comuta, isto é, πiψ = ηi. Portanto, checando a propriedade universal de produto pro-p

livre amalgamado para p-grupos finitos, automaticamente, vale para qualquer grupo pro-p

K, desde que K seja o limite inverso destes p-grupos finitos.

Neste trabalho, denotaremos o conjugado de K por g da seguinte maneira:

Kg = g−1Kg.

Lema 1.5.2. Seja G = G1 qC G2 um grupo pro-p, onde G1 é ćıclico finito e G2 finito

com C ≤ G1. Então K = G1qC Gg
2 é isomorfo a G, se g ∈ NG(C), onde C é identificado

com Cg em K.

Demonstração: Queremos definir ψ1 : G1 −→ G1 e ψ2 : G2 −→ Gg
2 de tal maneira

que ψ1f1 = ψ2f2, onde fi : C −→ Gi (i = 1, 2) é o monomorfismo estabelecido substi-

tuindo H por C na definição 1.5.1 de produto pro-p livre amalgamado. Para tanto, de-

finimos o homomorfismo cont́ınuo ψ2 : G2 −→ Gg
2 no grupo pro-p K dado por

ψ2(g2) = g2
g, g ∈ NG(C). Além disso, como C / NG(C), teremos que α : C −→ Cg,

g ∈ NG(C) é um automorfismo definido por α(c) = cg com c ∈ C. Seja g1 gerador

de G1 cuja ordem é pn. Se a ordem de C é pm, então C = Gpn−m

1 . Assim, tomando

c ∈ C, g ∈ G e g1 em G1 de tal maneira que cg = g1
s com s = pn−m, podemos considerar

o automorfismo ψ1 : G1 −→ G1 definido por ψ1(g1) = g1 tal que ψ1 restrita ao subgrupo

C teremos ψ1(c) = g1
s, onde c = g1

s. Portanto, pela definição 1.5.1 de produto pro-p

livre amalgamado, temos que existe um único homomorfismo cont́ınuo

ψ : G −→ K (?)

tal que o diagrama

C
f1 //

f2

²²

G1

ϕ1

²² ψ1

²²

G2
ϕ2 //

ψ2 00

G
ψ

ÃÃB
B

B
B

K

comuta, isto é, ψϕ1 = ψ1 e ψϕ2 = ψ2.

14
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Analogamente, considerando ψ1 : G1 −→ G1 e ψ2 : Gg
2 −→ G2 homomorfismos

cont́ınuos no grupo pro-p G com ψ1f1 = ψ2f2, onde ψ1(g1) = g1, ψ2(g
g
2) = (gg

2)
g−1

= g2 e

fi (i = 1, 2) são os monomorfismos estabelecidos acima de acordo com a definição 1.5.1.

Assim, teremos que existe um único homomorfismo cont́ınuo

ψ : K −→ G (??)

tal que ψψ1 = ϕ1 e ψψ2 = ϕ2. Portanto, de (?) e (??) teremos que ψψ ∼= idG e ψψ ∼= idK ,

onde ψ(C) = C = ψ(C), pois C é normalizado por g ∈ NG(C). Logo, G ∼= K.

¤

Corolário 1.5.3. Seja G = G1 qC G2, onde C ≤ G1, G1 ćıclico finito e G2 finito. Então

K = Gh
1 qC G2 é isomorfo a G, para algum h ∈ NG(C).

Demonstração: Pelo Lema 1.5.2 temos que G = G1qC G2
∼= G1qC Gg

2, g ∈ NG(C).

Portanto, considerando h = g−1 teremos que Gg−1

1 qCg−1

(
Gg

2

)g−1

= Gh
1 qC G2, pois C /G.

Logo, pelo Lema 1.5.2, obtemos que G1 qC G2
∼= Gh

1 qC G2.

¤

A afirmação a seguir é bem conhecida, para tanto basta ver a proposição 9.2.1 em

[R-Z-00]. Mas, como na demonstração da mesma é apresentada a construção expĺıcita

para o produto pro-p livre amalgamado, optamos por reproduzi-la neste trabalho.

Proposição 1.5.4. Sejam G1, G2 grupos pro-p e fi : H −→ Gi(i = 1, 2) monomorfismos

cont́ınuos. O produto pro-p livre amalgamado de G1 e G2 com subgrupo amalgamado H,

existe e é único a menos de isomorfismo.

Demonstração: Primeiramente, mostraremos a unicidade do produto pro-p livre

amalgamado. Sejam G juntamente com homomorfismos cont́ınuos ϕi : Gi −→ G,

i = 1, 2 um produto pro-p livre amalgamado de G1 e G2 com subgrupo amalgamado

H, e K juntamente com homomorfismos cont́ınuos ψi : Gi −→ K, i = 1, 2 outro produto

15
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pro-p livre amalgamado de G1 e G2 com subgrupo amalgamado H. Sendo assim, pela

propriedade universal de produto pro-p livre amalgamado, existe um único homomorfismo

cont́ınuo ψ : G −→ K tal que ψϕ1 = ψ1 e ψϕ2 = ψ2. Analogamente, existe um único

homomorfismo cont́ınuo ϕ : K −→ G tal que ϕψ1 = ϕ1 e ϕψ2 = ϕ2. Desta forma, teremos

o seguinte diagrama comutativo

H
f1 //

f2

²²

G1

ϕ1

²² ψ1

±±

G2
ϕ2 //

ψ2
11

G

ψ ((
K.

ϕ
ii

Conseqüentemente, temos que o diagrama

H
f1 //

f2

²²

G1

ϕ1

²²
ϕ1

®®

G2
ϕ2 //

ϕ2 11

G

ϕψ ((

IdG

ºº
G

comutativo para G juntamente com os homomorfismos ϕ1 e ϕ2. Como, pela definição, ex-

iste um único homomorfismo cont́ınuo satisfazendo esta propriedade, teremos

ϕψ = IdG. Similarmente, ψϕ = IdK . Portanto, ϕ é um isomorfismo.

A existência é garantida pela construção expĺıcita de

G = G1 qH G2.

Seja Gabs = G1 ∗H G2 o produto livre de G1 e G2 com subgrupo amalgamado H, como

grupos abstratos. Denote por ϕabs
i : Gi −→ Gabs as imersões naturais (i = 1, 2). Seja

N =
{
N /f Gabs | (ϕabs

i )−1(N) /o Gi(i = 1, 2) e Gabs/N p-grupo finito
}

Definimos G = lim←−
N∈N

Gabs/N sendo o completamento de Gabs com respeito a N . Seja

ι : Gabs −→ G o homomorfismo natural. Definimos ϕi : Gi −→ G por ϕi = ιϕabs
i

(i = 1, 2). Desta forma, G juntamente com ϕ1 e ϕ2 é um produto pro-p livre amalgamado

de G1 e G2 com subgrupo amalgamado H. Para tanto, checamos a propriedade universal

correspondente.
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Sejam ψi : Gi −→ K (i = 1, 2) homomorfismos cont́ınuos para algum p-grupo finito K

tal que ψ1f1 = ψ2f2. Então, pela propriedade universal para produtos livres amalgamados,

existe um único homomorfismo

ψabs : Gabs −→ K

com ψi = ψabsϕabs
i (i = 1, 2). Assim, segue que (ϕabs

i )−1
(
Ker(ψabs)

)
= Ker(ψi) é um

subgrupo aberto em Gi para todo i = 1, 2, e como K é um p-grupo finito temos que

Ker(ψabs) ∈ N . Portanto, existe um homomorfismo cont́ınuo ψ : G −→ K com ψabs = ψι.

Logo, o seguinte diagrama

G

ψ

¶¶

Gabs

ι

OO

ψabs

''NNNNNNNNNNNNN

H
fi

// Gi

ϕabs
i

OO

ψi

//

ϕi

@@

K

é comutativo. Isto significa que ψi = ψϕi. A unicidade de ψ segue do fato que

G =
〈
ϕ1(G1), ϕ2(G1)

〉
.

¤

Um produto pro-p livre amalgamado G = G1 qH G2 será chamado próprio se os

homomorfismos ϕi : Gi −→ G (i = 1, 2) são monomorfismos.

Proposição 1.5.5. Sejam G1, G2 grupos pro-p e H um subgrupo fechado comum de G1

e G2. Sejam Gabs = G1 ∗H G2 um produto livre amalgamado abstrato de grupos pro-p e

ι : Gabs −→ G = G1 qH G2

um homomorfismo canônico. Então, G = G1 qH G2 é próprio se, e somente se,

Ker(ι) ∩Gi = 1 para i = 1, 2.

Demonstração: Vide Proposição 9.2.2 em [R-Z-00].
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Teorema 1.5.6. Sejam G1 e G2 grupos pro-p com um subgrupo proćıclico fechado comum

H. Então o produto pro-p amalgamado de G1 e G2 sobre H é próprio.

Demonstração: Vide o teorema 3.2 em [R-71].

Observação 1.5.7. Em nossos resultados trabalhamos com amalgamação ćıclica. Sendo

assim, de acordo com o teorema 1.5.6 em (1.1), para simplificar notação em alguns casos,

por conveniência, consideraremos f1 como sendo a identidade.

Se G = G1qH G2 não é próprio, podemos sempre trocar G1, G2 e H por imagens deles

em G. Esta operação não muda G, mas o produto livre amalgamado torna-se próprio.

Além disso, vamos excluir o caso quando o produto livre amalgamado pro-p é trivial, isto

é, quando o subgrupo amalgamado H = G1 ou H = G2 o que implica que G = G2 ou

G = G1, respectivamente.

Teorema 1.5.8. Seja G = G1 qH G2 um produto pro-p livre amalgamado próprio.

(a) Se K é um subgrupo finito de G, então K ≤ gGig
−1 para algum g ∈ G e i ∈ {1, 2};

(b) Se 1 ≤ i 6= j ≤ 2 ou g /∈ Gi, então Gi ∩ gGjg
−1 ≤ bHb−1 para algum b ∈ Gi.

Demonstração: Vide Teoremas 4.2 e 4.3 em [Ri-Za-00].

Proposição 1.5.9. Sejam G1, G2 grupos pro-p com um subgrupo proćıclico fechado co-

mum C, tal que G = G1 qC G2 seja próprio. Então NG(C) = NG1(C)qC NG2(C).

Demonstração: Pelo Teorema 1.5.6, temos que o produto pro-p livre amalgamado

G = G1 qC G2 é próprio. Logo, a demonstração segue do Corolário 2.7 [R-Z-96].

Seja G = G1 qH G2 um produto pro-p livre com amalgamação ćıclica, onde

H = 〈c〉 e G1, G2 são grupos pro-p. Consideremos A = (G1 × G2)
/〈(c · f2(c)

−1)〉G1×G2 ,

com homomorfismos naturais ψ1 : G1
// A e ψ2 : G2

// A . Logo, f1ψ1 = f2ψ2.

Então, pela definição de produto livre com amalgamação, existe um único homomorfismo

18
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ϕ : G // A , tal que o seguinte diagrama comuta

〈c〉 Â Ä f1 //

f2

²²

G1

ϕ1

²² ψ1

¯¯

G2 ϕ2

//

ψ2
33

G
∃ ! ϕ

ÃÃA
AA

AA
AA

A

A,

isto é, ϕϕi = ψi, i = 1, 2.

Lema 1.5.10. Sejam

G = G1 q〈c〉 G2 e A = (G1 ×G2)/〈(c · f2(c)
−1)〉G1×G2 ,

onde G1, G2 são grupos pro-p finitamente gerados e c /∈ Φ(G1). Então

d(A) = d(G1) + d(G2)− 1.

Demonstração: Sejam G1 = G1/Φ(G1) e G2 = G2/Φ(G2), ou seja, G1 e G2 são

grupos pro-p abelianos elementares.

Suponhamos que G1 e G2 sejam n e m gerados, respectivamente. Considerando

α : G1 qG2
// G1 ×G2, g : G1 ×G2

// A e f : G1 qG2
// G

onde

A = (G1 ×G2)/〈(c1 · f 2(c1)
−1)〉G1×G2

tal que c1 é a imagem de c em G1 e 〈c1〉 = C (e, por hipótese, c1 6= 1),

f 2 : 〈c1〉 −→ G2 e G = (G1 qG2)/N

com

N =
〈{

c1 · f 2(c1)
−1 | c1 ∈ C

}〉G1qG2

(
N é o menor subgrupo normal de G1qG2 que contém

{
c1 · f 2(c1)

−1 | c1 ∈ C
}

ou o fecho

normal de
{
c1 · f 2(c1)

−1 | c1 ∈ C
} )

. Assim, α, g e f são homomorfismos sobrejetivos.
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Como G1 e G2 são grupos pro-p finitamente gerados, G1 ×G2 e A também são grupos

pro-p finitamente gerados. Desta forma, temos o seguinte diagrama comutativo

G1 qG2
α // //

f
²²²²

G1 ×G2

g
²²²²

G = (G1 qG2)/N
ϕ // // A

.

Pelo fato que α, g e f são homomorfismos sobrejetivos, então, obviamente, ϕ é ho-

momorfismo sobrejetivo. E como G1 × G2 tem (n + m) geradores, portanto, A têm

(n + m) geradores se 〈(c1 · f 2(c1)
−1)〉 = 1 ou A têm no máximo (n + m− 1) geradores se

〈(c1 · f 2(c1)
−1)〉 6= 1. Mas, se 〈(c1 · f 2(c1)

−1)〉 = 1, então G = G1 qG2, o que contradiz a

hipótese. Portanto, A têm no máximo (n + m− 1) geradores. Como d(Gi) = d(Gi) para

i = 1, 2, c1 6= 1 em G1 e c /∈ Φ(G1), então d(A) = d(A). Logo,

d(A) = d(G1) + d(G2)− 1.

¤

Lema 1.5.11. Seja G = G1 q〈c〉 G2 um grupo pro-p infinito 2-gerado tal que Gi, i = 1, 2

é p-grupo abeliano elementar finito. Então G = Cp q Cp.

Demonstração: Sejam

α : G1 qG2
// G1 ×G2, g : G1 ×G2

// A e f : G1 qG2
// G ,

onde A = (G1 ×G2)
/〈(c · f2(c)

−1)〉G1×G2 tal que 〈c〉 = C. Assim, α, g e f são homomor-

fismos sobrejetivos. Desta forma, temos o seguinte diagrama comutativo

G1 qG2
α // //

f
²²²²

G1 ×G2

g

²²²²
G = (G1 qG2)

/
N

ϕ // // A

onde N =
〈{c · f2(c)

−1 | c ∈ C}〉G1qG2 . Deste modo, temos que ϕ é homomorfismo sobre-

jetivo. Portanto, obtemos que A é no máximo 2-gerado. Então, pelo Lema 1.5.10, G1×G2
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é no mı́nimo 2-gerado e no máximo 3-gerado, pois G1×G2 é p-grupo abeliano elementar

finito e c ·f2(c)
−1, caso seja não trivial, é um dos geradores de G1×G2. Então G1 ou G2

é 1-gerado, isto é, ćıclico de ordem p. Sendo assim, sem perda de generalidade, podemos

assumir que G1 é ćıclico de ordem p. Desta forma, podemos considerar dois casos: c 6= 1

e c = 1. Se c 6= 1, então 〈c〉 = G1 pelo fato que G = G1 q〈c〉 G2 é produto pro-p livre

com amalgamação ćıclica pelo subgrupo gerado por c. Como em G2 temos uma cópia

isomórfica do subgrupo gerado por c, temos que G1 ≤ G2, ou seja, G = G2 que é finito.

O que contradiz a hipótese. Portanto, teremos que c = 1, ou seja, G = Cp q G2, onde

G2 é p-grupo abeliano elementar finito, ou seja,

G2 = Cp × Cp × · · · × Cp︸ ︷︷ ︸
r vezes

r ∈ N∗, r < ∞.

Mas, G é 2-gerado. Logo,

G2 = Cp e G = Cp q Cp.

¤

Proposição 1.5.12. Seja G = G1qC G2 o produto pro-p livre com amalgamação ćıclica,

onde Gi, i = 1, 2, são grupos pro-p. Se G é 2-gerado, então G1 ou G2 é ćıclico.

Demonstração: Temos que

d(Gi) = d
(
Gi

/
Φ(Gi)

)
, i = 1, 2. (1)

E ainda, como Gi, i = 1, 2 é um grupo pro-p finitamente gerado, temos Gi

/
Φ(Gi),

i = 1, 2 é grupo abeliano elementar. Sendo assim, teremos os seguintes casos:

(i) ξi : C/Φ(C) −→ Gi

/
Φ(Gi), definido por ξi

(
c + Φ(C)

)
= c + Φ(Gi), para i = 1, 2.

Seja C = 〈c〉, assim c /∈ Φ(Gi) para i = 1, 2. Consideremos,

G = G1

/
Φ(G1)qC/Φ(C) G2

/
Φ(G2)
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o produto pro-p livre com amalgamação ćıclica. Pelo Lema 1.5.11, G ∼= CpqCp. Assim,

Gi

/
Φ(Gi) ∼= Cp, i = 1, 2

e então 1-gerado. Logo, por (1), Gi, i = 1, 2 também é 1-gerado, como desejado.

(ii) ξi : C/Φ(C) −→ Gi

/
Φ(Gi), definido por ξi

(
c + Φ(C)

)
= Φ(Gi), para i = 1, 2.

Portanto, teremos que c ∈ Φ(Gi), i = 1, 2. Então podemos escrever

G = G1/Φ(G1)qG2/Φ(G2).

Mas, G é 2-gerado, portanto G1 e G2 são 1-gerados. Logo, G1 e G2 também são 1-gerados.

(iii) ξ1 : C/Φ(C) −→ G1

/
Φ(G1), definido por ξ1

(
c + Φ(C)

)
= c + Φ(G1), e

ξ2 : C/Φ(C) −→ G2

/
Φ(G2), definido por ξ2

(
c + Φ(C)

)
= Φ(G2) ou vice-versa.

Se C/Φ(C) = 1, então C = 1. Portanto, retornamos ao caso (i). Então c /∈ Φ(G1)

e c ∈ Φ(G2). Portanto, pelo Lema 1.5.10 temos que d(A) = d(G1) + d(G2) − 1, onde

A = (G1×G2)
/〈(

c · f2(c)
−1

)〉G1×G2 é no máximo 2-gerado. Portanto d(G1) + d(G2) ≤ 3.

Logo, G1 ou G2 é 1-gerado.

¤

Proposição 1.5.13. Seja G = G1 qC G2 o produto pro-p livre com amalgamação ćıclica

pelo subgrupo gerado por 〈c〉 = C, onde Gi, i = 1, 2 são grupos pro-p livres e c é o

gerador de seu próprio centralizador em G. Se G é no máximo 3-gerado, então G é um

grupo pro-p livre.

Demonstração: Seja Gi = Gi

/
Φ(Gi) com i = 1, 2. Consideremos,

f : G1 qG2 −→ G, α : G1 qG2 −→ G1 ×G2 e g : G1 ×G2 −→ A,

onde A =
(
G1

/
Φ(G1)×G2

/
Φ(G2)

)/〈(
c1 · f 2(c1)

−1
)〉G1×G2

tal que c1 é a imagem de c

em G1, 〈c1〉 = C, e f 2 : C −→ G2. Assim, f, α e g são homomorfismos sobrejetivos.
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Desta forma, temos o seguinte diagrama:

G1 qG2
α // //

f
²²²²

G1 ×G2

g

²²²²
G = (G1 qG2)

/
N

ϕ // // A

,

comutativo, onde N =
〈{

c1 · f 2(c1)
−1 | c1 ∈ C

}〉G1qG2

. Se c /∈ Φ(G1), então podemos

escrever G1 = C qG
′
1, onde G

′
1 é um grupo pro-p livre. Assim G = G

′
1 qG2, ou seja, G

é um grupo pro-p livre. Analogamente, G é um grupo pro-p livre se c /∈ Φ(G2). Sendo

assim, podemos assumir que C ≤ Φ(Gi) para i = 1, 2. Portanto, G = G1qG2 é quociente

de G e no máximo 3-gerado. Então G1 ou G2 é ćıclico e consequentemente G1 ou G2 é

isomorfo a Zp. Mas, por hipótese, c gera seu próprio centralizador em G. Logo c = 1, ou

seja, G = G1 qG2 que é um grupo pro-p livre.

¤

1.6 HNN- extensões pro-p

Definição 1.6.1. Sejam H um grupo pro-p e f : A −→ B um isomorfismo cont́ınuo

entre subgrupos fechados A,B de H. Uma HNN-extensão pro-p de H com subgrupos

associados A,B consiste de um grupo pro-p G = HNN(H,A, t), um elemento t ∈ G,

e um homomorfismo cont́ınuo ϕ : H −→ G satisfazendo a seguinte propriedade uni-

versal: para qualquer grupo pro-p K, qualquer k ∈ K e todo homomorfismo cont́ınuo

ψ : H −→ K satisfazendo k
(
ψ(a)

)
k
−1

= ψf(a) para todo a ∈ A, existe um único homo-

morfismo cont́ınuo ω : G −→ K tal que o diagrama

G
ω

ÃÃA
A

A
A

H

ϕ

OO

ψ // K

comute e ω(t) = k.

Como nos casos de grupos pro-p livres e produtos pro-p livres amalgamados, pre-

cisamos mostrar a propriedade universal acima somente para p-grupos finitos. De fato,
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sejam G uma HNN-extensão, conforme a definição 1.6.1, e Ki um p-grupo finito com

k ∈ Ki, qualquer, e todo homomorfismo cont́ınuo ψi : H −→ Ki satisfazendo

k
(
ψi(a)

)
k
−1

= ψif(a) para todo a ∈ A.

Então, pela propriedade universal para HNN-extensão, existe um único homomorfismo

cont́ınuo ωi : G −→ Ki tal que o diagrama

G
ωi

ÃÃA
A

A
A

H

ϕ

OO

ψ // K

comuta e ωi(t) = k.

Considerando K = lim←−Ki, podemos estabelecer a projeção πi : K −→ Ki que é um

homomorfismo cont́ınuo. Assim, pela propriedade universal para limite inverso, existe um

único homomorfismo cont́ınuo ω : G −→ K tal que o diagrama

K

πi

²²
G

ω
>>}

}
}

}

ωi

// Ki

comuta, isto é, πiω = ωi. Portanto, checando a propriedade universal de HNN-extensão

para p-grupos finitos, automaticamente, vale para qualquer grupo pro-p K, desde que K

seja o limite inverso destes p-grupos finitos.

Como no caso de produto pro-p livre amalgamado, devido a construção expĺıcita

para HNN-extensão pro-p, provaremos a proposição a seguir. Apesar que, a mesma está

demonstrada como a proposição 9.4.1 em [R-Z-00].

Proposição 1.6.2. Sejam H um grupo pro-p e f : A −→ B um isomorfismo cont́ınuo de

subgrupos de H. Então existe uma única HNN-extensão pro-p G = HNN(H, A, t).

Demonstração: Primeiramente, mostraremos que a unicidade da HNN-extensão.

Seja G uma HNN-extensão pro-p de H com subgrupos associados A,B, um elemento t ∈ G

e um homomorfismo cont́ınuo ϕ : H −→ G tal que t
(
ϕ(a)

)
t−1 = ϕf(a) para todo a ∈ A.
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Consideremos K outra HNN-extensão pro-p de H com subgrupos associados A,B, um

elemento k ∈ K e um homomorfismo cont́ınuo ψ : H −→ K tal que k
(
ψ(a)

)
k−1 = ψf(a)

para todo a ∈ A. Sendo assim, pela propriedade universal para HNN-extensão pro-p,

existe um único homomorfismo cont́ınuo ω : G −→ K tal que o diagrama

G
ω

ÃÃA
A

A
A

H

ϕ

OO

ψ // K

comuta e ω(t) = k. Analogamente, existe um único homomorfismo cont́ınuo θ : K −→ G

tal que o diagrama

G

H

ϕ

OO

ψ // K

θ
``A

A
A

A

comuta e θ(k) = t. Além disso, observemos que a propriedade universal é válida para a

aplicação identidade IdG : G −→ G que é um homomorfismo cont́ınuo onde IdG(t) = t.

Mas, θω : G −→ G também é um homomorfismo cont́ınuo. Sendo assim, temos o seguinte

diagrama

G

θω

''

2
6

;
@

E
I

M

IdG

»»

M
I

E
@

;
6

2

H

ϕ

OO

ϕ
// G

comutativo. Como, pela definição, existe um único homomorfismo cont́ınuo satisfazendo

esta propriedade, teremos que θω = IdG. Similarmente, ωθ = IdK . Portanto, ω é um

isomorfismo.

A existência será garantida por meio de uma construção expĺıcita de G = HNN(H, A, t).

Seja Gabs = HNNabs(H, A, t) a HNN-extensão abstrata. Denote por ϕabs : H −→ Gabs a

imersão natural. Seja

N =
{
N /f Gabs | (ϕabs)−1(N) /o H, Gabs/N p-grupo finito

}

Defina G = lim←−
N∈N

Gabs/N como sendo o completamento de Gabs com respeito a N . Seja

ι : Gabs −→ G o homomorfismo natural e definimos ϕ = ιϕabs. Então, checaremos a

propriedade universal para G e ϕ.
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Seja ψ : H −→ K um homomorfismo cont́ınuo para algum p-grupo finito K com

k
(
ψ(a)

)
k−1 = ψf(a) para todo a ∈ A. Então, pela propriedade universal para

HNN-extensões abstratas, existe um único homomorfismo

ωabs : Gabs −→ K

com ωabs(t) = k tal que o diagrama

Gabs

ωabs

""D
D

D
D

H

ϕabs

OO

ψ // K

é comutativo. Assim, segue que (ϕabs)−1
(
Ker(ωabs)

)
= Ker(ψ) é um subgrupo aberto

em H, e como K é um p-grupo finito temos que Ker(ωabs) ∈ N . Portanto, existe um

homomorfismo cont́ınuo ω : G −→ K com ωabs = ωι. Portanto o seguinte diagrama

G

ω

¶¶

Gabs

ι

OO

ωabs

''OOOOOOOOOOOOO

H

ϕabs

OO

ψ
//

ϕ

@@

K

é comutativo. Isto significa que ψ = ωϕ. A unicidade de ω segue do fato que

G =
〈
ϕ(H), ι(t)

〉
.

¤

Em contraste com a situação abstrata, o homomorfismo canônico

ϕ : H −→ G = HNN(H,A, t) não é sempre um monomorfismo. Quando ϕ é um

monomorfismo, chamaremos G = HNN(H, A, t) uma HNN-extensão pro-p própria.

Proposição 1.6.3. Sejam G = HNN(H, A, t) uma HNN-extensão profinita de grupos

profinitos e ϕ : H −→ G o homomorfismo canônico. Então

(1) Ker(ϕ) = K, onde

K =
{ ∩ U | U ¢o H, f(A ∩ U) = f(A) ∩ U

}
.
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(2) G = HNN(H,A, t) é próprio se, e somente se, para todo subgrupo normal aberto

U de H existe um subgrupo normal aberto V de H contido em U e tal que

f(A ∩ V ) = f(A) ∩ V

(ou equivalentemente, se, e somente se, K é trivial). Em particular, se A é finito, então

G é próprio.

(3) G = HNN(H, A, t) é uma HNN-extensão profinita própria se, e somente se,

HNNabs(H, A, t) mergulha em G e, portanto, é residualmente finito.

Demonstração: Vide Proposição 9.4.3 em [R-Z-00].

Teorema 1.6.4. Seja G = HNN(H,A, t) uma HNN-extensão pro-p própria. Se K é um

subgrupo finito de G, então K ≤ gHg−1 para algum g ∈ G.

Demonstração: Vide Teorema 4.2 em [Ri-Za-00].

Proposição 1.6.5. Seja G = HNN(M, C, t) um grupo 2-gerado, onde M é um grupo

pro-p abeliano elementar e C um subgrupo ćıclico. Então M é um grupo pro-p no máximo

2-gerado.

Demonstração: Temos que G = 〈M, t | ctm−1〉, onde c é gerador de C e f(c) = m

tal que f : C −→ M é um monomorfismo. Então, consideremos

α : M q 〈t〉 // M × 〈t〉, g : M × 〈t〉 // A e β : M q 〈t〉 // G,

onde A =
(
M × 〈t〉)/〈ctm−1〉. Assim, α, g e β são homomorfismos sobrejetivos. Desta

forma, podemos estabelecer o seguinte diagrama:

M q 〈t〉 α // //

β
²²²²

M × 〈t〉
g

²²²²
G =

(
M q 〈t〉)/〈ctm−1〉 ϕ // // A =

(
M × 〈t〉)/〈ctm−1〉
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Então pelo diagrama acima, obrigatoriamente ϕ é um homomorfismo sobrejetivo. Assim,

se M é 3-gerado, temos que M ×〈t〉 é 4-gerado. Então, temos dois casos: A é 3-gerado se

〈ctm−1〉 é um gerador de M × 〈t〉 ou 4-gerado se 〈ctm−1〉 não é um gerador de M × 〈t〉.
Logo, G é 3-gerado ou 4-gerado

(
pois ϕ é um homomorfismo sobrejetivo

)
, o que é um

absurdo. Ou seja, M é no máximo 2-gerado.

¤

Corolário 1.6.6. Seja G = HNN(M, C, t) um grupo 2-gerado, onde M é um grupo pro-p

e C ćıclico. Então, M é um grupo pro-p no máximo 2-gerado.

Demonstração: Consideremos

G = HNN
(
M/Φ(M), CΦ(M)/Φ(M), t

)
,

onde Φ(M) é o subgrupo de Frattini de M . Assim, M/Φ(M) é um grupo pro-p abeliano

elementar e CΦ(M)/Φ(M) é ćıclico. Portanto, pela Proposição 1.6.5, M/Φ(M) é no

máximo 2-gerado. Mas, pelo Lema 1.5.2, d(M) = d
(
M/Φ(M)

)
. Logo, M é no máximo

2-gerado.

¤

Lema 1.6.7. Seja G = HNN(M, C, t) uma HNN-extensão pro-p própria, onde M é um

grupo pro-p 2-gerado e C ćıclico. Se 〈C,Ct〉 6= M, então G é um grupo pro-p 3-gerado.

Demonstração: Seja M = M
/
Φ(M) e como 〈C,Ct〉 6= M, então temos C = C

t
em

M, onde C é a imagem de C em M . Desta forma, consideremos

ρ : M q 〈t〉 // G, α : M q 〈t〉 // M × 〈t〉,

β : M q 〈t〉 // M q 〈t〉 e g : M q 〈t〉 // G,
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onde G =
(
M q 〈t〉)/〈ctc−1〉Mq〈t〉

, com c ∈ C e t a imagem de t em G. Assim, ρ, α, β e g

são homomorfismos sobrejetivos. Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo

M q 〈t〉 g // //

β
²²²²

G

ψ
²²²²Â
Â
Â

M q 〈t〉 ρ // //

α
²²²²

G

ϕ
uuuuk k k k k k k k k

M × 〈t〉

Assim, obtemos que ϕ e ψ são homomorfismos sobrejetivos. E como C = C
t
em M, temos

que G é um grupo pro-p 3-gerado. Mas, ψ é homomorfismo sobrejetivo. Logo, G também

é um grupo pro-p 3-gerado.

¤

1.7 Módulos profinitos livres

Definição 1.7.1. Define-se um anel profinito Λ como um limite inverso

Λ = lim←−i∈I

Λi

de um sistema projetivo sobrejetivo {Λi, ϕij, I} de anéis finitos Λi, onde é assumido que

cada Λi tem topologia discreta.

Consideraremos que os anéis possuem elemento identidade, denotado por 1, e que ho-

momorfismos de anéis leva elemento identidade em elemento identidade. Um anel profinito

é evidentemente compacto, Hausdorffiano e um anel topológico totalmente desconexo.

Definição 1.7.2. Seja Λ um anel profinito. Um grupo profinito abeliano M é dito um

Λ-módulo profinito à esquerda se existe uma aplicação cont́ınua Λ×M −→ M , definida

por (λ,m) 7−→ λm, satisfazendo as seguintes condições:

(i) (λ1λ2)m = λ1(λ2m)
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(ii) (λ1 + λ2)m = λ1m + λ2m

(iii) λ(m1 + m2) = λm1 + λm2

(iv) 1m = m,

para m,m1,m2 ∈ M e λ, λ1, λ2 ∈ Λ, onde 1 é o elemento identidade de Λ.

Analogamente, definimos Λ-módulo profinito à direita como um grupo profinito abeliano

M junto com uma aplicação cont́ınua M × Λ −→ M , definida por (m,λ) 7−→ mλ, satis-

fazendo condições semelhantes a (i), (ii), (iii) e (iv) acima.

Definição 1.7.3. Seja M um Λ-módulo profinito. Dizemos que N é um Λ-submódulo

de M se N é um subgrupo fechado de M tal que λn ∈ N para todo n ∈ N e λ ∈ Λ,

juntamente com a aplicação induzida Λ×N −→ N definida por (λ, n) 7−→ λn.

Seja N um Λ-submódulo de M , então M/N é um Λ-módulo quociente desde que

M/N seja um grupo quociente em relação à aplicação Λ ×M/N −→ M/N definida por

(λ,m + N) 7−→ λm + N .

Seja X um subconjunto de um Λ-módulo profinito M . O Λ-submódulo gerado por X,

denotado por 〈X〉, é a interseção de todos os Λ-submódulos de M contendo X. Dizemos

que M é finitamente gerado se M = 〈X〉 para algum subconjunto finito X de M . Como

no caso de grupos profinitos, dizemos que um subconjunto Y de um Λ-módulo profinito

M converge para 1 se todo submódulo aberto de M contém todos exceto uma quantidade

finita de elementos de Y . Além disso, uma aplicação ϕ : X −→ M de um conjunto X

sobre um grupo profinito M converge para 1 se o conjunto ϕ(X) converge para 1 em M .

Lema 1.7.4. Sejam Λ um anel profinito e M um Λ-módulo profinito.

(a) Então M é o limite inverso de seus Λ-módulos quocientes finitos. Equivalentemente,

os submódulos de M de ı́ndice finito formam um sistema fundamental de vizinhança

de 0.

(b) Todo Λ-módulo profinito contém um subconjunto de geradores convergindo para 1.
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Demonstração: Vide Lema 5.1.1 em [R-Z-00].

Definição 1.7.5. Sejam X um espaço profinito, Λ um anel profinito, M Λ-módulo

profinito e ι : X −→ M uma aplicação cont́ınua. Dizemos que (M, ι) é um Λ-módulo

profinito livre no espaço X ou, simplesmente, M é um Λ-módulo profinito livre so-

bre X, se a seguinte propriedade universal é satisfeita: sempre que ϕ : X −→ N é

uma aplicação cont́ınua sobre um Λ-módulo profinito N , existe um único homomorfismo

cont́ınuo ϕ : M −→ N tal que o diagrama

M
ϕ //______ N

X

ι

OO

ϕ

88ppppppppppppp

comute, isto é, ϕι = ϕ.

Um Λ-módulo profinito livre sobre um espaço topológico pontuado (X, ∗) é definido

similarmente. Ele consiste de um Λ-módulo profinito M juntamente com uma aplicação de

espaços pontuados ι : (X, ∗) −→ M
(
isto é, ι(∗) = 0

)
satisfazendo uma propriedade uni-

versal análoga: sempre que ϕ : X −→ N é uma aplicação cont́ınua de espaços pontuados

sobre um Λ-módulo profinito N , existe um único homomorfismo cont́ınuo ϕ : M −→ N

tal que ϕι = ϕ.

Lema 1.7.6. Sejam Λ um anel profinito e (M, ι) um Λ-módulo profinito livre sobre o

espaço profinito X
(
respectivamente, um Λ-módulo profinito livre sobre o espaço profinito

pontuado (X, ∗) )
, então

(a) ι(X) gera M como um Λ-módulo;

(b) A aplicação ι é injetiva.

Demonstração: Vide Lema 5.2.1 em [R-Z-00].

Das definições acima, deduzimos que se um Λ-módulo profinito livre sobre X
(
ou sobre

(X, ∗)) existe, então ele é único. Denotaremos Λ-módulo profinito livre sobre X por [[ΛX]]

e Λ-módulo profinito livre sobre (X, ∗) por [[Λ(X, ∗)]].
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Se X é um conjunto e Λ um anel, denotamos o Λ-módulo livre abstrato sobre X por

[ΛX]. Similarmente, se (X, ∗) é finito, então [[Λ(X, ∗)]] = [Λ(X, ∗)].

Proposição 1.7.7. Seja Λ um anel profinito.

(a) Para todo espaço profinito X, existe um único Λ-módulo profinito livre [[ΛX]] sobre

X, isto é, [[ΛX]] = lim←−[ΛXj], onde X = lim←−Xj é qualquer decomposição de X como um

limite inverso de espaços finitos.

(b) Para todo espaço profinito pontuado (X, ∗), existe um único Λ-módulo profinito livre

[[Λ(X, ∗)]] sobre o espaço pontuado (X, ∗), isto é, [[Λ(X, ∗)]] = lim←−[Λ(Xj, ∗)], onde

(X, ∗) = lim←−(Xj, ∗) é qualquer decomposição de (X, ∗) como um limite inverso de espaços

pontuados finitos.

Demonstração: Vide Proposição 5.2.2 em [R-Z-00].

1.8 Grupos pro-p agindo em árvores pro-p

Um grafo é um conjunto Γ com um subconjunto distinguido V = V (Γ) (o conjunto dos

vértices de Γ), junto com as aplicações, d0, d1 : Γ −→ V , que são as identidades em V . Os

elementos de E = E(Γ) = Γ− V (Γ) são as arestas de Γ. Seja e ∈ E, então d0(e) e d1(e)

são chamados os vértices inicial e final de e, respectivamente.

Um grupo G age sobre um grafo Γ se G age no conjunto Γ de tal maneira que

di(gm) = gdi(m) para todo g ∈ G, m ∈ Γ, i = 0, 1.

Um espaço topológico X é um espaço profinito se ele é o limite inverso de espaços

discretos finitos. Em outras palavras, X é profinito se ele é compacto, Hausdorff e total-

mente desconexo. Um grafo Γ é chamado um grafo profinito se Γ é um espaço profinito,

o conjunto de vértices V (Γ) é fechado (e assim profinito) e as duas aplicações incidentes

d0, d1 : Γ −→ V (Γ) são cont́ınuas. Se E(Γ) é fechado, é suficiente definir d0 e d1 conti-

nuamente em E(Γ). O conjunto de arestas E(Γ) de um grafo profinito Γ não precisa

ser um subconjunto fechado (e portanto compacto) de Γ. Sendo assim, grafos abstratos
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finitos são grafos profinitos.

Um grafo profinito Γ é conexo se todos seus grafos quocientes finitos são conexos como

grafos abstratos.

Seja Γ um grafo profinito. Denotamos por
(
E∗(Γ), ∗) o espaço quociente Γ/V (Γ) com

a imagem de V (Γ) como um ponto distinguido ∗. Consideremos a sequência

0 −→ [[Fp(E∗(Γ), ∗)]] −→δ [[FpV (Γ)]] −→ε Fp −→ 0 (1.2)

de Fp-módulos profinitos tal que ε(v) = 1 para todo v ∈ V (Γ), δ(e) = d1(e) − d0(e)

se e é a imagem em E∗(Γ) da aresta e ∈ E(Γ), e δ(∗) = 0, onde [[Fp(E∗(Γ), ∗)]] é um

Fp-módulo profinito livre sobre o espaço profinito
(
E∗(Γ), ∗), [[FpV (Γ)]] é um Fp-módulo

profinito livre sobre o espaço profinito V (Γ) e δ, ε são homomorfismos
(
pois, [[FpV (Γ)]]

e [[Fp(E∗(Γ), ∗)]] são Fp-módulos profinitos livres, portanto pela propriedade universal

para Fp-módulos profinitos livres temos que δ e ε induzem homomorfismos cont́ınuos, os

quais denotaremos pelas mesmas letras
)
. Obviamente, Im(δ) ≤ Ker(ε). E Γ é dito uma

árvore pro-p se (1.2) é uma sequência exata.

Observe que se E(Γ) é compacto (que é o caso para a maioria dos exemplos impor-

tantes), então

[[Fp(E∗(Γ), ∗)]] = [[FpE(Γ)]].

Seja G um grupo profinito e Γ um grafo profinito. Suponhamos que G age conti-

nuamente sobre o espaço profinito Γ pela esquerda. Dizemos que G age sobre o grafo

profinito Γ (pela esquerda) se di(gm) = gdi(m) para todo g ∈ G, m ∈ Γ e i = 0, 1.

Define-se Gm = {g ∈ G | gm = m} sendo o estabilizador de um elemento m ∈ Γ.

Proposição 1.8.1. Sejam L um grupo pro-p agindo sobre uma árvore pro-p T e

L̃ = 〈Lm | m ∈ T 〉 o subgrupo gerado por todos estabilizadores. Então L̃ é normal em L

e L/L̃ é um grupo livre pro-p. Além disso, T/L̃ é uma árvore pro-p.

Demonstração: Vide Proposição 3.5 e Corolário 3.6 em [Ri-Za-00].
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Seja G = G1 qH G2 um produto pro-p livre amalgamado. Então, o grafo padrão

S = S(G) é definido como segue:

S = G/H
⋃
· G/G1

⋃
· G/G2,

V (S) = G/G1

⋃
· G/G2, (1.3)

d0(gH) = gG1, d1(gH) = gG2.

Obviamente, G age naturalmente sobre S(G). Os estabilizadores de vértices são conjuga-

dos de G1 ou G2, e os estabilizadores de arestas são conjugados de H. O grafo quociente

S(G)/G é uma árvore finita tendo uma aresta e dois vértices

//• •

Agora, se considerarmos G = HNN(H, A, t) =
〈
H, t | tat−1 = f(a), ∀a ∈ A

〉
uma

HNN-extensão pro-p, então o grafo padrão é definido da seguinte maneira:

S = G/A
⋃
· G/H,

V (S) = G/H, (1.4)

d0(gA) = gH, d1(gA) = gt−1H.

O grupo G age naturalmente sobre S(G). Os estabilizadores de vértices são conjugados

de H e os estabilizadores de arestas são conjugados de A. O grafo quociente S(G)/G é

exatamente um laço: uma aresta com um único vértice

•bb

Teorema 1.8.2. Grafo padrão é uma árvore pro-p.

Demonstração: Vide Teorema 4.1 em [Ri-Za-00].

Teorema 1.8.3. Seja G = HNN(H, A, t) uma HNN-extensão pro-p própria. Então,

H ∩ gHg−1 ≤ bAb−1

para algum b ∈ Ht ∪H, sempre que g /∈ H.
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Demonstração: Vide Teorema 3.12 em [Z-M-89] juntamente com a construção S(G)

em (1.4).

Em nosso resultado, precisamos de uma afirmação um pouco mais precisa. Por isso,

enunciaremos o corolário a seguir:

Corolário 1.8.4. Sejam G = HNN(H,A, t) uma HNN-extensão pro-p própria e

S = S(G) a árvore pro-p definida pelas equações (1.4). Então, na equação

H ∩ gHg−1 ≤ bAb−1

do teorema precedente, teremos que b ∈ H se H∩gHg−1 estabiliza uma aresta terminando

no vértice 1H e b ∈ Ht se H ∩ gHg−1 estabiliza uma aresta começando no vértice 1H.

Demonstração: Consideremos e = 1A em (1.4), assim e é uma aresta que começa

no vértice 1H e a aresta te é a translação de e = 1A por t.

Como H ∩ gHg−1 ≤ bAb−1 e b ∈ Ht ∪ H, temos que bAb−1 estabiliza a aresta be.

Portanto, se b ∈ H então H ∩ gHg−1 estabiliza uma aresta que começa em 1H e, se

b ∈ Ht então H ∩ gHg−1 estabiliza uma aresta que termina em 1H pois

bAb−1 = htAt−1h−1, onde h ∈ H

e tAt−1 estabiliza a aresta te. Logo, uma aresta estabilizada por H ∩ gHg−1 começa ou

termina em 1H, mas toda aresta que termina em 1H é uma translação de e = 1A e toda

aresta que começa em 1H é uma translação de te, por elemento de H. Desta forma, por

um lado, se a aresta estabilizada por H∩gHg−1 é uma translação da aresta e = 1A, então

H ∩ gHg−1 ≤ bAb−1 com b ∈ H. Por outro lado, se a aresta estabilizada por H ∩ gHg−1

é uma translação de te, então H ∩ gHg−1 ≤ bAb−1 com b ∈ Ht.

¤

Teorema 1.8.5. Seja H um grupo pro-p agindo sobre uma árvore pro-p T . Então, uma

das seguintes condições é válida:
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(a) H = Hv é o estabilizador de um vértice v de T .

(b) H tem um subgrupo livre pro-p não abeliano P tal que P ∩Hv = 1 para todo vértice

v de T .

(c) Existe uma aresta e de T cujo estabilizador He é normal em H, e o grupo quociente

H/He é solúvel e isomorfo a um dos seguintes grupos:

(1) Zp ;

(2) um grupo pro-2 diedral infinito Z2 o C2
∼= C2 q C2.

Demonstração: Vide Teorema 3.18 em [Ri-Za-00].

Lema 1.8.6. Seja G = F1 qC F2, onde Fi, i = 1, 2 são grupos pro-p livres finitamente

gerados e C um subgrupo ćıclico maximal em F1, F2, então ZpoZp não é subgrupo de G.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que H = Zp o Zp ≤ G. Consideremos

S(G) o grafo padrão de G definido pelas equações (1.3), então pelo Teorema 1.8.2 temos

que S(G) é uma árvore pro-p e G age sobre S(G). Assim, H também age sobre a árvore

pro-p S(G). Portanto, aplicando o teorema 1.8.5 para H, temos que H
He

∼= Zp, onde

He / H é o estabilizador de e ∈ S(G). Portanto, He é conjugado de um subgrupo de C,

logo conjugando H em G, podemos assumir que He ≤ C. Então, pela Proposição 1.5.9

NG(He) = NF1(He)qC NF2(He),

mas pelo Lema1.4.8NFi
(He) = C, i = 1, 2, ou seja,

NG(He) = C qC C = C.

Como He / H, teremos H ≤ NG(He), portanto H ≤ C, o que é um absurdo. Logo, H não

é subgrupo de G.

¤

Proposição 1.8.7. Seja {LU , ψUV , I} um sistema projetivo enumerável totalmente or-

denado, onde I é uma famı́lia de subgrupos normais abertos, LU = HNN(MU , CU , tU)
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é uma HNN-extensão pro-p e L = lim←−LU limite inverso sobrejetor tal que |MU | < ∞.

Então,

L = HNN(M, C, t),

onde M = lim←−M
′
U , C = lim←−C

′
U com M

′
U conjugado de MU e C

′
U conjugado de CU .

Demonstração: Para subgrupos normais abertos, U ≤ V, temos o epimorfismo

ψUV : LU = HNN(MU , CU , tU) −→ LV = HNN(MV , CV , tV ),

onde C
t−1
U

U ≤ MU e |MU | < ∞. Assim, pelo Teorema 1.6.4,

ψUV (MU) ≤ M lV
V , onde lV ∈ LV .

Seja lU ∈ ψ−1
UV (lV ). Então, substituindo

MU por M
l
−1

U
U , CU por C

l−1
U

U , C
t−1
U

U por C
t−1
U l

−1

U
U , tU por lU t−1

U l−1
U

e fazendo isto em todo caminho de baixo para cima, teremos ψUV (MU) ≤ MV . Portanto,

{MU , ψUV } é um sistema projetivo, onde U ≤ V .

Sendo assim, como CU = MU ∩M tU
U , temos

ψUV (CU) ≤ MV ∩M
ψUV (tU )

V e ψUV (C
t−1
U

U ) ≤ M
ψUV (t−1

U )

V ∩MV .

Agora, se ψUV (tU) ∈ MV para algum V , como ψUV (MU) ≤ MV , o homomorfismo ψUV

não é um epimorfismo, pois ψUV (LU) ≤ MV 6= LV , o que é uma contradição. Portanto,

ψUV (tU) /∈ MV . Desta forma, pelo Teorema 1.8.3,

ψUV (CU) ≤ C
g

V
V e ψUV (C

t−1
U

U ) ≤ C
g

V
ψUV (t−1

U )

V , onde g
V
∈ MV tV ∪MV . (∗)

Sendo assim, teremos duas possibilidades: gV ∈ MV tV ou gV ∈ MV .

(i) gV ∈ MV .

Assim, tomando gU ∈ ψ−1
UV

∣∣
MU

(gV ) e substituindo CU por C
g−1

U
U de tal maneira que

fazendo isto em todo caminho de baixo para cima, podemos assumir ψUV (CU) ≤ CV .

Além disso, precisamos mostrar que podemos assumir ψUV (C
t−1
U

U ) ≤ C
t−1
V

V .
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Por (∗), temos que ψUV (C
t−1
U

U ) ≤ C
g

V
ψUV (t−1

U )

V . E, ainda, temos que C
t−1
U

U estabiliza uma

aresta que termina no vértice 1MU da árvore pro-p TU de LU , definida pelas equações

(1.4). Portanto, considerando U ≤ V temos o diagrama

LU = HNN(MU , CU , tU)
ψUV // //

αU
²²²²

LV = HNN(MV , CV , tV )

αV
²²²²

LU

/〈MU〉LU = Zp = 〈tU〉 ρUV // // LV

/〈MV 〉LV = Zp = 〈tV 〉.

Sendo assim, temos que T
′
V = TV

/〈MV 〉LV é uma árvore pro-p pela Proposição 1.8.1 sobre

a qual Zp = 〈tV 〉 age livremente e, considerando o vértice v0 = αV (1MV ) como a imagem

do vértice 1MV em T
′
V , teremos uma aresta terminando e outra começando em v0.

Desta forma, pelo Corolário 1.8.4 como ψUV (CU) estabiliza uma aresta que termina

no vértice 1MV , segue que a aresta estabilizada por ψUV

(
C

t−1
U

U

)
é a translação da aresta

estabilizada por ψUV (CU) ≤ CV pelo elemento gV ψUV (t−1
U ). Mas, analisando a imagem

gV ψUV (t−1
U ) no grupo Zp = 〈tV 〉, temos que αV (gV ) é trivial. Assim, αV

(
ψUV (t−1

U )
)

é

gerador de Zp = 〈tV 〉. Portanto a ação de αV

(
ψUV (t−1

U )
)
, na imagem da aresta estabilizada

por ψUV (CU) em T
′
V , estabelece uma translação não trivial de uma aresta que termina

no vértice v0, da árvore pro-p T
′
V , para a aresta que começa em v0. Como o morfismo

TV −→ T
′
V preserva a orientação da imagem da aresta estabilizada por ψUV

(
C

t−1
U

U

)
, temos

que ψUV

(
C

t−1
U

U

)
estabiliza uma aresta que começa em 1MV . Logo,

C
gV ψUV (t−1

U )

V = C
t−1
V g

′
V

V , para algum g
′
V ∈ MV .

Portanto, considerando gU ∈ ψ−1
UV

∣∣
MU

(g
′
V ) e substituindo C

t−1
U

U por C
t−1
U g−1

U
U , obtemos

ψUV (C
t−1
U g−1

U
U ) ≤ C

gV ψUV (t−1
U )ψUV (g−1

U )

V = C
t−1
V g

′
V (g

′
V )−1

V = C
t−1
V

V .

(ii) gV ∈ MV tV .

Argumentaremos de modo análogo em (i). Temos que gV = mV tV , onde mV ∈ MV .

Como ψUV (CU) ≤ CgV

V , consideraremos mU ∈ ψ−1
UV

∣∣
MU

(mV ). Então, substituindo tU por

t−1
U e CU por C

t−1
U m−1

U
U , similarmente ao caso gV ∈ MV , obtemos ψUV (CU) ≤ CV . Isto reduz

esta situação ao caso (i), já considerado. Assim, ψUV (CU)t−1
U ≤ C

t−1
V

V .
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Agora, consideremos o epimorfismo ψU : L −→ LU tal que K seja o núcleo de ψU .

Então, existe NU ¢o L tal que NU ∩MU = K ∩MU . Seja

QU =
{
τU ∈ L | (CNU)τU = CtNU e 〈MNU , τU〉 = L

}
,

onde C = lim←−CU e Ct = lim←−CtU
U . Desta forma, pela projeção ψU , teremos que

ψ−1
U (tU) ⊆ QU , ou seja, QU é diferente de vazio. De fato, pois o diagrama comutativo a

seguir

L
ψU // //

αU "" ""DD
DD

DD
DD

D LU

βU||||xxxxxxxx

L/NU

nos permite reescrever QU da seguinte maneira:

QU =
{

τU ∈ L | αU(C)αU (τU ) = αU(Ct) e
〈
αU(M), αU(τU)

〉
= L/NU

}
.

Mas, por um lado, em LU , temos as igualdades

ψU(CU)ψU (τU ) = ψU(Ct) = CtU
U e 〈CU , tU〉 = LU ,

para todo τU ∈ ψ−1
U (tU). E isto implica, pelo epimorfismo βU , que as igualdades

αU(C)α(τU ) = αU(Ct) e 〈αU(M), αU(τU)〉 = L/NU

são satisfeitas em L/NU .

Por outro lado, para subgrupos normais abertos NU , NV ∈ L tal que NU ≤ NV e para

todo τU ∈ QU , teremos

(CNV )τU = CtNV e 〈MNV , τU〉 = L,

pois o subgrupo NV contém o subgrupo NU . Portanto, QU ⊆ QV .

Além disso, podemos escrever QU = tUNL(C). E como NL(C) é um subgrupo fechado,

então QU também é fechado e portanto compacto. Logo, Q =
⋂

QU é diferente de vazio,

ou seja, existe t ∈ Q.

Como LU = HNN(MU , CU , tU), então temos que

LU =
〈
MU , tU | ctU

U = fU(cU)
〉
,
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onde fU : CU −→ C
t−1
U

U é um isomorfismo e cU é gerador de CU . Seja t
′
U a imagem

de t em LU , isto é, ψU(t) = t
′
U . Mas, C

t−1
U

U = C
(t
′
U )−1

U e portanto t−1
U t

′
U ∈ NLU

(CU),

ou seja, t
′
U = tUnU para algum nU ∈ NLU

(CU). Em seguida, definimos o isomorfismo

f
′
U : CU −→ C

t−1
U

U tal que f
′
U(cU) =

(
fU(cU)

)n−1
U , onde cU ∈ CU e nU é exatamente o

elemento tal que t
′
U = tUnU . Assim, podemos reescrever

LU =
〈
MU , t

′
U | c(t

′
U )−1

U =
(
fU(cU)

)n−1
U

〉
.

Desta forma, obtemos que LU pode ser escrito da seguinte maneira

LU = HNN(MU , CU , t
′
U),

pois t
′
U = tUnU para algum nU ∈ NLU

(CU) e Ct = Ct. Logo, temos que L = HNN(M,C, t),

pois

HNN(M,C, t) = lim←−HNN(MU , CU , t
′
U). (∗∗)

O que conclui a demonstração, lembrando que MU e CU em (∗∗) são conjugados de MU

e CU considerados inicialmente.

¤

A ferramenta chave para a prova do nosso resultado principal é a seguinte

Teorema 1.8.8 (Herfort e Zalesski [H-Z-07]). Seja G um grupo pro-p virtualmente livre

finitamente gerado agindo sobre uma árvore pro-p T com estabilizadores de vértices finitos.

Então G fatora como um produto amalgamado não trivial ou uma HNN-extensão sobre

algum estabilizador de aresta.

Demonstração: Vide Teorema 5.6 em [H-Z-07].

40
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No artigo [B-62], Gilbert Baumslag mostrou que todo subgrupo 2-gerado do produto livre

amalgamado K = 〈F ∗ F ; u = u〉 (onde F e F são grupos livres isomorfos e u ∈ F gera

seu próprio centralizador), é um grupo livre. Mostramos, neste caṕıtulo, um resultado

similar para grupos pro-p livres.

Teorema 2.1. Seja G = F1q〈c〉 F2, onde Fi, i = 1, 2, são grupos pro-p livres finitamente

gerados e c é o gerador de seu próprio centralizador em F1 e F2. Se L é um subgrupo

2-gerado de G, então L é um grupo pro-p livre.

Demonstração: Seja S = S(G) o grafo padrão definido pelas equações (1.3), então,

pelo Teorema 1.8.2, S(G) é uma árvore pro-p padrão. Assim G age em S. Considerando

L̃ =
〈
Lm |m ∈ S

〉
(onde Lm é estabilizador de m ∈ S), pela Proposição 1.8.1, temos que

L/L̃ é um grupo pro-p livre. Logo, podemos assumir que L̃ 6= 1, pois se L̃ = 1 não há

nada a provar.

Seja U ¢o L e Ũ =
〈
(U ∩ Fi)

l | l ∈ L, i = 1, 2
〉

=
〈
U ∩ F l

i | l ∈ L, i = 1, 2
〉
. Assim

Ũ ¢L e (L/Ũ)
/
(U/Ũ) ∼= L/U que é finito, ou seja, L/Ũ é um grupo pro-p virtualmente

livre, pois a proposição 1.8.1 garante que U/Ũ é um grupo pro-p livre. Além disso, a
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proposição 1.8.1 também nos garante que S/Ũ é uma árvore pro-p sobre a qual L/Ũ

age. Portanto, o teorema 1.8.8 nos garante que o grupo pro-p L/Ũ decompõe-se em um

produto pro-p livre amalgamado não trivial ou uma HNN-extensão pro-p com subgrupo

associado finito.

Seja I a famı́lia de todos subgrupos normais abertos em L, então I é um conjunto

dirigido com respeito a ordem ¹′
definida por V ¹′

U se, e somente se, U é um sub-

grupo de V . Desta forma, pela Proposição 1.2.3 teremos que I é um conjunto enu-

merável pois L é finitamente gerado e, portanto, podemos considerar o conjunto cofinal I
′

de I como uma famı́lia enumerável de números naturais. Sendo assim, para V ¹′
U

tomando αUV : L/U −→ L/V definida por αUV

(
lU

)
= lV, l ∈ L, obtemos o sis-

tema projetivo
{
L/U, αUV , I

′}
. Assim, L juntamente com homomorfismos compat́ıveis

αU : L −→ L/U é o limite inverso do sistema, isto é, L = lim←−U¢oL

L/U.

Agora, temos apenas dois casos: L = L̃ e L/L̃ ∼= Zp, pois se G(x, y) é um grupo pro-p

livre 2-gerado, temos os epimorfismos

G(x, y)
ρ1 // // L

ρ2 // // L/L̃ .

Mas, se L/L̃ é um grupo pro-p livre 2-gerado, então ρ2ρ1 é um isomorfismo, isto é,

G(x, y) ∼= L/L̃. Portanto, obtemos também que ρ1 é um isomorfismo, ou seja, L é um

grupo pro-p livre.

1o Caso : L = L̃.

Por um lado, L/Ũ não pode ser uma HNN extensão com subgrupo associado finito,

pois se L/Ũ = HNN(MU , CU , tU), então

(L/Ũ)
/〈MU〉L/eU = Zp = 〈tU〉. (1)

Mas, por outro lado, considerando

H = (L ∩ F g
i )

/
(Ũ ∩ L ∩ F g

i ) = (L ∩ F g
i )

/
(U ∩ L ∩ F g

i ), onde g ∈ G, (2)

teremos H finito, pois U ¢o L, isto é, L/Ũ é gerado por elementos de torção.

Assim, de (1) e (2) L/Ũ não pode ser uma HNN-extensão. Sendo assim, o restante

da demonstração segue da seguinte afirmação
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Afirmação: Se L/Ũ = L1U qCU
L2U é um produto pro-p livre não trivial com amal-

gamação ćıclica para infinitos U ∈ I
′
(isto é, CU 6= L1U e CU 6= L2U), então L é um grupo

pro-p livre.

Pela Proposição 1.5.12 temos que L1U ou L2U é ćıclico. Sem perda de generalidade,

consideremos L1U ćıclico. Portanto, ćıclico finito, pois L/Ũ é gerado por elementos de

torção.

Note que, L2U = L2U

/(
L2U ∩ (U/Ũ)

)
é finito. Assim, tomando LU = L1U qCU

L2U ,

que é um produto pro-p livre amalgamado não trivial, obtemos L = lim←−LU = lim←−L/Ũ .

Então, teremos o homomorfismo

ϕUV : LU = L1U qCU
L2U −→ LV = L1V qCV

L2V .

Mas subgrupos de ordem finita são levados em subgrupos de ordem finita, logo pelo

Teorema 1.5.8

ϕUV (L1U) ≤ L
l
1V
1V e ϕUV (L2U) ≤ L

l
2V

2V .

Queremos por meio do homomorfismo cont́ınuo ϕUV encaixar L1U em L1V de tal

maneira que no produto pro-p livre amalgamado LU , L1U não seja alterado.

Sendo assim, consideremos l1U ∈ ϕ−1
UV (l1V ). Então, substituindo L1U por L

l−1
1U
1U e

fazendo isto em todo o caminho de baixo para cima (ou seja, estabelecer o automorfismo

LU −→ L
l−1
U
U para cada U , onde lU ∈ ψ−1

UV (lV )), teremos ϕUV (L1U) ≤ L1V . E como CU é

subgrupo ćıclico próprio finito de L1U , podemos escrever CU = ptU L1U para cada U . Mas,

ϕUV (CU) ≤ L1V e ϕUV (CU) ≤ L
l2V

2V , ou seja, ϕUV (CU) ≤ L1V ∩L
l2V

2V . E, pelo Teorema 1.5.8,

L1V ∩ L
l2V

2V ≤ bCV b−1, onde b ∈ L1V . Então, ϕUV (CU) ≤ CV , pois L1V é ćıclico. Desta

forma, temos que 〈c〉 = C = lim←−CU que é um grupo ćıclico infinito. Então C = ptL1, onde

L1 = lim←−L1U e t = 0 ou t = ∞, pois, por hipótese, c gera seu próprio centralizador em L.

Portanto, se t = 0 teremos C = L1 = lim←−L1U . E além disso, se C 6= 1, então L1 é ćıclico

não trivial. Logo, pelo Lema 1.3.8, a projeção ϕU : L1 −→ L1U é sobrejetora a partir de

algum U . Então, LU não é um produto pro-p livre amalgamado não trivial. Se C = 1,
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o que sempre acontece quando t = ∞, teremos, pelo Lema 1.3.7, que lim←−〈CU〉LU = 1.

Portanto,

L = lim←−LU = lim←−LU

/〈CU〉LU = lim←−
[(

L1U/CU

)q (
L2U

/〈CU〉L2U
)]

.

Agora queremos encaixar o produto pro-p livre
(
L1U/CU

)q (
L2U

/〈CU〉L2U
)

sobre o pro-

duto pro-p livre
(
L1V /CV

) q (
L2V

/〈CV 〉L2V
)
. Mas, já mostramos que a imagem de L1U

por meio do homomorfismo ϕUV é um subgrupo de L1V , então resta mostrar que a imagem

de L2U é um subgrupo de L2V . Para isto, faremos analogamente à construção acima. Seja

l2U ∈ ϕ−1
UV (l2V ). Então, substituindo L2U por L

l−1
2U

2U

(
o que, pelo Lema 1.5.2, não altera a

estrutura do produto pro-p livre amalgamado
)

e fazendo isto em todo o caminho de baixo

para cima estabelecendo a conjugação em todo o grupo LU , teremos ϕUV (L2U) ≤ L2V .

Assim,

L = lim←−
[(

L1U/CU

)q (
L2U

/〈CU〉L2U
)]

= lim←−
(
L1U/CU

)q lim←−
(
L2U

/〈CU〉L2U
)
.

Como L é 2-gerado e L1U/CU é ćıclico, temos que L2U

/〈CU〉L2U também é ćıclico. Logo,

L = Zp q Zp,

ou seja, L é um grupo pro-p livre.

2o Caso : L/L̃ ∼= Zp.

Sendo assim, podemos assumir que L/Ũ = HNN(MU , CU , tU) é uma HNN-extensão a

partir de algum U , onde CU é um grupo ćıclico finito, pois caso contrário, pela afirmação

feita no 1o caso, teremos o resultado desejado.

Observe que, pela Proposição 1.8.1, U/Ũ é um grupo pro-p livre, então

(U/Ũ) ∩ CU = 1 = (U/Ũ) ∩ C
t−1
U

U .

Assim, considerando LU = HNN(MU , CU , tU), onde MU = MU

/(
MU ∩ (U/Ũ)

)
e

|MU | < ∞, teremos L = lim←−LU = lim←−L/Ũ .

Para subgrupos normais abertos de L, U ≤ V, temos o epimorfismo

ψUV : LU = HNN(MU , CU , tU) −→ LV = HNN(MV , CV , tV ),
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onde C
t
−1
U

U ≤ MU e |MU | < ∞. Assim, pela Proposição 1.8.7 temos que

L = HNN(M, C, t), onde M = lim←−M
′

U e C = lim←−C
′

U com M
′

U conjugado de MU

e C
′

U conjugado de CU .

Temos ainda que HNN(MU , CU , tU) é um grupo pro-p 2-gerado, assim

HNN(MU , CU , tU) também é um grupo pro-p 2-gerado. Então, o corolário 1.6.6 garante

que MU é um grupo pro-p no máximo 2-gerado. Desta forma, teremos dois subcasos: MU

2-gerado ou MU 1-gerado.

i) MU 2-gerado.

Temos que L̃/Ũ =
〈
Lm/

(
U ∩ Lm

)∣∣m ∈ S
〉

e como Lm/
(
U ∩ Lm

)
é finito, obtemos que

L̃/Ũ é gerado pelos elementos de torção de L/Ũ , ou seja, L̃/Ũ =
〈
Tor(L/Ũ)

〉
. Assim,

L̃/Ũ ≤ 〈MU〉L/eU . Por hipótese, L/L̃ ∼= Zp, então
(
L/Ũ

)/(
L̃/Ũ

) ∼= Zp. Além disso,

α :
(
L/Ũ

)/(
L̃/Ũ

) −→ (
L/Ũ

)/〈MU〉L/eU

é um epimorfismo e
(
L/Ũ

)/〈MU〉L/eU ∼= Zp. Portanto, α é um isomorfismo. Logo,

L̃/Ũ = 〈MU〉L/eU , ou seja,

〈MU〉L/eU =
〈
Tor

(
L/Ũ

)〉
. (?)

Considerando L/Ũ = HNN
(
MU

/〈
Tor(MU)

〉
, 1, tU

)
= MU

/〈Tor(MU)〉q 〈tU〉, temos um

epimorfismo de L/Ũ para L/Ũ. Mas, pela Proposição 1.4.9, MU

/〈
Tor(MU)

〉
é um grupo

pro-p livre. Assim, por (?) temos que a imagem de
〈
Tor(L/Ũ)

〉
em MU

/〈
Tor(MU)

〉
é

trivial e, consequentemente, a imagem de MU também é trivial. Portanto,
(
MU

/〈
Tor(MU)

〉)
= 1, ou seja, MU =

〈
Tor(MU)

〉
. Logo, MU = M̃U , pois MU age

sobre a árvore S/Ũ e como MU =
〈
Tor(MU)

〉
, obtemos a igualdade. Então, MU = M̃U e

M = lim←−MU = lim←−MU = lim←−M̃U = M̃.

Desta forma, pelo 1o caso obtemos que M = F (x, y) é um grupo pro-p livre 2-gerado.

Sendo assim, L = HNN(M, C, t) = HNN
(
F (x, y), C, t

)
. Portanto, se o subgrupo

〈C, Ct〉 6= F (x, y) então, pelo Lema 1.6.7, L é 3-gerado, o que é um absurdo, pois, por

hipótese, L é 2-gerado. Sendo assim, 〈C, Ct〉 = F (x, y). Então

L = 〈C, Ct, t | t−1Ct = C t〉 = 〈C, t | 〉.
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Logo, L é um grupo livre.

ii) MU 1-gerado.

Então lim←−MU = Zp e, portanto, L = HNN(C,C, t). Mas, (Zp)
t ≤ C, então t norma-

liza C que também é Zp. Logo,

L = HNN(C, C, t) ∼= Zp o Zp.

O que não pode acontecer pelo Lema 1.8.6, o que conclui a demonstração.

¤
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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