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Resumo

Neste trabalho, provamos para grupos pro-p um resultado andlogo ao que foi provado por
Gilbert Baumslag em [B] para grupos abstratos. Seja L um subgrupo pro-p 2-gerado de
um produto pro-p livre amalgamado G = Fj Il I, de grupos pro-p livres finitamente
gerados com subgrupo amalgamado (c), onde ¢ gera seu préprio centralizador em F} e Fy.

Assim, o resultado garante que L é um grupo pro-p livre.

Palavras-chave: Produto amalgamado, grupo pro-p livre, subgrupo prociclico, arvore

pro-p, grupo pro-p virtualmente livre.
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Abstract

In this work we prove a pro-p analog of a result which was proved by Gilbert Baumslag in
[B] for abstract groups. Let L be a 2-generated pro-p subgroup of an amalgamated free
pro-p product G = F Il F, of finitely generated free pro-p groups with amalgamated
subgroup (c), where (c) generates its own centralizer in G. The result ensures that L is a

free pro-p group.

Key words: Amalgamated product, free pro-p group, procyclic subgroup, pro-p tree,

virtually free pro-p group.
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Introducao

Neste trabalho estudamos subgrupos 2-gerados de produtos pro-p livres de grupos livres

com amalgamacao ciclica.

A motivacao do problema principal estudado surgiu por meio do resultado de Gilbert
Baumslag publicado em 1962, sobre subgrupo 2-gerado de um produto livre de grupos

livres com amalgamacao ciclica, mais especificamente do seguinte teorema:

Teorema 1 ([B-62]). Todo subgrupo 2-gerado de K = (F % F;u =) € livre, onde F e F

sao grupos livres isomorfos e w € F' € o gerador de seu proprio centralizador.

O propdsito do trabalho é estender o resultado acima no sentido de mostrar que um
subgrupo pro-p 2-gerado de um produto pro-p livre com subgrupo amalgamado ciclico é

um grupo pro-p livre. E este é o resultado principal de nosso trabalho.

Teorema 2.1. Seja G = 111, Fy, onde F;, i = 1,2, sao grupos pro-p livres finitamente
gerados e ¢ € o gerador de seu proprio centralizador em Fy e Fy.  Se L é um subgrupo

2-gerado de G, entdo L € um grupo pro-p livre.

Inicialmente percebemos que o método usado na demonstracao por Baumslag, para
grupos abstratos, nao funciona na categoria de grupos pro-p. Isto porque Baumslag
mostrou, primeiramente, que o grupo K = (F x F;u = u) era residualmente livre e em
seguida demonstrou que todo subgrupo 2-gerado de tal grupo considerado ¢é abeliano livre

ou um grupo livre de posto 2. Entretanto, no caso pro-p, nao temos estabelecido o estudo
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de grupos residualmente livres. Portanto, para mostrarmos tal resultado usamos métodos
de Teoria Combinatoria dos grupos pro-p. Particularmente, uma ferramenta essencial na

demonstracao deste teorema foi o resultado de W. Herfort e P. Zalesski de 2007.

Teorema 1.8.8 ([H-Z-07]). Seja G um grupo pro-p virtualmente livre finitamente gerado
agindo sobre uma drvore pro-p T com estabilizadores finitos de vértices. Entao G fatora

como um produto amalgamado ou uma HNN-extensao sobre algum estabilizador de aresta.

Para aplicar o teorema acima, consideramos G = limGy, onde U <, G e assim
Guv = F1/U, lg, F»/Us. Desta forma, Gy é um grupo pro-p virtualmente livre fini-
tamente gerado. Portanto, considerando L = @LU onde Ly é subgrupo de Gy teremos
que Ly é um grupo pro-p virtualmente livre. Sendo assim, podemos aplicar o resultado de
W. Herfort e P. Zalesskii. Logo, a demonstragao do Teorema 2.1 divide-se naturalmente
em dois casos: Ly é um produto pro-p livre nao trivial com subgrupo amalgamado ciclico

finito ou Ly é uma HNN extensao pro-p com subgrupo associado ciclico finito.

Com este trabalho damos inicio ao estudo de grupos residualmente livres na categoria

dos grupos pro-p.

No Capitulo 1, estabelecemos alguns resultados preliminares utilizando como prin-
cipais referéncias o livro Profinite Groups [R-Z-00] e o capitulo “Pro-p Trees and Ap-
plications” em [Ri-Za-00], dos autores L. Ribes e P. Zalesski. Neste capitulo, esta-
mos interessados no estudo de grupos pro-p livres, produtos pro-p livres amalgamados e
HNN-extensoes pro-p. Além disso, provamos alguns resultados auxiliares novos, os quais
foram usados, direto ou indiretamente, na demonstragao do teorema principal. Nestas de-
monstragoes, utilizamos fortemente as propriedades de subgrupo de Frattini, entre outros

resultados preliminares abordados neste capitulo.

No Capitulo 2, nos dedicamos exclusivamente a demonstragao do resultado principal,

enunciado acima.



Capitulo 1

Preliminares e Resultados Auxiliares

Neste capitulo fazemos uma abordagem das defini¢oes e dos resultados conhecidos que
serao importantes para a leitura deste trabalho. Comecamos com defini¢oes basicas como
limites inversos e grupos pro-p e encerramos com resultados importantes, os quais serao

aplicados no sentido de obtermos o resultado principal.

Mesmo nosso estudo sendo restrito a grupos pro-p, nas secoes sobre grupos profinitos,
grupos profinitos finitamente gerados e médulos livres profinitos, julgamos que a restricao
a categoria de grupos e modulos livres pro-p ¢ irrelevante. Nas demais secoes, em geral,

a restricao é considerada.

Além disso, neste capitulo, demonstramos todos os resultados auxiliares necessarios

para conclusao do resultado principal.

As referéncias principais utilizadas neste capitulo inicial foram o livro de Ribes e
Zalesskii [R-Z-00], o artigo de Ribes e Zalesskii [Ri-Za-00] e o preprint de Herfort e Zalesskii
[H-Z-07].



Capitulo 1. Preliminares e Resultados Auxiliares

1.1 Grupos profinitos

Defini¢ao 1.1.1. Um conjunto dirigido (I,=) € o conjunto parcialmente ordenado que

satisfaz a sequinte condigcao: se i,j € I existe algum k € I tal que 1,7 < k.

Definigao 1.1.2. Um sistema projetivo (ou inverso) de grupos topoldgicos, indexado por
um congunto dirigido I, consiste em uma familia {X; |1 € I} de grupos topolégicos inde-
zados por I, e uma familia de homomorfismos continuos @;; : X; — X; definidos quando

1 > j tal que py; = id e os diagramas

comutam para todos i = j = k.

Defini¢ao 1.1.3. Sejam Y wum grupo topologico, {X;,;j, I} um sistema projetivo de
grupos topolégicos e ;Y — X; homomorfismos continuos. Dizemos que os homomor-

fismos 1; sao compativeis se p;;\; = ; sempre que © = j.

Definigao 1.1.4. Dado um sistema projetivo de grupos topologicos {X;, pi;, I}, dizemos
que X juntamente com os homomorfismos compativeis p; : X — X; é um limite in-
verso (projetivo) do sistema, se satisfaz a sequinte propriedade universal: sempre que Y
¢ um grupo topologico e v; :' Y — X; sao homomorfismos compativeis, existe um unico

homomorfismo continuo v : Y — X de maneira que o diagrama

_ v

Y >
wil A

X

X

comuta, isto é, ;) = ;.
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Definicao 1.1.5. Define-se um grupo pro-p G como um limite inverso

G =lim G

el
de um sistema projetivo {G;, pi;, I} de p-grupos G;, onde é assumido que cada p-grupo

G, tem topologia discreta.

Analogamente dizemos que um grupo G é um grupo profinito se G ¢é o limite inverso
G = é%? G, de um sistema projetivo {G;, i;, I} de grupos finitos, onde é assumido que
cada grupo G; finito tem topologia discreta.

Seja (I, <) um conjunto dirigido. Consideremos [ " um subconjunto de I de tal maneira
que (I’, =) venha a ser um conjunto dirigido. Dizemos que I' é cofinal em I se para todo
i € I existe algum i € I' tal que i < i. Deste modo, se {Gi, i, [} é um sistema
projetivo de grupos topolégicos compactos e I' é cofinal em I, entdo {G;, ©ij, I "} torna-
se um sistema projetivo de maneira 6bvia, e dizemos que {G;, p;;, '} ¢ um subsistema

cofinal de {G}, ¢;;, 1}. Com isto, temos o resultado a seguir.

Lema 1.1.6. Seja {Gi, vij, I} um sistema projetivo de grupos topoldgicos compactos sobre

um conjunto dirigido I e considere que I é um subconjunto cofinal de I. Entdo

lim G; =lim Gy.
— — ?
i€l ier

~

Demonstracao: Vide Lema 1.1.9 em [R-Z-00].

1.2 Grupos profinitos finitamente gerados

Definicao 1.2.1. Seja G um grupo profinito e X um subconjunto de G. Dizemos que X
gera G, se o subgrupo abstrato gerado por X em G, denotado por (X), € denso em G.

Definicao 1.2.2. Um grupo profinito G € dito finitamente gerado se G contém um sub-

conjunto X finito que gera G. Dizemos que G € n-gerado, por X, se

min{|X| [ (X) = G} = n,

>
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onde (X) é um subgrupo fechado gerado por X.

Seja G um grupo profinito finitamente gerado, entdao definimos d(G) da seguinte
maneira

d(G) = min{|X|| X C G, X gera G}.

Assim, os completamentos pro-p e profinito de Z sao, respectivamente, o anel de in-
teiros p-adicos Z, = limZ /P"Z e o anel profinito 7 = lim Z /nZ, que sao grupos profinitos

neN
1-gerados.

Proposicao 1.2.3. Seja G um grupo profinito finitamente gerado.
(a) Para cada nimero natural n, o nimero de subgrupos abertos de G de indice n é finito.
(b) O elemento identidade 1 de G tem um sistema fundamental de vizinhan¢a consistindo

de uma cadeia enumerdvel de subgrupos normais abertos

G=W=>WV2>Vy>---.
Demonstragao: Vide Proposigao 2.5.1 em [R-Z-00].

Lema 1.2.4. Seja {G;, @i, [} um sistema projetivo sobrejetivo de grupos finitos. Defina

Ser

Entao d(G) < oo se, e somente se, {d(G;)|i € I} € um conjunto limitado; neste caso,

existe algum ig € I tal que d(G) = d(G;), para cada i = ig.

Demonstragao: Vide Lema 2.5.3 em [R-Z-00].

1.3 Subgrupo de Frattini

Seja G um grupo profinito. Todo subgrupo fechado de G ¢é a intersecao de subgrupos
abertos. Assim, um subgrupo maximal fechado de G é necessariamente aberto. Além

disso, se G é nao trivial, ele sempre tem subgrupos abertos maximais.



Capitulo 1. Preliminares e Resultados Auxiliares

Definig¢ao 1.3.1. O subgrupo de Frattini ®(G) de G € a interse¢ao de todos seus subgrupos

abertos maximais.

Observe que, diferentemente do que acontece para grupos infinitos abstratos, se G é

um grupo profinito nao trivial, entao sempre teremos que ¢(G) < G.

Proposicao 1.3.2. (a) Seja G um grupo profinito. Se N <. G (subgrupo normal fechado)
e N < ®(G), entio ®(G/N) = ¢(G)/N;
(b) Se p: G — H € um epimorfismo de grupos profinitos, entao p(@(G)) < ®(H);
(c) Se {Gi, pij, I} € um sistema projetivo sobrejetivo de grupos profinitos sobre o conjunto
dirigido I, entao

<I><lz’ GZ.) — lim ®(G,).

— =
iel el

Demonstracao: Vide Proposicao 2.8.2 em [R-Z-00].
Lema 1.3.3. Seja G um grupo profinito finitamente gerado, entao d(G) = d(G/@(G)).

Demonstracao: Vide Lema 2.8.6 em [R-Z-00].

Lema 1.3.4. Sejam p um nimero primo e G um grupo pro-p.
(a) Todo subgrupo fechado mazximal M de G tem indice p;
(b) O quociente de Frattini G/®(G) € um grupo profinito abeliano p-elementar, e assim

um espago vetorial sobre o corpo IF, com p elementos;

(c) O subgrupo de Frattini ®(G) = GP|G, G|, onde G? = {2P |z € G} e [G,G] denota

o subgrupo comutador de G.

Demonstragao: Vide Proposigao 2.8.7 em [R-Z-00].

Corolario 1.3.5. Seja p um nimero primo e ¥ : G; — Gy um homomorfismo continuo
de grupos pro-p. Entao:
(a) Y(P(G1)) < ®(Ga). Em particular, se Gy < G, entio ®(G1) < ®(Ga);

7
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(b) Se ¢ é um epimorfismo, entdo 1 (®(G1)) = ®(Gs). Neste caso, ¢ induz um epimor-
fismo continuo ¥ : G1/®(G) — Ga/P(Gy).

Demonstragao: Vide Corolario 2.8.8 em [R-Z-00].

Seja G’ um grupo pro-p. Definimos ®!(G) = ®(G) e indutivamente
P"(G) = ®(9"(G)) para n=1,2,....

Entao a série

G>d(G) > d*G) > ---

é chamada a série de Frattini.

Proposicao 1.3.6. Seja p um numero primo e G um grupo pro-p finitamente gerado.

Entao a série de Frattini de G constitui um sistema fundamental de vizinhancgas abertas

de 1 em G.
Demonstragao: Vide Proposicao 2.8.13 em [R-Z-00].

Lema 1.3.7. Seja L = limLy um grupo pro-p finitamente gerado tal que Ly sao grupos
pro-p.  Se puv(Cy) < Cvy e limCy = 1, onde Cy € subgrupo finito de Ly e
oyv : Ly — Ly. FEntao M(C@LU = 1, onde <C’U>LU € o fecho normal de Cy por

Ly.

Demonstragao: Seja ¢y : L — Ly. Assim, 1 = (¢;'(Cy). Portanto, para
qualquer n existe U tal que ;' (Cy) < ®"(L), o que implica que o fecho normal de

U (Cy) estd dentro de ®"(L). Entdao a intersecdo dos fechos normais é trivial, pois

Ne™(L) = 1.

Temos que Cy, é finito para qualquer V. Assim, fixando V' podemos escolher U de

tal maneira que ¢y (Cp) é trivial em Cy, pois limCy = 1. Portanto, para U escolhido
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teremos que goUV(<C’U>LU) também é trivial. Mas, podemos fazer isto para cada V', logo

teremos que @(CU)LU =1.

Precisaremos também de um resultado simples, o qual enunciaremos como o lema a

seguir.
Lema 1.3.8. Seja C = limCy um grupo pro-p nao trivial, onde cada Cy € um grupo

ciclico finito. Entao, existe U tal que a projecao ¢y : C' — Cy € sobrejetora.

Demonstracgao: Suponhamos, por absurdo, que nao exista U tal que a projecao oy

seja sobrejetora.

Fixando um V' qualquer no conjunto dirigido, consideremos V> U; > Uy > U > - --
tal que ¢u,,,v,(Cu,,,) # Cu,. Pelo fato que Cy ¢ finito e todos os Cy, sao ciclicos, existe i
tal que pu,v(Cy,) =1 em Cy. Logo, ¢y (C) = 1. Como V foi escolhido arbitrariamente,

temos uma contradicgao.

1.4 (Grupos pro-p livres

Um espaco topoldgico X com um ponto distinguido * é chamado espaco pontuado. De-

notamos tal espago por (X, *). Uma aplicagao de espagos pontuados
o (X, %) — (X’,*/)

/

é simplesmente uma aplicacio continua de X sobre X' tal que p(x) = *.

Definicao 1.4.1. Sejam X um espaco profinito e F' um grupo pro-p. Consideremos

t: X — F uma aplicacao continua tal que <L(X)> = F. Dizemos que (F, 1) € um grupo
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pro-p livre sobre o espaco profinito X, se satisfaz a sequinte propriedade universal: para
toda aplicagao ¢ : X — G, onde G € um grupo pro-p gerado topologicamente por p(X),

existe um unico homomorfismo continuo @ : F — G tal que o diagrama

F-2-G
| A
X

comute, ou seja, PL = Q.

’

E suficiente checar a propriedade universal apenas para os p-grupos finitos. De fato,
sejam F' um grupo pro-p livre sobre X e ¢; : X — G; uma aplicacao continua sobre um
p-grupo finito G; tal que ¢;(X) gera G;. Entéao, pela propriedade universal para grupo
pro-p livre, temos que existe um tnico homomorfismo continuo v; : F — G; tal que o
diagrama

F

N
I
A
X~ Gi

comute, isto é, ;L = ;.

Agora, considerando G = [imG;, temos que a projecao m; : G — G; é um homo-
(_
morfismo continuo. Assim, pela propriedade universal de limite inverso, existe um tnico

homomorfismo continuo v : FF — G tal que o diagrama

F-Y-q
%l/4:
Gi

comute, isto é, w1y = ;. Portanto, checando a propriedade universal para p-grupos
finitos, automaticamente, vale para qualquer grupo pro-p G, desde que G seja o limite

inverso destes p-grupos finitos.

Lema 1.4.2. Seja (F,t) um grupo pro-p livre em uma base profinita X, entao a aplicagdo

L € injetora e 1 ¢ 1(X).

10
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Demonstragao: Vide Lema 3.3.1 em [R-Z-00].

Proposigao 1.4.3. Sejam X = {xy,...,2,} um conjunto finito e F' = F(X) o grupo
livre abstrato com base X. Entdo F (o completamento pro-p de F) € um grupo pro-p livre

com base X. Em particular, posto(F) = posto(ﬁ).

Demonstracao: Vide Proposigao 3.3.2 e Proposicao 3.3.6 em [R-Z-00].

Teorema 1.4.4. Seja G um grupo pro-p gerado por um conjunto finito com n elementos.

Entao existe um grupo pro-p livre F de posto n e um epimorfismo o : I — G.

Demonstragao: Vide Proposigao 3.3.16 em [R-Z-00].

Teorema 1.4.5. Sejam F um grupo pro-p livre sobre um conjunto finito X e H um

subgrupo aberto de F'. Entao H € um grupo pro-p livre de posto

posto(H) — 1 = [F : H](posto(F) — 1).
Demonstracao: Vide Teorema 3.6.1 em [R-Z-00].
Teorema 1.4.6. Todo subgrupo fechado de grupo pro-p livre é grupo pro-p livre.
Demonstracao: Vide Corolario 7.7.5 em [R-Z-00].
Proposigao 1.4.7. Sejam p um nimero primo e F' = F,(X) um grupo pro-p livre sobre

o conjunto X convergindo para 1, onde |X| > 2. Se N é um subgrupo normal ndo trivial

fechado de F' de indice infinito, entao

posto(N) = max{| X |, No}.

Demonstragao: Vide Proposigao 8.6.3 em [R-Z-00].

11
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Lema 1.4.8. Seja M um subgrupo pro-p ciclico maximal de F, onde F' é um grupo pro-p

livre finitamente gerado. Entio Ng(M) = M.

Demonstragao: Temos pelo Teorema 1.4.6 que Np(M) é um grupo pro-p livre.

Entao, pela Proposigao 1.4.7, se [Ng(M) : M| fosse infinito terfamos o
posto(M) = maz{|X|, R},

onde | X| é nimero de geradores de F', o que nao pode acontecer pois M tem posto 1. Ou
seja, [Np(M) : M] é finito. Entdo, pelo Teorema 1.4.5, teremos que o posto(Np(M)) = 1.
Portanto, Ng(M) é ciclico. Logo,

pois M é maximal.

Proposicao 1.4.9. Seja G um grupo pro-p virtualmente livre qualquer. Entao G /{Tor(G))
¢ um grupo pro-p livre, onde Tor(G) € o conjunto de todos os elementos de G de ordem

finita.

Demonstracao: Vide Proposi¢ao 1.7 em [Za-04].

1.5 Produtos pro-p livres amalgamados

Defini¢ao 1.5.1. Sejam G1, Gy grupos pro-p e f; + H — G;(i = 1,2) monomorfismos
continuos de grupos pro-p. O produto pro-p livre amalgamado de G1 e G com subgrupo

amalgamado H é um pushout na categoria dos grupos pro-p

H f1 Gl

| |

Gy 2> G111y Gy

12
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isto €, um grupo pro-p G = G1 Iy Gy junto com homomorfismos ¢; : G; — G(i = 1,2)
satisfazendo a sequinte propriedade universal: para cada par de homomorfismos continuos
Y, G, — K, ¥y : Gy — K em um grupo pro-p K com 1 f1 = o fs, existe um inico

homomorfismo continuo ¢ : G — K tal que o diagrama

o1, (1.1)
|
f2 P10\

U1
G2ﬁ>G
N Y
\;j'v
P2 K

seja comutativo, isto €, W1 = 1 e Yy = 1Py.

Analogamente ao que foi mostrado para grupos pro-p livres, basta checarmos a pro-
priedade universal para p-grupos finitos. De fato, sejam G um produto pro-p livre amal-
gamado (estabelecido a Definigdo 1.5.1) e K; um p-grupo finito com homomorfismos
continuos v; : G; — G, 1 = 1,2 tal que 91 f; = ¥ f5. Entao, pela propriedade universal
para produto pro-p livre amalgamado, temos que existe um tinico homomorfismo continuo

n; : G — K, tal que o diagrama

seja comutativo, isto é, m;p1 = 1 € M;pa = s.

Considerando K = limK; podemos estabelecer a projecao m; : K — K; que é um
%
homomorfismo continuo. Assim, pela propriedade universal de limite inverso, existe um

unico homomorfismo continuo ¥ : G — K tal que o diagrama

K
7
7/

G—K

i

~

13
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comuta, isto é, m;yp = n;. Portanto, checando a propriedade universal de produto pro-p
livre amalgamado para p-grupos finitos, automaticamente, vale para qualquer grupo pro-p

K, desde que K seja o limite inverso destes p-grupos finitos.

Neste trabalho, denotaremos o conjugado de K por g da seguinte maneira:

K9 =g'Kg.

Lema 1.5.2. Seja G = G g Gy um grupo pro-p, onde G € ciclico finito e Gy finito
com C < Gy. Entao K = Gy 11c GY é isomorfo a G, se g € Ng(C), onde C' € identificado

com C9 em K.

Demonstragao: Queremos definir ¢ : G; — Gy e 1y : Go — G de tal maneira
que Y1 fi = Pofs, onde f; : C — G; (i = 1,2) é o monomorfismo estabelecido substi-
tuindo H por C na definicao 1.5.1 de produto pro-p livre amalgamado. Para tanto, de-
finimos o homomorfismo continuo vy : Gy — GY no grupo pro-p K dado por
Pa(ge) = ¢27, g € Ng(C). Além disso, como C < Ng(C), teremos que o : C — C9,
g € Ng(C) é um automorfismo definido por a(c) = ¢4 com ¢ € C. Seja g; gerador
de G cuja ordem é p". Se a ordem de C' é p™, entao C' = G’l’n_m. Assim, tomando

=M podemos considerar

ceC, ge G eg, em G de tal maneira que ¢ =g,° com s = p
o automorfismo ¢ : G5 — G definido por 11(g1) = g, tal que v restrita ao subgrupo
C' teremos ¥1(c) = 7,°, onde ¢ = ¢;*. Portanto, pela definigao 1.5.1 de produto pro-p

livre amalgamado, temos que existe um tinico homomorfismo continuo

Vv:G— K (%)
tal que o diagrama
C LN Gy
fgl J{Sﬁ\\
\ 1

GQLG \

\\\i |
AN |
AN
P2 K

comuta, isto é, Y, = 11 e Py = 1s.
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Analogamente, considerando ¢, : G; — G; e 1, : G§ — G5 homomorfismos
continuos no grupo pro-p G com ¢y fi =y fo, onde 91 (gy) = g1, ¥a(98) = (95)7 =g e
fi (i =1,2) s@o os monomorfismos estabelecidos acima de acordo com a defini¢ao 1.5.1.

Assim, teremos que existe um unico homomorfismo continuo
v K—G (%)

tal que Y1h1 = 1 e )y = po. Portanto, de (%) e (%x) teremos que Y1) = idg e i) = idg,
onde 1(C) = C = ¥(C), pois C' é normalizado por g € N (C). Logo, G = K.

Corolario 1.5.3. Seja G = G l¢ Gy, onde C < Gy, Gy ciclico finito e Gy finito. Entao
K =Gyl Gy € isomorfo a G, para algum h € Ng(C).

Demonstragao: Pelo Lema 1.5.2 temos que G = G1 o Gy =2 G111 GY, g € Ng(O).
Portanto, considerando h = ¢~ teremos que G"f_l g (Gg)“’fl = G"1I¢ Gy, pois C<G.
Logo, pelo Lema 1.5.2, obtemos que G; g Gy =2 G I Gos.

A afirmacao a seguir é bem conhecida, para tanto basta ver a proposicao 9.2.1 em
[R-Z-00]. Mas, como na demonstracdo da mesma é apresentada a construcao explicita

para o produto pro-p livre amalgamado, optamos por reproduzi-la neste trabalho.

Proposicao 1.5.4. Sejam Gy, Gy grupos pro-p e f;: H — G;(i = 1,2) monomorfismos
continuos. O produto pro-p livre amalgamado de G1 e Gy com subgrupo amalgamado H,

existe e € unico a menos de isomorfismo.

Demonstragao: Primeiramente, mostraremos a unicidade do produto pro-p livre
amalgamado. Sejam G juntamente com homomorfismos continuos ¢; : G; — G,
¢t = 1,2 um produto pro-p livre amalgamado de G; e Gy com subgrupo amalgamado

H, e K juntamente com homomorfismos continuos v; : G; — K, 7 = 1,2 outro produto
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pro-p livre amalgamado de GGy e G5 com subgrupo amalgamado H. Sendo assim, pela
propriedade universal de produto pro-p livre amalgamado, existe um tinico homomorfismo
continuo ¢ : G — K tal que ¥, = 91 e Yy = 5. Analogamente, existe um unico
homomorfismo continuo ¢ : K — G tal que i1 = ¢1 e s = . Desta forma, teremos

o seguinte diagrama comutativo

HLGl

\\
f2i l@l \\ o
Gy -2 (3 < \

‘pl
Yo

Consequientemente, temos que o diagrama

HLGl

TN

N
RN

comutativo para G juntamente com os homomorfismos ¢; e 5. Como, pela defini¢ao, ex-

N “’G\)

iste um tnico homomorfismo continuo satisfazendo esta propriedade, teremos

oY = Idg. Similarmente, V¢ = Idy. Portanto, ¢ é um isomorfismo.

A existéncia é garantida pela construcao explicita de
G - Gl HH GQ.

Seja G = G ¥y G5 o produto livre de G e G5 com subgrupo amalgamado H, como

abs

grupos abstratos. Denote por ¢

abs . (3 — 9 as imersoes naturais (i = 1,2). Seja

N = {N < G| () (N) <, Gi(i = 1,2) e G**/N p-grupo finito}

(2

Definimos G = lim G /N sendo o completamento de G%* com respeito a N. Seja
L G — @ ]oveﬁomomorﬁsmo natural. Definimos ¢; : G; — G por ¢; = 1p%*
(1 = 1,2). Desta forma, G juntamente com ¢; e @y é um produto pro-p livre amalgamado
de G; e Gy com subgrupo amalgamado H. Para tanto, checamos a propriedade universal

correspondente.
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Sejam v; : G; — K (i = 1,2) homomorfismos continuos para algum p-grupo finito K
tal que ¥ f1 = 19 fo. Entao, pela propriedade universal para produtos livres amalgamados,

existe um tunico homomorfismo
wabs . Gabs K

com ¢; = ™5 (i = 1,2). Assim, segue que (@**)~!(Ker(¢)) = Ker(y;) é um
subgrupo aberto em G; para todo ¢« = 1,2, e como K ¢é um p-grupo finito temos que
Ker(y®) € N. Portanto, existe um homomorfismo continuo ¢ : G — K com 1®* = /..
Logo, o seguinte diagrama

G
/

Gabs B
T gpabs d)abs
AN \1

H fi GZ

é comutativo. Isto significa que 1; = ;. A unicidade de v segue do fato que

G = (01(G1), 2(Gh)).

Um produto pro-p livre amalgamado G = Gy Iy G5 serd chamado proprio se os

homomorfismos ¢; : G; — G (i = 1,2) s@o monomorfismos.

Proposicao 1.5.5. Sejam G, Gy grupos pro-p e H um subgrupo fechado comum de G,

e Gy. Sejam G = Gy xy Gy um produto livre amalgamado abstrato de grupos pro-p e
LIGabS—>G:G1HHG2

um homomorfismo canonico. Entao, G = G1ly Gy € proprio se, e somente se,

Ker(t)NG; =1 parai=1,2.

Demonstragao: Vide Proposigao 9.2.2 em [R-Z-00].
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Teorema 1.5.6. Sejam G e Gy grupos pro-p com um subgrupo prociclico fechado comum

H. Entdo o produto pro-p amalgamado de G, e Gy sobre H € proprio.

Demonstracao: Vide o teorema 3.2 em [R-71].

Observacao 1.5.7. Em nossos resultados trabalhamos com amalgamacao ciclica. Sendo
assim, de acordo com o teorema 1.5.6 em (1.1), para simplificar notag¢do em alguns casos,

por conveniéncia, consideraremos fi como sendo a identidade.

Se G = G 1y G5 nao é préprio, podemos sempre trocar GGy, G5 e H por imagens deles
em (. Esta operacao nao muda G, mas o produto livre amalgamado torna-se préprio.
Além disso, vamos excluir o caso quando o produto livre amalgamado pro-p é trivial, isto
é, quando o subgrupo amalgamado H = G; ou H = (G5 o que implica que G = G5 ou

G = (4, respectivamente.

Teorema 1.5.8. Seja G = G| lly Gy um produto pro-p livre amalgamado proprio.
(a) Se K é um subgrupo finito de G, entao K < gG;g~" para algum g € G ei € {1,2};
(b) Sel<i#j<2ougéG,, entio G;NgGig~' <bHbL™! para algum b € G;.

Demonstracao: Vide Teoremas 4.2 e 4.3 em [Ri-Za-00].

Proposicao 1.5.9. Sejam G, Gy grupos pro-p com um subgrupo prociclico fechado co-

mum C, tal que G = G1 ¢ Gy seja préprio. Entao Ng(C) = Ng, (C) e Ng, (C).

Demonstragao: Pelo Teorema 1.5.6, temos que o produto pro-p livre amalgamado

G = G ¢ Gy é préprio. Logo, a demonstragao segue do Corolério 2.7 [R~Z-96].

Seja. G = G; Iy Gy um produto pro-p livre com amalgamacao ciclica, onde
H = (c) e G1,G5 sao grupos pro-p. Consideremos A = (Gy x Ga)/((c- fole)=1)) 2,
com homomorfismos naturais ¢ : Gi——=A e 1 : Go——= A . Logo, f1y1 = fot)s.

Entao, pela definicao de produto livre com amalgamacao, existe um inico homomorfismo
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¢ : G—— A, tal que o seguinte diagrama comuta

el

LN

GQHG

Y2

NN

N A

isto é, pp; =, 1=1,2.

Lema 1.5.10. Sejam

G =Gl Gy e A= (Gyx Go)/{(c- fale)™) ",

onde G1, Gy sao grupos pro-p finitamente gerados e ¢ & ®(Gy). Entdo

d(A) = d(Gy) + d(Gs) — 1.

Demonstragao: Sejam G = G1/®(G1) e Gy = G3/®(Gy), ou seja, Gy e Gy sdo

grupos pro-p abelianos elementares.
Suponhamos que G e G sejam n e m gerados, respectivamente. Considerando
aiéluagﬂalxaz, 9261X52*>Z e f:@ll_[@g%@

onde
61 Xéz

A= (GixGy)/{(er- falen)™))
tal que ¢; é a imagem de c em Gy e {c;) = C (e, por hipétese, ¢; # 1),

f2 : <Cl> —>62 e a: (61 Hag)/N

com
>G1 1IG,

N ={{er- Tale) " e €T}
(N ¢ o menor subgrupo normal de G111G, que contém {01 . 72(01)’1 |1 € 6} ou o fecho

normal de {cl fole)) e € 6} ) Assim, «, g e f sao homomorfismos sobrejetivos.
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Como G; e G5 sdo grupos pro-p finitamente gerados, G; x G5 e A também sdo grupos

pro-p finitamente gerados. Desta forma, temos o seguinte diagrama comutativo

@1 Hag 61 X EQ .
i} I
G= (G, 11G,)/N 7 A

Pelo fato que «, g e f sao homomorfismos sobrejetivos, entdao, obviamente, ¢ é ho-
momorfismo sobrejetivo. E como G; x Gy tem (n + m) geradores, portanto, A tém
(n +m) geradores se ((c; - fo(c1)™")) = 1 ou A tém no maximo (n +m — 1) geradores se
((c1 - folc1)™)) # 1. Mas, se {(c1 - fo(c1)™)) =1, entdo G = G, 11 G, o que contradiz a
hipétese. Portanto, A tém no méximo (n +m — 1) geradores. Como d(G;) = d(G;) para

i=1,2, c; #1em Gy ec¢ ®(G), entdo d(A) = d(A). Logo,

d(A) = d(Gy) + d(Gy) — 1.

Lema 1.5.11. Seja G = G Iy Gy um grupo pro-p infinito 2-gerado tal que Gy, 1 = 1,2
¢ p-grupo abeliano elementar finito. Entao G = C, 11 C,,.

Demonstragao: Sejam

@IG1HG2*>G1XG2, g:G1XG2*>A e fiGlﬂGQHG,

onde A = (G1 x Ga) /{(c- £2(0)"1)) % tal que (¢) = C. Assim, @, g e f sdo homomor-

fismos sobrejetivos. Desta forma, temos o seguinte diagrama comutativo

G1HG2 = Gl X G2
fL g
G = (G 11Gy)/N z A

G111G2

onde N = ({c- fo(c)™' |c€ C}) . Deste modo, temos que ¢ é homomorfismo sobre-

jetivo. Portanto, obtemos que A é no maximo 2-gerado. Entao, pelo Lema 1.5.10, G x G,
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¢ no minimo 2-gerado e no maximo 3-gerado, pois G X G5 é p-grupo abeliano elementar
finito e ¢- fy(c)™!, caso seja nao trivial, é um dos geradores de G| x Gy.  Entao Gy ou Gy
é 1-gerado, isto é, ciclico de ordem p. Sendo assim, sem perda de generalidade, podemos
assumir que G € ciclico de ordem p. Desta forma, podemos considerar dois casos: ¢ # 1
ec=1 Sec#1, entdo (c) = G, pelo fato que G = G I,y G, é produto pro-p livre
com amalgamacao ciclica pelo subgrupo gerado por ¢.  Como em G5 temos uma cépia
isomérfica do subgrupo gerado por ¢, temos que G; < Gs, ou seja, G = G5 que é finito.
O que contradiz a hipdtese.  Portanto, teremos que ¢ = 1, ou seja, G = C,, II G5, onde

(G5 é p-grupo abeliano elementar finito, ou seja,

Go=CpxCyx---xC, reN, r<oo.

r vezes

Mas, G é 2-gerado.  Logo,

Gy,=C, e G=C,IIC,.

Proposicao 1.5.12. Seja G = G ¢ Gy o produto pro-p livre com amalgamagao ciclica,

onde G;, i =1,2, sao grupos pro-p. Se G ¢é 2-gerado, entdo G1 ou Gy ¢é ciclico.

Demonstragao: Temos que
d(G;) = d(Gi/®(Gy)), i=1,2. (1)

E ainda, como G, = 1,2 ¢ um grupo pro-p finitamente gerado, temos Gi/CI)(GZ-),

t=1,2 ¢ grupo abeliano elementar. Sendo assim, teremos os seguintes casos:
(i) &:C/®(C) — G;/®(G;), definido por & (c+ ®(C)) = c+ ®(G;), para i = 1,2.
Seja C' = (c), assim ¢ ¢ ®(G;) para ¢ = 1,2. Consideremos,

G =G, /®(G1) Uejacy G2/ P(Ga)
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o produto pro-p livre com amalgamacéao ciclica. Pelo Lema 1.5.11, G = C,1IC,. Assim,
Gi/®(G;) =2 Cp, i=1,2
e entdo 1-gerado. Logo, por (1), G;, i=1,2 também é l-gerado, como desejado.
(i) &:C/®(C) — Gi/P(G;), definido por & (c+ ®(C)) = ®(G,), para i = 1,2.
Portanto, teremos que ¢ € (G;), i = 1,2. Entao podemos escrever
G = G1/0(G1) LG [0(Gy).
Mas, G é 2-gerado, portanto G; e G5 sdo 1-gerados. Logo, G1 e G5 também sao 1-gerados.

(iii) & : C/®(C) — G1/®(G1), definido por & (c+ ®(C)) = ¢+ ®(Gy), e
& : C/D(C) — Go/P(Gs), definido por & (c+ ®(C)) = ®(G2) ou vice-versa.

Se C/®(C) = 1, entdao C' = 1. Portanto, retornamos ao caso (i). Entao ¢ ¢ ®(Gy)
e ¢ € ®(Gy). Portanto, pelo Lema 1.5.10 temos que d(A) = d(G;) + d(G2) — 1, onde
A= (Gr xGa)[{(c- fale)1)) ™
Logo, G; ou G5 é 1-gerado.

é no maximo 2-gerado. Portanto d(G1) + d(Gs) < 3.

Proposicao 1.5.13. Seja G = G Uy Gy o produto pro-p livre com amalgamacado ciclica
pelo subgrupo gerado por (¢) = C, onde G;, i = 1,2 sao grupos pro-p livres e ¢ € o
gerador de seu proprio centralizador em G.  Se G € no mdzimo 3-gerado, entao G é um

grupo pro-p livre.
Demonstracao: Seja G; = GZ-/CI)(GZ-) comi=1,2. Consideremos,

fialﬂag—>67 @Iéluagﬁalxag e 9261X62—>A7

_ G1xGo
onde A = (G /®(G) x Gg/@(Gg))/<(01 . fz(cl)*1)> tal que ¢; é a imagem de ¢

em G, (1) = C, e Tz :C — Gy. Assim, f, a e g sao homomorfismos sobrejetivos.
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Desta forma, temos o seguinte diagrama:

511_[52 élx 2
| !
a:(alﬂag)/N L A

comutativo, onde N = <{Cl fale) e € 6}>G1HG2. Se ¢ ¢ ®(G4), entdao podemos
escrever Gy = C' II G, onde G é um grupo pro-p livre. Assim G = G II G, ou seja, G
¢ um grupo pro-p livre. Analogamente, G é um grupo pro-p livre se ¢ ¢ ®(G2). Sendo
assim, podemos assumir que C' < ®(G;) para i = 1,2. Portanto, G = G| I1 G, é quociente
de G e no maximo 3-gerado. Entao G, ou Gy é ciclico e consequentemente G; ou Gy é
isomorfo a Z,. Mas, por hipdtese, ¢ gera seu proprio centralizador em G. Logo ¢ = 1, ou

seja, G = G I Gy que é um grupo pro-p livre.

1.6 HNN- extensoes pro-p

Definicao 1.6.1. Sejam H um grupo pro-p e f : A — B um isomorfismo continuo
entre subgrupos fechados A, B de H. Uma HNN-extensao pro-p de H com subgrupos
associados A, B consiste de um grupo pro-p G = HNN(H, A,t), um elemento t € G,
e um homomorfismo continuo ¢ : H — G satisfazendo a sequinte propriedade uni-
versal: para qualquer grupo pro-p K, qualquer k € K e todo homomorfismo continuo
Y : H — K satisfazendo k:(w(a))k_l = f(a) para todo a € A, existe um unico homo-

morfismo continuo w : G — K tal que o diagrama

comute e w(t) = k.

Como nos casos de grupos pro-p livres e produtos pro-p livres amalgamados, pre-

cisamos mostrar a propriedade universal acima somente para p-grupos finitos. De fato,
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sejam G uma HNN-extensao, conforme a definicao 1.6.1, e K; um p-grupo finito com

k € K;, qualquer, e todo homomorfismo continuo v; : H — K satisfazendo
kj(@bi(a))/’{1 = ;f(a) para todo a € A.

Entao, pela propriedade universal para HNN-extensao, existe um unico homomorfismo

continuo w; : G — K; tal que o diagrama

G

N Wi
wT AN
d)\

H—K

comuta e w;(t) = k.
Considerando K = limK;, podemos estabelecer a projecao m; : K — K; que é um
¢ Y
homomorfismo continuo. Assim, pela propriedade universal para limite inverso, existe um
unico homomorfismo continuo w : G — K tal que o diagrama

i

K
7

w s \Lﬂ_
7
/

G—K;

wi

~

comuta, isto é, mw = w;. Portanto, checando a propriedade universal de HNN-extensao
para p-grupos finitos, automaticamente, vale para qualquer grupo pro-p K, desde que K

seja o limite inverso destes p-grupos finitos.

Como no caso de produto pro-p livre amalgamado, devido a construcao explicita
para HNN-extensao pro-p, provaremos a proposicao a seguir. Apesar que, a mesma esta

demonstrada como a proposi¢ao 9.4.1 em [R-Z-00].

Proposicao 1.6.2. Sejam H um grupo pro-p e f : A — B um isomorfismo continuo de

subgrupos de H. Entdo existe uma unica HNN-extensao pro-p G = HNN(H, A,t).

Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que a unicidade da HNN-extensao.
Seja G uma HNN-extensao pro-p de H com subgrupos associados A, B, um elemento t € GG

e um homomorfismo continuo ¢ : H — G tal que t(p(a))t™ = ¢f(a) para todo a € A.
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Consideremos K outra HNN-extensao pro-p de H com subgrupos associados A, B, um
elemento k£ € K e um homomorfismo continuo ¢ : H — K tal que k(¢(a)) k™ = f(a)
para todo a € A. Sendo assim, pela propriedade universal para HNN-extensao pro-p,

existe um unico homomorfismo continuo w : G — K tal que o diagrama

h w
{
K
comuta e w(t) = k. Analogamente, existe um tnico homomorfismo continuo 6 : K — G

tal que o diagrama

N

¢\

H—

S
wT NN

comuta e 0(k) = t. Além disso, observemos que a propriedade universal é vélida para a
aplicagao identidade Idg : G — G que é um homomorfismo continuo onde Idg(t) = t.

Mas, fw : G — G também é um homomorfismo continuo. Sendo assim, temos o seguinte

diagrama
G
\ ~
NN dg
AN
AN
¢ N
Ow \
N
\
N\
H 7 G

comutativo. Como, pela defini¢ao, existe um tnico homomorfismo continuo satisfazendo
esta propriedade, teremos que 6w = Idg. Similarmente, wf = Idg. Portanto, w é um

isomorfismo.

A existéncia serd garantida por meio de uma construgao explicitade G = HNN(H, A, t).
Seja G = HNN®$(H, A,t) a HNN-extensdo abstrata. Denote por ¢®* : H — G%* a

imersao natural. Seja
N = {N <4 G| (¢"*)""(N) < H, G**/N p-grupo finito}

Defina G = lim G% /N como sendo o completamento de G com respeito a N. Seja
NeN

t 1 G% — @G o homomorfismo natural e definimos ¢ = 1

. Entao, checaremos a

propriedade universal para G e ¢.
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Seja ¢ : H — K um homomorfismo continuo para algum p-grupo finito K com
k(zﬂ(a))k"l = ¢ f(a) para todo a € A. Entdo, pela propriedade universal para

HNN-extensoes abstratas, existe um tinico homomorfismo
wabs . Gabs _ K
com w®(t) = k tal que o diagrama

Gabs

N abs
b W
(pGST N
P \
H——K

¢ comutativo. Assim, segue que (%)~ (Ker(w®®)) = Ker(¢)) é um subgrupo aberto

abs)

em H, e como K é um p-grupo finito temos que Ker(w € N. Portanto, existe um

abs

homomorfismo continuo w : G — K com w®® = wt. Portanto o seguinte diagrama

@/Gabs
\ T(pabs wabs
N\ ¥
H " K
¢ comutativo. Isto significa que ¢ = wy. A unicidade de w segue do fato que
G = (p(H),(t)).
0
Em contraste com a situacao abstrata, o homomorfismo canonico

¢ : H — G = HNN(H,A,t) ndo é sempre um monomorfismo. Quando ¢ é um

monomorfismo, chamaremos G = HNN(H, A,t) uma HNN-extensao pro-p propria.

Proposicao 1.6.3. Sejam G = HNN(H, A,t) uma HNN-extensio profinita de grupos
profinitos e p : H — G 0 homomorfismo canonico. Entao

(1) Ker(p) = K, onde
K={nU|U<,H, f(ANU) = f(A)nU}.
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(2) G = HNN(H, A,t) é proprio se, e somente se, para todo subgrupo normal aberto

U de H existe um subgrupo normal aberto V de H contido em U e tal que
fLAANV) = fA)NV

(ou equivalentemente, se, e somente se, K € trivial). Em particular, se A € finito, entao
G € proprio.

(3) G = HNN(H,A,t) é uma HNN-extensio profinita propria se, e somente se,
HNN®s(H, A, t) mergulha em G e, portanto, é residualmente finito.

Demonstracao: Vide Proposigao 9.4.3 em [R-Z-00].

Teorema 1.6.4. Seja G = HNN(H, A,t) uma HNN-extensao pro-p propria. Se K € um

subgrupo finito de G, entao K < gHg™! para algum g € G.
Demonstracao: Vide Teorema 4.2 em [Ri-Za-00].

Proposicao 1.6.5. Seja G = HNN(M,C,t) um grupo 2-gerado, onde M € um grupo
pro-p abeliano elementar e C' um subgrupo ciclico. Entao M € um grupo pro-p no mdxrimo

2-gerado.

Demonstragao: Temos que G = (Mt |c'm™"), onde ¢ é gerador de C' e f(c) = m
tal que f: C' — M ¢é um monomorfismo. Entao, consideremos

a: MII(t) —= M x (t), g: M x(t)—=A e B:MIUI({t)—G,

onde A = (M x (t))/{c'm™"). Assim, «, g e 3 sdo homomorfismos sobrejetivos. Desta

forma, podemos estabelecer o seguinte diagrama:
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Entao pelo diagrama acima, obrigatoriamente ¢ é um homomorfismo sobrejetivo. Assim,
se M é 3-gerado, temos que M X (t) é 4-gerado. Entao, temos dois casos: A é 3-gerado se
(¢!'m~') é um gerador de M x (t) ou 4-gerado se {c'm™!') nao é um gerador de M x (t).
Logo, G é 3-gerado ou 4-gerado (pois ¢ é um homomorfismo sobrejetivo), 0 que ¢ um

absurdo. Ou seja, M é no maximo 2-gerado.

Coroldrio 1.6.6. Seja G = HNN (M, C,t) um grupo 2-gerado, onde M € um grupo pro-p

e C ciclico. Entao, M é um grupo pro-p no mdzximo 2-gerado.

Demonstragao: Consideremos
G = HNN(M/(I)(M), CO(M)/P(M), t),

onde ®(M) é o subgrupo de Frattini de M. Assim, M/®(M) é um grupo pro-p abeliano
elementar e CP(M)/P(M) é ciclico. Portanto, pela Proposi¢ao 1.6.5, M/®(M) é no
méximo 2-gerado. Mas, pelo Lema 1.5.2, d(M) = d(M/®(M)). Logo, M ¢é no maximo
2-gerado.

Lema 1.6.7. Seja G = HNN(M,C,t) uma HNN-extensao pro-p prdpria, onde M € um

grupo pro-p 2-gerado e C' ciclico. Se (C,C*) # M, entio G é um grupo pro-p 3-gerado.

Demonstragao: Seja M = M /®(M) e como (C,C") # M, entao temos C = C' em

M, onde C é a imagem de C' em M. Desta forma, consideremos

G, a: MII(f)

p: M) M % (D),

B:MU{t)—MII{) e g:MII()

G,
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onde G = (M II (f>)/<c{c*1>MH<g>, comc € Cetaimagem detem G. Assim, p, a, Be g

sao homomorfismos sobrejetivos. Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo

M I (t) 2 G
|
Bi ;/ﬁ
M I (f) £ =G
R
M x (t)

Assim, obtemos que ¢ e ¥ sdo homomorfismos sobrejetivos. E como C' = C' em M, temos
que G é um grupo pro-p 3-gerado. Mas, ¢ é homomorfismo sobrejetivo. Logo, G também

é um grupo pro-p 3-gerado.

1.7 Modbdulos profinitos livres

Definicao 1.7.1. Define-se um anel profinito A como um limite inverso

de um sistema projetivo sobrejetivo {A;, pi;, I} de anéis finitos A;, onde € assumido que

cada A; tem topologia discreta.

Consideraremos que os anéis possuem elemento identidade, denotado por 1, e que ho-
momorfismos de anéis leva elemento identidade em elemento identidade. Um anel profinito

é evidentemente compacto, Hausdorffiano e um anel topolégico totalmente desconexo.

Definigao 1.7.2. Seja A um anel profinito. Um grupo profinito abeliano M € dito um
A-mddulo profinito a esquerda se existe uma aplicacao continua A X M — M, definida

por (A, m) — Am, satisfazendo as sequintes condi¢oes:

(i) (M Ag)m = Ai(Aam)
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(ZZ) ()\1 + )\2>m = /\1m + /\Qm
(iii) X(my + ma) = Amy + Amy
(iv) Im = m,

para m,my,mg € M e A\, X\, Ao € A, onde 1 € o elemento identidade de A.

Analogamente, definimos A-moédulo profinito a direita como um grupo profinito abeliano
M junto com uma aplicagdo continua M x A — M, definida por (m, \) — mA, satis-

fazendo condigbes semelhantes a (i), (ii), (iii) e (iv) acima.

Definicao 1.7.3. Seja M um A-mdodulo profinito. Dizemos que N € um A-submddulo
de M se N é um subgrupo fechado de M tal que A\n € N para todon € N e A € A,

juntamente com a aplicagdo induzida A x N — N definida por (\,n) — An.

Seja N um A-submédulo de M, entdao M/N é um A-mddulo quociente desde que
M/N seja um grupo quociente em relagdo a aplicacao A x M/N — M /N definida por
(A,m+ N)+— Am+ N.

Seja X um subconjunto de um A-médulo profinito M. O A-submédulo gerado por X,
denotado por @, é a intersecao de todos os A-submoddulos de M contendo X. Dizemos
que M é finitamente gerado se M = m para algum subconjunto finito X de M. Como
no caso de grupos profinitos, dizemos que um subconjunto ¥ de um A-mdédulo profinito
M converge para 1 se todo submodulo aberto de M contém todos exceto uma quantidade
finita de elementos de Y. Além disso, uma aplicacao ¢ : X — M de um conjunto X

sobre um grupo profinito M converge para 1 se o conjunto ¢(X) converge para 1 em M.

Lema 1.7.4. Sejam A um anel profinito e M um A-mddulo profinito.
(a) Entao M ¢é o limite inverso de seus A-mddulos quocientes finitos. Equivalentemente,
os submodulos de M de indice finito formam um sistema fundamental de vizinhanga

de 0.

(b) Todo A-mdédulo profinito contém um subconjunto de geradores convergindo para 1.
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Demonstragao: Vide Lema 5.1.1 em [R-Z-00].

Definicao 1.7.5. Sejam X um espago profinito, A um anel profinito, M A-moddulo
profinito e v : X — M wuma aplicagio continua. Dizemos que (M,1) é um A-mddulo
profinito livre no espaco X ou, simplesmente, M é um A-mddulo profinito livre so-
bre X, se a sequinte propriedade universal é satisfeita: sempre que p : X — N é
uma aplicacdo continua sobre um A-maodulo profinito N, existe um unico homomorfismo

continuo p : M — N tal que o diagrama

comute, isto €, pL = .

Um A-mdédulo profinito livre sobre um espago topolédgico pontuado (X, *) é definido
similarmente. Ele consiste de um A-médulo profinito M juntamente com uma aplicacao de
espagos pontuados ¢ : (X, %) — M (isto é,1(x)=0 ) satisfazendo uma propriedade uni-
versal andloga: sempre que ¢ : X — N é uma aplicagao continua de espagos pontuados
sobre um A-médulo profinito N, existe um tinico homomorfismo continuo @ : M — N

tal que @ = .

Lema 1.7.6. Sejam A um anel profinito e (M,t) um A-mddulo profinito livre sobre o
espaco profinito X (Tespectivamente, um A-maodulo profinito livre sobre o espago profinito
pontuado (X, *) ), entdo

(a) L(X) gera M como um A-mdédulo;

(b) A aplicagio v € injetiva.

Demonstragao: Vide Lema 5.2.1 em [R-Z-00].

Das defini¢oes acima, deduzimos que se um A-médulo profinito livre sobre X (ou sobre
(X, *)) existe, entdo ele é inico. Denotaremos A-mdédulo profinito livre sobre X por [AX]

e A-médulo profinito livre sobre (X, *) por [A(X, *)].
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Se X é um conjunto e A um anel, denotamos o A-mddulo livre abstrato sobre X por

[AX]. Similarmente, se (X, %) é finito, entdo [A(X,*)] = [A(X, )].

Proposicao 1.7.7. Seja A um anel profinito.

(a) Para todo espago profinito X, existe um unico A-mddulo profinito livre [ AX] sobre

X, isto &, [AX] = [im[AX}], onde X = [imX; € qualquer decomposi¢do de X como um

limite inverso de espacos finitos.

(b) Para todo espago profinito pontuado (X, x*), existe um tunico A-médulo profinito livre

[A(X,*)] sobre o espago pontuado (X,*), isto € [A(X,*)] = lm[A(X},*)], onde
x) = lim(X;, %) € qualquer decomposicao de x) como um limite inverso de espacos

(X, %) = lim(X}, ) € qualquer decomposicio de (X, ) limite i de espag

pontuados finitos.

Demonstragao: Vide Proposigao 5.2.2 em [R-Z-00].

1.8 Grupos pro-p agindo em arvores pro-p

Um grafo é um conjunto I' com um subconjunto distinguido V' = V(I") (o conjunto dos
vértices de I'), junto com as aplicagoes, do,d; : I' — V', que séo as identidades em V. Os
elementos de F = E(I') =I' — V(I') s@o as arestas de I'. Seja e € E, entao dy(e) e dy(e)

sao chamados os vértices inicial e final de e, respectivamente.

Um grupo G age sobre um grafo I' se G age no conjunto I' de tal maneira que

d;(gm) = gd;(m) para todo g € G, me I, i=0,1.

Um espago topoldgico X é um espago profinito se ele é o limite inverso de espagos
discretos finitos. Em outras palavras, X é profinito se ele é compacto, Hausdorff e total-
mente desconexo. Um grafo I' é chamado um grafo profinito se I' é um espaco profinito,
o conjunto de vértices V(I') é fechado (e assim profinito) e as duas aplicagoes incidentes
do,d; : T' — V(I") sdo continuas. Se E(I") é fechado, é suficiente definir dy e d; conti-
nuamente em E(I'). O conjunto de arestas E(I') de um grafo profinito I' ndo precisa

ser um subconjunto fechado (e portanto compacto) de I'. Sendo assim, grafos abstratos
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finitos sao grafos profinitos.

Um grafo profinito I" é conexo se todos seus grafos quocientes finitos sao conexos como

grafos abstratos.

Seja I' um grafo profinito. Denotamos por (E*(T'), *) o espago quociente I'/V(T') com

a imagem de V(I') como um ponto distinguido *. Consideremos a sequéncia
0 — [Fp(E(D),#)] — [FpV (D) —= Fp — 0 (1.2)

de Fy,-médulos profinitos tal que e(v) = 1 para todo v € V(I'), d(€) = di(e) — do(e)
se € ¢ a imagem em E*(I') da aresta e € E(I'), e 6(x) = 0, onde [Fp(E*(I'),*)] é um
F,-médulo profinito livre sobre o espago profinito (E*(I),*), [FpV(I')] ¢ um Fy-médulo
profinito livre sobre o espago profinito V(I') e 6, sao homomorfismos (pois, [FpV (I')]
e [Fp(E*(T), )] sao Fp-médulos profinitos livres, portanto pela propriedade universal
para Fp-médulos profinitos livres temos que ¢ e € induzem homomorfismos continuos, os
quais denotaremos pelas mesmas letras). Obviamente, Im(5) < Ker(e). E ' ¢ dito uma

arvore pro-p se (1.2) é uma sequéncia exata.

Observe que se E(I') é compacto (que é o caso para a maioria dos exemplos impor-

tantes), entao

[Fp(£5(), )] = [FpED)].

Seja G um grupo profinito e I' um grafo profinito. Suponhamos que G age conti-
nuamente sobre o espaco profinito I' pela esquerda. Dizemos que G age sobre o grafo
profinito I (pela esquerda) se d;(gm) = gd;(m) para todo g € G, m € ' e 1 = 0, 1.

Define-se G,,, = {g € G| gm = m} sendo o estabilizador de um elemento m € I'.

Proposicao 1.8.1. Sejam L um grupo pro-p agindo sobre uma drvore pro-p T e

L={Ly, | meT) osubgrupo gerado por todos estabilizadores. Entio L ¢ normal em L

e L/Z ¢ um grupo livre pro-p. Além disso, T/Z € uma drvore pro-p.
Demonstracao: Vide Proposicao 3.5 e Corolario 3.6 em [Ri-Za-00].
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Seja G = G Iy G5 um produto pro-p livre amalgamado. Entao, o grafo padrao

S = S(G) é definido como segue:

S = G/H| G/Gi| ] G/G,
V(S) = G/Gi|) G/Ga. (1.3)
do(gH) = gGi, di(gH) = gG>.
Obviamente, G' age naturalmente sobre S(G). Os estabilizadores de vértices sdo conjuga-

dos de GGy ou G, e os estabilizadores de arestas sao conjugados de H. O grafo quociente

S(G)/G é uma arvore finita tendo uma aresta e dois vértices

Agora, se considerarmos G = HNN(H, A, t) = <H,t | tat™" = f(a), Va € A> uma

HNN-extensao pro-p, entao o grafo padrao é definido da seguinte maneira:

S = G/A|) G/H,
V(S) = G/H, (1.4)
do(gA) = gH, di(gA) =gt 'H.

O grupo G age naturalmente sobre S(G). Os estabilizadores de vértices sao conjugados
de H e os estabilizadores de arestas sdo conjugados de A. O grafo quociente S(G)/G é

exatamente um laco: uma aresta com um tnico vértice

O

Teorema 1.8.2. Grafo padrao é wma drvore pro-p.
Demonstracao: Vide Teorema 4.1 em [Ri-Za-00].

Teorema 1.8.3. Seja G = HNN(H, A,t) uma HNN-eztensdo pro-p prdpria. Entdo,
HNgHg ' <bAb!
para algum b € Ht U H, sempre que g ¢ H.
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Demonstracao: Vide Teorema 3.12 em [Z-M-89] juntamente com a construcao S(G)

em (1.4).

Em nosso resultado, precisamos de uma afirmacao um pouco mais precisa. Por isso,

enunciaremos o corolario a seguir:

Corolario 1.8.4. Sejam G = HNN(H,A,t) uma HNN-extensao pro-p propria e

S = S(G) a drvore pro-p definida pelas equagoes (1.4). Entao, na equagdo

HNgHg ' <bAb!

-1

do teorema precedente, teremos que b € H se HNgH g™ estabiliza uma aresta terminando

no vértice 1H eb € Ht se HNgHg™ ! estabiliza uma aresta comegando no vértice 1H .

Demonstragao: Consideremos e = 14 em (1.4), assim e ¢ uma aresta que comega

no vértice 1H e a aresta te é a translagao de e = 1A por ¢.

Como HNgHg ' < bAb~' e b € Ht U H, temos que bAb~! estabiliza a aresta be.
Portanto, se b € H entao H N gHg™! estabiliza uma aresta que comeca em 1H e, se

b€ Ht entao H N gHg ™! estabiliza uma aresta que termina em 1H pois

bAb~! = htAt*h™!, onde he H

e tAt~! estabiliza a aresta te. Logo, uma aresta estabilizada por H N gHg~' comeca ou

termina em 1H, mas toda aresta que termina em 1H é uma translacao de e = 14 e toda
aresta que comeca em 1H é uma translacao de te, por elemento de H. Desta forma, por

um lado, se a aresta estabilizada por HNgHg™*

¢ uma translacao da aresta e = 1A, entao
HnNngHg ! <bAb~! com b € H. Por outro lado, se a aresta estabilizada por H N gHg*

¢ uma translacao de te, entao H NgHg ' < bAb~! com b € Ht.

Teorema 1.8.5. Seja H um grupo pro-p agindo sobre uma drvore pro-p T. Entdo, uma

das sequintes condicoes é valida:
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(a) H= H, € o estabilizador de um vértice v de T.
(b) H tem um subgrupo livre pro-p ndao abeliano P tal que PN H, = 1 para todo vértice
vdeT.
(¢) Existe uma aresta e deT cujo estabilizador H, € normal em H, e o grupo quociente
H/H, € solivel e isomorfo a um dos sequintes grupos:

(1) Zp;

(2) um grupo pro-2 diedral infinito Zs x Cy = Cy 11 Cs.

Demonstracao: Vide Teorema 3.18 em [Ri-Za-00].

Lema 1.8.6. Seja G = Fy g Fy, onde F;, i = 1,2 sdo grupos pro-p livres finitamente

gerados e C' um subgrupo ciclico mazimal em F, Fy, entao Z, X Z,, nao € subgrupo de G.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que H = Z, x Z,, < G. Consideremos
S(G) o grafo padrao de G definido pelas equagoes (1.3), entdao pelo Teorema 1.8.2 temos
que S(G) é uma arvore pro-p e G age sobre S(G). Assim, H também age sobre a arvore
pro-p S(G). Portanto, aplicando o teorema 1.8.5 para H, temos que Hﬂ & Z,, onde
H. < H é o estabilizador de e € S(G). Portanto, H, é conjugado de um subgrupo de C,

logo conjugando H em G, podemos assumir que H, < C. Entao, pela Proposicao 1.5.9
Ne(H.) = Np, (H.) e Ng,(H,.),
mas pelo Lemal.4.8Np (H,.) = C, i = 1,2, ou seja,
Ng(H,) =Clle C = C.

Como H, < H, teremos H < Ng(H.), portanto H < C, o que é um absurdo. Logo, H nao

é subgrupo de G.

Proposicao 1.8.7. Seja {Ly,Yuv, I} um sistema projetivo enumerdvel totalmente or-

denado, onde I é uma familia de subgrupos normais abertos, Ly = HNN(My,Cy,ty)
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¢ uma HNN-extensio pro-p e L = limLy limite inverso sobrejetor tal que |My| < oo.
Entao,
L=HNN(M,C,t),

onde M = limM,,, C = limC’{] com M('J conjugado de My e C';] conjugado de Cl.

— —

Demonstragao: Para subgrupos normais abertos, U < V, temos o epimorfismo
Yyy : Ly = HNN(My,Cy,ty) — Ly = HNN(My,Cy,ty),
onde C[;El < My e |My| < oco. Assim, pelo Teorema 1.6.4,
Yuv(My) < MY, onde Iy € Ly.
Seja Iy € ¥y (ly). Entdo, substituindo
1 i1

- -1 -1
My por MUIU , Cy por C’UZU , C’JU por C’UtU o , ty por Iyt

e fazendo isto em todo caminho de baixo para cima, teremos ¥yy (My) < My . Portanto,

{My,¥yy} é um sistema projetivo, onde U < V.

Sendo assim, como Cy = My N MUtU, temos

t71

—1
Yuv(Cy) < My 0 MY e g (CF ) < MYV A My

Agora, se Yyy (ty) € My para algum V| como ¢yy (My) < My, o homomorfismo ¢y
nao é um epimorfismo, pois Yy (Ly) < My # Ly, o que é uma contradigdo. Portanto,

Yuv(ty) € My . Desta forma, pelo Teorema 1.8.3,

Yoy (Cy) < CFY e va(C'?l) < C’V?"%V(t?), onde g, € Myty U My. (%)
Sendo assim, teremos duas possibilidades: gy, € Myty ou gy € My .

(i) gv € My.

-1
Assim, tomando gy € @DEH My (gv) e substituindo Cy por C7¥ de tal maneira que
fazendo isto em todo caminho de baixo para cima, podemos assumir ¥y (Cy) < Cy.

. . . ot ot
A U Vv
Além disso, precisamos mostrar que podemos assumir ¢y (Cf ) < C)Y .
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—1 —1
(o) E, ainda, temos que C’[t]U estabiliza uma

-1
Por (x), temos que z/JUV(C[tJU ) < C‘fvww
aresta que termina no vértice 1My da arvore pro-p Ty de Ly, definida pelas equagoes

(1.4). Portanto, considerando U < V' temos o diagrama

Ly = HNN(My, Cy, tyy) — = Ly, = HNN(My, Cy, tv)

Ly /(Mp)™ = Z,, = (tv) —""—= Lv [(My)™ = Z, = (tv).

Sendo assim, temos que Ty, = Ty / (MV>LV ¢ uma arvore pro-p pela Proposigao 1.8.1 sobre
a qual Z, = (ty) age livremente e, considerando o vértice vy = ay (1My ) como a imagem

, . / .
do vértice 1My em Ty, teremos uma aresta terminando e outra comegando em vy.

Desta forma, pelo Corolario 1.8.4 como ¢y (Cy) estabiliza uma aresta que termina
no vértice 1My, segue que a aresta estabilizada por ¥y (C’(t}; 1) ¢ a translacao da aresta
estabilizada por 1y (Cy) < Oy pelo elemento gyiyy (t;'). Mas, analisando a imagem
gvtbuv(tg') no grupo Z, = (ty), temos que ay(gy) ¢ trivial. Assim, oy (¢Yyv(t7')) €
gerador de Z,, = (tv). Portanto a agao de ay (¢Uv(t51)), na imagem da aresta estabilizada
por Yyy(Cy) em T{/, estabelece uma translacao nao trivial de uma aresta que termina
no vértice vy, da arvore pro-p Ty,, para a aresta que comega em v5. Como o morfismo
Ty — T‘// preserva a orientacao da imagem da aresta estabilizada por ¢y (C’(t}? 1), temos

-1
que Yyy (C’tUU ) estabiliza uma aresta que comeca em 1My . Logo,

—1 /

C(ngUV(t[_jl) _ Ctv 9y 1 !
v = () ", para algum g, € My.

, o -1 —1 -1
Portanto, considerando gy € ¢5‘1/‘ My (gy) e substituindo C’[t}’ por C;U U obtemos

-1 -1 -1 -1 RN | -1
wUV(CtUU 9 ) S C‘%VT/}UV(':U )¢UV(9U ) — Cf/v gv(gv) — C‘t/v )

(11) gy € My ty.

Argumentaremos de modo andlogo em (i). Temos que gy = myty, onde my € My.

Como Yy (Cy) < CYY, consideraremos my € ¢(}‘1,| My (my ). Entao, substituindo ¢y por
-1 -1

tal e Cy por C’tUU " similarmente ao caso gv € My, obtemos ¥y (Cy) < Cy. Isto reduz

B —1
esta situagao ao caso (i), j4 considerado. Assim, ¢UV(CU)tU1 < C’f}’ )
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Agora, consideremos o epimorfismo ¢y : L — Ly tal que K seja o ntcleo de .

Entao, existe Ny <, L tal que Ny N My = K N My. Seja
QU = {TU e L | (CNU)TU = CtNU e <MNU,TU> = L},

onde ¢ = limCy e Cy = éi_mC'fJU. Desta forma, pela projecao vy, teremos que

wal(tU) C Qu, ou seja, Qp é diferente de vazio. De fato, pois o diagrama comutativo a

seguir

I YU Ly

O A

L/Ny

nos permite reescrever )iy da seguinte maneira:
Qu = {7 € L au(C)"™) = ay(C) e (au(M), av(m)) = L/Nu }.
Mas, por um lado, em Ly, temos as igualdades
Yo (Cy)?) = vy (C) = Cf' e (Cu,tu) = Lo,
para todo 7y € ;' (ty). E isto implica, pelo epimorfismo fy, que as igualdades
oy (C) ) = ay(Cy) e (ay(M), ay(ty)) = L/Ny
sao satisfeitas em L/Ny.

Por outro lado, para subgrupos normais abertos Ny, Ny € L tal que Ny < Ny e para

todo 7y € Qu, teremos
(CNv)TU = CtNV (§] <MNV77-U> = L,
pois o subgrupo Ny contém o subgrupo Ny. Portanto, Quy C Qv .

Além disso, podemos escrever Qu = ty N (C). E como N (C) é um subgrupo fechado,
entdo Qu também é fechado e portanto compacto. Logo, @ = [ Qu é diferente de vazio,

ou seja, existe t € Q.
Como Ly = HNN(My,Cy,ty), entao temos que

Ly = {(My,ty | ¥ = fu(cw)),
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onde fy : Cy — C’[t}; 1 é um isomorfismo e cy é gerador de Cp. Seja t;; a imagem
de t em Ly, isto é, Yy(t) = t;. Mas, C'f}_]l = C’gl’])i1 e portanto t;'t, € N, (Cy),
ou seja, t/U = tyny para algum ny € N7, (Cy). Em seguida, definimos o isomorfismo
fuo: Cy — CtU[?1 tal que f;(cy) = (fU(cU))nal, onde ¢y € Cpy e ny é exatamente o

elemento tal que t/U = tyny. Assim, podemos reescrever
Lo = My ty | 97 = (fulen))™ ).
Desta forma, obtemos que Ly pode ser escrito da seguinte maneira
Ly = HNN(My, Cy, ty,),

pois t;; = tyny para algum ny € N, (Cy) e C* = C;. Logo, temos que L = HNN (M, C, 1),
pois

HNN(M,C,t) = limHNN(My, Cy,ty). (s5)
O que conclui a demonstragao, lembrando que My e Cy em (xx) sdo conjugados de My

e Cy considerados inicialmente.

A ferramenta chave para a prova do nosso resultado principal é a seguinte

Teorema 1.8.8 (Herfort e Zalesski [H-Z-07]). Seja G um grupo pro-p virtualmente livre
finitamente gerado agindo sobre uma drvore pro-p T com estabilizadores de vértices finitos.
Entao G fatora como um produto amalgamado nao trivial ou uma HNN-extensdo sobre

algum estabilizador de aresta.

Demonstracao: Vide Teorema 5.6 em [H-Z-07].
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Resultado Principal

No artigo [B-62], Gilbert Baumslag mostrou que todo subgrupo 2-gerado do produto livre
amalgamado K = (F % F;u = u) (onde F e F sao grupos livres isomorfos e u € F gera
seu préprio centralizador), é um grupo livre. Mostramos, neste capitulo, um resultado

similar para grupos pro-p livres.

Teorema 2.1. Seja G = Iy 1L Fy, onde F;, i = 1,2, sao grupos pro-p livres finitamente
gerados e ¢ € o gerador de seu proprio centralizador em Fy e Fy.  Se L € um subgrupo

2-gerado de G, entao L € um grupo pro-p livre.

Demonstracao: Seja S = S(G) o grafo padrao definido pelas equagdes (1.3), entao,
pelo Teorema 1.8.2, S(G) é uma &rvore pro-p padrao. Assim G age em S. Considerando
L= <Lm]—m€S> (onde L, é estabilizador de m € S), pela Proposi¢ao 1.8.1, temos que
L/ L é um grupo pro-p livre. Logo, podemos assumir que L # 1, pois se L = 1 ndo ha

nada a provar.

SejaU<, L e U={((UNF)|leL i=1,2)=(UNF|lel,i=1,2). Assim
U<aL e (L/fj)/(U/fj) =~ [,/U que é finito, ou seja, L/U é um grupo pro-p virtualmente

livre, pois a proposigao 1.8.1 garante que U/ U é um grupo pro-p livre. Além disso, a

41



Capitulo 2. Resultado Principal

proposigao 1.8.1 também nos garante que S/ U é uma &rvore pro-p sobre a qual L/ U
age. Portanto, o teorema 1.8.8 nos garante que o grupo pro-p L/ U decompode-se em um
produto pro-p livre amalgamado nao trivial ou uma HNN-extensao pro-p com subgrupo

associado finito.

Seja I a familia de todos subgrupos normais abertos em L, entao I é um conjunto
dirigido com respeito a ordem <" definida por V <'U se, e somente se, U é um sub-
grupo de V. Desta forma, pela Proposicao 1.2.3 teremos que I é um conjunto enu-
merével pois L é finitamente gerado e, portanto, podemos considerar o conjunto cofinal I’
de I como uma familia enumeravel de ntimeros naturais. Sendo assim, para V < U
tomando ayy : L/U — L/V definida por aUV(lU) = [V, | € L, obtemos o sis-
tema projetivo {L /U, apy, I '}. Assim, L juntamente com homomorfismos compativeis

ay : L — L/U é o limite inverso do sistema, isto é, L = lim L/U.
<loL

Agora, temos apenas dois casos: L = Le L/Z = 7Z,, pois se G(z,y) é um grupo pro-p

livre 2-gerado, temos os epimorfismos

G(w,y) —" L——"=LJL.

Mas, se L/Z é um grupo pro-p livre 2-gerado, entao pgp; € um isomorfismo, isto é,
G(z,y) = L/Z Portanto, obtemos também que p; é um isomorfismo, ou seja, L é um

grupo pro-p livre.
1° Caso: L=L.
Por um lado, L/ U nao pode ser uma HNN extensao com subgrupo associado finito,
pois se L/fj = HNN(My,Cy,ty), entao
(L/U)/(M)"Y =2, = (t). (1)
Mas, por outro lado, considerando
H=(LNE)/UNLNF)=(LNF)/(UNLNEY), onde geaq, (2)

teremos H finito, pois U <, L, isto ¢, L/(~] ¢ gerado por elementos de torgao.
Assim, de (1) e (2) L/U ndo pode ser uma HNN-extensdo. Sendo assim, o restante

da demonstracao segue da seguinte afirmacao

42



Capitulo 2. Resultado Principal

Afirmagao: Se L/ U= Ly ¢, Loy é um produto pro-p livre nao trivial com amal-
gamacio ciclica para infinitos U € I’ (isto é, Cy # Ly e Cy # Loy), entdo L é um grupo

pro-p livre.

Pela Proposicao 1.5.12 temos que Ly ou Loy é ciclico. Sem perda de generalidade,
consideremos Ly ciclico. Portanto, ciclico finito, pois L/ U é gerado por elementos de

torcao.

Note que, Loy = LQU/(LQU N (U/(?)) é finito. Assim, tomando Ly = Lyy g, Loy,
que ¢ um produto pro-p livre amalgamado nao trivial, obtemos L = [imLy = @L/ U.

Entao, teremos o homomorfismo
¢vv : Ly = Liy e, Loy — Ly = Ly Uy, Loy

Mas subgrupos de ordem finita sao levados em subgrupos de ordem finita, logo pelo

Teorema 1.5.8
l —_ —1
eov(Liv) < Ly e puy(Lay) < Ly

Queremos por meio do homomorfismo continuo ¢yy encaixar Ly em Ly, de tal

maneira que no produto pro-p livre amalgamado Ly, Liy nao seja alterado.

Sendo assim, consideremos l;y € @iy (Lyv). Entdo, substituindo Ly por Lllg’]} e
fazendo isto em todo o caminho de baixo para cima (ou seja, estabelecer o automorfismo
Ly — LZU‘;1 para cada U, onde Iy € ;1 (ly)), teremos ¢py(Liy) < Liy. E como Cy é
subgrupo ciclico préprio finito de L;;, podemos escrever Cyy = p'v Ly para cada U. Mas,
ouv(Cr) < Ly e ppv(Cy) < Zl;“//, ou seja, pyy (Cy) < lemfl;&’. E, pelo Teorema 1.5.8,
Ly ﬂfl;‘,/ < bCyb7', onde b € Lyy. Entao, ppy(Cy) < Cy, pois Ly é ciclico. Desta
forma, temos que (c) = C' = limCy que € um grupo ciclico infinito. Entao €' = pt Ly, onde
Ly =limLy et =0out= o0, pois, por hiptese, ¢ gera seu proprio centralizador em L.
Portanto, se t = 0 teremos C' = L, = @Lw. E além disso, se C' # 1, entao L, é ciclico
nao trivial. Logo, pelo Lema 1.3.8, a projecao ¢y : Ly — Lyy ¢ sobrejetora a partir de

algum U. Entao, Ly nao é um produto pro-p livre amalgamado nao trivial. Se C' = 1,
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o que sempre acontece quando t = oo, teremos, pelo Lema 1.3.7, que @(C@LU = 1.

Portanto,

L= lszU = limLU/<OU>LU = ML[(LIU/OU) II (ZQU/<CU>ZQU)i| .

— Y

Agora queremos encaixar o produto pro-p livre (LlU / C’U) 11 (ZQU / (C’U>ZZU) sobre o pro-
duto pro-p livre (LIV/C’V) I (ng/<0‘/>fzv). Mas, ja mostramos que a imagem de Ly
por meio do homomorfismo ¢, € um subgrupo de Ly, entao resta mostrar que a imagem

de Loy é um subgrupo de Loy. Para isto, faremos analogamente & construcao acima. Seja
_ __ 71
loy € gog%/(lgv). Entao, substituindo Loy por L;ﬁU (0 que, pelo Lema 1.5.2, nao altera a

estrutura do produto pro-p livre amalgamado ) e fazendo isto em todo o caminho de baixo
para cima estabelecendo a conjugacao em todo o grupo Ly, teremos oy (Loy) < Loy .

Assim,

L= tim| (B €)1 (T )| = im (L ) W im (T /(€0) ™)
Como L é 2-gerado e Ly /Cy é ciclico, temos que Loy / <C’U>ZQU também é ciclico. Logo,
L=7,12%,,
ou seja, L é um grupo pro-p livre.

2° Caso: L/L~1Z,.

Sendo assim, podemos assumir que L/(j’ = HNN(My,Cy,ty) é uma HNN-extensao a
partir de algum U, onde Cy é um grupo ciclico finito, pois caso contrario, pela afirmacao

feita no 1° caso, teremos o resultado desejado.
Observe que, pela Proposigao 1.8.1, U/ U é um grupo pro-p livre, entao
(U/0)N Cy=1=(U/T)NCY |
Assim, considerando Ly = HNN(My,Cy,ty), onde My = MU/(MUO (U/ﬁ)) e
|My| < oo, teremos L = limLy = @L/l}
Para subgrupos normais abertos de L, U <V, temos o epimorfismo
Yoy : Ly = HNN(My,Cy,ty) — Ly = HNN(My,Cy,ty),
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onde UU% < My e |My| < oo. Assim, pela Proposicio 1.8.7 temos que
L = HNN(M,C,t), onde M = @M& e C = M@& com M[} conjugado de My,

e Cy conjugado de Cy.

Temos ainda que HNN(My,Cy,ty) é um grupo pro-p 2-gerado, assim
HNN(My,Cy,ty) também é um grupo pro-p 2-gerado. Entdo, o corolario 1.6.6 garante
que My é um grupo pro-p no méaximo 2-gerado. Desta forma, teremos dois subcasos: M

2-gerado ou My 1-gerado.
i) My 2-gerado.

Temos que Z/ﬁ = <Lm/(U N Lm) |m € S> e como Lm/(U N Lm) é finito, obtemos que
L/U ¢ gerado pelos elementos de tor¢ao de L/U, ou seja, L/U = <Tor(L/[7)>. Assim,
LU < <MU)L/[7. Por hipétese, L/L = Z,,, entao (L/ﬁ)/(i/ﬁ) = Z,. Além disso,

a: (L/0) /(L)) — (L/T)/(My)""

¢ um epimorfismo e (L/ﬁ)/(MU>L/U = Z,. Portanto, a ¢ um isomorfismo. Logo,

LU = (MU>L/[7, ou seja,
(Mp)H7 = <Tor(L/(7)>. (%)

Considerando L/U = HNN (My /{Tor(My)), 1,ty) = My /(Tor(My)) 11 (t/), temos um
epimorfismo de L/(} para L/_ﬁ Mas, pela Proposicao 1.4.9, MU/<T07"(MU)> é um grupo
pro-p livre. Assim, por (x) temos que a imagem de <T07"(L/(7)> em My /{Tor(My)) é
trivial e, consequentemente, a imagem de My também é trivial. Portanto,
(MU/<T07‘(MU)>) = 1, ou seja, My = <TOT(MU)>. Logo, My = MU, pois My age
sobre a arvore S/[? e como My = <T0r(MU)>, obtemos a igualdade. Entao, My = MU e

—~

M = limMy = limMy = limMy = M.

Desta forma, pelo 1° caso obtemos que M = F(x,y) é um grupo pro-p livre 2-gerado.
Sendo assim, L = HNN(M,C,t) = HNN(F(x,y),C’,t). Portanto, se o subgrupo
(C,C") # F(z,y) entao, pelo Lema 1.6.7, L é 3-gerado, o que é um absurdo, pois, por
hipétese, L é 2-gerado.  Sendo assim, (C,C") = F(z,y). Entao

L={(C,C"t|t'Ct=C"=(C,t]| ).
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Logo, L é um grupo livre.
ii) My 1-gerado.

Entdo [imMy = Z, e, portanto, L = HNN(C, C,t). Mas, (Z,)! < C, entdo t norma-
%

liza C' que também ¢ Z,. Logo,
L=HNN(C,C,t) = Z, X Zy,.

O que nao pode acontecer pelo Lema 1.8.6, o que conclui a demonstragao.
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