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Resumo

Sejam Ag, Ay, -+, Ap_1 subconjuntos finitos e nao vazios de um corpo K e seja
sk(xo, 1, -+ ,xp—1) o polindmio simétrico elementar de grau k em h varidveis. Apre-
sentamos estimativas para o nimero de elementos dos conjuntos das imagens de todas
as h-uplas de Ay x A; x -+ x Aj,_1 pelo polindomio s;, com e sem a restricao de que os
elementos em cada upla sejam dois a dois distintos. Em nosso desenvolvimento somos
levados a estudar o conjunto das (0,1)-matrizes cuja soma dos vetores-linha é igual ao
vetor ¢ € Z" e cuja soma dos vetores-coluna é igual ao vetor r € Z!. Uma férmula para
o calculo do numero de tais matrizes é apresentada no caso particular em que todas as

coordenadas do vetor r sao iguais.

PALAVRAS-CHAVE: Teoria Aditiva, Método Polinomial, (0, 1)-Matrizes, Caminhos

em Z".



Abstract

Let Ag,Ay,---,Ap,_1 be finite non empty subsets of a field K and let
sk(xo, 1, ,xp—1) be the elementary symmetric polinomial of degree k in h
indeterminates. Here we present some estimates for the cardinality of the sets of the
images of all h-uplas of Ag x A; X --- x Aj,_1 by the polinomial s;, with and without
the restriction that the elements of the h-uplas are pairwise distincts. For this purpose,
a study of the set of (0,1)-matrices in which the addiction of row-vectors is the vector
c € Z" and in which addiction of the column-vectors is the vector r € Z¢ is presented. A
formula for the precise number of such matrices is shown in the particular case where all

the coordinates of the vector r are equal.

KEYWORDS: Additive Theory, Polinomial Method, (0, 1)-Matrices, Paths in Z".
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Lista de Simbolos

Conjunto de vetores 3 € Z" com exatamente k coordenadas iguais a 1 e h — k
coordenadas nulas

Conjunto de matrizes de zeros e uns com soma dos vetores-linha igual ao vetor
c € Z" e com k uns em cada linha

Numero de k-caminhos da origem até o vetor c

= {F(a07"' ,ah_l)/ai c Au 1= O,Lh— ]_, (S G(ao,"' 7ah_1) 7é O}
={c=(co, -+ ,cn1)€EZ":0<¢c;<tecy+ -+ = kt}

= {(50,--- Sho1) EZN0<sp< - <sp  <t+h—1le Y ico si:kt—i-(;)}
= {(so,--- L Sho1) EZN0<s5p< - <1 <t+h—1le Z?:_Olsi:kt+(h)}

B A

= (To(0)s To(1)s """ + To(h-1))

_J 0 se a=0

11 se a#0.

Conjunto das fungdes o : {1,2,--- ,t} — N tais que a(i) <n parai=1,--- ¢



Introducao

Em 1813 Augustin Louis Cauchy publicou um artigo ([5]) onde apresentou uma demons-

tragao para um resultado devido a Lagrange que afirma que a equagao
az® + by* + ¢ = 0(modp)

tem solugao para todo primo p e para todos a,b # 0(modp). Para auxiliar em sua de-

monstracao do resultado de Lagrange, Cauchy demonstrou o seguinte teoremas:

Teorema. Seja p um nimero primo, sejam A, B C Z, e denote por A + B o con-
gunto {a+b:a€ Abe B}. Entao |A+ B| > min{p,|A| + |B| — 1}.

p—1

5 residuos quadréticos médulo p, Cauchy tomou

De fato, sabendo que existem
A = B = {residuos quadraticos médulo p} | J{0} e usou o teorema acima para concluir
que |A+ B| > ’%1 +1+ p%l + 1 —1 = p que implica o resultado de Lagrange.

Mais de cem anos depois, Davenport ([6], 1935), sem conhecimento do trabalho de
Cauchy, demonstrou o mesmo resultado, mas publicou uma nota histérica doze anos mais
tarde ([7], 1947) onde dizia que o teorema ja havia sido provado por Cauchy, razao pela
qual o teorema se consagrou com o nome Teorema de Cauchy-Davenport.

Em Teoria Aditiva dos Numeros, resultados como o de Cauchy-Davenport, nos quais
se comega com conjuntos A e B e se busca informagoes sobre o conjunto A + B, sao
conhecidos como Problemas Diretos. Em um Problema Inverso, comeca-se com A + B e
tenta-se deduzir informagoes sobre os conjuntos A e B. O problema inverso de caracteri-

zar os conjuntos A e B para os quais vale a igualdade no Teorema de Cauchy-Davenport

(os chamados conjuntos criticos) foi resolvido em 1956 por Vosper ([23]):



Teorema. (Vosper) Os conjuntos A, B C Z, sdo criticos se uma das sequintes condigoes

ocorre:
1. |A| +|B| > p;
2. min(|A|,|B|) = 1;
3. A e B podem ser representados como progressoes aritméticas de mesma razdo;
4. A= (Z,— (c — B)), para algum c € Z,.

O Teorema de Cauchy-Davenport tem sido generalizado em diversas diregoes. Por
exemplo, através de um exercicio facil de indugao (veja [19], pag 44) é possivel mostrar
que

[Ao + A1+ + Apa| = min{p, [Ao| + [Ar] + -+ + [Apa| — A+ 1} (1)

Uma generalizacao do Teorema de Cauchy-Davenport consiste no seguinte: para in-

teiros 1 < k < h, seja

se(xo, 1, , Tp—1) = E TigTiy -+ Tip_,
0<ig<iq <-<ip_1<h—1

o polindbmio simétrico elementar de grau k& em h variaveis. Denotando por
sk(Ag, A1, -+, Ap_1) 0 conjunto
{sk(ao, a1, ,an-1) : (ap,a1,- -+ ;ap-1) € Ag X Ay X -+ X Ap_1}

Dias da Silva e Godinho ([8], 2002. Veja também [13]) provaram que, para p suficiente-

mente grande,

|Ao| + [A1| + -+ |Ana| — R

|sk(Ao, A1, -+, Apq)| > 3

+1. 2)

Um problema inspirado por, mas diverso daquele sobre o qual versa o Teorema de

Cauchy-Davenport, foi considerado por Erdos e Heilbronn nos anos 60:



Conjectura. Para p primo e A C Z, seja 2"A = {a+d : a,d € A com a # da'}.
Entao |2"A| > min{p,2|A| — 3}.

Em [11], 1980, os autores se admiram pelo fato de esta conjectura ainda nao ter sido

provada,

. It is surprising that this old question of Erdds and Heilbronn is still open.

(pag 95,1 13-14)

mas s6 em 1994 Dias da Silva e Hamidoune ([9]), usando resultados de algebra multilinear,
espacos de Grassmann e teoria de representacoes de um grupo simétrico, demonstraram

que a conjectura era verdadeira. Na verdade, provaram um resultado bem mais geral:

Teorema. (Dias da Silva-Hamidoune) Sejam A um subconjunto finito de um corpo
K e p a caracteristica de K se ela € finita e p = oo se ela € zero. Denotando por h™A
o congunto {ag+ar + -+ ap_1 : ap, a1, ,ap_1 € A com a; # a; sei # j}, tem se

|WNA| > min{p, h|A| — h? + 1}.

Seja sAk (A) = {sk(ag, a1, ,apn—1) : ap,a1,--- ,ap—1 € Aonde a; # aj se i # j}. Em
2005, generalizando as idéias de Dias da Silva e Hamidoune, Caldeira ([4]) demonstrou

que, com as mesmas hipdteses do teorema acima e para p > h,se k =1ou k = h — 1,

h(lAl = h)
R P ’

onde [z] indica a parte inteira do nimero real x.

entao

| 5 (A)] > mm{p,

Voltando a 1994, em [18] Nathanson demonstrou o teorema de Dias da Silva-Hamidoune
substituindo a teoria de representacdes por caminhos em Z" (um caminho em Z" é uma
sequéncia finita de vetores em Z" tais que dois vetores consecutivos diferem apenas por
uma unidade em apenas uma coordenada), e em 1995, Alon, Nathanson e Ruzsa ([2],
veja também [19], padg 106-107), usando apenas propriedades elementares de polindémios
(abordagem denominada Método Polinomial), reobtiveram o teorema de Dias da Silva-

Hamidoune como um caso particular de um resultado um pouco mais geral:



Teorema. (Alon-Nathanson-Ruzsa) Sejam Ao, A1, , Ap_1,h > 2, subconjuntos
finitos nao vazios de um corpo K e p a caracteristica de K se ela € finita e p = 0o se ela

¢ zero. Considere |A;| = k; parai=0,1,--- ,h—1 e suponha que k; # k; se i # j. Sendo

AA A
Ao+ A+ +A 1 ={a+a+--+ap1:a, €A coma; #a; sei # j},

tem se -
A A A ) - h(h+1
|AQ+A1+"'+Ah_1| me{p,;kzz—%—kl}
Se A = {by,ba, - ,by,} com m > h, o teorema de Dias da Silva e Hamidoune

pode entao ser obtido do teorema de Alon, Nathanson & Ruzsa aplicando-se este com
AO = A7 Al = A\{b1}7 AQ = A\{bla b2}7 R Ah*l == A\{bh b27 e 7bh71}-
Seja sAk (Ao, Avy -+, Apq) = {sk(ag, a1, -+ ,ap—1) : a; € A; onde a; # a; se i # j} e

h!
R(h—Fk)!"

do Nathanson, o presente trabalho apresenta a demonstragao do resultado a seguir que

n = Combinando o Método Polinomial com uma extensao da idéia de caminhos

generaliza o teorema acima (que é o caso k = 1) e a estimativa (3) de Caldeira (para todo

ke{l,2,--- h—1}):

h=1p _ h(ht1)

el

Teorema 1. Seja t =

teristica de K for positiva. Se k; # k; parai # j e k; <t+h para todo i =0,1,---h—1,
entao
| 5k (A, Avy -+, A1) > min{p,t + 1}.

Esta abordagem polinomial também permite obter a estimativa (2) que Dias da Silva
e Godinho ([8], [13]) obtiveram usando resultados de algebra multilinear, agora estimando

quao grande a caracteristica de K deve ser:



(k) —n

Teorema 2. Seja t = - e suponha que p > % quando a ca-
= n—1)!
racteristica de K for positiva. Se k; <t + 1 para todoi=0,1,--- ,h —1, entao

|sk(Ao, A1, -+, Apr)| > min{p, t + 1}.

Um comentdrio sobre a hipdtese a que estdo sujeitos os numeros k; = |A;],
i = 0,1,---,h — 1: é facil ver que se A1 = A, = --- = A1 = {0}, entdo
sk(Ag, Ay, -+, Ap_1) = {0} para quaisquer Ag, Ay, -, Ax_o C K. Seria possivel escolher
os conjuntos Ag, Ay, -+, Ax_o com elementos o suficiente para dar um contra-exemplo a
este teorema? Por exemplo, se escolhermos os conjuntos Ag, Ay, --- , Ar_3 todos com k
elementos e Ay_5 com k—1 elementos, no Teorema 2 teremos t = k—2 de modo que a cota
dada pelo teorema nao é valida. No entanto, isto ocorre porque neste caso os numeros
de elementos dos conjuntos Ay, Ay, - -, Ag—2 ndo cumprem a hipétese |4;| < t+ 1. No
Exemplo 4.7 mostramos que a unica forma de os conjuntos Ag, Ay, - -« , Ax_o satisfazerem
a hipdtese do teorema é que cada um deles tenha apenas um elemento. Mas neste caso,

a cota dada pelo teorema ¢é vélida e é atingida.

Sejam h e t inteiros positivos e sejam r = (71,79, -+ ,7¢) € ¢ = (g, 1, + , Ch_1) Vetores
com coordenadas inteiras nao negativas. No desenvolvimento da teoria que resultou nos
Teoremas 1 e 2 fomos levados a estudar o conjunto €(r, ¢) de todas as matrizes ¢t x h cujos
elementos sdo zeros ou uns e tais que a soma dos vetores-linha é igual a ¢ € Z" e a soma
dos vetores-coluna é igual a r € Z'. O conjunto Q(r,c) foi objeto de intenso estudo no
fim dos anos 50 e inicio dos anos 60 por H. J. Ryser, D. R. Fulkerson, R. M. Haber e D.
Gale e muitos importantes teoremas foram provados (veja [3] para mais detalhes). Em
[24] e [17] os autores obtiveram férmulas para o nimero preciso de matrizes em §)(r, c),
embora elas sejam ainda dificeis de serem usadas. Esta férmula considera os nimeros

pi=\{rj:r;=1i} parai=1,2,--- [ teQ; =c¢; — g;épt,i,parajzl,Q,--',t—l.



Teorema. (Perez Salvador, et al) O nidmero preciso de matrizes em (r,c) é
1ty
Q = I
ool = Y TTTT ()
TijZO ]:1 =1
onde N;j e M;; sao fungoes de p;, Q; e T;; definidas pelas sequintes formulas de recorréncia
1. Mz,] =1 pamj: 1,2,"' ,t—2 Ei:2,3,"‘ ,t—j,
2. My = Q1 — 2;12 My 1,
8. Myy = Qi+ 302 Mijia, — Yoy para j=2,3,--- t — 1,
4. Ni,l = P; pCLTCLi: 1,2,"' ,t— 1,
5. Ni,j = Ni,j—l — Mi,j—l +Mi+1,j—l pamj = 2,3,"' 7t— ler= 1,2,"' ,t—j

e onde a variacao de T;; ¢ dado pelas desigualdades de recorréencia e 0 < T;; < N;; e
j—1 t—j J—1
Qj+ 251 T = Niy <205 Ty <200y Tijink

Férmulas mais simples (que na verdade sdo ainda complexas!) sdo conhecidas apenas
no caso particular em que todas as coordenadas do vetor r sao iguais a um certo nimero
k e todas as coordenadas de c sao iguais a um nimero § e, mesmo assim, apenas para
pequenos valores de k e s (veja, por exemplo, [20], [21] e [22]). No presente trabalho, no
caso em que apenas o vetor r tem todas as coordenadas iguais ao niimero k, apresentamos
uma formula mais simples que aquela apresentada por Perez Salvador, et al, mas sem a

restricao de que k seja pequeno:

. | . .
Teorema 3. Sejan = m, sejam (i, 1 =1,2,--- n, todos os vetores com exatamente

k coordenadas iguais a 1 e n — k coordenadas iguais a 0 e seja ¢ € Z".

Ser=(k,k,--- k) €Z, tem-se

t!
‘Q(I‘,C)’: Z tllt '

t 4t tn=t
t181++tnBn=c
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O estudo das (0,1) matrizes é apresentado logo no Capitulo 1 onde é demonstrado o
Teorema 3 acima. Também ¢é ai que, generalizando a nocao de caminho em Z" definida
por Nathanson, apresentamos o conceito de k-caminho em Z", o que fornecerd a técnica
necessaria para o calculo dos coeficientes de certos produtos polinomiais mais adiante, e
entdo relacionamos os k-caminhos em Z" com as (0, 1)-matrizes.

No Capitulo 2 descrevemos o Método Polinomial sobre o qual estao fundamentados os
principais resultados deste trabalho.

No Capitulo 3 estudamos os coeficientes do polinomio (s;)" e do produto polinomial
(sk)!Ap, onde Ay é o polinomio de Vandermond em h varidveis e ¢ > 0 é um inteiro, e
fornecemos condigoes suficientes para garantir que certos coeficientes sao nao nulos, o que
é um requisito para se aplicar o Método Polinomial.

No Capitulo 4 “juntamos as pegas” para concluir a demonstracao dos Teoremas 1 e 2
e mostramos como usar o Teorema 1 para obter a estimativa (3).

Finalmente no Capitulo 5 discutimos a aplicagao dos métodos apresentados ao longo

do trabalho a outros tipos de polinomios.

11



Capitulo 1

Miscelanea Combinatodria

Este capitulo tem o objetivo de apresentar alguns resultados de combinatéria que serao
necessarios no calculo dos coeficientes de alguns produtos polinomiais. Comecamos com
um estudo sobre matrizes de zeros e uns com soma de linhas e soma de colunas pres-
critos. Em seguida, estudamos sequéncias em Z" onde vetores consecutivos diferem em

exatamente k coordenadas por apenas uma unidade.

1.1 (0,1)-Matrizes

A situacao problema que nos preocupamos por hora é a de, dado um vetor
c = (co,c1,++ ,cp_1) € ZI, estudar as matrizes com entradas zero ou um cujo nimero
de uns em cada linha é k e cuja soma dos vetores-linha seja igual a ¢ € Z", ou seja, o
numero de uns na j-ésima coluna € igual a c¢;. Iniciamos definindo exatamente quais sao

essas matrizes:

Definigao 1.1. Sejam h, k et inteiros positivos com k < h e sejac = (¢, ¢1,-++ ,Ch_1) um
vetor com coordenadas inteiras nao negativas. Uma kc-matriz de ordem t X h é uma matriz

A = (aij)ixn satisfazendo (estamos indexando as colunas de A com os numeros de

0ah—1):
1. a;; €{0,1},Vie {1,2,--- ;t} eVj€{0,1,--- ,h —1};

2. Para cada 1 < i < t, Z;:& a;i; = k;

12



. t
3. Para cada 0 < j<h—1, > a;;=c;.
Denotamos por §)(c) o conjunto de todas as kc-matrizes.

Assim, uma matriz de 0’s e 1’s estd em {2(c) desde que a soma de seus vetores-linha

seja igual a ¢ e o numero de uns em cada linha seja k.

Exemplo 1.2. Tomando h=7, k=4,t=5ec=(2,1,3,2,3,5,4), temos que

0001111
1010011
A=]10 11 1010
001 01T11
1000111

é uma 4c-matriz de ordem 5 X 7.

A primeira questao que se poe é a da existéncia de uma kc-matriz. A proposicao a

seguir fornece condi¢Oes necessarias e suficientes.

Proposicao 1.3. Dados inteiros positivos h, k e t com k < h e um wvetor
c = (co, €1, ,cp_1) com coordenadas inteiras nao negativas, existe uma kc-matriz de
ordem t X h se, e somente se, o vetor ¢ cumpre as sequintes condi¢oes:
(i) Yo = kt; (1.1)
(i) 0<¢; <t,Vj €{0,1,--- ,h—1}.
Demonstracgao. Se existe uma kc-matriz, fazendo uso dos axiomas 2 e 3 da Definicao

1.1, a primeira condicao segue da igualdade

h—1 h—1  t t rh-1 t
SEED MDD 91Dt B S
j j ' i=1 L j=0 i=1
enquanto que a segunda segue diretamente do fato de que, pelo axioma 1, em cada coluna
da matriz ha no minimo 0 e maximo ¢ elementos iguais a 1 e a soma deles, pelo axioma
3, ¢ igual ao ¢; correspondente. Isto demonstra a necessidade.

A suficiéncia é demonstrada por indugao sobre t. Quando ¢ = 1, as condigoes (1.1)

impoem que ¢ = (cg,c1,+++ ,c41) € Z" tem exatamente k coordenadas iguais a um e

13



as demais sao nulas. Assim, a kc-matriz procurada é uma matriz linha que coincide
com o vetor c. Seja t > 1 e suponhamos que as condigoes (1.1) sejam suficientes para a
existéncia de uma kc’-matriz para todo vetor ¢’ = (cj, ¢}, -+ ,c},_;) € Z" que as satisfaga.

Seja ¢ = (co,c1, -+, cp_1) € Z" um vetor satisfazendo as condicoes

h—1
(1) ijo ¢; =k(t+1);
(2) 0<¢ <(t+1),vj€{0,1,--- ,h—1}.
Note que o nimero de coordenadas nao nulas no vetor ¢ é maior do que ou igual a k. De
fato, se fosse menor, a condi¢ao (2) faria com que a soma em (1) fosse E;:é c; < k(t+1).
as k maiores coordenadas de ¢ (usando qualquer critério de desempate

Sejam ¢j,, -+, ¢,

em caso de igualdade) e defina o vetor ¢’ por

/ {Cj_l sej€{j, .k}

C, = ;.
J Cj caso contrario.

Note que a condi¢ao (1) impoe que o numero de coordenadas de ¢ que sdo maiores

do que t nao excede a k, pois o contrario implicaria que Z?;é ¢;j > k(t+1). Assim, é

facil ver que o vetor ¢’ satisfaz as condigoes (1.1) e, por hipdtese de indugao, existe uma

kc'-matriz A;yp. Acrescentando a esta matriz um vetor-linha com 1’s nas coordenadas de

posigoes ji,- - ,Jr € 0 nas demais coordenadas, temos uma kc-matriz e a demonstragao
estd completal.

O

A demonstragao acima nos fornece um algoritmo para se construir uma kc-matriz

A = (a; j)ixn quando o vetor ¢ = (cg, ¢y, ,cp1) € Z" satisfaz as condigdes (1.1):

Algoritmo 1.4. Seja ¢ = (co,c1,-++ ,ch_1) € Z" um vetor satisfazendo as condigioes
(1.1).
Passo 1. Faca v, = c;

Passo 2. Para i variando de maneira decrescente de t até 1 faca

LA demonstracdo da Proposicdo 1.3 também pode ser feita pelo uso direto das caracterizacdes de Ford-
Fulkerson ou de Gale-Ryser das (0,1)-matrizes (veja [3]). Em verdade, somente tomamos conhecimento
dessas caracterizagoes algumas semanas apos concluirmos a demonstragao aqui apresentada. Decidimos
manter esta demonstracdo por seu aspecto construtivo, que deu origem ao Algoritmo 1.4.

14



e Sendo ji, jo, -, Jk as posi¢oes das k maiores coordenadas de v; (escolhendo-se aque-

las coordenadas de menor indice em caso de igualdade) defina

Bic1 = (Bic10,Bic11s+  Bicino1) € Z"
onde, para j € {0,1,---  h — 1},

By = L se je{ji,joJr}
R 0 se J¢{jlvj2>7]k}

® 4, 11-i; = Pi—1,; (definicio do elemento da t+1—i-ésima linha e j-ésima coluna da

matriz A = (@ j)ixn)-
o vi1=v;— Bi_1.

A despeito das dificuldades inerentes a notagao matematica, o algoritmo é simples:
escolhe-se as k maiores coordenadas do vetor ¢ = (cg,c1,- -+ ,ch_1) € Z" (usando como
critério de desempate a escolha daquelas coordenadas mais a esquerda) e subtrai-se uma
unidade de cada uma dessas coordenadas obtendo-se um novo vetor
c = (¢, ¢, - ,c,_,) € Z' (que ainda satisfaz as condigoes (1.1)) e constréi-se uma
linha da matriz colocando-se k elementos iguais a 1 naquelas colunas cujo indice coincide
com as posicoes dos k maiores elementos de ¢ e zero nas demais posicoes. Observe que o
critério de desempate foi escolhido de tal maneira que cada vetor v = (vg, v, ,Up_1)
produzido pelo Algoritmo 1.4 satisfaz a propriedade vy < v; < --- < v,_1. Isto serd
util mais adiante. Nao fosse por essa razao, qualquer critério de desempate poderia ser

escolhido, desde que fosse usado em todas as iteracoes do algoritmo. O exemplo a seguir

ilustra o uso do algoritmo.

Exemplo 1.5. Sejam k=5, h=10, t =12 ec = (2,4,4,4,5,6,6,9,10,10) € Z'°. Note
que Z?;& c; = 60 e que as condigoes (1.1) sao satisfeitas. Cada vetor da sequéncia a

sequir representa uma iteracao do algoritmo. A matriz que seque € tal que a i-ésima linha
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corresponde a 1-€sima iteracao.

(2,4,4,4,5,6,6,9,10,10)
(2,4,4,4,5,5,5,8,9,9)
(2,4,4,4,4,4,5,7,8,8)
(2,3,4,4,4,4,4,6,7,7)
(2,3,3,3,4,4,4,5,6,6)
vi = (2,3,3,3,3,3,4,4,5,5)
(2,2,3,3,3,3,3,3,4,4)
( )
( )
( )
( )
( )

Vig =
Vit =
Vio =
Vg =

Vg =

Vg —
2,2,2,2,2,3,3,3,3,3
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2

) S S Sy Sy & Y &

Vy; =
vy =
1,1,1,1,1,2,2,2,2,2
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1

V3 =
Vo =

vi = (0,0,0,0,0,1,1,1,1,1

0000011111
0000110111
0100001111
00110001711
0000110111

q_|010000 1111
0011100011
0000011111
1111100000
0000011111
1111100000

(00000111 11|

No exemplo acima, escolhemos um vetor cujas coordenadas estao postas em ordem
crescente. Mas isso nao é uma exigéncia do algoritmo, ele funciona sem esta restri¢ao.

De agora em diante nesta secao, a menos que se diga explicitamente o contrario,
estaremos supondo que o vetor c satisfaz as condi¢oes (1.1). Entendidas as condigoes

a que o vetor ¢ = (cg,¢1, -+ ,Ch1) € Z" deve se submeter para garantir a existéncia
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de uma kc-matriz, a proxima questao que se poe é a de determinar o ntumero de kc-
matrizes. Uma primeira observacao neste sentido é notar que se a matriz A;x, € uma
kc-matriz, entao a matriz By, obtida por uma permutacgao das linhas de A;yj, também é
uma kc-matriz (naturalmente, para o mesmo vetor c), pois cada linha continuara tendo
exatamente k elementos iguais a 1 e a soma dos elementos em cada coluna nao se altera ao
mudarmos a ordem dos elementos na adi¢ao. Esta simples observacao permite definir sobre
o conjunto €2(c) de todas as kc-matrizes uma relagao de equivaléncia. Primeiramente,
fixemos alguma notagao. Seja S; o grupo das permutagoes dos inteiros 1,2,--- |t e defina
uma acao do grupo S; sobre Q(c) como segue: para o € Sy e A = (a;;)ixn € Qc)
colocamos 0 A = (aq(;),;), que é a matriz obtida de A permutando suas linhas segundo a

permutacio o. E claro que cA € Q(c) para todos o € S; e para toda matriz A € Q(c).

Definicao 1.6. Sejam A, B € Q(c). Dizemos que A € congruente a B mddulo S;
(notagao: A = B(modS;)) se existe o € Sy tal que B = g A.

E facil perceber que isto define uma relacao de equivaléncia sobre o conjunto €(c).
Elegeremos como representante canonico de uma dada classe de equivaléncia da relacao
acima aquela matriz cujos vetores-linha estao organizados de cima para baixo em ordem

crescente segundo a ordem lexicografica.

Exemplo 1.7. O representante canénico da classe de equivaléncia da matriz A dada no
Exemplo 1.5 € a matriz B da direita a sequir. A matriz da esquerda € a mesma matriz

daquele exemplo.

0000011111 0000011111
0000110111 0000011111
0100001111 0000011111
00110007111 00000111171
0000110111 000011071171
4_]010000L 111, 0000110111
0011100011 001100071171
0000011111 00111000171
1111100000 0100001111
0000011111 0100001111
1111100000 1111100000
(0000011111, 111110000 0]
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A matriz abaizo € a representante de outra classe. Comparando B com C' encontramos

diferencas jd na sequnda linha.

0000011111
0000110111
0000111011
0000111101
0011000111

c_lootr1o0001 11

“l0o011011010
0100001111
0100110011
0111000110
1000001111

1100100101 |

Seja I' C Z" o conjunto de todos os vetores com exatamente k coordenadas iguais a
um e as demais coordenadas nulas, isto é, o vetor o = (v, 1, -+ , 1) estd em I se, e
somente se, o; € {0,1},¥i € {0,1,--- ,h — 1} e 32" a; = k. O niimero de elementos do
conjunto I' coincide com o niimero de maneiras de se escolher k coordenadas entre as h

possiveis para preenchermos com o numero 1, que é igual ao nimero n = . Sejam

h!
kI (h—F)!
0B1, B2y -+, By todos os elementos de I', organizados em ordem crescente segundo a ordem

lexicografica, ou seja,

ﬁl = (ana"'aqagvla"'a¥)

hk e
ﬁ& - (07"'707170717"'71)
—— S——
h—k—1 k—1

5” - (}71ﬂ"'71a0a07"'ag>

~
h—k

Seja X C €(c) uma classe de equivaléncia na relagao definida acima cujo representante
candnico é a matriz A € Q(c). Os vetores-linha de A s@o elementos de I'. Como ilustram
as matrizes do Exemplo 1.7, bem pode acontecer que a matriz A possua algumas linhas

iguais entre si. Seja t;, com ¢ = 1,2,--- ,n, o numero de linhas de A iguais ao vetor [;
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(Naturalmente, pode acontecer que t; = 0 para alguns indices 7). Assim,

n
Z L3 = c,
i=1

e como A tem t linhas, temos
ti1+to+---+1t, =1t

Agora note que se B € Q(c) é o representante de outra classe, denotando por ¢}, com
i=1,2,--+,n, onimero de linhas de B iguais ao vetor 3;, entao t; # t}; para pelo menos
dois indices j. Isto mostra que cada classe de equivaléncia da origem a uma tinica solugao

nao negativa da equacao linear com coeficientes unitarios
Ty Do+t a, =t (1.2)

e que classes diferentes dao origem a solugdes diferentes desta equagdo (pode ocorrer
que algumas solugoes desta equacao nao sejam provenientes de nenhuma classe de equi-
valéncia) e assim o nimero w de classes de equivaléncia nao excede ao nimero de solugoes
de (1.2), ou seja (veja [15], pdg 74),

(t+n—1)!

— tin—=1) (13)

Além disso, o nimero de elementos na classe X ¢ igual ao niimero de permutacoes com
repeticao de t vetores-linha, ou seja,

t!
X|= .
t!-- -t

(1.4)
Usando o fato de que a relacao de equivaléncia da Definigao 1.6 particiona o conjunto
)(c) em uma uniao disjunta de classes de equivaléncia, temos uma férmula para o célculo
do ntimero preciso de kc-matrizes:

t!
Teorema 1.8. |Q(c)| = Z

[
L et
t181++tnfn=c

Neste teorema, a soma se dé sobre todas as solugoes (tq,--- ,t,) de (1.2) que se origi-

nam em alguma classe de equivaléncia, o que ocorrera quando t1y + --- 4+ t,3, = c.
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E interessante notar que quando k = 1, temos n = h e os vetores 3, , 3, formam
a base canonica do R, de modo que a igualdade t,3; + - - - + 53, = ¢ s6 é possivel para,
uma tUnica h-upla (t1,--- ,t3), a saber, t| = co,to = ¢1,- -+ ,t, = ¢p—1. Assim, neste caso
o somatorio do teorema acima tem apenas uma parcela.

Podemos também obter uma estimativa para o nimero de elementos do conjunto £2(c)
mais facil de calcular do que o niimero preciso dado pelo teorema acima. Iniciamos com

o seguinte lema:

Lema 1.9. Sejamt >0,n > 1 ety,--- ,t, inteiros nao negativos tais que t1+- - -+t, = t.

Sejam q e r o quociente e o resto da divisao euclidiana de t por n. Entao
" g+ DI <yl (1.5)

Demonstracao. A demonstragao é feita por inducgao sobre t. Se t = 0, entao
ty, = =1, =0eq=r =0 de modo que (1.5) é ébvia neste caso. Seja t > 0
e suponha que (1.5) valha para toda n-upla de inteiros nao negativos (ti,--- ,t,) tal
que t; + --- 4+ t, = t. Seja (t,,--- ,t;l) uma n-upla de inteiros nao negativos tal que
t,+---+t, =t+1ecsuponha, sem perda de generalidade, que t; < t, < --- <t . Note
que g+1< t’n, pois o contrario implicaria que t’l + - +t’n <g-n<t<t+1. Sejamq e
r’ o quociente e o resto da divisao euclidiana de ¢ + 1 por n. Ha dois casos a considerar:

/ /

Caso 1. Se ¢ = ¢, entdo v = r + 1. Como a n-upla (t,---,t, ;,t. — 1) é tal que

y "n—1y"n

t) 4+ -+t 4+ (t, —1) =t a hipétese de inducio implica que
q!n—T i (q + 1)!7“ < tll! .. 't;z—l! . (t;l — 1)!,

ecomo q+1< t’n, temos

g (g D) (gt 1) < tll! .. .t;_ll . (t;L —1)! -tln
o que nos da
@ (g DTS

ou seja,

! /

(D <yt et

n—1
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o que conclui a demonstracgao neste caso.

Caso 2. Se ¢ = g+ 1, entao " = 0, o que implica que » = n — 1. Aplicando novamente

a hipétese de inducao a n-upla (t,,--- ,t, ,,t, — 1) temos

gD (g D)<t (8

n

— )

ecomo q+1< t’n, temos

/7 ’

(q+1) g (g+ D" <ty (L (G, =)t

o que nos da

’

(g+ D)<ttt

ou seja,

! !

N O B L S Pl

n—1

o que conclui a demonstracao do lema.
(]

Representando por [z] a parte inteira do nimero real z, com a notagao do lema acima,

temos [£] = ¢. Isto nos dé o

Corolario 1.10. Sejam t > 0, n > 1 e ty,---,t, inteiros nao negativos tais que

({ﬂ‘)n <ty -tyle -ty (1.6)

Sao curiosas as semelhangas e diferencas entre a férmula do corolario acima e a relagao

ti+---+t, =t. Entao

entre as médias aritmética e geométrica dos ntimeros tq, -+ ,t,:

ti4 -+t
n

> Uty bty b, (1.7)
Pelo corolério e por (1.4) temos também que

t! < t!
Tl =

As estimativas (1.3) e (1.8) nos fornecem a seguinte estimativa para o nimero de

[X] =+ (1.8)

elementos de (c):
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h!

Proposicao 1.11. Sejam k,h,t € Z com 1 < k < h et >1, sejan = TG seja
c=(co,c1, - ,cn1) € Z". Entdo
(t+n—1)!
2(c)| < (1.9)

([E]D)"(n = 1)V
1.2 k-Caminhos em Z"

Relembremos que I' C Z" é o conjunto de todos os vetores com exatamente k coordenadas
iguais a um e as demais coordenadas nulas. Um k-caminho em Z" é uma sequéncia finita
de vetores em Z" tais que dois vetores consecutivos diferem apenas por uma unidade em

exatamente k coordenadas. Mais precisamente,

Definicao 1.12. Sejam a,b € Z". Um k-caminho de a a b é uma sequéncia finita de
pontos a = vo,vy,---, v, = b em Z" tal que v; — v;_; € T para todo j = 1,2,--- ,t.
Dizemos que dois pontos consecutivos vj_i,v; sobre um k-caminho formam um k-passo

na direcao 3; se v; — vij_1 = ;.

Se a = vy,vi,--,v; = b é um k-caminho de a até b e d € Z" entao
at+d=vg+d,vi+d,---,v; +d = b+d é um k-caminho de a+d a b+ d. As-
sim, denotando por Pg(a,b) o nimero de k-caminhos de a até b, temos que a fungao
Pi(a,b) é invariante por translagoes no sentido em que Py(a,b) = Py(a+d,b+d). Em
particular,

Pr(a,b) = P,(0,b — a), (1.10)

razao pela qual podemos considerar apenas k-caminhos que comecam na origem. De-
finamos Py(a,a) = 1, ou seja, hd apenas uma sequéncia que comega e termina em
a. Como os k-passos sao vetores com coordenadas iguais a zero ou um, vemos que

uma condicao necessaria para a existéncia de um k-caminho da origem até o vetor

c=(cy,c1, -+ ,cn1) € ZM é que este dltimo tenha todas as suas coordenadas nao nega-

tivas.

Definicao 1.13. Dizemos que o vetor c = (co, ¢y, ,ch_1) € Z" é nao negativo se ¢; > 0
9 9 3 )

para todo i =0,1,---  h — 1 e escreveremos a < b se o vetor b — a € nao negativo.
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Seja ¢ € Z" um vetor ndo negativo e seja vy, vo + Biy = Vi, , Vi1 + B, = vy
um k-caminho da origem até c. Entao a matriz A;«, cujos vetores-linha sao os vetores
Biys Biys - -+, Bi, € uma kc-matriz. Reciprocamente, dada qualquer kc-matriz A;xj, fazendo
B;, = m-ésima linha da matriz A, temos que a sequéncia 0 = vo,vg + 3, = Vi,
Vi1 + B, = v = ¢ é um k-caminho da origem até c. Isto fornece uma correspondéncia
biunivoca e mostra que o nimero de k-caminhos da origem até c coincide com o niimero

de kc-matrizes, ou seja,
P(0,c) = |Q(c)|. (1.11)
Além da equacao acima, os comentarios do paragrafo anterior, juntamente com a

Proposicao 1.3, fornecem condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de um k-

caminho da origem até o vetor c:

Proposicao 1.14. Dados k,h € Z com 1 <k < h ec = (cp,c1,++ ,cp_1) € Z" emiste
um k-caminho da origem até c se, e somente se, existe t € N tal que Z?;é c; =kt e
0 <¢; <t paratodoj=0,1---h—1.

h—1

Em verdade, a aplicagao do Algoritmo 1.4 com t = % > j—o ¢; constréi um k-caminho

(veja o Exemplo 1.5).

Se 0 =vq, vy, -+ ,v, =c é um k-caminho da origem até ¢, com t > 1, entao
viei=c— 5

para algum i € {1,2,--- ,n} e existe um tnico k-caminho de ¢ — f3; até c. Disto segue

que a fungao Py(0, c) satisfaz a seguinte equacao de diferengas

P(0,¢c) = Z P(0,c — ;). (1.12)

Esta formula desempenhard um importante papel no calculo dos coeficientes de poténcias

do k-ésimo polinomio simétrico elementar.

1.3 Caminhos Crescentes e Estritamente Crescentes

Outro conceito importante para o nosso desenvolvimento é o de caminho estritamente

crescente que passainos a descrever.
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Definigao 1.15. Dizemos que o vetor ¢ = (cg,c1,-+- ,ch1) € Z' € crescente se
co < cp < - < ¢y, e estritamente crescente se cg < ¢ < -+ < cp_1. E dizemos
que o k-caminho 0 = vo, vy, -+ , vy = ¢ da origem até c € crescente se o j-€simo vetor €

nao negativo e crescente, para todo j € {0,1,--- |t}

Denotaremos por By(c) = B(co, 1, ,¢p—1) 0 numero de k-caminhos crescentes da

origem até c. Observe que By (0,0,---,0) = 1 e que:

Proposicao 1.16. Dados k,h € Z com 1 <k < h ec = (cp,c1, -+ ,cp_1) € ZI" emiste
um k-caminho crescente da origem até c se, e somente se, o vetor ¢ € crescente e existe

teNtalquez;:écj:kteOScjgtpamtodojzo,l,u-,h—l.

Demonstracao. A Proposicao 1.14 nos da condigoes necessarias e suficientes para a
existéncia de um k-caminho da origem até o vetor c. Assim, precisamos somente verificar
que o fato do vetor c ser crescente é condi¢ao necessaria e suficiente para que um k-caminho
da origem até c seja crescente. Se By(c) > 0, entdo o vetor ¢ é crescente porque todos os
vetores do k-caminho crescente sao crescentes. Reciprocamente, dado um vetor crescente
c para o qual existe um tal nimero ¢t € N, o Algoritmo 1.4 fornece um k-caminho da
origem até c. Ocorre que, sendo ¢ um vetor crescente, a escolha do critério de desempate
do algoritmo ja fornecera um k-caminho crescente.

(I

Note que, dado um vetor crescente ¢ € Z", para cada 3; € I, existe, no maximo, um
k-caminho crescente de ¢ — (3; até ¢, e quando tal k-caminho nao existe, tem-se que ¢ — (3;
nao é um vetor crescente, de modo que, pela Proposigao 1.16, By(c — 3;) = 0. Assim,

vemos que a fungao By(cg, ¢, -+, cp_1) satisfaz a equagao de diferengas

Bi() = D Bi(c = 5), (1.13)

que, juntamente com a condigao inicial Bg(0,0,---,0) = 1, determina completamente a
funcao By(co, 1, ,ch1)-
H4 um problema combinatério equivalente: suponha que o vetor inicial seja

a*=(0,1,2,--- ,h— 1) e que o vetor final é ¢c = (cp, 1, ,Ch_1).
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Definicao 1.17. Dizemos que o k-caminho a* = vq, vy, -+, v, = ¢ de a* até c € estri-
tamente crescente se o j-ésimo vetor € nao negativo e estritamente crescente, para todo
je{0,1,--- ,t}.

Note que nao existe um k-caminho estritamente crescente iniciando na origem, pois
o vetor 0 nao é estritamente crescente. Essa é a razao da escolha do vetor a*. Seja
j}A?k (c) :ék (co,c1,+ -+ ,cp—1) 0 numero de k-caminhos estritamente crescentes de a*
até c. Note que ék (0,1,--- ;h — 1) = 1. H4 uma relagdo simples entre os nimeros
By(c) e LA}k (c). O vetor v.= (vg,v1, -+ ,v5_1) € ndo negativo e estritamente cres-
cente se, e somente se, o vetor v'. = v — a* é nao negativo e crescente. Segue que
a* =vg, vy, -+, vy = c é um k-caminho estritamente crescente de a* até c se, e somente
se, 0 =vg—a*,vy—a*,--- v, —a* = c—a* é um k-caminho crescente da origem até
c —a*. Assim
A
Bk (Cg, C1y,- - ,Chfl) = Bk<CQ, C1 — 1, e ,Chp—1 — (h — 1)) (114)
Jaque 0+1+2+---+(h—1) = (g), como consequéncia da equacao (1.14) e da

Proposicao 1.16 temos

Proposigao 1.18. Dados k,h € Z com 1 <k < h ec = (cp,c1, -+ ,cp_1) € Z" emiste

um k-caminho estritamente crescente da origem até c se, e somente se, ¢ € um vetor

estritamente crescente e existe t € N tal que Z?;é c; =kt + (g) ej <c¢ <t+7j, para

todo j =0,1,---  h— 1.
A
A fungao By (c) também satisfaz a uma equagao de diferengas:
Proposicao 1.19.

By (c) = Z B (c— By). (1.15)

Demonstragao. De fato, indicando as coordenadas de um vetor (3; € I' por

Bios Bias -+, Bin—1, onde o primeiro indice identifica o vetor 3; € I' e o segundo indice
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indica a posi¢ao da coordenada, e usando as equagoes (1.13) e (1.14), temos

AN
By (C) = Bk (007017 e 7Ch—1)

= DBi(co,e1—1,-++ ,epo1 — (h—1))

= ZBk(CO - ﬁi,mCl —1- ﬁi,l, o, Ch—1 — (h - 1) - ﬁi,h—l)
i=1
= Z By(co = Bio, (c1 = Bin) = L+ (eho1 = Bin—1) — (A — 1))
i=1
n N
= Z By (co — Biosc1 — Big, -+ s che1 — Bin—1)
i=1

= Z ék (C—ﬁi)~

O

Tal como a férmula (1.12), a férmula dada na proposicao acima desempenhara um
importante papel mais adiante, esta no calculo dos coeficientes de poténcias do k-ésimo
polinomio simétrico elementar multiplicado pelo polinomio de Vandermond, aquela no

calculo dos coeficientes de poténcias do k-ésimo polinémio simétrico elementar.
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Capitulo 2

O Método Polinomial

Neste capitulo sistematizamos uma técnica usada para resolver certos problemas em Teoria
Aditiva dos Numeros que denominamos de Método Polinomial. O método se baseia em um
teorema conhecido como “Combinatorial Nullstellensatz”. Nosso acesso a este teorema se

deu por meio de [1] e nossa demonstracao é uma adaptagao das idéias de [19].

2.1 Combinatorial Nullstellensatz

Iniciamos com dois lemas auxiliares.

Lema 2.1 (Nathanson [19], pag 81). Seja A um subconjunto finito e nao vazio de um
corpo K com |A| = k. Para cada m > 0 existe um polinomio g,,(x) € K[x] de grau no

mdzximo k — 1 tal que g,,(a) = a™, para todo a € A.

Demonstragao. Seja A = {ag, a1, ,ax_1}. Nbs devemos mostrar que existe um

polindmio u(x) = ug + wx + - - - + up_12"1 € K[z] tal que
u(a;) = uo + upa; + - +up_1at=a, Vi=0,1,---  k—1.

Mas estas igualdades dao origem a um sistema linear de k equacoes em k incognitas
Ug, U1, -+ ,Up_1 que, como sabemos, tem solugao unica se, e somente se, a matriz dos

coeficiente tem determinante nao nulo. Mas tal determinante é exatamente o determinante
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de Vandermond:

1 ao a? ab=?
2 k—1
1 ay aj ay
: = H (a; —a;) #0
: 0<i<j<k—1
2 k—1 ==
Loapy apy -

O

Lema 2.2 (N. Alon [1]). Seja h > 1 e sejam Ao, A1, -+, Ap_1 subconjuntos finitos e

nao vazios de um corpo K com |A;| = ki, i =0,1,---  h — 1. Seja f(xo, 21, ,Tp_1) €
K[xg,x1,- -+, xp_1] um polinémio de grau no mdximo k;—1 em x; parai=0,1,--- h—1.
Se f(ag, a1, ,ap—1) = 0 para todos (ag,ay, - ,ap_1) € Ag X Ay X -+ X Ap_1, entdo
f(zo, 1, -+ ,xp_1) € 0 polindmio nulo.

Demonstracao. A demonstracao sera feita por indugao sobre o niimero de variaveis.
Para h = 1, o lema é simplesmente a conhecida afirmacao de que um polinémio nao nulo
de grau kg — 1 em K[zg] nao pode ter kg raizes em K ou em qualquer extensao de K (veja
[14], pag 217).

Seja agora h > 2 e suponhamos que o lema seja valido para polinomios em até h — 1

variaveis. Nos podemos escrever

ko—1
f(%’xh T 7$h—1> = Z fj(iUh T ,xh_l)x67
=0
onde fj(xy1,- - ,xp—1) é um polindémio nas h — 1 variaveis 1, - - - , 51 cujo grau em z; é,
no méaximo, k; — 1, para¢=1,--- ,h — 1. Fixando uma (h — 1)-upla
(al’... 7ah—1) c Al X e X Ah—l;
temos que
ko—1
9(zo) = f(2o, a1, ,ap-1) = Z filar, -+ ap-1)xg
=0

¢ um polinémio de grau no maximo ky — 1 em xq e tal que g(ag) = 0, para todo ag € Ay.
Como |Ap| = ko > ko—1 = deg(g(xo)), temos que g(xy) é identicamente nulo. Mas isto s6

é possivel se f;(ay, -+ ,ap—1) = 0 paratodo j =1,--- ,h—1 e paratodos (a1, - ,ap_1) €
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Ay X -+ x Ap_y1. Segue da hipdtese de inducao que f; = 0 para todo j =1,--- ,h—1e
entao f é o polinomio nulo.

(I

O termo “Nullstellensatz”é usualmente associado a um teorema fundamental devido

a Hilbert que afirma que se K é um corpo algebricamente fechado e f, g1, -, gm sao

polinémios no anel de polinémios K[xg,--- , 2, 1], onde f se anula em todos os zeros

comuns de ¢i,- -+, gn, entdao existem polinémios hq,--- , hy, em K[zg, - - ,x, 1] e um

inteiro s tais que
m
= Z higi.
i=1

Inspirado no resultado de Hilbert, Noga Alon ([1], 1999) demonstrou o teorema a seguir
que ele mesmo chamou de Combinatorial Nullstellensatz por forca de suas numerosas
aplicagOes em matematica combinatéria. A demonstracdo que apresentamos nao é a

original de Noga Alon, mas uma adaptacao das idéias de [19].

Teorema 2.3 (Combinatorial Nullstellensatz [1]). Seja K um corpo e considere que

flzo, 21, xp1) € K[wo, 21, ,2h_1] € um polinémio de grau 31— (ki —1). Suponha
que o coeficiente de xlgo_lxlfl_l = -x:h_‘ll_l em [ seja nao nulo. Se Ag, Ay, , Ap_1 sdo
subconjuntos de K com |A;| > kiyi = 0,1,---  h — 1, entao existe (ag, a1, ,ap_1) €

AO X Al X e X Ah,1 tal que f(ao,(ll, cee ,ah,l) 7£ 0.

Demonstracao. Claramente, se o teorema vale com |A;| = k;, entdo também valera

quando |A;| > k;. Assim, podemos supor que |A;| = k;, para todoi =0,1,--- ,h—1. Pelo
Lema 2.1, parai =0,1,--- ,h—1 e para cadam > k;, existe um polinémio g; ,,(x;) € K[z
de grau no maximo k; — 1 e tal que g¢;m(a) = @™ para todo a € A;. Ndbs usamos
9i.m(x;) para construir um polinémio f*(zg, z1, -+ ,xp-1) € K[z, 21, , Tp_1] & partir de
f(xo, @1, ,xp_1) como segue: se rolal - -a:Zh_’ll ¢ um monodmio de f(zg,x1, - ,2Tp_1),

~ , L. b .
entdao nds substituimos z.* por ¢;p, (; ara todo 7 tal que b; > k;. Como de =
(2 yUg )
h—1 . . .
Y ico (ki — 1), segue que se b; > k; para algum 7 em um dado mondmio, entdo b; <
k; — 1 para algum j # 7 no mesmo monomio. Disto segue que o coeficiente do monémio
1 Ry kn_1—1 , . -
x’go lx’fl ... z," ' em f* éexatamente o mesmo coeficiente deste monémio em f e este

coeficiente é, por hipdtese, nao nulo. Além disso, pela prépria construcao de f*, temos
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que o grau de f* em z; é exatamente k; — 1 e

*
[*(ag, a1, ,ap—1) = f(ao, a1, - ,an_1)
para todos (ag,ay, - ,ap_1) € Ag X Ay X -+ X Ap_q1. Agora, pelo Lema 2.2, f* ndo pode
se anular em todas as h-uplas de Ag x A; X --- X Ap,_1, pois do contrario, seria o polindmio
.. . 1 k- kep_1—1 P
nulo, o que contradiria o fato de que o coeficiente de $§° lxlfl L. —x" ) em f* é nao

nulo.

2.2 0O Método Polinomial

Agora passamos a descrever o Método Polinomial. Seja K um corpo e seja p a carac-
teristica de K se a caracteristica ¢ um nimero primo e seja p = oo se a caracteristica é

zero. Sejam h > 2,

F(xo, 21, ,2p-1),G(x0, 21, -, Tpo1) € Ko, 21, Tpor]
e Ao, Ay, -+, Ap_1 subconjuntos finitos e nado vazios de K com |A;|] = k; para
1=20,1,--- ,h — 1, tais que o nimero

(2.1)

deg (Zk h— degG))

seja nao negativo. Seja ainda

QFG:{F(aO,al,--- ,ah_l):ai GAi, z:O,l,h—l, eG(ao,a17--~ ,ah_l)#()}.

Teorema 2.4 (Método Polinomial). Se o coeficiente de a0~ 'ah*~".. Zh < na er
pansdo do produto [F(xg,x1, - ,xp_1)|"G(xo, 21, - ,x4_1) € diferente de zero, entdo

|Qrq| > min{p,t + 1}.

Demonstragao. Mostraremos inicialmente que, se o teorema vale com a hipotese
adicional de que ¢t < p — 1, entao ele também vale para ¢t > p. Se t > p, escolhamos

inteiros positivos k; <k,1=0,1,---  h—1, tais que

deg (Zk h— degG)>

30

:p_la




e em seguida escolhamos A, C A; tal que |A| = k;,i = 0,1,---,h — 1. Agora,
QFG(A07A17 e 7Ah71) 2 QFG(AlO)Alla T 7A;L—1)7 de modo que
+1}

Assim, podemos supor agora que t < p, de modo que min{p,t + 1} =t + 1. Por-

|QFG<A07A17"' 7Ah—1)| Z |ng(A;),A/1, A

> min{

= p=min{p,t+ 1}.

hot)l
deg <Zk h — degG)>

=0

tanto, devemos mostrar que |Qgrq(Ag, A1, -+, Ap_1)| > t+ 1. Sem perda de generalidade,

passando a subconjuntos de Ay, --- , A,_1 se necessario, podemos supor que

deg (Zk h— degG)>

Suponhamos por contradi¢ao que |Qpg(Ao, A1, -+, Ap_1)| <t e escolhamos um subcon-

junto finito £ C K tal que Qpg C E e |E| =t. Agora definamos o polindémio

H(xg,z1,-+ ,xp-1) = G(wo, T1, -+, Tp1) H(F(I'O,Sﬁ, L Tpe1) —€)

eclk

(convencionamos que H (g, 1, ,2p-1) = G(xg,x1,- -+ ,xp_1) se E =10). Como |E| =t,
temos que deg(H) = deg(G) +tdeg(F) = Z?:_()l k; — h. Além disso, se (ag,as, - ,ap_1) €
Ag X Ay X -+ X Ap_q, entao ou G(ag,a, -+ ,ap_1) = 0ou F(ag,as, -+ ,ap_1) € Qpg C E.
Em todo caso, H(ag, a1, ,an—1) = 0, para todos (ag, a1, -+ ,ap_1) € AgX Ay X+ XAp_1.
Mas
H(zg, 21, ,2h-1) = G(xo, 21, ,h_1)F (20,21, -+ ,2p_1)" + “termos de menor grau”
e, por hipdtese, o coeficiente de xko Lgkai=t.. xzhjll_l em H(xg,xy, -+ ,x5_1) é diferente
de zero, o que contradiz o Teorema 2.3.

O

No caso em que
F = sp(xo, 1, -+ ,2n1) = Z LigLiy =" Tig_q

0<ip<iq <+ <ip_1 <h—1
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¢ o polinomio simétrico elementar de grau k em h variaveis e

G = Ap(xo, @1, ,Tp—1) = H (z; — ),

0<i<j<h—1

¢ o polinomio de Vandermond em h variaveis, temos que o conjunto {2pg definido acima

coincide com
{sk(ap,ar, -+ ,ap—1) :a; € A;, i=0,1,---h—1, com a; # a; se i # j},

ou seja Qg A, :s/\k (Ao, A1, -+, Ap—1). Como deg(sx) = k e deg(Ay) = L) RPN equacao

2
(2.1) se torna
h—1 h—1
1 h(h —1) 1 h(h+1)
t= |- ki—h———=|| = |- ki — —2
Assim, o Teorema 2.4 nos da a estimativa

h—1
A . 1 h(h+1)

-1 -1 kp—1—1 ~ . ~
o~lyghi=l. g3 na expansdo do produto [si]'A, seja nio

+ 1}, (2.3)

desde que o coeficiente de x
nulo.

De modo semelhante, quando

F = sp(xo, 1, ,xp-1) = 5 TigTiy *** Tip_,
0<ip<i1 <-<ip_1<h—1

é o polinomio simétrico elementar de grau k em h variaveis e G é um polindmio constante

nao nulo, temos que o conjunto 2z definido acima coincide com
{sk(ag,ar, -+ ,an—1) :a; € Ay, 1 =0,1,---h — 1},

Como deg(s) = k e deg(G) = 0 a equagao (2.1) se torna

1

t:[
i=1

32

| =

(k; — 1)] . (2.4)



Assim, o Teorema 2.4 nos da a estimativa

h—1
, 1
|sk(Ao, Ay, - -+, Ap—1)| > ming p, % (ki —1)| +1p, (2.5)
i=0
. 1 kg fen—1— . ..
desde que o coeficiente de zf° 'zt .. 2 " na expansao de [s;]' seja nao nulo.
Nos proximos capitulos, determinamos condicoes sobre os numeros kg, ki,--- , kp_1

suficientes para garantir que os coeficientes sejam nao nulos nos respectivos polinomios.
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Capitulo 3

Os Coeficientes de (s;)! e de (s;.)! - A

Para a comodidade do leitor, iniciamos este capitulo relembrando algumas notagoes. Se-
jam k,h,t € Zcom 1 <k < het>0. Relembremos que
sk(To, @1, ,Tp—1) = Z TigLiy =+ Tip_, (3.1)
0<ip<i1<---<ip_1<h—1
¢ o polinomio simétrico elementar de grau k em h variaveis e
A(.To,l’l,"' ,thl) = H (xj —l’i), (32)
0<i<j<h—1
é o polinomio de Vandermond em h varidveis.
Seja I’ C Z" o conjunto de todos os vetores com extamente k coordenadas iguais a um e
as demais coordenadas nulas. J& vimos que o niimero de elementos do conjunto I" é igual a
n = ﬁlk), Sejam (31, B2, -+ , (B, todos os elementos de I', organizados em ordem cres-

cente segundo a ordem lexicogréfica, ou seja,

51 = (0,0,"‘,Q,\l,l,“',lj)

Ik e
ﬁ? = (07"'70717()’17"’71)
N—— SN——
h—k—1 k—1

ﬁn = (171a"'71j£)a07'“ag>

Escreveremos um vetor f3; € I' como §; = (80, Bi1, -+ Bip—1)-
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Como o polinomio s consiste na soma de todos os produtos de exatamente k den-

tre as h variaveis xg,x1, -+ ,Tp_1, @ notagdo acima permite reescrevé-lo de forma mais
conveniente:
n
83,0, .Bi1 Bj,n—1
Sk(xo, X1, xp1) = E xy a7 (3.3)
Jj=1
Também sera conveniente escrever o polinomio de Vandermond de outra maneira.
Como -
2 —
1z xj e x%
1z 22 o 2!
H () =) =1 . | . . )
0<i<j<h—1 C : T
== 2 h—1
Lowpa @y -

temos, pela definicdo de determinante de uma matriz,

A(xg, z1,+ ,xpq) = Z sign(a)xg(o)xf(l) - -xz(_hl_l), (3.4)
oESY
onde Sy, é o grupo das permutagoes dos inteiros {0,1,---  h — 1}.

3.1 Calculo dos Coeficientes de (s;(x))’

Passamos agora a calcular os coeficientes de (sx)'. Em verdade, esses coeficientes ji
foram calculados por Dias da Silva & Godinho em [8]. Aqui, apresentamos um calculo
alternativo usando a linguagem dos k-caminhos. Iniciamos observando que tal polinomio
é homogéneo, pois é produto de polindmios homogéneos, e que deg((sx)") = kt.

Na demonstracao do teorema a seguir, faremos wuso do conjunto
Ct)={c=(co, +,cn1) EZ":0<¢c;<teco+ - +cp1=kt}

Teorema 3.1. Para todot > 0,

(Sk’(x()) T ’xh—l))t = Z Pk(07 C)xgol‘il o xz}tllv
)

ceC(t

onde P;(0,c) € o numero de k-caminhos da origem até c (veja a Se¢ao 1.2, pdg 22 e 23).

Demonstragao. A demonstracao é feita por indugao sobre t. Para t = 0, temos

C(0) = {0}. Assim, os dois membros na igualdade do teorema sao iguais a 1. Admita que
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o teorema vale para algum ¢ > 0. Entao, notando que cada elemento em C(t + 1) pode
ser escrito como a soma de um elemento de C(t) com um elemento de I', fazendo uso da

Proposigao 1.14 e da equagao (1.12), temos
(56 ()™ = sk(x) - (su(x)’
- () (3 )

ceC(t)

- CO"Fﬂ]O Cl“’ﬂ]l Ch—1+ﬁj,h—1
= E E Py(0,c)x Ty Ty

ceC(t
bp—1
= Z ZPkOb By adoabt .. g
beC(t+1) j=1
= > B0, b)zfal a2y
beC(t+1)

o que finaliza a demonstracao do teorema.
O

Vale lembrar que o niimero P (0, c) coincide com o niimero de kc-matrizes, de modo
que o teorema acima fornece uma maneira indireta de se calcular o niimero de tais ma-

trizes.

3.2 Cailculo dos Coeficientes de (s.(x))" - A(x)

O célculo dos coeficientes de (s5(x))" - A(x) exigird um pouco mais de trabalho. Iniciamos
observando que tal polinomio ¢ homogéneo, pois é produto de polinomios homogéneos.

Além disso,

2

Mais ainda, como o grau de cada variavel em s; nao excede a uma unidade e em A nao

deg((sk)'A) =t - deg(sy) + deg(A) = kt + <h> (3.5)

excede a h — 1, vemos que o grau de cada varidvel em (s;)*A é menor do que ou igual a

t+ h — 1. Estes comentarios motivam o estudo do seguinte conjunto:

h
T(t) = {(30, e Sh) EZM0< sg< - < spy S thh—le syt spg = kt+(2) }
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Convém observar que se (sg, -+, Sp—1) € 7 (t), entdo
jg<s;<t+jVj€{0,1,--- , h—1} (3.6)
No que segue, usaremos também o conjunto
T(t) = {(sg,--- Sho1) €EZM0< 59 < - < sy <tth—lesgt - ts1 = kt—i—(Z) }

A diferenga entre os conjuntos 7 (t) e T(t) é que, no primeiro, as coordenadas de cada
vetor sao dispostas em ordem estritamente crescente, equanto que no segundo, a ordem

nao é estrita.
Proposicao 3.2. Para cada (so,- - ,sp—1) € T(t + 1), existem (to, - ,th1) € T(t) e
B = (80,1, ,0Bn1) €T tais que (so, -+ ,sn-1) = (to + Bo, = sth1 + Bu1).
Demonstracao. A demonstracao é apenas um estudo de caso:
Caso 1. Se sg > 0 e sp_1 < t+ h, basta tomar tg = sg — 1, ,tp_1 = Sp_1 — 1,
te = sk, s thor =spore B=(1,1,---,1,0,0,---,0).

k h—k
Caso 2. Se s =0¢e s,_1 <t—+ h, seja 1y a posicao da primeira coordenada tal que

siy + 1 < s;,41 (tal nimero existe, pois se s; + 1 = s;41,V5 € {0,1,--- ,h — 1}, como
sop = 0, terfamos s; = j,Vj € {0,1,--- ,h — 1} e entdo Z?;é si= () <k(t+1)+ ().
Pela minimalidade de ig é facil perceber que s; = j,Vj € {0,1,--- ,ip}. Agora note que

ig < (h—1)—k. De fato, se iy > (h—1) — k, entdo, usando a desigualdade (3.6), terfamos
h
k(t+1)+ <2) = So+ -+ S+ S+ Sh

= 0414412+ Sigt1+ -+ Sh1
< O+1+4+---+ig+(E+1)+idp)+---+(t+1)+(h—1))

N J/

(h—x—io
= 04+14--+ig+ o+ 1)+ +(h—1)+t+ -+t
N———
(h=1)—i0
h—1)h
S N IRAY

_ (Z) ((h=1) = io)t

h
< kt+ ( 2), uma contradigao.
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ASSIm? tomamos tO = S0, , tio = Sip, ti0+1 = Sig+1 — 17 t’io+k = Sig+k — 17

ti0+k+1 = Sig+k+1s" " thfl = Sp-1 eﬁ: (07 70717"' 71707"' 70)
—— N — N —
io k h—io—k
Caso 3. Se sg > 0 e s,_.1 = t+ h, caso k = h, tudo estard resolvido com

t; =s;,— 1,V € {0,1,--- ,h—1} e f§ = (1,---,1). Assim podemos supor k < h.
Neste caso, seja i; a posi¢ao da ultima coordenada tal que s;; + 1 < s;,41 (tal nimero
existe, pois se s; +1 = s;41,Y5 € {0,1,--- ,h — 1}, como s,_1 = t + h, terfamos

= (t+1)+4Vj €{0,1,--- h—1} eentdo Y7y s; = h(t+ 1)+ (§) > k(t+1)+ (3)).
Pela maximilidade de 7;, temos que s; = (¢ + 1) + j para todo j € {i; +1,--- ,h — 1} e
si; < (t+1) +4;. Além disso, sp > 0, juntamente com a desigualdade inferior em (3.6),
implica que s; > j+1,Vj € {0,1,--- ,h — 1}. Agora note que ¢; > (h — 1) — k. De fato,
se i < (h—1) — k, entao

k(t+1)+(g) = So+ -+ S + S+t Sp
> 1424+ (1 +1) + s+ +sp
= 1424+ (i1 +1)+
E+D+GH+D))+-+((E+ 1)+ (h—1))

(h—T)—i1
= (1+1)+0+1+ -+ +

(1 +2)-+(h=1)+(h—1—0n)(t+1)
= 21+1+<g) h—1—d)(t+1)

(Z1—|—1

AV

h
(ih+1) + + Ek(t+1)

2

> k(t+1)+ (2) , uma contradicao.

Assim, tomamos tg = 5o — 1, , lpqi41-n = Skqis41-h — L, Thpisr2-h = Skair42-h, """
th—1—i—1 =  Sh—i-ii—1s th—1—iy = Sh—1—iy — L1+, th-1 = sp1 — 1 e
B=(1,---,1,0,---,0,1,---,1).

—_—— —— ——

k+i1+1—h h—k h—1—i1

Caso 4. Se so =0 e sp,_1 =t + h, sejam iy e i1 como acima. Iniciamos observando
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que i1 > (h — 1) — k. De fato, se i; < (h — 1) — k, entao

h
k<t+1)+(2) = 80+"'—|—8i1+Sil+1+"‘+8h71
> 0+1+-+i+8Syp1+-+sp
= 0+1+- 4+ ((t+)+G+D))+-+((t+1)+(h—1))

(.

(h—1)—i1

_ (Z) F((h=1) =it +1)

h
> k(t+1)+ (2), uma contradigao.

Quando i1 = (h — 1) — k, tudo estard resolvido com ty = sg, -, t;;, = S,
tijo1 = Sip41 — L,o+, thor=5s,.1—1eB3=(0,---,0,1,--- ,1). Assim, podemos supor
— N —

i1+1 k
iy > (h—1)—k. E claro das definicoes que iy < i;. Como antes, temos iy < (h—1)—k. As-

sim, tomamos ty = So, - , Liy = Sigs Lig+1 = Sig+1— L+, Ligph—htir+1 = Sigtk—htir+1— 1,
Lioth—htir+2 = Sigtk—htir+2s° " > biy = Sipstisg1 = Sij41 — Lo+, thor = sp1 — 1 e
B=(0,---,0,1,--,1,0,-+-,0,1,--- 1),

e e e e e e e

i0+1 k—h+i1+1 h—k—1—ig h—1—11 O

Na Proposigao 3.2 mostramos que todo elemento de 7 (t+1) pode ser escrito como uma
soma de um elemento de 7(t) com um elemento de ', ou seja, quando as
uplas (tg, -+ ,ts_1) percorrem o conjunto 7 (t) e os vetores 5 = (B, 31, -, Bn_1) per-
correm o conjunto I'; as somas (to + [o, -+ ,th_1 + [Br_1) atingem todos os elementos
do conjunto 7 (t + 1). Mas também, pode ocorrer que, dados (tg,t1, - ,t4_1) € T(t) e
B = (8o, 1, ,0n-1) €T, 0vetor (to+ B, t1+ 51, - ,th_1+5n_1), embora ainda seja um
vetor crescente, nao esteja em 7 (t + 1), e isso ocorrerd quando ele possuir duas ou mais
coordenadas iguais. Como as coordenadas de (3 sao apenas zeros ou uns e como o vetor
(to, -+ ,tp_1) € estritamente crescente, vemos que quando o vetor (to+ 3o, - ,th—1+On_1)
nao estd em 7 (t+ 1), suas coordenadas serao iguais aos pares, ou seja, nao é possivel que

hajam trés ou mais coordenadas iguais entre si.

Definigao 3.3. Dizemos que o vetor (xg,- -+ ,xn_1) € Z" possui coordenadas iquais aos

pares se existem inteiros distintos iy, j1,42,J2, * yim,jm € {0,1,--+  h — 1} tais que
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Ty = Tjyy Tig = Loy~ Ly, — Ly, € T4 7£ Ty S€ (27]) ¢ {<i17j1)7 (iQ;jQ)v"' 7(Zmajm)}

Relembramos que o grupo simétrico Sj, age sobre Z" como segue: para o € S, e
x = (zg,x1,+ ,xp-1) € Z" defina o(x) = (Ze) To)s* "+ To(n-1)). Note que
o(x+y) = o(x)+ o(y) e que o(r(x)) = (0 0 7)(x), para todos x,y € Z", e todos
0,7 € Sy. Note também que, dado x € Z", o conjunto Hy = {0 € S}, : 0(x) = x} é um
subgrupo de Sy, que é o subgrupo estabilizador de x em S},

No caso em que x € Z" possui coordenadas iguais aos pares, com a notacao da definicao
acima, denotemos por 7, = (i4,J,) € Sk, 1 < ¢ < m, a transposi¢do que permuta os
inteiros i, e j, e fixa os demais. Assim, 7,(x) = x para todo 1 < ¢ < m e também,
como os inteiros i1, ji, %2, j2, " -+ ,%m € Jjm Sao distintos, temos 7, o 7, = 7, o 7,4, para todos

1<qg,r<m.

Proposigao 3.4. Seja x € Z" com coordenadas iguais aos pares (com a notacio da
definicao acima). Se o € Sy, € tal que o(X) = X, entdo existem unicos €, -- , e, € {0,1}

1 pr— El .« .. €
tais que o = 71, © oTm.

Demonstragao. Como o vetor x possui as coordenadas z;, e z;,, ¢ € {1,2,--- ,m},
iguais e todas as demais coordenadas diferentes destas duas, qualquer permutacao o € S,
que fixe x, ou permutard estas duas coordenadas, ou as manterd em suas respectivas
posicoes. Assim, o é a composicao de algumas dentre as transposicoes 7i,- -« , Tm. A
unicidade segue diretamente do fato de estas transposicoes serem duas a duas disjuntas.

O

Conforme mostra a proposicao acima, se x € Z" possui coordenadas iguais ao pa-
res, entao o subgrupo estabilizador de x em S;,, Hy C Sy, é gerado pelas transposicoes
7, = (ig, Jjq) € Sp, 1 < ¢ < m. Pelos comentdrios que precedem a proposicao, este sub-
grupo é abeliano. Assim, como um corolario, vemos que a ordem do subgrupo Hy é 2™.

Mas podemos concluir mais:

Corolério 3.5. Se x € Z" possui coordenadas iquais aos pares, entdo o nimero de per-

mutagoes pares em Hy € igual ao nimero de permutagoes impares.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.4, para cada inteiro 0 < ¢ < m, existem (T)

permutacoes formadas como produto de exatamente ¢ transposicoes dentre aquelas que
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fixam x, e cada uma dessas permutacoes é par se, e somente se, ¢ € um numero par.
Agora, cada permutagao fmpar contribui com um sinal negativo e cada permutacao par

com um sinal positivo na soma

Pelo bindémio de Newton, esta soma ¢é igual a (1 — 1)™ = 0, de modo que os nimeros de

permutacoes pares e impares sao iguais.
(]

Finalmente, podemos calcular os coeficientes de (s;(x))" - A(x). Por simplicidade de

notagao, se v.= (v, vy, -+ ,v,_1) tem coordenadas inteiras nao negativas, indicaremos

o mondmio 'z} -+ x,"" por x¥. Com esta notagao, as igualdades (3.3) e (3.4) se

escrevem, respectivamente, como
n
sk(x) = Zxﬁj (3.7)
j=1
e, com a* = (0,1,2,--- ,h —1),

A(x) = Z sign(o)x?@) (3.8)

ocESH

onde Sy, é o grupo das permutagoes dos inteiros {0,1,---  h — 1}.

Teorema 3.6. Para todot > 0,

(sk(x)" - Alx) = Z Z sign(o) gk (c)x7©

o€Sy ceT (t)

A C, C, C,
— - o (0) o(1) o(h—1)
= E g sign(o) By (co,c1, -+ scp1)xyx” e x, T

gE€Sh (co,c1, yen—1)€ET (1)

A AN
onde By (¢) =Bk (co,c1,- -+ ,ch1) € 0 nimero de k-caminhos estritamente crescentes que

chegam a ¢ (veja a Se¢do 1.2, pdg 24).

Demonstracao. A demonstracao é feita por inducao sobre t. Para t = 0 as condicoes
sobre ¢, 1, ,cp1 8800 < g < < - <cp1<h—lec+c+---+c_1= (Z), de

modo que ¢; = j, ¥j € {0,1,--- ,h — 1}. Assim, apenas a upla (0,1,--- ,h — 1) satisfaz
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A
estas condigoes e, como sabemos, By (0,1,--+ ,h—1) = 1. Portanto, o somatério no mem-

bro direito se torna ¢ sign(a)xg(o)xcf(l) - 'xz(_hfl), enquanto que o primeiro membro,
parat =0, é A(zg,x1, -+ ,xp_1). Assim, a igualdade segue por (3.4). Suponhamos agora

que o teorema valha para algum ¢ > 0. Entao
(sk(x)™ - Ax) = si(x) - (su(x))" - Alx)

(N i)

o€Sp ceT (t
e (z)( > o)
gESh CET
A
= Z sign(o) Z {(ZX@) B, (c)x"(c)}
o€Sh ceT (t) j=
- Y i) ¥ 3 b 5
o€ESh ce7 (t) j=1
E facil ver que todo vetor ¢ = (co,---,ch_1) € T(t) pode ser escrito na forma

= (bo — Bio, -+ +bn—1 — Bip—1) para algum b = (by,--- ,bp—1) € T(t + 1) e algum
B; € I'. Como todo vetor em 7 (t + 1) pode ser escrito como soma de um vetor de 7 (t)

com um vetor de I' (veja a Proposigao 3.2), (3.9) se torna

sk(X) T AX) = Y sign(o) > Z B (b — 3,)x"®. (3.10)

o€Sy, beT(t+1) j

Em (3.10), quando b € T(t+1), a diferenca b— 3; pode nao estar em 7 (¢). Mas neste
caso, pela Proposicao 1.18, ﬁk (b —3;) = 0, de modo que apenas acrescentamos algumas
parcelas nulas a soma na passagem de (3.9) para (3.10). Reorganizando os somatérios em
(3.10) temos

= Z sz'gn(a){ Z Z ék (b — ﬁj)x"(b) + Z Z ék b — 5;)x }

beT (t+1) j=1 beT(t+1)\T (¢t+1) j=1
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n

A
= Z sign(o) Z Z Bi, (b — 8;)x"® 4
o€Sy beT (t+1) j=1

n

Zsign( ) Z Zék b — 3;)x

oES), beT(t+1)\T (t+1) j=1

n

= > signle) Y D0 B (b g)x (3.11)
€Sy beT (t+1) j=1
Z Z Z sign(o Bk (b —3;)x°

bET(t+1)\T (t+1) j=1 o€S),

Agora, pela equagao (1.15) temos que (3.11) se torna

Z szgn(a) Z ﬁk (b)XU(b) -+ Z Z Z Szgn Bk b ﬁ ) a(b)

gESK beT (t+1) beET(t+1)\T (t+1) j=1 c€S,

de modo que, para finalizar a demonstragao, ¢ suficiente mostrar que

Z Z Z sign(o Bk (b — 3;)x7") = 0. (3.12)

beT(t+1)\7 (t+1) j=1 0c€Sh

Em (3.12), se uma upla b = (bg,--- ,bp—1) em T(t + 1)\7 (¢t + 1) possui trés ou
mais coordenadas iguais, b; = b;y; = bj.o = ---, entao, para cada 7 = 1,2,--- ,n, o
vetor (byg — B;0, -+ ,bn—1 — Bjn—1) ndo possui todas as suas coordenadas distintas, pois
isso exigiria que as coordenadas b; — 3;; € bjyo — ;42 diferissem por pelo menos duas
unidades, o que é impossivel pois b; = bi1o € 554, Bji+2 € {0,1}. Assim, para as uplas
b= (by, - ,bp—1) € T(t+1)\7 (t+1) que possuem trés ou mais coordenadas iguais, pela
Proposicao 1.18, temos LA% (b — 3;) =0, para todo j = 1,2,--- ,n, de modo que estas
uplas nao contribuem para a soma em (3.12). Podemos, portanto, considerar apenas as
uplas em T(t 4+ 1)\7 (t + 1) que possuem as coordenadas iguais aos pares.

Fixemos b € T(t + 1)\7 (¢ + 1) com coordenadas iguais aos pares e 3; € I'. Sejam
o1, ,0, € Sy, v > 1, todas as permutagoes de S, tais que o;(b) # o;(b) se i # j.
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Para cada | = 1,2,--- ,r, seja H; = {6 € S, : 6(b) = oy(b)}. Note que, se 6 € Hy, a
permutacao v = 6 o 0, ! pertence ao subgrupo H,,) estabilizador de o;(b) em Sy, pois
Y(o1(b)) = d 0 0, (oy(b)) = 6(b) = oy(b). Em verdade, a fungao ¢, : H, — H,,u) dada

por ¢;(8) =6 oo, ' é bijetora. Assim, como S), = |J;_, H;, temos

Zszgn Bk (b —3;)x"™ = ZZszgn Bk (b — 5%’

O’GSh =1 6€Hl

= > > sign(d) Bi (b 5,)x'®

=1 5‘7;16Ho'l(b)

= > D sign(yo) By (b — B;)x(®

=1 ’YEHal(b)
- AN

= Zsign(al) Z sign(y) By (b — 3;)x"(1(®)
=1 YEH (1)

Pelo Coroldrio 3.5, o nimero de permutacoes pares v; € H, ) e de permutacoes

fmpares 5 € H,, ) tais que x71(71(P) = x72(21(®)) ¢ o mesmo, e assim

S sign(x) Bi (b — 3)x"®) =0,

YEH G (b)

e entao

Z sign(o Bk (b —3;)x7"> =0,

g€ESy,

o que ¢ suficiente para anular o somatoério em (3.12) e finalizar a demonstragao do teorema.
a
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Capitulo 4

Generalizacao do Teorema de
Cauchy-Davenport e da Conjectura

de Erdos-Heilbronn

E chegado o momento de juntar as informacgoes apresentadas nos capitulos anteriores

para demonstrar os Teoremas 1 e 2 cujos enunciados reapresentamos abaixo. Iniciamos

relembrando algumas notagoes. Considere k,h € Ncom h >2ek < hesejan= #lk),

Sejam Ay, Ay, -+, Ap_1 subconjuntos finitos nao vazios de um corpo K de caracteristica p
se ela é positiva e p = oo se ela é zero e sejam |A;| = k; parai =0,1,--- ,h—1. Considere

ainda os conjuntos

Sk(A07A1a U 7Ah—1) = {Sk(a())ala e 7ah—1) ta; € A’L}

A . .
sk (Ao, Ay, -+ L Apq) = {sk(ag, a1, ,ap—1) 1 a; € A; com a; # a; se i # j}

h—1 h(h+1
Ej:o kj— (2 :

e 0s numeros [ = -

k

h—1,p. (.
: M] onde [+] indica

zygkj—h] i

parte inteira de x.

Teorema 4.1. Suponha que p > % quando a caracteristica de K for positiva.
h n—1)!

Se ki #kj parai #j ek, <t+h para todoi=0,1,---h—1, entao

| S (Ao, Ar, -+, Ap_1)| = min{p,t + 1},
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Teorema 4.2. Suponha que p > W quando a caracteristica de K for positiva.
= ! n—1)!

Sek; <l+1,j=0,1,--- ,h—1, entao
’Sk(AoaAla e 7Ah*1)’ = mm{p,l + 1}

Como um corolédrio do Teorema 4.1, podemos obter a estimativa (3) obtida por Cal-
deira em [4] usando técnicas de dlgebra multilinear. Em verdade, o resultado de Caldeira
é o caso particular k =1 ou k = h — 1 do corolério.

Corolario 4.3. Seja sAk (A) = {sklag,a1, -+ ,ap—1) : a; € A onde a; # a; se i # j}.
(t+n—1)!

Se p > W quando a caracteristica de K for positiva, entao para todo
th n—1)!

ke{l,2,--- h} tem-se

h(lAl = h)

| s/; (A)] > min{p, ?

+ 1}. (4.1)

Demonstragao. Sejam Ay, - - , Ap—; subconjuntos de A tais que |4;| = k; = |A| — 4,
parai € {0,1,--- ,h — 1}. Entao

i h—1 h(h
P Zizoki_ (2H)
k
_[ZiagA - - e
k
i h(h—1 h(h+1
_ h|A|_(2)_(2+)
k
_ | hUA] = R)
k

Agora, é facil ver que sAk (A) Qs/; (Ao, Ay, -+, Ap_1), 0 que d4, pelo Teorema 4.1,

h(JA| = h)
T] + 1}. (4.2)

O

| 5 (A)] > mm{p,

A dltima “peca”que falta para podermos iniciar a demonstracao do Teorema 4.1 é

dada no lema abaixo.
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Lema 4.4. Sejam 1 < kg < ky < --- < kyp_1 inteiros. Entdo existem inteiros positivos
ké,k’l,--- ,k}b_l tais que k; < k; para 1 < 7, k; < k; para todo v = 0,1,--- ,h — 1, e
ShoL K -(G+D) z?:(%(kj—(m))]

k - k

Demonstragao. Faremos a demonstragao por inducao sobre h. Para h = 1, como k
¢ um numero natural que nao excede a h, temos que £k = 1 e a afirmagao do lema sera
valida com ké = ko. Suponhamos entao que a afirmacao do lema seja valida para toda
(h—1)-upla (lo,ly,- - ,l_2) satisfazendo as hipéteses. Seja (ko, k1, -+ , kp—1) uma h-upla
que satisfaz as hipéteses do lema e seja r o resto da divisao euclidiana de Z;:é (k;—(j+1))
por k. Note que 0 <r < k—1< h. Ser =0, podemos tomar k; = k; e a afirmacao do
lema é valida neste caso. Assim, podemos supor que r» > 0. Se kg > 2, podemos tomar
k; =k;—1paraj=0,1,--- ,r—lek;- =k;paraj=rr+1,--- h—1, e também neste
caso temos a validade da afirmacao do lema. Vamos supor entao que kg = 1. Aplicando

a hip6tese de inducado & (h — 1)-upla definida por [;_; = k; — 1, j =1,2,--- ,h — 1 (note

que lp > 1, pois k; > 2), existem inteiros positivos lé,lll, e ,l;L_Q tais que l; < l;- para
o . h22(—( h2(1—(
1 <yg,1l;, <l;paratodoi=0,1,--- /h—2, e "O(Jk UrL) 3‘0(2 UH))]. Fazendo

k('):kozlekz;:l;-_lqtlparajzl,---,h—ltemos

S (k= (j+1)) B (S (k= (+1)) S (R — 1) — §)
k N ] k N k
B DyH(UEES) B S — (G + 1)
- I k - k
XSG =G+ S =)
a k a k
ST (k= 1) = 4) B S — (4 1))
- k - k
Yok = ( +1))
k )

o que finaliza a demonstracao.
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4.1 Demonstracao do Teorema 4.1

Sem perda de generalidade, podemos supor que kg < ky < --- < kjp_1. Pelo Lema 4.4,

. . . .. / / / . . .
existem inteiros positivos kg, ky, -+, k,_; que ainda satisfazem as hipéteses do teorema e
Ei_z—l i _ h(ht1) , ,
tais que t = ==—-2—2—_ Tomemos subconjuntos A; C A; com |A;] = &k,

1=20,1,--- ,h — 1. Aplicando o Teorema 2.4 com

FZSk(ﬁojﬂha"' 7$h—1) = g TigLiy = Lig_q,
0<ip<i1<---<irp_1<h—1

o polinomio simétrico elementar de grau k em h variaveis e

G = Ah(iUo,fL’h T athl) = H (9€j - flfi),

0<i<j<h—1

temos que o conjunto 2pg coincide com

{sk(ap,as, - ,ap_1) : a; GA;, i=0,1,---h—1, com a; # a; se i # j},

! /

ou seja Qg A, =) (Ag, Ay, -+, Ay ). Como deg(sy) = k e deg(Ay) = @ a equagao
(2.1) se torna
h=1 h(h—1 h=1,7  h(h+1
Zi—() ki_h_% Zz’:O ki_w

t= = = 2z 4.3
’ ’ (4.3)

Assim, o Teorema 2.4 nos da a estimativa

| Sk (A, AL+ Ay ) = mindp,t+ 1}, (4.4)
desde que o coeficiente de xlg‘g_le;_l . -x:;ff_l na expansao do produto (si)'A, seja nao
nulo. Como k, < k; < --- < k;_,, pelo Teorema 3.6 o coeficiente de xlé‘,rlxlf;*l . -xz;i’ll_l
é, a menos de um sinal, o niimero ﬁk (ké — 1,/’{:'1 -1, ,k;b_l — 1) que, quando K tem
caracteristica zero e pela Proposi¢ao 1.18, é nao nulo pois ¢ = (k(’J —1, /{;'1 -1, k;z—l —1)

, . , . h—1,,7 h
¢ um vetor estritamente crescente e o numero ¢t € N ¢ tal que ijo(kj —1)=kt+ (2) e
jgk;-—l <t+j,paratodoj=0,1,--- , h—1.

Quando a caracteristica de K é um numero primo, o fato de que o nimero de

k-caminhos estritamente crescentes ¢ menor do que o nimero total de k-caminhos de
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a*=(0,1,--- ,h—1)até b= (kg — 1,k; — 1,--+ ,k,_, — 1), combinado com as equagdes
(1.10) e (1.11), com ¢ = (kg — 1,--+ ,(k; = 1) = j,--+ ,(k_y — 1) — (h = 1)), e com a
desigualdade (1.9) nos da

AN
0 <Bg (k)g—l,]ﬁ—l,-" ,k)h_l—l) < B

e portanto, também neste caso o coeficiente é nao nulo. Isto finaliza a demonstragao.

(I
4.2 Demonstracao do Teorema 4.2
Tomemos subconjuntos A; C A;, com |A;| = k;,i = 0,1,---  h — 1, de modo que as
h—1,/
hipéteses do teorema ainda sejam satisfeitas e que se tenha [ = M Aplicando o
Teorema 2.4 com F = sy(xg, 21, - ,Tp—1) € G um polinémio constante nao nulo, temos

que o conjunto Qp¢ coincide com {s(ag, a1, -+ ,ap—1) 1 a; € A;;i =0,1,---h—1}. Como

deg(sk) =k e deg(G) = 0 a equagdo (2.1) se torna

1
E(;ki—h> =1. (4.5)

Assim, o Teorema 2.4 nos da a estimativa

|sk(Ao, A1, - -+ Ap—1)| = min{p,l + 1}, (4.6)
desde que o coeficiente de xkoflwklfl . -:Ukh_’l_l na expansao do produto (sg ! seja nao
0 1 h—1

nulo. Pelo Teorema 3.1 tal coeficiente é o ntumero P(0,c), onde

49



c = (k:é) -1, l{:’l —1,--- 7k;z—1 — 1), que, quando K tem caracteristica zero e pela Pro-
posicao 1.14, é nao nulo pois o nidmero [ é tal que Z;L;S(k; —1)=kle0 < k; -1<1
para todo 5 =0,1,---h — 1.

Quando a caracteristica de K ¢é um ndimero primo a equagao (1.11), com
c=(ky— 1,k —1,--- Kk, _, — 1), e a desigualdade (1.9) nos dd 0 < P.(0,c) < p e

portanto, também neste caso o coeficiente é nao nulo.

4.3 Alguns Exemplos

Apresentamos agora alguns exemplos para ilustrar os teoremas acima. E interessante

notar que as cotas dadas nos teoremas sao atingidas em alguns casos.

Exemplo 4.5. Se Ag = {ao}, A1 = {ao, a1}, Ay = {ag,a1,a2}, Az = {ap,a1,as} -,
Ap_1 ={ag,a1,a9,- -+ ,an_1}, entao o limite inferior no Teorema 4.1 é atingido:

S (i 4+ 1) — R

1.
3 +

| SAk: (Ag, Ay, ooy Ap)| =1 =
Exemplo 4.6. Suponha que h = 3, k = 2, Ay = {0,ap,a1}, A1 = {0,a0,a1,a2} e
Ay ={0, a9, a1, az,as}, onde a; = —ay, a3 = —ay. Entao
So(o, 1, T2) = ToT1 + ToTa + 1T
e 0s elementos de 3/\2 (Ao, Ay, Ag) sao
s9(0,ag, a1) = —ag,

52(0, ag, az) = —ayaz,
52(0, a9, az) = ayaz,
82(0,611702) = 102,

$2(0,a1,a3) = —aias,

52(07 ag, a3) - _037
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52((10;@17@2) = —Qy,

so(ag, ar, az) = —ag,

so(ao, ag, az) = —as,
e

s9(a1, ag,as) = —a3.

Assim, | 8 (Ag, A1, Ag)| =4 = {% (3 +44+5- %)} + 1 e novamente o limite inferior

no Teorema 4.1 é atingido.

Exemplo 4.7. Sejam Ag, A1, , Ap_1,h > 2, subconjuntos finitos ndao vazios de K com
Ap1 = Ay = -+ = Ap_y = {0}. Neste caso, sp(Ag, A1, ,Ap—1) = {0} de modo que
lsk(Ag, A1, -+, Ap_1)| = 1. Vamos estudar que restri¢oes as hipdteses do Teorema 4.2
impoem sobre os niumeros de elementos dos outros conjuntos. Como |Ap_1| = |Ax| =
o = |Ap1] = 1, uma das condigoes sobre os numeros kj = |A;|,7 =0,1,---  h —1 dd,

para todo jo =0,1,---  k — 2,

1 h—1
kj, < HE( @—h)
0

J:
1 k—2
< E<k+ k]+((h—1)—(k—2))—h)
§=0
W=
< E(Z/@-H). (4.7)
j=0
Por outro lado, como cada um dos conjuntos A;,j =0,1,---  k — 2, € nao vazio, temos
k—1< Zf;g k;, com igualdade se, e somente se, kg = ky = -+ = ky_o = 1. Se esta

: . . k—2 , .
tgualdade nao ocorresse, teriamos k — 1 < ijo k; que €, como mostram alguns cdlculos

simples, equivalente a
W= =
- ki+1) < —— k;

e entdo a condi¢ao (4.7) nos dd, para todo jo=0,1,---  k — 2,

o

—2
1
kjo < m : ki7

<
Il
o
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0 que € impossivel, pois teriamos que todos os k — 1 numeros ko, ki, - ,kp_o seriam
menores que sua média aritmética. Assim, kg = k1 =--- =k,_o =1 e a estimativa dada

pelo Teorema 4.2 é

h—1
o ki—h
‘SR(A(J?AM e 7Ah71)‘ > Z:l_OT +1=1.

Mas também ha situagoes em que a cota inferior dada pelo Teorema 4.1 nao é atingida:

Exemplo 4.8. Suponha que h = 3, k = 2, Ay = {ag, a1}, A1 = {ap,a1,a2} ¢

Ay = {0, a9, ay,as,a3}, onde a; = —ag, a3 = —ay. Entao
s52(0, 71, T2) = ToT1 + ToT2 + 1172

e 0s elementos de 3/\2 (Ao, Ay, Ag) sao

2

Sg(ao, as, O) = Qpaq + CL()O + a10 = —a07
2
sa(ag, ar, az) = apay + apas + ayjas = —ag,
2
sao(ag, a1, as) = apay + apas + a1a3 = —ag,
82((10, as, 0) = Qpas + a00 -+ CLQO = —a10Q2
_ )
sa(ag, ag, as) = apas + apas + asas = —as,

SQ(CLl, as, 0) = a10a9 + CL10 + (120 = 109

2
so(ay, az, az) = ayas + aras + azaz = —as.

Assim, | S (Ag, A1, A))| =4 >3 = {% (2 +3+5— 3%‘*)] + 1 e o limite inferior no

Teorema 4.1 nao € atingido.

Exemplo 4.9. Quando os conjuntos Ag, A1, , An_1,h > 2, sao disjuntos dois a dois,
temos s/\k (Ao, Ay, -+ Ap1) = sp(Ao, A1, L Ap_1) e entdo, para p suficientemente
grande,
A
| sk (Ao, s An1)l = [se(Ao, -+ And)]
M —h—1
ki —h
> Ly i =l +1
k
M —h—1 h(h+1)
=l hhtl)
> 20 ]k: 2| +1.
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Assim, a cota do Teorema 4.1 ndo € atingida neste caso.

O limite inferior dado pelo coroldrio do Teorema 4.1 é atingido, pelo menos, nos casos

especiais dos préoximos trés exemplos:

Exemplo 4.10. Se |A| = h, entdo, para todo k € {1,2,--- ,h},

A h(|Al = h)
| 5p (A) =1= —F+1.
k
Exemplo 4.11. Suponha que h = 3, k = 2 ¢ A = {ag,a1,az2,a3}, onde a; = —ay,
1 A
az = —ag e |A] = 4. Entao so(xo,x1,22) = Toxy + ToTa + T122 € 0s elementos de so (A)
a0
2
82(a07 ai, CLQ) = aga; + apgas + a1as = —ayg,
2
82(0/07 ai, CL3) = agQq + apas —|— aiag = _a()’
2
SQ(CLOJ a2, CL3) = apQg + Qgaz + G203 = —aj
e
2
solay, ag, az) = ayas + aras + azaz = —as.

Assim, | & (A)| =2 = [@] 41
Exemplo 4.12. Se k =h, |A|=h+1 e 0 € A, entdo o limite inferior € atingido.
Mas ha também situacgoes simples onde o limite inferior nao é atingido:

Exemplo 4.13. Se h =k =2, |A| =4 e p € suficientemente grande, entdo

2(4 — 2)

|5 (A)] >3 ="

+ 1.
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Capitulo 5

Outros Polinomios

Neste capitulo discutimos a aplicagao do Método Polinomial a outros tipos de polindémios.
O caso mais simples é, certamente, aquele em que se estudam combinagoes lineares de
sk(x) para diferentes valores de k. Combinagoes lineares de outro tipo de polinoémio

também sdo consideradas.

5.1 Combinagoes Lineares de sj(x)

. . . ! N .
Como antes, sejam 1 < k < h inteiros, n = m e Sg(zo, -+ ,xp_1) 0 polinomio
simétrico elementar de grau k em h varidveis. Seja wj = (wyo,- -, Wk h-1) € 7" um
vetor com wyo > W1 > -+ > Wk p—1 > 1 e considere o polinomio
Wk, 0 Wk, 1 Wk h—1
ng('rO? Ly, ;l’h—l) - Sk(xo y Ly s Tp )

Note que deg(gw,) = Wro + We1 + -+ + W1 = Zf;ol Wk,i-

g . bo by bh—l t 4 -
Proposicao 5.1. Set > 0, o coeficiente de x’, 27", -+ ,x," ) em (gw,(x))" € diferente
de zero se, e somente se, wy,; divide b; e 0 < b; < wy,; -t, para todoi=0,1,--- ,h—1, e

h—1 b _ . - s - _ (b0 ... _bra
Yico i k- t; nesse caso, tal coeficiente € igual a Py(0,c) onde ¢ = (wk’o, , wk’h_l)
Demonstracao. Aplicando o Teorema 3.1, temos
t Wk,0 Wg h—1\\t __ Wg,0C0 Wk, 1C1 Wk h—1Ch—1
ng(x(J?"' >xh*1) - (Sk<x0 R | )) - § , Pk(()?C)a:O Ty o Tp )
)

ceC(t
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onde C(t) = {c = (co,"++ ,ch-1) €EZ" : 0 < ¢; < tecyg+ -+ cp1 = kt}. Fazendo

bo = wWkoCo, -+ b1 = Wy p—1cp—1 € aplicando a equagdo (1.11) e a Proposi¢ao 1.3, o
resultado segue.

O

Sejam Ag, Ay, -+, Ap_1 subconjuntos finitos nao vazios de um corpo K de carac-

teristica p se ela é positiva e p = 0o se ela é zero. Considere ainda o conjunto

gwk(Ao,Ah T >Ah—1) = {gwk<a0aa17 T aah—l) ta; € Ai}

b= [ﬁ(ﬂw —h))].

Jj=0

e 0 numero

Proposicao 5.2. Suponha que p > ([(t”n_l)! quando a caracteristica de K for positi-

e ]1) " (n-1)!
va. Se wy,; divide |A;] —1, |Ai] —1 < wy,; -ty para todoi =0,1,--- /h—1¢e Z?:_Ol % =

k - t, entao
|gwk(A07 A17 U 7Ah—1)| > mm{p, tr + 1}

Demonstracao. Pelas hipoteses, podemos aplicar a Proposicao 5.1 para concluir que

[Ao|—-1 [Ao] -1
0 P IO

o coeficiente de x em (gw, (x))™ é diferente de zero. Aplicando o Método

Polinomial (Teorema 2.4) com F = gy, (x) e G(x) um polindémio constante nao nulo,

temos o resultado desejado.

Para a € K, definamos
e(a) = 0 se a=0
11 se a#0.

Sejam ag, ay,- - ,a, € K e definamos o polinomio

h
f(l‘o,xl, T ,Ih—l) = Zakgwk(l‘o,xb T ,l‘h—l)-
k=0

Teorema 5.3. Com as mesmas hipoteses da Proposicao 5.2, temos

(Ao, Avy oo Ap)| 2 min{p, D (A 1)) — h}.

h
k=1
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Demonstragao. Como, para todos a € K e A C K vale |a + A| = |A], temos

h
|f(Ao, A, Ap)| = |Zak9wk(A07Alu"' , Ap-1)|
k=0

h
= 1) argw, (Ao, A+ Ana).

k=1

Pelo Teorema de Cauchy-Davenport (estimativa (1)), temos

h
’f<A07 Ab T 7Ah*1>’ > mm{p, Z ’akgwk<A07A17 o 7Ah*1)‘ - h’}

k=1

Usando o fato de que |a - A| = |A]*@, fica

h
|f(A0, Alv e 7Ah71)| 2 mzn{p, Z |gwk<A0’ AI’ Ce >Ah71)|€(ak) _ h}7
k=1

e, finalmente, usando a Proposi¢ao 5.2 chegamos ao resultado desejado.

O
Vale observar que, quando ay # 0 e ag = -+ = a1 = A1 = -+ = ap_1 = 0,
reobtemos a Proposicao 5.2. Se, além disso, wyo = -+ = w1 = 1, entdo temos o
Teorema 4.2.
5.2 Um Polinémio Semelhante a s;(x)
Por simplicidade de notagao, se v.= (v, vy, ,v5_1) tem coordenadas inteiras nao

. . . . ~ . Vh—
negativas, continuamos indicando o monémio zy’z('---z," ' por xV. Lembremos que

I'={B,---,0n} é o conjunto de todos os vetores 3; = (Bj0, i1, -+, Fjn-1) com exa-
tamente k coordenadas iguais a 1 e h — k coordenadas nulas. Dados ay,--- ,a, € K,
seja

n

rr(x) = Zajxﬁj. (5.1)

Jj=1
A diferenca entre este polinomio e s é apenas a presenca dos coeficientes aq, - - - ,a,.
. ’ . Ch—
Nosso interesse é estudar o coeficiente de z’x{" - - - xy" ' em r(x)*, onde ¢ > 1.
Seja I';,, o conjunto de todas as fungoes « : {1,2,--- ,t} — N tais que (i) < n para

todoi=1,2,---,t.

56



* o~ co c1 Ch—1 ~ t . ~
Proposicao 5.4. Se x’z{ ---x,' ' aparece na expansio de ri(x)" com coeficiente nao

nulo, entao Z;‘L;é cj=kt e0<c; <t para todo j € {0,1,--- ,h —1}.

Demonstracao. E facil ver que
re(x)t = Z aa(l)xﬁa“) ---aa(t)xﬁa“). (5.2)
OéEFt,n

Em virtude de (5.2), os monomios que aparecem em 7(x)" provém de um produto de
exatamente ¢ monoémios cujos expoentes sao vetores com exatamente k coordenadas iguais
a um e exatamente h—k coordenadas nulas. Assim, se zg’z{" - - xzh_‘ | aparece na expansao
de ri(x)*, entdo, para algum a € T',, tem-se ¢; = 22:1 Ba(i),; de onde a condicao
0<¢; <t,Vje{0,1,---,h—1} é facilmente percebida. Além disso,

h—1 h—1 t t h—1 t
YIURDI) INIED 3) SN DI
§=0 j=0 i=1 i=1 j=0 i=1
O
Dado um vetor ¢ = (cg, -+ ,cp_1) € Z" satisfazendo as condicoes da Proposicao 5.4,

nao podemos garantir necessariamente que o monomio x°¢ apareca com coeficiente nao
nulo na expansio de 7(x)" porque, nao conhecendo os “nuimeros’ay,- - ,a, € K, nao
podemos assegurar que nao hajam cancelamentos para diferentes fungoes a € I'y,, (veja
(5.2)). Mas podemos estar certos de que, antes de proceder tais possiveis cancelamentos,
o mondmio x° estard presente na expansao de r(x)". De fato, pela Proposigao 1.14, existe
um k-caminho vo,vg + i, = vi,---,vi_1 + 3;, = v; da origem até c. De posse deste
caminho, ¢ facil escolher uma funcao o € I';,, que fornega x° em (5.2).

Sejam o € I'y , e ¢ = (cp, -+ ,Cp-1) € Z". Definamos os conjuntos

Aa,z:{.]e{1727 7t}:6a(j),i:1}7 Z:0717 7h_17

Gc)={ael,,:¢=|A4i,i=0,1,--- ,h —1}.

A A . :
Como xPa) . xfa@ ... xPat) = :cl) wol . x'l el . -xlh_‘*l’h 1 por (5.2), o coeficiente de
z(? -~ x," na expansao de ri(x)’ é igual a
D aq) Qa2 dagy, (5:3)

aeg(c)
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Em fungao da Proposicao 5.4 e dos comentérios que a seguem, temos que G(c) # ) se, e
somente se, o vetor c¢ satisfaz Z?;é cj=hkte0<c¢; <tparatodoje{0,1,--- h—1}

Mas podemos concluir mais:

Proposicao 5.5. Seja ¢ = (cg,- - ,ch_1) € Z" satisfazendo as condigdes da Proposicao
5.4. Entdo existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto G(c) definido acima e

o conjunto Q(c) das kc-matrizes.

Demonstracao. Seja A : G(c) — §2(c) dada por

Ba(1)
Ba
Moy = | o
Bat)
Esta aplicacao estd bem definida, pois a € I';,, implica que Z;:lﬁa(i)d = |Ani| = a.
Para ver que \ é injetora, se «,y € G(c) e, para algum j € {1,2,--- ,t}, a(j) # v(9),
ﬂil
entdo Ba() # By(j)- Para ver que é sobrejetora, dado A = : € Q(c), basta definir
Bi
a eIy, por a(l) =4y, -+ ,a(t) =i e teremos A\(«) = A.
O
Por causa da bijegao acima, quando a; = --- = a, = 1, (5.3) se torna

Y 1=1G(c)| = 12c)| = P(0,0). (5.4)
a€eg(c)
Assim, o Teorema 3.1 pode ser obtido como uma espécie de corolario da argumentagao
desta secao. Na verdade, foi seguindo estas idéias que Dias da Silva & Godinho provaram
este teorema em [8].
Como na segao anterior, seja Wy = (W, - , Wph-1) € Z" com Wpo = Wy = 00 2>

Wk, p—1 > 1 e considere o polinomio

Wik.0 WE, 1 Wk h—1
hwk(warla'” 7xh71) :Tk<x0 , L y T 7xh_1 )

Note que deg(hyw,) = Wk + We1 + -+ + W1 = Z;:ol Wr,i-
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Proposicao 5.6. Set > 0 e o coeficiente de z2°, 25", - - - ,xzh_’f em (hw, (X))* € diferente de
zero, entao wy,; divide b; e 0 < b; < wy;-t, para todot =0,1,--- h—1, ¢ Zh_l Li— ket

=0 Wk 4

Demonstracao. A exemplo da demonstracao da Proposicao 5.1, basta aplicar a
Proposicao 5.4 fazendo a mudanga de varidveis x — x%* e o resultado segue.

O

O principal interesse em estudar os polinémios hy, (x) se da porque um nimero con-

sideravel de polinémios F(xq, - ,xp_1) € Klxg, - ,x5_1] pode ser escrito como uma

F(x) =" ha, ().

Apesar disto, ainda nao nos foi possivel obter um teorema geral para todos esses po-
lindmios, pois ainda nao fomos capazes de aplicar nossos métodos para encontrar condig¢oes

t sdao nao nulos, o que é um re-

suficientes para garantir que os coeficientes em hy, (x)
quisito para se aplicar o Método Polinomial. Entretanto, em alguns casos particulares

isso ja é possivel. Por exemplo, se K é um subcorpo dos nimeros reais e os nimeros

ai, - ,a, € K (coeficientes de r(x)) sao todos positivos, entao, pelos comentarios que
I . by L1

seguem a Proposicao 5.4, o coeficiente de xf°, 25", 2" em (hy, (x))! é diferente de

zero se, e somente se, wy; divide b, e 0 < b; < wy,; - ¢, para todo 7 = 0,1,--- ,h —1, e

Zh_l b — k. t. Neste caso, denotando como antes

1=0 w;m-
1 h—1
b = —( <|A-r—h>) .
[zz;;wk,@- 2 (14

temos:

Proposigao 5.7. Se wy; divide |A;| —1 e |A;| —1 < wy; -t para todoi =0,1,---  h—1
e Zi:ol % =k -ty entdo
o, (Ao, Av, -+ Apy)| = 8 + 1
Demonstracao. Como o coeficiente de ;1:1)’%'71 > -a:‘OA()'*l em (hy, (x))% é diferente de
zero podemos aplicar o Método Polinomial (Teorema 2.4) com F' = hy, (x) e G(x) um

polinomio constante nao nulo, para obter o resultado desejado.

99



O
Como conseqiiéncia da proposicao acima temos uma estimativa semelhante aquela

dada pelo Teorema 5.3:

Teorema 5.8.

h
|F(A0aAl7"' 7Ah—1)| 2 Ztk+ 1.

k=1
Demonstracao. Como, para todos a € K e A C K vale |a + A| = |A], temos

h
|F<A07A17"' 7Ah71)| = ’Zhwk(A()vAl?H' 7Ah71>|

k=0
h
= ’ Zhwk(Al);Ala e aAh—1)|~

k=1
Pelo Teorema de Cauchy-Davenport (estimativa (1)), temos

h
|F(A07A1a e 7Ah—1)| Z Z |hwk<A0aA1a e 7Ah—1)| - h+ 1.

k=1

Finalmente, usando a Proposicao 5.7 chegamos ao resultado desejado.
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Consideracoes Finais

Nesta tese estudamos os problemas diretos em Teoria Aditiva dos Nimeros de determinar
cotas inferiores para o nimero de elementos de certos tipos de conjuntos. Apresentamos
uma demonstragao polinomial para um teorema devido a Dias da Silva e Godinho ([8]) que
generaliza o famoso Teorema de Cauchy-Davenport e uma generalizagao para a conhecida
Conjectura de Erdos-Heilbronn (Teoremas 4.2 e 4.1).

Na demonstragao dos Teoremas 4.1 e 4.2 usamos o fato de que todos os niimeros intei-
ros positivos menores do que um dado ntmero primo p podem ser vistos como elementos
nao nulos no corpo finito dos inteiros modulo p. Isso foi importante para garantir que
certos coeficientes em (si)" e (s5)"- A fossem nao nulos, o que é um requisito essencial para
se aplicar o Método Polinomial (Teorema 2.4). A estratégia, entao, foi tomar o nimero p,
caracteristica do corpo K no qual se tomam os coeficientes polinomiais, “suficientemente
grande”a fim de que os coeficientes fossem elementos nao nulos neste corpo. Para dar
uma idéia de quao grande esse nimero p deveria ser, e sabendo que os referidos coefici-
entes nao excedem ao numero de (0,1)-matrizes com soma de linhas e colunas prescritas,
usamos a Proposicao 1.11. Entretanto, a estimativa dada por esta proposi¢ao nos parece
demasiado grande e afirmamos que certamente ha espaco para melhora neste resultado.
S6 para citar um exemplo, quando h = 8, k =2 e c = (1,1,1,1,1,2,2,3) o nimero de
kc-matrizes, dado pelo Teorema 1.8, é¢ 190 800 enquanto que a estimativa da Proposicao 1.11
é 797 448 960. Em diversos outros casos particulares que fizemos os calculos, também
a diferenca entre o nimero exato de kc-matrizes e a estimativa da Proposigao 1.11 ¢é
consideravel.

Outra direcao de pesquisa nesta area é a de estudar o problema inverso relacionado

com os Teoremas 4.1 e 4.2 de caracterizar os conjuntos criticos para os quais as cotas
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inferiores dadas por esses teoremas sao atingidas. Naturalmente, tal estudo deve levar em
consideracao o Teorema de Vosper que caracteriza os conjuntos criticos para a estimativa

dada pelo Teorema de Cauchy-Davenport.
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