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Resumo

Provamos que uma superficie completa em H3(—1) com curvatura média constante é
minima se, e sé se, a curvatura gaussiana K < —1. Os principais resultados do nosso tra-
balho mostram que pode-se reduzir a codimensao de uma imersao isométrica em um forma
espacial quando o vetor curvatura média é paralelo no fibrado normal e o comprimento
da segunda forma fundamental satisfaz certas condi¢oes. Como conseqiiéncia, provamos
que uma subvariedade compacta e conexa em H"™?(—1), com o vetor curvatura média
paralelo no fibrado normal e satisfazendo as hipdteses de um dos resultados principais, é
uma esfera geodésica.

i



Abstract

We prove that a complete surface in H?(—1) with constant mean curvature is minimal if,
only if, the gaussian curvature K < —1. Our main results show that we can reduce the
codimension of an isometric immersion in a space form, when the mean curvature vector
is parallel in the normal bundle and the length of the second fundamental form satisfies
certain conditions. As a consequence, we prove that a compact connected submanifold
in H"*P(—1), with parallel mean curvature vector and satisfying the hypothesis of one of
the main results, is a geodesic sphere.
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Introducao

Liebmann provou em 1900 que as superficies compactas com a curvatura gaussiana cons-
tante em R3 sdo as esferas. Em 1953, Hopf provou que as superficies compactas com a
curvatura média constante e género zero em R3 sdo as esferas. Em 1966, Klotz e Osserman
[13] caracterizaram as superficies completas em R?® de curvatura média constante cuja
curvatura gaussiana nao troca de sinal. Precisamente, eles provaram o seguinte teorema:

Teorema 1 Seja M? uma superficie, completa e conexa, com a curvatura média H
constante em R3. Se a curvatura gaussiana K de M? ndo troca de sinal, entao M? € uma
esfera, uma superficie minima, ou um cilindro circular reto.

Hoffman [12] generalizou o resultado de Klotz e Osserman para superficies contidas
em uma forma espacial de dimensao 4.

Dizer que a curvatura gaussiana K nao troca de sinal, equivale a afirmar que K > 0
ou K < 0. Entao, o resultado anterior é uma conseqiiéncia das seguintes proposicoes:

Proposicao 1 Se K <0 e H = cte em M? C R? completa, entao M? é uma superficie
minima ou um cilindro circular reto.

Proposicao 2 Se K > 0 ¢ H = cte em M? C R?® completa, entio M? é o plano R?,
a esfera S*(c) ou o cilindro S*(c) x R

Cheng e Yau [5] provaram o seguinte resultado em dimensao maior:

Proposicao 3 Seja M™ uma hipersuperficie, completa e coneza, em R*, cujas cur-
vaturas seccionais sao nao-negativas. Se a curvatura média | H | de M™ é constante,
entdao M™ € o hiperplano R", a hiperesfera S™(c), ou o cilindro generalizado S™*(c) x R¥,
(1<k<n-1).

Em 2001, Cheng e Nonaka [4] estenderam a Proposi¢ao 2 para dimensoes e codimensoes
maiores. Eles provaram o seguinte resultado:

Teorema 2 Seja M"™ uma subvariedade (n > 3), completa e conexa, em R"P  com o
vetor curvatura média H paralelo. Se a sequnda forma fundamental h de M™ satisfaz

2<”2|H|2
- n-—1

(h) :
entao M™ é a variedade totalmente geodésica R", a esfera totalmente umbilica S™(c), ou
o cilindro generalizado S™'(c) x R' em R™*1.

Na demonstracao do Teorema 2, a etapa principal utilizada é que, nestas condicoes, a
codimensao é reduzida a 1 e, em seguida, aplica-se o resultado provado por Cheng e Yau.



Em nosso trabalho vamos obter resultados de reducao de codimensao analogos ao de
Cheng e Nonaka quando o espago ambiente é o hiperbédlico ou a esfera. Observamos que
Santos [20] e Wang [23] consideraram hipdteses semelhantes quando o espago ambiente
¢ a esfera. Santos considerou uma subvariedade compacta M"™ da esfera S™*? com vetor
curvatura média H paralelo. Introduziu um tensor ® relacionado com H e a segunda
forma fundamental e provou que se ® satisfaz uma certa desigualdade, entao ® = 0 e
M™ é totalmente umbilica ou a igualdade se verifica. Wang considerou uma imersao

isométrica M™ C S™*P(1), onde S™P(1) é a esfera unitdria de dimensao n+p, p > 2, com
n 3 n

h)? < —, onde a = max<{ —, ————

(h)” < a 2°2v/n—1

esfera menor em S™! com curvatura constante (1+ | H |*) ou M é uma hipersuperficie

, e provou que M é totalmente umbilica e é uma

em St C S"P. Outros autores também consideraram a hipétese do vetor curvatura
média ser paralelo no fibrado normal, por exemplo citamos: Alodan [2], Cheung [6], de
Barros [7], Mo [16] e Shen [21].

Antes de considerar os principais resultados deste trabalho, no Capitulo 1, obteremos
uma proposicao andloga a Proposicao 1 para superficies no espaco hiperbdlico com a
hipétese de que a curvatura gaussiana satisfaz a condicao de K — ¢ < 0, onde ¢ é a
curvatura do espaco ambiente. Provaremos o seguinte resultado:

Proposigao 4 Uma superficie completa M?* em H*(—1) com H = c, sobre a qual
K < —1, € uma superficie minima.

No Capitulo 2 provaremos os seguintes resultados:

Teorema 3 Seja M™ uma subvariedade (n > 3), completa e conexa, em M™7(E),
¢ > 0. Suponha que o vetor curvatura média H # 0 seja paralelo no fibrado normal. Se
a sequnda forma fundamental h de M satisfaz

entao a codimensao se reduz a 1.

O teorema anterior, quando ¢ = 0, coincide com o resultado de Cheng e Nonaka.

Como conseqiiéncia de um resultado provado por Nomizu e Smyth [18] obtemos o
seguinte corolario do Teorema 3:

Corolario Seja M"™ uma subvariedade (n > 3), completa e conexa, em S™P(1). Su-
ponha que o vetor curvatura média H # 0 seja paralelo no fibrado normal. Se a sequnda
forma fundamental h de M satisfaz

2<”2|H’2
- n-—1

(h) 7
entao M™ € totalmente umbilica em S™'(1).

Quando ¢ < 0, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 4 Seja M™ uma subvariedade, completa e conexa, do espago hiperbdlico
H"*?(¢), ¢ < 0. Suponha que o vetor curvatura média H # 0 seja paralelo no fibrado



normal. Sejam &, &, -+, &, ortonormais em T+M e tal que H =| H | &. Se a sequnda
forma fundamental h de M satisfaz

2<”2’H‘2
- n-—1

(h)

p
| TP+Y [ VA |IP>0,

a=2

P

onde A, ¢ a sequnda forma fundamental associada a &, | T |*= E trA? e V* € a soma
a=2

das conexdes normal e tangente definido por (2.5), entdo a codimensao se reduz a 1.

Observamos que a ultima condicao é trivialmente satisfeita quando ¢ > 0. Conside-
raremos ainda uma hipotese alternativa a tultima hipétese do teorema anterior. Neste
caso, conforme enuciado a seguir, a codimensao se reduz a 3.

Teorema 5 Seja M™ uma subvariedade, completa e conexa, de dimensao n > 4 em
H"*?(¢), com ¢ < 0 ep > 3. Suponha que o vetor curvatura média H # 0 seja paralelo no
fibrado normal. Sejam &, -+, &, ortonormais em T+M e tal que H =| H | &. Suponha
ainda que o primeiro espaco normal € invariante por translacdo paralela com respeito a
conexao do fibrado normal. Se a sequnda forma fundamental h de M satisfaz

n? H 2
oy < T 1)
e 92
cn
TP -2 )

p
onde | T |*= Z trA?, em que A, € a sequnda forma fundamental associada a &, entdo

o’
a=2
a codimensao se reduz a 3.

Provaremos, ao final do Capitulo 2, que uma subvariedade M"™ compacta satisfazendo
as hipéteses do Teorema 4 é uma esfera geodésica em H"(—1), ou seja, M™ é uma
subvariedade cujos pontos estao a uma distancia fixa de um determinado ponto fixado.



Capitulo 1

Curvatura média constante em H°

Obteremos, neste capitulo, uma extenséo as formas espaciais M 3(¢) de alguns resultados
conhecidos quando o espaco ambiente é o euclideano.

Introduziremos, na proxima se¢ao, um referencial mével adaptado a imersao isométrica
® : M? — M?3(¢) e apresentaremos alguns resultados acerca do método do referencial
movel que serao utilizados na ultima secao para demonstrar que uma superficie completa
M? contida no espago hiperbélico H3(—1) com curvatura média constante é minima se, e

sO se, a curvatura gaussiana K < —1.

1.1 O referencial modvel

Seja ® : M?> — M?3(¢) uma imersdo isométrica onde M?3(¢) denota uma variedade
riemanniana de dimensdo 3 e curvatura seccional constante ¢. Dado p € M?2, considere
uma vizinhanca U de p em M?, tal que ® restrito a U seja um mergulho. Nesta condicao,
V = ®(U) é identificado com U. Considere um referencial ortonormal ey, e € ez, definido
em V', adaptado a imersao, isto é, e; e es sao tangentes a V' e e3 é normal a V. Sejam wy,
wy e wy o coreferencial (base dual), ou seja, wy, wy € ws sdo 1-formas tal que w;(e;) = d;5,
onde

5 1, set =7
ij = .,
! 0, sei # J.
Neste caso, valem as seguintes relagoes

dwy = E wp Nwpa, wap +wpa =0
B

dwap = E wac Nwep — Cwa A\ wg
C

onde 1 < A, B < 3 que sao conhecidas como equagoes de estrutura.



A primeira e a segunda formas fundamentais sao dadas, respectivamente, por
2 2
I = w1Wwi13 + Walwsas.
O préximo lema permite introduzir a matriz (h;;) da segunda forma fundamental.

Lema 1.1. (Cartan) Seja E um espaco vetorial de dimensdo n. Sejam wy, -+, wy, r <n
1-formas diferenciais linearmente independentes definidas em E. Se existem 1-formas

O1,-+, 0, : F— R tal que
Zwﬂ\@i:O,
i=1

entao
T
@i = E aijwj
j=1
onde a;; = aj;.

Como o referencial e;, es e e3 é adaptado & imersao, temos ws = 0 em M?2. Portanto,
2
dw:), = E Ldj/\wj'g =0.
Jj=1

Logo, pelo lema de Cartan 1.1, podemos escrever

2
Wiz = E hjiw;
i=1

com hj; = hij e 1 <i,j <2.A curvatura média H de M? em M?3(&) é definida por
hii + hay  tr(hyj)

H = —
2 2

A superficie M? é dita minima se H = 0. A curvatura gaussiana K é dada por

K—c¢= det(hm)

A forma diagonalizada da matriz h;; fornece as curvaturas principais (autovalores) h; e
ho. Um ponto p € M? é dito umbilico se h; = hy no ponto p.

Quando H? — (K — ¢) > 0, existem autovetores ortonormais e; e ey definidos num
aberto. Neste caso, a matriz h;; é diagonal, wi3 = hywy € w3 = howy. A imersao ®(u,v)
¢ dita parametrizada por linhas de curvatura, ou seja, ¢, e ®, sao paralelos aos vetores
principais em cada ponto. Assim,

9, 9,
R

é o referencial movel de diregoes principais e

€1

I = gldu®+ gidv?
II = hig?du® + hygadv?

|2, hy e hy sdo as curvaturas principais.

onde g7 =| @, %, g3 =| D,



1.2 Resultados auxiliares

A proposigao seguinte é uma extensdo a uma forma espacial M?3(¢) de um resultado
cléssico cuja demonstracao para o espago euclidiano pode ser encontrada em [22].

Proposicao 1.1. Seja M? uma subvariedade bidimensional em M3(é), sem pontos umbilicos,
cuja primeira forma fundamental I é dada por

I = \u, v){du® + dv*}

para um sistema de coordenadas locais (u,v). Sejam hy e hy as curvaturas principais.
Entao, vale a relacao

% = —(hy — hy)(In V), (1.1)
% = —(hy — h)(InVN),. (1.2)

Demonstracao: Neste caso, as 1-formas w; e ws, conforme definidas na segao anterior,
sao dadas por w; = VAdu e wy = v Adv. Por diferenciacio, obtemos

dwy = —(VN)ydu A dv,
dwy = (VA)udu A do.

Por outro lado, consideremos as equagoes de estrutura

dwi = wy Awar,

dUJQ = w A w12.
Escrevendo w1y = Aw; + Bwy e substituindo nas equagoes de estrutura, obtemos

dwy = VAdv A (=AVAdu — BV Adv) = AXdu A do,
dwy, = VAdu A (AVAdu+ BV Adv) = BAdu A dv.

Logo, A = —L)’\\)“ e B = MT/\)U Agora, consideremos as seguintes relacoes, conforme
definidas anteriormente

dwis = wia A wos,

da}23 = WQl/\wlg.

Substituindo w3 = hjw; e wez = hows, nestas equagoes obtemos

dwis = (AVAdu+ BVAdv) A hoVAdv = AXhodu A do,
dwys = (—A\/Xdu — B\/de) A hiV du = BAhydu A dv.



Por outro lado, diferenciando wq3 = hy VI e wyy = hg\/Xd’U, temos

dwis = dhy A (VAdu) 4 hyd(V Adu)
ohy ohy

_ {%du + a—dv] AVdu + by [(\/X)udu + (\/X)vdu] A du

— (%1 \/_du A dv — hy(VA)ydu A dv.

oh
Logo, dwi3 = (——1\/_ h(VA), ) du A dv. Analogamente,

dwys = dhy A (VAdv) + had(V Adv)
— [%du + %dv} AV Adv + hy [(\/X)udu + (\/X)vdv] A dv
u
oh

= 62\/_du/\dv—|—hg(\/X)udu/\dv.
u

Assim, dwys = (8h2 VA + hy (V) ) du A dv. Portanto, valem as identidades

IR (VR = ANy = ~(V )b,

%ﬁ+ ha(VX)w = BAby = (VA)uhi,

que se reduzem a

ohy (V)
82] (h’2 hl) \/X 3
Ohs (VA)u
5 = (hy — hy) A

Portanto, valem as igualdades (1.1) e (1.2).
|

Citaremos, a seguir, trés observacoes que serao utilizadas na demonstragao do préximo
lema desta secao.

Observagao 1.1. Se M? C M?3(¢) possui curvatura média constante, entdo devemos ter

Ohy __Ohy  Ohy _ O

ou ou ov ov
De fato, segue diretamente de hy + hy = 2H = cte.




Observagao 1.2. Seja f : U C R? — R uma funcao positiva de classe C2. Entao,

Af |VfP
A(ln f) = — —
(In f) 7 72
onde V denota o gradiente de f.
De fato, como
1
I flu == fu,
(In.f) 7
segue que
fuu i
lIlf uwu — T T —=.
(In f) R
De forma analoga, obtém-se
(In f)yw = M - f_i
o f

Logo,

amp=fr- g dp -5 -5

Observacao 1.3. Vale a relagao

H2—(K—~): 2 7h1_H’
com hy > hs.
De fato, notemos que
H2— (K —¢) = |:h1 Jthgr = h? 4 2hyhy Z hg —dhihy (M —4h2)2.

Agora, como H = % + %, segue que

by M he MM g g g
2 2 2 272

Lema 1.2. Numa regido sem pontos umbilicos de uma subvariedade bidimensional M? C
M3(¢) com métrica I e curvatura média constante, a métrica I, definida por

[:=+H?>—(K—-¢)1I
€ plana.

Demonstracao: Suponha que a parametrizacao de M? seja isotérmica, isto é, a
primeira forma fundamental é escrita localmente como

I = Mu,v){du® + dv*}.



Neste caso, a curvatura gaussiana é dada por

1
= ——A(In)).
K = —sA(ln )

Consideremos a métrica [ = /H? — (K — ¢) I. Seja K a curvatura gaussiana na métrica,
I. Dessa forma temos

1
" 2W A (u,v)

onde W = /H? — (K — ¢). Devemos provar que A [In(WA(u,v))] = 0. Por uma propri-
edade das fungoes logaritmicas e pela linearidade do operador laplaciano, obtemos

K = A [In(WA(u,v))] (1.3)

AIn(WA(u,v))] =AlnW +In A = A(ln W) + A(ln ). (1.4)

Calculemos A(In W). Pela Observagao 1.3, temos W = h; — H. Segue da Observagao 1.2
que

A(hi —H) |V(h —H)
hi —H (hy — H)? =
Como H = cte, vale A(hy — H) = Ah;. Pela Proposigao 1.1, temos

A(lnW) =

Ohy

Sy = (h2 = h1)(In VA)y = 2(H — hy)(In VA),. (1.5)
Logo,
0%hy Ohy
57 = 2 {—%(m V), + (H = hby)(In \/X)M]
2
— 4(H— ) {(m \/X)v] 4 2(H — hy)(In V) o
Assim,
1 0*h 2
e = [(m \/X)v] — 210 VN ). (1.6)
. ohy Ohy -
Por outro lado, da Observacao 1.1, i Pela Proposicao 1.1, obtemos
Ohs
== = (hy = ) (I VAo = 2(H — hy)(In V). (1.7)
Logo,

5 o (InVN)u 4+ (H = h)(In VA)

= 4 — H) [(in V), © 9k — H)(In v/ N

0%y 9 [_%
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Donde segue que

oo~ V] -2 VA "

Somando as identidades (1.6) e (1.8), obtemos

—A}(:l__]f) =4 [(ln \/X)U} g 2(In V), + 4 [(ln \/X)u] . 2(In VA)uu- (1.9)

As derivadas parciais (1.5) e (1.7) podem ser escritas como

1 o
H— hl % = 2(ln \/X)v,
1 o

Elevando ao quadrado as relagoes anteriores e somando, obtemos
| Vhy |? [ 2 2
—— =4 (1 )\v] 4[1 )\u] . 1.10
T — )2 (InVA),| +4|(InvVA) (1.10)
De (1.9) e (1.10) segue que

A(hy—H) |V(l—H)

hl — H (H — h1)2 = —2(111 \/X)vv - 2(111 \/X)uu

Logo,

A(InW) = —2A(In V) = —A(In \).

Portanto, por (1.4), obtemos
A [In(WA(u,v))] = 0.

Assim, K = 0 por (1.3). Conseqiientemente, I é uma métrica plana.
|

Observamos que, quando ¢ = 0 o lema anterior foi provado por Klotz e Osserman [13].
Observamos ainda que Lawson [14] provou o lema anterior utilizando outra abordagem.

O préximo resultado é também uma extensdo a formas espaciais M3(¢) de um lema
provado por Klotz e Osserman [13] no R?.

Lema 1.3. Seja M? uma subvariedade bidimensional completa de M>(&) com curvatura
média constante H = ¢ e curvatura gaussiana K. Se (H* — (K — ¢)) > €* para um € > (
fizado, entao M? é conformemente o plano, o plano menos um ponto, ou o toro plano.
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Demonstragao: Como M? é completa na métrica I, temos que M? é também com-
pleta na métrica conforme eI. Mas como € < /H? — (K — ¢), a métrica plana [ =
VH? — (K — ¢)I é também completa em M?, pela caracterizagiao da completude por meio
do comprimento das curvas divergentes; observamos ainda que a hipétese H2—(K —¢) > ¢?
garante a nao existéncia de pontos umbilicos sobre M?2.

Portanto, o recobrimento universal . de M? com a métrica do recobrimento ¢ completo
e possui curvatura gaussiana nula, ou seja, Y é isométrico ao R? com a métrica canonica.
Logo, M? = R?/T onde I" é um subgrupo do grupo das isometrias de R? que age de forma
propriamente descontinua em R?. Essas subvariedades sao o plano, o cilindro, o toro, a
faixa de Mobius e a garrafa de Klein, mas desconsideramos aqui as duas ultimas por nao
serem orientaveis.

Portanto, M? com a métrica I é conformemente o plano, o cilindro (topologicamente um
plano menos um ponto) ou o toro plano.

1.3 Funcoes subharmonicas e superficies parabdlicas

Faremos, nesta secao, uma breve introducao ao estudo das fungoes subharmonicas e das
superficies parabdlicas. Maiores informagdes podem ser obtidas em [1].

Definicao 1.1. Uma fungao real f é dita ser subharmonica numa regiao plana P se
satisfaz as seguintes condigoes:

1. f é semi-continua superiormente em P, isto é, f(x) > lim, ., f(y);

2. Para qualquer funcdo g harmonica em uma regiao P’ C P, a diferenca f — g ou é
constante ou nao atinge um maximo em F’.

Dizemos que f é superharmonica se —f é subharmonica. Uma fungao harmonica é
simultaneamente subharmonica e superharmonica.

O seguinte teorema nos fornece um critério mais simples para verificar se uma dada
funcao é superharmonica ou subharmonica.

Teorema 1.1. Sejam U um subconjunto aberto de C e f: U — R uma fungao de classe
C?. Se Af <0, entdo f € superharmonica.

Corolario 1.1. Se Af >0, entao f é subharmonica.

Observacao 1.4. A definicao de subharmonicidade é de carédter local. Em outras pala-
vras, se uma funcao é subharmonica em uma vizinhanca de todo ponto de W, entao ela
é subharmonica em W. O cardter subharmonico é invariante por aplicacdo conforme. Se
@ aplica W conformemente em Wi, entao f = f; o ¢ é subharmonica junto com f;.
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O préximo lema é um resultado encontrado em [13].

Lema 1.4. Seja M? uma variedade riemanianna bidimensional. Suponha que em um
dominio D de M? as coordenadas u, v sdo isotérmicas, isto €, a primeira forma funda-
mental I € dada por

I = Mu,v){du® + dv?}.

Se K > 0 (K <0) em D, entio a fungio In\, com A = A(u,v), € superharménica
(subharmonica) sobre D.

Demonstracao: A Equacao
—EK = (F%)u - (F%)v + F%QF% + F%zﬁz - F%1F§2 - Fhrizv

quando a parametrizagao é ortogonal (F' = 0), fornece a seguinte expressao para a curva-
tura gaussiana:

1 E, G
K=- + == ¢-
et (vee), * (Vie) )
Neste caso, £ = G = A(u,v). Conseqiientemente, A = v EG. Logo,

- ) 6)

5 [(InA),], + [(In A),]u}

1
=~y { A + (Ao}

Assim, temos

1

Portanto, se K > 0, entdao A(In\) < 0, que implica In A ser superharménica. Se K < 0,
entdo A(In ) > 0, ou seja, In A é subharmonica.

Definigao 1.2. Uma superficie M? é dita ser parabdlica se nio existem funcoes subharmonicas
negativas nao-constantes definidas sobre M?2.

Observacao 1.5. O plano, o plano menos um ponto e o toro plano sao superficies pa-
rabolicas.

Observagao 1.6. Uma superficie completa M? C H*(—1) com H =c# 0e K < —1¢
parabdlica. De fato, a superficie satisfaz as hipdteses do Lema 1.3 para € =| ¢ |. Entao,
M? ¢ parabdlica pela Observacao 1.5.
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Observagao 1.7. Uma funcao f subharmonica com Af > 0 (resp. superharmoénica
com Af < 0) limitada superiormente (resp. inferiormente) em uma superficie parabdlica
M? deve ser constante. De fato, consideremos f uma funciao subharménica com Af >
0, limitada superiormente (f < m, para algum m € R), definida em uma superficie
parabélica M?. Temos que a funcao ¢ definida por g = f — m é negativa, subharmonica
e estd definida em M?. Como M? é parabdlica, temos que g deve ser constante, o que
implica que f deve ser constante. Analogamente, podemos verificar que uma funcgao
superharmonica com Af < 0 limitada inferiormente em uma superficie parabdlica M?
também deve ser constante.

1.4 Resultado principal

Nesta se¢ao, vamos considerar superficies completas em H?(—1), de curvatura média
constante, cuja curvatura gaussiana K satisfaz K < —1. Nestas condi¢oes, vamos provar
que a superficie é minima, utilizando os resultados das secoes anteriores.

Iniciaremos esta secao com a seguinte observagao:

Observagao 1.8. Se M? C H?*(—1) ¢ minima, entdo a curvatura gaussiana K satisfaz
K < -1.

De fato, a curvatura gaussiana K é definida por
K - 6 - hlhg,

onde hi, ho s@o as curvaturas principais e ¢ = —1. Como H =
hy = —hy. Logo, K + 1 < 0. Portanto, K < —1.

hi+hy —
772 = 0, temos que
A préxima proposicao estabelece condigoes para que a reciproca seja verdadeira.

Proposigao 1.2. Uma superficie completa M? em H3(—1) com H = ¢, sobre a qual
K < —1, é uma superficie minima.

Demonstracao: Suponha, por contradicao, H = ¢ # 0. Como M é completa, pela
Observacao 1.6 temos que M? é uma superficie parabdlica. Segue do Lema 1.2 que a
métrica /H? — (K + 1)1 é plana. Logo, existem coordenadas locais u, v tal que

H? — (K + 1)] = du® + dv*.

Assim,

I = = <K+1>{du2+dvg}. (1.11)
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Segue do Lema 1.4, que In <+> ¢ subharmonica com
H2—(K+1)

1
Aln(\/m) > 0.
Como,
Aln ! :A(—lln(Ht(KH))) :—lmn(H?—(KH)) >0
VH? = (K +1) 2 2 T

obtemos que Aln(H?— (K +1)) < 0, ou seja, In(H? — (K + 1)) é uma fungao su-
perharmonica. Além disso, como H =c# 0e K < —1, temos

H—(K+1)=—(K+1) >,

que implica In (H? — (K + 1)) > In(c?) # —oo. Portanto, In (H? — (K + 1)) é uma funcio
superharmonica limitada inferiormente. Segue, pela Observacao 1.7, que In (¢ — (K + 1))
deve ser uma fungao constante e, portanto, K é constante. Logo, da expressao (1.11),
obtemos que a métrica I é plana, e portanto, K = 0 (absurdo).

Portanto, M? deve ser minima.

Segue da proposicao anterior que

Proposigao 1.3. Seja M? C H3(—1) completa com H = cte. Entdo, M? é minima se, e
somente se, K < —1.



Capitulo 2

Subvariedades com vetor curvatura
média paralelo

Neste capitulo, vamos provar os resultados principais do nosso trabalho, que mostram que
podemos reduzir a codimensao de uma dada imersao isométrica em uma forma espacial,
quando o vetor curvatura média é paralelo no fibrado normal e o comprimento da segunda
forma fundamental satisfaz certas condicoes.

Estao listadas, na proxima secao, as principais ferramentas que serao utilizadas no
decorrer do capitulo.

2.1 Preliminares

Seja @ : M"™ — M™P(&) uma imersio isométrica de uma variedade diferencidvel M de
dimensao n em uma forma espacial M de dimensao n + p com curvatura seccional cons-
tante ¢. Para todas a férmulas locais podemos considerar ® como sendo localmente um
mergulho e identificamos z € M com ®(x) € M. Neste contexto, o espaco tangente T}, M
é identificado com um subespaco de T, M. O espaco normal (ou fibrado normal) T:-M é o
subespaco de T, M que consiste de todos & € T, M que sdo ortogonais a T, M com respeito
a métrica § de M. Denotemos por (M) e x(M)*, os conjuntos dos campos de vetores
de classe C'*°, tangentes e normais a M, respectivamente. Sejam V e V as conexoes Ri-
emannianas de M e M, respectivamente. Denotemos por D+ a conexao do fibrado normal.

Para cada & € T* M definimos uma transformagao linear em T, M da seguinte forma:
Estenda & a uma vizinhanga de z, obtendo um campo vetorial normal e defina —A¢(X)
como sendo a componente tangente de Vx&, para X € T, M. Vale a seguinte féormula

Vxé = —A¢(X) 4+ Dx€. (2.1)
A¢(X) depende apenas de € em z e X. Dada uma base ortonormal &, &, -+, &, de T+ M,
denotamos A, = A¢, e dizemos que Ay, Ay, ---, A, sao as segundas formas fundamentais

15
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associadas a &1, &o, -+, & Se &1, &2, -+, &, sao campos ortonormais em uma vizinhanca
de z, entao definimos as formas de conexao normal S,z por

D)Lfga = Z SaB<X)§,37 (2'2)
B=1

onde X € x(M). Vale a igualdade S,3 + Sp, = 0, para quaisquer « e (3.

Definicao 2.1. Um vetor £ normal a M ¢é dito paralelo no fibrado normal, ou simplesmente
paralelo, se Dx¢ =0,V X € x(M).

A segunda forma fundamental h de M é definida por
hMX,Y)=VxY — VyY.

Vale a identidade

g
onde X,Y € x(M) e £ € x(M)*.

Sejam Fi, Fs, ---, I, vetores ortonormais tangentes a M em x € M e &, &, -+, &
vetores ortonormais normais a M em x. Entao,

1 p
H=-— trA, )&,
- ;( )¢
é um vetor normal em x que independe da escolha da base ortonormal Ey, Fs, ---, E,,&,

€, -+, & de T, M, onde
terc - Z g (AQ(EZ‘), Ez) .
i=1

O vetor H é chamado o vetor curvatura média da imersao ®.

Definigao 2.2. Dada uma base ortonormal &, &, -+, &, de T;-M, definimos o compri-
mento da sequnda forma fundamental de M, em x, por

(h)?* = itrAi. (2.3)

p
Observacao 2.1. A expressao ZtrAi independe da escolha da base ortonormal de

a=1

T+M.
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De fato, considerando o tensor de Ricci de M, vale

p p
Ricc g = (n — 1)l + Z(trAa)Aa - Z A2

a=1

onde [ é aplicacao identidade. A curvatura escalar S é dada por

S =n(n-1)¢ i trA,) ZtrA

que pode ser escrita como
S =n(n—-1)¢é+n*g(H,H) — ZtrA2

onde § é a métrica de M e H é o vetor curvatura média. Observemos que a ultima
expressao implica que o comprimento da segunda forma fundamental definido por (2.3)
independe da escolha da base ortonormal de T;- M.

O operador curvatura R de uma variedade Riemanniana N é uma correspondéncia
que associa, a cada par X,Y € x(N), uma aplicagdo R(X,Y) : x(N) — x(V) definida
por

R(X,)Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy1Z.

Seja R o operador curvatura de M. A equacao de Ricci é dada por
—(R(X,Y)E,m) + (RT(X,Y)E,n) = ([Ae, A X,Y) (2.4)
onde [Ag, An] = AﬁAn — AUAE €

RL<X7 Y>§ = D)l(DxL/f - D}J;DX D[XY§

Denotemos por V* a soma das conexoes normal e tangente. V* é a conexao na soma
de Whitney do fibrado tangente e do fibrado normal de M induzidos por V e D+. Entao,

p
ViAo =VxAs— Y Sas(X)As. (2.5)
B=1
2.2 Vetor curvatura média paralelo para hipersuper-
ficies
Veremos, nesta segao, que no caso de hipersuperficies (codimensao p igual a 1), o vetor

curvatura média H ser paralelo é equivalente ao médulo da curvatura média | H | ser
constante.
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Seja ® : M" — M™P(¢) uma imersio isométrica. Consideremos um referencial
ortonormal Fy, ---, E,, &, ---, & de TM definido numa vizinhanca de p € M tal que
Ei, ---, E, sao tangentes a M . A matriz da segunda forma fundamental, na direcao de
o, € definida por

h?j = < (EME) €a>

Entao, o vetor curvatura média, conforme definido na se¢ao anterior, se expressa na forma
1 «
H=- § :hiz‘ga
n <
1,Q

No caso particular, onde a codimensao p ¢é igual a 1, temos uma tunica direcao normal
&nv1. Logo, o vetor curvatura média é escrito como

Z hn+1§n+1 ‘

Observemos que

n

| H [°=(H.H) = Zhnﬂfnﬂa Zhn+1£n+1
[Z-_l WT

Neste caso, o comprimento | H | do vetor curvatura média coincide com o mdédulo da
curvatura média, que a menos de sinal é a média aritmética dos autovalores da segunda
forma fundamental. Se DYH = 0, entdo | H |= cte e, portanto, a curvatura média é
constante. Vale a reciproca, isto é, se | H | é constante, entdo H é paralelo, pois dado
qualquer campo tangente X ocorre

0=X|H|*=X(H,H)=2(DxH, H).

Logo, DxH = 0, ou seja, H é paralelo.

Assim, em casos onde a codimensao ¢ maior que 1, é natural impor a condicao D+ H =
0 (vetor curvatura média paralelo) que é equivalente a curvatura média | H | constante
quando a codimensao é reduzida a 1.

2.3 Resultado preliminar

Erbacher calculou em [10] o laplaciano da fungao f = (h)?, conforme definida em (2.3),

quando o vetor curvatura média H ¢é paralelo no fibrado normal. Considerando campos

de vetores ortonormais &;, - - -, &, normais a M tal que & estd na direcao de H, vamos
p

obter o laplaciano de | T |*= ZtrAi, que serd de fundamental importancia para provar
a=2
os principais resultados do capitulo. Erbacher provou o seguinte lema:
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Lema 2.1. (Erbacher)

Seja @ : M — M”*”(é) uma imersao isométrica. Considere £, a =1, -+, p, campos
ortonormais, normais a M. Se o vetor curvatura média H € paralelo no fibrado normal,
entao

1 - ~ u 2 2 2
§Af = cnf—cg(tTAa) + Z tr[AmAﬁ]

a,B=1
p p p
+ 3 (trda) (trAa A2) — Y (trAAg)? + ) || V7 A, 1P
a,B=1 a,B=1 a=1

onde f = (h)? é o comprimento da sequnda forma fundamental, A é o laplaciano, A, é
a sequnda forma fundamental associada a &, e V* é definido por (2.5).

Escolheremos, a seguir, campos de vetores &;, &, ---, &, de forma que & possui a
mesma direcao de H e, em seguida, obteremos uma aplicacao do Lema 2.1.
Suponhamos, que o vetor curvatura média seja nao-nulo em qualquer ponto de M, isto
é, | H |# 0 em M. Assim, podemos escolher campos de vetores ortonormais &1, &, - - .,&,
normais a M tal que
H :| H | &1

Dessa forma, valem as seguintes relagoes:

trAy, = n|H|
trAd, = 0, a=2,3,---,p.

Consideremos a funcao
p
| T P=Y) trA2, (2.8)
a=2
definida globalmente em M. O préximo lema exibe a expressao para o laplaciano de | T' |2.

Lema 2.2. Seja & : M" — M”*”(é) uma imersao isométrica. Suponha que o vetor
curvatura média H, nao-nulo em qualquer ponto de M, seja paralelo no fibrado normal.

P
Sejam &y, - - -, &, ortonormais em T-M e tal que H =| H | £;. Definindo | T |*= Z trA?

a=2
tem-se

SAITE = 0 {(rAn)(trAA2) — (i, A,)7) (29)

a=2
p p
— Y {tr]Aa, Ag]'[Aa, As] + (1A AP} +En | TP+ || VAL
a,B3=2 a=2

Algumas observacgoes serao importantes na prova do lema. A seguir, enunciaremos as
principais.
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Observagao 2.2. Se o vetor curvatura média H é paralelo, entdo | H | é constante.
De fato, dado qualquer campo tangente X, temos
X(H,H) =2(DxH,H) =0.
Logo, (H, H) é constante e, conseqiientemente, | H | é constante.

Observagao 2.3. As formas de conexao normal S,s, conforme definidas em (2.2), se
anulam quando o = 1.

De fato, conforme definimos nos preliminares,

D& =37 Si5(X)8
B=1

H

Como & = ]y segue que

H 1
1 _
DX<|H|> |H|DXH+X(|H|)H‘O'

Como H ¢ paralelo e, pela Obervacao 2.2, | H | é constante, segue que Syz = 0 para

qualquer 3 =1,2,--- ,p
Observacao 2.4. Se o vetor curvatura média é paralelo, entao
A1A, = AL A1, para todo a.
De fato, consideremos a equagao de Ricci
—(ROXY)E ) + (RHX,YV)E ) = ([Ae, A4,)X, V).

Como a curvatura seccional do espaco ambiente M "tP(¢) é constante, a equacao de Ricci
se reduz a
<RJ_(X7 Y)f, 7]> - <[A£7 AW]X7 Y>

Consideremos £ = & e n = &,. Assim, o primeiro membro torna-se
9 (DxDyé1 — Dy Dx& — Dixyiér, &a) = 0,7 X, Y.
Logo, [A1, Ay] = 0 para todo a.
Observacgao 2.5. Seja B um tensor do tipo 1 — 1 em M™. Entao, para F' = trB?, temos
%AF = tr ((A’B)B) + || VB |I?
onde
Z V’B(:E;, E;)
Ey, Es, --- ,E, é uma base ortonormal de TxM e

V2B(;Y,X)=Vx (VyB) — Vy,yB.
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Demonstracao do Lema 2.2: Notemos, inicialmente, que de (2.8) temos
p p
f= trAl =trA} + ) trAl = trAl+ [T (2.10)
a=1 a=2

Logo,
Iarrpetap— apeaz
2 ~ 3 p S\

Agora, pelo Lema 2.1 de Erbacher, temos

p p p
%A TP = énf—e) (rda)’+ Y tr[da, Agl + ) (trds)(trAA3)
a=1 a,f=1 a,0=1
p p 1
— > (trA A+ || Vi A, | —5A(trA})
a,B=1 a=1
p p p p
= onf -y (trda)’+ ) A Agl + ) tr[Aa, AP+ ) tr[An, Agl?
a=1 £=2 a=2 o,3=2
p p
H(trA) (AL AD) + ) (trAy) (trA AG) + ) (trdy) (trAq A7)
£=2 a=2
p p p
) (A (trAa A%) — (A Ay =) (trAiAg)® = ) (trAgAy)’
a,B=2 B=2 a=2
p p 1
=) (trAAg)® + ) | VAL | —§A(tr,4§).
a,5=2 a=1

Pela Observacao 2.4, A1 A, = A, A1, para qualquer a; e trA, = 0 para a = 2,- - - ,p, vemos
que a terceira, a quarta, a oitava e a nona parcelas se anulam. Assim, agrupando-se os
somatorios, obtemos

%A | T|? = énf —é(trd)* + Z {(trdy)(trA; A2) — 2(trA; A, )}

a=2

+ i {tr[Aa, Ag]® — (trA,Ap)?} + (trA;) (tr4; A})

a,3=2

p
. 1
—(trAi A+ || VR A, |17 —§A(tr,4§).

a=1

Como [Aq, Ag]" = —[Aa, Ag], podemos escrever

tI‘[Aa, AB]Q = —tr {—{Aa, Ag] [Aa, Alg]} = —tr {[Aa, Ag]t [Aa, Alg]} .
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Assim,

%A | T = énf —é(trA)® + Z {(trAy)(trA 1 AZ) — 2(trA; Aq)?}

a=2

- Xp: {tr[Aq, Ag]" [Aa, Ag] + (trAaAg)*} + (trAr)(trA; A7) (2.11)

a,B=2

p
i} 1
—(trA1 A’ + > || Vi AL |17 —§A(trAf).

a=1
Resta-nos estabelecer a expressao para A(trA?). Seja f, = trdA2. De acordo com a
Observagao 2.5, temos que
1 /
A a=tr ((A"42)40) + 1| VA |2 (2.12)

Erbacher [10] obteve a seguinte expressio para A’ Ay:

NAy = néAg —e(trA)I + ) (trAg)AuAg — Y (trAzA,)Ag
B

B
+ Z Ag, AgAg] + ZAg[Aa, Agl + Z(insaﬂ)(EgAﬁ (2.13)
B8 8
+2 Z Sap(Ei)V g, Ag — Z Sap(Ei)Sgy(Ei) Ay
4,8,y

Logo, substituindo (2.13) em (2.12) e, usando propriedades da fun¢ao trago, obtemos
1 - ~
S0 = nétrA? — é(trA,) +Z trAg)tr(AqAgAy) — Z(trAﬁA )?
Ztr Ag, AgAgl A, —|—ZtrAg Aq, AglA +Z V5, Sas) (i) trAzAq(2.14)

+2Zsaﬁ )tr( vEAﬁA — ) Sas(E sﬁn,( DtrA,Aa+ || VAL |2
1,8,y

Agora, considerando o« = 1 em (2.14), usando (2.7), as observagoes 2.3 e 2.4, e observando
que [Ag, A1AplAy = AgA1 AgAy — A1 AgAg Ay = 0, obtemos

%A(tI'A%) = nétrA% — 6(tIA1)2 + (tI’A1>(tIA1A1A1) — (tI‘AlAl)Q

p
= (trAgA)’+ || VAL (2.15)
B=2



23

Substituindo (2.15) em (2.11) e usando (2.10), temos que

1 p
§A\T|2 = ntrA} +en | T [ —é(trd))® =) (trA;A,)°

a=2

+ zp: {(trAy)(trA; A2) — (trA;A,)*}

_ Z {tr[ A, Aglt A, Ag] + (trA,A5)% )

a,B=2

p
+(trAy) (tr A1 A7) — (trA A+ || VAL P+ | VA |17
a=2

—[nétrA% — E(tI‘Al)2 + (tI‘Al)(tI'AlAlAl) — (trA1A1)2

p
= (trAgAy)’+ || VAL |7).
B=2

Logo, segue de (2.5) que

%A IT]? = Xp; {(trAy) (A, A2) — (trA; A,)?) (2.16)

p p
=3 (oA Al [Aa, Ag) + (A A} e | TP+ 3 [ VP A, |2

a,B=2 a=2

o que conclui da demonstracao do Lema 2.2.

|
Definindo as fungoes
N(A,) = trA' A, (2.17)
Zag = tI‘AaAg, (218)
podemos escrever (2.16) da seguinte forma
1 2 - 2 2
SAT = > {(trAy)(trA, A2) — (trA 1 A,)*} (2.19)
a=2

p p
= > {N(Aady — AgAo) + Z2} +en | TP+ || VAL |

a,B3=2 a=2

2.4 Principais resultados utilizados

Enunciaremos, nesta secao, os principais resultados utilizados em nossas demonstragoes.
O primeiro lema citado é um resultado algébrico obtido por Chen [3].
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Lema 2.3. Sejam aq, as, -+, a, eb, n+1 nimeros reais (n > 1), satisfazendo a sequinte
desigualdade

(i ai) > (n—1) ia? + b (respect. >).

i=1
Entao, ocorre a desigualdade

b
2a;a; > — (respect. >)
para quaisquer i e j distintos.

O lema seguinte é um importante resultado obtido por Li [15].

Lema 2.4. Sejam Ay, Ay, ---, A; matrizes simétricas n X n. Entao,

a,B=1

> {N(AuAp — AgAd) + Z25} < g (Z N(Aa)> ,

onde N e Z estio definidos em (2.17) e (2.18). A igualdade ocorre se, e somente se, vale
uma das sequintes condigoes:

1. A1:A2:---:Al:();
2. Somente duas das matrizes Ay, As, ---, Ay sao diferentes da matriz nula. Além

disso, assumindo Ay # 0 e Ay # 0, entao N(A;) = N(Ay) e existe uma matriz
ortogonal T n x n tal que

1 0 0 - 0 010 0

7 -1 0 0 7 1 00 0
TtAlT:\/; 0 0 0 0 ,TtAQT:\/; 0 00 0
0 0 0 0 0 00 0

onde L = N(4,).

O seguinte teorema é uma generalizagao do principio do maximo de Hopf, provado por
Omori [19] e Yau [24], conhecido como o principio do méximo generalizado.

Teorema 2.1. (Principio do Maximo Generalizado)

Seja M uma variedade riemanniana, completa e conezxa, com a curvatura de Ricci limitada
inferiormente. Se uma funcao f de classe C?, definida em M, é limitada superiormente,
entao para cada € > 0, existe um ponto x € M tal que

SUpf—€<f(33),

| gradf(z) || <,
Af(x) <e.
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Dada uma imersao isométrica ® : M" — M™P(¢), uma questdo natural, é saber
quando podemos reduzir a codimensao da imersao, isto €, quando existe uma subvari-
edade prépria totalmente geodésica N de M™P(&) tal que ®(M™) ¢ N? O préximo
teorema, provado por Erbacher [11], responde esta questao. Antes, consideremos a se-
guinte definigao:

Defini¢ao 2.3. O primeiro espago normal Ni(x) € o complemento ortogonal de

{¢eT;M/A: =0} em T, M.

Teorema 2.2. (Erbacher)

Se o primeiro espago normal Ni(x) € invariante por transla¢ao paralela com respeito a
conexao do fibrado normal e, | € a dimensao constante de Ny, entao existe uma subva-
riedade totalmente geodésica N de M™ (&) de dimensio n+1 tal que ®(M™) ¢ N™H.

2.5 Resultados principais

Iniciaremos esta secao demonstrando o seguinte lema auxiliar:

Lema 2.5. Seja M™ uma subvariedade (n > 3) em M"? . Suponha que o vetor curvatura
média H # 0 seja paralelo no fibrado normal. Sejam &, -+, &, ortonormais em T+M e
tal que H =| H | &. Se a sequnda forma fundamental h de M satisfaz

o | H |

hy* < 2.20
(< L (2.20)
entao:
- 2 2 |7
a) Pri=Y {(trA)(trA A2) — (trA1 Ao)’} > i
a=2
b) M™ possui a curvatura de Ricci limitada inferiormente.
Demonstragao:
a) Como &, -+, & sdo ortonormais em T+M e tal que H =| H | &, valem (2.6) e
(2.7). Pela Observagao 2.4, A1A, = A,A;, para cada a. Logo, A; e A, podem ser
diagonalizados simultaneamente. Sejam py, p2, - -+, pn € p$, p5, -+, po os autovalores de

Ay e A,, respectivamente. Observemos que para cada « fixo

(trdy)(trA A7) — (trd,Ay)* = (Z Pz’) <Z Pj(ﬂ?)Q) - <Z Piﬂ?) (Z Pjp}l)

= > pipi(p) = > pipit oS

ij=1 ij=1

= 52 B+ 5 Y pipp?) =5 D pipipteS

1,j=1 1,j=1 1,5=1
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Logo,

1 n
(trdy)(trA, A7) — (trA 1 A,)* = 3 > oo = p5)*. (2.21)

ij=1

Por outro lado, a hipdtese (2.20) equivale a
n? | H 22 (n—1) [rAZ+ | T2
que pode ser escrita como
(n|H|)22(n—1)trAf+(n—1)|T|2.

Como trd; =n | H |, obtemos a desigualdade

n

(Z pz-) >(n—1)) (p)+(n—1)|T. (2.22)

=1

Considerando b= (n — 1) | T'|? no Lema 2.3, temos

mn—=1) 1T .
209y > L DTE
n—1
ou seja,
EFS
by > S i A (2.23)

Utilizando a desigualdade (2.23) em (2.21), obtemos

n

1
(trAp)(trA A2) — (trA;A2) > 1 | T |? Z(P? —p5)?

ij=1

1 n
= TP > {00 = 20805 + ()}

ij=1
1 - (6% . o
- e S-S
ij=1 ij=1
2
TR & ] .
= S-S ITE (Y] - 2y
i=1 i=1
Logo,
2 2 |7 2 1 2 2
(trAy)(trA AL) — (trA,A%) > —n trA; — 5 | T |* (trA,)*, para cada a.
Realizando o somatorio em o de o« = 2, - -+, p e lembrando que trA, = 0, para cada «,

obtemos a desigualdade

P = Zp: {(trA;)(trA; A%) — (trd14.)°} > nﬂ

a=2

(2.25)
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onde introduzimos a notacao P;. Portanto, o item a) estd provado.
b) Seja c = —n? | H |2. Como trA, = 0, para cada a = 2, - -+ , p, temos para cada « fixo,
o= 27 R %

(n—1trd2 +c¢ = (n—1)trA2 —n? | H |?

P
< (n—l)ZtrA%—nﬂH\Q

3=2
= (n=D [T -n*|H
< 0= (trd,)*

A tltima desigualdade segue da hipétese (2.20) e de | T' |*< (h)%. A relagao anterior, para
cada o = 2, - - -, p, pode ser escrita da seguinte forma:

n

(Zp?) >(n—1)> () +e.

=1

Assim, pelo Lema 2.3, temos

c
s © i
pzp] - 2(77,_1)’ 7’7&]
Ja vimos, conforme (2.23), que
KN
pipj = ! # J-

Logo, a curvatura seccional de M™ ¢é limitada inferiormente. Conseqlientemente, M"™
) )
possui curvatura de Ricci limitada inferiormente.

O proximo resultado provado nesta secao trata do caso ¢ > 0. Observamos que,
quando ¢ = 0, obtemos o resultado provado por Cheng [4].

Teorema 2.3. Seja M™ uma subvariedade (n > 3), completa e conexa, em M"(é),
¢ > 0. Suponha que o vetor curvatura média H # 0 seja paralelo no fibrado normal. Se
a sequnda forma fundamental h de M satisfaz

n2 | H |2

<h>%<
n—1

: (2.26)

entao a codimensao se reduz a 1.

Demonstracao: Como H(p) # 0,Vp € M, podemos escolher vetores ortonormais &,

o, -+, & normais em M tal que & = % Dessa forma valem (2.6) e (2.7). Definamos

p
T |*’= trA2.
| o
a=2
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Do Lema 2.2 (conforme a expressao (2.19)), obtemos

%A TP = ) {(trd)(trA, A%) — (trA; Ay)*}

a=2
P P
= {N(Aadp = AgAa) + Z2} +en | TP+ || VAL |,
a,B=2 a=2

onde N e Z,3 estao definidas em (2.17) e (2.18). Temos, pelo Lema 2.5, que

p
Pri=> {(trA)(trA A2) — (trA; A, }>

a=2

Por outro lado, segue do Lema 2.4, que introduzindo a notacao Ps,

PZ_Z{NAAﬁ—AﬁA +Zaﬁ}< (ZN >_;|T\4. (2.27)

a,B=2

Portanto,

(n

Pl—sz—_g) | T|*.

Donde segue que

(n

1 Ld _3
§A]T|2:P1—P2+én|T|2+ZH VA, |?> Pl_Pzz—)\Tﬁ, (2.28)

a=2
ja que ¢ > 0.
Observemos que M"™ possui curvatura de Ricci limitada inferiormente (conforme o Lema
2.5). Assim, pelo Principio do Méximo Generalizado (Teorema 2.1), aplicado para a

2 H 2
fungao | T' |* que é limitada superiormente por n| A , existe uma seqiiéncia {x;} C M
tal que
Jim | T | (z) =sup | T |?, (2.29)
klim supA | T |* (z3) < 0. (2.30)

Logo, por (2.30), (2.28) e (2.29), respectivamente, obtemos
2
0> lim supA | T () > (n—3) (Jim | 7 (2))" = (n ~3) (sup | T[?)’

Portanto,
(n=3) (sup | T )" =
Se n > 4, entao devemos ter

P
| T |*= ZtrAi =0, em M.

a=2
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Logo, pf = -+ = p% =0, para cada o = 2, ---, p. Portanto, Ay = A3 =--- = A4, =0.
Conseqiientemente, o primeiro espago normal N;(z) é gerado por & (x). Existe, pelo
Teorema 2.2, uma subvariedade totalmente geodésica N"*! de M™*?(¢) de dimensao n+1
tal que ®(M") C N™*1, ou seja, a codimensao se reduz a 1.
(Caso n = 3) Agora, suponhamos n = 3. De (2.28) temos que A | T |*> 0. Logo, por
(2.30) obtemos

khi& supA | T |* (z1) = 0. (2.31)

Observemos, pela hipdtese (2.26), que a seqiiéncia {h?z(xk)}zozl ¢ limitada para cada j,
1 e a. Logo, para cada j, 7 e a existe uma subseqiiéncia {hf‘z(ﬂim)}:: | convergente.
Definamos

Ay = lim Ay(z,).

k,r—o00

Restringindo a desigualdade (2.28) a seqiiéncia {x, }3°_,, aplicando-se o limite e deno-
tando por P, e P, os limites tomados em P; e P,, respectivamente, obtemos por (2.30) e
(2.29) a relagao

0> klim supA | T |* (zx,) > 2(Pi — P3) > (n—3) (sup | T |2)2 >0,

que implica P, = P,. Logo, quando toma-se o limite em (2.25) e (2.27) ocorre a igualdade,
ou seja, valem as seguintes identidades

p p
Z {trzltrzlzi - (trzlﬁaf} = gsup | T |? ZtrZZ (2.32)
a=2 a=2
p S L, 3 (2 O\’
Zjﬁ%%%—&ﬂ@+%&=§<2Mwu). (2.33)
a,B=2 a=2
Pelo Lema 2.4, aplicado em (2.33), temos que
a) zgzﬁgzzzp:(), ou
b) Somente duas das matrizes Ay, As, -+, A, sdo diferentes da matriz nula. Neste caso,

supondo sem perda de generalidade, Ay # 0 e A3 # 0, existe uma matriz ortogonal
T tal que

— /1 0 0 -

_ I _ IT

T AT = S0 -1o e THAT = 3
0 0 0

onde L = trzg = N(Ay) = N(A3).

(2.34)

S = O
o O =
o O O
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Se a) ocorre, entao temos
N —
sup | T |*= ZtrAa =0,
a=2

e, portanto, | 7' [*= 0 em M. Logo, o teorema estard provado conforme a demonstracao
anterior para n > 3.

Provaremos, a seguir, que b) nao ocorre. Suponha, por absurdo, que ocorre b). Para

cada o = 2,-- -, p, conforme vimos em (2.21), vale
1 2 - « a2
trAitrA A% — (trA,Ay) lez/)] -5 = 71T ;(pi )
2y} L,J=

3
onde usamos (2.23) e (2.24). Logo, restringindo esta desigualdade a seqiiéncia {z.} e

aplicando-se o limite, segue de (2.32) a igualdade

n

1 —a _ —a
Z p’ij - p] - qup | T |2 Z(pz — P )27 (235)

i,7=1 i,j=1
onde p; = limyg, oo pi(zk,) € pF = limg, oo p&(zg, ). Além disso, de (2.34) temos que
p; # 75, para i # j. Logo, de (2.23) e (2.35) obtemos
__ 1 9 .,
pipj = gsup | T'|°, parai#j. (2.36)
Agora, observemos que

trA? —n | H|*? = A2 —2n|H | +n| H|?
3

= D (P —21H|(n|H)+Y |H

i=1 i=1
3

= > () —Q\H!trA1+Z!H\2
=1 =1

3
= Z(Pi)2—2|H|ZPi+Z|H’2
=1 =1 =1
3

= Z(Pi— | H[)*>0

i=1

Entao, definamos
| U |>:=trA3 —n | H |*>0. (2.37)
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Pode-se verificar que
Z pipj = [trA;]* — trA3.

i#]
Como, para n = 3 temos
[trd;)? —trA2 = [n| H | —trA2=9| H |* —trA?
6|H > —[trA] —3| H |]
= 6|H]*—|UJ*.

Logo, vale a identidade

D pipy=6H[—[UJ. (2.38)

i#]

Restringindo esta igualdade a seqiiéncia {xy, }, tomando o limite e usando (2.36), obtemos

6|HI|* = khinoo | U P (z,) + hm Zpl xk, ) pj( Tk, )
i#j
= lim [U (@) + )77
' i
= khm | U P (z1,) —|—Z—sup|T!2
= i#j

1
= lim |UJ? (a:kT)+6§sup|T|2.

k,—o00

Portanto,
lim | U |* (zp,) +3sup | T =6 | H |*. (2.39)

ky—o0
Por outro lado, aplicando o limite na desigualdade (2.22), obtemos por (2.36) e pelo Lema
2.3, a seguinte igualdade

(Z pl> (n—1)) (p)*+ (n—1sup [T |*. (2.40)

i=1
Observemos que,

n

n p
Zﬁi =trd; =n|H | Z(ﬁi)2 = ter e sup | T |*= Ztrzi.

i=1 i=1 a=2
Logo, a identidade (2.40) para n = 3 se reduz a

p
(3| H ) =20, +2) A, =2 lim (h)*(xy,),

kr—00
a=2 "

que, torna-se
9
lim (h)*(zy,) = 3 | H|?. (2.41)

k,—o00
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Como de (2.37) temos (h)?> =| U |> + | T |*> +n | H |?, segue de (2.41) que
9
Jim U () +sup [ TP 43| H P= 2 | H P,

ou seja,

3 .
sup | T |*= 3 | H|? —khinoo | U |? (x,). (2.42)

Substituindo (2.42) em (2.39), temos

3
6IH P = Jim [UF (o) 43 (51 P = i [UF (o)

k,—o00

9
= —2klim | U ? (a:kr)—|—§|H|2.

r—> 00

Donde segue
lim | U |? (24,) = _4§1 | H |?< 0 (absurdo).

k,r—o00

Logo, b) nao deve ocorrer. Portanto, o teorema estd provado.
[ |

Corolario 2.1. Seja M" uma subvariedade (n > 3), completa e conexa, em S"P(1).
Suponha que o vetor curvatura média H # 0 seja paralelo no fibrado normal. Se a
sequnda forma fundamental h de M satisfaz

2<”2|H|2
n—1

(h)

?

entao M™ € totalmente umbilica em S™(1).

Demonstracao: Considerando ¢ = 1 no Teorema 2.3 obtemos que M™ esta contida
em S"1(1) e possui curvatura média constante, pois S"1(1) é totalmente geodésica em
S™P(1). Seja {E, Es, - - , E,} uma base ortonormal de T, M para a qual a segunda forma,
fundamental A é diagonal. Denotemos por py, ps, - -+, p, 0s autovalores de A. Logo, a
equacao de Gauss se escreve

K(Ei,Ej) —1= PiPyj, i F

onde K(E;, E;) denota a curvatura seccional. Segue de (2.23) que M™ possui curvatura
seccional maior ou igual a 1. Pelo Teorema 2 provado por Nomizu e Smyth em [18],
obtemos que M™ é totalmente umbilica em S™(1).

O Teorema 2.3 quando ¢ < 0 precisa de uma condigao adicional que é (ver 2.43)
trivialmente satisfeita quando ¢ > 0. Precisamente:
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Teorema 2.4. Seja M"™ uma subvariedade (n > 3), completa e conexa, em H"1P(¢),
¢ < 0. Suponha que o vetor curvatura média H # 0 seja paralelo no fibrado normal.

Sejam &, &, -+, & ortonormais em T+M e tal que H =| H | &. Se a sequnda forma
fundamental h de M satisfaz
2 2
w2 < L
n—1
e
P
| TP+ VA P20, (2.43)
a=2

p

onde A, € a sequnda forma fundamental associada a &, | T |*= Z trA? e V* € definido
a=2

por (2.5), entao a codimensdo se reduz a 1.

Demonstragao: Pelo Lema 2.2 (expressao (2.19)), temos

1 p
§A|T|2:P1—P2+En|T\2+ZI| V* Aq |1?

a=2

onde

P1 = zp: {(tI‘Aﬂ(tI’AlAi) - (tl"AlAa)z}

p
Py= Y {N(A A5 — AgAd) + Z24} .
a,B=2
Pelos Lemas 2.5 e 2.4, respectivamente, obtemos

4
PlZn‘ |

3
eP2§§|T|47

que implica

Pl—P2Z@

| T |*. (2.44)
Logo,

1 & (n—3)
“AN|TP=P—P+en|T/J VA N>P—P>~—|T|
5 | T | 1 — P+ in | |+QZ:2H "= P — P> 5 | T |
onde usamos a hipdtese (2.43) e a desigualdade (2.44). A demonstragdo segue conforme
realizado no caso ¢ > 0.

Consideramos no préximo resultado provado nesta secao uma hipotese alternativa
(ver (2.46)), substituindo a hipétese (2.43) do teorema anterior, que também nos permite
controlar o sinal do laplaciano de | T |>. Neste caso, conforme veremos a seguir, a
codimensao se reduz a 3.
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Teorema 2.5. Seja M uma subvariedade, completa e conexa, de dimensdio n > 4 em
H""?(¢), com ¢ < 0 e p > 3. Suponha que o vetor curvatura média H # 0 seja paralelo no
fibrado normal. Sejam &, -+, &, ortonormais em T+M e tal que H =| H | &. Suponha
ainda que o primeiro espaco normal € invartante por translacao paralela com respeito a
conexao do fibrado normal. Se a seqgunda forma fundamental h de M satisfaz

n2 | H |2
(h)? < — (2.45)
€ 98
cn
TPz, (2.46)

p
onde | T |*= Z trA?, em que A, € a sequnda forma fundamental associada a &, entdo

(o
a=2
a codimensao se reduz a 3.

Demonstracao: Do Lema 2.2, temos

1 p
éA\T\Q:Pl—PQ—l—én]T]?—i—Z | V*A, |2,

a=2

onde
p

Pr=Y {(trA;)(trA1A2) — (trA; A,)?)

a=2

p
Py=> " {N(AaAs— ApAa) + 225} .

a,B=2

Pelos Lemas 2.5 e 2.4, respectivamente, obtemos

[T 3

P, >n e < |T/
Logo,
Pl_P2Z@|T|47
donde segue que
1 p
§A|T|2:P1—P2+én\T|2+Z||V*AaH2 > P —Py+én|T P (2.47)
a=2

(n—3)

| T *+éen| | T |*.
Por outro lado, pelo Principio do Maximo Generalizado (Teorema 2.1), aplicado para

| T'|?, temos a existéncia de uma seqiiéncia {z;} C M tal que

lim | T |* (z) =sup | T |? (2.48)

k—o0
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klim supA | T |* (z) < 0. (2.49)

Logo, por (2.49), (2.47), (2.48) e pela hipétese (2.46), respectivamente, obtemos

k—o0

-3
0> klim supA | T |* (z,) > 2 lim [% | T 1 (2) +6n} | T ()
-3
= 2 [%sup | T |? —i—En} sup | T |*> 0.

Donde segue que

-3
[%snp | T |? +5n} sup | T |*= 0,
e, portanto,
0

sup | T =0 ou sup | T |*= — cn3.
Mas, pela hipétese (2.46), devemos ter sup | T' |*= —%. Logo,

T P=— 2cn ‘

n—3

Assim, (2.47) pode ser escrita como

1 p
0:§A]T]2:P1—P2+én|T|2+ZHV*AQ 12 > Pp—Py+en|TJ?

a=2

v

-3
%\mum T

= 0.

Logo, valem as identidades
Pi—Py+en|TP=0

-3
%\T\H&MT\?:().

Portanto, a identidade

(n—3)

P —P= | T |*

ocorre em todo ponto de M. Conseqiientemente, em qualquer ponto de M, ocorre a
igualdade em

Py= ) {N(AaAs— ApAa) + 225} < ; <Z; N(Aa)> :

a’ﬂ:2

Logo, dado yo € M, devemos ter pelo Lema 2.4, que
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a) Aa(yo) = As(yo) = -+ = Ap(yo) ou

b) Somente duas das matrizes As(yo), As(yo), - -, Ap(Yo) s@o diferentes da matriz nula.
Neste caso, supondo sem perda de generalidade, As(yo) # 0 e As(yo) # 0, existe
uma matriz ortogonal 71" tal que

1 0 0 0 010 0

7 0 -1 0 0 7 00 - 0

T AT = 72 0 0 0 0 |, 74,7 = 72 000 - 0
0 0 O 0 000 0

onde L, = trA2, no ponto yp.

Observemos que a) nao ocorre, pois caso contrario, teriamos

p
[T (yo) = D trAZ(yo) = 0,
a=2

2¢n
T n=3"
Ni(yo), conforme a Definigao 2.3, é o complemento ortogonal de

um absurdo, pois | T |*= Logo, b) deve ocorrer. Como o primeiro espag¢o normal

{¢ € TyLOM/Ag =0} em TgtM7

teremos, neste caso, que Ni(yo) é gerado por &1 (yo), £2(yo) € €3(vo), 0 qual, por hipdtese, é
invariante por translacao paralela. Portanto, pelo Teorema 2.2, existe uma subvariedade
totalmente geodésica N de H"P(¢) tal que M™ C N™"3 ou seja, a codimensao se
reduz a 3.

2.6 Aplicacao

Uma esfera geodésica em H" ™! (—1) é uma subvariedade, cujos pontos estao a um distancia,
fixa, de um determinado ponto fixado. Tais hipersuperficies sao totalmente umbilicas.

Provaremos, nesta secao, que uma subvariedade compacta com a curvatura de Ricci
nao-negativa e satisfazendo as hipdteses do Teorema 2.4 é uma esfera geodésica. Antes,
enunciaremos o seguinte teorema, provado por Morvan e Bao-Qiang [17].

Teorema 2.6. Seja M uma hipersuperficie compacta em H" ™ (—1) com a curvatura de
Ricci nao-negativa e curvatura média constante. Entao, M € uma esfera geodésica.

O resultado principal desta secao é o seguinte teorema:
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Teorema 2.7. Seja M"™ uma subvariedade, compacta e conexa, em H"*P(—1). Suponha
que o vetor curvatura média H # 0 seja paralelo no fibrado normal e que a curvatura de
Ricci seja nao-negativa. Sejam &1, -+, €, ortonormais em T+M e tal que H =| H | &.
Se a sequnda forma fundamental h de M satisfaz

2<”2|H|2
- n-1

(n)

p
en | TP+) || VA, P> 0,
a=2

entiao M™ € uma esfera geodésica.

Demonstracao: Obtemos, pelo Teorema 2.4, que M™ ¢é uma hipersuperficie de
H"*1(—1). A curvatura de Ricci de M™ é nao-negativa por hipétese. Denotemos por
| H' | a curvatura média de M™ em H"**(—1). Como H"*'(—1) é totalmente geodésico
em H"*P(—1), temos | H |=| H' |, ou seja, a curvatura média | H' | de M™ em H"'(—1)

é constante. Portanto, pelo Teorema 2.6, obtemos que M™ é uma esfera geodésica.
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