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Resumo

O tema principal deste trabalho é a chamada aplicacao de Gauss em um grupo de
Lie G munido de uma métrica bi-invariante. Em particular, com base em, Espirito
Santo, Fornari, Frensel, Ripoll, apresentamos uma versao para hipersuperficies ori-
entadas imersas em G do teorema de Ruh-Vilms sobre a harmonicidade da aplicacao
de Gauss.

Seguindo Masal’tsev, fazemos um estudo detalhado sobre o caso particular im-
portante em que G ¢ a esfera tridimensional S*, munida da métrica canonica, e,
inspirados em Urbano e Castro, relacionamos via aplicacao de Gauss, superficies
minimas em S? com superficies minimas lagrangeanas no produto de esferas S? x S?

munido com a métrica produto canodnica.



Abstract

The main theme of this work is the so-called Gauss map in a Lie group G with a
bi-invariant metric. In particular, based in Espirito Santo, Fornari, Frensel, Ripoll,
we present a version for oriented hypersurfaces immersed in G of the Ruh-Vilms
theorem about the harmonicity of the Gauss map.

Following Masal’tsev, we also treat in detail the important special case where G
is the three-dimensional sphere S3, with the canonical metric, and relate, inspired
by Urbano e Castro, using the Gauss map, minimal surfaces in S* with minimal
Lagrangian surfaces in the product of spheres S* x S? whith the canonical product

metric.
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Introducao

A aplicacdo de Gauss classica para superficies orientadas no espaco euclidiano
tri-dimensional R3 é sem divida um dos conceitos mais importantes da geometria
diferencial classica. Propriedades analiticas desta aplicacao refletem propriedades

geométricas das superficies.

A aplicacdo de Gauss de uma superficie S orientada em R? é harmonica se, e

somente se, S tem curvatura média constante.

E natural tentar estender este resultado, e as suas conseqiiéncias, definindo de
maneira conveniente uma aplicacao que faca o papel da aplicacao de Gauss em

variedades Riemannianas.

Em [19], X. Liu sugeriu uma abordagem para a defini¢do da aplicacdo de Gauss
de uma subvariedade em um grupo de Lie compacto G. Esta abordagem ¢é a seguinte.
Denote por Gi(g) a variedade Grassmaniana que consiste de todos subespagos ve-
toriais k-dimensionais da algebra de Lie g de um dado grupo de Lie G. Seja L, a
translacao a esquerda por um elemento x € G, e seja dL, a diferencial desta trans-
lagdo. A diferencial (dL,), em y € G, leva vetores tangentes de 7,M em vetores
tangentes de T7, ()M, e esta agao pode ser estendida por linearidade a subespagos

vetoriais de T}, M. Liu chamou a aplicacao
G:M" — Gplg), x— (dL,)T, M,

onde z € M* C G, a aplicacdo de Gauss de uma subvariedade M* C G. Portanto,
de acordo com Liu, a aplicacao de Gauss associa a cada x € M um subespaco
vetorial k-dimensional na algebra de Lie g. De maneira analoga esta aplicacao pode

ser definida pela translacao a direira R,, por um elemento = € G.

O tema desta dissertacao consiste em explicar a no¢ao introduzida por Liu no

caso em que M é uma hipersuperficie orientada suave contida em um grupo de



Lie (n+1)-dimensional G, com uma métrica bi-invariante, definindo a aplicacao de

Gauss da seguinte forma:
g(n): M — 8", & — (dLy1).(n(x)),

onde x € M e n é o campo normal unitario a hipersuperficie M, e S™ é a esfera

unitaria de g.

Para relacionar a nocao acima com a introduzida por Liu, note que os subespacos
orientados k-dimensionais se identificam naturalmente com pontos da esfera unitaria

da &algebra de Lie.

A invariancia a esquerda da meétrica, permite descrever a aplicacao introduzida

por Liu em termos do campo 7.
Estruturamos este trabalho da seguinte maneira:

No capitulo 1 foi feito um breve estudo sobre grupos Lie, abordando temas como
a algebra de Lie, grupo de Lie com métrica bi-invariante e aplicacao exponencial em
um grupo de Lie. Incluimos também uma nocao sobre a algebra dos quatérnios e

sobre os grupos O(n) e SO(n).

No capitulo 2, baseado em [11], estudamos o caso especifico em que M é uma
superficie orientada em S?, onde olhamos S* como o grupo de Lie dos quaternios
unitarios. E temos por objetivo principal provar uma versao analoga ao teorema de
Ruh-Vilms para hipersuperficies M" do espaco euclidiano.

Teorema 2.2. A aplica¢io de Gauss g(n) : M* — S? € harmonica se, e somente

se, M? tem curvatura média constante.

No capitulo 3, baseado em [4], abordamos a aplica¢do de Gauss de uma hipersu-
perficie orientada em um grupo de Lie (n+1)-dimensional com métrica bi-invariante,
e provamos que o laplaciano da aplicagao de Gauss, denota neste caso por N, é dado

pela seguinte expressao.

AN (p) = —nd(L,"),(VH(p)) — (IIBI]* + Ric(n(p)) N(p),

onde B denota a segunda forma fundamental de M em G, Ric(n) a curvatura de
Ricci de G na diregao de n, H a curvatura média de M e VH o gradiente de M.
(Teorema 3.1). Em particular, a equagao acima implica que N é harmonica se, e

somente se, H é constante.



No capitulo 4, baseado em [3], voltamos a trabalhar com superficies orientadas
em S3, e definimos a aplicaciao ® : M C S* — §? x §?, & = (N_,—N,), onde N_ e
N, sao as aplicacoes de Gauss dadas pelas translacoes a esquerda e a direita, res-
pectivamente. Introduzimos a nocao de imersao Lagrangeana e provamos o seguinte
resultado.

Teorema 4.4. Seja M C S® uma superficie minima orientada. Se a aplicag¢ao
induzida ® : M — S? x S? € uma imersdao, entao ® é uma imersao Lagrangeana

minima. Além disso, a métrica induzida por ® € conforme a métrica de M.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Grupos de Lie

Definicao 1.1. Um grupo de Lie é um grupo cujo conjunto subjacente tem uma

estrutura de variedade diferencidvel, de tal forma que a aplicagcdo produto
p:(g,h) eGxGr+— gheG

¢ diferencidvel.

Dado g € G, as translagoes & esquerda e a direita L, : G — G e R, : G — G,
sao definidas respectivamente por Ly(h) = gh e Ry(h) = hg. Nota-se facilmente que

sao aplicagoes diferenciaveis.

Exemplo 1.2. Seja Gl(n,R) o grupo das transformacoes lineares inversiveis de R",
que € naturalmente isomorfo ao grupo das matrizes n X n inversiveis. Fsse grupo é
um subconjunto aberto do espago vetorial M, (R) das matrizes nxn, e portanto é uma
variedade diferencidvel. O produto no grupo Gl(n,R) é proveniente do produto usual
de matrizes. Se X = (z;5) e Y € (y;;) sdo matrizes n X n, entio Z = XY = (z;;) €

dado por
n
Zij = E LikYks
k=1

que € um polindmio de grau dois nas varidveis x;;, Yi; e, portanto, é uma aplicagao

diferencidvel. Por esta razao Gl(n,R) é um grupo de Lie.



1.1.1 A Algebra de Lie

Uma é&lgebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de um produto

(colchete) [.,.] : g X g — @ que satisfaz as propriedades:

1. O colchete [.,.] é bilinear, isto &, linear em cada uma das variaveis.
2. Anti-simetria, isto é, [A, B] = —[B, A], para A, B € g.
3. Identidade de Jacobi: para A, B, C € g,

A, [B,C]) + [B,[C, A + [C,[A, B]] = 0

Um subespaco h C g de uma algebra de Lie g é uma subdlgebra de Lie se for

fechado para a operacao colchete. Nesse caso g ¢ também uma algebra de Lie.

Um exemplo de dlgebra de Lie é dado pelo espaco vetorial dos campos de vetores
sobre uma variedade diferencidvel munido do colchete de Lie de campos de vetores.
Outro exemplo é a &lgebra gl(n, R) formada pelas matrizes reais n xn com o colchete

dado pelo comutador de matrizes
[A, B] = AB — BA.

Definicao 1.3. Seja G um grupo de Lie. Um campo de vetores X em G é dito
invariante a esquerda se para todo g € G, d(L,),X (h) = X (gh) para todo g, h € G.

Os campos invariantes a esquerda ou & direita sao completamente determinados
por seus valores no elemento neutro e € (G, pois para todo g € G a condicao de
invarianca a esquerda, por exemplo, implica que X(g) = d(L,).(X(e)). Portanto,
cada elemento do espaco tangente T.G determina um tnico campo invariante &

esquerda e um Unico campo invariante a direita.

Lema 1.4. Sejam X e Y campos invariantes o esquerda num grupo de Lie G.
Entao, o colchete de Lie [X,Y] € invariante & esquerda. A mesma afirmacao vale

para campos invariantes a direila.

Demonstragao: Ver em [8], se¢ao 1.7. m

Dito de outra maneira, os espagos dos campos invariantes a esquerda (inv%) e

de campos invariantes & direita (inv?®) sao subélgebras de Lie da 4lgebra de Lie



de todos os campos de vetores em G. Em particular, ambos os espacos vetoriais
admitem estruturas de algebra de Lie. A algebra de Lie do grupo G é qualquer uma

L R

das algebras de Lie tnv™ ou inov™.

Dado A € T,G, a notacao A” indica o campo invariante & esquerda, tal que

Al(e) = A. E analogamente A denota campos invariantes a direita.

O espaco tangente T,G é isomorfo tanto a inv’ quanto a invf'. Através dos
isomorfismos o colchete de Lie restrito aos subespacos de campos invariantes induz
colchetes [.,.]r e [, .]r em T.G. Esses colchetes sao dados por [A, B|;, = [A*, B¥|(e)
e [A, Blr = [Af, BF|(e), A, B € T.G.

Definicao 1.5. A dlgebra de Lie de G, denotada por g, € qualquer uma das dlgebras

de Lie isomorfas invl, inv® ou ainda (T.G, [, ].).

Para o estudo de grupos de Lie pode-se considerar qualquer umas dessas algebras
de Lie para representar (1.G, [, .]c). No entanto iremos considerar (1.G, |., .].), como

sendo a algebra de Lie g do grupo de Lie G.

1.1.2 Grupo de Lie com métrica bi-invariante

Definicao 1.6. Uma métrica Riemanniana em G € invariante a esquerda se:
<U,U>h = <(dLg)h(u)7 (dLg)h(v»Lg(h) 9 h € Ga u,v € irg<G

Isto €, se Ly € uma isometria.

De maneira analoga definimos métrica Riemanniana invariante a direita em G.

Uma meétrica invariante a esquerda e a direita ¢ chamada bi-invariante.

Proposicao 1.7. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante, e X, Y, Z,
campos unitdrios e invariantes a esquerda em G, entdo:

o A conexao Riemanniana de G € dada por:

1
VxY = S[X.Y].

e O tensor de curvatura R de G € dado por:

R(X,Y)Z = i[[x, Y], Z].



e F vdlida a sequinte identidade.

(X,Y],Z2) +([Z2,Y],X) =0

Demonstracao: Ver em [2]. m

1.1.3 Aplicagao exponencial

Seja X um campo invariante (& esquerda ou a direita em G). Denote por ¢; 0 seu
fluxo. Em principio ¢; ¢ um fluxo local, isto é, para t fixado, o dominio domy; de
¢ € um subconjunto aberto de G das condicoes iniciais cujas solugoes se prolongam

até t.

A invariancia de X acarreta a seguinte simetria do fluxo ¢;: suponha que X €
inv, tome g,h € G com h € domy; e considere a curva v(t) = L,(¢i(h)) = gpi(h).
O seu dominio é um intervalo aberto de R, contendo 0 com (0) = gh pois ¢o(h) = h.
Além disso, pela regra da cadeia 7/ (t) = d(Lg)p,n) (X (¢¢(h))), e como X é invariante
a esquerda, segue que

V(1) = X(gee(h)) = X (y(1)).

Portanto, v é solucao de fl—f = X(g) com condicao inicial y(0) = gh, isto &, y(t) =

©i(gh). Isto significa que
¢i(gh) = gpi(h) X € inv”.
Tomando h = e, fica p;(g) = gpi(e). Isto é, a solugdo que passa por g é obtida por

translacao a esquerda da solugao que passa pela identidade.

De maneira analoga, se mostra que

©i(hg) = @¢(h)g X € inv®.

(e vi(g) = pi(e)g) se X é campo invariante & direita.

Proposicao 1.8. Seja G um grupo de Lie, g sua dlgebra de Lie, e X € g. As
trajetorias de X, (X € inv" ou X € inv®), determinam uma aplicagdo ¢ : (—¢,€) —
G com ¢(0) = e, ¢'(t) = X(p(t)). Entao ¢(t) estd definida para todo t € R e
ot +s) =@(t).o(s), (¢ : R — G €é chamado de um subgrupo a 1-pardmetro de G ).



Demonstracao: Ver |2, capitulo 3. m

Essa descricao das trajetorias dos campos invariantes permite definir a aplicacao

exponencial.

Definicao 1.9. Seja X € T,G. Entdo, expX = (XL)—1(e) = (XB)1(e).

A aplicagdo exponencial é da forma exp : g — G. Considerando a dlgebra de
Lie g de G como espacgo tangente ao elemento neutro. Pela identificagdo acima, se
X é um campo invariante exp X faz sentido e é o valor em ¢ = 1 da solugao de X
que passa pelo elemento neutro quando t = 0. Em virtude da proposicao acima, a

aplicagao t — exp (tX), X € g, € um homomorfismo. Portanto,
{exp (tX):t € R}

é um subgrupo de G, denominado de subgrupo a 1-pardmetro gerado por X.

A seguinte proposicao retine algumas propriedades da aplicacao exponencial e

dos fluxos dos campos invariantes.

Proposicao 1.10. Sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

1. Se X ¢ campo invariante a direita entio @, = Reypix), 15to €,

¢i(g) = exp(tX) g.

2. Se X € campo invariante G esquerda entao @y = Legpix), 15to €,

pi(g) = g exp(tX).
3. exp(0) = e.
4. Para todo X € g, et,s eR,
exp((t + s)X) = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX),
isto €, os elementos do subgrupo {exp(tX): t € R} comutam entre si.

5. Sejam X, Y € g. Entdao, [X,Y] = 0 se, e so se, exp(tX) exp(sY) =
exp(sY) exp(tX).



Demonstracao: Apenas a tltima propriedade nao foi provada ainda. Mas ela é
consequéncia da propriedade geral de campos de vetores que afirma que seus fluxos

comutam se, e so se, o colchete de Lie entre eles se anula em todos os pontos. [

O item 4 garante que (expX)" = exp(nX) para todo n € Z. Em particular,
(expX)~! = exp(—X).

1.2 A Aalgebra dos Quatérnios

A algebra dos quatérnios é o espaco vetorial real,
H={al+0bi+c¢j+dk} a,bcdeR,

A multiplicacao em H é definida por bilinearidade de acordo com a seguinte tabela:

A1 e g |k
11l ||k
i|i|—=1] k |—j (1.1)
JlG =k =114
k| § | —i|—1

As operagoes de adicao e multiplicacao em H satisfazem todos os axiomas para

corpos, exceto a comutatividade para multiplicacao.

E conveniente decompor um quatérnio em duas partes que sao tradicionalmente
chamadas de parte escalar e parte vetorial. Se ¢ = qo + 17 + ¢27 + g3k, entao
eSCrevemos

q=qo+q,
onde gy = qol e ¢ = q1i + q2j + qzk. Chamando ¢y parte escalar e ¢ parte vetorial

de g. Verifica-se que o produto

pa=@o+T7) a0+ 7T)=pdo—TF - T)+Poq +90P +T7 X7q), (1.2)

onde P - @ e P X ¢ sao, respectivamente, produto interno e produto vetorial

usuais em R3.

Tem-se também a operacao conjugacao em H. Se ¢ = go+ ¢ pertence a H entao
7 = qo — q ¢ chamado conjugado de ¢. Vejamos algumas propriedade com relacao
a conjugacao:

q=4p.
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Da equagao (1.2) obtemos
q7=dy +¢i + a5 + 4 = Gq.

Assim, se identificado H com R*, associando ¢ com o vetor (qo, q1, 2, ¢3) ¢ denotando
o produto interno euclidiano de p e ¢ por (p, q), entao qg = (g, ¢). Usando o fato de

que ¢q e (g, q) sao formas quadraticas, verifica-se:

pq+qp=2(p,q). (1.3)
Em particular, p é ortogonal a ¢ se, e somente se, pq + gp = 0.

Denota-se a norma euclidiana de um quatérnio ¢ por |¢|. Como um escalar

comuta com qualquer quatérnio,

Ipq|* = (pq, pq) = pg Pa = p q 7 b = pla|’p = |p|*|q|*.

Temos entao

Ipa| = Ipl|ql-

Tendo determinado a norma de um quatérnio, pode-se obter a formula do inverso

de um quatérnio. Se ¢ # 0, entdo

14
¢ =05
lql?
Se ¢ € H, com |q| = 1, que é chamado quatérnio unitdrio. Neste caso vale,
¢ ! = . Se, em particular, u ¢ um quatérnio unitario puro (isto é, u = ), entao

u = —U.

1.3 Os grupos O(n) e SO(n)

O grupo ortogonal O(n) pode ser definido como o grupo de isometrias do R™ que
fixa a origem. Equivalentemente, é o grupo das matrizes A, , com entradas em R

tal que AA' = I onde A’ é a matriz transposta de A.

O(n) é um subgrupo de GL,(R), “general linear group”, ja apresentado no exem-
plo (1.2).

A aplicagao determinante O(n) — {£1} é um homomorfismo sobrejetivo, tendo

como nucleo o subgrupo SO(n), “special orthogonal group”, o qual tem indice 2.
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Além disso, com esta aplicagdo temos que O(n) tem duas componentes conezas,
distinguidas por det A = £1. (Ver em [13], secdo 8.4).

A estrutura topologica de SO(n) para pequenos valores de n pode ser descrita

em termos de alguns espacos conhecidos.

e SO(1), & um ponto.

e SO(2), sao rotagoes de R?, e respectivamente homeomorfo e isomorfo a S' e

aos nimeros complexos unitarios.
e SO(3) ¢ homeomorfo a RP3.

e SO(4) & homeomorfo a S* x SO(3).

(Ver em [6]).
Seja
S* = {quatérnios unitarios} = {¢ € H | ¢ g = 1}.

Note que S* tem duas estruturas: trata-se de um grupo sob multiplicacdo, e

também tem a sua propria geometria como esfera unitaria em R%.

Seja L, : S* — S? a translacdo a esquerda por um elemento z € S, e
(dLy), : T,S* — T,,S? sua diferencial. Com isto iremos considerar (dL,-1)v a
translacdo a esquerda de um vetor arbitrario v € T,S®. Vemos facilmente que S* é
um grupo de Lie, e que sua algebra T,S* = T(3,0,0,0)S* = R®.

Usando a representacao ortogonal do grupo dos quatérnios unitarios. Seja

v =2+t + j2? + kxd, v=10"+ivt +joP + kod e 7t =20 —ixt — ja? — kad.

Temos
20 b 22 23 0 —ul —? =8
JL RV I I e A vl Y =3 2
10 = o7 )p(v) = .2 .3 0 1 2 3 o 1
x 2 x v? v v
3 22—zt 20 v —v? b 0

onde ¢ : H — SO(4).

Calculando os elementos da primeira coluna no produto das matrizes, notamos que
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20 x! x? x3 V0
1 0 3 2 1
— T T — v
dL,.-1)v = = A.v 1.4
(@royo=| % o TS | = A (1.4)
3 g2 gl g0 V3

A, € SO(4).

Para o proximo teorema identificamos H com R?, a forma quadratica |q| com a

métrica euclidiana e o subespaco dos quatérnios puramente imaginarios com R3.

Teorema 1.11. .
1. Para todo p € S®, a multiplicagdo a esquerda a, : x — px define uma aplicagio

H — H que é uma isometria que preserva orientacio de H = R* com ponto

fizo na origem; o mesmo vale pra multiplicacao a direita by : x — 2q.

2. O homomorfismo ¢(p,q) : S* x S — SO(4) definido por
é(p,q) =ayob,:x—prgq

é sobrejetivo, e ¢(p,q) = idy se, e somente se, (p,q) = (1,1) ou (p,q) =
(—1,-1).

3. Para todo q € S3, a aplicacao Tq @ T+ qx q € uma isometria que preserva
orientacao de H = R*, o qual é a aplicacao identidade para elementos reais
de H e toma quatérnio puro imagindrio de H e leva em quatérnio puro ima-
gindrio. Assim define uma rotacao do subespaco R® C H dos quatérnios puro

1Maginarios.

4. Todo q € S3, q nao real, tem uma tnica expressio com a forma q = cos 0 +
Isen6, onde I € S* é um puro imagindrio e 6 € (0,7). Entdo r, = Rot(I,20)

é rotacdo de R3 sobre o eixo definido por I e um dngulo 27.

5. O homomorfismo v : S* — SO(3) definido por

¥(q) =rq

é sobrejetivo, e (q1) = U(qe) se, e somente se, ¢ = £qo.

Demonstracao: Ver [13], se¢do 8.5. m



Capitulo 2

Aplicacao de Gauss em superficies de
curvatura média constante em S°

Neste capitulo apresentamos uma versao da aplicacao de Gauss para uma super-
ficie M? imersa em S? e, como resultado principal, uma versio analoga do teorema de
Ruh-Vilms para hipersupefices M™ do espaco euclidiano, onde a aplicacao de Gauss

n: M"™ — S™ é harmoénica se, e somente se, M" tem curvatura média constante.

Os resultados apresentados foram obtidos por Masal’tsev [11].

2.1 Observacoes Preliminares

Seja M C S? uma superficie orientada imersa em S?, com campo normal unitario
n. Considerando S? como um grupo de Lie, ver capitulo 1 se¢ao 1.3, podemos definir

a chamada aplicacao de Gauss g(n) : M — S? C T,S? da seguinte maneira

g(n)(z) = (dLy-1)a(n(x)), (2.1)

onde z € M. Note que como a métrica ¢ invariante & esquerda g(n)(z) é um ponto

da esfera unitaria.

Neste capitulo, serda conveniente introduzir um parametrizacao local para M e

expressar g(n) em coordenadas locais.

Seja

X(u,v) = (X(u,v), X' (u,v), X*(u,v), X?(u,v)), (2.2)

13
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uma parametrizacao local de M.

Temos que {X,, X,,n, X} forma uma base de R?*, onde os trés primeiros vetores
formam uma base para TxS? e 7 é o vetor normal unitario da superficie em S3.

Em coordenadas locais temos

g(n)(uav> = AX”(X(U7U))v (23)

onde o operador Ax é dado pela equagao (1.4).
Introduzimos as matrizes Jy, Jo, J3 € SO(4):

0 -1 0 0 00 —1 0 0 0 0 —1
1 0 0 0 00 0 -1 0 0 1 0
S = 0 0 0 1 , J2= 10 0 0 s = 0 -1 0 0
0 0 —1 0 01 0 0 1 0 0 0

Onde J; representa a multiplicacao a direita pelo quatérnio ¢ : © — y = xi. Analo-
gamente, Jy e J3 representam a translacao a direita pelos quatérnios j e k, respec-

tivamente.

Entao a equagao (2.3) define a aplicacao de Gauss g(n) da seguinte forma:

gn)(x) = ((,n(z)), (o, n(z)), (Jsz,n(x))). (2.4)

Proposic¢ao 2.1. Seja X (u,v) uma superficie paramelrizada suave em S3, tal que

a primeira e sequnda forma sao dadas por:
I = e®O (dy? + dv?), (2.5)
IT = L(u,v)du® + 2M (u,v)dudv + N (u,v)dv*. (2.6)

Seja n o campo normal unitdrio induzido por X (u,v). Entdo:
e Os simbolos de Christoffel da primeira forma da superficie podem ser escritos da

sequinte forma:

1y Wy, Wy 2N\ _ Wy Wy
= (e ) m=().

o As derivadas dos vetores X, X, en, sao espressadas por:

Xy = Wy Xy —wy Xy, + L — e2r X, Xuw = W Xy + w0y Xy + M,
Xy = —w, Xy + wp X, + Nn — e?* X, (2.7)

Ty = _672w(LXu + MXU)7 Ny = _672w<MXU + NXU)
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e As equacoes de Codazzi e a expressao da curvatura média H sdo dadas por:
M, +wy(L+ N) = N,, M, +w,(L+ N)=L,. (2.8)

e (L + N) =2H. (2.9)

Demonstracao: Aniloga & demonstracao feita no caso das superficies em R?. m

No caso em que a superficie tem curvatura média constante, derivando (2.9),
obtemos:
L,+ N, =2w,(L+ N), L,+ N, =2w,(L+ N). (2.10)

Combinando as equagoes acima com as equagoes de Codazzi, tem-se:

(L+ N)w, = L, + M,, (L+ N)w, = N, + M,. (2.11)

Na demonstracao do Teorema 2.2, iremos usar o seguinte critério para harmo-
nicidade de uma aplicacio f = (f!,..., f*™') de uma variedade Riemanniana M™
com métrica v = (Yag), @, =1,...,m, na esfera S* C R" com métrica usual go

(ver [8], cap. 8). A aplicagao f : (M™,~) — (S™, go) é¢ harmonica se, e somente se,

Ay f(x) = =2e(f)f(x), reM™, (2.12)
isto é,
Apf'(x) = =2e(f)f'(2), (2.13)
para todo i =1,....,n+ 1, onde e(f) denota a densidade de energia de f,
1 ofi(x)of’
o) = (@) an) (S0 LT, (2.14)
e

r T afi) (2.15)

i — ~aB _
A]\/[f (fL’) v (axaaxg Faﬁaxf

¢ o valor em f? do operador de Beltrami-Laplace da variedade M™.

2.2 Aplicacao de Gauss em superficies de curvatura
média constante em S?

Teorema 2.2. A aplicagio de Gauss g(n) : M? — S* é harmonica se, e somente

se, M? tem curvatura média constante.
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Demonstracao: Sem perda de generalidade, vamos utilizar uma parametrizacao

local como na Proposicao 2.1.

Primeiro calculamos a densidade de energia e(g(n)) de g(n) de M? C S®. Da

equagao (2.14) e da primeira forma da superficie, tem-se:

eln) = = Z ((gi ) + (8;’)> .

Pelas expressoes de (2.7) e da defini¢do de ¢°(n) temos que

= g JX) = (s JX) + (1, X,) (2,16
= —e (L( Xy, LX) + M (X,, ;X)) + (n, JiXu),
analogamente,
gil = —e (M (X, J; X) + N (X, J;: X))+ (n, J: X,). (2.17)
Portanto,

3 agz 2 3

72 4w v 2

Z (au) = L% z_; (X, J; X) (2.18)
3

+2LMe™ Yy (X, JiX) (X, JiX)

=1

3
+MPe Y (X, JiX)
=1

3
—2Le™" Y (X, JiX) (n, T X.,)

=1

3
—2M€72w Z <Xv; JZX> <77, J'LXu>

i=1
3
Z 2
i=1
Vejamos como cada um dos somatoérios acima pode ser reescrito de uma maneira
simples.

Notemos que para um vetor unitario a € R*, os vetores a, Jya, Joa, Jsa formam

uma base ortonormal de R*, portanto

3
Xy =Y (X, JiX) JiX

i=1
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onde (X,,X) = 0. Os valores (X, J;X) sdo as proje¢oes do vetor X, sobre os

vetores da base ortonormal J;X. Com isto temos que,

3
D (X, JiX)? =X, = e (2.19)

=1

Analogamente, o somatorio da terceira linha da equagao (2.18) fica determinado.

Temos ainda que

3 3
ST JX) =D (Iin, X,)? = X, = e, (2.20)
i=1 1=1

onde foi usado o fato de que a matriz J; é anti-simétrica ((J;a,b) = — (a, J;b)).

Decompondo n e X como combinagdo linear da base {X,, J1 X, oX,, J5X,}, e

fazendo uso da ortogonalidade de 1 e X temos:

3
= (0, JiXu) (X, T X)) € = =Y (n, JiX,) (X, X)
=1 ]

portanto,

> (X, JiX) (n, JiX,) = 0. (2.21)

Com argumento analogo, temos que

3 (X i) (X, JX) = 0 (2.22)

=1

Usando a defini¢ao das matrizes {.J;}, mostraremos que

3
Z <Xu7 JZX> <777 Jsz> = _62w7 (223)
=1
3
D (X0, LX) (n, JiX,) = e, (2.24)
=1

Faremos os calculos para verificar (2.24), os célculo referentes a (2.23) sao analogos.

Temos que
1 — — —
(N1 Xu,m) (11X, X)) = (Xyi,n) (Xi, X,) = Z(Xuin + X)) (XiX, + X, X))

= X W) (<KX, + KX) = (i, Kan) (5, KX
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analogamente, conclui-se que

<J2Xua 77) <J2X7 Xv> = <]77un> <]aYXv> )
<J3Xua 77> <J3Xa Xv> = <k77u77> <k>7Xv> .

Portanto,
3
i=1

Sabendo que {X, X, X,,,n} constitui uma base ortogonal e determina a mesma
orientagao, podemos assumir, sem perda de generalidade, que em (ug, v),
X (ug,vo) = 1, Xy (ug, vg) = e2*0v0)j X, (ug, vg) = 200:0) 5 n(ug, v9) = k.

Entao,
<7u7777Xv> _ <_€w(u0,vo)ik7 1ew(uo,vo)j> _ _e2w(u0,vo) <’Lk§,j> — 62(710,110)7 (225)

verificando assim a equagdo (2.24).
Logo, por (2.18), (2.19), (2.20), (2.21), (2.22) e (2.24) obtemos

3 i\ 2
3 (89 ) — e (L% 4+ M?) + e — 2M. (2.26)
— ou
Similarmente,
3 8gl 2
> ( 5 ) = e 2" (M? + N?) + e* + 2M. (2.27)
- v

=1

Portanto, a densidade de energia da aplicacao de Gauss é

e(g(n)) = eju 23: (((Zgj)Q + (%‘j}i)2> = 6_24w (L* + N? +2M?) +1. (2.28)

Agora iremos calcular o valor do operador de Beltrami-Laplace em uma coorde-
nada arbitraria ¢'(n), (i = 1,2, 3).

Da equacao (2.15) e da métrica da superficie (2.5), obtemos:

. 0? 0? .
AMgl — 6—2u} (_ + _) gz.
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Derivando (2.16), e utilizando (2.7) juntamente com a igualdade (X,, J;X,) = 0,

obtemos:

8292' 8 —2w

o7 = %(—e (L {( Xy, Ji X))+ M(X,, J;: X))+ (n,J: X)) (2.29)

(=Ly + 2Lw, M)e " (X, J;IX) — Me*" (w, X, — w, X, + Ln — e X, J;X)

+ (=M, + 2w, M) (X, J; X) — Me " (w, X, + w, X, + Mn, J; X)
—2Me " (X, i X,) + <77, Ji(w, Xy — w, X, + Ln — 62“’X)>

= e *(=Ly +w,L — Mw,) (X, ;i X) 4+ e (=M, + w,M + Lw,) (X,, J;:X)
—((L? + M?)e™ + ) (n, J;iX) — 2Me*" (X, J;X,)

+w,, <777 Jqu> — Wy <777 JZXU> .

Analogamente, de (2.17) obtemos a expressao para a segunda derivada com relacao
av:
82g
ov?

- %(—e‘Zw(M (Xy, JiX) + N (X,, ;X)) + (0, JiX,)) (2.30)
= e (=M, + w,M + Nwy) (Xy, JiX) 4+ e (=N, + w,N — Mw,) (X, J;X)
—((M? 4+ N®)e " +e*) (n, JiX) — 2Me " (Xy, Ji X,)
—wy (0, JiXu) + wy (0, JiXo) .

Portanto, somando (2.29) e (2.30) e multiplicando o resultado por e 2“ obtemos

assim o valor do operador de Beltrami-Laplace da funcao ¢, i=1,2,3

Apgt = —(e™(L* 4+ N*+2M?) +2) (n, J; X)
+e*4w((L + N)w, — L, — M,) (X, J; X)
+e (L + N)w, — N, — M,) (X, ; X) .

Da equagao de densidade de energia (2.28), e da defini¢do das fungoes coordenadas

da aplicacao g, temos entao:

Apg' = —2e(9(n)g’ +e (L + N)w, — L, — M) (X, J;.X)  (2.31)
Fe (L + N)w, — Ny — M,) (X, JiX).

Como estamos assumindo que M tem curvatura média constante, de (2.11) e
(2.31) segue que
Aug' ==2¢(g(n)g’ =123 (2.32)
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Portanto, o critério de harmonicidade (2.13) é satisfeito.

Agora supondo que a aplicacao g(n) : M — S? ¢ harmonica, isto ¢, o critério
(2.13) é satisfeito, entdo a equagao (2.32) é satisfeita. Segue que a equagao (2.31)

implica que para ¢ = 1,2, 3, vale a seguinte equacao:
((L+ N)w, — L, — M,) (X, J; X)+ ((L+ N)w, — N, — M,) (X,, J; X) =0.
Multiplicando a equagao acima por J; X e somando em ¢, ¢ = 1,2, 3, obtemos:
(L+ N)w, — L, — M,) X, + (L + N)w, — N, — M,) X, = 0.

Logo, como X, e X, sdo linearmente independentes, as equagoes (2.11) sdo satisfei-

tas. O que implica que a superficie M tem curvatura média constante. [

Exemplo 2.3. Considere a superficie de revolucdo em S3.

U U v v
X (u,v) = (acos —,asen—,bcos —, bsen—),
a a b b
onde a®> + b> = 1 e as varidveis u e v pertencem aos intervalos 0 < u < 2,

0 <wv <27w. A curvatura média da superficie em S® é constante

1 /a b
H=-|-—-].
2(6 a)

A aplicacao de Gauss g(n) da superficie é dada por

9(n)(,v) = (0,—cos (2 = 7). sen(2 = 7).

Onde a desidade de energia de g(n) € igual a:

cto) =5 (7 + )

Como a métrica da superficie X (u,v) € ds* = du® + dv?, temos

0*  0?

BV =52 T o

donde se verifica diretamente o critério para harmonicidade de g(n)

Ag'(n) = —2e(g(n))g'(n), i=1,2,3.
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Agora estudaremos algumas propriedades geométricas da aplicagdo g(n). Seja
X (u,v), como em (2.2), uma parametrizacio para a superficie M?. Entao, para
uma matriz C € SO(4), a superficie transformada Y (u,v) = CX(u,v) pode ser
representada em forma de quatérnios por Y = ¢ X¢o, onde ¢; e ¢» sao quatérnios
com norma unitaria. Como Y, = CX,, Y, = CX,, n(Y) = Cn(X), temos n(Y) =

@11(X)qa, e a aplicagdo de Gauss da superficie Y (u,v) tem a seguinte forma.

g(Y)) = dLy-m(Y) = ¢(Y oY) = (a1 X a2) " d(qun(X) )
= ¢(ax )X )o(n(X))d(g2) = d(az')g(n(X))d(g2). (2.33)

Em particular, se a superficie Y (u, v) é obtida de X (u, v) por translagao a esquerda

Y = ¢ X, a aplicagao de Gauss das superficies coincidem: g(n(X)) = g(n(Y)).

Descreveremos agora a situagao em que a aplicagao de Gauss g(n) : M? — S?
¢ conforme. O resultado a seguir contrasta com a situacdo para superficies em R3,
onde a aplicacao de Gauss é conforme se, e somente se a superficie é totalmente

umbilica ou minima (ver em [15]).

Teorema 2.4. .

a) Seja X(u,v) wma parametrizac¢ao isotérmica de uma superficie M* imersa em
S3, de forma que as expressoes das formas fundamentais de M sejam dadas
por (2.5) e (2.6). Entio a mélrica canonica de S* induzida pela aplicagio de

Gauss g € dado por:

ds; = (e7(L* + M?) + e = 2M)du® + 2(e > M (L + N) + L — N)dudv
(e (N? + M?) + &* + 2M)dv?. (2.34)

b) A aplicagio de Gauss g(n) : M? — S* ¢ conforme se, e somente se, M? é

totalmente umbilica em S>.

9g(n) 9g(n)

2
ou | €922 = |75,
nados pela equagoes (2.26) e (2.27); entdo devemos encontrar o coeficiente gys.
Usando (2.16) e (2.17) temos:

- (g0 850

2
ja estao determi-

Demonstracao: Os coeficientes g1; = ’
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3
= Y —e (LA Xy, JX) + M (X,, JiX)) + (0, Ji X))
=1
3
D (e M (X, JiX) + NA(Xy, X)) + (n, JiXo))

=1

= e—4w{z [LM(X,, J;X)? + M* (X, Ji X) (X,, J; X)]

i=1

+ 3 [NM (X, JiX)? + LN (X, JiX) (X, j:X)]}

=1
—2""{2 (X, JiX) (0, JiX) 4+ N (Xo, JiX) (0, JiX)]

+ Z [L(X., ;i X) (n, J;.X,) + M (X, J; X)(n,5:X,)]}

3 (0, JiXa) (0, JiX)

i=1
Usando as equagoes (2.23), (2.24) e as equagoes (2.19) e (2.21), onde obtidas também

para X,. Entao simplificando obtemos:
g =€ *M(L+N)+L~—N. (2.35)

Donde concluimos o primeiro item do teorema.

Para o segundo item, sem perda de generalidade consideramos uma parame-
trizagdo isotérmica. Basta comparar a métrica da superficie (2.5) e a métrica da

aplicagao de Gauss em S?, dada por (2.34). Com isto obtemos um sistema de equa-

¢oes gi1 = ga2, g12 = 0.
(L* — N%)e*™ = 4M, M(L+ N)e ™ + L~ N =0.

Com a anélise do sistema chegaremos que M = 0, e assim L = N, ou seja a superficie

é totalmente umbilica. m

Corolario 2.5. A imagem da aplicacdo de Gauss da superficie M? é degenerada se,

e somente se, a curvatura intrinseca da superficie for nula, isto é: K;,; = 0.

Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos supor uma parametriza¢ao

isotérmica, como no teorema 2.4.
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A imagem da aplicagao g(M?) é degenerada se, e somente se,, D = g11gas — (g12)*

for nulo.

D = (e ®(L*+ M?) +e* —2M)(e *(N? + M?) + e* + 2M)
—(e®"M(L+ N)+L— N)?
= (e (LN — M?) + e*)* =0, (2.36)

que é equivalente a, e* + LN — M? = 0.

Temos que, pela equagao de Gauss, K, — Kooy = 1, (ver [2|, pag. 144). A
superficie tem primeira e segunda forma fundamental dadas por (2.5), (2.6), entdo
Ky = —eAz—ﬁj , (ver [1], pag. 283) e Koy = L]iZwMQ. Logo,

Aw _ LN -M 4 LN - M?

Kint - e2w edw elw

0

[
O elemento de area de S? induzido pela aplicacdo g em coordenadas isotérmicas
(u,v) é dado por,

do, = e (LN — M?) + | du dv = | K ops + 1]€* du do. (2.37)

Note que o elemento de drea da métrica (2.5) é e**dudv. Com isto temos o seguinte

corolario.

Corolario 2.6. Para qualquer dominio A C M? temos que:

1. Se =2 < Ky <0, entdo: drea(g(A)) < drea(A).
2. Se Koyt < —2 ou Koy > 0, entdao: drea(g(A)) > drea(A).

3. Se Kept =0, ou Keyy = —2, entao: drea(g(A)) = drea(A).

Apresentaremos agora um resultado similar a conjectura de Nirenberg, onde, se
uma superficie minima S em R3 nao ¢ um plano, entao a aplicacio de Gauss ¢ densa
sobre a esfera unitaria. Resultado provado por R. Osserman em [12]. Posterior-
mente, F. Xavier provou que a aplicacacao de Gauss dessa superficie pode omitir no
méaximo seis pontos, [18]. Em 1989 Fujimoto provou que o complemento da imagem
da aplicacdo de Gauss de uma superficie minima nao planar em R?, consiste em no

maximo quatro pontos. [5].
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Lema 2.7. A aplicagao g(n) : M?* — S? de uma superficie reqular M? C S* de

curvatura média constante nao pode ser constante.

Demonstracao: Suponha que p € M é um ponto nao umbilico. Como M tem
curvatura média constante, entdo existe uma parametrizacao local X (u,v) de uma

vizinhanca de p que é isotérmica e por linhas de curvatura.

Suponha que a aplicagdo de Gauss é constante em uma superficie regular X (u, v)
em S3, g(n) = (', ¢, ¢3). Sem perda de generalidade podemos supor que (¢!, c?, ¢?) =
(1,0,0), ja que a equagao (2.33) implica que existe uma transformacao C' € SO(4)
tal que g(n(CX)) = (1,0,0). Como os vetores X, J; X, JoX, J3X formam uma
base ortonormal ¢' = (J;X,7), temos entao

3
n=>Y (IXn)JX=5LX (2.38)

i=1
Por (2.7), como M = 0, para a parametrizacao X (u,v), obtemos 7, = —Le 2 X, ,
e fazendo o produto interno por X, obtemos, —L = (n,,X,) = (1 X, Xy) =0
e, analogamente, o produto interno de 7, = —Ne 2*X, com X,, implica —N =
Ny, Xo) = (Ji Xy, X,) = 0. Portanto, a segunda forma fundamental (2.6) é nula e a
superficie ¢ uma grande esfera, com vetor normal constante n = (n3,n%,73). Entéo
a equagao (2.38) implica que X (u,v) = —Jin = constante, o que contradiz o fato

de que a superficie X (u,v) seja regular.

Se p é um ponto umbilico isolado, entao existe uma vizinhanca de p onde conse-
guimos uma sequéncia de pontos nao umbilicos convergindo para p. Assim para cada
ponto da sequéncia é valido o resultado obtido acima. Portanto, por continuidade,

temos que o resultado é valido também para p.

Se p nao é isolado, entao M é parte de uma esfera umbilica. Neste caso, verifica-
se facilmente que a aplicacao de Gauss nao é constante.
Observacao: No capitulo 4, Proposicao 4.1, obtemos a aplicacao de Gauss, como
translacao a esquerda e a direita, para o caso em que p nao ¢ um ponto umbilico

isolado em M? C S°. n

No trabalho de B. Solomon ([16], Teorema 1) prova-se que, uma aplica¢ao harmo-
nica de uma variedade compacta em um hemisfério aberto é necessiariamente cons-

tante.
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Portanto nos servindo de tal resultado e do Lema 2.7 chegaremos ao seguinte

corolario.

Corolério 2.8. A imagem da aplicacio de Gauss g(n) : M? — S? de uma superficie

compacta de curvatura média constante em S intersecta todos os grandes circulos
¥ CS2



Capitulo 3

Aplicacao de Gauss em
hipersuperficies de curvatura média
constante em um grupo de Lie com
métrica bi-invariante

Faremos neste capitulo um estudo mais amplo do que o apresentado no capitulo
anterior. Estudaremos agora a aplicagdo de Gauss N em hipersuperficies orientadas
em um grupo de Lie G (n+ 1)-dimensional com métrica bi-invariante. Mostraremos
como o célculo do Laplaciano de N nos leva a resultados interessantes quando a

hipersuperficie tem curvatura média constante.

Este capitulo é baseado no artigo de Espirito-Santo, Fornari, Frensel, Ripoll, [4].

3.1 Aplicacao de Gauss em hipersuperficies de cur-
vatura média constante em um grupo de Lie
com meétrica bi-invariante

Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante. Dada uma hipersuperficie

orientada M C G, definimos
N: M —S"C1T.G,

por
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onde 1 ¢ um campo unitario normal a M em G. Observamos que se
n+1

N(p) =) aeip),

i=1
onde {eq, ..., 1} & uma base ortonormal de T,G, entdo o Laplaciano de N é definido

por:
n+1

AN = Z Aai €,
i=1
onde Aaq; é o Laplaciano de a; determinado pela métrica de M.

Temos que N é harmonica se
AN = (AN)T =0,
onde ()T denota a projecao ortogonal em T'S™.
Dado p € G, o tensor de Ricci Ric, de G é dado por:

Ric, = trago(X — R(U,X)V)
n+1

= Z <R<U> Ej)V7 Ej> )

j=1
onde {E;}i—1. n+1 € uma base ortonormal de 7,G. A curvatura de Ricci de G na

diregdo © = E,, 41 € Ricy(z) = Ricy(z, z).

Teorema 3.1. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante e seja M uma
hipersuperficie orientada de G. Denota-se por ||B|| a norma da sequnda forma

fundamental de M em G e por H a curvatura média de M. Entao

AN (p) = —nd(L,"),(VH(p)) — (IIBI* + Ric(n(p))) N (p) (3.1)

para todo p € M, onde VH denota o gradiente de H em M.

Demonstragao: Seja p um ponto fixado em M, e seja E;(p), i = 1,...,n, uma
base ortonormal de autovetores da segunda forma de M em G com relagao ao vetor
normal 7. Denotando por E; um referencial geodésico extendendo FE;(p) em uma

vizinhanca de p em M.

Considere Z;, i = 1,2,...,n + 1, campos de vetores invariantes a esquerda de G,
tais que Z;(p) = Ei(p), se i =1,....,n e Z,,1(p) = n(p). Escrevendo

n+1

n= Zaij, (32)

=1
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obtemos
n+1
N = Z CL]'Z] (6),
j=1
com
aj(p) =0, j=1,...n a,u(p) =1 (3.3)
Temos entao
n+l n
AN =" " EiEj(ap) Zi(e). (3.4)
k=1 i=1

Derivando 7 com relagao a E;, usando (3.2), obtemos

n+1 n+1
Ven=Y Eila)Z+Y a;VZ. (3.5)
j=1 j=1
Portanto, de (3.3), em p,
n+1
Vin =Y Ei(a;)Z; + Vi, 2o, (3.6)
j=1

O produto interno de Z,, 1 e Z;, j = 1,2,...,n, com os lados esquerdo e direito de

(3.6) implicam, respectivamente,

Ei(anﬂ)(p) :0, = 1,...,77,

Ez(a])(p) = —)\iéij — <VE,L-Zn+1a ZJ> s Z,j = 1, ey (37)

onde \; é o autovalor do operador S, : T,M — T,M, associado ao autovetor I,
onde S, X = —(Vxn), X € T,M.

De (3.5) obtemos,

n+1 n+1 n+1
j=1 j=1 j=1

Agora, usando (3.3) e somando (3.8) em ¢,

n n+l n n+l n
Zininn = ZZEiEi(aj)Zj +222Ei(aj>inZj
i=1 7j=1 =1 7j=1 =1
+ Z VEVE Zny1. (3.9)

i=1
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O produto interno de Z com os lados direito e esquerdo de (3.9), implica, em p,

n

ZEiEi(ak> = > (Ve Ven Z)—2> > Eila) (VeZ; Z)

=1 j=1 i=1
> AV VEZon Zi). (3.10)
i=1

Para finalizar a demonstragao, é necessario expressar o lado direito de (3.10) em

termos geométricos envolvendo VH e Ric(n) e || B||*.

Temos da defini¢ao de curvatura média e do tensor curvatura R que, em p, para
k=1,..n,

Ey(nH) = Ej (Z <VE1-E¢,77>> = Z<VE;€VE¢E¢,77>

i=1 =1
n

= > (Ve VEE.n) — (R(Ey, E)E;n) — (Vg 5B n))
=1

= > (VeVeEin) = (R(Zk, Zi) Zi, Zni1)). (3.11)

i=1

A ultima igualdade se justifica pelo fato de que, como {E;}, i = 1,2,...,n é um

referencial geodésico em M, vale, em p,

[Ei, Bi] = ([Bi, Bi])" = (Vg By — Vg, E)" =0.

Entéo ([E;, Ex],n) =0 em M, e (Vg [E;, Ex],n) + ([E;, Ex], VEn) =0,
(Ve Vg E, — Vg Vg E,n) =0.

Assim, temos em (3.11),

n

Ex(nH) =Y (VENVpEpn) = (R(Zy, 2) Zi, Zui1)). (3.12)

i=1
Como (Ej,n) = 0, entdo de (3.12), temos

n

i=1 i=1
= —Bw(nH) =Y (R(Zk, Zi)Zi, Zns)
=1
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Assim, obtemos uma expressao para a primeira parcela do lado direito de (3.10).

Vamos agora obter uma expressao para a segunda parcela de (3.10). Note que
(n,m) = 1 implica que (Vg,n,n) =0 e (VE,Ven,n) + (Ven, Ven) = 0. Como A

sao autovalores da segunda forma fundamental de M em G, temos:

(Ve Venm) (p) = =X, (3.14)
> (Ve Ve () = - 1Bl (3.15)

De (3.7) e do fato que Vg, Z; =V 3, Z; = [Z;, Z;] = 0 em p,

2 N Eia) (Ve Zi, Ze) = 2 Y (Nbiy + (Vi Znsr, Z3)) (Ve Zj, Z)

j=1 i=1 j—1 i=1

= 222 V5 Znit, Z3) (V. 25, Z1) .

7j=1 =1

Fazendo uso da proposicao 1.7, notemos que:

231 i1 (Ve Zs1, Z3) (V£ Z;, Z)

=5 21 i1 2 Zona], Z3) (23, 251, Zi)
=5 21 21 25, Zoiil, Zi) ([ Zx, Z3), Z)
= 5 X512k, Z)), S35 (25, Zu), Z0) Zi)
= 52512k 2], (2}, Zn1a])

=3 2500 ((Zas1, Z5). Z3), Z0)

—22n+1< (Zns1, Z5) Zs, Zi)

(3.16)

__2Zn+1< ( n+1aZj)Zk’Zj>'

Contudo, para 1 < k < n temos

n+1
—22 Tnsr, Z3) 25, Z;) = —2Ric( Zy, Zon11), (3.17)
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e,para k=n+1

n+1
—QZ Zini1s Z3) Zsr, Z;) = —2Ric(n). (3.18)
E segue que
& o A | —2Ric(n(p)) se k=n+1
_QZZE%(C‘J) (Vi 2, Zy) = { —2Ric(Zy, Znt1) se ke{l,...n} (3.19)

j=1 i=1

Falta entao identificar a altima parcela de (3.10).
Para tal, fagamos E; = Z”H b;jZ;, onde b;(p) = 0se j #ie b(p) = 1. Entdo

n+1 n+1

Zpir = Zb V2, Zni1 = Zb Zi1]. (3.20)

Por outro lado,

n+1 n+1

Vi Eip) = Y E(b)Z+> bV5Z,
i—1 =1
n+1

= ) Ei(b))Z; + V7. (3.21)

Sendo {E;} um referéncial geodésico em p, Vg, Ei(p) = (Vg Ei(p))* = 0, e como
em p, Vg, Z; =0, segue de (3.21) que E;(b;)(p) =0, j=1,...,n.
De (3.20) obtemos:

n+1
Ve Ve Zun = —ZVE Znsa])
n—i—l
— _Z +1] +ijE7[ZjaZn+1])

1
= Ein (Ziy Zny1] = Z[Zia (Ziy Zni1]]l = R(Zny1, Zi) 2. (3.22)

Portanto, de (3.22), temos que, para k =1, ...,n,

n n

N AVEVEZu, Ze) = Y (R(Zns, Zi) Zi, Zi)

i=1 i=1
n

= —Z Zni1, Zi) 2, Zi) = —Ric\ Z, Zn1)
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e
<ininZn+1v Zn+1> = <R(Zn+1’ ZZ)ZZ’ Zn+1>
= — (R(Znt1,Zi) Zns1, Zi) -
Entao
i V5V 5 Zoer Z2) () = —Ric(n(p)) se k=n+1 (3.23)
2 E; V EiZnt1s Lk —Ric(Zy, Zpy1)  se ke{l,..,n} '

Temos, portanto, de (3.15), (3.19) e (3.23)

Z EiE(an1) = —|BI* = 2Ric(n(p)) + Ric(n(p))
= —|IBII* = Ric(n(p))

e, para k = 1,...,n, de (3.13), (3.19) e (3.23) obtemos

i EiEi(ay) = —Ey(nH)+ Ric(Zy, Zyyr1) — 2Ric(Zy, Zypsr) + Ric(Zy, Zypgr)
- — _Ey(nH).
Logo
AN(p) = Y Z E;Ei(ax) Zi(e)
= Z Z EE;(ax)Zy(e) + Z EiEi(ant1)Znta(e)
=y Z EiEi(a) Zk(e) — (|| BI* + Ric(n(p))) N (p)
= Y (—Ew(nH))Zx(e) - (|| BII* + Ric(n(p))) N (p)
k=1

= —nd(L,"),(VH(p)) = (|| BI* + Ric(n(p))) N (p)-

Obtendo (3.1), finalizando assim o teorema. ]

Tendo obtido tal formula para o Laplaciano da aplicacao de Gauss da hipersu-
perficie M, esta nos servird como base para os seguintes corolarios, andlogos aos ja

obtidos no primeiro capitulo para a aplicacao de Gauss de uma superficie em S?.
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Corolario 3.2. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante. Seja M uma
hipersuperficie conexa orientada em G, n um campo de vetores normal unitdrio de
M emG, e N: M — S*C T.G, N(p) = d(L,"),(n(p)). Entio as seguintes

alternativas sao equivalentes:

i) M tem curvatura média constante,
ii) a aplicagio N : M — S™ € harmonica,

iii) N satisfaz a equagdo:

AN(p) = =([|BI[ + Ric(n(p)))N(p).

Corolario 3.3. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante. Seja M uma
hipersuperficie conexa orientada em G, sem fronteira e com curvatura média cons-

tante. Entao as sequintes alternatlivas sao equivalentes:

i) N(M) estd contido em um hemisfério fechado de S",
ii) N(M) estd contido em um equador de S™,

iii) M é invariante por um subgrupo a 1-pardmetro de isometrias de M gerado por

um campo de vetores invariantes a esquerda de G.

Demonstracao: Seja p um ponto fixado de M, e seja E;(p), i = 1,..,n, e Z;,
1 =1,..,n+ 1, como no teorema 3.1.
(1) — (@)
Assumindo que N (M) esta contido em um hemisfério fechado de S”, existe v € S”
tal que
(N(p),v) <0

para todo p € M. Observe que Ric(n) > 0,

De fato, pela equagao (3.18), e pela equagdo (3.16), onde para k = n+ 1 e

observando a quarta igualdade, tem-se em p,

n+1

—2Ric(n) = =2 Z (R(Zns1, Z) Zns1, Zj)
j=1
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([Zn+1, Z5), [ Zg5 Znal)

12, Zua]I.

Assim,

_ 1
Ric(n) = 1 > 1125, Zos]P 2 0.
j=1
Usando (3.1), e o fato que Ric(n) > 0, obtemos:
A(N,v) = (AN, v) = —(||B|]* + Ric(n)) (N, v) > 0,

onde vemos que (N, v) é uma func¢ao subharmonica em uma variedade compacta M
(ver [2], pagina 96). Segue portanto que (N,v) é constante e entdo A (N,v) = 0;
temos portanto (||B||*>+ Ric(n)) = 0 ou (N,v) = 0. Se (N,v) = 0, entao N (M) esté
contido em um equador

{z € S"| (z,v) = 0}; (3.24)
Agora suponha que ||B||* + Ric(n) = 0. Temos, ||B||* = 0 e M & totalmente
geodésica.

Note que as curvas integrais dos campos Z;, © = 1,...,n, sao geodésicas de G,
isto segue do primeiro item do teorema 1.7. Assim, como M é totalmente geodésica
os campos Z;, ¢ = 1,...,n, sao tangentes a M nao apenas em p, mas globalmente.
Como (Z,+1, Z;) = 0 em G, a afirmagdo anterior implica que 7,4 restrito a M é um
campo ortogonal a M. Logo, pela conexidade de M e pelo fato de n(p) = Z,11(p),

Zn11 restrito a M coincide com 7).

Finalmente, como Z,, ;1 é invariante a esquerda

N(p) = (dL;")p(n(p)) = (AL, ")p(Zusa(p), Vp € M.
Assim, N(M) é um tnico ponto. Com isto termina primeira implicagao.

Dadowv € g, v # 0, seja V o campo invariante a esquerda gerado por v, V(e) = v.

Entao, dado p € M, temos:

(n(p), V(p)) = (d(Ly,), 'n(p),d(Ly), ' V(p)) = (N(p),v),
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assim N (M) esta contido no hemisfério (3.24) se, e somente se, V' é um campo de
vetores em M, isto ¢, se, e somente se, M é invariante por um subgrupo de isometrias
determinado por V', a saber, ®; = Leyp) : t € R, onde exp : T.G — G ¢ a aplicagao
exponencial.

(i) — ()

E obvia. n



Capitulo 4

Superficies minimas Lagrangeanas

Neste capitulo, mostramos como definir imersoes de superficies Lagrangeanas em
S?xS?, o produto de esferas com a métrica produto canénica, partindo das aplicacoes
de Gauss a esquerda e & direita de uma superficie orientada M C S?. Mostramos

que se M é uma superficie minima a imersao mencionada acima é também minima.

Este capitulo é baseado no trabalho de artigo de Castro e Urbano [3], e em notas

obtidas por contato pessoal com W. P. Ferreira e P. Roitman.

4.1 Observacoes Preliminares

Seja S? a esfera unitaria em R® munida com a métrica canonica (,) e estrutura
complexa dada por J,uv = p x v, p € %, v € T,S? onde x & o produto vetorial
usual do R%. A 2-forma de Area em S? serd denotada por wy. Para p € S?, temos
wo(v, w) = (Jpv,w) = det{p,v,w}, V v,w € T,S*.

Dotando S* x S? com a métrica produto (também denotado por (,)), vamos
considerar estrutura complexa J em S? x S? dada por:

J(pl,pz)(v) = (‘]Plvh JPQUQ) = (pl X V1, P2 X U2)7

v = (1,02) € Ty po) (S* X §?), (p1,p2) € (S* x §?).

Seja ® = (¢,9) : M — S? x S* uma imersio de uma superficie M e g =
o* (,)+v* (,) a métrica induzida. A 2-forma w em S* xS?, dada por w = Twy+75wo,
onde 7;, i = 1,2, sa0 as projecoes canonicas de S? x S?, torna S? x S? uma variedade

simplética.

36
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A imersao é dita Lagrangeana se ®*w = 0, isto &, ¢*wy + 1Y wy = 0. Isto significa

que
wo(dp(u), dop(v)) + woldibp(u), dipy(v)) =
(Jdp(u), dep(v)) + (Jdop(u), ddp(v)) = (4.1)
(Jd®y(u), dPy(v)) = 0,

para quaisquer p € M e v, w € T, M.

Se ® = (¢,¢) : M — S? x S? & uma imersao de uma superfice orientada com

2-forma de 4rea w);, podemos definir o jacobiano de ¢ e 1) por

¢ wo = Jac(P)wy,  Yrwe = Jac(Y)way.

Portanto, ® é Langrangeana se, e somente se, Jac(y) = —Jac(¢).

4.2 Superficies minimas Lagrangeanas

Vamos agora mostrar como uma superficie orientada imersa em S?, induz, via
suas aplicacoes de Gauss, uma imersdo Lagrangeana em S? x S?2. O nosso ponto
de vista difere de Castro e Urbano, onde utiliza-se a nocao de aplicacao de Gauss

introduzida por Hoffman e Osserman para induzir imersoes Lagrangeanas.

Seja M uma superficie orientada com campo normal unitario n em S3. Como

vimos no segundo capitulo, podemos definir as aplica¢oes N_, N, : M C §* — T.S3.

N_(p) = (dLy—)pn(p) = Pnlp),
Ny(p) = (dRy-1)pn(p) = n(p) P,
onde L,, R, sao translacoes a esquerda e a direita, respectivamente, por um elemento

p € M, e (dL,) e (dR,) suas respectivas derivadas. A notagao envolvendo quatérnios

introduzida no capitulo 1 sera utilizada.

Definimos a aplicacao ® : M C S* — §? x §%.
O(p) = (N-(p), =N+ (p)). (4.2)

Mostraremos a seguir que a aplicacao @, caso seja uma imersao, sera uma imersao

Lagrangeana.

Por conveniéncia, ao longo deste capitulo, vamos utilizar uma parametrizacao

local por linhas de curvatura para simplificar os calculos. Para estender os resultados
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de tais calculos aos pontos umbilicos, utilizamos os argumentos usuais envolvendo

continuidade e a classificacdo das superficies totalmente umbilicas de S3.

Seja entdo p : U C R? — S? uma parametrizacao local de M por linhas de curva-
tura, onde U é um aberto de R?, tal que p, p,, py, 1, forma uma base ortogonal de

R* orientada positivamente. Utilizamos coordenadas (x,y) para denotar os pontos
de U.

Proposigao 4.1. Se a aplicacio ® : M C S* — S? x S? definida em (4.2) é uma

imersao, entao ® é uma imersao lagrangeana.

Demonstragao: Seja p um ponto nao umbilico de M, e p(z,y) uma parametri-

zacao por linhas de curvatura em uma vizinhanca de p. Note que

T (~NL)e = J(=Ny)e = Ny x (N,

(4.3)
JIn_(N_), =J(N_), = N_ x (N_),.
Analogamente para as derivadas em y.
Entao
(JPs, @) = ((J(N-)a, J(=Ni)a), (N-)y, (=N4)y))

= (J(N)z, (N2)y) + (J(=Np )z, —(Ny)y) (4.4)
= (N2 X N2z, (N2)y) = Ny X (N )y (N )y)
= 0.

Por (4.1) vemos que ¢ é uma imersdo Lagrangeana.

Vamos analisar agora o caso em que p ¢ um ponto umbilico. Suponha que existe
uma seqiiéncia de pontos nao umbilicos convergindo para p. Assim, para cada ponto
da sequéncia obtemos o resultado acima. Logo, por continuidade, podemos estender

o resultado e ® é uma imersao lagrangeana.

Caso a seqiiéncia acima nao exista, existe uma vizinhanca de p composta de
pontos umbilicos. Esta vizinhanca é parte de uma esfera umbilica. Neste caso,
sem perda de generalidade, podemos parametrizar a esfera de raio sen zy em S* da

seguinte forma:

p(z,y) = (sen zp cos x seny, cos zy, sen zy SEn T seny, sen zy Seny),
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onde 0 <y <m 0 <z < 2me z é uma constante. Temos que o campo normal

unitario n em S?* é dado por:
n(x,y) = (cos zg cos x seny, —sen zy, COS 2y SEN T SEN Y, COS Zy COSY).

A aplicagao ®(p) = (N_,—N,).

N_ = (0, —cosz seny, —cosy, —senx, cosy), (4.5)
N, = (0, —cosx seny, —cosy, —senx, cosy). '
E por (4.1), vemos claramente que M é uma imersio lagrangeana. n

Lema 4.2. Os coeficientes induzidos pela aplicagao da primeira forma fundamental
da esfera S* pelas aplicacées N_ e N, para uma parametrizacao p de M por linhas

de curvatura sao dados, respectivamente por:

E_ = E(1+4 k),
F_=VEG(ky — k), (4.6)
G_=G(1+k)),

Fy = —VEG(ks — k1), (4.7)
G, =G(1+k2).

Demonstracao: Note que

Pl Plle = P P (4.8)
(N_)y = Dyn+Dny = Dy — ka2Dpy,

prp b p (4.9)
(Ny)y = nyp+ b, = —kapyD + 1D,

k1 e kg sao as curvaturas principais de M correspondentes as diregoes p, e p, res-

pectivamente em p(z,y).

E. = ((N-)o, (N2)a) = (Da?) + Dllas D) + D)
= (P, D) + 2 (Ban, P1) + (DNs D)
= E+kiE = BE(1+k%).
pois

(Ba?y D) = k1 (TP, DP) = ka|po|” (7, D) = ka|p.|? (n, p) = 0.
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Analogamente, teremos que G_ = G(1 + k2).

Tendo que p,n € T.S?, podemos escrever p,n como combinagao linear dos vetores

que forma a base ortogonal de T.S?, Pyn = apps + bpp, + cpn.
(ﬁynﬁpy> <Tay77,ﬁyp>

Temos que ¢ = <1_9y77, ]_9?7> =0,eb= -+ = -7 =0, portanto, p,n =
apPPa-
Pela escolha da orientacao da superficie temos que, fazendo a = —%, chegamos
que n = PP — PPl \/JlTGpﬂ_)yp‘ Entao:
Fo = ((N.)a, (N2)y) = (B0 + D, By +P1y) = (Pt — k1Pps, Byn — kaPpy )
= (Dats Byn) — k2 (Bats BPy) — K (PP, Byn) + Kk (Bpa, B1y)
E
= ko (Bpy, ——=Dyp) — i (———=T,p, T
2(PPy @pym 1{ TEghp PP )
EG EG
= khy— —k— = VEG(ky — ky).
"VEG  "Bg — VEOR TR
E com célculos analogos chegaremos aos coeficientes para a aplicagao N.,. [
Reescrevendo (4.3), as expressoes analogas envolvendo y, temos
J(=Ny)y = Ny X (Ny)p = —k1p.7 + paPs (4.10)
J(N-)e = No X (N_)z = =Ppa + kaTipe. '
J(=Ni)y = Ny x (Ni)y = —kop,7] + pyp, (4.11)
J(N-)y = Nox(N_)y = —Dpy + kaljpy.
Onde J’ denota a acao de J em N,.
Escrevendo os vetores normais a ®(z,y) em S? x S?,
— IO _ (J(NDz  J(=Ni)a
R PE e G FE N RV N (4.12)
_ IOy [Ny J(=Ny)y ’
2= ge,] T U1E, 0 T 1T

Iremos considerar S? x S? como uma subvariedade de R® de maneira natural e
denotar por V, e d as respectivas conexoes Riemannianas. Vamos denotar por V a

conexao Riemanniana em M.

Sendo X = (X1,Y]) e Y = (X5, Y5) campos em S? x §?, temos:

VxY = dYy(X) = By(X,Y),
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onde B,(X,Y) = —((X1,Y1) q1, (X2,Y3) ¢2), ¢ a segunda forma fundamental de

S? x S? como subvariedade de RS.

Vo, = dni(®,) — Ba(ni, ) (4.13)
Vo, = dni(®,) — Ba(n;, ®,). (4.14)

i=1,2.

Entao os coeficientes da segunda forma fundamental da imersao sao dados por:

L =II'®,,®,) = —(Veo,mi, @) = — (dn(D,), Ty,
N = 110, ®,) = —(Vam @) = —(d(®,), ¢,). (4.15)
Mi:[[i((by,@y) - - ﬁq’ymaq)y = —<d7h(‘by)»q’y>-

i=1,2.

Lema 4.3. Seja p(z,y) uma parametriza¢ao local por linhas de curvatura de uma
superficie M C S3. Se a aplicagiao ® € uma imersao definida por (4.2), os coeficien-
tes da sequnda forma fundamental de @, sequndo my e 1, definidas por (4.12), sao

dados respectivamente por:

Li = 20

_ 2(k1)yE
Ml - /_ZE'_7
N, = 2(k2)2G

Ly, = 2(k1)y E

M2 _ 2(k2)2G

N, = 2(k2)yG

Demonstracao: De (4.10), (4.6) e observando que {p, p., py, n} forma uma base

ortogonal de R*, temos,
JO,)2 = (JOp, JPy) = (J(N_)a, (J(=N1)a), (J(N-)a, (J(=Ny)a))
= (J(N=)a, (J(N=)z) + ((J(=N4 ), (J(=N4)2)

= (—Dpy + k1Tipy, —Dpy + k1Tipy) + (02D + k1paT], P2D + k1paT)
= 2BE(1+k}) =2FE_. (4.16)
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Tendo n; = &g = (\/J\% Ji/f” ) (o, B) e (4.15) para i = 1.

I1'(®,, ®,)

1@, @) = —(aw (N)) + (B (N2 )}
11Y(®,,®,) = —

Por (4.8) e (4.10) temos que

o = (T55) = () I+ g,

- ().

=
1

<

T

~—

1 _— —_— —_—
W(—E — PPz + (k1)aTIpe — ki E + k1Tpaz)-

Lembrando que (N_), é um quatérnio com parte escalar nula, temos:

(o, (N2)z) = <(—)xJ<N)x+\/21T

(J(N-)a)ay (N-)z)

Usando a primeira expressiao de (4.8), e a derivada com relacdo a = da segunda

expressao de (4.10), segue que

(g, (N-)z) =

(= (Puny PP2e) + (F1)o (TP, Pam) + k1 (D, MPea)
+k1 <p p:m) - k2 <ﬁpxa ﬁp:mc>)

= \/21T(\/\/: <py7 pxm> (kl)xE - kl <pxa pzx>

‘l'k:l <p:c> pmc) + kl \/\/: <py> pmﬁ))

= 5E <\/_\/§ (Py, Paz) (1 + k%) - (kl)a:E> . (4.17)

H-

E, por (4.9) e (4.10),

g = (J/E/_QNT”I>I:(\/%)IJ/(—NHmL\/%(J/(—Nﬁx)x
= (ﬁ)mﬂ—f\u)ﬁ

~

1 —_— — —
W(_(kl)wpzn - klpxmn + k%E + Dyap + E>>
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o (0400 = () TN+ e (N ()

= k% <px]_97 pmcﬁ> - kl <px7 pzx> - (kl)x <77p_967 pxﬁ)

—ky <77]_7:57 pxwﬁ) + <771_?z7 pxzﬁ)

= \/—\/g (Dy, Paz) (1 + kf) + (k1) E. (4.18)

Portanto,

Ly = — <a$7 (N—):c> + <ﬁx7 (N+):t:> (4'19)

(— Ve (Pys Poo) (L+E]) + (k1) B + \/—\/g (Dy: Pow) (14 K7) + (kl)xE)

2(ky — ko)

V2E-
2(ky — ko

N = - =
1 /2E— <py7 p y> /2E—

Agora, combinando com as equacoes de Codazzi da superficie,

M, =

<py7 pxz) = -

~—

E,(ky — k1)
(kl)y - . 2E : )
_ Gx(kl_kQ)
(k2)e = — oq
obtem-se,
2(k1). E
Ll = 9
V2E_
2(k1), E
M, = 4.20
! V2E_ (4.20)
N = 2k)G

2F_

:
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Da mesma forma podemos obter: 1, = di-Z' = (J(N)y ‘],(_NJr)y) = (7,0).

Ly, = 112((1)507(1):0) = - <7xa (N—)x> + <093a (N+)x>>
NQ = IIQ((I)xv(I)y) = - <7x7 (N*)y> + <9:1:7 (N+)y>a
M2 = ]]2(<I>y,<1>y) = - <7y7 (N*)y> + <9y= (N+)y>7
2k E
be = = e
M, = 2(’“2%“9 (4.21)
N2 _ 2(k’2)yG

Tendo em maos os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental de ®
podemos entdo descrever o vetor curvatura média da aplicacdo ® em S? x S2.
Observamos que:

Eg = (0, ®,) = | @,

Gy = <(I)y> (I)y> = ‘q)y|27

e
7 - Bl “1>;B(“2’ ) (4.22)
1 1
= 5([[1<’U,1, Ul) + I[l(UQ, 'LL2>)771 + 5([]2(U1, Ul) + [IQ<'LL2, UQ))T]Q,
onde {uy, us} é base ortonormal de T'®.
Uy = q)x _ (N—)x (_N+)x
T o, 2FE_ \2E- )’
Uy = o, _ ((N—>y <_N+)y)
|D,| V2G_7 \2G_
e IT'(uy, up) = @L;'Q, IT (ug, ug) = |¢]\;1|2, IT%(uy, uy) = |é?‘2 e I1%(ug, uy)
N
Entao:
ﬁ - 1 LGy + N1Eg 1 LoGo + NyEg (4.23)
) EsGa 1y FsGo P '
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Teorema 4.4. Seja M C S uma superficie conexa minima orientada. Se a aplica-
cao induzida ® : M — S? x S? ¢ uma imersao, entao ® é uma imersao Lagrangeana

minima. Além disso, a métrica induzida por ® € conforme a métrica de M.

Demonstragao: Seja p € M um ponto nao umbilico, entao podemos obter uma
parametrizacao ¢ : U C R? — S3, em uma vizinhanca de p por linhas de curvatura,

onde sao validos os lemas 4.2 e 4.3.

Por (4.23) a imersao induzida por ® sera minima se

LIG@ - _NlEq)?

LQG(I) = _NQEQ). (424)
Temos que,
E(I’ - <(I)x7 (I):Jc> - <((N—):Ea <_N+)ac)7 ((N—)m> (_N+>m>>
= ((N-)as (N=)a) + ((=Nip)a, (N1 )a)
= E.+E, =E(1+k)+EQ+k})=201+k)E, (4.25)
Go = (Dy, D)) = ((N-)y, (=N1)y), ((N-)y, (=N4)y))
= ((N2)y, (N2)y) + (=N )y, (=N4)y)
= G_+G, =G +k)+G1+k)=2(1+k)G. (4.26)

Sendo M minima em S*, k; = —ks, € (k1), = —(k2)s, (k1)y = —(k2),. Portanto de
(4.20), (4.25) e (4.26) temos:

_ 2(k)eE > —2(k2).G 2
LGy = V2B 21+ k3)G = Tl 2014+ (=k)")E
= %/(kZ_)xG 2(1+k})E = —N,Eg
de (4.21), (4.25) e (4.26)
o 2(kl)yE 2 _ _2(k2)yG 2
LGy = Nolen 21+ k3)G = BNeal 21+ (—k1)°)E
—2(k2),G

Concluimos que as equagoes (4.24) sdo satisfeitas, e portanto ® é minima.
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Caso p seja um ponto umbilico isolado, entao existe uma vizinhanca de p onde
conseguimos uma sequéncia de pontos nao umbilicos convergindo para p. Assim
para cada ponto da sequéncia é valido o resultado obtido acima. Portanto, por

continuidade, temos que o resultado é valido também para p.

Caso seja um ponto umbilico ndo isolado, entao, (por [9], lema 1.4), M = S* C S3,
e claramente S? ¢ minima em S?, assim, ®(z,y) = (p(x,y), —p(z,y)) = (p, —p), e

vemos em [3], que ® ¢ uma minima lagrangeana.

E, para finalizar o teorema, vemos por (4.6) e (4.7), e com a hipotese de que M
seja uma superficie minima, que a métrica induzida por ® é conforme a métrica de

M, tendo como coeficiente de conformalidade \* = (1 + £?). n
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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