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Resumo

Neste trabalho estudamos os polinomios centrais das algebras de Grassmann.

Seja H uma algebra de Grassmann nao unitaria de dimensao infinita, sobre um corpo
infinito de caracteristica prima p > 2. Seja C o espago vetorial dos polindmios centrais
de H. Nosso resultado principal é: C nao é finitamente gerado como T-espaco. Este é
o primeiro exemplo conhecido de uma algebra associativa cujos polinomios centrais nao
possuem um conjunto gerador finito.

Determinamos o conjunto de geradores de C, a saber

. +T(H)|qeN},

P = {(.1}1, ]}2) + T(H), (.%1, IQ)...(Iqul, LEQQ)QZI{?I...JZJQ)(J

onde T'(H) denota o T-ideal de identidades polinomiais satisfeitas por H. Observamos
que em 2000, Shchigolev [64] demonstrou que o T-espaco gerado por P nao é finitamente
gerado. Nossa contribuicao foi demonstrar que o T-espaco gerado por P coincide com C.

Determinamos também conjuntos de geradores dos T-espagos dos polinomios centrais
das algebras de Grassmann nao unitarias de dimensao finita, sobre um corpo infinito de
caracteristica p > 2.

Além disso, apresentamos um exemplo de um subespaco vetorial verbal limite, em
uma algebra de um grupo relativamente livre, sobre um corpo de caracteristica p = 2.

Palavras-chave: Algebras de Grassmann, polindomios centrais, T-espagos, subespago
vetorial verbal limite.



Abstract

In this work we study the central polynomials of the Grassmann algebras.

Let H be an infinite dimensional non-unitary Grassmann algebra over an infinite field
of a prime characteristic p > 2. Let C be the vector space of the central polynomials of
H. Our main result is as follow: C is not finitely generated as a T-space. This is the
first example of an associative algebra whose central polynomials have no finite set of
generators.

Let

P = {(xlvlé) + T(H>7 (.%1726‘2)...(252(171,LEQQ)QJIl)il...JJgil + T(H) | q € N}>

q

where T'(H) stands for the T-ideal of the polynomial identities of H. We have proved
that the set P generates C as a T-space. In 2000 Shchigolev [64] proved that the T-space
generated by P is not finitely generated. Our contribution is as follows this T-space
generated by P coincides with C.

We have also found sets of generators for the T-spaces of central polynomials of finite
dimensional non-unitary Grassmann algebras over an infinite field of characteristic p > 2.

Moreover, we give an example of a limit verbal vector space in a group algebra of a
relatively free group over a field of characteristic p = 2.

Key-words: Grassmann algebras, central polynomials , T-spaces, limit verbal vector
subspace.
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Introducao

Faremos uma introducgao historica onde constam vérios conceitos, resultados e artigos

que evidenciam a relevancia das estruturas envolvidas neste trabalho.

Sejam X = {z1,xs,...} um conjunto infinito enumeravel de simbolos, K um corpo e
K (X) a K-algebra associativa livre ndo unitaria, livremente gerada por X. Sejam A uma
K-dlgebra associativa e f(xy,...,z,) um elemento de K (X). Dizemos que f(z1,...,2,) =0
é uma identidade polinomial ou, simplesmente, uma identidade em A se f(ay,...,a,) =0,
para todos aq,...,a, € A. Se a algebra A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial,

entdo A é denominada Pl-dlgebra (PI significa “polynomial identity”).

A teoria de identidades polinomiais é uma sub-area importante da teoria de anéis.
Podemos dividi-la em trés eixos classicos. No primeiro, dado um conjunto de identidades
polinomiais procura-se quais as propriedades das algebras que satisfazem tais identidades.
No segundo, dado uma algebra estuda-se quais identidades sao satisfeitas por ela e qual a
classe de algebras que satisfaz essas identidades. E no terceiro, estuda-se a estrutura dos

ideais de identidades.

Foram realizados trabalhos nesta drea por M. Dehn [14] em 1922, por W. Wagner [74]
em 1937 e por M. Hall [32] em 1943. Porém, sé por volta de 1948 com o trabalho de I.

Kaplansky [34] esta drea ganhou for¢a como linha de pesquisa.

Em 1950 foi publicado o Teorema de Amitsur e Levitzki [2] mostrando que o polinémio

standard de grau 2n, so, =) Sign 0 To(1)...To(2n), € uma identidade polinomial para a
ocSoy



algebra M, (K), das matrizes n x n com entradas em um corpo K de ordem diferente de 2
e 4. Além disso, M,,(K) nao satisfaz identidades de grau menor e, a menos da constante

multiplicativa, s5, = 0 é a tnica identidade de grau 2n satisfeita por esta algebra.

Na mesma época, W. Specht [71] apresentou a seguinte questao “E verdade que toda al-
gebra associativa sobre um corpo K de caracteristica zero possui uma base finita para suas
identidades polinomiais?” Essa pergunta, feita para dlgebras associativas sobre corpos de
caracteristica qualquer, se tornou uma das questoes centrais da Teoria de Identidades Poli-
nomiais e ficou conhecida como problema de Specht. Em 1988, A. R. Kemer [37] respondeu
essa questao de modo afirmativo, no caso de algebras sobre corpos de caracteristica 0. Por
outro lado, em 1999 A. Ya. Belov [6], A. V. Grishin [25] (para caracteristica 2), e V. V.
Shchigolev [63] resolveram negativamente o problema, no caso de dlgebras sobre corpos

de caracteristica prima.

Muitos autores deram suas contribuigdes a teoria de PI-algebras, vide por exemplo [3],

[4], [33], [38], [42], [50], [60], [68], [69].

Um T-ideal de K(X) é um ideal fechado para todos os endomorfismos de K (X). Seja
A uma K-algebra, o conjunto de identidades polinomiais satisfeitas por A formam um

T-ideal e todo T-ideal pode ser obtido desta maneira.

Dado um T-ideal I, as K-algebras que satisfazem as identidades de I formam uma
variedade de algebras. Além disso, as identidades satisfeitas em uma variedade formam
um T-ideal de K (X). Ou seja, existe uma correspondéncia biunivoca entre as variedades
de algebras associativas e os T-ideais de K(X). O primeiro estudo sistematico sobre

T-ideais foi feito por Specht [71].

Na linguagem de T-ideais o problema de Specht se traduz na seguinte questao “B
verdade que todo T-ideal da K-algebra associativa livre de posto enumeravel é finitamente

gerado como T-ideal?”.



Seja K1(X) a K-algebra associativa livre unitéria, livremente gerada por X. Latyshev
[49] demonstrou em 1963 que, sobre um corpo de caracteristica zero, um T-ideal de K;(X)
que possui (x1, T3, x3) como elemento, onde (z1,xs) = X129 — T2x7, é finitamente gerado.
Em 1973, Razmyslov [57] encontrou uma base, composta por nove elementos, para as
identidades da algebra das matrizes de ordem 2 sobre um corpo K de caracteristica 0.
Drensky [17] encontrou uma base minimal, com dois elementos, para tais identidades
em 1981. Em 2001, Koshlukov [44] explicitou conjuntos de geradores dos T-ideais das
identidades das matrizes 2 x 2, sobre um corpo de caracteristica prima p # 2. Parap > 5
Koshlukov mostrou que os conjuntos de geradores sao minimais. Em 2004, Colombo
e Koshlukov [13] concluiram a descrigao explicitando conjuntos de geradores minimais
quando p = 3,5. Em [7], [26] e [65] foram construidos exemplos de T-ideais ndo finitamente

gerados.

As algebras de Grassmann sao Pl-algebras. Considerando as dlgebras sobre corpos de
caracteristica 0, Krakowski e Regev [45] mostraram, em 1973, que o polinémio (z1, zg, 3)
constitui uma base para as identidades polinomiais da algebra de Grassmann unitaria de
dimensao infinita. Ou seja, o T-ideal das identidades satisfeitas pela algebra de Grassmann
unitaria de dimensao infinita pode ser gerado como T-ideal pelo polinémio (z1,xe,x3).
Este mesmo fato foi demonstrado de maneira diferente, em 1991, por Di Vincenzo [15],
que também exibiu bases finitas para as identidades das algebras de Grassmann de um
espaco vetorial k-dimensional, para todo k. Considerando as dlgebras sobre corpos de
caracteristica prima, Stojanova-Venkova [72] exibiu, em 1980, bases finitas para as identi-
dades satisfeitas pelas dlgebras de Grassmann de um espago vetorial k-dimensional, para
todo k. Em 1981, Siderov [12] exibiu uma base finita para as identidades satisfeitas pela
algebra de Grassmann nao unitaria de dimensao infinita. Além disso, mostrou que todo

T-ideal de K(X) contendo (z1,xs,x3) é finitamente gerado.

Outros resultados sobre algebras de Grassmann, suas identidades polinomiais e topicos

relacionados foram obtidos por vérios autores, vide por exemplo [9], [16], [18], [22], [43],



[55].

Sejam A uma K-dlgebra com centro C' e f(z1,...,z,) € K(X). O polinomio f é um
polinémio central para A se f(ay,...,a,) pertence a C' para todos ay,...,a, € Ae f =0
nao é uma identidade polinomial para A. Polinomios centrais tém muitas aplicagoes
na teoria de algebras com identidades polinomiais e simplificam varias demonstracoes
importantes. A existéncia de polindmios centrais foi essencial para a solucao de varios

problemas, especialmente, a extensao de teoremas basicos sobre anéis comutativos para

Pl-anéis. Para alguns resultados vide [11], [36], [58], [62], [70].

Artigos relacionados com o estudo de polinémios centrais se concentram em algebras de
matrizes, pois nem a existéncia de polinomios centrais para estas dlgebras é um resultado
imediato. Formanek [20] e Razmyslov [56] provaram, independentemente, a existéncia de
polinémios centrais para as dlgebras M, (K) sobre um corpo K. Além disso, Razmyslov
exibiu, no mesmo trabalho, polinomios centrais para outras classes importantes de al-
gebras, por exemplo, para as algebras M,; (constituidas de matrizes de blocos, cujas
entradas sao elementos da dlgebra de Grassmann unitaria de dimensao infinita, onde os
dois blocos da diagonal principal, de tamanhos a x a e b x b, sao compostos por polinomios
pares, e os dois blocos restantes compostos por polinémios impares). Um ideal T-primo é
um T-ideal onde a inclusao I11, € I, com [; e I, T -ideais, implica I; € [ ou I, € I. Uma
variedade T-prima é uma variedade de algebras que corresponde a um ideal T-primo de
identidades. Em [8], Belov demonstrou que toda variedade T-prima de dlgebras possui
polinomios centrais, mas a descricao dos polindmios centrais em &dlgebras T-primas esta
longe de ser completada. O tinico caso em que a descri¢ao esta completa é para a algebra
M, (K), onde K é infinito de caracteristica diferente de dois. Para maiores detalhes vide

[10], [13], [21], [52], [59].

Seja U um subespaco vetorial de K(X). U é denominado T-espago se é um subes-
pago vetorial invariante por todos os endomorfismos de K(X). De forma andloga pode-

mos definir T-espaco de uma algebra relativamente livre, ou seja, uma édlgebra da forma



K(X)/T, onde T é um T-ideal de K(X). Os polinémios centrais de uma &lgebra relativa-
mente livre constituem um T-espaco. Na teoria de PI-algebras os T-espagos abstratos sao
objetos relativamente novos que apareceram relacionados ao problema de Specht. Recen-
temente, varios autores obtiveram resultados relacionados a T-espacos e aplicagoes desta
teoria a solucao de problemas para algebras com identidades polinomiais. A nocao de
T-espagos foi introduzida por Grishin ([23], [24], [25]), ele construiu o primeiro exemplo
de T-espaco nao finitamente gerado sobre um corpo de caracteristica 2. V.V. Shchigolev
construiu exemplos de T-espacos nao finitamente gerados sobre corpos infinitos de carac-

teristica prima p > 2 em [64] e sobre corpos arbitrarios de caracteristica prima p > 0 em

[67).

A conexao que existe entre o problema de Specht e T-espagos nao finitamente gerados
em &lgebras relativamente livres é estreita. Nos artigos [6], [25], [63] foram construidas
variedades nao finitamente geradas distintas e em todos eles alguns T-espacos nao finita-
mente gerados foram cruciais nas contrucoes. T-espacos nao finitamente gerados e suas

aplicagoes a solu¢ao do problema da base finita sao explicitamente considerados em [27].

Para mais detalhes sobre T-espagos vide por exemplo [1], [23], [24], [25], [39], [40], [41],
[64], [66].

As algebras de Grassmann e a descri¢cao dos polinomios centrais de uma algebra dada
sao topicos de relevancia no estudo de algebras com identidades polinomiais. Entre-
tanto, ainda nao existe uma descricao do T-espaco dos polindmios centrais das algebras
de Grassmann, sobre um corpo infinito de caracteristica prima p > 2. Acreditamos que a
explicacao de nao haver trabalhos nessa direcao é o fato da existéncia de polinomios cen-
trais em tais dlgebras ser imediata, como por exemplo (1, x2) = x129 — x2x1. A proposta
deste trabalho é exibir essa descri¢ao para dlgebras de Grassmann nao unitarias sobre um

corpo infinito de caracteristica prima p # 2.

O primeiro capitulo é constituido de definigoes e resultados auxiliares necessarios para



o desenvolvimento do trabalho.

Seja H a algebra de Grassmann, nao unitaria, sobre um corpo infinito de caracteristica
prima p > 2. Seja C o espaco dos polinomios centrais de H. Nosso resultado principal,
obtido no segundo capitulo, é que C nao é finitamente gerado como T-espaco. Antes de
desenvolvermos este trabalho nao eram conhecidas dlgebras associativas cujos polinomios

centrais nao possuem um conjunto gerador finito.

Ao contrario do esperado, nao é possivel obter os geradores de H de forma direta.
Utilizaremos a interpretagao dada através de dlgebras de grupo. Mais precisamente, usa-
remos o isomorfismo existente entre a dlgebra associativa livre da variedade gerada pela
algebra de Grassmann nao unitaria de posto infinito e um quociente do ideal de aumento
da éalgebra do grupo livre na variedade de todos os grupos de expoente p e nilpotentes de

classe no maximo 2.

Nesta abordagem surgira a necessidade de introduzir a nocao de subespaco vetorial
verbal de uma dlgebra de um grupo relativamente livre. Sejam G um grupo relativamente
livre, KG uma algebra de grupo e U um subespago de KG. O subespago U é denominado
subespago vetorial verbal de KG, se é invariante por todos os endomorfismos de KG,
induzidos pelos endomorfismos do grupo GG. Analogamente, definimos subespaco vetorial
verbal de um quociente da dlgebra de um grupo relativamente livre. Esta nocao ja foi

utilizada implicitamente em outros trabalhos, por exemplo [30] e [35].

Seja T'(H) o conjunto de identidades satisfeitas por H. Mostramos o seguinte teorema:

Teorema 2.2. O T-espaco dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann de dimensao
infinita H € gerado, como T-espago em K(X)/T(H), por
(x1,29) + T(H)

e pelos polinomios

{(z1, 02)..(T2g-1, Tag)2} bt + T(H) | ¢ € N}.



E bem conhecido e facil demonstrar o fato que os polinomios do conjunto P

P ={(z1,29) + T(H), (21, 72)...(x9q—1, xzq)xffl...xgqfl +T(H) | q €N}

sao centrais em H e, portanto, o T-espaco P gerado por eles também é central.
Nossa contribuicao foi demonstrar que P coincide com C.

Observamos que em 2000, Shchigolev [64] demonstrou que o T-espago P, gerado por
P, nao ¢ finitamente gerado. Usando este resultado e o Teorema 2.2, obtemos o seguinte

corolario.

Corolario 2.40. O T-espago dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann de dimen-
sao infinita H nao € finitamente gerado.

Seja Vi, um espaco vetorial de dimensao k sobre K. Denotemos por Hj a dlgebra de

Grassmann nao unitdria de Vj, sobre K.

No terceiro capitulo nosso objetivo é determinar os geradores dos T-espacos dos
polindmios centrais das algebras de Grassmann Hj. Dividiremos nosso estudo em dois ca-
sos distintos, o primeiro associado as algebras de Grassmann H,, e o segundo as algebras

de Grassmann Hs,,_1. Seja T'(Hy) o conjunto de identidades satisfeitas por Hy.

Como H,, é subélgebra de H, os polinomios centrais de H sao identidades ou polinémios
centrais em Hy,,. Mostraremos que todo polinomio central em H,, é obtido desta forma.

Usando este resultado demonstraremos o seguinte teorema.

Teorema 3.1. O T-espaco dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann Hy, € gerado,
como T-espago em K(X)/T(Hs,), por

(ZL’l, 172) + T(Hgn)

e pelos polinomios

_ _ n
(01, 02) o (2g 1, 020 )8 oty T(H) |0 < < |
1 2p — 1



Posteriormente, mostraremos que os polindmios de T'(Hs, o) sdo centrais em Ha,
e que todo polinomio central em H,, ; pode ser escrito como soma de dois polinomios,
onde um é central em H e o outro pertence a T'(Hy, ). Utilizando estes dois resultados
e o fato de que todo polinomio central em H é identidade ou polinomio central em Hs,_;

demonstraremos o seguinte teorema.
Seja v, o polinomio definido por
Up =10...0%,_10&y = (10...0%y_1)Tp + Tp(T1 0 ... 0Tpy_1),
onde 1 0 Xy = X1Xo + Tol.

Teorema 3.2. O T-espaco dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann Ha, 1 €
gerado, como T-espaco em K(X)/T(Hap-1), por
(z1,22) + T(Hap1), (T10...0 %9, 2) + T (Hap 1)

e pelos polinomios

_ - n
{(xl,mg)...(mgq_l,:vgq)x’f L T(Hy1) |0 < g < o 1} :

Observemos que, em algebras de grupos relativamente livres, a nocao semelhante a
T-espacos de dlgebras associativas, é a nocao de subespacgos vetoriais verbais. Estas

estruturas sao importantes para a resolucao de alguns problemas.

Um exemplo de utilizacao do conceito e de resultados sobre subespacos vetoriais verbais
foi dado no segundo capitulo deste trabalho. Determinamos o T-espaco dos polinémios
centrais de uma algebra associativa relativamente livre, mostrando que esta coincide com

um subespago vetorial verbal.

Para exibir uma outra possibilidade de utilizacao da nocao de subespacgos vetoriais

verbais introduziremos alguns conceitos.

Sejam K um corpo, F' um grupo livre, livremente gerado por zi,xs,... ¢ KF a al-

gebra do grupo F' sobre K. Sejam L um espaco vetorial sobre K, G um grupo e



p: G — Aut(L) uma representacao de G. Seja u(xy,...,z,) € KF. Entao, u(zy, ..., z,) =
0 é chamada identidade da representacio p do grupo G se u(p(g1),...,p(g,)) = 0 para

quaisquer elementos g, ..., g, de G.

A classe de todas as representacoes de grupo sobre K que satisfazem um dado conjunto

de identidades é denominado variedade de representagoes de grupo.

O estudo sistematico de identidades de representacoes de grupo foi iniciada por B. I.
Plotkin. Conceitos basicos e resultados nesta dire¢ao podem ser encontrados em [54] e [73].
Um dos principais problemas no estudo de identidades é o problema da base finita: “O
conjunto de todas as identidades de uma dada representacao é equivalente a um conjunto
finito de identidades?”. Segue de [53] que existem representagoes de grupo de dimensao
infinita cujas identidades nao possuem base finita. Contudo, o problema da base finita
continua em aberto para representacoes de dimensao finita, sobre um corpo infinito. Para

mais resultados vide, por exemplo, [29], [48], [46].

Um caso particular importante no estudo do problema da base finita é a construcao
de variedades limite de representacoes de grupos. Seja ) uma variedade. Se todas as
subvariedades préprias de V sao definidas por conjuntos finitos de identidades e V nao
pode ser definida por um conjunto finito de identidades, entao V' é chamada wvariedade
limite. Neste sentido, as variedades limite formam uma fronteira entre as variedades que

sao finitamente geradas e as que nao sao.

A existéncia de variedades limite segue do Lema de Zorn e do fato de que existem
variedades de representacoes de grupos sem base finita de identidades. Um problema
importante, ainda em aberto, é a construcao de exemplos de variedades limite de repre-
sentagoes de grupo. Acreditamos que subespacos vetoriais verbais limite poderao ser uteis

para a resolucao deste problema.

Nos apresentamos no quarto capitulo um exemplo de subespago vetorial verbal limite

sobre um corpo de caracteristica 2. Além disso, esperamos que o subespaco vetorial verbal
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construido no segundo capitulo, sobre um corpo de caracteristica p > 2, também seja um

subespaco vetorial verbal limite. Mas este é um assunto para estudos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo recordaremos defini¢oes e resultados importantes para nosso trabalho.

Definicao 1.1. Sejam D uma classe de algebras associativas sobre um corpo K e F' € D
uma algebra gerada por um conjunto X. A &lgebra F' é chamada uma dlgebra livre na
classe D, livremente gerada pelo conjunto X, se para qualquer algebra R € D, toda apli-
cacao ¢ : X — R pode ser estendida a um homomorfismo @ : F' — R. A cardinalidade

| X| do conjunto X é chamada posto de F.

Observagao 1.2. Se D ¢ a classe de todas as dlgebras associativas sobre um corpo K,
entao F' é denominada dlgebra associativa livre. Caso contrario, F' é denominada dlgebra

associativa relativamente livre.

Sejam K um corpo e X = {wy,xs,...}. Denotaremos por K;(X) a dlgebra cuja
base, como espaco vetorial sobre K, é composta pela palavra vazia e o conjunto de
todas as palavras z;,..z;,, (z;,; € X, n = 1,2,...) e tem multiplicacdo definida por

(@i ) (T4, 0),) = @iy ooy Ty T, (24, 25, € X).

Lema 1.3. (i) A dlgebra K1(X) € livre na classe de todas as dlgebras associativas, sobre

K, com unidade.
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(i1) Se considerarmos o subespaco K(X) de K1(X) gerado por todas as palavras de com-
primento maior ou iqual a um, obteremos uma dlgebra associativa livre sem unidade, que

€ livre na classe de todas as dlgebras associativas.

Agora, vamos introduzir o conceito de algebras com identidades polinomiais.

Definicao 1.4. (a) Sejam f = f(z1,...,x,) € K(X) e R uma algebra associativa sobre K.
Dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial para R se f(ry,...,m,) = 0 para todos

T, ..., € R.

(b) Se a algebra associativa R satisfaz uma identidade polinomial nao trivial, dizemos que

R é uma Pl-dlgebra (PI significa “Polinomial Identity”).

Exemplo 1.5. a) Para toda algebra comutativa A temos que (z1,22) = 0 é uma identi-

dade polinomial, pois (aq, as) = ajas — aza; = 0 para todos ay,as € A.

b) A algebra My(K) é uma Pl-dlgebra, pois satisfaz a identidade polinomial nao trivial

S4 = 06254 SIgN T Ty(1)---To(4)-

Definigao 1.6. Sejam A uma K-élgebra com centro C' e f(zq,...,x,) € K(X). O
polinémio f é um polinémio central para A se f(ay,...,a,) pertence a C' para todos

a,....a, € A e f =0nao é uma identidade polinomial para A.

As classes de dlgebras determinadas por identidades polinomiais serao denominadas

variedades, vamos introduzir este conceito formalmente.

Definicao 1.7. Seja {fi(z1,....,2,,) € K(X) | ¢ € I} um conjunto de polinémios da
algebra associativa livre K(X). A classe V de todas as algebras associativas sobre K
que satisfazem as identidades polinomiais f; = 0, i € I, é chamada variedade de dlgebras

associativas definida pelo sistema de identidades polinomiais {f; | i € I}.
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Teorema 1.8. (Birkhoff) Uma classe de dlgebras V € uma variedade se, e somente se, V

€ fechada a somas cartesianas, subdlgebras e dlgebras quocientes.

Definigao 1.9. O conjunto T'(V) (respectivamente T'(A)) de todas as identidades poli-
nomiais satisfeitas pela variedade V (repectivamente pela dlgebra A) é chamado T-ideal.

Todo T-ideal pode ser obtido desta maneira.

Lema 1.10. Para toda variedade ¥V o T-ideal T'(V) € um ideal totalmente invariante de

K(X), ou seja, um ideal de K(X) fechado a todos os endomorfismos de K(X).

E conhecido que dado um T-ideal I, as K-algebras que satisfazem as identidades de
I formam uma variedade de algebras. Além disso, dada uma variedade, as identidades
satisfeitas por ela formam um T-ideal de K(X). Ou seja, existe uma correspondéncia

biunivoca entre as variedades de dlgebras associativas e os T-ideais de K (X).

Ao trabalharmos com algebras sobre corpos infinitos, é suficiente demonstrar que os
resultados sao validos para polinomios multihomogéneos. Vamos demonstrar o lema que

nos garante esta possibilidade.

Definigao 1.11. Dizemos que um polinémio f(zy,...,z,,) € K(X) é homogéneo com
respeito a varidvel x1, se pode ser representado como uma combinagao linear de monoémios

de mesmo grau, relativamente a ;.

Definigao 1.12. Dizemos que um polinémio f(zy,...,x,,) € K(X) é multi-homogéneo se

for homogéneo com respeito a todas as variaveis.

Definigao 1.13. Dizemos que um polinémio f(xq, ..., 2,,) € K(X) é multilinear se o grau

com respeito a cada variavel é um.
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Defini¢ao 1.14. Uma identidade f(z1, ..., x,,) = 0, cujo membro esquerdo é um polinémio
homogéneo, multihomogéneo ou multilinear ¢ chamada identidade homogénea, multi-

homogénea ou multilinear, respectivamente.

Definicao 1.15. Uma identidade polinomial g = 0 é consequéncia das identidades

polinomiais f; = 0,7 € I,se g € (fi | i € I)T, o T-ideal gerado por {f; | i € I}.

Definicao 1.16. Dizemos que duas identidades g = 0 e h = 0 sao equivalentes, se g = 0

é consequéncia de h = 0 e h = 0 é consequéncia de g = 0, simultaneamente.

Definicao 1.17. Dizemos que dois sistemas de identidades, Si,Ss sao equivalentes, se
toda identidade de S; é consequéncia das identidades de S e toda identidade de S5 é

consequeéncia das identidades de 5.

’

Lema 1.18. Sobre um corpo infinito, toda identidade polinomial f = f(xy,...,Tm) €

equivalente a um sistema finito de identidades polinomiais multihomogéneas.

Demonstracao:

Se f nao é homogénea com respeito a x, escreva f = > f; € K(X), onde f; é
1=0
o componente homogéneo de f de grau i em x;. Seja V o T-ideal de K(X) gerado

por f. Escolha n + 1 elementos distintos «y,...,a,, € K. Como V ¢é T-ideal, entao

flajzr, xay o T) = D aéfi(xl,...,xm) pertence a V para 7 = 0,...,n. Considerando
1=0

estas equagbes como um sistema linear com incognitas f;, ¢ = 0,...,n, temos que seu

determinante
1 ap a2 -+ af
1 ay o2 -+ af
ZH(%‘—%)
i<j
1 a, a®2 -+ a”

¢ de Vandermond e diferente de zero. Logo, cada f;(z1, ..., z,) é uma combinagao linear

de identidades polinomiais da forma f(a;z1, 22, ..., Z5,), Ou seja, também pertencem a V.
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Portanto, as identidades polinomiais f; = 0 sao consequéncias de f = 0. Como f = 0
é consequéncia deste sistema, obtemos a equivaléncia com um sistema de identidades

polinomiais homogéneas com respeito a .

Por inducao sobre o nimero de varidveis m, obteremos a equivaléncia de f com um

sistema de identidades polinomiais multihomogéneas.

Vamos introduzir algumas defini¢oes sobre algebras de grupo e algebras de Grassmann

que serao utilizadas no desenvolvimento do trabalho.

Definicao 1.19. Sejam K um corpo e GG um grupo relativamente livre. Consideremos a
algebra de grupo KG. Dizemos que um ideal I C KG ¢ ideal verbal se I é invariante por

todos os endomorfismos da algebra K'G induzidos pelos endomorfismos do grupo G.

Definigao 1.20. Seja V um K-espaco vetorial com base {e) | A € A}. A dlgebra asso-
ciativa livre K(e) | A € A) com multiplicacao induzida por e3 = 0 e ey,en, = —ey €y, ¢

denominada dlgebra de Grassmann de V sobre K.

Observacao 1.21. a) Se V' é de dimensao infinita, denotaremos por H a algebra de
Grassmann nao unitéria de V sobre K (dlgebra de Grassmann ndao unitdria de dimensdo

infinita enumerdvel) e o conjunto {e;,...e;, | m > 1;i; < ... < iy} é uma base de H.

b) Se V é de dimensao k, denotaremos por Hj a dlgebra de Grassmann nao unitaria
de V sobre K (dlgebra de Grassmann nao unitdria de dimensdo finita) e o conjunto

{ei..,, |m>1;1<1i; <..<iy <k} éuma base de Hy.

Definicao 1.22. Seja G um grupo abeliano. Uma &lgebra E é G-graduada se admite

uma decomposi¢do em uma soma direta de subespacos vetoriais E = €@ E, tal que
geaG

E, E,, C Eg4 4, para todos g1, 92 € G.
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A élgebra H tem uma Zs-graduacao natural. Lembremos que a base de H consiste
de todos os produtos e;, €;,...€;,, onde i1 < iy < ... <i; ek >1. A Zy-graduagao de H ¢
definida por H = Hy & H;, onde H; é o subespaco vetorial gerado por todos os elementos
da base tais que k = i(mod2) para i = 0,1. Os polinémios de Hy sdo denominados
polinémios pares e os de Hy, polinomios impares de H. Além disso, os polind6mios pares

sao centrais em H.

Lema 1.23. Sejam dy e dy polinomios impares de H. Entdo, dids = —dod,.

Demonstracao:

Como todo polinomio impar é soma de monomios impares, podemos supor que d; e do
sao monomios impares. Sejam dy = ¢;,€;,...¢;, € dy = €j€j,...¢;,. Entao k e [ sao nimeros

impares. Portanto,

kl
dldg = €4,€45...€4,€4,€j,...C5, = (—1) €j1€jy.-.€5,€4,Cjy...C = —dgdl.

Observagao 1.24. Em todo o trabalho usaremos a seguinte notagao [a,b] = a='b~tab e

(a,b) = ab — ba.



Capitulo 2

Polinomios Centrais em Algebras de
Grassmann de Dimensao Infinita

Neste capitulo, K denota um corpo infinito arbitrario de caracteristica prima p > 2.

Sejam V um espago vetorial de dimensao infinita sobre K e Vj um espago vetorial de

dimensao k sobre K.

Denotemos por H a &lgebra de Grassmann, nao unitaria, de V' sobre K e por Hy a

algebra de Grassmann, nao unitaria, de Vj sobre K.

Sejam X = {1, xg, ...} um conjunto infinito enumeravel de varidveis e K(X) a dlgebra

associativa livre, nao unitaria, sobre K.

Siderov [12] encontrou, em 1981, uma base finita para as identidades satisfeitas por
H, mostrou que o T-ideal das identidades satisfeitas por H é gerado, como T-ideal, pelos
polinémios 24 e (z1, 2, 23). Além disso, provou que para um corpo arbitrario K, todo
T-ideal de K(X) contendo (z1,x2, z3) ¢ finitamente gerado. Em 1991, Regev [61] estudou
as propriedades dos polinémios multilineares do T-ideal da &lgebra de Grassmann de

dimensao infinita (tanto unitdria como nao unitdria) sobre um corpo finito.

Seja C o espaco dos polinomios centrais de H. Nosso resultado principal, obtido neste

capitulo, é que C nao é finitamente gerado como T-espaco. Antes de desenvolvermos este
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trabalho nao eram conhecidas dlgebras associativas cujos polindmios centrais nao possuem

um conjunto gerador finito.

Ao contrario do esperado, nao é possivel obter os geradores de C de forma direta.
Utilizaremos a interpretacao dada através de algebras de grupo. Mais precisamente, usa-
remos o isomorfismo existente entre a algebra relativamente livre da variedade gerada pela
algebra de Grassmann nao unitaria de posto infinito e um quociente do ideal de aumento
da algebra do grupo livre na variedade de todos os grupos de expoente p, nilpotentes de

classe no maximo 2.

Definigao 2.1. Um K-subespago vetorial de K (X) é chamado T-espaco se for um espago
invariante por todos os endomorfismos de K (X). De forma andloga definimos T-espago

de um quociente de K(X) por um T-ideal.

Recordamos que T'(H) denota o conjunto das identidades satisfeitas por H. Descre-
veremos agora como obtivemos nosso principal resultado. Primeiro provamos o seguinte

teorema:
Teorema 2.2. O T-espaco C dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann de dimen-
sao infinita H € gerado, como T-espago em K(X)/T(H), por
([Bl, .CCQ) —+ T(H)
e pelos polinomios

{(21,22) .- (w2g-1, 029) 7" oab  + T(H) | g € N}

E bem conhecido e f4cil demonstrar o fato que os polinomios do conjunto P
P ={(z1,25) + T(H), (a:l,xg)...(xgq_l,xgq)a:’f_l...xgq_l +T(H) | q e N}

sao centrais em H e, portanto, o T-espaco P gerado por eles também ¢é central.
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Nossa contribuicao foi demonstrar que P coincide com o T-espaco C dos polindmios

centrais de H.

Observamos que em 2000, Shchigolev [64] demonstrou que o T-espago P, gerado por

P, nao ¢ finitamente gerado.

Finalmente, utilizando o resultado de Shchigolev e o Teorema 2.2, obtivemos o seguinte

corolario

Corolario 2.40. O T-espaco C dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann de

dimensao infinita H ndao € finitamente gerado.

Definicao 2.3. O T-ideal T de K(X) é o T-ideal gerado por =1 e (xy, z9, z3).

Siderov [12] demonstrou que T(H) = T. Como o artigo é escrito em russo, visando
tornar nosso trabalho mais independente, vamos apresentar essa demonstracao. Para
mostrar que 7' = T'(H), inicialmente, verificaremos que 7" esta contido em T'(H).

Lema 2.4. [19, Exemplo 1.1.6] As dlgebras H e Hj, satisfazem a identidade

($17 X2, :L‘S) - O

Demonstracao:

Sabemos que H;, C H, logo é suficiente mostrarmos que H satisfaz a identidade. Como
)
(21, 22, x3) é linear em cada varidvel é suficiente verificarmos que os elementos da base de

H satisfazem a identidade.

Seja (11,72) = (€4y.--€;,,, €j,---€5,) = (1 — (=1)™")e;, ...€;,,€j, ...€j,. Temos que (ry,ry) é
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nao nulo se m e n sao impares e e;, # e;, (1 <1 <m, 1 <q<n). Logo, se (r,r2) # 0,

entao (r1,72) é um polindmio par. Portanto, (ry, 73, 73) = 0 para todo r3 € H.

Lema 2.5. [61, Lema 1.2] As dlgebras H e Hj, satisfazem as identidades

Z xa(l)...xa(p) =0 € J]zl) =0.

PESp
Demonstracao:

Como H, C H, é suficiente mostrarmos que H satisfaz tais identidades. Sejam

wy, ..., w, elementos de H.

Se no méiximo um dos elementos wi,...,w, ¢ um polinomio fmpar, entao
Y We(1)---Wo(p) = Plws...wp, pois os polindmios pares sao centrais em H. Como a carac-
PESP
teristica de K ¢é p, temos Y Wy(1)...Wo(p) = 0.
PESP

Se w;, w,; sao polinomios impares, entao para todo polinomio b € H, temos

wibw; = —w;bw;. Logo, Y We(1)..We(p) = 0.
PESP

Portanto, H satisfaz a identidade ) %,q)...Z5() = 0.

PESP

Seja w € H, w = > a;b;, onde cada b; é elemento da base de H, entao
1=1

wP = Z ozil...ozipbil...bi
1<iq . ip<r

p*

Se r < p, entdo em cada termo b, ...b;,, no minimo dois dos (b;)’s sao iguais. Portanto,

b, ...b;, = 0 e consequentemente w? = 0.

Ser>p,entdao w? = > .. by b, = Y 06, bog)-beg,) = 0.
S,

1<iq,...,ip<r 1<iq s ip<r pESp

Portanto, H satisfaz a identidade 2} = 0.
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Pelos Lemas 2.4 e 2.5, podemos concluir o seguinte lema.

Lema 2.6. O T-ideal T estd contido em T(H).

Agora verificaremos que T'(H) estd contido em T'.

Lema 2.7. O T-ideal T' contém todos os elementos da forma

(21, 23) (2, T4) + (71, 24) (22, 3)

Demonstracgao:
Para todos x1, z9, T3, 4, temos que (z129,x3,x4) € T. Como

(2129, 3),4) = (21(22,x3) + (21, 3)T2, T4)
= (21(z2,23),24) + (21, 23) 22, 24)

= 21(%2, T3, T4) + (21, 24) (T2, T3) + (21, 23) (T2, T4) + (21, T3, Ta)To

x1 (T2, x3,24), (21,23, 24)T2 € T,

entao

(21, 24) (22, 23) + (21, 23) (22, 4) € T.

Corolario 2.8. O T-ideal T contém o elemento (xq,x2)(T2, T3).

€ m g
B = {z{...xf (%17%2)"'(%2(171’l'qu)x?i---szg |m,qg>0, ¢ge{l,...p—1}1<1<m),

(5t € {O,,p—l} (1 <t< 2q), 11 < oo <y, jl < ... <j2q77:7" %]s (1 <r< m,l <s< 26])}
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Lema 2.9. O conjunto {b+ T | b€ B} gera K(X)/T, como espago vetorial sobre K.

Demonstracao:

Seja y = Xp, Tp,...x, um monodmio de K(X). Sabemos que (z;,z;) é central médulo
T para todos i,j € N e a} € T. Além disso, pelo Corolario 2.8, (1, 22)(xq,x3) € T.

Podemos, entao, reescrever y como combinagao linear de elementos do tipo

€1 €m . . . . 61 62q
w5t (24, Ty ) (T s szq):z:jl LTttt

onde i3 < ... < iy, 1 < <p (1 <i<m)ax, #zj paral #r, 0 < ¢ <p
(1<1<2g)eteT. PeloLema 2.7, para todos [y, I3, l3,l4 € N, temos que (zy,, x1,) (215, 21,)
¢ igual a —(x;,, xy,) (21, ¥,) médulo T', logo podemos supor j; < ... < ja,. Portanto,

{b+T|be B} gera K(X)/T.

Corolério 2.10. O conjunto {b+T(H) | b€ B} gera K(X)/T(H).

Demonstracao:

Pelo Lema 2.9, o conjunto {b+ T | b € B} gera K(X)/T. Pelo Lema 2.6, T C T'(H),
entdo {b+ T(H) | b€ B} gera K(X)/T(H).

Pelo Corolario 2.10, o conjunto {b + T(H) | b € B} é um candidato natural a base
de K(X)/T(H). Devemos verificar que B ¢ linearmente independente médulo T'(H).

Comecaremos fixando uma relagao de ordem sobre os elementos de B.

Seja b um elemento de B. Denotaremos o grau de b por 9(b) e o grau de b relativamente

a xy por Oy, (b) .
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Se y = (z;,x;) dizemos que z; e x; pertencem a y.

Definig¢ao 2.11. [72, Definigao 5] Sejam b; e by elementos arbitrarios de B. Dizemos que
by < by se uma das quatro afirmacoes seguintes for valida:

a) d(by) < J(bs)

b) Se 9(b1) = 9(b2) e o nimero de comutadores em by é menor que o nimero de comuta-
dores em b,.

¢) Se 9(by) = 9(by), o nimero de comutadores em by e by é 0 mesmo e existe | > 1 tal que
para todo k < I, Oy, (b1) = 0y, (b2) € Oy, (b1) < Oy, (ba).

d) Se 9(b1) = 9(b2), o nimero de comutadores em by e by é o mesmo, 0, (b1) = 0., (b2)
para todo x;, existe [ > 1 tal que para k < [, x; pertence a um comutador em b; se, e
somente se, pertence a um comutador em by, e x; pertence a algum comutador de b; e nao

pertence a comutadores de bs.

Lema 2.12. [72, Lema 7] a) Sejam hy = ¢1 + g1 € ho = co + g2, elementos de H (respec-
tivamente Hy), tais que ci,co sGo polindomios pares e gy, gs polinomios impares. Entao,

(hl, hQ)hfl hg2 = 2CllC§2g1g2.

b) Seja v = a1by + ... + asbs, onde b; (1 < i < s) sao monémios de H (respectivamente

Hy) ea; € K (1 <i<s). Entao, v*™' = 0.

c) Sejaw = e €5, +... €, €4, um elemento de H (respectivamente Hy), tal que e;; # e,

para j #1 (1 < 4,1 <2s). Entdo, w® = sle;,...e;,, .
d) Seja w = €;, €, + ... + €y, 4€in. o + €iy. , um elemento de H (respectivamente Hy), tal
que e;; # e;, para j # 1 (1 < 5,1 <2s—1). Entao, w® = sle;,...e, .
Demonstracao:
Essa demonstracao ¢ diferente da demonstracao feita no Lema 7 de [72].

a) Sabemos que os polindomios pares sdo centrais. Além disso, para dj,ds polinomios

fmpares, temos dydy = —dsd;. Logo se g é polinomio fmpar, temos g*> = 0. Portanto,
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(hq, h2)h?1h§2 = (a4+g1,c2+g2)(c1 + 91)51 (co + 92)52

1
B

= 29192( +ﬁ1061 ! 1)(0/2624‘620227192)
1 52'

= 21926, ¢
b) Mostraremos por indugao sobre s.
Para s = 1, temos (a1b1)? = a3bi = 0.

Suponhamos que v**1 = (a1b; + ... + abs)*T = 0. Entao,

(Oélbl + ...+ Oésbs + Oés+1bs+1)s+2 = (U + ()és+1bs+1)s+2

2 2
_ (5 ‘5 >U3+2 (3 ‘; )US+1045+155+1

s+2Y\ s+2 <
_'_( 9 >U (Oés+1bs+1)2 + ...+ ( 4 2) (Oés+1bs+1> +2

S
= 0.

¢) Mostraremos por inducao sobre s.
_ 2 _ _
Para s = 2, temos (e;,€;, + €1,€;,)° = €;,€1,€i,€i, + €i,€;,€i,€i, = 2€; €;,€;.€;,.

S

Suponhamos que w* = (e, €5, + ... + €4y, ,€i,.)° = sle;,...e;,,. Entao,



25

)S+1 - (w F €Cige i1 Ciggro

= 0 w -+ 1 w €i25+1€i25+2 + 9 w

s+ 1
X (6i2s+16i25+2>2 +o+ (8 + 1) (€i2s+1€i25+2)$+1

. s+1
= W'+ (s+1)sle;, .55, €00, 1 Cinyrn

s+1
(eil €y + o+ Ciget1Cizsio )

= (S + 1)!€i1"'€i23+2'
d) Mostraremos por indugao sobre s.
_ 2 _ _
Para s = 2: temos (ei1ei2 + eig) = €,y Ciy T €364, Ciy = 261'1 €iy€is-
s - S
Suponhamos que w* = (e;,€4, + ... + €iy, 4€in. 5 + €in. ;)" = sle;,...e5,, . Entao,

>S+1 = <w+ei2sei25+1

s+1\ s+1\
— O w + 1 w €i2561'2$+1

s+1 s
+ (8 + 1) (eizseizsﬂ) i

_ s+1
= W'+ (s+ 1)sle;, .5, €15 Cin

s+1
(eil iy + ot Cigs Cinet1 + Cize_1 )

= (s+1)le; ...,

Lema 2.13. Os elementos de B sdo linearmente independentes médulo T'(H).

Demonstracao:

Esta demonstracao é baseada na demonstracao do Lema 8 de [72].

t

Consideremos uma combinagao linear arbitraria, f = > a;b;, de elementos de B.
=1
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Suponhamos que o termo lider de f com respeito a Definicao 2.11 é ayby, onde oy € K,

m q

. So1_1 6
ap # 0. Seja by = B1 ik ZU1 (%), szl)a:jjfixjjll.

Definamos um homomorfismo ¢ : K(X)/T(H) — H por:
©(23,) = €ip1€ip2 F oo+ i (2e4-1)Cig (26) PATA 1 < k<,
o(z5,) = ejueja + ... + €j,(26,-1)€j,(26,) + €j,, para 1 <t < 2g,
o(xs) =0,se x5 #x;, (1 <k<m)ex, #xj, (1<t<2q),

onde todos €j,, €y € (1 <k <m, 1 <t <2q, 1< vy <2, 1< 6 < 20) s@o

elementos distintos da base de H.
Pelo Lema 2.12, itens a) e c), temos que ¢(by) = y1€1...eq # 0, onde 0 # v, € R.

Agora vamos verificar o que acontece com os outros termos de f. Seja «a;,,b,, um destes

termos.

Se by, possui alguma variavel z, distinta das varidveis de by, como ¢(z5) = 0, temos

©(by) = 0. Resta verificar os casos onde b; e b, ndo possuem variaveis distintas.

Pela escolha de b; temos que b,, < by, entao alguma das condi¢oes da Definigao 2.11 é

satisfeita.

Caso 1) Se 9(b;) < 9(by,), entao existe z, tal que 0,.(b1) < Oy, (by,). Consideraremos 4

possibilidades:

a) z, ndo pertence a comutadores de by e de by,. Seja O, (b1) = € e
o(z,) = erera + .. + €r2e,-1)€r(26,), cOMO Oy, (b)) > € + 1 e, pelo Lema 2.12 b),

(¢(z,)) ™ =0, entao ¢(by,) = 0.

b) A varidvel z, ndo pertence a comutadores de by, contudo pertence a algum comutador

de b,,. Suponhamos x, = x;,_, como ¢(z;,) é elemento do centro de H, ¢(b,,) = 0.
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c) A variavel z, pertence a algum comutador de by, porém nao pertence a comutadores de
b Sejam 0y, (b1) = 6, +1 e p(x,) = ep1epa+...+€r(25,—1)€r(26,) +€r. Como Oy, (by) > 0,42
e, pelo Lema 2.12 b), (¢(x,))%*2 = 0, temos p(b,,) = 0.

d) x, pertence a comutadores de by e de by,. Sejam 0, (b)) = 0, + 1,

o(z,) = erepn + ... + ers,—1)€r20,) + € € Oy (by) = 6 + 1+t comt > 0. Se

o(xs) = ¢s + gs, onde ¢y é um polindémio par e gy é um polindmio fmpar, entao pelo
Srtt .5

Lema 2.12 a), (o(z,), p(x,))o(z,) ()% = 2(epem + ... + €r(26,—-1)€r(25,)) " T €I €rGs.
Pelo Lema 2.12 b), (e;1€02 + ... + 67(25T_1)6r(25T))5T+t =0, entao ¢(b,,) = 0.

Caso 2) Se d(by) = 9(by,) e o nimero de comutadores em b; é menor que o nimero de
comutadores em b,,, entao para algum £ a varidvel z;, pertence a algum comutador de
b, mas nao pertence a nenhum comutador de b;. Como ¢(x;,) é um elemento do centro

de H, temos ¢(b,,) = 0.

Caso 3) Se 9(b1) = 9(by,), o nimero de comutadores em by e b, é 0 mesmo e existe r > 1

tal que para todo [ < r, Oy, (b1) = 0y, (bm) € 04, (b1) < Oy, (by,). Recaimos no Caso 1).

Caso 4) Se 9d(by) = 9I(by), o nimero de comutadores em b; e b, é o mesmo,
Oz,(b1) = O,,(bm) para todo z;, existe r > 1 tal que para | < r, x; pertence a um
comutador em b; se, e somente se, pertence a um comutador em b,,, e z, pertence a
algum comutador de b; e nao pertence a comutadores de b,,. Neste caso, para algum £k,
x;, pertence a um comutador em b,,, mas nao pertence a nenhum comutador de b;. Como

¢(x;,) € um elemento do centro de H, temos ¢(b,,) = 0.

Portanto, ¢(f) = a1m1e;...eq, 0 # 71 € R.

Se f =3 aib; =0 (mod T(H)), temos a171€;...eq = 0, 0 que implica que oy = 0.

Assim sucessivamente, verificamos que a; =0 (1 <14 <1).
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Portanto, B é linearmente independente médulo T'(H ).

Proposicao 2.14. (Siderov [12, Teorema 3]) Se K é um corpo arbitrdrio de caracteristica

prima p > 2, entao T = T(H).

Demonstracao:
Esta proposigao foi citada sem demonstragao em [22].

Pelo Lema 2.6, T'C T(H). No Lema 2.9, mostramos que o conjunto {b+ 7 | b € B}
gera K(X)/T. Pelo Corolario 2.10 e Lema 2.13, o conjunto {b+7T(H) | b € B} é base de
K(X)/T(H). Logo, T(H) =T.

Nosso proximo objetivo é encontrar os geradores do T-espaco dos polinomios centrais
da algebra de Grassmann H, usaremos a interpretacao de H como ideal de aumento de

uma algebra de grupo.

Sejam N, a variedade de todos os grupos de expoente p, nilpotentes de classe no

maximo 2 e G o grupo livre de Ny, livremente gerado por aq, as, as, ... .

Consideremos a algebra de grupo K G e o ideal T’ de K G gerado por todos os elementos

da forma

(91,92, 93), 9: € G (1=1,2,3). (2.1)

Sejam M = K(X)/T, M; a algebra unitaria obtida adicionando a unidade a M. O
K-espago vetorial M; pode ser decomposto como a soma direta M; = M & K. Seja A o

ideal de aumento de KG.

Mostraremos que existe um isomorfismo entre a algebra M; e a algebra de grupo
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KG/T'. Inicialmente, definiremos um homomorfismo de KG/T" em M,.

Lema 2.15. Seja Gy =M +1={m+1|me M}. Entio, Gy é um grupo multiplicativo

e pertence a variedade Na ).

Demonstracao:

Seja (m + 1) € G, onde m € M, como a caracteristica do corpo K é p temos

(m+1)F = (g)m“r (le)mp1+...+ (pfl>m+ (2]3)1 = 1.

Logo, G; é um grupo e satisfaz a identidade z? = 1.

Em 1983, Gupta e Levin [31] mostraram que a identidade (z1,x9,23) = 0 transfere,
ou seja, se a identidade (1, x9,x3) = 0 é satisfeita por uma &dlgebra unitaria A, entao o

grupo das unidades de A satisfaz a identidade [z1, xq, z3] = 1.
Logo, G satisfaz a identidade [z, o, x3] = 1.

Portanto, Gi € No .

Consideremos a dlgebra de grupo KG;. Como (1 4+ x;)? = 1, temos que 1 € KG;
e consequentemente x; € KG;, paratodosi = 1,2,.... Como G é o grupo livre na
variedade Ny, e G, pertence a N,, , existe um homomorfismo v : G — Gy, onde
(a;) = z; + 1. Além disso, 1 pode ser estendido a um homomorfismo ¢ : KG — M.
Contudo,

(x1+ 1L zo+Las+ 1) = (z1,29,23) =0,

logo podemos estabelecer um homomorfismo ¢ : KG/T' — M; definido por

Agora, definiremos um homomorfismo de M; em KG/T'. Seja 7 a variedade de
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algebras determinada pelo T-ideal T

Lema 2.16. A dlgebra A/T' pertence a variedade T .

Demonstracao:

O polinémio (x1, z9, xr3) é multilinear, logo basta verificar que os geradores de A/T”,

como espago vetorial, satisfazem a identidade (x1, 23, x3) = 0. Como

(91— 1,92 — 1,93 — 1) = (91, 92, 93)
pertence a T', A/T" satisfaz a identidade (z1, x5, x3) = 0.

Seja g — 1 gerador de A, como espago vetorial. Temos que
— (P
— 1) = PE(—1)F = 0.
(9—1) ;;:o <k>g (=1)

Logo, A/T" satisfaz a identidade z} = 0.

Como M ¢é a algebra relativamente livre de 7 e A/T" é gerado, como &lgebra, pelo
conjunto {(a; —1)+7", (aa—1)+1T", ...}, existe um homomorfismo ¢ : M — A/T" definido
por ¢(x;) = (a; — 1) + T". Podemos, entdao definir um homomorfismo ¢ : M; — KG/T'

por ¢(m) = ¢(m), param € M e ¢(1) = 1.

A aplicagao v é a inversa de ¢. Logo, M; e KG/T" sao isomorfos e M e A/T’ também

sdo. Demonstraremos alguns resultados usando KG/T".

Vamos determinar uma base de KG/T". Utilizaremos idéias andlogas as utilizadas em

[29].

Fixemos uma ordem linear arbitraria em G tal que g > 1 para todo g € G, g # 1.
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Lema 2.17. O ideal T" de KG contém todos os elementos da forma

(91793)<927g4) + (91,94)<92793)7gi € G,Z € {L 27 374} (22)

Demonstracao:

Para todos g1, g2, g3, g4 € G, temos que (g192, g3, 94) € T". Como

((9192,93),94) = (91(92,93) + (91, 93)92, 9a)
= (91(92,93),94) + ((91, 93)92, 9)

= 91(92, 93, 92) + (91, 94) (92, 93) + (91, 93) (92, 91) + (91, g3, 94) g2

e
an <g27 gs, g4)7 (g17 gs, g4)g2 € TI7
entao
(91, 94)(92, 93) + (91, 93)(92,94) € T".
|
Corolario 2.18. O ideal T’ contém 0s  produtos da  forma
(gi1agi2)(gi3a gi4) tais que g;, = gi, para alguns kvl € {1’ 27 374}
Lema 2.19. O ideal T' é gerado, como ideal em KG, pelos elementos da forma
(ail ) Qig s ai3) (23)
e
(ail ) a13)<a’i27 ai4> + (a’iw a’i4)(ai27 ais)' (24)
Demonstragao:

Seja Q o ideal gerado por todos os elementos (2.3) e (2.4). Como 7" contém os

elementos (2.1) e (2.2) para todos g1, g2, 93, g4 € G, entdao Q C T".
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Todo g, € G pode ser escrito na forma ¢, = hyw;, = alill...ali:”wl, onde I} < ... < [y,
e, €{1,..,p—1},i=1,...,m ew € G, pois G é de expoente p e nilpotente de classe no

maximo 2 e, consequentemente, G’ é central em G. Temos
(91,93)(92, 94) + (91,94)(92,93) = (hawi, haws)(hows, hyws) + (hywy, hyws) (howsy, haws)

= (h1, hs)wiws(hg, ha)wowy + (hy, ha)wiwy(ha, hs)wows

= ((h1, h3)(he, ha) + (h1, ha)(h2, hs))wiwowswy,

’ . . £l €l
onde wywywzwy € G'. Portanto, é suficiente considerarmos ¢, = a,'..a "

h<..<lyeeg, e{l,.,p—1}i=1,..,n.

Seja d(g1) = ey, + ... + &1, o grau de g;. Temos que 9((g1,92,93)) = 9(g19293) €

9((91,93)(92, 94) + (91, 94) (92, 93)) = 9(91929394)-

Mostraremos por indugao, sobre o grau dos elementos (2.1) e (2.2), que T" C Q.

Os elementos (2.1), de grau 3, e (2.2), de grau 4, estao contidos em (). Suponhamos
que f € T" é um elemento de grau k (k > 4) e todos os elementos (2.1) e (2.2) de grau

menor que k estao contidos em Q).

Consideremos f = (g1, 93)(g2, 94) + (91, 94)(92, 93) € g3 = g345, onde I(g3),d(g5) > 1.

Entao,

= (91.959%)(92, 91) + (91, 91) (92, G595
= (g5(g1,95) + (91,95)95) (g2, 9a) + (91, 94)(95(g2, 95) + (92, g5)g5)

= g5(91,95)(92, 91) + (91, 94)95(92, g5 ) + (91, 95)95 (92, 9a) + (91, 94) (92, 93) 35 -

Como, por hipétese de inducao,

95(91, 95) (92, 92)+ (91, 94)95(92, 95 ) = 95((91, 93) (92, 94)+ (91, 94) (92, 95))+(91, 94, 95) (92, g5)

(91, 95)95 (92, 94)+ (91, 94) (92, 95) 95 = ((91, 93) (92, 94)+ (91, 94) (92, 95)) 95 — (91, 95) (92, 94, 93)
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sao elementos de @), entao f € Q.

Caso 0(g3) = 1, entao 0(g;) > 1 para algum [ € {1,2,4}, e a demonstracao segue de

maneira analoga.
Portanto, todo elemento f da forma (2.2) estd contido em Q.
Consideremos f = (g1, 92, g3)-

Se g3 = g595, 9(g3), 0(g5) = 1, entao

f = (g17g27gil3g2/3/) = gé(ghg%gg) + (g17g27gé)gg € Q

Se 0(gs3) = 1, g2 = 9595, 0(g5),0(g5) > 1, entdo

/i

f = (,9179292,93)
= (95(91,95) + (91, 95)95, 93)
= (95(91,95),93) + ((91,95)95 93)

= 9591, 95, 93) + (95, 95) (91, 92) + (91, 92) (95 93) + (91, 95, 93) 95 € Q-
Se 0(g2) =1 =0(g3), 0(g1) > 1 a demonstracao segue de maneira andloga.

Logo, todo elemento f da forma (2.1) estd contido em @, entao 7" = Q.

Lema 2.20. Seja T o ideal em KG gerado pelos elementos da forma
(iys @iy)(Qiy, Agy)5 01,02, 03 € N.
Entao, Ty CT' € gerado pelos elementos da forma

([ailvah] - 1)([0’1'27@1'3] - 1)7 i1>i27i3 cN.
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Demonstracao:

Pelo Corolario 2.18, 77 C T". Além disso, para todos iy, is,i3 € N

(a’iw a’iz)(ai27 ais) = aiQQilahais([a’il? aiz] - 1) - ai2ai1ai3ai2([a’i17 aiz] -

Portanto, os elementos da forma (a;,a;,)(ai,a;,) e (lai,a,] —

= aiQGilaisaiz([aiw ais] - 1)([ai17 aiz] - 1)'

geram o mesmo ideal em KG.

Corolario 2.21.

1)([&1'2? ais] -

1)

Os elementos da forma ([a;,, ai,] — 1)([ais, a;,] — 1), onde is = i, para

s,r €41,2,3,4} pertencem a Tj.

Lema 2.22. T" € gerado, como ideal em KG, pelos elementos da forma

([ailv ai3] - 1)([@1'2, ai4] - 1) + ([ai1=ai4] - 1)([ai27 ais] - 1)

Demonstracao:

Pelo Lema 2.19, 7" é o ideal bilateral gerado pelos elementos

Como

(a’iw ais)(ai27 CL,;4) - aisai1ai2ai4([a’i17 ais] - 1) - aisai1ai4ai2([ai17 ais] -

(a’il ) aiz ) ai3)

(ailaaig)(aigaau) + (ai17ai4)(ai27ai3>7 ilai27i37i4 S N

= aisailai4aiz([a’i17 ais] - 1)([ai27 ai4] - 1)(%17&@'4)(@127 ai3)

= G304, Ay Qg [ai47 aiJ [% Qi ais] ([aiu ai4] - 1)([(11'2, ais] -

= ai3ai1ai4ai2<<[ai47 ai1] - 1) + ([ai4> aig] - 1)

+([ai1’ aia] - 1) + 1)([6%1, ai4] - 1)([@1-2, aia] - 1)

= aisailauaiz([a’il? ai4] - 1)([(12‘2, a’is] - 1) (HlOd Tl)

(2.5)
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temos
(ain ai3)(ai27 ai4) + (aiu ai4)(aiza a’i3)

= ai3ai1ai4ai2(([ai17 a’i3] - 1)([(1@, ai4] - 1) + ([ai17ai4] - 1)([%2, aia] - 1)) (mOd Tl)'

Logo, o ideal T, em KG gerado por 17 e pelos elementos (2.4), coincide com o ideal

gerado por T e pelos elementos (2.5). Contudo, 77 pode ser gerado pelos elementos

([ai1>ai2] - 1)([%2,@2‘3] - 1) = ([aiuaiz] - 1)([&2-2,@1-3] - 1) + ([ai17ai3] - 1)([(112,%2] - 1)

assim, Ty é gerado pelos elementos (2.5). Como

(ail’ Qi aia) = ai3ai2ai1<[ai2ai1a ais] - 1)([ai17 aiz] - 1)
= aiaaizah(([aiw ai3] - 1)([@2-1, ai3] - 1) + ([ai2> ai3] - 1)
+<[ai17 ai3] - 1))([@1-1, aiz] - 1)

= 0 (modT))

temos, T" = T, e o resultado segue.

Definicao 2.23. Sejam G um grupo relativamente livre, KG a algebra de grupo de G
sobre K e U um subespago de KG. O subespago U é denominado subespaco vetorial verbal
de K G, se é invariante por todos os endomorfismos de K'G, induzidos pelos endomorfismos
do grupo G. Analogamente, definimos subespaco vetorial verbal em um quociente de KG

por um ideal verbal.

Observagao 2.24. T’ é o ideal verbal em K G gerado, como ideal verbal, por

flay, az,a3,a4) = ([ar, as] — 1)([ag, as] — 1) + (a1, as] — 1)([az, az] — 1).

Além disso, os elementos ([g;, g;] — 1) s@o centrais em K G quaisquer que sejam g;, g; € G,
logo T" é um subespaco vetorial verbal de KG gerado, como subespaco vetorial verbal,
por

f(@h g, a3, a4)a5.
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Seja
A = {a;l...af:([ajl, CLjQ] — 1)51...([aj2m71,aj2m] — 1)6m | n,m > 0,47 < ... <y,
jl < j27 -'-7j2m71 < j2m7 [a’j17aj2] <..< I:an’mfl’a/j?m]’ €t758 S {17 s D 1}7

para todos t,s € N}.

Lema 2.25. O conjunto A gera KG.

Demonstracao:

Os elementos de G’ sao centrais em G e paral < p, [a;, a;]' = [a;, a;]P7!, logo o conjunto

Som . . . . . . .
sn,m >0, 11 < <ty J1 < J2y e Jo2me1 < Joms

{azgll af: [Cle, aj2]61 "'I:a/j2m71 ) anm}
laj,, aj,] < ... <[y, 1s@isnl, €1,05 € {1,...,p — 1}, para todos t,s € N}

gera KG. Como,
(i, a5 = (([as, 0] = 1)+ 1)' = (,i) ([as; a5] = 1),

onde (,i) é tomado médulo p, entao A gera KG.

AO = {([ajlvajz] - 1)61"'([aj2m717aj2m] - 1)6m; m > 07 jl < j27 SEE) j2m71 < j2m7

[aj,, ] < ... <@y, 15y ], 0s € {1,...,p— 1}, para todo s € N}.

Corolario 2.26. O conjunto Ay gera KG'.

Seja
A = {ait . ai(lag,, aj,] — 1) ([@g,, 15 Qg ] — 1) | myn >0, 41 < ..o <,

il in

J1 < . < Jom,€1 €40,...,p— 1}, paratodo [ € N}.
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Lema 2.27. O conjunto {a+T" | a € A1} € base do espago vetorial quociente KG/T".

Demonstracao:

Todo elemento de G pode ser escrito na forma a;!..a;"w, onde iy < ... < iy,
we G, eg €{0,..,p—1}, para todo | € N. Assim, para mostrar que {a +71" | a € A;}
gera KG/T" é suficiente verificar que (w — 1) + 7" é uma combinagao linear de elementos

(laj, aj,] = 1)..([@jon 1> Qjyn] — 1) + T, onde j; < ... < o, para todo w € G\

Observemos que (w — 1) + 7" é uma combinacdo linear de elementos da forma
([aj,, aj,] — 1)o@y s @jor] — 1) + 17, onde ji, # j; para todos k,l € N e j; < jo, ...,
Jom—1 < Jom. Além disso, ([aj,,a]) — 1)([aj,a;,]) — 1) é igual a
—([aj,,aj,]) — 1)([aj,, aj]) — 1) médulo 7. Entao, para todos j,is (1 < r,s < 4),
onde {j1,7J2,J3,ja} = {i1,12,13,%4}, temos que ([a;,,a;,]) — 1)([aj,,a;]) — 1) é igual a

E([aiy, ai,]) — 1)([ais, ai,]) — 1) médulo 77, onde & € {—1,1}.

Portanto, para todo w € G’ o elemento (w — 1) + 7" é uma combinagao linear de

elementos da forma ([aj,,aj,] —1)...([aj,,._,, @)y ] —1) +T" onde j1 < ... < jom.
Resta verificar que o conjunto A; é linearmente independente médulo T".

Seja V' um espago vetorial de dimenséo infinita com base {eq, €9, ...}. Seja E a dlgebra
de Grassmann unitdria de V' sobre um corpo de caracteristica prima p > 2. Como e? = 0

os elementos (1 + ¢;)(i € N) sdo invertiveis e (1 +¢;)7t = (1 — ¢;).
Observemos que
[1 + €, 1+ €j] = (1 - 62)(1 — €j>(1 + ez)(l + ej) =14+ 261'6]'

para todos 7,5 € N. Como o elemento e;e; é central em F, o grupo multiplicativo G

gerado por {1 + ¢; | i € N} é nilpotente de classe 2. Além disso,

(1+e)P = (5)14— (i))ei—i— (g)ef+..+ (p)ef: 1+pe;+0=1,
p
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logo E tem expoente p. Portanto, a aplicagao ¢ definida por £(a;) = ¢; + 1 (1 € N) pode

ser estendida a um homomorfismo de G em G.

Como
e(([aiy, ais] — D([ai,, aiy] — 1) + ([aiy, ai,] — 1)([ai,, ais] — 1))
= (262'162'3)(261'261'4) + (2€i16i4)(26i26i3) =0

para todos i1, 19,13,74 € N, temos que 17" C kere, entao existe um homomorfismo, que

denotaremos pela mesma letra €, ¢ : KG/T" — FE tal que e(a; + T") = 1 +¢; (i € N).

Porém,
8(([0,2‘1, a’iz] - 1)"'([0’1'21717 a’im] - 1)) = zleileiz'“eim'

Entao, o conjunto
{([ail,ai2] — 1)...([ai2l71,ai2l] — 1) + T ‘ [ > 0,7;1 <ip < ... < 7;2[}
¢ linearmente independente e forma uma base de (KG' +1")/T".

Para completar a demonstracao do lema resta observar que se 77 é um ideal de KG
gerado pelos elementos de KG' tais que (KG' +T1")/T",+) é um p-grupo abeliano livre

e{v; | j € J} é uma K-base de (KG'+1")/T", entao o conjunto
{a'..a5rv;+ T |n>0, j€J, e €{l,..p— 1} para todo | € N}
¢ uma base de KG/T".

Logo, {a+T1"| a € A1} é base de KG/T'

Seja

A2 = {([ajuajz] - 1)"'([aj2m—1>aj2m] - 1) ’ m > 07 jl < j2 <. < ]2m}
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Corolario 2.28. O conjunto
{a+ (KG'NT") | a € Ay}
gera KG'/(KG' N'T"). Equivalentemente,
{a+T'|ae Ay}

gera (KG'+1")/T".

Lema 2.29. Para todos g1, go, g3 € G, temos

([9192, 93] = 1) = ([91, 93] — 1) + ([g2, 93] = 1) (mod T").

Demonstracao:

Temos que

(l9192, 93] = 1) = ([91,95][g2, 93] — 1)

= (lg1,9s] = D(lg2, gs] = 1) + ([91, 93] = 1) + ([g2, 93] = 1),

como ([g1, 93] — 1)([g2, 93] — 1) € T", temos

([9192, 93] — 1) = ([91, 93] — 1) + ([g2, 93] = 1) (mod T").

Corolario 2.30. Para todos a;j € G, temos

([an...alnl, agl...a2n2] — 1)

= ([0,11,&21] — 1) + ...+ ([an,agng] — 1) + ...+ ([alnl,agl] — 1) + ...+ ([alnl,agm] —

ny N9

=3 (ay, az,] — 1) (mod T").

i=1 j=1

)
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Lema 2.31. Sejam g um niumero impar, s;; = ([a;,a;] — 1) e
T = a1[§3523 + ... + EagS2q + o+ E(g1)gS(q-1)q + E2345523545 + ...
+E(0-3)(a-2)(a-1)a5(-3) (a2 3(q-1)g + -+ T E2..¢503---5(g-1)g) + T

elemento de KG/T', onde & € K. Entao x € elemento do centro de KG/T" se, e somente

se, & = 0 para todo multi-indice [.

Demonstracao:

Seja b um elemento arbitrario de G. Entao

b = al([ala b] - 1)[523823 + ...+ fzqszq + ...+ g(qfl)qs(qfl)q + 2345523545

Foo  €l-8)0-2) (0105 (a-3) a2 5 + o Eag5235(g-1)g] + 2 T

Logo, z estd no centro de KG/T" se, e somente se,

/

v = ai([ar,b] — 1)[€ass23 + ... + &agS2g + -+ &(g—1)g5(q—1)q T &2345523545
Fo F E(g-8)(0-2) (e~ 1a5(a-3)(g-2) S(g-1)g T - F 245235 (g-1)q]
¢ elemento de 7", para todo b € G. Fazendo b = a(41), temos

= a1[€2351253(g41) + - + E2¢5125q(g+1) + - F E(g=1)g51(g—1)Sq(g+1) + £234551253455(g+1)

Foe F §(0-3)(a-2)(a-1)a510-3)3(a-2) (- 1) Sa(g+1) + - + &2, g812830--Sq(q+1)] + T,

que é a combinagao linear de elementos distintos da base de KG/T". Portanto ' € T” se,

e somente se, { = 0 para todo multi-indice [.

Corolério 2.32. Sejam q um nimero impar, s;;;, = ([a;,;,a;,] —1) e
T = a;[£238igiy + .o+ §2¢Siniy T -+ f(q—1)q82'(q_1)z‘q + 2345515 Sigis
!
+ _I_ &((I*?))((I*2)(Q*1)qsi(q,3)i(q,2) 8i<q,1)iq + _I_ 62...q8i2i3-'-8i(q,1>iq] + T

elemento de KG/T', onde & € K, iy # ia,...,14 € iy < ... < i,. Entdo, x € elemento do

centro de KG/T" se, e somente se, & = 0 para todo multi-indice .
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Observacao 2.33. Se q é um numero par a demonstragao é anéloga.

Lema 2.34. A dlgebra R = KG/T' é a soma direta de subespagos vetoriais

(a5’ a " KG' +T") /T,

21

onde ¢ > 0, i1 < ... < iy, €,,..,€& € {1l,....p— 1}. Mais ainda, R é uma dlgebra

G-graduada, onde G = G/G".

4

Demonstracao:

. 7 . .. €; €ig;
O espago vetorial KG é a soma direta de subespacos vetoriais aiil...ai;“ KG', onde
7

g >0, 1 < ... < ?:qi, €iqy ey €

q

. €{1,...,p—1}. Seja T” o ideal de KG' gerado por todos

os elementos da forma

([a’ilva’iS] - 1)([&12,%4] - 1) + ([ailaau] - 1)([@1'2,&@'3] - 1)'
Entao,

T = KG-T"
= ) (ag'.a; " KG') - T"

q: 20, i1<...<dg;, €y yos€ig, €{1,....p—1}

€iq Ciq; it
= a;t..a T
11 iq,

q;:>0, Zl<<7/q17 €iq 7"'76iqi E{lvvp_l}

€iy Cig; o / €iy Cig; / 5
Como a;'...a; "T" CT'N a;'...a; " KG', entao

T = S, (T'N agt 0" KG).

i 20, i1 <... <dgys €ip yeens€iq, e{1,....p—1}



42

Portanto,

11

€i €ig; U
(a;,'...a; " KG')

q;>0, i1<“‘<iqi’ €iq ,A“,eiqi e{1,...,p—1}

KG/T/ = €; €ig,
(T'N a;t.q," KG)

. \ 1
q;>0, i1 <...<ig;, €iq ,...,eiqi e{1,....p—1}

12

@ ae.”...aZ'_“KG'/(T’ﬂ a;’" aZ?”KG')

i i e
q; >0, il<"'<iqi’ €iyyees€ig, 6{1,‘..,]7—1}

12

) (a5 ap " KG' +T")/T".

q;>0, i1<...<iq,, €ipreni€iq, e{1,....p—1}
Resta verificar que R é G-graduada, onde G = G/G’. Sejam

11 11

T € (6 KGO+ T

o _“ae,j‘{j w + T € (a ...a;jq,j KG' +1")T,
93

J1 Ja; J1

entao,

€iy Cig; (51 CIaj 1 AR “lg; € “ig; / /
(a;,'a;," w+T")(ay, ety W +1") = a;' ...a;," ay, ety WW + 17"

Assim, para algum k

(a5 w + T') (), w' + 1) € (ag ap™ KG' +T')) T,

(3
1 J

onde gy <0, ki < ... <kg, €k, €p, € {1,..,p—1}.

Observacao 2.35. Todo elemento de KG /T pode ser escrito na forma
— ;% Clmy i Clmy !
T =ayay, Pt T+ 1",

!
onde z1,...,2 € KG', €,,..., 6,
Além disso, para i # k

€y €im, €Ky Ckmy, /
g e, F Ay S (mod G").

e{l,..,p—1}, i1 < ... < ip,, para todo i = 1,..

"
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Lema 2.36. Seja

€1y €lmy

T=ay..a +a511...alﬁ;ﬂzlzl+T’
um elemento arbitrdrio do centro de KG/T'. Entao

€ €im.
&'11 ...CL'ZW_LZ Zi + T/

i1 im,

pertence ao centro de KG/T', para todo i =1, ..., 1.

Demonstracao:

Para um elemento arbitrario b de GG, temos

€

€1 €1 s €l o /
=apta) "+t A+ T

onde 2/ = [([af, 5] — 1) + .. + ([af™ 5] - 1)z

117

Por hipétese xz° = x, entao

€1 €1 / €1 €l / /
aytea 2 At at My ed.
L L a,,, ~

’ . €iq ~ s €k kak , / .
Além disso, a;'...a; nao € igual a a;; ey, médulo G, se ¢ # k. Logo,

21y ..., 2] € T Portanto,

(a?”...afi":i 4+ T = at . a; [([a;",0) — 1) + ... + ([a;,” Elml b= 1)+ 1]+ T

11 im 11 Tm; i3 0

.CLizmi Zi —+ T/
mg

€im, €;
o 1 m; 11
=y, 0 "2 Ay

€; €im.
= at..a My +T.

11 Tmy;

(2

. €; €im; .
Assim, a;'...a; " z; + T" pertence ao centro de KG/T", para todo i.
K

Teorema 2.37. Seja V o subespago vetorial verbal de KG/T' gerado, como subespago

vetorial verbal, por
{ai*...a?™([a1, as] — 1)...([agm-1,a2m] — 1) +T" | m >0, ¢ € {0,....,p—1}, I =1,...,2m}.

Entao, V' é o centro de KG/T" e de AJT".
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Demonstracao:
Sejam C' o centro de KG/T", b um elemento arbitrario de G e

y =979 (g1, 92) — 1)...([92m—1, G2m] — 1) + 1",

onde m >0, g1,....,9om € G, ¢ € {0,....,p — 1}, para l = 1, ..., 2m. Entdo,

y' = gt gs (g, 0 — 1) 4 o+ g5z 0] — )}([g1, 92] — 1) ([g2m—1,g2m) = 1) +y + T

= y+T.

Portanto, V C C.

. €1 €1 . .
Seja y = a'..a;, 'z + 1" # T um elemento arbitririo de C, onde
mi

1 # ail...ai:ﬁl ¢ G'e z1 € KG'. Como ailll...ai:'ll = g1 ¢ G', existe um automorfismo
¥ de G tal que ¥(g1) = a;. Denotemos pela mesma letra ¢ o automorfismo induzido de
KG/T'. Entao, ¥(y) = a1z} + 1" pertence a C. Pelo Corolario 2.32, todas as parcelas de

z1 contém ay. Logo, a12] +1" € V e, consequentemente, y = g1z + 1" € V.

l
Suponhamos que os elementos de C' da forma y = ) ¢;z; + 211 + 1" pertencem a V
1=1
1

paratodo 0 <[ <k, (1#g; = a?l...az;@ ¢ G, 2z € KG' eg; # g; (mod G'), para i # j).

k+1
Seja ¢’ um elemento arbitrario de C, ¢ = Y gizi + 22 + T', onde
1=1

1 # g = a;laznml ¢ G, z € KG', g; # g; (mod G'), para i # j. Denotemos por
¥ o automorfismo de G tal que ¥(g1) = a; e o automorfismo induzido de KG/T".

k+1 €kmk

Como Y(y') = a121 + Y iz + 2, + 1", pertence a C, g; ¢ G' é da forma azl SRS

1=2 m
z; € KG' e g; # g; (mod G'), pelo Lema 2.36, a2 pertence a C. Logo todas as parcelas
de 2] contém a;, consequentemente g121 + 7" € V. Além disso, por hipdtese de indugao,

k+1

> Gizi+ 2,0 + T pertence a V. Assim, y' € V, ou seja, V 2 C'.
1=2

Portanto, V = C.
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Lema 2.38. O T-espaco dos polindmios centrais de K(X)/T ¢é gerado, como T-espago,

pelos polinomios

{($17z?)"‘(££2m—l7$2m)x11"‘x’2y$7;n +T | m > 07 Ve € {07 D= 1}7 1 S t S Qm}

Demonstracao:

O subespago vetorial verbal dos polinomios centrais de A/T" pode ser gerado pelo

conjunto
{af*...asz([ar, a2) — 1)...([agm—1, aom] = 1) +T" | m >0, ¢ € {0,....,p— 1}, I = 1,...,2m},

onde aq, ..., as,, sao geradores de GG. Seja

€2m

Yy = ail...GQm ([al,ag] — 1)...([a2m,1,a2m] — 1) + TI.

Como ([gi,g5] — 1) = gl-_lgj_l(gi,gj), para todos g;,g9; € G, o elemento y pode ser

reescrito na forma
_ e1—1 €am—1 /
y = (a1, az)...(agm-1, a2m)ai’ " ..am " +T".

Ou seja, o subespago vetorial dos polinomios centrais de A/T” pode ser gerado, como

subespago vetorial, pelos elementos da forma

e1—1 €am—1
(gjl ) gjz)"'(gjémﬂ ) ngm)gji "'gjjm + T,7
onde g, sao elementos do grupo G, para l € {1,...,2m}.

Seja ¢ : KG/T' — M o isomorfismo definido anteriormente por ¢(a; +T") = (x; + 1),

entao

w(y) - (33'1, x2)"'(x2m717x2m)(x1 + 1)6171"-(552771 + 1>€2m71 + T

— Z (1, 2)...(Tom—1, Tom)x] c.xgr™ + T.

0< v <et
1<t<2m
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Portanto, o T-espago, ¥(V'), dos polinémios centrais de K(X)/T pode ser gerado, como

T-espaco, pelo conjunto

{(x1, 22)...(Tom_1, Tom) 2] g +T | m >0, 3 €1{0,....,p— 1}, 1 <t <2m}.

A partir dos resultados anteriores estamos em condicoes para demonstrar o resultado

principal deste capitulo.

Teorema 2.2. O T-espaco C dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann de dimen-

sao infinita H € gerado, como T-espago em K(X)/T(H), por
(x1,29) + T(H)
e pelos polinomios

{(z1,x2)...(T2g-1, qu)x’f‘l...xggl +T(H) | q e N}

Demonstracao:

Os geradores do T-espago dos polindmios centrais da dlgebra de Grassmann H sao da

forma
— § o
Yy (;El,xg)...(:zqu 1, Lo )5511...:1: 2q T7

onde 0 < 9§ <p (1 <1<2q). Sejam 0 < &, < p— 1, temos que

§

m(x?lﬂ» Tive) + T,

§($1,$l+£)$?l +T =

onde ¢ € {—1,1}. Logo

S1—1,_ 6141 d2q

5l+1 61
s Tige) (g1, Tog) 2y oy g + T

Yy = m(ﬂ?l,l'g)...(l'l

Considerando o endomorfismo definido por ¢;(z;) = x?lﬂ e Yy(x;) = x; para i # [,
verificamos que y é consequéncia de

1.0 5
(21, 22)...(21, Tige ). (T2g—1, xgq)xfl...xl’_fxlj:f...:czf]q +T.
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Se alguma das outras variaveis de y possui grau diferente de 1 e p repetimos o processo,

apds um numero finito de passos verificamos que y pertence ao T-espago gerado por

A = {(.Tl,Z‘Q)...(Z’Qq_l,.fl?gq).T(;l...ngq +T]qgeN, §,€{0,p—1}, 1 <s<2q}.

Seja a um elemento de A’ que contém varidveis de grau 1.

Se a contém o elemento (zx,, Tx,) + T, Oy, (a) =1 e 0y, (a) = 1, entdo a = (zx,, vg,)c+ T,
onde ¢+ 1T é um elemento central médulo T'. Logo, a = (xy, ¢, x,) + T que é consequéncia

de (1, 29) + T.

Se a contém o elemento (wg,xr,) + T, O (@) = p e Oy (a) = 1, entao
a = (xkl,xkz)a:i;lc + T onde ¢ + T ¢ um elemento central médulo 7. Portanto,
a = (zmeap)al ' + T que é consequéncia de (zy,zp,)rh + T, mas

(xkl,:nkQ)xil_l + T = (xp,, x,@xi:l) + T que é consequéncia de (xq,22) + T

Equivalentemente, se a contém o elemento (2, zy,) + 7, Oy, (a) =1 e Oy, (a) = p, entdo

a é consequéncia de (zq,x2) + T
Como T'=T(H), temos que a pertence ao T-espago gerado por
(x1,22) +T(H)
e pelos polinomios

{(x1, x3)...(x9q-1, :qu)leofl...:cgqfl +T(H) | qe N},

O préximo resultado segue do Lema 13, demonstrado por Shchigolev, em [64].

Lema 2.39. (Shchigolev) O T-espago gerado por

(z1,22) +T(H)
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e pelos polinomios
{(21,22).. (w21, Tog)a} bt + T(H) | ¢ € N}

nao € finitamente gerado.

Corolario 2.40. O T-espaco C dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann de

dimensao infinita H ndao € finitamente gerado.



Capitulo 3

Polinomios Centrais em Algebras de

Grassmann de Dimensao Finita

Neste capitulo, K denota um corpo infinito arbitrario de caracteristica prima p > 2.
Seja Vi, um espaco vetorial de dimensao k sobre K. Denotemos por Hj a algebra de

Grassmann, nao unitéria, de Vj sobre K.

Em 1980, Stojanova-Venkova [72] encontrou bases finitas para as identidades satisfeitas
por Hyp, para todo k. Este artigo foi publicado em russo e nao foi traduzido, logo os

resultados a que fizermos referéncia serao enunciados e demonstrados neste trabalho.

Nosso objetivo principal neste capitulo é determinar os geradores do T-espaco dos
polinomios centrais das algebras de Grassmann Hj, para todo k. Dividiremos nosso
estudo em dois casos distintos, o primeiro associado as algebras de Grassmann Hs, e o
segundo as élgebras de Grassmann Hs, 1. Recordemos que T'(Hy) denota o conjunto de

identidades satisfeitas por Hy,.

Como Hs, é subalgebra de H, os polinomios centrais de H sao identidades ou polinomios
centrais em Hs,. Mostraremos que todo polinomio central em Hs, é obtido desta forma.

Usando este resultado demonstraremos o seguinte teorema.
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Teorema 3.1. O T-espaco dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann Hy, € gerado,

como T-espaco em K(X)/T(Ha,), por
(z1,2) + T(Han)

e pelos polinomios

_ _ n
{(Il,J}Q)...(JIQq_l,.TQq)IIl) 1...l’gq1 + T(HZn) ’ 0< q < 2]7 1 } :

Posteriormente, mostraremos que os polinomios de T'(Hs,_5) sdo centrais em Ha, 1
e que todo polinomio central em Hs,,_; pode ser escrito como soma de dois polinomios,
onde um é central em H e o outro pertence a T'(Hs, o). Utilizando estes dois resultados
e o fato de que todo polinomio central em H é identidade ou polinémio central em Hs,_q

demonstraremos o seguinte teorema.
Seja v,, o polinomio definido por
Up =210 ...0%, 10Z, = (10...0%, 1)y + Tp(T10 ... 0 Ty 1),

onde x1 0 X9 = T1Ty + Toxq.

s

Teorema 3.2. O T-espaco dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann Hs, 1 €

gerado, como T-espaco em K(X)/T(Hap-1), por
(z1,29) + T(Han-1), (1 0...0 29, 2) + T (Hap 1)

e pelos polinomios

- B n
{($17$2)---(x2q—17172q)$11) 1"'xgq L+ T(Hon) [0 <g< 2p — 1} '

Iniciaremos agora o estudo do primeiro caso, associado as algebras de Grassmann H,,.

Sejam X = {1, xa, ...} um conjunto infinito enumeravel de varidveis e K (X) a dlgebra
associativa livre, ndo unitéria, sobre K. Seja T o T-ideal de K(X) gerado por af e

(Ih X2, :L‘3>'
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Defini¢ao 3.3. O T-ideal R, 11 em K(X) é o T-ideal gerado por T e pelo polinomio

Un+1 =210 ...0Tp41-

Stojanova-Venkova [72] demonstrou que R, 1 = T(Hs,). Como este artigo é escrito
em russo, vamos apresentar a demonstragao aqui. Inicialmente, verificaremos que R,

estd contido em T'(Hay,).

Pelos Lemas 2.5 e 2.4, T' C T(Hay,), logo resta mostrar que v, pertence a T(Ha,).

Precisaremos de um resultado adicional.

Lema 3.4. Seja r uma identidade de Hy_1 que nao € identidade de Hy, entdo a imagem

de r em Hy € um maultiplo de ey...ey.

Demonstracao:

Como r nao é identidade de Hj, existe um homomorfismo ¢ : K(X) — Hy tal que

p(r) # 0.

Consideremos os homomorfismos ¢, : Hy, — Hj_; definidos por ¢;(e;) = 0, y(ex) = €
e Y(e;) = e; para i # k,l, onde 1 <1 < k. Seja ¢y, : H, — Hy_1 definido por ¢(ex) = 0
e Yx(e;) = e; para i # k.

Como 7 é identidade em Hy_q, para cada [, 1 <[ < k, y(o(r)) = 0. Assim, cada

parcela de ¢(r) deve conter ¢; como fator para 1 <1 < k. Portanto, ¢(r) é um miltiplo

do elemento e;...e.

Lema 3.5. A dlgebra Hs, satisfaz a identidade

210 ...0Zpy1 = 0.
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Demonstracao:
Mostraremos por indugao sobre n.

Para n =1, seja y = (r; ory). Se ry,ry € {e1,e2} e sao distintos, como ejey = —eqeq,

entao y = 0. Caso contrario, e; ou ey é fator de r; e ry simultaneamente, logo y = 0.

Suponhamos que z; o ... o x,, é identidade de H,,_». Devemos mostrar que

21 0...0x,y1 € identidade de Hy,.
Caso 1) O polinémio v, nao é identidade em Hy, 1.

Seja z =r10...0r41 =Tpy1(r10...0r,) + (ry0...0r,)r, 1. Pela hipétese de indugao

e pelo Lema 3.4, ryo...o7, = aej...e9,_1. Logo, z =1, 1ce;...€0, 1 + @€y...€9, 1Tp11.
Se r,11 é um polindmio impar, entao z = —aey...9, 171 + Q€1...9, 1711 = 0.

Se r,.+1 € um polinomio par, entao z = 2ae;...9, 17,11 = 0, pois r,,1 deve conter como

fator pelo menos um dos elementos eq, ..., €9,_1.
Caso 2) O polinémio v,, é identidade em Hy, 1.
Se v,, é identidade em Hs,, entao x; o ... 0 x,, 11 também o é.

Se v, nao é identidade em Hy,. Seja z = rjo...or, 1 = Tpy1(r10...075 )+ (r10...07 )T i1

Pelo Lema 3.4, ry o ... or, = aey...e,. Logo, 2 = rpi1aey...€9, + aey...€0,7, 11 = 0.

Portanto, pelos Lemas 2.5, 2.4, 3.5 podemos concluir o seguinte lema.

Lema 3.6. O T-ideal R, 1 estd contido em T(Ha,).

Agora verificaremos que T'(Ha,) esta contido em R, ;. Precisaremos de alguns resul-

tados adicionais.
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Lema 3.7. [72, Lema 4] Os elementos da forma

n
(x10..0Tp_§)Tp_si1.--Tpis € T}

pertencem a R,, para s =1,...,n — 1.

Demonstracao:
Esta demonstracao ¢ diferente da demonstracao feita em [72].

Mostraremos por indugao sobre s que (1 0 ... 0T, )Ty _si1...Tpes € elemento de R,,.

Temos que xy0...0x, 1 0x,T,y1 € Ry, como

T10..0Zy 10TpTpt1 = (T10...0%0 1)TpTpi1 + Tnpy1(T10...02, 1)
= [(zro..ozp )Ty +xp(z10. . 0Tp1)|Tns
+xp T (T 0. 0oxyq) + (10 0Ty 1) Tpa]
+ 2 (210 .. 0Ty 1)Tp i
= (r10..02y)Tps1 +Tp(r1 0.0 0T 1 0Tpyq)

+2 (210 .. 0 Ty 1)Tpg1,

entao x,(r10...0x,_1)T,11 € Ry, mas x,(r10...0x, 1)z, éigual a —(x10...02, 1)T,2n 11

moédulo R, logo (x10...02, 1)r,z,11 € Ry, ou seja, a afirmagao vale para s = 1.
Suponhamos que (1 0 ... 0 Xy, 0 Tp_s41)Tp_si2--Tnis—1 € Ry. Temos que

T = (T10...0%, 0Ty s11Tn_s42)Tn_s+3---Tnts
= [(#10 .. 0Ty s) Ty s11Tn—s12 + Tnosi1Tn—s42(T1 0 .. 0 Ty )| Ty 543 Tpis
= [(T10..0Tp_s)Tpn_s11+ Tpos41(T1 0 .. 0Ty §)|Tp_si2.-Tpis
541 [Tnost2(T1 0o 0Tp_s) + (10 ... 0 Ty )T g2 Tnos i3 Tnts
+2_s11(T1 0 0Ty )Tp_si0. Tps
= (X10...0%y 11)Tp_si9-Tnts+ Tyns11(T1 0 ... 0Ty s O Ty s19)Tpy_s13---Trts

+ 2y 541(T1 0 . O Xy §)Tp_s i Tpyps-
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Por hipétese de inducao

(10 .. 0Ly s 11)Tp_si9Tnrs 1 € (T10...0Ty 40Xy ¢19)Tn_s13---Tnis

sao elementos de R,, portanto

(xl ©...0 xn—s—i—l)xn—s—i—Q'--xn—i—s € xn—s+1(xl 0..0Tp_50 xn—s+2>xn—s+3~-'xn+s

pertencem a R,. Logo

Tp—s+1(T1 0 0. 0 Tp_s)Ty_s19..Tpys € Ry

Como

((.171 6..0 xn—s)xn—s—l—l + In—s—l—l(xl ©...0 xn—s))xn—s—l-Q'--xn—l-s € Rna

temos

(10 .. 0Zp_s)Tp_si1.-Tnys € Ry
Sabemos que x; o ... o z,, pertence a R,. Fazendo x; = x; para i = 2,...,n, temos que
ry0...0ox; = 2" 12" como a caracteristica do corpo K é diferente de 2, 27 pertence a R,,.

Corolario 3.8. Os elementos da forma

n+1
(10 .. 0Zpi1—§)Tp_sioTptirs € X

pertencem a R,.1, para s =1,...,n.

Corolario 3.9. [72, Lema 4] Os elementos da forma

Ty eeo * Top+1

pertencem a R, 41.
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Lema 3.10. Temos que

r10...0ox, =2"1.. .2, + E &iy..in 2™ (xh?xiQ)"'(ka—l?xiQk)‘TiZkJrl"'w’in +1,

11<...<lok
iopt1<---<in
1<k<n/2

ondet €T, &, ;, ==x1, n, n € N.
Demonstracao:

Para n = 2, temos x1 o xy = 22129 — (71, 22), entdo a afirmacdo vale para n = 2.

Suponhamos que,

210...0x, =2"xy...2, + E 2" (23, i) (Tigy 1> Tigye ) Tigy s Ty + T,

11 <...<@gg
g1 <---<in
1<k<n/2
onde t € T'. Logo,
£10...0Tpy1 = (T10...02)Tpy1 + Tpp1(T10.c0my)

= (2"zry..x, + Z 2" (i, Tiy ) o (T s Tigy ) Wiy - Ty + 1) Tpgn

11<...<tgk
gkt 1<--<in
1<k<n/2

+2,01 2"z, + Z 2™ (4, iy ) o (T s Tigy ) Wiy - Ty, + 1)

11<...<tgk
g1 <--<in
1<k<n/2

— ontl ! (. ) ) ) . . /
= 2" w1 + E 2 (24, Ty ) o (T, 91,*Z2k,):11,’22k,+1...xZnJrl + .
11 <. <llgps

g/ 41 < -<int1
1<K <(nt1)/2

Corolario 3.11. Todo produto de elementos de K(X) pode ser reescrito, modulo R,

como combinagdo linear de produtos com no mdximo (n — 1) fatores.

Demonstracao:

Pelo Lema 3.10, temos que 2"z;...z, pode ser reescrito como combinacao linear de
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produtos com no méximo (n — 1) fatores médulo R,

2"ry..x, = — Z Eiroin 2™ (24, Ty ) (T, s Wiy ) Tigy -, (mod Ry,),

11<...<bok
g1 <---<in
1<k<n/2

ou seja, 2"zy...x, pertence ao T-ideal gerado por (z1,z5). Como a caracteristica do corpo
K é diferente de 2, xy...x,, também pertence ao T-ideal gerado por (x,z5). Portanto,
x1...x, pode ser reescrito como combinagao linear de produtos com no méaximo (n — 1)

fatores modulo R,,.

Corolario 3.12. Todo produto de elementos de K(X) pode ser reescrito, médulo R4,

como combinacao linear de produtos com no mdximo n fatores.

Seja

€ €m 6 . . . .
B, = {xill...xim(le,a:jQ)...(a:m_l,xhq)x?i...xjjg |m,q >0, i < ... <ipm,J1 <...<Jog
i #js (1<r<m), (1<s5<2q), 1<¢<min{p,n+1}1<1<m)

0<é <min{p,n+1} (1 <t<2q), e1+...+€n+0+..+0g+q<n}

Corolario 3.13. O conjunto {b+ R,1 | b € Bpy1} gera K(X)/Ry41.

Demonstragao:
Pelo Lema 2.9, o conjunto {b+ 7' | b € B}, onde

5 2% m,g>0,6e{l,...p—1Y1<1<m),

B — {xel x:::(;ﬁ]l,xp)(,T]Qq_l,xmq)l’jl J2q

i
0 € {O,,p—l} (1 <t< 2q), 1< oo <ty J1 < -on <j2q77f-r 7&]5 (1 <r<m,l1<s< 2(])}

gera K(X)/T. Como T C R,41, entdo {b+ R,41 | b € B} gera K(X)/R,11. Pelo

Corolario 3.12, todo elemento de B pode ser reescrito, médulo R,,,1, como combinagao
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linear de produtos com no méximo n fatores. Portanto, {b + R,.1 | b € B,11} gera

K(X)/Rosr.

Corolario 3.14. O conjunto {b+ T(Hs,) | b € Bpi1} gera K(X)/T(Ha,).

Demonstragao:

Pelo Corolario 3.13, o conjunto {b+ R, 41 | b € Byi1} gera K(X)/R,11. O Lema 3.6
garante que R, 41 C T'(Ha,), entao {b+ T'(Ha,) | b € Byi1} gera K(X)/T(Hay,).

Pelo Corolario 3.14, o conjunto {b+ T(Hs,) | b € B,i1} ¢ um candidato natural a
base de K(X)/T(Hs,). Devemos verificar se B, é linearmente independente médulo

T(Hsy,).
Lema 3.15. Os elementos de B,y sdo linearmente independentes modulo T'(Hay,).

Demonstracao:
Esta demonstracao é baseada na demonstra¢ao do Lema 8 de [72].

t
Consideremos uma combinagao linear arbitraria, f = >  «a;b;, de elementos de By, 1.
i=1

Suponhamos que o termo lider de f com respeito a Definicao 2.11 é a1by, onde oy € K,

m

q
: ¢ Sa—1 6
ap # 0. Seja by = ’L[l ik l:]_[1 (:Ej%l,:z:jzl):cjjfiixjjf.

Definamos um homomorfismo ¢ : K(X)/T(Hs,) — Ha, por:
O(5,) = €31€i,2 F - F €3y (2¢5—1) i (2¢) PATA 1 < K <m,

p(),) = ejaejo + ... + €, (26,—1)Cje(26,) T €5, Para 1 <t < 2q,

QD(.%s):O,SeJJs;é;Eik (1§k§m)e$s§£$ﬁ (1§t§2q)7
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onde todos €j,, €, €8 (1 <k <m, 1 <t <2q 1<y <2, 1 <p < 20) sdo
elementos distintos da base de H,,. Este nimero de elementos distintos existe, pois pela
definicao de B,41, temos €1 + ... + €, + 01 + ... + 24 + ¢ < 1, logo o niimero de elementos
distintos exigidos na imagem de by que é d = 2€; + 2€3 + ... + 2€,, + 201 + ... + 2024 + 2q ¢

menor ou igual a 2n.
Pelo Lema 2.12, itens a) e c), ¢(b1) = y1€1...eq # 0, onde 0 # 1 € R.

Agora vamos verificar o que acontece com os outros termos de f. Seja «,,b,, um destes

termos.

Se b, possui alguma varidvel xs distinta das variaveis de by, como ¢(zs) = 0, temos

©(bm) = 0. Resta verificar os casos onde b e b, ndo possuem variaveis distintas.

Pela escolha de b; temos que b, < by, entao alguma das condi¢oes da Definigao 2.11 é

satisfeita.

Caso 1) Se 9(b1) < 9(by,), entao existe z, tal que d, (by) < Oy, (by,). Consideraremos 4

possibilidades:

a) 1z, nao pertence a comutadores de by e de by,. Seja 0. (b1) = € e
o(z,) = €€ + . + €r2e,-1)6r(26,), cOMO Oy (b)) > € + 1 e, pelo Lema 2.12 b),
(o(z,))+ =0, entao p(by,) = 0.

b) A varidvel z, ndo pertence a comutadores de by, contudo pertence a algum comutador

de by,. Suponhamos z, = x;,, como ¢(z;,) ¢ elemento do centro de Hay,, ¢(by) = 0.

c) A varidavel z, pertence a algum comutador de by, porém nao pertence a comutadores de
b Sejam 0y, (b1) = 6, +1 e p(x,) = er1e,0+...F€r(26,-1)€r(25,) F€r. Como Oy, (b,) > 0,42,
e pelo Lema 2,12 b), (12(2,))+2 = 0, temos ¢ (b,,) = 0.

d) =z, pertence a comutadores de b; e de by,. Sejam 0, (b)) = 0, + 1,

o(z,) = eriepa + ... 4 €r2s5,-1)6r25,) + € € Oy (b)) = 6 + 1+t com t > 0. Se
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o(xs) = ¢s + gs, onde ¢y é um polindmio par e g5 é um polindmio fmpar, entao pelo
Lema 2.12 ), ((2,), 9(2.))p(e,)" (@) = 2epera + o+ eras, —1yerias)) e erg,

Pelo Lema 2.12 b), (e;1€02 + ... + er(2§r_1)€r(25r))6r+t =0, entao ¢(b,,) = 0.

Caso 2) Se d(by) = 9(by,) e o nimero de comutadores em b; é menor que o nimero de
comutadores em b,,, entao para algum £ a varidvel x; pertence a algum comutador de
b, mas nao pertence a nenhum comutador de b;. Como ¢(x;,) ¢ um elemento do centro

de Hs,, temos ¢(b,,) = 0.

Caso 3) Se 9(b1) = 9(by,), o numero de comutadores em by e b, é 0 mesmo e existe r > 1

tal que para todo [ < r, Oy, (b1) = 0y, (bm) € 04, (b1) < Oy, (by,). Recaimos no Caso 1).

Caso 4) Se d(by) = 9J(by), o nimero de comutadores em b; e b, é o mesmo,
Oz,(b1) = O, (bm) para todo z;, existe r > 1 tal que para | < r, x; pertence a um
comutador em by se, e somente se, pertence a um comutador em b,,, e x, pertence a
algum comutador de b; e nao pertence a comutadores de b,,. Neste caso, para algum £k,
x;, pertence a um comutador em b,,, mas nao pertence a nenhum comutador de b;. Como

¢(x;,) € um elemento do centro de Hy,, temos ¢(by,) = 0.

Portanto, ¢(f) = a1me;...eq, 0 # 71 € R.

Se f=> a;b; =0 (mod T'(Hay,)), temos ay7yi€;...eq = 0, 0 que implica que a; = 0.
i=1

Assim sucessivamente, verificamos que a; =0 (1 <14 <1).

Portanto, By, 41 é linearmente independente médulo T'(Hyy,).

Proposicao 3.16. (Stojanova-Venkova) Se K € um corpo arbitrdrio infinito de carac-

teristica prima p > 2, entao R,y = T(Hay,).
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Demonstracao:
Esta proposigao foi citada sem demonstracao em [22] .

Pelo Lema 3.6, R,;1 C T(Hs,). O Corolario 3.13 garante que o conjunto
{b+ Ry41 | b € Buia1} gera K(X)/R,41. Pelo Coroldrio 3.14 e o Lema 3.15, o con-
junto {b+ T (Ha,) | b € Byy1} é base de K(X)/T(Hs,). Logo T(Ha,) = Ry

Nosso préximo objetivo é determinar o centro de K(X)/R, 1.

Seja y = y(x1, ..., ;) um polinémio. Diremos que uma variavel = é independente de y

sex & {xy,...,T,}.

Definigao 3.17. Sejam [ um T-ideal de K(X), f = f(z1,....,2,) € K(X) e zy uma
varidvel independente de f. Dizemos que f é um polindémio central mddulo I se f ¢ I e

(f,zn) pertence a I.

Verificaremos inicialmente que todo polindmio central médulo R, ; é imagem de um

polinémio central médulo T'.

: _ €l €m o1 b2q
Lema 3.18. Seja y = x; ... (25, Tjy) - (Tjoy 1, Tjp, )Ty -5 elemento de Bni C B e

rn uma varidvel independente. Se

l
(y7 LUN) = Z azbz (mOd Rn+1)7
i=1

onde b; € B, 11, entao
1

(y,xn) = Z a;b; (mod T).

i=1
Demonstragao:

. e € 61 d2q
Sejam y = x5! ..xi" (X)), jy) oo (T 1 T, ) TG0

DT € B,.11 e xny uma variavel inde-

pendente. Como o elemento (:cjl,xh)...(a:qufl,xhq)a:?i...xjjz + T é central em K(X)/T,
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temos
P 1
<y7 xN) = (‘T;l ‘T:Z <xj1’ l‘j2>"'(‘rj2q*1 ’ xj2q)x]: "'xJ;Z’ IN)
01 d2q

(x;l ZL’Z:, IN)(le ) .73]'2) (‘7;]2q 1) x]Qq)x 'xqu

_ §
= (@i 2 (2, an ) (@), T4y) o (T oy T, )75 1x§ix]33) + ..

_ 5
e (25 (@, TN ) (X Ty ) o (T T, )T 1:15;5} ~xpt)  (mod T),

T m—1
onde e;+ ...+ 1+ + oo +emt(ee—1)+0+...+dy+qg+1<nparal <t<m.

Como (xy,, x1, ) (T, x,) = — (21, 21,) (21, 215) (mod T'), reordenando os indices dos

elementos que pertencem aos comutadores, temos

m
_ Y1 V2q+2
(yva)_E Etht(xklvxb) (Ik2q+l7xk2q+2)xk‘1 Ly a+2 (HlOd T),
t=1
o €1 €t—1 €t+1 €
onde ki < .. < kagya, Pu(@iys e Ty Ty T,) = TG xg Tt e

a+..+eagrten+ . Femt+nt o +y2ge2+(@+1) <nparal <t < m, ou

: Y2q+2
seja, hi(Thy, Thy ) (Thog1s Thagra)Tgy -+ Lpeys € Brt1 para 1 <t <m.

Coroléario 3.19. Seja f € K(X) um polinomio, f ¢ R,y1. Seja xn wma varidvel inde-

pendente tal que

(f? mN) =0 (mOd Rn+1)-

Entao,
(fyzn) =0 (mod T).

Demonstracao:

t
Seja f => a;b;+r,onder € R,.1, b; € B,11 e a; #0 para 1 <i <t. Temos que
1=1

t
(f,zn) <Z a;b; + 1, xN> = Zai(bi,x]\/) +7r
=1
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onde 1 € R, 1. Pela demonstracao do Lema 3.18, se b; € B, 1, entdo (b;, zy) é uma

combinacao linear de elementos de B, e elementos de 7. Entao,

(f,zn) = Z%Uk =0 (mod Rpy1),
!

onde u; € B,y1, para todo k. Como B,.; ¢ linearmente independente médulo R, 41,

v = 0, para todo k.

Pelo Lema 3.18, (f,zn) = >, vsur (mod T'), ou seja, (f,zy) =0 (mod T').

Proposicao 3.20. Sejam ¢ : K(X)/T — K(X)/R,+1 o epimorfismo canonico, Cy e Cy
os centros de K(X)/T e K(X)/R,11, respectivamente. Entio, ¢(Cy) = Cy, ou seja, o
centro de K(X)/R,11 ¢ a imagem do centro de K(X)/T pela ¢.

Demonstracao:
Temos que ¢(Cy) C Cy. Resta verificar que Cy C ¢(Ch).

Seja f um polinomio tal que f + R,.; é elemento de C5. Seja xy uma variavel
independente, entao (f,zx) =0 (mod R,.1). Pelo Corolario 3.19, (f,zx) =0 (mod T'),

logo f 4+ T € Cy e consequentemente f + R, 1 € ¢(CY).

Portanto, ¢(C}) = Cs.

Teorema 3.21. O centro de K(X)/R, 1 € o T-espaco gerado por
(1, 2) + Rnta

e pelos polinomios

-1 —1

q +Rn+l|0<q<

n
-1/

{ (.731, ,CEQ) ...(,qu_l, :zqu)a:’f ,CL’IQ)
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Demonstracao:

Pelo Lema 3.20, um polinomio é central médulo R, se for imagem de um polindmio

central médulo T'. Pelo Teorema 2.2, o conjunto
{(I’l, (L’Q) + T, (l’l, (L’g)...((lfgq_l,ZEQq).I'Il)_l...fL’gq_l +T | q € N}

gera os polinomios centrais moédulo 7. Contudo, pelo Corolario 3.12, se fi, ..., fni1 s@0

elementos de K(X)/R,+1 podemos escrever

fl"'fn—i-l = Z _£i1..in+12nk_n<fi17fh)"‘(figkflvfi2k)fi2k+1-'-fin+1 +t7

11 <...<tgg
ingg1 <--<ingl
1<k<(n+1)/2

ondet €T, &, 4,., = £1, n, gy € N. Portanto, os elementos da forma

-1

(IL‘l,IQ)...(ng_l,l'Qq)ZLJf xg;l +T

que possuem mais que n fatores podem ser reescritos como elementos de T. Logo,

q+ 2q(p — 1) < n. Portanto, o teorema segue.

Como consequéncia imediata temos o Teorema 3.1, pois T(Ha,) = Ryy1-

Teorema 3.1. O T-espaco dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann Hy, € gerado,

como T-espago em K(X)/T(Hy,), por
(z1,2) + T'(Hap)

e pelos polinomios

— _ n
(x1,x2)...(x2q_1,x2q)le) 113]2) ! + T(H2n> | 0< q S .
1 2p — 1

Agora passaremos a estudar o segundo caso, associado as algebras de Grassmann

H2n71-
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Definigao 3.22. O T-ideal W1 de K(X) é o T-ideal gerado por T', pelos polinomios

Tpi1Un = Tpa1(T10.002y), Uppir = (X1 0...02,) Ty

ese s =n/(2p — 1) é um ntmero inteiro incluimos o polinémio

Us = (xl,xg)...(xgs_l,xgs)xﬁ)_l...xggl.

Stojanova-Venkova [72] demonstrou que W, 11 = T'(Hs,_1). Como este artigo é escrito
em russo, vamos apresentar a demonstracao. Inicialmente, verificaremos que W, esta

contido em T'(Hop—1).

Lema 3.23. A dlgebra Hs,_1 satisfaz as identidades

Tpi1Up = Tppi(x1 0. 0x,) =0, UpnZpy1 = (x10..02p)xpy g = 0.

Demonstragao:

Suponhamos que Hs,_ 1 nao satisfaz as identidades x,1v, = zpr1(z10...02,) =0e
Unpy1 = (1 0 ... 0 xp)xyyr = 0. Pelo Lema 3.5, Hy, satisfaz a identidade

(x10..0Zpy1) = Tpy1(T10.c0my) + (21 0. 0xy)xy1 = 0, logo Hy, 1 também satisfaz.

Observemos que se 1r,.1 # 0 é um polinomio par de Hsy, |, temos
0= (rio...ory)rns1+rpe1(rio...ory) = 2(ryo...or,)r,1, para todos ri, ..., 71 € Hapy 1.
Como a caracteristica do corpo K é diferente de 2 e H,,_ 1 nao satisfaz a identidade

UnTpy1 = 0, temos 0 = (ry o ... or,), para todos ry, ...,r, € Hs,_1, uma contradigao.

Supondo que Hy,,_; satisfaca apenas uma das identidades, de forma analoga, obteremos

uma contradigao.

Lema 3.24. Seja s = n/(2p — 1). Se s é um inteiro positivo, entao a dlgebra Ha, 1
satisfaz a identidade

Ug = (.Tl, xz)...<$2371, .TQS)QI?il....Tg‘:l = 0.
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Demonstracao:

O niimero s serd um inteiro positivo k, se n = (2p— 1)k. Logo, devemos mostrar que a

-1

1 — ; ; ; — p p-1 _
algebra Hy,_1 = Hykp—ok—1 satisfaz a identidade uy, = (21, 22)...(Top—1, Tog)x] ...25, = 0.

Se Hypp—or—1 mnao satisfaz a identidade wu, = 0, existe um homomorfismo

¢+ K(X)/T(Hskp-2t-1) — Harp—2x—1 tal que p(ug) # 0.

Sejam ¢(z;) = ¢; + g e ¢(z;) = ¢j + g;, onde ¢;, ¢; sdo polinémios pares e g;, ¢; SA0

polindmios fmpares.

Os polinémios g¢;, g; devem ser nao nulos, pois caso contrario ¢(x;) ou ¢(z;) seria

elemento do centro de Hygp—or—1 € ¢(uy) se anularia. Fagamos g, = e;.

Pelo Lema 212 a), o((x;, xj)xf_le_l) = Qﬁ_lcﬁ_lgigj. Portanto,
¢ = apbpy + ... + agby, onde by, ..., by sao polinomios pareset >p— 1, poisset <p—1

pelo Lema 2.12 b), &' = 0 e consequentemente o(uy) = 0.

Assumindo que ¢ = p — 1, facamos by, = ey 24-1)€i129)- Pelo Lema 2.12 c),
cf_l = v(p — 1)len...€2p—2), onde 0 # v € R. Logo cf_l # 0, se e, ..., ¢(2p—2) forem

distintos.

Como ¢(u) = 2kc§‘1c§‘1g1g2...c’;;}lc’;,;lg%_lg%, temos que p(ug) # 0 se todos os
elementos e, que aparecem nas imagens de x1, ..., r9, forem distintos. Logo, precisamos de

2k(2p — 2+ 1) = 4kp — 2k elementos distintos.

Observemos que definimos ¢ de maneira que utilizamos o menor nimero possivel

de elementos e,. Como em Hypp o;p—1 nao dispomos de 4kp — 2k elementos distintos,

p(ug) = 0.

Portanto, pelos Lemas 2.5, 2.4, 3.23 e 3.24 podemos concluir o seguinte lema.
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Lema 3.25. O T-ideal W, 11 estd contido em T(Hay 7).

Agora verificaremos que T'(Hs,_1) estd contido em W, ;. Precisaremos de alguns

resultados adicionais.

Lema 3.26. [72, Lema 10] Os elementos da forma
(10 ... 0 T(n_1)—s)Tns---Lnis e xy

pertencem a W, para s =1,...,n — 2.

Demonstracao:
Esta demonstracao ¢ diferente da demonstracao feita em [72].

Mostraremos por indugao sobre s. Temos que (z1 o ... 0 T, _12,)Tp11 € W, como

(210 .. 0T 1T)Tni1 = [Tp1Tp(T10...0Ty o)+ (10 ... 0 Ty )Ty 1T Tpi1
= Zp_1[zp(r10..0xy 9) + (X1 0... 0Ly 9)Tp|Tpiy
Hap_1(z1 0. 0oxp2) + (X1 0.0 Xy _2)Tp_1]TnTpi1
+2 1(210 ... 0 Ty 9)TpTpi1
= Xy 1(r10. 00y 900xy)Tp1 + (X1 0.0 0Ly 1)TpTpig
+2y1(21 0 ... 0Ty 2) T Ty
entdo, T, 1(x1 0 ... 0 Ty 9)TpTyy1 € W,, mas [r,1(x1 0 ... © Ty _2)xy]T,1 € igual

a —[(x10...0 T, 9)Tp 1T,|Tnr1 mbdulo Wy, Logo (21 0 ... 0 Xy 9)Tp 1TpTni1 € Wiy,

ou seja, a afirmacao vale para s = 1.
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Suponhamos que (21 0 ... 0 Tp_g)Tp—si1.-- Tny(s—1) € Wy. Temos que
W = (T10...0Tp Tp_s11)Tn_si2--Tnts
= [(#10..0Zp s 1)Tn_sTns11+ TpsTn_s11(T1 0. 0Ty 1)|Tp_si2 - Tpis
= [(m10..0p s 1)Tps+ Tps(T10..0Tp s 1)|Tp_si1.Tnis
+Tp—s[Tp_st1(T10 .. 0Tp_s 1)+ (T10 ... 0 Tp5-1)Tps+1|Tn—st2--- Trs
+2, (210 ... 0Ty s 1)Tp_si1--Tpis
= (X10..0Zy §)Tp_si1Tpis+ Tps(T10...0Xy s 10Tp o11)Tp_si2--Tnts

+ 2y (X100 0Ty 1) Tp_si1-Tnts
Por hipétese de inducao
(10 .. 0Ty s )Tps41-Tpis—1 € (T10...0%p s 10 Tp_s11)Tp_s12.--Lrts
sao elementos de W,,, portanto
(10 .. 0Ly o) Tp_s41-Tpts € Ty s(T10...0Tp s 10Ty s11)Tn_s12--Tnis
pertencem a W,,. Consequentemente
Tps(T1 0. 0Ty 1)Tp_si1.-Tprs € Wy

CcOo1mo

[Tp_s(x10.c0Xpy s 1)+ (X100 0Ty s 1)Tp_s]Tp_si1.Tpys € W,

temos que

(1 0... 0 B(n—1)—s)Tp—s---Tnts € Wh.

Sabemos que x,(x; o ... o x,_) pertence a W,,. Fazendo x; = x; para i = 2,...,n,
temos que x1(x 0 ...0 1) = £2" %27, onde & = +1, como a caracteristica do corpo K ¢

diferente de 2, z7 pertence a W,.
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Corolario 3.27. Os elementos da forma

n+1
(10 .. 0Ly s )Tpi1—se-Tnilts e ]

pertencem a Wyiq, para s =1,...,n — 1.

Corolario 3.28. [72, Lema 10] Os elementos da forma
Tl ... Top

pertencem a Wi, 1.

Lema 3.29. [72, Lema 10] Os elementos da forma

(110 ... 0 Zg)(Tgy1 © o O Ty)Tyy1.--Ton ¢,

ondel1 <s<n—1es+1<t<n, pertencem a W,.

Demonstracao:
Sejam z,y, z, w tais que

(xoy)zw = zyzw+yrzw =0 (mod W,)
z(@oy)w = zzyw+ zyrw =0 (mod W),)

(x,y,2)w = zyzw —yrzw — zeyw + zyzw =0 (mod W,,)

Entao, somando as trés equagoes, temos 2zyzw + 2zyzw = 0 (mod W,,), como a carac-

teristica do corpo K é diferente de 2, temos xyzw = —zyzw (mod W,,). Portanto,
TYZW = —2YTW = 2TYW = —TZYW € ZYTWw = —TY2W = YT2w = —Y2ITW,

ou seja,

r(yoz)w=0 (mod W,) e (yoz)zw=0 (mod W,).
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Pelo Lema 3.26,
(x10...0m)Tyq1.Tony—1 =0 (mod W,,) e (zy0..02 )Tk =0 (mod W,).

Portanto, x;(zy o ... o x4_1)T441...2,—¢ pertence a W,, pois caso contrario

(X1 0 ... 0 Ty)Tyy1..-Top_y_ 1T,y NAO pertenceria a W, uma contradigao.
Facamos © = (x10...0xy 9), Yy = x4_1, 2 = Ty € W = Ty41...Ty_¢, 10O
(100w 9)(T4_1 0 Ty)Tpy1.- Loy € (Tp—10x4)(T10...0T4_9)Tpq1.-Ton_¢
pertencem a W,,.
Facamos agora © = (210 ...0%4 3), Yy = T4_9, 2 = (T4_1 0 Xy) € W = Tyy1...Toy_¢, 10O
(x10..0omp 3)(T4_920L4 10Ty)Tpy1.Top_y € (Ty_o0X4 1 0x)(T10 ... 0Ty 3)Tys1.-Ton_y
pertencem a W,.

Assim sucessivamente, (210 ... 0 2)(s11 0 ... 0 L) Tyy1..-Top_¢ = 0 (mod W,,).

|
Corolario 3.30. Os elementos da forma
(Zﬂl 0...0 l’s)($s+1 0...0 xt>xt+1...x2n+2_t,
ondel <s<nes+1<t<n+1, pertencem a W, 1.
Seja
m ) 1 . . . .
Dy = {xg] o (@, 05 (Tog 1 Tjog ) TG Tt | My 20, 41 < s <l 1 < e < Jing

ir#Js (1<r<m, 1<s<2q), 1 <eg<min{p,n+1H1 <1< m),

0<d0 <minfp,n+1} (1 <t <2q), €1+ ..+ €+ 01+ .. 4020 + g <n}
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Definicao 3.31. D, é o subconjunto de B,;; formado por D; e todos os produtos
constituidos por n fatores tais que x;, ¢ a varidvel de menor indice que possui expoente

menor que p.

Lema 3.32. Seja b um elemento de B,1\ Dy. Entao b pode ser reescrito como combi-

nacao linear de elementos de D, 1 modulo W, 1.

Demonstracao:
Esta demonstracao ¢ baseada na demonstragao do Lema 11 de [72].

Seja b € Buiy \ D1 Se b = b(wy,...,2x,.) =[] i [1] (xjglfl,xjm)xém’lxé” Podemos

jor—1"" Jar”
k=1 =1 J J
m+2q q

reescrevé-lo como b = [[ ) [] (%j,_,,%j,), onde v; = € se x; = wx;, para algum iy
3 =1

=1

(1<k<m)e~r; =0 sex; =uzj para algum j; (1 <t < 2q).

Seja xj, a primeira das varidveis z1, ..., , que possui grau menor que p. Facamos,

t+2q q
0t i 3¢
b= f(xjm xjt+§)xjt H x;y H (:Ejzzﬂ ) szz) = f($jt, :Cjt+£>xjtv(x)
i=1,itj  1=1,1%t/2,(t+€)/2
onde £ € {—1,1}, entdo
b = S (20 2, ()
515 +1 gt T Jt+e
25 0¢+1 f <x6t+1

5t+1xjt xjt+§v(x)—m o omy, Ju(z)  (mod Wiyy).

Observemos que se a = ) ;, pelo Coroldrio 3.30,

(ﬂ?l O0...0 x5t+1)($6t+2 0...0 xa+2)xa+3...$2n7a =0 (mOd Wn+1)

(10 ... 02542)(T5,43 0 ... © Tg12)Tay3.--Lon—q =0 (mod W,1),

logo
q
__ 90 ,.0t+1
vi(7) = 2% (), 010 ...0T1 0Tz 0 ... O T,) H (T 1s Tijy)
I=114/2,(t+€) /2
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q

vo(x) = 25t(1'?§+1 0xj, )(r1o..0or0T30...01,) H (Xjy_ 1 Tjoy)
I=1,1#t/2,(t+€) /2

sao elementos de W, ;.

Contudo, podemos reescrever vy (x) e vo(z),

q
Ul(‘r) = 2n195§§+1$jt+gv(95) + x?:—H Ul(x) H (szz—wxjm)
I=1,1#t/2,(t+€)/2

q
1 1
UQ(‘T) = 2" (*Ij:—i_l © ‘/L‘jz+5)v(‘r) + (xj:—i_l © mjt+g) Ug(l’) | | ('Ij2l—1’ szl)
=114/, (1+€) /2

q
o o %Y
= 27 (ij—H © SCjH&)U(l‘) + 2xj:+1xjt+§ U2 (QJ) H (szlfwszz)
I=1,1#t/2,(t+€) /2

q
0r+1

gt axjt+§> UQ(:E) H (szz—nszz)a

I=11#1/2,(t+€) /2

—(z

onde vy (z) e ve(x) sdo elementos do T-ideal gerado por (xy,z3). Logo,

B 28 §

b= e ) W T e, @
28 S+l TN 28 5i+1 § Ot o ()
= [ B gy e 0~ gl e
q
X H ('T.j2l—l’ szl) (mOd Wn-H)'
I=1,1£t/2,(t+€) /2

Como

5 — q
ﬁ(xju mjt+§)sz U2 (ZL‘) H (szz—v szz) (mOd Wn-l—l)
I=1,1#t/2,(t+€)/2

pertence a Dy, o lema segue.

Corolario 3.33. O conjunto {d+ W, 1| d € D,1} gera K{(X)/W,1.
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Demonstracao:

Observemos que z,,1(x10...0x,) = 0 e (x10...01,)x,+1 = 0 implicam (z0...0x,41) = 0.
Logo, Rut1 € Wiy Como {b+ R,11 | b € Buy} gera K(X)/R,41, temos que

{b+ Wy | b € Bpyr} gera K(X)/W,11. Contudo, pelo Lema 3.32, o conjunto
{d+W,11|d€ D,,1} ainda gera K(X)/W,1.

Corolario 3.34. O conjunto {d+ T (Hap-1) | d € Dpy1} gera K(X)/T(Hap_1).

Demonstracao:

Pelo coroldrio 3.33, o conjunto {d+ W, 41 | d € Dy 41} gera K(X)/W, 1. O Lema 3.25
garante que W,y C T(Hap—1), entdo {d + T'(Hop-1) | d € Dpy1} gera K(X)/T(Ha,—1).

Pelo Corolario 3.34, o conjunto {d + T'(Ha,—1) | d € D,11} é um candidato natural

a base de K(X)/T(Han—1). Resta verificar se D, 41 é linearmente independente médulo

T(Hop—1).
Lema 3.35. Os elementos de D, 1 sao linearmente independentes modulo T(Hoy,_1).

Demonstracao:
Esta demonstracao ¢ baseada na demonstragao do Lema 12 de [72].

Para os elementos de D; a demonstracao é analoga a do Lema 3.15.

t
Consideremos uma combinagdo linear arbitraria, f = > a;b;, de elementos de
=1
Dyiq \ D1. Suponhamos que o termo lider de f com respeito a Definigao 2.11 é ayby,
m q
onde g € K, oy #0. Seja by = [[ [ (%), szl)a:§2l‘1x§21

i jo1— :
R e J21—1""J21
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Definamos um homomorfismo ¢ : K(X)/T(Hs,_1) — Ha,_1 por:
Y(xi,) = €162 + .. + €51 (261-3)€iy (2e1-2) + €
Y(xi,) = €162 + oo+ €ip(2e,-1)€ix (26,), PATA 1 <k <'m,
Y(xj,) = €j,1€j,2 + ... + €j,25-1)€ju(25,) + €j,, Para 1 <t < 2,
Y(zs) =0,se x5 # 2y, (1< k<m)euxs#x;, (1<t<2q),

onde todos ej,, €, €58 (1 <k <m, 1 <t <2¢ 1<y <2, 1< 6 <2§) sao
elementos distintos da base de H,,_1. Este nimero de elementos distintos existe, pois por
definicao de B,, 11, temos que €1 +...+¢€,,+01+...+0d2,+¢ < n. Logo, o niimero de elementos
distintos exigidos na imagem de by que é d = (2¢; — 1)+ 2€2+ ... +2€,, + 201 + ... + 22, +2¢

¢ menor ou igual a 2n — 1.
Pelo Lema 2.12, itens a), c¢) e d), ¥(b1) = me1...eq # 0, onde 0 # v, € R.

Agora, vamos verificar o que acontece com os outros termos de f. Seja a,,b, um

destes termos.

Se b, possui alguma varidvel xs distinta das varidveis de by, como ¥ (zs) = 0, temos

¥ (by,) = 0. Resta verificar os casos onde by e b, ndo possuem variaveis distintas.

Pela escolha de b, temos que b,, < by, entao alguma das condigoes da Definicao 2.11 é

satisfeita.

Caso 1) Se 9(by) < 9(bm), entdo existe z, tal que 0, (by) < O, (by). Consideraremos 4

possibilidades:

a) x, nao pertence a comutadores de by e de b,. Seja 0,.(by) = €. entdo, ou
@D(ifr) = €r1€p2 + ... + €r(2¢,—3)Cr(2¢,—2) + €r(2¢,.—1) OU w(l‘r) = €r1€p2 + ... + €r(2¢,—1)Cr(2¢,)-
Em ambos os casos, como 9, (b,,) > €, + 1 e, pelo Lema 2.12 b), (¢(x,)) ™ = 0, entao

U(bm) = 0.
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b) A varidvel z, nao pertence a comutadores de by, contudo pertence a algum comutador

de b,,.

e Seja x, = x;,, k # 1. Como ¢(z;,) é elemento do centro de Hy,_1, temos 1(b,,) = 0.

e Sejam z, = 1y, Gxil(bm) = e +t+1, comt > 0e ¢(xs) = ¢s + gs, onde
¢s ¢ um polinémio par e g; é um polinomio impar. Entao, pelo Lema 2.12 a),
(W(iy), ¥() ((i)) T ((26))% = 2enreiz + o + €ir261-8) €01 (260 -2)) T TP, G
O Lema 2.12 b) garante que (e;1€;,2 + ... + €, (2-3)€i1(20-2)) " = 0, entao

Y (by,) = 0.

c) A varidvel x, pertence a um comutator de by, porém nao pertence a comutadores de b,,.
Sejam 0, (b1) = 0, +1 e ¥(x,) = €r1650 + ... + €r(25,—1)€r(26,) + €. Como Oy, (b)) > 6y + 2,
e pelo Lema 2.12 b), (¢(x,)) 2 = 0, temos 1(b,,) = 0.

d) x, pertence a comutadores de by e de by, Sejam 0, (b)) = 0, + 1,
Y(xy) = er1ero+...+€r26,-1)€r(25,) T €r € Oy, (b)) = 0, +14t, comt > 0. Se ¢(z5) = cs+ys,
onde ¢y é um polindémio par e g, é um polinémio fmpar. Entdo, pelo Lema 2.12 a),
(Y(2r), (x6))h ()0 Thah(2,)% = 2(epep + ... + er(ggT,l)eT(QgT))‘s’“*tcgsergs. O Lema 2.12

b) garante que (e,1€m2 + ... + €26,-1)€r(25,))" " = 0, entao 1 (by,) = 0.

Caso 2) Se d(by) = 9(by,) e o nimero de comutadores em b; é menor que o nimero de
comutadores em b,,, entao para algum k # 1 a varidvel x;, pertence a algum comutador
de b, e nao pertence a comutadores de b;. Como ¥ (x;,) é um elemento do centro de

Hy,, 1, temos ¢ (b,,) = 0.

Caso 3) Se 9(b) = 9(by,), o nimero de comutadores em by e b, é o mesmo e existe r > 1

tal que para todo [ < r, Oy, (b1) = Oy, (bm) € 04, (b1) < Ox, (by,). Recaimos no Caso 1).

Caso 4) Se d(by) = 9I(by), o nimero de comutadores em b; e b, é o mesmo,
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Oz,(b1) = Oq,(bm) para todo z;, existe r > 1 tal que para | < r, x; pertence a um
comutador em b; se, e somente se, pertence a um comutador em b,,, e x, pertence a
algum comutador de b; e nao pertence a comutadores de b,,. Neste caso, para algum £k,
x;, pertence a um comutador em b,, .

e Se k # 1, entdo ¢(x;, ) é um elemento do centro de Ha,_1, logo 1(b,,) = 0.

e Se k=1, como x;, é a variavel de menor indice que possui grau menor que p, pela

Definicao 2.11, b,, é maior que by, uma contradicao.

Portanto, ¥ (f) = a1mey...eq, 0 # 71 € R.

Se f=>" a;b; =0 (mod T(Hs,_1)), temos agvyi€;...eq = 0, 0 que implica que a; = 0.
i=1

Assim sucessivamente, verificamos que a; =0 (1 <i <t).

Portanto, D, 41 é linearmente independente médulo T'(Hy,—1).

Proposicao 3.36. (Stojanova-Venkova) Se K € um corpo arbitrdrio infinito de carac-
teristica prima p > 2, entao W,y = T(Hop1).
Demonstracgao:

Esta proposigao foi citada sem demonstracao em [22] .

Pelo Lema 3.25, W,.1 C T(Hy,—1). O Corolario 3.33 garante que o conjunto
{d+Wyy1 | d € Dpyq} gera K(X)/W,,1. Pelo Coroldrio 3.34 e o Lema 3.35, o con-
jU_IltO {d + T(HQn_l) | de Dn+1} ¢ base de K<X>/T(H2n_1) LOgO, T(Hgn_l) = Wn+1-

Nosso préximo objetivo ¢ determinar o centro de K (X)/W,, 1.
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Verificaremos inicialmente que os polinomios de R,, sao centrais modulo W, .1 e que
todo polinomio central médulo W,, 1 pode ser escrito como soma de dois polinomios, onde

um é central médulo T" e o outro pertence a R,,.

Lema 3.37. Os polinomios de R, sao centrais modulo Wi,y q.

Demonstracao:

Seja r um elemento de R, \ W,1. Consideremos o elemento r; = (r,zx), onde xy é
uma varidvel independente. Pelo Lema 3.4, a imagem de r em Hy, 1 é p(r) = ae;...ea, 1.
Logo, a imagem de m em Hy, 1, (1) = (p(1), ¢(xN)), jd é nula. Portanto, r = (r,xyn41)

pertence a W, .1, ou seja, r é central médulo W, 4.

Lema 3.38. Seja f € K(X) um polindmio central modulo W,11. Entdo, f = h+r onde

h € um polinomio central modulo T e r € um polinomio de R,,.

Demonstracao:

Seja f um polinomio central médulo W,y C R, entao f € R, ou f é central médulo
R,. Se f € R,, pelo Lema 3.37, f é central médulo W,, ;. Caso contréario, pelo Lema
3.20, existe um polinomio h, central modulo T, tal que r = f —h pertence a R,,. Portanto,

f =7+ h, onde h é um polinémio central médulo T e r é um polinomio de R,,.

Teorema 3.39. O centro de K(X) /W41 é o T-espaco gerado por
(:L‘lny)"f_Wn—‘rh ($1O...O$n)+Wn+1

e pelos polinomios

_1...x§;1 +Wh |0<qg <

n
“2p—1]

{<x1,x2>...<x2q_1,xzq>w€
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Demonstracao:

Pelo Lema 3.38 queremos encontrar o conjunto de geradores dos polinomios que podem
ser escritos como f = h+r, onde h é um polinomio central médulo 7" e r é um polinémio

de R,.
O Lema 2.2 garante que o conjunto
{(m1,22) + T, (21,22)...(v2g-1,029)2% "' + T | g € N}

gera os polinomios centrais modulo 7. Pelo Lema 3.21, como R,,.; C W1, é suficiente

considerarmos o conjunto

- - n
{<$1=I2)~‘(x2q—lax2q)le) 1"‘x]2)q W [0<g < 2p—1 } ’
1 p—

. — 1, -
visto que se y = (z1, T2)...(Taq—1, Tag) T ...y, € elemento de Dy, entao y € By 1.

Como R, é gerado por (z; 0 ...0x,), o teorema segue.

Como consequéncia imediata temos o Teorema 3.2, pois T'(Hap—1) = W11.

e

Teorema 3.2. O T-espaco dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann Hs,_ 1 €

gerado, como T-espago em K(X)/T(Ha,—1), por
(131,.1‘2) + T(Hgn_l), (.Tl o...0 LL’Qn_2> + T(HQn_1>

e pelos polinomios

_ _ n
{({L‘l,xg)...(lﬁgq_l,ﬁgq)l‘q 1...[)3127(11 +T(H2n_1) | 0< q S 2p _ 1} .



Capitulo 4

Um Subespaco Vetorial Verbal
Limite

Observemos que, em algebras de grupos relativamente livres, a nocao semelhante a

T-espacos de algebras associativas é a no¢ao de subespagos vetoriais verbais.

Sejam G um grupo relativamente livre, KG a algebra de grupo de G sobre K. Um
ideal I de KG é um ideal verbal se for invariante por todos os endomorfismos de KG
induzidos pelos endomorfismos de G. Um subespago U de KG é denominado subespaco
vetorial verbal de K@, se é invariante por todos os endomorfismos de K G, induzidos pelos
endomorfismos do grupo G. Analogamente, definimos subespaco vetorial verbal em um
quociente de KG por um ideal verbal. Estas estruturas sao importantes para resolugao

de alguns problemas.

Acreditamos que a nocao de subespacos vetoriais verbais limite podera ser utilizada

na construcao de exemplos de variedades limite de representacoes de grupo.

Neste capitulo K é um corpo de caracteristica 2 arbitrario e F um grupo livre de posto

infinito enumeravel, livremente gerado por ay, as, ... .

Seja KF a &algebra do grupo F' sobre K. Sejam L um espaco linear sobre K, G
um grupo e p : G — Aut(L) uma representagao de G. Seja u(ay,...,a,) € KF. Entao,

u(ay,...,a,) = 0 é chamada identidade da representacio p do grupo G se
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u(p(g1), .-, p(gn)) = 0 para quaisquer elementos g1, ..., g, de G.

A classe de todas as representagoes de grupo sobre K que satisfazem um dado conjunto

de identidades é denominado variedade de representacoes de grupo.

O estudo sistematico de identidades de representacoes de grupo foi iniciada por B. I.
Plotkin. Conceitos béasicos e resultados nesta diregdo podem ser encontrados em [54] e [73].
Um dos principais problemas no estudo de identidades é o problema da base finita: “O
conjunto de todas as identidades de uma dada representacao ¢ equivalente a um conjunto
finito de identidades?”. Segue de [53] que existem representagoes de grupo de dimensao
infinita cujas identidades nao possuem base finita. Contudo, o problema da base finita

continua em aberto para representacoes de dimensao finita, sobre um corpo infinito.

Um caso particular importante no estudo do problema da base finita é a construcao
de variedades limite de representacoes de grupos. Seja ) uma variedade. Se todas as
subvariedades proprias de V sao definidas por conjuntos finitos de identidades e V nao
pode ser definida por um conjunto finito de identidades, entao V' é chamada variedade
limite. Neste sentido, as variedades limite formam uma fronteira entre as variedades que

sao finitamente definidas e as que nao sao.

A existéncia de variedades limite segue do Lema de Zorn e do fato de que existem
variedades de representacoes de grupos sem base finita de identidades. Um problema
importante, ainda em aberto, é a construcao de exemplos de variedades limite de re-
presentacoes de grupo. Acreditamos que subespacos vetoriais verbais limite poderao ser
luteis para a resolucao deste problema. Nés apresentamos agora um exemplo de subespaco

vetorial verbal limite sobre um corpo de caracteristica 2.

Sejam Ny 4 a variedade de todos os grupos cujos expoentes dividem 4, nilpotentes de
classe no maximo 2 e G = F/v3(F)F* o grupo livre na variedade Ny 4, cujos geradores

livres denotaremos por aq, as, ... .
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Fixemos uma ordem linear arbitraria em G tal que g > 1 para todo g € G, g # 1 e

consideremos a algebra de grupo KG.

Lema 4.1. Para todos g;,g; € G temos:

a) (g, 95> = 1; b) g7, 9;] = 1; ¢) 19,971 = 1; ) 97,971 = 1;

Demonstracao:

a) Como [g;, 9j, gx] = 1, para todos g;, g;, gx € G, temos que [g;, g;] s@o elementos centrais

de G, para todos i,j. Além disso, g* = 1, para todo g € G, entao

1=1(9:9;)" = 9i9,9:9;9:9;9:9;
= 9795195, 9:19:93195> 9:19:9i195> 9:)9;
= 99;l95, 9119:9;195. 919’95, 9i)°

= 9995, 91195195, 9i]

= 9:9719;,9:°

As demonstracoes dos demais itens sao imediatas.

4.1 Um Subespaco Vetorial Verbal Nao Finitamente
Gerado W

Lema 4.2. Seja fij = [a;, a;] + aiaf + af + a3. O conjunto

A = {fi1i2“'fi21_1izz(a§1 + 1)...(a§m + Dag, ...ar, | 1,m,q > 0;[a;,, a,] < ... < [Giy_,, 0y

1 < gy .eeybop 1 <loj1 < ... < jm,kl < ... < kq}
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gera KG.

Demonstracgao:

Os elementos de G’ sdo centrais em G e tém ordem 2. Além disso, G tem expoente 4.

Logo o conjunto
{[ail,ai2]...[a12171,am]ai...a?makl...akq [ L,myq >0, [ay, aiy] < ... < [@iy,_ys Gyl
i1 <o,y loim1 < dopsJ1 < oo < Jmikr < ... < kgt
gera KG. Como [a;,a] = fij + a?a? +a? + af, entao o conjunto
{fim...fim_lizla?l...a?makl...akq | L,myq > 05 [ag, ai] < oo < @iy, Gy s

1 <oy .y lo1 <9301 < .o < jm;kl < ... < kq}

gera KG. E usando a equacao a? = (a? + 1) + 1 concluimos que A também gera KG.

Corolario 4.3. O conjunto

AO = {filiz'“fimqim(a?l + 1)"'<a32‘m + 1) ’ lam > O; [ain ai2] < < @iy aizz];

i < gy loim1 < o301 < oo < Jm}

gera KG?.

Lema 4.4. O ideal verbal T de KG determinado por f(ay,as) = [a1, as] + a?a3 + a? + a3

¢ gerado, como ideal, pelos elementos fi;,1 < j.

Demonstragao:

Como todo elemento g € G, pode ser escrito na forma g = a;,...a;, h, onde 7; < ... < iy,

h € G2, definamos o peso de g por w(g) = k.
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Seja T™ o ideal em K G gerado por todos os elementos da forma [g1, go] + ¢29% + g2 + g2
tais que w(g),w(gz) > 1 e w(g) +w(gs) < k. Observemos que T = |J T® e T® é o
k=2

ideal em K G gerado por todos os elementos f;;(i < j).
Mostraremos, por inducio sobre k, que T = T®)_ para todo k > 2.
E claro que a afirmacao é vélida para k = 2. Suponhamos que T¢+~1 = T7®),

Consideremos um elemento na forma [g1, g2| + 9293 + g7 + g3 tal que w(g1) +w(g2) = k.
Suponhamos que w(gi) > 1 ¢ g1 = g,g;, onde w(gi) = w(gy) +w(gy) e w(gy), w(gy) > 0.

Entao,

flg.92) = o192+ gig5 + 97 + 95
= 9191, 92+ (919)°95 + (9.:91)° + 95
= (91991, 92 + (9)°(9))° 03[90, 0] + (90)°(91)*[91, 91] + 95
= (lg1. 92) + (91)°03 + (91)° + 9)lg1 92) + ((91)°95 + (9)* + 93) 91 - 2]
+((90)°(91)%05 + (91)*(91)") g1 911 + 95
= ([g1-92) + (9)°95 + (9)° + 8)lg1» 9o + ((91)°5 + (91)” + 93)
<(lg1, 920 + (90)°95 + (91)° + 93) + ((9)°05 + (9))> + 93)((91)°95 + (91)* + 3)
+((90)°(91)%05 + (91)*(91)*) (g1- 9] + (91)*(91)” + (90)” + (91)?)
+((90)°(91)%05 + (91)*(9)") ((91)*(91)* + (91 + (91)*) + 95
— f(l) + f(2)
onde f1) € Tk ¢

@ = (9)°6 + (9)° +93)((91)%05 + (9:)* + 93) + ((91)%(91)%93 + (91)*(91)?)
< ((91)%(91)* + (91)* + (91)%) + 93

= 0.

Portanto, [g1, g2] + 9793 + g7 + g5 € TV =T,
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Se w(g1) = 1 necessariamente, w(gs) > 1, logo
(91, 92) + 9103 + 97 + 5 = 92, 91) + gagi + 95 + g7 € TV =T,

Logo, T®) = T para todo k > 2.

Lema 4.5. O conjunto

A — {fz‘lz‘g‘--fi%lizz(a?l + 1)...(a§m + Dag,...ax, | 1 >0,m,q > 0;

[ail,aiz,] < ... < [ai%l,am];’il < ’ig, ...,2'2171 < igl;jl < ... < ]m; kl < ... < kq}

gera T, como espaco vetorial.

Demonstracao:

Claramente, A" esta contido em T, logo resta mostrar que T é o espacgo vetorial gerado
por A’. O Lema 4.4 garante que todo elemento de T é a combinagao linear de elementos
da forma f;;g, 4,7 € N, g € G. Pelo Lema 4.2, todo g € GG, é uma combinacao linear de

elementos do conjunto A, entao T é gerado por elementos da forma

h = fijfiliQ"'f@l—lin(a’i + 1)<Clj2m —+ 1)ak1...akq.
Se fij = fize_rin, Para algum s € {1,...,1}, entdao h = 0, pois f7; = 0.
Se fij 7 fins 1iss» Para todo s € {1,...,1}, entdao h € A’

Logo, T é o espaco vetorial gerado por A'.

Observagao 4.6. Temos que G’ e G? sao centrais em G. Além disso, todo elemento de
T é a combinacao linear de elementos da forma f;;g = gfi;, 1,7 € N, g € G. Logo, T é o

subespaco vetorial verbal de KG gerado por f(zq,x2)xs.
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Lema 4.7. Seja Ay = {(a}, +1)..(a5 +1) | m > 0;j1 < ... < jm}. Entdo, o conjunto

{a+T|ae A} é uma K-base de (KG*+T)/T.

Para a demonstragao deste Lema vide [35].

Lema 4.8. Para todos g1,92 € G, (g192)> +1= (g3 + 1) + (g5 + 1) (mod T).

Demonstracao:

Sejam g, e go elementos de G. Entao

(192)> +1 = gig3]g1.90) + 1
= 6195(l91, 92 + G195 + G5 + 93) + 9793 (9195 + 97 + g5) + 1

= (1+¢)+ (1442 (modT).

l
Coroldrio 4.9. Para todos a;(i € N), temos (a;,...a;)* +1 =3 (af +1) (mod T).

1

Proposicao 4.10. Seja H o subespaco vetorial de KG gerado por T e pelo conjunto
{(a3 +1)...(a5, +1) | js € Nym > 0;51 < ... < jm}. Entdao sio vdlidas as seguintes

afirmagoes:
a) H € o subespaco vetorial verbal de KG gerado, como subespaco vetorial verbal, por

fla1, as)as

e pelo conjunto

{(af +1)...(a2, + 1) | m > 0}

b) H nao é finitamente gerado como subespaco vetorial verbal.
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Demonstracao:

a) Seja H' o subespaco vetorial verbal de KG gerado por f(ai,az)as e pelo conjunto
{(a®+1)..(a2, 4+ 1) | m > 0}. E imediato verificar que H est4 contido em H’. Devemos

demonstrar que H’ estd contido em H.

O polinémio f(ay,as)as gera T C H, como subespago vetorial verbal. Portanto, resta

verificar que (g7 + 1)...(¢g2, + 1) é elemento de H para todos gi, ..., gm € G. Temos que

(g +1)...(¢3+1) = ((ah...alll)2 + 1)...((am1...amlm)2 +1)

= (@, +1))(3 (@, + 1) (mod T).
s1=1 Sm=1
Logo (¢?+1)...(g2, +1) é a combinagao linear de elementos da forma (a%j1 +1)...(a}, +1)

mj

e elementos de T. Como (a?j + 1) é central, podemos supor 1; < ... < m;, . Portanto,

(g3 +1)...(¢2, +1) € H.

b) Seja h uma soma de elementos de T e elementos da forma (g7 +1)...(¢g>+1),s < k, para

k fixo. Entao cada parcela de h é elemento de T ou da forma (ai1 + 1)...(@13 +1), s <k,
onde podemos supor 1;, < ... < s;_, pois (a? +1) é central, para todo j. Pelo Corolério 4.9,
podemos concluir que nao serao gerados produtos da forma (ai1 + 1)...(@2,8 +1), s > k.

Si

Portanto, H nao ¢ finitamente gerado como subespaco vetorial verbal.

Lema 4.11. A dlgebra R = KG/T ¢ a soma direta de subespagos vetoriais

(ag, ..ar, KG*+T)/T, (¢ > 0,k < ... < ky).

Demonstragao:

Observemos que KG ¢ a soma direta de subespagos vetoriais da forma ay, ...ay, K G?

(>0, k1 < ... <ky). SejaT’ oideal de KG?* gerado por todos os elementos f;;, (¢,7 € N).
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Entao,
T = KG-T

= @ (akl...aquGz) . T,

q2>0,k1<...<kgq

/
= @ akl...aqu .

q>0,k1 <...<kq

Como ag,...ax, T" C T Nay,..a5, KG*, entao T =@ (T Nay,...a5, KG?).

q>0,k1<...<kq

Portanto,

T oD (akl...aquGQ)
/ N (Tﬂakl...aquGQ)

q>0,k1<...<kq

o (Tﬁ akl...aquGz)

q>0,k1 <...<kq

@ akl...aquG2+T
T .

12

q>0,k1<...<kq

Proposicao 4.12. Seja W o subespaco vetorial de KG gerado por H e L, onde L € o
espago vetorial gerado pelo conjunto {g+ g~ | g € G}. Entao,

a) W é o subespago vetorial verbal de KG gerado, como subespago vetorial verbal, por
f(a17 a‘2>a37 ai + afl

e pelo conjunto

{(af +1)...(a2, + 1) | m > 0},
b) W nao € finitamente gerado como espago vetorial verbal.

Demonstracao:

a) B imediato.
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b) Sege G? entao g=g teg+g !t =0.

Se g ¢ G?, entdo g = ay,...ap,d, d € G?, ki < ... < ky. Assim,
g+g " = (ag...ar, + a,;ql...al;l)d ¢ KG”.

Logo, L N KG? é trivial.

Devemos mostrar que {(a? + 1)...(a%, + 1) | m > 0} é linearmente independente em

KG/(T+L).

Seja

@ arkl...a,quG2+T

- KG — KG/T =
p: KG G/ T ,

q>0,k1<...<kgq

entdao (L) = (L+T)/T e o(KG?) = (KG*+ T)/T. Seja w € L tal que ¢(w) é nao

trivial. Como w ¢ KG? pelo menos uma parcela de w é da forma

(a?l + 1)...(a§m + 1)ay, ...ar,(q # 0),

ou seja,
w= (a5, +1)...(a5 + ag,...ar, +w' (¢ #0).
Entao,
p(w) = (a3, +1)...(a3, + 1)ag,...ar, + o(w') + T.
Portanto,
o) ¢ w CG(KGY) e (L) N o(KG?) & nao trivial

Logo, os elementos
(a3, +1).(a] +1)+T € e(KG*) (m>0,j1 < .. < jm)
nao sao triviais e sdo linearmente independentes em (KG/T)/¢o(L) ~ KG/(T' + L) .

Usando um raciocinio analogo ao da Proposicao 4.10, concluimos que W nao tem base

finita.
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4.2 Um Subespaco Vetorial Verbal U D W Finita-

mente Gerado

Proposigao 4.13. Sejam R = {f(a1,az2)as, a+a ', (af +1)...(a3, + 1) | m > 0}, o
conjunto que gera W como subespago vetorial verbal e w € KG \ W. Entdo, o subespago

vetorial verbal U de KG gerado por RU{u} contém ay(a3+1)...(a3; + 1), para algum M.

Demonstracgao:

k
Observemos que u pode ser escrito como u = Y. gif; + fui1, onde f; € KG?,
=1

g; ¢ G*, para todo i e g; # g; (mod G?).

Como u ¢ W, entao g;f; ¢ W para algum i. Suponhamos que g;f; ¢ W. Sendo
g1 ¢ G?* existe yp € Aut(G) tal que ¥(g1) = a;. Denotemos pela mesma letra ¢ o
automorfismo induzido de KG. Como W é verbal, /(W) = W. Substituindo u por ¢ (u),

k
podemos assumir que u = aif1 + Y gifi + frr1 € U\ W, onde ay f1 ¢ W.
=2

Seja u = u(ay, ...,ay). Dizemos que g € G contém o gerador a;(I € N) médulo G2, se

g =ay,...ap, (mod G?), k1 < ..<ksek,=1[paraalgumr, 1 <r <s.

Definamos ¢1 € Aut(KG) por ¢(a1) = aia3,, e ¥1(a;) = a;(i # 1). Entao,
¥1(9;) = gia%,, para cada g; que contém a; médulo G2, 1 (g;) = g; para cada g; que nao
contém a; médulo G2 e ¥y (f;) = f;, para todo i. Fazendo u; = ¢y (u)+u € U\ W, temos

up = ayfi(1+ a?\f—i—l) + Z 9;f;(1+ a?\f—i—l)a
jeJ@)

onde JV = {j € N | g; contém a; médulo G?}.

Para cada | = 2,...,N, seja ¢y € Aut(KG) definido por ¢i(a;) = aiad,,,
Ui(a) = wad ;e Yi(a;) = ai(i # 1,1). Seja wy = Py (w—1) + w1 € U\ W. Portanto,

ugy = o(ur) +ur = ay fr(1+ afy ) (1 + ai ) + Z 9:fi(1+ a1 (1 + ajya),
jeJ @)
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onde J? = {j € N | g; contém a; médulo G? e ndo contém ay médulo G*}. Assim,
sucessivamente,

uny = arfi(l +axq)--(1+a3y) € U\ W.

Como f; € KG?, pelo Lema 4.7, fi = > (1 + a?

1
: J

) (1 + ajzlm(l)) +t ondet € Te

Jit < ... < Jim@ < N. Entao,

uy = al(z (1+ a?u)...(l + a?lmm))(l + ayiq)--(1+asy) +art(l+ayy)-.(1+asy).

l

Visto que uy € U\ W e ait(1 + a3 ,)...(1 + a3y) € W C U, temos que

a1(Y (14a3).(1+a], N+ar,).(1+ay) € U\W.
l

Logo, podemos supor t =0 e

uy =ar(Y_(1+a})..(1+a}, N1 +ax.). (1 +asy) € U\W.
l

Seja m = m(1). Podemos supor, sem perda de generalidade, que m < m(l), para todo
[ >2. Paracadal=1,..,N —m—1, definamos ¢, € Aut(KG) por ¢j(a1) = a1az,,,,; €

Yi(a;) = a;(i # 1). Seja uni = Yj(unti-1) + uny—1 € U\ W, entdo
un1 = arfi(l+ap, o) (1 + ajyyy)-(1 + agy).

Assim sucessivamente,
UN+(N—m—1) = UeN-m—1) = a1 fi(1+ ap, o) (L + aqp vemo1y) (L + aipg)- (1 + ay)
Afirmacao: fi(1+a2,,,)...(1+a3) = (1+a3)..(1+ a2 4)..(1+aX).

Portanto,

UsN—m—1 = a1 fr(1+aZ, 5)...(1+aX)(1+ak,,)...(1+a3y) = ar(1+a3)...(1+a3y) € U\W.
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Demonstracao da afirmacgao:

Suponhamos j; = 1 para algum [. Seja s o [-ésimo somando de f;. Temos que
s = (1+a)(l+aj,).(1+af ) logoas € L, a1s(l + ajy)..(1 +ajy) € W e

ar(fi+s)(1+ax)..(1+a3y) e U\W.

Substituindo f; por f; + s e fazendo substituicoes similares tantas vezes quantas
forem necessarias, podemos assumir que j;; > 1, para todo [. Aplicando, se necessario,
Y € Aut(KG) adequado a u, assumimos que jij; = 2, ..., ji, = m + 1. Entao,

fi=(+a) . (I+ai)+) (1+a,).(1+a )
1>2
onde para todo | > 2 existe k(1) tal que jyq) > m + 1. Como (1 + a§)2 =0, para todo j,
temos

(1+a5,)..(1+ad,,0)(L+ a2 o) ..(14+ak) = ..(1+af ). =0,

para todo [ > 2 e consequentemente

fill+a2 o) ..(L+ay) = (1+ad)..(1+a’)..(1+ak).

Proposicao 4.14. Sejau € KG\W. Entao, o subespaco vetorial verbal U de KG gerado
por RU{u} jd € finitamente gerado.

Demonstracao:

Pela Proposicio 4.13, sabemos que a;(1 +a3)...(1 + a?%;) pertence a U para algum M.
Entdo, aja3; (1 + a3)...(1 + a3;) e consequentemente a;(1 + a3)...(1 + a3,,,) também
pertencem a U. Logo,

ar(1+a3)...(1+a2) (4.1)

pertence a U para todom > M. Aplicando um endomorfismo adequado a (4.1) verificamos

que (1 +a?)...(1+ a?,_,) pertence a U para m > M. Portanto, U pode ser gerado como
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subespaco vetorial verbal pelo conjunto
{flai,a2)as, ay +ait, u, ay(14a3)...(1+a3,), (a3 +1)...(a%, +1)|0<m < M —1}

que ¢é finito.

4.3 O Subespaco Vetorial Verbal Limite W

Observemos que {(a}, +1)...(a5 +1)ag,...ax,+T | m,q > 0,51 < ... < jm, k1 < ... < kg}

é um conjunto de geradores de KG/T. Pela Proposigao 4.14,
{a;, (1 + ai)...(l + a?m) | m > M}
é subconjunto de U. Consequentemente,

{(a?1 + 1)...(a32~m + Dag,..ar, +U [0<m < M,qg>0,j1 < ... <, b1 <...<kg} (4.2)

¢ um conjunto de geradores de KG/U.

Para mostrar que K G /W satisfaz a condigdo maximal para subespagos vetoriais ver-
bais é suficiente mostrar que KG/U satisfaz. Como a1(1 + a3)...(1 + a3;) € U podemos
assumir, sem perda de generalidade, que U ¢é o subespaco vetorial verbal gerado por

ai(1+ a2)...(1+ a%;). E que o conjunto gerador (4.2) é uma base de KG/U sobre K.

Para cada m, 0 < m < M — 1, denotemos por Y,, o subespaco vetorial de KG
gerado por {(af + 1)...(a3 + 1)ag,..ar, | ¢ > 0,51 < ... < jm, k1 < ... < kg}. Seja

Up=U+Yy_1+..4Y,,, onde U = Uy Consideremos a cadeia de subespacos vetoriais
U/U C Uy1/U C Uy /U C...C U;JU C Uy/U = KG/JU.

Se
Uni1/U e (Un/U)/(Uns1/U) =~ Up/Upia
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satisfizerem a condi¢ao maximal para subespacos vetoriais verbais, entdo U,,/U tam-
bém satisfaz. Assim, devemos mostrar que U,,/U,,,1 satisfaz a condi¢gdo maximal para
subespacos vetoriais verbais para todo m, 0 < m < M — 1, a fim de concluirmos que

KG/U satisfaz a condigdo maximal para subespacos vetoriais verbais.

Resultados Auxiliares

Seja ® o conjunto de todas as aplicacoes mondtonas do conjunto N dos ntimeros
naturais. Usaremos ® para denotar também o conjunto de endomorfismos ¢ de G tais
que ¢(a;) = ay(;) para todo i € N, assim como os conjuntos dos endomorfismos induzidos

de KG e de subespagos de KG/U.

Seja © o conjunto de endomorfismos Oy, k < [, de G tais que Oy (a;) = ara; e
Ori(a;) = a;, paratodoi # [. Usaremos © para denotar também o conjunto dos en-

domorfismos induzidos de K'G e de subespagos de KG/U.

Seja A o conjunto de endomorfismos de KG da forma A\ = 0,,,,,...0;.,r.,%, onde
s >0, ;1 ¢ o(N) e rj3 # 71, paratodo? # j. A também denotard o conjunto de

endomorfismos induzidos de subespagos de KG/U.

Fixaremos a seguinte relagao de ordem sobre os geradores de Uy, /U,,1.

Definicao 4.15. Sejam

(a?1 + 1)(a§m + 1)a'k1"'a'kql + Um+1 (S (a221 + 1)(@2

tm

+ 1)ah...al@ + Um+1
elementos arbitrérios de U,,/U,,+1. Dizemos que
(a?1 + 1)...(a2.n + Dag, -.ag,, + Uni1 < (a?1 + 1)...(&12”1 + Day,...a,, + Unia

In

se uma das seguintes afirmagcoes for valida

a) Jm < im;
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b) G = by ey Jt = 1 € J—1 < i;_1 para algum t € {2,...,m};

C)Jm = by eoey J1 =11 € kg < lgy;

Podemos supor, sem perda de generalidade que ¢; < ¢o.

d) kg =gy oo kgt = lgg—r € kgy—t—1 < lg—4—1 para algum t € {0, ...,q1 — 2} ;

e) kg =gy, .., k1 = qu—(q1—1) e q1 < qo.

Definicao 4.16. Seja
T = Z (a?1 + 1)...(a]2~m + Dag, ...ar, + Uns1 € Up/Uns1.
qZO,k‘l<--.<l€q,j1<---<j'm

A maior parcela de x, segundo a Definicao 4.15, denotada por Z, é denominada termo

lider de .

Denotemos por U,,/U,,+1 a expansdo linear do conjunto dos termos lideres de todos

os elementos de U, /U, 1.
Lema 4.17. Sejam V e V' espacos vetoriais tais que VCV'. Se V=V, entao V =V".

Demonstracao:

Suponhamos por absurdo que V' & V’. Como ¢é definido em V' uma relagao de ordem
total, podemos tomar v' o elemento de V' \ V', cujo termo lider v/, é o menor possivel.
Como V =V’ existe v € V, tal que v/, é o termo lider de v. Entdo, v —v € V' \ V e

possui termo lider menor que v/, contradigao.

Para cada m, 0 < m < M — 1, definamos D como o conjunto de todas as sequéncias

d = {(ju, jiz)} de pares ordenados de inteiros tais que 0 < jj1, jip < 1, para todo ! € N,
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(J11, 712) = (0,0) para quase todo valor de [ e, no maximo m valores de jj» sa0 nao nulos.

Seja D’ o K-mdédulo livre, livremente gerado pelos elementos d de D.

Para todo ¢ : N — N em @, definamos ¢ : D — D por o({(jir,5i2)}) = {(U}1,702) }

onde ji 4y, = jie € Jjy = 0se L ¢ p(N), t =1,2.

Para k,I € N arbitrarios, com k < [, definamos 6y : D — D por

ekl({(jsbjﬂ)}) = {(];17]22)}7 onde ]},4;1 = jllaj]la =0e ];t = jst para s 7& let= 17 2.

Seja A o semigrupo das transformacoes lineares do espaco vetorial D’ definidas por

A =0r1r15-Or v, onde s >0, 151 € o(N) e rj; # 11, para todo @ # j.

O préximo lema segue da Proposicao 1.12 da referéncia [47].

Lema 4.18. Para todo inteiro m, 0 < m < M — 1, cadeias ascendentes de K-submodulos

de D' que admitem todos os endomorfismos de A estacionam.

Para cada ¢ € ® definamos uma aplicagao sobre U,,/Uy,+1, por ¢(T) = ¢(z). Para

cada 0 € © definamos uma aplicagao sobre Uy, /Uy,+1, por 0 (T) = i(x). Logo, para

cada A € A temos uma aplicacao sobre U, /U,,11, tal que A\(T) = A(z).

Sabemos que os elementos da forma

(CL?I + 1)((a3m -+ 1)ak1...akq + Um+1, q> O,jl < ... < jm,kl < ... < kq

formam uma base de U,,/U,, 1 sobre K.

Definamos a : U, /Upy1r — D' por o((a3, +1)...(a5 + 1)ag,...ar, + Uni1) = d, onde

j
d= {(ill,ilg)} é tal que
in =1, se l = k;, para algum t € {1, ..., q}, 71 = 0 caso contrario,

its = 1, se l = j5, para algum s € {1,...,m}, 45 = 0 caso contrario.

Como «a ¢ um homomorfismo injetivo, tal que a(A(z)) = A «(z)) para todo A € A
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e todo = € U, /Upy1, segue que cadeias ascendentes de K-submédulos de U, /U,,+1 que

admitem A estacionam.

Lema 4.19. Sejam V um subespaco vetorial A-invariante e V a expansdo linear do

conjunto dos termos lideres de todos os elementos de V. Entio, V é A-invariante.

Demonstracgao:

Sejaw = > v; € V. Entdo, para todoi € {1,...,n}, 7; é termo lider de algum elemento
1=1

v; de V. Suponhamos v; = > v; + 7; . Observemos que, pela definigdo das aplicagoes
t=1

A, o termo lider de A(v;) é A(v;), pois A(v;) = TZ A(vit) + A(77). Como V' é A-invariante

Av;) € V e, consequentemente, \(v;) € V. Assim, Av) = zn: AMv;) € V.
1=1

Proposicao 4.20. O subespaco vetorial KG /W satisfaz a condi¢ao mazimal de subespa-

cos vetoriais verbais.

Demonstracao:

Devemos mostrar que U, /Uny1 satisfaz  a condicgio maximal para
subespacgos vetoriais verbais para 0 < m < M — 1. Seja V), C ... CV, C V.1 C ...,
uma cadeia arbitraria de subespacos vetoriais verbais de U,,/U,,+1. Como V; é verbal, em
particular é A-invariante, pelo Lema 4.19, V; é A-invariante. Entao, o Lema 4.18 garante
que V,C..CV,C m C ... implica V, = m = ... . Pelo Lema 4.17 concluimos que

Vn == Vn+1 = ... .

Teorema 4.21. O subespaco W de KG ¢é subespaco vetorial verbal limite.
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Demonstracao:

Pela Proposicao 4.12, W nao ¢ finitamente gerado. A Proposigao 4.20 garante que todo
subespago vetorial verbal de K'G contendo W, pode ser gerado por um sistema composto
por R e um numero finito de elementos que nao pertencem a R. Entao, pela Proposi¢ao

4.14, este sistema tem base finita. Assim, W é subespaco vetorial verbal limite.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

