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Resumo

Neste trabalho, mostramos a existência de solução para o problema de Dirichlet

não-linear

(P )

{
−∆u = f(x, u) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

onde Ω é um subconjunto aberto, limitado e suave do RN(N ≥ 3).

Consideramos os casos de superlinearidade para a função f e não-quadraticidade no

in�nito para sua primitiva F . A principal ferramenta utilizada é o Teorema do Passo

da Montanha.



Abstract

In this work, we show the existence of solution for the nonlinear Dirichlet problem

(P )

{
−∆u = f(x, u) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

where Ω is a smooth bounded domain of RN (N ≥ 3).

We consider the cases where f is superlinear and where F is nonquadratic at in�nity.

The primary tool used is the Mountain Pass Theorem.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos a existência de solução para o problema de Dirichlet

(P )

{
−∆u = f(x, u) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

onde Ω é um subconjunto aberto, limitado e suave do RN(N ≥ 3) e f satisfaz

(f0) f ∈ C(Ω× R,R);

(f1) existem constantes c1 ≥ 0, c2 > 0 e p ∈ [2, 2∗) tais que

|f(x, s)| ≤ c1 + c2|s|p−1, ∀ (x, s) ∈ Ω× R;

(f2) existe δ > 0 tal que

2F (x, s) ≤ λ1s
2, ∀ x ∈ Ω, |s| < δ,

onde λ1 é o primeiro autovalor associado ao problema

(PA)

{
−∆u = λu , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω.

Sabemos que soluções fracas do problema (P ) são pontos críticos u ∈ H1
0 (Ω) do

funcional I : H1
0 (Ω) −→ R de classe C1 de�nido por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 −
∫

Ω

F (x, u),

onde F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt. Assumindo que f seja uma função Hölder contínua,

mostraremos que tais soluções fracas podem ser regularizadas de modo a obtermos

soluções clássicas, isto é, funções u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) que satisfazem as equações de (P )

no sentido pontual.
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Introdução

Vamos utilizar Métodos Variacionais para obter as soluções fracas. Em especial,

utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha como ferramenta principal para a ob-

tenção de tais pontos críticos.

No Capítulo 1, demonstramos o Teorema do Passo da Montanha. Em seguida,

no Capítulo 2, demonstramos três teoremas relacionados ao problema (P ) em que as

condições sobre f são:

Condição de Ambrosetti-Rabinowitz

(AR) existem µ > 2 e r > 0 tais que

0 < µF (x, s) ≤ sf(x, s) ,∀ x ∈ Ω , |s| ≥ r.

Condições de Schechter-Zou

(SZ1) uniformemente para x ∈ Ω vale

lim
|s|→∞

F (x, s)

s2
=∞;

(SZ2) existem µ > 2 e c ≥ 0 tais que

µF (x, s)− sf(x, s) ≤ c(s2 + 1), ∀ (x, s) ∈ Ω× R;

(SZ3) existem m > N/2 e uma função g ∈ Lm(Ω) tais que

g(x) ≤ F (x, s)

s2
, ∀ (x, s) ∈ Ω× R\{0}.

Condições de Costa-Magalhães

(CM1) existe β > λ1 tal que

lim inf
|s|→∞

2F (x, s)

s2
≥ β, ∀ x ∈ Ω;

(CM2) existem µ > 0 e a > 0 tais que

lim inf
|s|→∞

sf(x, s)− 2F (x, s)

|s|µ
≥ a > 0, ∀ x ∈ Ω;

(CM3) existe q ∈ R tal que

lim sup
|s|→∞

F (x, s)

|s|q
≤ b <∞, ∀ x ∈ Ω.
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Introdução

Conforme veremos, a condição (AR) nos diz que F é superlinear, isto é, para alguma

constante k > 0,

(AR)′ F (x, s) ≥ k|s|µ, ∀ x ∈ Ω, |s| ≥ r.

Note que, dividindo-se (AR)′ por s2 e aplicando-se o limite com |s| → ∞, pode-se

concluir que (AR) implica (SZ1). Observe também que em (AR), o termo µF (x, s)−
sf(x, s) é não positivo, enquanto que o mesmo em (SZ2) pode assumir valores negati-

vos, nulos ou positivos. Logo (SZ2) é mais geral que (AR).

Continuando nossa análise com respeito às hipótese acima, observe que a condição

de superlinearidade (SZ1) é mais forte que (CM1). Agora vejamos que usando (AR)′,

temos que
sf(x, s)− 2F (x, s)

|s|µ
≥ (µ− 2)

F (x, s)

|s|µ
≥ (µ− 2)k|s|µ−µ,

mostrando que (AR) implica (CM2) com µ ≤ µ. Note também que (CM2) é uma

condição de não-quadraticidade no in�nito. Para ilustrar isso, vamos supor que para s

su�cientemente grande, f seja do tipo f(x, s) = γs com γ 6= 0. Desse modo, teremos

que 2F (x, s) = γs2. Logo o termo sf(x, s)− 2F (x, s) é nulo, o que não pode ocorrer.

O primeiro teorema que apresentamos (Capítulo 2) pode ser encontrado em [AmbRab]

em sua versão original em que f é uma função satisfazendo (f0), (f1), (AR) e

(f0)′ f(x, s) = o(|s|) quando n→∞.

Note que nós a substituímos por (f2), que é menos restritiva. Sobre o terceiro teorema,

sua versão original encontra-se em [CosMag], f e sua primitiva F cumprem as condições

(f0), (f1), (CM1)− (CM3) e

(F3)′ lim sup
s→0

2F (x, s)

s2
≤ λ < λ1,

que é uma condição mais fraca que (f0)′, porém mais forte que (f2). As hipóteses

(SZ3) e (CM3) têm sua importância técnica.

Com o objetivo de obter pontos críticos para o funcional I, precisamos veri�car uma

condição de compacidade para I. Veremos que com as hipóteses (AR) e (SZ1)−(SZ3)

o funcional I satisfaz uma condição de compacidade introduzida por Palais e Smale,

enquanto que I satisfaz, usando as hipóteses (CM2) e (CM3), uma outra introduzida

por Cerami, que é mais geral que do que a condição de Palais e Smale.

11



Capítulo 1

Teorema do Passo da Montanha

Neste capítulo, vamos demonstrar o Teorema do Passo da Montanha [AmbRab] ,

um dos mais úteis teoremas de minimax. A demonstração tem por ingrediente básico

um lema de deformação, que apresentaremos na seção 1.1. A seção 1.2 é dedicada à

prova do Teorema do Passo da Montanha.

Em todo o capítulo, vamos denotar por X um espaço de Banach com norma ‖ · ‖,
‖ · ‖X′ a norma no dual de X e por | · |p a norma no espaço Lp(Ω). Vamos também

denotar, para todo número real d e I : X −→ R, Id = {u ∈ X : I(u) ≤ d}.

1.1 Lema da Deformação Quantitativo

O lema da deformação trata-se basicamente em garantir a existência de uma apli-

cação η ∈ C([0, 1]×X,X) tal que, dado ε > 0 pequeno, se possa deformar o conjunto

Ic+ε no conjunto Ic−ε onde c é um valor regular de I, isto é, não há pontos críticos do

funcional I no nível c. Num certo sentido, os conjuntos Ic+ε e Ic−ε são iguais do pontos

de vista topológico.

O lema da deformação original é devido a Clark [Cla]. Nós iremos apresentar um

lema de deformação devido a Willem [Wil2] (veja também [Wil1]).

Lema 1.1 (Lema da Deformação Quantitativo) Sejam X um espaço de Banach,

S ⊆ X, δ > 0 e de�na

Sδ = {u ∈ X : dist(u, S) ≤ δ}.
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Capítulo 1 1.1 Lema da Deformação Quantitativo

Sejam I ∈ C1(X,R), c ∈ R e ε > 0 tais que

‖I ′(u)‖X′ ≥
4ε

δ
, ∀ u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ. (1.1)

Então existe uma função η ∈ C([0, 1]×X,X) de tal forma que:

(i) η(0, u) = u, ∀ u ∈ X;

(ii) η(t, u) = u, ∀ (t, u) /∈ [0, 1]× I−1([c− 2ε, c+ 2ε]);

(iii) η(1, Ic+ε ∩ S) ⊆ Ic−ε ∩ Sδ.

Demonstração: Seja X̃ = {u ∈ X : I ′(u) 6= 0}. Pelo Lema A.1 temos que existe um

campo pseudo-gradiente para I em X̃, isto é, uma aplicação

v : X̃ −→ X

tal que, para todo u ∈ X̃,

(PG1) ‖v(u)‖X ≤ 2‖I ′(u)‖X′ ;
(PG2) I ′(u)v(u) ≥ ‖I ′(u)‖2

X′ .

De�na

A = I−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ,

B = I−1([c− ε, c+ ε]) ∩ S2δ

e ψ : X −→ R por

ψ(u) =
d(u,X\A)

d(u,X\A) + d(u,B)
.

Observe que

0 ≤ ψ ≤ 1 , ψ ≡ 0 em X\A e ψ ≡ 1 em B.

Veri�quemos agora que ψ é localmente Lipschitziana. Para tanto, tome u1, u2 ∈ X
e denotemos, para i = 1, 2,

diu,X,A = d(ui, X\A) e diu,B = d(ui, B).

Temos

|ψ(u1)− ψ(u2)| =

∣∣∣∣(d2
u,X,A + d2

u,B)d1
u,X,A − (d1

u,X,A + d1
u,B)d2

u,X,A

(d1
u,X,A + d1

u,B)(d2
u,X,A + d2

u,B)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ d1
u,X,Ad

2
u,B − d2

u,X,Ad
1
u,B

(d1
u,X,A + d1

u,B)(d2
u,X,A + d2

u,B)

∣∣∣∣
13



Capítulo 1 1.1 Lema da Deformação Quantitativo

=

∣∣∣∣d1
u,X,Ad

2
u,B − d2

u,X,Ad
2
u,B + d2

u,X,Ad
2
u,B − d2

u,X,Ad
1
u,B

(d1
u,X,A + d1

u,B)(d2
u,X,A + d2

u,B)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣d2
u,B(d1

u,X,A − d2
u,X,A) + d2

u,X,A(d2
u,B − d1

u,B)

(d1
u,X,A + d1

u,B)(d2
u,X,A + d2

u,B)

∣∣∣∣
Como a função distância é uma contração fraca (cf. [Elo, Ex.3,pg.31]) temos que

|d1
u,X,A − d2

u,X,A|, |d2
u,B − d1

u,B| ≤ ‖u1 − u2‖.

Logo,

|ψ(u1)− ψ(u2)| ≤
‖u1 − u2‖d2

u,B + ‖u1 − u2‖d2
u,X,A

(d1
u,X,A + d1

u,B)(d2
u,X,A + d2

u,B)
=
‖u1 − u2‖

d1
u,X,A + d1

u,B

.

Vamos agora utilizar o fato de que a função distância é localmente Lipschitziana.

Note que, para qualquer que seja w ∈ X,

d(w,X\A) + d(w,B) > 0.

Assim, existe uma constante k > 0 e uma vizinhança W de w tal que

d(w,X\A) + d(w,B) ≥ 1

k
> 0 para todo w ∈ W.

Aumentando a vizinhança W de w se necessário, podemos supor que u1, u2 ∈ W . Daí,

|ψ(u1)− ψ(u2)| ≤ k‖u1 − u2‖, (1.2)

mostrando que ψ é localmente Lipschitziana.

Considere agora a função Φ : X −→ X de�nida por

Φ(u) =

 −ψ(u)
v(u)

‖v(u)‖2
, u ∈ A;

0 , u ∈ X\A.

Note que por (PG2) e por (1.1) temos

‖Φ(u)‖ ≤ 1

‖v(u)‖
≤ 1

‖I ′(u)‖
≤ δ

4ε
. (1.3)

Dado u ∈ X existe uma vizinhança Bu tal que ψ e v são localmente Lipschitzianas

em Bu. Tome u1, u2 ∈ Bu e sejam

f(ui) =
v(ui)

‖v(ui)‖2
e fi(uj) =

v(ui)

‖v(uj)‖2
para i, j = 1, 2.
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Capítulo 1 1.1 Lema da Deformação Quantitativo

Então, se u1, u2 ∈ X\A, temos,

‖Φ(u1)− Φ(u2)‖ = 0 ≤ ‖u1 − u2‖.

Se u1 ∈ A e u2 ∈ X\A, segue que,

‖Φ(u1)− Φ(u2)‖ = ‖ − ψ(u1)f(u1)‖

= ‖ − ψ(u1)f(u1) + ψ(u2)f(u1)‖

(1.3)

≤ δ

4ε
|ψ(u1)− ψ(u2)|

(1.2)

≤ kδ

4ε
‖u1 − u2‖

= k1‖u1 − u2‖.

Finalmente, se u1, u2 ∈ A, então

‖Φ(u1)− Φ(u2)‖ = ‖ − ψ(u1)f(u1) + ψ(u2)f(u2)‖

= ‖ − ψ(u1)f(u1) + ψ(u1)f(u2)− ψ(u1)f(u2) + ψ(u2)f(u2)‖

≤ ‖f(u1)− f(u2)‖+
δ

4ε
|ψ(u1)− ψ(u2)|

≤ ‖f(u1)− f1(u2)‖+ ‖f1(u2)− f(u2)‖+
δ

4ε
|ψ(u1)− ψ(u2)|.

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

‖f(u1)− f1(u2)‖ ≤ ‖v(u1)‖
∣∣∣∣‖v(u2)‖2 − ‖v(u1)‖2

‖v(u1)‖2‖v(u2)‖2

∣∣∣∣
=
|〈v(u2)− v(u1), v(u2) + v(u1)〉|

‖v(u1)‖‖v(u2)‖2

≤ ‖v(u1) + v(u2)‖
‖v(u1)‖‖v(u2)‖2

‖v(u1)− v(u2)‖

≤ k2‖u1 − u2‖,

15



Capítulo 1 1.1 Lema da Deformação Quantitativo

visto que v é localmente Lipschitziana. Observe agora que

‖f1(u2)− f(u2)‖ =

∥∥∥∥ v(u1)

‖v(u2)‖2
− v(u2)

‖v(u2)‖2

∥∥∥∥
≤ δ2

16ε2
‖v(u1)− v(u2)‖

≤ k3‖u1 − u2‖

e, como
δ

4ε
|ψ(u1)− ψ(u2)| ≤ k1‖u1 − u2‖

podemos concluir que

‖Φ(u1)− Φ(u2)‖ ≤ k‖u1 − u2‖

onde k = k1 + k2 + k3. Logo Φ é localmente Lipschitziana.

Considere agora o seguinte problema de Cauchy em espaços de Banach,

(PC)u


d

dt
σ(t, u) = Φ(σ(t, u))

σ(0, u) = u.

Uma vez que Φ é localmente Lipschitziana, temos que, para cada u ∈ X, o problema

acima tem uma única solução contínua σ(·, u) de�nida para t em um intervalo maximal

(t−u , t
+
u ) (ver [Bre, Teo. VII.3, pg. 104]).

A�rmação: t±u = ±∞.

De fato, seja σ a solução de (PC)u e suponha que t+u <∞. Seja ainda (tn) ⊂ (−∞, t+u )

uma sequência tal que tn → t+u . Então, usando a limitação de Φ, temos que

‖σ(tm, u)− σ(tn, u)‖ =

∥∥∥∥∫ tm

tn

d

dξ
σ(ξ, u)dξ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ tm

tn

Φ(σ(ξ, u))dξ

∥∥∥∥ ≤ K|tm − tn|.

Como (tn) ⊂ R é uma sequência de Cauchy, então (σ(tn, u)) também o é. Daí

lim
n→∞

σ(tn, u) = ũ ∈ X.

Considerando o problema de Cauchy em espaços de Banach

(PC)eu


d

dt
σ(t, u) = Φ(σ(t, u))

σ(t+u , u) = ũ

16



Capítulo 1 1.1 Lema da Deformação Quantitativo

podemos usar o Teorema de Picard para estender σ em um intervalo do tipo (t+u −
k1, t

+
u + k1), contradizendo a maximalidade de t+u . A prova para t−u é análoga.

A dependência contínua de soluções de (PC)u com relação aos dados iniciais implica

que σ ∈ C(R×X,X). Desse modo, podemos de�nir a deformação

η : [0, 1]×X −→ X , η(t, u) = σ(δt, u).

Veri�quemos (i) − (iii). Pela própria de�nição da função η temos que η(0, u) = u

para todo u ∈ X. Logo η satisfaz (i). Para veri�car (ii), observe que Φ ≡ 0 em X\A e

portanto σ(t, u) = u é solução de (PC)u. Logo pela existência e unicidade de soluções

em espaços de Banach do problema (PC)u, segue que η(t, u) = u para todo t ∈ R.
A�m de veri�car (iii) seja t > 0 e u ∈ X. Segue do Teorema Fundamental do

Cálculo que

‖σ(δt, u)− u‖ =

∥∥∥∥∫ δt

0

d

ds
σ(s, u)ds

∥∥∥∥
≤

∫ δt

0

∥∥∥∥ ddsσ(s, u)

∥∥∥∥ds
=

∫ δt

0

‖Φ(σ(s, u))‖ds

≤ δt.

Assim, para todo t ∈ [0, 1] vale

‖σ(δt, u)− u‖ ≤ δ.

Logo,

inf
t∈[0,1]

‖σ(δt, u)− u‖ ≤ δ,

mostrando que, para todo u ∈ S,

σ(δt, u) ∈ Sδ.

Desse modo

σ(δ, S) ⊆ Sδ.

17



Capítulo 1 1.1 Lema da Deformação Quantitativo

Note que se σ(t, u) /∈ A, ψ(σ(t, u)) = 0 e consequentemente
d

dt
I(σ(t, u)) = 0. Caso

contrário,

d

dt
I(σ(t, u)) = I ′(σ(t, u))

d

dt
σ(t, u)

= I ′(σ(t, u))Φ(σ(t, u))

= − ψ(σ(t, u))

‖v(σ(t, u))‖
I ′(σ(t, u))v(σ(t, u)).

Como ψ é não negativa e de (PG2),

I ′(σ(t, u))v(σ(t, u)) ≥ 0,

segue que
d

dt
I(σ(t, u)) ≤ 0.

Donde se conclui que I(η(·, u)) é não-crescente para todo u ∈ X. Tomando agora

u ∈ Ic+ε ∩ S, vamos dividir a prova em dois casos:

Caso 1: Existe t0 ∈ [0, δ) tal que I(η(t0, u)) < c− ε.

Como I(η(·, u)) é não-crescente, tem-se que

I(η(t, u)) < c− ε , ∀ t ≥ t0

e portanto

η(1, u) = σ(δ, u) ∈ Ic−ε.

Como σ(δ, S) ⊆ Sδ obtemos que

η(1, u) = σ(δ, u) ∈ Ic−ε ∩ Sδ.

Caso 2: Para todo t ∈ [0, δ) vale,

c− ε ≤ I(σ(t, u)) ≤ I(σ(0, u)) = I(u) ≤ c+ ε.

Temos que

σ(t, u) ∈ B.
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Capítulo 1 1.2 Teorema do Passo da Montanha

Daí,

I(σ(δ, u)) = I(σ(0, u)) +

∫ δ

0

d

ds
I(σ(s, u))ds

= I(u) +

∫ δ

0

I ′(σ(s, u))Φ(σ(s, u))ds

= I(u)−
∫ δ

0

I ′(σ(s, u))ψ(σ(s, u))
v(σ(s, u))

‖v(σ(s, u))‖
ds

ψ≡1 em B
= I(u)−

∫ δ

0

I ′(σ(s, u))v(σ(s, u))

‖v(σ(s, u))‖
ds

(PG2)

≤ I(u)−
∫ δ

0

‖I ′(σ(s, u))‖2

‖v(σ(s, u))‖
ds

(PG1)

≤ I(u)− 1

2

∫ δ

0

‖I ′(σ(s, u))‖ds

(1.1)

≤ I(u)− 1

2

∫ δ

0

4ε

δ
ds

= I(u)− 2ε

≤ c− ε

provando (iii).

1.2 O Teorema do Passo da Montanha

O Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti-Rabinowitz [AmbRab],

é uma importante ferramenta para obtenção de pontos críticos para funcionais I ∈
C1(X,R). Conforme veremos no Capítulo 2, é possível escolher I de tal forma que seus

pontos críticos sejam soluções de certas equações diferenciais parciais.

Como estamos interessados em obter pontos críticos para um dado funcioanl I ∈
C1(X,R), precisamos provar alguma propriedade de compacidade para o mesmo.

Dizemos que I ∈ C1(X,R) satisfaz a condição de Palais-Smale no nível c ∈ R
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Capítulo 1 1.2 Teorema do Passo da Montanha

denotada por (PS)c se toda sequência (un) ⊆ X satisfazendo,

lim
n→∞

I(un) = c e lim
n→∞

‖I ′(un)‖X′ = 0, (1.4)

possui subsequência convergente. A uma sequência (un) cumprindo (1.4), chamamos

de sequência de Palais-Smale no nível c.

A condição de compacidade que usaremos, a apresentada acima, se deve a Brezis e

Nirenberg (ver [BreNir]). Sua versão original foi introduzida por Palais e Smale e pode

ser encontrada nas referências [Pal1, PalSma, Sma].

Proposição 1.2 Seja I ∈ C1(X,R) tal que I(0) = 0 e,

(I1) existem ρ, α > 0 tais que I|∂Bρ(0) ≥ α;

(I2) existe e ∈ X tal que ‖e‖X > ρ e I(e) < 0.

Seja

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

onde

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Então, dado ε > 0, existe u ∈ X tal que

(i) u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]);

(ii) ‖I ′(u)‖X′ ≤ 2ε.

Demonstração: Seja e ∈ X dado por (I2) e γ ∈ Γ. Então e /∈ Bρ(0) e, como γ ∈ Γ,

existe t0 ∈ [0, 1] tal que γ(t0) ∈ ∂Bρ(0). Assim γ([0, 1]) ∩ ∂Bρ(0) 6= ∅. Logo, por (I1),

temos que

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ inf
w∈∂Bρ(0)

I(w) ≥ α.

Tomando o ín�mo para γ ∈ Γ, concluímos que c ≥ α > 0.

Suponha, por contradição, que a proposição seja falsa. Então existe ε > 0 tal que

‖I ′(u)‖X′ > 2ε para todo u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).

Observe que a a�rmação acima permanece válida se substituirmos ε por ε0 tal que

0 < ε0 < ε. Logo, podemos supor que ε é pequeno de modo que c − 2ε > 0. Estamos

então nas hipóteses do Lema 1.1, considerando S = X e δ = 2. Assim, existe uma

função contínua η : [0, 1]×X −→ X satisfazendo:
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(i) η(1, u) = u,∀ u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]);

(ii) η(1, Ic+ε) ⊆ Ic−ε.

Pela de�nição de c, existe γ̃ ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

I(γ̃(t)) ≤ c+ ε. (1.5)

De�na agora h : [0, 1] −→ X por

h(t) = η(1, γ̃(t)).

Observe que h ∈ C([0, 1], X) pois η ∈ C([0, 1] × X,X). Como γ̃ ∈ Γ, temos que,

γ̃(0) = 0, γ̃(1) = e e além disso, como I(e) < c− 2ε, segue de (i) que

h(0) = η(1, γ̃(0)) = η(1, 0) = 0

e

h(1) = η(1, γ̃(1)) = η(1, e) = e,

donde se conclui que h ∈ Γ. Assim, temos que

c ≤ max
t∈[0,1]

I(h(t)). (1.6)

Usando (ii) e (1.5) obtemos

h(t) = η(1, γ̃(t)) ∈ Ic−ε,

para todo t ∈ [0, 1]. Desta forma

max
t∈[0,1]

I(h(t)) ≤ c− ε. (1.7)

Logo, de (1.6) e (1.7), concluímos que

c ≤ max
t∈[0,1]

I(h(t)) ≤ c− ε,

o que é um absurdo.

Corolário 1.3 Sob as hipóteses da Proposição 1.2, existe uma sequência de Palais-

Smale no nível c para I.
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Demonstração: Observe que pela Proposição 1.2, para cada εn = 1
n
, existe un ∈ X

de modo que

(i) un ∈ I−1([c− 2/n, c+ 2/n]);

(ii) ‖I ′(un)‖X′ ≤ 2/n.

Então,

lim
n→∞

I(un) = c e lim
n→∞

‖I ′(un)‖X′ = 0,

e portanto existe uma sequência de Palais-Smale no nível c.

Agora, estamos em condições de demonstrar o

Teorema 1.4 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaço de Banach e

I ∈ C1(X,R) tal que I(0) = 0 e

(I1) existem ρ, α > 0 tais que I|∂Bρ(0) ≥ α;

(I2) existe e ∈ X tal que ‖e‖X > ρ e I(e) < 0.

Suponha que I satisfaça (PS)c com

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

onde Γ := {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}. Então existe u 6≡ 0 tal que I(u) = c

e I ′(u) = 0.

Demonstração: Pelo Corolário 1.3, existe uma sequência de Palais-Smale (un) ⊆ X

no nível c. Como I satisfaz (PS)c, a menos de subseqüência, un → u ∈ X. Como

I ∈ C1(X,R) (ver Apêndice A.2), devemos necessariamente ter I(u) = c e I ′(u) = 0.

Logo c é um valor crítico de I. Além disso, como I(0) = 0 e I(u) = c > 0, devemos ter

u 6≡ 0.

Vejamos agora, o Teorema do Passo da Montanha com uma condição de com-

pacidade mais fraca que a condição de Palais-Smale.

Dizemos que I satisfaz a condição de Cerami no nível c ∈ R denotada por (Cer)c

se toda sequência (un) ⊆ X satisfazendo,

lim
n→∞

I(un) = c e lim
n→∞

‖I ′(un)‖X′(1 + ‖un‖) = 0, (1.8)

possui subsequência convergente. Uma sequência (un), satisfazendo (1.8), recebe o

nome de sequência de Cerami no nível c.
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A condição de Cerami é devida a Cerami [Cer]. Observe que ela é mais fraca que

Palais-Smale. De fato, suponha que I satisfaz (PS)c e seja (un) ⊆ X uma sequência

Cerami do nível c. Como

lim
n→∞

‖I ′(un)‖X′(1 + ‖un‖) = 0,

então ‖I ′(un)‖X′ → 0. Logo (un) ⊆ X é uma sequência de Palais-Smale no nível

c. Como I satisfaz (PS)c então (un) possui subsequência convergente. Portanto o

funcional I satisfaz (Cer)c.

De posse destes conceitos, pode-se demonstrar o teorema a seguir que diferencia-se

do Teorema 1.4 apenas com respeito a condição de compacidade. A demonstração é

devida a Bartolo, Benci e Fortunato [BarBenFor].

Teorema 1.5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaço de Banach e

I ∈ C1(X,R) tal que I(0) = 0 e

(I1) existem ρ, α > 0 tais que I|∂Bρ(0) ≥ α;

(I2) existe e ∈ X tal que ‖e‖X > ρ e I(e) < 0.

Suponha que I satisfaça (Cer)c com

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

onde Γ := {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}. Então existe u 6≡ 0 tal que I(u) = c

e I ′(u) = 0.
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Capítulo 2

Aplicações do Teorema do Passo da

Montanha

Este capítulo é dedicado a aplicações do Teorema do Passo da Montanha para

obtenção de solução para o problema

(P )

{
−∆u = f(x, u) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω.

onde Ω é um subconjunto aberto, limitado e suave do RN(N ≥ 3).

Seja C∞c (Ω) o conjunto das funções de classe C∞(Ω) que têm suporte compacto em

Ω, e H1
0 (Ω) o fecho de C∞c (Ω) com respeito à norma usual de H1(Ω). Utilizando a

desigualdade de Poincaré pode-se mostrar que

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2
) 1

2

é uma norma em H1
0 (Ω) que é equivalente a norma usual. No que segue, H denota o

espaço H1
0 (Ω) munido com a norma de�nida acima. Como no capítulo anterior, vamos

denotar por |u|s a norma de uma função em Ls(Ω). Além disso, usaremons a notação∫
Ω

f

para representar a integral
∫

Ω

f(x)dx.

Se u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) é solução clássica de (P ), podemos usar o Teorema da

Divergência e a densidade de C∞c (Ω) em H para mostrar que∫
Ω

∇u∇v =

∫
Ω

f(x, u)v, ∀ v ∈ H. (2.1)
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Observe que para a expressão acima fazer sentido, não precisamos das derivadas de

ordem 2 da função u. De fato, se u, v ∈ H então segue de (f1) e da desigualdade de

Hölder com expoentes p−1
p

e p que∫
Ω

|f(x, u)||v| ≤
∫

Ω

(c1 + c2|u|p−1)|v|

≤ c1

∫
Ω

|v|+ c2

∫
Ω

|u|p−1|v|

= c1|v|1 + c2

∫
Ω

|u|p−1|v|

≤ c1|v|1 + c2

{∫
Ω

|u|p
} p−1

p
{∫

Ω

|v|p
} 1

p

= c1|v|1 + c2|u|p−1
p |v|p <∞,

visto que a imersão contínua H ↪→ Lq(Ω) vale para todo q ∈ [1, 2∗]. Motivados pela

expressão (2.1), de�nimos por solução fraca de (P ) uma função u ∈ H tal que∫
Ω

∇u∇v =

∫
Ω

f(x, u)v, ∀ v ∈ H.

Note que toda solução clássica é solução fraca, mas o contrário pode não ser ver-

dadeiro. Assim, a pergunta natural a se fazer é a seguinte: quando uma solução

fraca é solução clássica? Para responder a esta pergunta precisamos do seguinte con-

ceito de continuidade. Dado Ω ⊂ RN aberto e γ ∈ (0, 1], dizemos que uma função

u : Ω ⊆ RN −→ R é Hölder contínua com expoente γ, se existir uma constante k > 0

tal que para quaisquer x, y ∈ Ω,

|u(x)− u(y)| ≤ k|x− y|γ.

De acordo com a Proposição A.6 (ver Apêndice A.3), se f é Hölder contínua e u é

solução fraca então u é solução clássica. Logo, é su�ciente obtermos soluções fracas.

Considerando o funcional I : H −→ R dado por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 −
∫

Ω

F (x, u),
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pode-se mostrar que I está bem de�nido e além disso pela Proposição A.5 (ver Apêndice

A.2), temos que I ∈ C1(H,R) com derivada dada por

I ′(u)v =

∫
Ω

∇u∇v −
∫

Ω

f(x, u)v, ∀ v ∈ H.

Logo, as soluções fracas do problema (P ) são precisamente os pontos críticos de I.

Observação 2.1 A condição (f0) poderia ser substituída por uma condição mais fraca,

chamada de condição de Carathéodory. Uma função f : Ω × R −→ R é dita de

Carathéodory se f(·, s) : Ω −→ R é mensurável para cada s ∈ R e f(x, ·) : R −→ R
é contínua para quase todo x ∈ Ω. Para simpli�car os resultados e não entrarmos em

questões técnicas, a condição envolvendo a regularidade de f neste trabalho será sempre

(f0).

O lema que demonstraremos abaixo, será utilizado em todas as aplicações deste

capítulo. Ele está relacionado com a condição (I1) do Teorema do Passo da Montanha.

O resultado original é devido a Silva [Sil] e a prova apresentada aqui pode ser encontrada

em [SchZou1, Lema 6.6].

Lema 2.2 Se f satisfaz (f0) − (f2), então pelo menos uma das alternativas abaixo

ocorre:

(i) (P ) possui uma solução u 6≡ 0;

(ii) para cada ρ > 0 su�cientemente pequeno, existe α > 0 tal que

I(u) ≥ α , ∀ u ∈ H, ‖u‖ = ρ.

Demonstração: Seja V = ker(−∆ − λ1Id), em que Id : X −→ X é o operador

identidade, o autoespaço associado ao autovalor λ1. Então H = V ⊕W onde W = V ⊥.

Como V tem dimensão �nita, todas as normas em V são equivalentes. Em particular,

existe k > 0 tal que ‖v‖∞ ≤ k‖v‖, para todo v ∈ V . Aqui, ‖ · ‖∞ denota a norma do

supremo, de�nida por ‖v‖∞ = sup{|v(x)|, x ∈ Ω}. Desse modo, se

0 < ρ ≤ δ/2k , ‖v‖ ≤ ρ (2.2)

onde δ é dado por (f2), temos que

‖v‖∞ ≤ kρ ≤ δ/2 =⇒ |v(x)| ≤ δ/2, ∀ x ∈ Ω. (2.3)
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Seja u ∈ H, tal que ‖u‖ ≤ ρ e suponha que para algum x ∈ Ω,

|u(x)| ≥ δ. (2.4)

Escrevendo u ∈ H como u = v + w, com v ∈ V e w ∈ W , segue de (2.2)-(2.4) que

δ ≤ |u(x)| ≤ |v(x)|+ |w(x)| ≤ δ/2 + |w(x)|.

Assim,

|v(x)| ≤ δ/2 ≤ |w(x)|, (2.5)

e consequentemente

|u(x)| ≤ 2|w(x)|. (2.6)

Usando (f1) e a continuidade de F em Ω×[−δ, δ], temos que para todo (x, s) ∈ Ω×R,

|F (x, s)| ≤
∫ s

0

|c1 + c2|ξ|p−1|dξ

= c1|s|+ c2

∫ s

0

|ξ|p−1dξ

= c1|s|+ c2
1

p
|s|p

= c1|s|+ c3|s|p.

Tomando c4 = max
|s|≥δ

c1|s|1−p, podemos concluir que

|F (x, s)| ≤ c5|s|p , |s| ≥ δ (2.7)

onde c5 = c3 + c4.

Daí

−
∫
{|u|≥δ}

F (x, u) ≥ −c5

∫
{|u|≥δ}

|u|p. (2.8)

Por outro lado, segue de (f2) que

−
∫
{|u|<δ}

F (x, u) ≥ −λ1

2

∫
Ω

u2. (2.9)
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Logo, de (2.8) e (2.9), temos que

I(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
{|u|<δ}

F (x, u)−
∫
{|u|≥δ}

F (x, u)

≥ 1

2
‖u‖2 − λ1

2
|u|22 − c5

∫
{|u|≥δ}

|u|p

(2.6)

≥ 1

2
‖u‖2 − λ1

2
|u|22 − c6

∫
Ω

|w|p

H↪→Lp(Ω)

≥ 1

2
‖u‖2 − λ1

2
|u|22 − c7‖w‖p. (2.10)

Lembrando agora que ‖u‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 e |u|22 = |v|22 + |w|22. Como v ∈ V , então

‖v‖2 − λ1|v|22 = 0. Desse modo, (2.10) se reduz a

I(u) ≥ 1

2

(
‖w‖2 − λ1|w|22

)
− c7‖w‖p. (2.11)

Pela desigualdade variacional em W , temos que

−λ1|w|22 ≥ −
λ1

λ2

‖w‖2

e portanto

I(u) ≥ 1

2

(
1− λ1

λ2

)
‖w‖2 − c7‖w‖p. (2.12)

Agora, fazendo 0 < M = 1/2(1− λ1/λ2) e lembrando que ‖w‖ ≤ ρ, (2.12) se expressa

como segue,

I(u) ≥Mρ‖w‖2 (2.13)

ondeMρ = M −ρp−2 e estamos supondo que ρ > 0 é su�cientemente pequeno de modo

que Mρ > 0 .

Suponha agora que (ii) não ocorre. Então existe ρ > 0 pequeno e (un) ⊆ H tal que

lim
n→∞

I(un) = 0 e ‖un‖ = ρ.

Escrevendo un = vn + wn, segue da expressão acima e de (2.13) que

lim
n→∞

‖wn‖ = 0 e lim
n→∞

‖vn‖ = ρ.
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Observe que pela �nitude da dimensão de V , passando a uma subsequência se

necessário for, temos que

lim
n→∞

‖vn − v0‖ = 0.

Logo, ‖v0‖ = ρ e |v0(x)| ≤ δ/2, x ∈ Ω.

A�rmação 1: I(v0) = 0.

Como wn → 0 em H, segue da imersão de Sobolev H ↪→ Lp(Ω) com p ∈ [1, 2∗], que

wn → 0 em Lp(Ω), então pela continuidade de F , a menos de subsequência,

Gn(x) = F (x, vn(x) + wn(x))− F (x, vn(x))→ 0 q.t.p em Ω (2.14)

e |wn(x)| ≤ ψ(x) ∈ Lp(Ω) (cf. [Bre, Teorema IV.9, pg. 58]).

Assim, por (f1), obtemos uma constante positiva k1 tal que

|Gn(x)| ≤ k1

(
|vn(x)|+ |vn(x)|p + |wn(x)|+ |wn(x)|p

)
≤ k

(
|vn(x)|+ |vn(x)|p + |ψn(x)|+ |ψn(x)|p

)
.

Como ‖vn‖ → ρ quando n → ∞ e dimV < ∞ então existe uma constante k2 > 0 tal

que |vn(x)| ≤ k2 para todo x ∈ Ω e todo n ∈ N. Desse modo,

|Gn(x)| ≤ k1

(
k2 + kp2 + |ψn(x)|+ |ψn(x)|p

)
= h(x).

Observando que |ψ(x)| ∈ L1(Ω), pois Lp(Ω) ⊆ L1(Ω) e que |ψ(x)|p ∈ L1(Ω), concluimos

que

|Gn(x)| ≤ h(x) ∈ L1(Ω).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada (ver [Bre, Teorema VI.1, pg. 54]) e

por (2.14)

lim
n→∞

∫
Ω

(
F (x, vn(x) + wn(x))− F (x, vn(x))

)
= 0. (2.15)

Como I(un) → 0 e ‖wn‖ → 0 quando n → ∞, podemos usar a continuidade de I e

(2.15) para concluir que

I(vn) = I(un)− 1

2
‖wn‖2 +

∫
Ω

(
F (x, vn(x) + wn(x))− F (x, vn(x))

)
→ 0 = I(v0),

e a a�rmação está provada.

Lembrando que |v0(x)| ≤ δ/2, segue de (f2) que

2F (x, v0(x)) ≤ λ1v0(x)2, ∀ x ∈ Ω. (2.16)
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Note que,

I(v0) =
1

2
‖v0‖2 −

∫
Ω

F (x, v0(x))

=
λ1

2

∫
Ω

v0(x)2 −
∫

Ω

F (x, v0(x))

=
1

2

∫
Ω

(
λ1v0(x)2 − 2F (x, v0(x))

)
= 0.

Como (2.16) nos diz que o integrando da expressão acima é não negativo para quase

todo x ∈ Ω, segue que

2F (x, v0(x)) ≡ λ1v0(x)2, ∀ x ∈ Ω. (2.17)

Seja ϕ uma função qualquer de C∞c (Ω). Como ϕ é limitada, então para t > 0

su�cientemente pequeno,

|v0(x) + tϕ(x)| ≤ δ, ∀ x ∈ Ω.

Assim, pela desigualdade acima e por (f2),

2F (x, v0 + tϕ(x))− λ1(v0 + tϕ(x))2 ≤ 0 (2.18)

e, por (2.17),

−2F (x, v0(x)) + λ1v0(x)2 = 0, ∀ x ∈ Ω. (2.19)

Combinando as expressões (2.18) e (2.19), obtemos que

2F (x, v0 + tϕ(x))− 2F (x, v0)− λ1(v0 + tϕ(x))2 + λ1v
2
0 ≤ 0.

Agora, dividindo a expressão acima por t e passando ao limite, segue que

2 lim
t→0

F (x, v0(x) + tϕ(x))− F (x, v0(x))

t
− 2λ1v0(x)ϕ(x) ≤ 0,

ou seja,

2[f(x, v0(x))− λ1v0(x)]ϕ(x) ≤ 0

para todo x ∈ Ω e toda ϕ ∈ C∞c (Ω).

A�rmação 2: h(x) = f(x, v0(x))− λ1v0(x) = 0, ∀ x ∈ Ω.
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Capítulo 2 2.1 Condições de Ambrosetti-Rabinowitz

De fato, suponha que a a�rmação seja falsa. Então existe x0 ∈ Ω de tal forma que

h(x0) 6= 0, digamos h(x0) > 0. Tome agora ϕ ∈ C∞c (Ω) tal que ϕ(x0) > 0 e, para r > 0

pequeno, tenhamos supp(ϕ) ⊆ Br(x0) ⊂ Ω. Desse modo h(x0)ϕ(x0) > 0, o que é um

absurdo. Por outro lado, se h(x0) < 0, argumentos análogos nos levam novamente a

um absurdo. Portanto h(x) ≡ 0, ou seja,

f(x, v0(x)) = λ1v0(x), ∀ x ∈ Ω.

Sendo v0 uma autofunção associada ao autovalor λ1, ou seja, ‖v0‖2 = λ1|v0|22, segue
da expressão acima o que desejávamos, isto é, (i) ocorre e, desta forma, a demonstração

está completa.

2.1 Condições de Ambrosetti-Rabinowitz

Nesta seção, vamos resolver o problema (P ) supondo que f satisfaz, além de

(f0)− (f2), a seguinte condição de superlinearidade:

(AR) existem µ > 2 e r > 0 tais que

0 < µF (x, s) ≤ sf(x, s) ,∀ x ∈ Ω , |s| ≥ r.

O resultado principal desta seção é devido a Ambrosetti e Rabinowitz [AmbRab] e

pode ser enunciado como segue:

Teorema 2.3 Se f satisfaz (f0)−(f2) e (AR) então o problema (P ) tem solução fraca

u 6≡ 0.

A prova será feita via Teorema 1.4. Os dois lemas a seguir estão relacionados com

a condição (I2) e com a condição de Palais-Smale.

Lema 2.4 Se f satisfaz (AR) então, para todo ρ > 0 dado, existe e ∈ H tal que

‖e‖ > ρ e I(e) ≤ 0.

Demonstração: Observe que de (AR), para s ≥ r, temos,

f(x, s)

F (x, s)
≥ µ

s
.
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Capítulo 2 2.1 Condições de Ambrosetti-Rabinowitz

Assim, ∫ s

r

d

dξ
lnF (x, ξ)dξ =

∫ s

r

f(x, ξ)

F (x, ξ)
dξ ≥ µ

∫ s

r

1

ξ
dξ,

implicando que

ln
F (x, s)

F (x, r)
≥ ln

(
s

r

)µ
.

Logo,

F (x, s) ≥ F (x, r)

rµ
sµ, ∀ x ∈ Ω , s ≥ r.

Fazendo a1 =
F (x, r)

rµ
obtemos que

F (x, s) ≥ a1s
µ, ∀ x ∈ Ω , s ≥ r.

Por outro lado, para s ≤ −r, segue de (AR) que

f(x, s)

F (x, s)
≤ µ

s
,

assim ∫ −r
s

f(x, ξ)

F (x, ξ)
dξ ≤

∫ −r
s

µ

ξ
dξ

e desta forma

ln
F (x,−r)
F (x, s)

≤ ln

∣∣∣∣rs
∣∣∣∣µ,

donde segue que
F (x,−r)
F (x, s)

≤
∣∣∣∣rs
∣∣∣∣µ,

ou seja

|F (x, s)| ≥ a2|s|µ, ∀ x ∈ Ω, s ≤ −r

onde a2 =
F (x,−r)

rµ
. Considerando c3 = min{a1, a2}, podemos concluir que

F (x, s) ≥ c3|s|µ, ∀ x ∈ Ω, |s| ≥ r.

Além disso, como F ∈ C(Ω × R,R) e Ω × [−r, r] é compacto, podemos tomar c4 =

max
(x,s)∈Ω×[−r,r]

F (x, s) e usar a desigualdade acima para obter

F (x, s) ≥ c3|s|µ − c4, ∀ (x, s) ∈ Ω× R. (2.20)
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Capítulo 2 2.1 Condições de Ambrosetti-Rabinowitz

Dado u ∈ C∞c (Ω)\{0}, segue da a expressão acima que

I(tu) =
t2

2
‖u‖2 −

∫
Ω

F (x, tu)

≤ t2

2
‖u‖2 − c3|t|µ|u|µµ + c4|Ω|.

Lembrando que µ > 2, concluímos que I(tu)→ −∞ quando t→∞. Logo, dado ρ > 0

existe t0 > 0 su�cientemente grande tal que e = t0u satisfaz ‖e‖ > ρ e I(e) < 0. Isto

conclui a prova do lema.

Lema 2.5 Se f satisfaz (AR), então o funcional I satisfaz (PS)c para todo c ∈ R.

Demonstração: Sejam c ∈ R e (un) ⊆ H uma sequência de Palais-Smale no nível c,

isto é,

lim
n→∞

I(un) = c e lim
n→∞

‖I ′(un)‖H′ = 0.

A�rmação: (un) ⊆ H é limitada.

De fato, note inicialmente que existe M > 0 tal que

|I(un)| < M.

Além disso, como ‖I ′(un)‖H′ → 0, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖I ′(un)‖H′ < ε, ∀ n > n0.

Daí,

I(un)− 1

µ
I ′(un) un ≤

∣∣∣∣I(un)− 1

µ
I ′(un) un

∣∣∣∣
≤ |I(un)|+ 1

µ
‖I ′(un)‖H′‖un‖

≤ M +
ε

µ
‖un‖, ∀ n > n0.

Por outro lado

I(un)− 1

µ
I ′(un) un =

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 +

∫
Ω

(
1

µ
f(x, un) un − F (x, un)

)

=

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 +

∫
{|un|≥r}

T (x, un) +

∫
{|un|<r}

T (x, un)

33



Capítulo 2 2.1 Condições de Ambrosetti-Rabinowitz

onde

T (x, un) =
1

µ
f(x, un) un − F (x, un).

Note que de (AR) temos que ∫
{|un|≥r}

T (x, un) ≥ 0.

De�na agora a função h : Ω× R −→ R por

h(x, u) = |T (x, u)|.

De (f0), as funções f e F são contínuas, e então h também o é. Desse modo h|Ω×[−r,r]

é limitada, digamos por uma constante k. Logo,∫
{|un|<r}

T (x, un) ≥ −
∫

Ω

|T (x, un)| ≥ −
∫

Ω

k.

Segue então que

I(un)− 1

µ
I ′(un) un ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 +

∫
{|u|≥r}

T (x, un)− k|Ω|

≥
(

1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − k|Ω|.

Então (
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − k|Ω| ≤ I(un)− 1

µ
I ′(un) ≤M +

1

µ
ε‖un‖,

ou seja (
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − k|Ω| ≤M +

1

µ
ε‖un‖. (2.21)

A expressão acima implica que (un) ⊆ H é limitada. De fato, se não fosse assim, então

existiria uma subsequência, ainda denotada por (un), tal que ‖un‖ → ∞. Dividindo

a expressão acima por ‖un‖ e usando que 2−1 − µ−1 > 0 obteríamos uma contradição

quando n→∞. Logo (un) é limitada.

Mostremos agora que a limitação de (un) implica na existência de uma subsequência

convergente. De�nindo J0, J : H −→ R por

J0(u) =

∫
Ω

|∇u|2 , J(u) =

∫
Ω

F (x, s),
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Capítulo 2 2.2 Condições de Schechter-Zou

temos que I = 1
2
J0(u) − J(u). Assim, segue do Apêndice A.2 que I ′(u) : H −→ H ′ é

dado por

I ′(u)v =< u, v >H −
∫

Ω

f(x, u)v, ∀ v ∈ H,

onde < ·, · >H denota o produto interno em H e

J ′(u)v =

∫
Ω

f(x, u)v.

Além disso o operador J ′ é compacto (ver Apêndice A.2). Então a menos de sub-

sequência

lim
n→∞

J ′(un) = v

e como I ′(u) = u− J ′(u), segue que

lim
n→∞

un = lim
n→∞

(I ′(un) + J ′(un)) = v

Portanto un converge e, consequentemente, I satisfaz (PS)c.

Demonstração do Teorema 2.3: De acordo com o Lema 2.2, uma das possibi-

lidades abaixo ocorre:

(i) (P ) possui uma solução u 6≡ 0;

(ii) para cada ρ > 0 su�cientemente pequeno, existe α > 0 tal que

I(u) ≥ α , ∀ u ∈ H, ‖u‖ = ρ.

Podemos supor que (ii) ocorre, pois, caso contrário, o item (i) acima nos fornece uma

solução não nula para (P ). Então I satisfaz a condição (I1) do Teorema do Passo da

Montanha. Observe que I(0) = 0 e pelos lemas 2.4 e 2.5 o funcional I satisfaz (I2) e

(PS)c. Portanto podemos aplicar o Teorema 1.4 para obtermos um ponto crítico não

nulo de I, isto é, uma solução não trivial do problema (P ).

2.2 Condições de Schechter-Zou

Nesta seção vamos supor que f satisfaz as hipóteses de Schechter-Zou, a saber:

(SZ1) uniformemente para x ∈ Ω vale

lim
|s|→∞

F (x, s)

s2
=∞;
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Capítulo 2 2.2 Condições de Schechter-Zou

(SZ2) existem µ > 2 e c ≥ 0 tais que

µF (x, s)− sf(x, s) ≤ c(s2 + 1), ∀ (x, s) ∈ Ω× R;

(SZ3) existem m > N/2 e uma função g ∈ Lm(Ω) tais que

g(x) ≤ F (x, s)

s2
, ∀ (x, s) ∈ Ω× R\{0}.

No que segue, vamos provar o seguinte resultado devido a Schechter e Zou [SchZou2]:

Teorema 2.6 Se f satisfaz (f0) − (f2) e (SZ1) − (SZ3), então o problema (P ) tem

solução fraca u 6≡ 0.

Como na seção anterior, faremos uso dos lemas abaixo.

Lema 2.7 Se f satisfaz (SZ1) e (SZ3) então para todo ρ > 0 dado, existe e ∈ H tal

que ‖e‖ > ρ e I(e) ≤ 0.

Demonstração: Seja ϕ1 > 0 uma autofunção associada ao primeiro autovalor do

problema (PA) de�nido na introdução. Note que

I(tϕ1)

t2
=

1

2
‖ϕ1‖2 −

∫
Ω

F (x, tϕ1)

(tϕ1)2
ϕ2

1.

Observe que por (SZ3),

F (x, tϕ1)

(tϕ1)2
ϕ2

1 ≥ g(x)ϕ2
1 = h(x) ∈ L1(Ω),

pois g(x) ∈ Lm(Ω) ⊆ L1(Ω) e ϕ1 ∈ C∞(Ω). Daí, segue do Lema de Fatou que

lim inf
t→∞

∫
Ω

F (x, tϕ1)

(tϕ1)2
ϕ2

1 ≥
∫

Ω

lim inf
t→∞

F (x, tϕ1)

(tϕ1)2
ϕ2

1.

Como ϕ1 > 0, então tϕ1(x)→∞ q.t.p em Ω. Assim, de (SZ1) obtemos que

lim inf
t→∞

∫
Ω

F (x, tϕ1)

(tϕ1)2
ϕ2

1 ≥
∫

Ω

lim inf
t→∞

F (x, tϕ1)

(tϕ1)2
ϕ2

1 =∞.

Portanto, dado ρ > 0, existe t0 > 0 su�cientemente grande tal que e = t0ϕ1 satisfaz

‖e‖ > ρ e I(e) < 0.
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Lema 2.8 Se f satisfaz (SZ1)− (SZ3) então o funcional I satisfaz (PS)c para todo

c ∈ R.

Demonstração: Seja (un) ⊆ H uma sequência de Palais-Smale no nível c. Como

no Lema 2.5, é su�ciente mostrar que (un) ⊆ H é limitada. Suponha, por absurdo

que (un) não seja limitada. Então, passando a uma subsequência se necessário, temos

que ρn = ‖un‖ → ∞. Sem perda de generalidade, podemos supor que ρn > 0. Logo

podemos de�nir (ũn) ⊆ H por

ũn(x) =
un(x)

ρn
.

Então ‖ũn‖ = 1 para todo n ∈ N e a menos de subsequência,
ũn ⇀ ũ fracamente em H;

ũn → ũ em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < 2∗;

ũn(x) → ũ(x) q.t.p em Ω.

(2.22)

Uma vez que

I(un) =
1

2
ρ2
n −

∫
Ω

F (x, un),

temos ∫
Ω

F (x, un)

u2
n

ũ2
n =

1

2
− I(un)

ρ2
n

.

Como ρn →∞ e I(un)→ c, segue que

lim
n→∞

∫
Ω

F (x, un)

u2
n

ũ2
n =

1

2
. (2.23)

Seja Ω̃ = {x ∈ Ω : ũ(x) 6= 0} e observe que, como un(x) = ρnũn(x) e ρn → ∞,

segue de (2.22) que

|un(x)| → ∞ q.t.p em Ω̃.

Logo, usando (SZ1), concluímos que

lim
n→∞

F (x, un)

u2
n

ũ2
n =∞, q.t.p em Ω̃. (2.24)

A�rmação: O conjunto Ω̃ é vazio.

Suponha o contrário. Então de (SZ3), temos que∫
Ω

F (x, un)

u2
n

ũ2
n =

∫
eΩ
F (x, un)

u2
n

ũ2
n +

∫
Ω\eΩ

F (x, un)

u2
n

ũ2
n

≥
∫

eΩ
F (x, un)

u2
n

ũ2
n +

∫
Ω\eΩ gũ

2
n.
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Mostremos agora que

lim
n→∞

∫
Ω\eΩ gũ

2
n = 0.

Sejam > N/2 > 1 dado por (SZ3) e considerem′ = m/(m−1) seu expoente conjugado.

Note que 2m′ < 2∗. De fato,

m >
N

2
⇔ − 1

N
< − 1

2m
⇔ 1

2
− 1

N
<

1

2
− 1

2m
⇔ 2m′ < 2∗.

Pela Desigualdade de Hölder, temos que∫
Ω\eΩ gũ

2
n ≤

∫
Ω\eΩ |g|ũ

2
n ≤

{∫
Ω\eΩ |g|

m

} 1
m
{∫

Ω\eΩ |ũn|
2m′
} 2

2m′

= |g|m|ũn|2L2m′ (Ω\eΩ)
.

Como ũn → 0 em L2m′(Ω\Ω̃), segue que

lim
n→∞

∫
Ω\eΩ gũ

2
n = 0. (2.25)

Agora, observe que existe uma função h̃ ∈ L1(Ω) tal que
F (x, un)

u2
n

ũ2
n ≥ h̃(x). De

fato, observando que
1

N/2
+

1

2∗
+

1

2∗
= 1

e lembrando que m > N/2 então existe m′′ < 2∗ tal que

1

m
+

1

2∗
+

1

m′′
= 1.

Daí, segue da desigualdade de Hölder com expoentes m,m′′ e 2∗ que∫
Ω

∣∣∣gũ2
n − gũ2

∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|g||ũn + ũ||ũn − ũ|

≤ |g|m|ũn + ũ|2∗|ũn − ũ|m′′ .

Assim, por (SZ3) e (2.22) temos que

lim
n→∞

∫
Ω

∣∣∣gũ2
n − gũ2

∣∣∣ = 0.
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Logo, existe ψ ∈ L1(Ω) tal que |g(x)ũ2
n| ≤ ψ(x). Assim, usando novamente (SZ3) e a

última desigualdade, temos

F (x, un)

u2
n

ũ2
n ≥ g(x)ũ2

n ≥ −ψ(x) = h̃(x).

Então, pela desigualdade acima, podemos aplicar o Lema de Fatou, que juntamente

com (2.24) nos fornece

lim inf
n→∞

∫
Ω

F (x, un)

u2
n

ũ2
n ≥

∫
eΩ lim inf

n→∞

F (x, un)

u2
n

ũ2
n + lim inf

n→∞

∫
Ω\eΩ

F (x, un)

u2
n

ũ2
n =∞,

contradizendo (2.23). Portanto, Ω̃ = ∅ e segue de (2.22) que

ũ ≡ 0 q.t.p em Ω.

Dividindo I ′(un)un por ρ2
n obtemos

I ′(un)un
ρ2
n

= 1−
∫

Ω

unf(x, un)

u2
n

ũ2
n. (2.26)

Observe que

lim
n→∞

|I ′(un)un|
ρ2
n

≤ lim
n→∞

‖I ′(un)‖H′
ρn

= 0, (2.27)

visto que (un) é uma sequência de Palais-Smale e ρn = ‖un‖ → ∞ quando n → ∞.

Assim, usando (2.27) e passando (2.26) ao limite, obtemos que

lim
n→∞

∫
Ω

unf(x, un)

u2
n

ũ2
n = 1. (2.28)

Segue de (2.23) que

lim
n→∞

∫
Ω

µF (x, un)

u2
n

ũ2
n =

µ

2
. (2.29)

Então, combinando (2.23) com (2.28) obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

µF (x, un)− unf(x, un)

u2
n

ũ2
n =

µ

2
− 1 > 0. (2.30)

Pela hipótese (SZ2)

µF (x, un)− unf(x, un)

u2
n

ũ2
n ≤ c

(u2
n + 1)

u2
n

ũ2
n.
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Assim,

lim sup
n→∞

µF (x, un)− unf(x, un)

u2
n

ũ2
n ≤ lim sup

n→∞
c
(u2

n + 1)

u2
n

ũ2
n

= lim sup
n→∞

c

(
ũ2
n +

1

ρ2
n

)
= 0,

ou seja,

lim sup
n→∞

µF (x, un)− unf(x, un)

u2
n

ũ2
n ≤ 0. (2.31)

Como ũ2
n → ũ2 em L1(Ω) e podemos supor que ρn > 1 temos

µF (x, un)− unf(x, un)

u2
n

ũ2
n ≤ c

u2
n + 1

u2
n

ũ2
n = ũ2

n +
1

ρn
≤ h,

onde h ∈ L1(Ω). Daí, por (2.31) e pelo Lema de Fatou segue que

lim sup
n→∞

∫
Ω

µF (x, un)− unf(x, un)

u2
n

ũ2
n ≤

∫
Ω

lim sup
n→∞

µF (x, un)− unf(x, un)

u2
n

ũ2
n ≤ 0,

o que contradiz (2.30). Portanto a sequência (un) é limitada.

Demonstração do Teorema 2.6: A prova é inteiramente análoga a apresentada

no Teorema 2.3, utilizando-se agora os Lemas 2.7 e 2.8.

2.3 Condições de Costa-Magalhães

Por �m, nesta seção vamos supor que f satisfaz

(CM1) existe β > λ1 tal que

lim inf
|s|→∞

2F (x, s)

s2
≥ β, ∀ x ∈ Ω;

(CM2) existem µ > 0 e a > 0 tais que

lim inf
|s|→∞

sf(x, s)− 2F (x, s)

|s|µ
≥ a > 0, ∀ x ∈ Ω;

(CM3) existe q ∈ R tal que

lim sup
|s|→∞

F (x, s)

|s|q
≤ b <∞, ∀ x ∈ Ω.

O teorema abaixo é devido a Costa e Magalhães [CosMag].
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Teorema 2.9 Se f satisfaz (f0)− (f2), (CM1), (CM2) e (CM3) com µ > N
2

(q − 2)

então o problema (P ) tem solução fraca u 6≡ 0.

Façamos agora a prova dos lemas necessários para provar o teorema acima.

Lema 2.10 Se f satisfaz (CM1) então, para todo ρ > 0 dado, existe e ∈ H tal que

‖e‖ > ρ e I(e) ≤ 0.

Demonstração: Note que, dado ε > 0, por (CM1) existe M > 0 tal que

F (x, s) ≥ 1

2
(β − ε)s2, ∀ x ∈ Ω, |s| ≥M. (2.32)

Pela continuidade de F em Ω× [−M,M ], existe uma constante positiva k, tal que

F (x, s) ≥ 1

2
(β − ε)s2 − k, ∀ (x, s) ∈ Ω× R.

Daí,

I(u) ≤ 1

2
‖u‖2 − 1

2
(β − ε)|u|22 + k|Ω|. (2.33)

Seja ϕ1 ∈ H uma autofunção associada ao autovalor λ1 e normalizada de modo que

‖ϕ1‖2 = 1 = λ1|ϕ1|22. Assim,
1

λ1

= |ϕ1|22.

Substituindo a igualdade acima em (2.24) e avaliando I em tϕ1, temos,

I(tϕ1) ≤ t2

2
− t2

2
(β − ε)|ϕ1|22 + k|Ω|

=

(
1− β − ε

λ1

)
t2

2
+ k|Ω|. (2.34)

Diminuindo ε caso seja necessário, podemos supor que λ1 < β − ε, ou seja, 1 − (β −
ε)/λ1 < 0. Logo, dado ρ > 0, existe t0 > 0 su�cientemente grande tal que e = t0ϕ1

satisfaz ‖e‖ > ρ e I(e) < 0.

Lema 2.11 Se f satisfaz (CM2) e (CM3) com µ > N
2

(q − 2), então o funcional I

satisfaz (Cer)c para todo c ∈ R.
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Demonstração: De (CM2), dado 0 < ε < a, existe M > 0 tal que,

a1|s|µ ≤ sf(x, s)− 2F (x, s), ∀ x ∈ Ω, |s| ≥M.

onde a1 = a− ε. A continuidade de f e F em Ω× [−M,M ] nos garante que existe uma

constante a2 > 0 tal que

a1|s|µ − a2 ≤ sf(x, s)− 2F (x, s), ∀ (x, s) ∈ Ω× R. (2.35)

Seja agora (un) ⊆ H uma seqüência de Cerami no nível c, isto é,

lim
n→∞

I(un) = c , lim
n→∞

‖I ′(un)‖(1 + ‖un‖) = 0,

mostremos que (un) ⊆ H é limitada. Supondo o contrário e passando a uma sub-

sequência se necessário, temos que ‖un‖ → ∞ quando n→∞. De (2.35) temos que

a1|un|µµ − a2|Ω| ≤
∫

Ω

(unf(x, un)− 2F (x, un))

= 2I(un)− I ′(un)un

≤ 2|I(un)|+ ‖I ′(un)‖H′‖un‖,

ou seja,

a1|un|µµ − a2|Ω| ≤ 2|I(un)|+ ‖I ′(un)‖H′‖un‖. (2.36)

Como (un) é uma sequência de Cerami no nível c, o lado direito da expressão acima

é limitado. Logo un ∈ Lµ(Ω) e, além disso, a seqüência (un) é limitada em Lµ(Ω), isto

é, |un|µ ≤ k1 para alguma constante k1 > 0.

A hipótese (CM3) e a continuidade F nos fornecem constantes positivas d1 e d2,

tais que

F (x, s) ≤ d1|s|q + d2, ∀ (x, s) ∈ Ω× R. (2.37)

Assim, por (2.37) temos que,

1

2
‖un‖2 − I(un) =

∫
Ω

F (x, un) ≤ d1|un|qq + d2|Ω|. (2.38)

Como un ∈ Lµ(Ω)∩L2∗(Ω) então, para algum t ∈ (0, 1), segue, da desigualdade de

interpolação (ver [Bre, pg. 194]) que,

|un|qq ≤ |un|
tq
2∗|un|

(1−t)q
µ . (2.39)
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Temos também que H ↪→ L2∗(Ω). Então,

|un|tq2∗ ≤ k2‖un‖tq. (2.40)

Observe que,

|un|(1−t)qµ ≤ k3 , I(un) ≤ k4. (2.41)

Portanto, segue de (2.38)-(2.41) que,

1

2
‖un‖2 ≤ a1|un|qq + a2|Ω|+ I(un)

≤ a1|un|tq2∗|un|
(1−t)q
µ + a2|Ω|+ k4

≤ a1k2k3‖un‖tq + a2|Ω|+ k4,

ou seja,
1

2
‖un‖2 ≤ a1k2k3‖un‖tq + a2|Ω|+ k4. (2.42)

A�rmação: tq < 2.

De fato, observe inicialmente que

1

q
=

1− t
µ

+
t

2∗
,

e portanto

tq =
2∗(q − µ)

2∗ − µ
.

Por hipótese, µ > N
2

(q − 2). Então

4µ

N − 2
>

2N(q − 2)

(N − 2)
⇐⇒ µ(2∗ − 2) > 2∗(q − 2)

⇐⇒ µ(2− 2∗) < 2∗(2− q)

⇐⇒ 2∗(q − µ) < 2(2∗ − µ)

⇐⇒ tq < 2.
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Como tq < 2, podemos usar (2.42) para obter uma contradição, como feito no Lema

2.5. Logo (un) ⊆ H é limitada. Agora, desde que ‖I ′(un)‖H′(1 + ‖un‖) → 0, então

‖I ′(un)‖H′ → 0. Assim, podemos usar a limitação de (un) e o mesmo argumento da

prova do Lema 2.5 para concluir que (un) possui uma subsequência convergente.

Demonstração do Teorema 2.9: Basta argumentar como no Teorema 2.3, usando

os Lemas 2.10 e 2.11.

Observação 2.12 Analisando a prova do Lema 2.11 percebe-se que o Teorema 2.9

continua válido se substituirmos a condição (CM2) por

(C̃M2) existem a > 0 e µ > 0 tais que

lim sup
|s|→∞

sf(x, s)− 2F (x, s)

|s|µ
≤ −a < 0.
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Apêndice A

Neste apêndice, apresentamos alguns resultados utilizados durante este trabalho,

bem como suas respectivas demonstrações.

A.1 Campo Pseudo-Gradiente

Seja X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R). Dizemos que v ∈ X é um vetor

pseudo-gradiente para I em u ∈ X̃ = {w ∈ X : I ′(w) 6= 0} se

‖v‖ ≤ 2‖I ′(u)‖X′ e I ′(u)v ≥ ‖I ′(u)‖2
X′ .

Um campo pseudo-gradiente para I em X é uma aplicação V : X̃ −→ X tal que

(a) V é localmente Lipschitziana;

(b) para cada u ∈ X̃, V (u) é um vetor pseudo-gradiente para I.

Lema A.1 Se I ∈ C1(X,R) então existe um campo pseudo-gradiente para I em X̃.

Demonstração: Dado u ∈ X̃ existe, por de�nição, w ∈ X tal que ‖w‖X = 1 e

I ′(u)w >
2

3
‖I ′(u)‖X′ .

Então z = 3
2
‖I ′(u)‖w é um vetor pseudo-gradiente para I em u. De fato,

‖z‖ =
3

2
‖I ′(u)‖X′‖w‖ =

3

2
‖I ′(u)‖X′ < 2‖I ′(u)‖X′

e

I ′(u)z =
3

2
‖I ′(u)‖X′I ′(u)w >

3

2
‖I ′(u)‖X′

2

3
‖I ′(u)‖X′ = ‖I ′(u)‖2

X′ .

Pela continuidade de I ′, existe uma vizinhaça Nu de u tal que para todo v ∈ Nu
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I ′(v)z ≥ ‖I ′(v)‖2
X′ e ‖z‖ ≤ 2‖I ′(v)‖X′ (A.1.1)

Note que a família N={Nu}u∈ eX é uma cobertura aberta de X̃. Como X̃ é um espaço

métrico, então é paracompacto (cf. [Elo]). Logo, existe uma cobertura M={Mλ}λ∈Λ

de X̃, aberta e localmente �nita que re�na N , isto é, para cada u ∈ X̃ existem índices

λ1, . . . , λn ∈ Λ e uma vizinhança Wu de u tal que Wu ∩ Mλ 6= ∅ com λ ∈ Λn =

{λ1, . . . , λn}, ou seja, a intersecção citada é não vazia apenas para um número �nito

de índices λ. Além disso, para cada Mλ ∈ M existe Nu ∈ N tal que Mλ ⊂ Nu. Seja

zλ um vetor pseudo-gradiente para I em Mλ. Então zλ = z satisfaz (A.1.1) para cada

u ∈Mλ.

Seja agora dλ(u) a distância de u ao complemento de Mλ. Então a função dλ é

Lipschitiziana e além disso supp(dλ) ⊆Mλ. De�na

fλ(u) =
dλ(u)∑

k∈Λn

dk(u)
.

Observe que fλ está bem de�nida, pois para cada u ∈ X̃,
∑
k∈Λn

dk(u) < ∞ e não

nulo. Além disso como o re�namento é localmente �nito, tem-se que, 0 ≤ fλ ≤ 1 e

para cada u ∈ X̃, ∑
λ∈Λ

fλ(u) =
∑
λ∈Λ

dλ(u)∑
k∈Λn

dk(u)
= 1. (A.1.2)

Veri�quemos agora que

V (u) :=
∑
λ∈Λ

fλ(u)zλ

é um campo pseudo-gradiente para I um X̃. Temos por (A.1.1) e (A.1.2) que

‖V (u)‖ ≤
∑
λ∈Λ

∣∣∣∣dλ(u)
/∑
k∈Λn

dk(u)

∣∣∣∣‖z‖ < 2‖I ′(u)‖X′ , (A.1.3)

e novamente de (A.1.1) segue que

I ′(u)V (u) = I ′(u)
∑
λ∈Λ

fλ(u)zλ

=
3

2

∑
λ∈Λ

fλ(u)‖I ′(u)‖X′I ′(u)w

> ‖I ′(u)‖2
X′ ,
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ou seja,

I ′(u)V (u) > ‖I ′(u)‖2
X′ . (A.1.4)

Portando segue de (A.1.3) e (A.1.4) que V é um vetor pseudo-gradiente para I em X̃.

Resta mostrarmos que V é localmente Lipschitziana. Para isso, basta observar que V é

uma soma �nita de funções localmente Lipschitzianas, visto que a coberturaM de X̃ é

um re�namento localmente �nito de N e as funções dλ são localmente Lipschitzianas.

Portanto V é um campo pseudo-gradiente para I em X̃.

A.2 Funcionais Diferenciáveis

O foco desta seção é provar a regularidade C1(H1
0 (Ω),R) do funcional I = 1

2
J0 − J

onde J0, J : H1
0 (Ω) −→ R são de�nidos respectivamente por

J0(u) =

∫
Ω

|∇u|2 e J(u) =

∫
Ω

F (x, u),

com F (x, s) =
∫ s

0
f(x, t)dt e a função f : Ω × R −→ R satisfazendo propriedades que

serão introduzidas no decorrer do texto. Além disso, veremos que J tem por diferencial

o operador

J ′(u)v =

∫
Ω

f(x, u)v, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Em se tratando de norma, é fácil ver que na verdade J0 ∈ C∞(H1
0 (Ω),R). Então, com

respeito a regularidade de I, iremos apenas nos atentar ao operador J de�nido acima.

No que segue, temos como referência [SchZou1, Seção 1.2].

Lema A.2 Sejam Ω um domínio limitado, f ∈ C(Ω × R,R), r, q ≥ 1, a ≥ 0 e b > 0

tais que

|f(x, s)| ≤ a+ b|s|
r
q , ∀ (x, s) ∈ Ω× R.

Então o operador B : Lr(Ω) −→ Lq(Ω) dado por

B(u) = f(x, u(x))

é contínuo e limitado.
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Demonstração: Seja (un) uma sequência em Lr(Ω) tal que un → u ∈ Lr(Ω). Então

a menos de subseqüência,

un(x)→ u(x) q.t.p em Ω.

Além disso, como un → u em Lr(Ω) e Ω é limitado,

|un(x)| ≤ h(x) ∈ Lr(Ω) ⊆ L1(Ω).

Por hipótese, temos que

|f(x, un(x))− f(x, u(x))|q ≤ (|f(x, un(x))|+ |f(x, u(x))|)q

≤ 2q−1(|f(x, un(x))|q + |f(x, u(x))|q)

≤ 2q−1

{(
a+ b|un(x)|

r
q

)q
+

(
a+ b|u(x)|

r
q

)q}

≤ 2q−1[2q−1(aq + bq|un(x)|r) + 2q−1(aq + bq|u(x)|r)]

≤ c1 + c2(|un(x)|r + |u(x)|r),

onde c1 = 2b2(q−1)aq e c2 = 22(q−1)bq.

Observando que u, un ∈ L1(Ω) e que un(x) → u(x) q.t.p em Ω, podemos usar o

Teorema da Convergência Dominada para obtermos,

lim
n→∞

|B(un)−B(u)|qq = lim
n→∞

∫
Ω

|B(un)−B(u)|q

= lim
n→∞

∫
Ω

|f(x, un(x))− f(x, u(x))|q = 0,

mostrando que B é um operador contínuo.

Tomando u ∈ Lr(Ω) com |u|r = 1, temos

|B(u)|qq =

∫
Ω

|f(x, u(x))|q

≤
∫

Ω

(
a+ b|u(x)|

r
q

)q
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≤ 2q−1

∫
Ω

(aq + bq|u(x)|r)

= 2q−1aq|Ω|+ 2q−1bq|u|rr = 2q−1aq|Ω|+ 2q−1bq.

Portando B é limitado e a demonstração está completa.

Dados r1, r2, q1, q2 ≥ 1, sejam

Σ1 = Lr1(Ω) ∩ Lr2(Ω) e Σ2 = Lq1(Ω) + Lq2(Ω).

Pode-se mostrar (cf. [Ada]) que Σ2 é um espaço vetorial com norma

‖u0‖Σ2 = inf{‖u1‖q1 + ‖u2‖q2 : u = u1 + u2, u1 ∈ Lq1(Ω), u2 ∈ Lq2(Ω)}.

Lema A.3 Sejam Ω um domínio limitado, f ∈ C(Ω× R,R) e a, b ≥ 0 tais que

|f(x, s)| ≤ a|s|
r1
q1 + b|s|

r2
q2 , ∀ (x, s) ∈ Ω× R,

e de�na o operador B : Σ1 −→ Σ2 por

B(u) = f(x, u(x)).

Então B = B1 + B2 onde Bi é uma aplicação contínua e limitada de Lri em Lqi para

i = 1, 2. Em particular, B é uma aplicação contínua e limitada de Σ1 em Σ2.

Demonstração: Seja ξ ∈ C(R, [0, 1]) tal que

ξ(s) =

{
1, s ∈ [−1/2, 1/2]

0, R\(−2, 2),

e de�na g : Ω× [−1/2, 1/2] −→ R por

g(x, s) = ξ(s)f(x, s),

e ainda h : Ω× (R\(−2, 2)) −→ R por

h(x, s) = (1− ξ(s))f(x, s).
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Sem perda de generalidade, suponha que r1/q1 ≤ r2/q2. Usando a de�nição de ξ,

temos que

|g(x, s)| = |f(x, s)|

≤ a|s|
r1
q1 + b|s|

r2
q2

≤ c3

(
|s|

r1
q1 + |s|

r2
q2

)

≤ c4|s|
r1
q1 ,

onde c4 = 2c3 = 2 max{a, b}. Analogamente temos que

|h(x, s)| ≤ c4|s|
r2
q2 .

De�nindo as aplicações

B1 : Lr1(Ω) −→ Lq1(Ω) , B1(u) = g(x, u(x))

e

B2 : Lr2(Ω) −→ Lq2(Ω) , B2(u) = h(x, u(x)),

segue do Lema A.2 que B1 e B2 são aplicações contínuas e limitadas. Além disso, como

u0 = (B1 +B2)(u) = B1(u) +B2(u) = u1 + u2,

onde u1 ∈ Lq1(Ω) e u2 ∈ Lq2(Ω), então B = B1 +B2.

Teorema A.4 Seja Ω ⊆ RN um domínio limitado e suponha que f ∈ C(Ω × R,R) e

que existam constantes r, q > 0 e a, b ≥ 0 tais que

|f(x, s)| ≤ a|s|r + b|s|q , ∀ (x, s) ∈ Ω× R,

e que as imersões abaixo sejam contínuas

H1
0 (Ω) ↪→ Lr+1(Ω), H1

0 (Ω) ↪→ Lq+1(Ω).

Então o funcional

J(u) =

∫
Ω

F (x, u),
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onde F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)ds satisfaz

J ∈ C1(H1
0 (Ω),R) , J ′(u)v =

∫
Ω

f(x, u)v , ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Além disso, se as imersões acima forem compactas, então J ′ : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω)′ é

compacto.

Demonstração: Como H1
0 (Ω) ↪→ Lr+1(Ω) e H1

0 (Ω) ↪→ Lq+1(Ω), existem constantes

c1, c2 > 0 tais que

|u|r+1 ≤ c1‖u‖ , |u|q+1 ≤ c2‖u‖ , ∀ u ∈ H1
0 (Ω). (A.2.1)

Para u, v ∈ X �xos, considere γ ∈ C(R, [0, 1]) e de�na a função

g(γ(s)) = f(x, u+ γ(s)v)v.

Por hipótese e pela Desigualdade de Young com r+1
r
, r + 1 e q+1

q
, q + 1, temos

|g(γ)| ≤ {a|u+ γv|r + b|u+ γv|q}|v|

≤ a

r + 1
{r|u+ γv|r+1 + |v|r+1}+

b

q + 1
{q|u+ γv|q+1 + |v|q+1},

ou seja,

|g(γ)| ≤ a

r + 1
{r|u+ γv|r+1 + |v|r+1}+

b

q + 1
{q|u+ γv|q+1 + |v|q+1}. (A.2.2)

Observe que

a

r + 1
{r|u+ γv|r+1 + |v|r+1} ≤ a2r

r

r + 1

{
|u|r+1 + |γ|r+1|v|r+1

}
+

a

r + 1
|v|r+1 (A.2.3)

e

b

q + 1
{q|u+ γv|q+1 + |v|q+1} ≤ b2q

q

q + 1

{
|u|q+1 + |γ|q+1|v|q+1

}
+

b

q + 1
|v|q+1. (A.2.4)

Agora, usando que γ(s) ∈ [0, 1] em (A.2.3) e (A.2.4), tomando

c3 = max

{
a2r

r

r + 1
, b2q

q

q + 1

}
,
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e substituindo em (A.2.2), obtemos

|g(γ)| ≤ c3

(
|u|r+1 + |v|r+1 + |u|q+1 + |v|q+1

)
.

Como Ω é limitado, então Lr+1(Ω) ⊆ L1(Ω) e Lq+1(Ω) ⊆ L1(Ω). Assim, pela

desigualdade acima, g(γ) é limitada por uma função integrável, o que nos permitirá

utilizar mais adiante o Teorema da Convergência Dominada.

Fixando x ∈ Ω, podemos supor sem perda de generalidade, que u(x) < u(x)+tv(x).

De�na a função ξ : [u, u+ tv] −→ R por,

ξ(s) = F (x, s).

Note que ξ é contínua e derivável em (u, u + tv) com ξ′(s) = f(x, s). Então, pelo

Teorema do Valor Médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que,

ξ(u+ tv)− ξ(u) = ξ′(u+ θtv)(tv),

ou seja,
F (x, u+ tv)− F (u)

t
= f(x, u+ θtv)v.

Daí, pelo Teorema da Convergência Dominada, segue que,

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t
= lim

t→0

∫
Ω

F (x, u+ tv)− F (u)

t

= lim
t→0

∫
Ω

f(x, u+ θtv)v

= lim
t→0

∫
Ω

g(θt)

=

∫
Ω

f(x, u)v.

Consideremos o funcional

Tu : H1
0 (Ω) −→ R

v 7−→
∫

Ω

f(x, u)v

e mostremos que Tu ∈ H1
0 (Ω)′. Para tanto, tome v1, v2 ∈ H1

0 (Ω). Então,

Tu(v1 + v2) =

∫
Ω

f(x, u)(v1 + v2)

52



Apêndice Funcionais Diferenciáveis

=

∫
Ω

(f(x, u)v1 + f(x, u)v2)

=

∫
Ω

f(x, u)v1 +

∫
Ω

f(x, u)v2

= Tu(v1) + Tu(v2).

Observe que,

|Tu(v)| ≤
∫

Ω

|f(x, u)||v|

≤
∫

Ω

(
a|u|r + b|u|q

)
|v|

= a

∫
Ω

|u|r|v|+ b

∫
Ω

|u|q|v|,

isto é

|Tu(v)| ≤ a

∫
Ω

|u|r|v|+ b

∫
Ω

|u|q|v| (A.2.5)

Note também que, pela Desigualdade de Hölder com expoentes r+1
r
, r + 1 e q+1

q
,

q + 1, obtemos as seguintes desigualdades:∫
Ω

|u|r|v| ≤
{∫

Ω

|u|r+1

} r
r+1
{∫

Ω

|v|r+1

} 1
r+1

= |u|rr+1|v|r+1 (A.2.6)

e ∫
Ω

|u|q|v| ≤
{∫

Ω

|u|q+1

} q
q+1
{∫

Ω

|v|q+1

} 1
q+1

= |u|qq+1|v|q+1. (A.2.7)

Por (A.2.1), existem constantes positivas c3 e c4 de modo a fazer com que as desi-

gualdades (A.2.6) e (A.2.7) se expressem como segue,∫
Ω

|u|r|v| ≤ c3‖u‖r‖v‖, (A.2.8)

e ∫
Ω

|u|q|v| ≤ c4‖u‖q‖v‖, (A.2.9)
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mostrando que

|Tu(v)| ≤ c5‖v‖, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Logo Tu ∈ H1
0 (Ω)′. Assim, J possui derivada de Gateaux no ponto u e a mesmo é dada

por DJ(u) = Tu.

Mostremos agora que J ′(u) é contínua em u. Para isso, considere a sequência

(un) ⊆ X ⊆ Lr+1(Ω) ∩ Lq+1(Ω) tal que un → u ∈ X e de�na a aplicação

B : Lr+1(Ω) ∩ Lq+1(Ω) −→ L
r+1
r (Ω) + L

q+1
q (Ω)

por, B(u) := f(x, u). Segue do Lema A.3 que B = B1 +B2, onde

B1 : Lr+1(Ω) −→ L
r+1
r (Ω), B2 : Lq+1(Ω) −→ L

q+1
q (Ω)

são aplicações contínuas e limitadas. Note que,

|(DJ(un)−DJ(u))v| =

∣∣∣∣∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))v

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

(B(un)−B(u))v

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|B1(un)−B1(u)||v|+
∫

Ω

|B2(un)−B2(u)|.

Usando (A.2.1) e a Desigualdade de Hölder como anteriormente, obtemos da desigual-

dade acima que

|(J ′(un)− J ′(u))v| ≤ |B1(un)−B1(u)| r+1
r
|v|r+1 + |B2(un)− |B2(u)| q+1

q
|v|q+1

≤ c‖v‖
{
|B1(un)−B1(u)| r+1

r
+ |B2(un)− |B2(u)| q+1

q

}
.

Fazendo n→∞ na expressão acima, concluímos que

lim
n→∞

|(J ′(un)− J ′(u))v| = 0,

pois

B1(un)→ B1(u) , B2(un)→ B2(u)

em L
r+1
r (Ω) e L

q+1
q (Ω) respectivamente. Como

lim
n→∞

‖J ′(un)− J ′(u)‖H1
0 (Ω)′ = lim

n→∞
sup
‖v‖6=0

|(J ′(un)− J ′(u))v|
‖v‖

= 0,
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podemos concluir que J ′(u) é de fato contínua em u. Portanto J ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Resta mostrarmos que se as imersões do enunciado são compactas, então J ′ é com-

pacto. Suponha que tais imersões sejam compactas. Então, se (un) ⊆ H1
0 (Ω) é uma

sequência limitada, a menos de uma subsequência, un → u em Lr+1(Ω) e Lq+1(Ω).

Então,

B1(un)→ B1(u) em L
r+1
r (Ω) e B2(un)→ B2(u) em L

q+1
q (Ω). (A.2.10)

Como J ′(u) = Tu, podemos usar (A.2.10) e concluir com um argumento análogo ao

feito anteriormente que J ′(un)→ J ′(u).

Finalizamos esta seção com a seguinte proposição.

Proposição A.5 Suponha que f : Ω× R −→ R satisfaz

(f0) f ∈ C(Ω× R,R);

(f1) existem constantes c1 ≥ 0, c2 > 0 e p ∈ [2, 2∗) tais que

|f(x, s)| ≤ c1 + c2|s|p−1, ∀ (x, s) ∈ Ω× R.

Então o funcional I : H1
0 (Ω) −→ R de�nido por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 −
∫

Ω

F (x, u)

é de classe C1.

Demonstração: Considerando o funcional

J0 : H1
0 (Ω) −→ R

u 7−→ 1

2

∫
Ω

|∇u|2,

temos que I ′ = J ′0−J ′. Como J0 ∈ C∞(H1
0 (Ω),R), pelo Teorema A.4 podemos concluir

que o funcional I, é tal que I ∈ C1(X,R) e

I ′(u)v =

∫
Ω

∇u∇v −
∫

Ω

f(x, u)v, ∀ v ∈ H.
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A.3 Regularidade de Solução

Nesta seção, vamos provar que sob certas condições as soluções fracas do problema

(P ) abaixo são clássicas. Mais especi�camente provaremos a

Proposição A.6 Suponha que f : Ω× R −→ R satisfaz

(f̃0) f é Hölder contínua;

(f̃1) existem constantes c1 ≥ 0, c2 > 0 tais que

|f(x, s)| ≤ c1 + c2|s|2
∗−1, ∀ (x, s) ∈ Ω× R.

Suponha ainda que u ∈ H1
0 (Ω) é solução fraca de

(P )

{
−∆u = f(x, u) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

Então u é solução clássica, ou seja, u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω).

Para provar a Proposição acima vamos usar o seguinte resultado devido a Brezis e

Kato [BreKat].

Lema A.7 (Brezis-Kato) Seja Ω ⊆ RN (N ≥ 3) um domínio limitado e suave e

f : Ω× R −→ R uma função contínua tal que

|f(x, u(x))| ≤ a(x)(1 + |u(x)|)

com a ∈ LN
2 (Ω). Se u ∈ H1

0 (Ω) é solução fraca do problema

(P )

{
−∆u = f(x, u) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

então u ∈ Lq(Ω) para todo q ≥ 1.

Assumindo o lema acima como verdadeiro, podemos provar a Proposição A.6 como

segue.

Demonstração da Proposição A.6: Seja u ∈ H1
0 (Ω) solução fraca de (P ). Então

u é solução fraca do problema

(P )a

{
−∆u = a(x)(1 + |u|) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

56



Apêndice C Regularidade de Solução

onde a(x) = f(x, u(x))/(1 + |u(x)|). Observe que de (f̃1)

|a(x)| = |f(x, u(x))|
1 + |u(x)|

≤ c1 + c2|u(x)|2∗−1

1 + |u(x)|
≤ c1 + c2|u(x)|2∗−2.

Assim∫
Ω

|a|
N
2 ≤

∫
Ω

(
c1 + c2|u|2

∗−2
)N

2 ≤
∫

Ω

(
c3 + c4|u|

N
2

(2∗−2)
)

= c3|Ω|+ c4

∫
Ω

|u|2∗ .

Daí, podemos usar imersão de Sobolev para concluir que a ∈ LN
2 (Ω). Logo, segue do

Lema A.7 que u ∈ Lq(Ω) para todo q ≥ 1.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes 1
2∗−1

e seu conjugado, digamos r,

obtemos de (f̃1) que ∫
Ω

|f(x, u)|q ≤ 2q−1

∫
Ω

(
cq1 + cq2|u|q(2

∗−1)
)

= k1|Ω|+ k2

∫
Ω

|u|q(2∗−1)

≤ k3 + k2|Ω|r|u|q(2
∗−1)

q

= k3 + k4|u|q(2
∗−1)

q <∞,

mostrando que f ∈ Lq(Ω) para todo q ≥ 1. Daí, pela Desigualdade de Calderon-

Zygmund (ver [GilTru] Teoremas 9.11 e 9.13), segue que u ∈ W 2,q(Ω) para todo q ≥ 1.

Como W 2,q(Ω) ↪→ C1,m(Ω), para q > N e 0 ≤ m < 1 − N/q, concluímos que u ∈
C1,m(Ω).

Para x, y ∈ Ω temos

|f(x, u(x))− f(y, u(y))| ≤ k1|(x, u(x))− (y, u(y))|β

≤ k1(|x− y|+ |u(x)− u(y)|)β

≤ k2

(
|x− y|β + |u(x)− u(y)|β

)
≤ k2

(
|x− y|β + k3|x− y|mβ

)
.

Assim, se x 6= y,

|f(x, u(x))− f(y, u(y))|
|x− y|mβ

≤ k2

(
|x− y|β(1−m) + k3

)
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≤ k2

(
sup
x 6=y
|x− y|

)β(1−m)

+k4

≤ k2

(
diam(Ω)

)β(1−m)

+ k4 = k5 <∞,

visto que Ω é limitado. Portanto f ∈ C0,mβ(Ω). Segue então pelas estimativas de

Schauder (cf. [GilTru] Teoremas 6.2 e 6.6) que u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω), conforme queríamos.

Façamos agora a prova do Lema A.7. A demonstração apresentada pode ser encontrada

no livro [Str].

Demonstração do Lema A.7: Como u é solução fraca do problema (P ), temos que∫
Ω

∇u∇v =

∫
Ω

f(x, u)v, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Dados s ≥ 0 e R > 1, sejam

ms,R = min{|u(x)|s, R} e m2s,R2 = min{|u(x)|2s, R2},

e de�na v = vs,R por,

v(x) = u(x)m2s,R2 .

Como u ∈ H1
0 (Ω) e m2s,R2 é limitada, podemos utilizar a regra da derivada do

produto e obter,

∇v(x) = m2s,R2∇u(x) + z(x)

onde

z(x) =

{
2s|u(x)|2s∇u(x) se 0 ≤ |u(x)|s < R

0 se |u(x)|s ≥ R.

Logo ∫
Ω

∇u∇v =

∫
Ω

m2s,R2|∇u|2 + 2s

∫
{|u|s<R}

|u|2s|∇u|2

≤
∫

Ω

a(1 + |u|)|u|m2s,R2 ,

isto é ∫
Ω

∇u∇v ≤
∫

Ω

a(1 + |u|)|u|m2s,R2 (A.3.1)
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Observe agora que,

∇(ms,Ru(x)) = ms,R∇u(x) + su(x)2|u(x)|s−2∇u(x)χ{|u|s<R}

= ms,R∇u(x) + s|u(x)|s∇u(x)χ{|u|s<R},

ou seja

∇(ms,Lu(x)) = ms,R∇u(x) + s|u(x)|s∇u(x)χ{|u|s<R}, (A.3.2)

em que χA denota a função característica do conjunto A ⊆ RN , isto é,

χA(x) =

{
1 se x ∈ A
0 se x /∈ A.

Portanto, fazendo c1 = c1(s) = 1 + s/2, segue de (A.3.2) que∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤
∫

Ω

m2s,R2|∇u|2 + s2

∫
{|u|s<R}

|u|2s|∇u|2

≤
∫

Ω

m2s,R2|∇u|2 + 2s

∫
{|u|s<R}

|u|2s|∇u|2 + s2

∫
{|u|s<R}

|u|2s|∇u|2

=

∫
Ω

m2s,R2|∇u|2 + 2sc1

∫
{|u|s<R}

|u|2s|∇u|2

≤
∫

Ω

m2s,R2|∇u|2 +
s

2

∫
Ω

m2s,R2 |∇u|2 + 2sc1

∫
{|u|s<R}

|u|2s|∇u|2

= c1

∫
Ω

m2s,R2|∇u|2 + 2sc1

∫
{|u|s<R}

|u|2s|∇u|2

= c1

{∫
Ω

m2s,R2|∇u|2 + 2s

∫
{|u|s<R}

|u|2s|∇u|2
}

(A.3.1)

≤ c1

∫
Ω

a(x)(1 + |u|)|u|m2s,R2 .

A�rmação 1: (1 + |u(x)|)|u(x)|m2s,R2 ≤ 2 + 2|u(x)|2m2s,R2 .

De fato, se |u(x)| ≤ 1, então, |u(x)| ≤ |u(x)|2 e

(1 + |u(x)|)|u(x)|m2s,R2 ≤ 2|u(x)|2m2s,R2 ≤ 2 + 2|u(x)|2m2s,R2 .
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Por outro lado, se |u(x)| > 1, então m2s,R2 = |u(x)|2s (R > 1) e

(1 + |u(x)|)|u(x)|m2s,R2 = |u(x)|2s+1 + |u(x)|2m2s,R2

≤ 1 + |u(x)|2m2s,R2

≤ 2 + 2|u(x)|2m2s,R2 .

Usando a a�rmação acima, a hipótese de que a ∈ LN
2 (Ω) e a desigualdade de Hölder

com expoentes N
2
e N
N−2

, obtemos que∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤ c1

∫
Ω

a(2 + 2|u|2m2s,R2)

= 2c1

∫
Ω

a+ 2c1

∫
Ω

a|u|2m2s,R2

≤ 2c1|Ω|
N−2
N |a|N

2
+ 2c1

∫
Ω

a|u|2m2s,R2

= c2 + 2c1

∫
Ω

a|u|2m2s,R2 ,

ou ainda, ∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤ c2 + 2c1

∫
Ω

a|u|2m2s,R2 , (A.3.3)

onde c2 = c2(s, |a|N
2
, N,Ω).

Suponha que u ∈ L2(s+1)(Ω). Para M > 0, temos de (A.3.3) que∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤ c2 + 2c1

∫
{a<M}

a|u|2m2s,R2 + 2c1

∫
{a≥M}

a|u|2m2s,R2

≤ c2 + 2c1M

∫
{a<M}

|u|2m2s,R2 + 2c1

∫
{a≥M}

a|u|2m2s,R2 .

Note que, se m2s,R2 = |u(x)|2s, então∫
{a<M}

|u|2m2s,R2 ≤
∫

Ω

|u|2(s+1) <∞,

caso contrário, ∫
{a<M}

|u|2m2s,R2 ≤ R2

∫
Ω

|u|2 <∞,
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pois

0 ≤ s =⇒ 1 ≤ s+1 =⇒ 2 ≤ 2(s+1) =⇒ |u|2 ≤ |u|2(s+1) =⇒
∫

Ω

|u|2 ≤
∫

Ω

|u|2(s+1) <∞.

Logo, existe uma constante c3 = c3(|u|2(s+1),M), tal que∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤ c2 + 2Mc1c3 + 2c1

∫
{a≥M}

a|u|2m2s,R2

≤ c4 + 2c1

∫
{a≥M}

a|u|2m2s,R2 ,

isto é, ∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤ c4 + 2c1

∫
{a≥M}

a|u|2m2s,R2 , (A.3.4)

onde c4 = c4(s,N, |a|N
2
,Ω, |u|2(s+1),M). Agora, fazendo

ε(M) =

{∫
{a≥M}

|a|
N
2

} 2
N

e usando novamente a desigualdade de Hölder com expoentes N
2
e N

N−2
, (A.3.4) nos

fornece a desigualdade abaixo,∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤ c4 + 2c1ε(M)

{∫
Ω

|ms,Ru|2
∗
}N−2

N

. (A.3.5)

A�rmação 2: Existe uma constante c6 dependendo apenas de N e Ω tal que,{∫
Ω

|ms,Ru|2
∗
}N−2

N

≤ c6

∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2.

Para veri�carmos isso, observemos inicialmente que sendo Ω um domínio limitado, a

imersão de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω), garante a existência de uma constante positiva

c5 = c5(N,Ω) de modo que{∫
Ω

|ms,Ru|2
∗
} 1

2∗

≤ c5

{∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2
} 1

2

,

ou ainda, {∫
Ω

|ms,Ru|2
∗
}N−2

N

≤ c6

∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2,
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onde c6 = c2
5. Logo, usando a A�rmação 2 em (A.3.5), obtemos que∫

Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤ c4 + 2c1c6ε(M)

∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2.

Como a ∈ LN
2 (Ω), então ε(M)→ 0 quando n→∞. Logo, podemos escolherM > 0

su�cientemente grande de modo que 2c1c6ε(M) < 1/2. Daí, segue da desigualdade

acima que ∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤ 2c4.

Agora, usando a A�rmação 2 e a desigualdade acima, temos que{∫
Ω

|ms,Ru|2
∗
}N−2

N

≤ c6

∫
Ω

|∇(ms,Ru)|2 ≤ 2c2c4 = c7 = c7(s,N, |a|N
2
,Ω, |u|2(s+1),M).

Observe que c7 não depende de L, então podemos fazer L → ∞ e usar o Teorema

da Convergência Dominada para obter,∫
Ω

(|u|s+1)2∗ ≤ c8,

mostrando que u ∈ L2(s+1) N
N−2 (Ω).

Desse modo,

u ∈ L2(s+1)(Ω) =⇒ u ∈ L2(s+1) N
N−2 (Ω)

com N
N−2

> 1. Fazendo o passo inicial s = s0 = 0 e iterando o processo, obtemos que

u ∈ Lq(Ω) para todo q ≥ 1.
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