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Resumo

Esse trabalho tem como objetivo o estudo do comportamento assintético de solucoes de
equagoes de difusao nao-lineares com coeficientes de difusao dependentes do tempo. KEssas
equagoes aparecem por exemplo no estudo de transporte em meios com campos de velocidade
aleatorios. Nossa preocupacao central é entender a relacao entre a difusao e a nao-linearidade
na determinacao do comportamento assintético da solucao. A analise se utiliza da técnica do
Grupo de Renormalizagao desenvolvida por Bricmont et al. para estabelecer a auto-similaridade

e universalidade na forma do decaimento das solucoes.



Abstract

We study the long-time asymptotics of a certain class of nonlinear diffusion equations with time-
dependent diffusion coefficients which arise, for instance, in the study of transport by randomly
fluctuating velocity fields. Our primary goal is to understand the interplay between diffusion
and nonlinearity in determining the long-time behavior of solutions. The analysis employs the
renormalization group method developed by Bricmont et al. to establish the self-similarity and

to uncover universality in the way solutions decay to zero.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo desta tese de doutorado é estudar o comportamento, para tempos longos, da solucao

do seguinte problema de valor inicial:

{ut:c(t)um%—/\F(u), t>1, zeR (1.1)

u(z, 1) = f(),

em que o coeficiente ¢(t) é uma funcao L} ((1,+00)), da forma ¥ + o(t?) > 0, sendo p > 0 e
o(t?) uma ordem pequena de t? quando t — oo, A é um parametro real (que restringiremos a um

compacto), a fungao F(u) é da forma F(u) = >, a;u/, com raio de convergéncia p > 0 e
um inteiro maior que (p + 3)/(p + 1). Além disso, o dado inicial f pertence a um certo espago

de Banach a ser especificado posteriormente.

1.1 Motivacao

A abordagem desse problema foi motivada inicialmente por estudos de escoamentos bifésicos
em meios porosos (aqiiiferos e reservatérios de petrédleo) [27, 28]. Esses escoamentos sao
governados por equagoes nao-lineares que apresentam um comportamento complexo, influenciado
pela presenca de heterogeneidades geologicas do meio, as quais ocorrem em multiplas escalas
(micro e macroscopicamente). Devido a essa complexidade de comportamento do sistema, as
variaveis a serem tratadas apresentam um carater aleatorio, impossibilitando a determinacao

precisa das propriedades dos fluidos no subsolo e portanto indicando a necessidade de uma analise



estocastica desse sistema. Assim, quando duas fases fluidas estdao sob a acao de um campo de
velocidades que é uma funcao aleatoria do espaco, ha o surgimento de uma regiao de mistura
que pode ser caracterizada por um comprimento [ (comprimento de mistura). O crescimento
assintético da regido de mistura é determinado pela relagao [(t) ~ t7 (veja [30, 49]). Dessa
forma, a evolucao temporal dessa regiao pode ser descrita por uma equacao de difusao linear
u; = (t)ug, com coeficiente de difusao c¢(t) dependente do tempo, tal que ¢(t) ~ t* quando
t — oo. A equagao em (1.1) supostamente modela tal evolucao. Observe que ela é nao-linear.
Mostraremos, no Capitulo 4, que a nao-linearidade da equacao nao afeta a forma assintética da
solucao desde que aquela esteja dentro de uma certa classe de perturbacoes, classe esta que sera
determinada ao longo deste trabalho. Essa afirmagao é parte do Teorema 1.1 (veja a Secao 1.4)
e tem como conseqiiencia que os modelos lineares usados para explicar a evolugao temporal do
comprimento de mistura poderiam ser substituidos por modelos nao-lineares sem prejuizo da sua

forma assintotica.

Além dos problemas relacionados com a engenharia de petrdleo [38] e hidrologia [21], as teorias
de transporte por um campo aleatério de velocidade sao ainda aplicadas em problemas como o
transporte de calor em fluxos geofisicos [22], combust@o e engenharia quimica [42]. Em cada um
desses exemplos é possivel encontrar processos fisicos envolvendo o transporte passivo, em um
campo de permeabilidade aleatério, de um escalar cuja concentragao média u, sob circunstancias

apropriadas, satisfaz equagoes do tipo (1.1) ou mais geralmente equagoes da forma [30, 40]
up = c(t)uge + F(U, Uy, Uz ),  c(t) ~ tP quando t — oo, com p > 0. (1.2)

A inclusao do termo nao linear F'(u,u,,u,,) se refere as situagoes em que o campo escalar nao é
conservativo, ou seja, sua concentracao u é submetida a mudancas devidas aos processos fisicos,

quimicos ou bioldgicos.

1.2 Mudanca de Escalas

Parte desta tese consiste em provar que, sob certas condi¢oes no dado inicial e em A, o PVI (1.1)
possui uma unica solugao definida para todo t > 1 (veja Teorema 1.1). Supondo que tal solugao

exista, é natural perguntar como ela se comporta para tempos longos. Provaremos assim que se
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F tiver a forma F(u) = Y .. a;u’, com a > (p+ 3)/(p + 1), entdo a solu¢ao do PVI (1.1) se

jza

comportarda como

(1) ~ t% . (3‘3) (1.3)

tr

quando t — oo, sendo f=v= (p+1)/2,

P +1 _(+1) 2
e 1
47

fplx) = (1.4)

e A um pré-fator dependente do dado inicial f, da perturbacao F' e do expoente p. 3 e v sao
ditos expoentes criticos. Observe que, de (1.3), a solugdo u(z,t) decai para zero com poténcia
(p+1)/2 e se espalha com a mesma poténcia (jd que # = 7), guardando sempre o mesmo perfil f>
(por esta razdo, a fungao [y € chamada de fungdo perfil). O limite assintdtico acima é portanto
considerado universal no sentido em que todos os parametros relevantes para a descri¢ao do perfil
da solucao para tempos longos sao independentes do dado inicial f e da nao-linearidade F', sendo
que toda e qualquer informacao sobre estes ultimos se encontra no pré-fator A. Assim, solucoes
de equacoes que diferem apenas quanto ao termo nao-linear podem ser enquadradas em uma
mesma classe, visto que apresentam mesmo comportamento assintotico, determinado por uma
solucdo auto-similar (ou invariante por mudanca de escalas) da equagao de difusao uy = tP Uy,

A solugao auto-similar, neste caso, é dada pelo lado direito de (1.3), como explicaremos a seguir.
De fato, considere a equacao de difusao linear com coeficiente de difusao P,
uy — tPu,, =0, t> 1. (1.5)

A idéia é procurar uma mudanca de escalas que mantenha essa equacao invariante. Assim, dado
L > 1, defina
v(z,t) = Lu(L 'z, LPt), (1.6)

sendo u solugao da equagao (1.5) e a, [ e v parametros a serem determinados de forma a fazer
com que v também seja solucao de (1.5). Facilmente verificamos através da defini¢ao (1.6) que v

satisfaz
v, = Lﬁ(erl)*?vtpvm

e portanto, para que a equagao permanega invariante pela mudanga de escalas (1.6), é necessario

que B(p + 1) = 2y. Além disso, para que a massa, isto é, a norma L' do dado inicial f,
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seja conservada, devemos tomar « = . Assim, se fizermos § = 1 entdo obteremos que

v=a=(p+1)/2 e, portanto, a mudanca de escalas (1.6) se reduz a

pt+1 pt+1

L= u(L™= z, Lt). (1.7)

Solugdes invariantes por essa mudanga de escalas devem ser tais que u(z,t) = L%U(L%lx, Lt)

seja qual for L > 0. Fazendo formalmente L = 1/t, devemos ter

B 1 x 1
u(@,t) = D2 Y (t(p+1>/2’ )

e a partir dai podemos obter as solugoes da equagao (1.5), invariantes pela mudanga de
escalas (1.7). De fato, definindo ¢(z) = u(zx, 1), se u acima for solugao de (1.5) entao, fazendo

¢ =zt~ PtD/2 ¢ deve satisfazer a equaco

5+ P egie) +

(p+1)
2

¢(§) =0

e resolvendo-se a EDO acima obtemos
B(€) = cre= e/ / WV e 4 o= (DE/,

Tomando ¢; = 0 e ¢y de forma a normalizar a funcao ¢ em L'(R), obtemos ¢ = [, com f; dada

por (1.4).

- 1. . pt3 ~
Observe que se acrescentarmos um termo nao-linear do tipo Aur+t a equacao (1.5), 0s argumentos

acima permanecem validos, isto é, a solucao da equacgao
p+3
Uy = tPuy, + Aurtt (1.8)

¢ invariante pela mudanca de escalas © — LWtD/2¢ t — Lt ¢ u — L®t)/2y. Observe ainda
que se ao coeficiente de difusdo for acrescentada uma ordem pequena de t* (que serd o caso
tratado nesta tese), entdo a equacdo nao mais sera invariante pela mudanca de escalas (1.7).
Entretanto, verificaremos que este acréscimo nao ira alterar o comportamento assintotico da
solucao da equacao no sentido que os expoentes criticos e a funcao perfil permanecem os mesmos.
Esta afirmacao é o conteido do Teorema 2.1. Tanto a sua prova quanto a prova do Teorema
1.1 envolvem um método matemético conhecido como método do grupo de renormalizacao, que

passaremos a explicar a seguir.
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1.3 O Método do Grupo de Renormalizacao

A relacao entre escalas, auto-similaridade e o limite assintotico de solucoes de equagoes
diferenciais parciais foi introduzida inicialmente por Barenblatt [5] no final da década de 70.
Entretanto, a idéia de se aplicar a técnica do Grupo de Renormalizagao (ja desenvolvida desde
o fim da década de 50 e utilizada em problemas de Teoria Quantica de Campos [7, 29] e
posteriormente em Mecanica Estatistica [48]) ao estudo do comportamento assintético de solugoes
de EDPs surgiu apenas alguns anos depois, na década de 90, com os trabalhos de Goldenfeld
e Oono [19, 32, 33, 34]. Logo depois, J. Bricmont, A. Kupiainen e colaboradores [15, 16]
aprimoraram estas idéias, fornecendo uma analise rigorosa do comportamento assintético de
problemas de valor inicial. Estes ultimos estudaram a equagao de difusdo nao-linear (1.2) com
c(t) = 1, provando que para uma extensa classe de perturbagoes da equagao do calor e para
um dado inicial suficientemente pequeno, a solucao do problema de valor inicial se comporta em
tempos longos como a solugao fundamental da equagao do calor (veja [43] para um estudo mais

detalhado deste problema).

A idéia de Bricmont et al. foi relacionar o comportamento assintético das solucoes de EDPs
com a existéncia e estabilidade de pontos fixos de um operador apropriado (operador RG) e
assim resolver o problema iterativamente, através de trés etapas. Primeiramente, integra-se
a equacao num intervalo finito de tempo. Em seguida, reescalonam-se a variavel espacial x
e a solucao u. A solugao reescalonada é entao utilizada como condicao inicial para um novo
problema, similar ao original, com a equagao renormalizada. Assim, aplicagoes sucessivas desse
operador evoluem progressivamente a solucao no tempo e simultaneamente renormalizam os
termos da EDP, transformando o problema do limite assintético em iteracoes de problemas

(renormalizados), definidos em intervalos de tempo fixo, seguidas por uma mudanga de escalas.

Bricmont et al. introduziram ainda uma classificacao formal para as perturbacoes da equacao do
calor de acordo com seu comportamento apés uma mudanga de escalas (isto é, apds a aplicagao
do operador RG). Para o caso analisado por eles, ou seja, o problema (1.2) com c(t) = 1, se

buc

T xTx)

F : C3 — C for analitica em uma vizinhanga da origem e da forma F(u,uy, Uyy) = uu
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entdo, a mudanca de escalas (1.7) faz com que a perturbacao F se torne L~%/2F sendo
drp =a+ 2b+ 3c— 3,

isto é, se u for solucdo do problema (1.2) com p = 0, entao v(z,t) = v/ Lu(v/Lz, Lt) é solucio de
Uy = Vgp + Fp, sendo Fy, = L=%/2F. Em geral, para uma perturbacdo F' analitica, Bricmont et
al. definiram dr como sendo o menor dos nimeros a + 2b+ 3¢ — 3 calculados para cada monomio
da série de Taylor de F' em torno da origem. Observa-se dai que se dr = 0, entao F; = F e assim
a perturbacao permanece inalterada apos a mudanca de escalas. Esse tipo de nao-linearidade foi
classificado como marginal. Se dr > 0, entao a perturbacao é contraida pela mudanca de escalas

e portanto classificada como irrelevante. Se dp < 0, F' é dita relevante.

No caso do problema mais geral (1.2), dr é substituido por ng, sendo

p+3
= 2b+ 3¢ — ——.
Nrp =a+ 20+ oc 1

Assim, nesse caso, dizemos que a perturbacgao é irrelevante se ngp > 0, relevante se np < 0 e
marginal se np = 0. Note que se p = 0, entao, como era de se esperar, dp = ng. Por outro lado,

3

qualquer p > 0 faz com que perturbagoes como u° ou uu, deixem de ser marginais e se tornem

irrelevantes. Como o problema a ser tratado nesta tese serd de fato (1.1), para este caso particular,
sendo F(u) da forma )
a > (p+3)/(p+1), relevante se a« < (p+3)/(p+1) e marginal se « = (p+3)/(p+1). Mostraremos

i>a aju?, com raio de convergéncia p > 0, entao, F' serd irrelevante se
portanto neste trabalho que, no caso em que a nao-linearidade é analitica e irrelevante, a difusao
é o efeito dominante no limite ¢ — 0o e determina a forma das solucoes quando estas decaem a

Zero.

Antes de descrever de maneira formal o resultado principal desta tese, cumpre ressaltar que o
estudo do comportamento assintético de solugoes de equacoes diferenciais utilizando a técnica do
Grupo de Renormalizacao tem sido realizado por diversos pesquisadores. Em 1994, J. Bona,
K. Promislow e G. Wayne publicaram o artigo [8] em que a técnica do RG é aplicada na
obtencao do comportamento assintético de equagoes da onda nao-lineares com termos dissipativos
e dispersivos. No ano seguinte, eles utilizaram essa mesma técnica, obtendo correcoes de
ordem superior para o comportamento em tempos longos [9]. Mais especificamente, obtiveram

através do método do RG a forma assintética das solugoes de equagoes Korteweg-de Vries

14



(KdV) generalizadas (com um termo dissipativo), que torna explicitos os efeitos dos termos
nao-lineares, dissipativos e dispersivos no decaimento. Caginalp [17] e Caginalp e Merdan [41]
utilizaram a técnica do RG no estudo de equagoes parabdlicas com um termo nao-linear pequeno,
desenvolvendo ainda essa idéia para ordens superiores no coeficiente da nao-linearidade. As
técnicas de renormalizagao tém sido aplicadas também no estudo de equacoes diferenciais
estocasticas [4, 31]. Para referéncias sobre solugoes auto-similares e expoentes criticos veja

ainda [3, 39)].

As idéias associadas a mudancas de escalas e renormalizacao também tém sido utilizadas
numericamente. No inicio dos anos 90, Chen e Goldenfeld [18] propuseram uma versao numérica
para o Grupo de Renormalizacao baseada na evolugao do dado inicial segundo o fluxo dado
pela equacao e por uma mudanca de escalas e que funcionava perfeitamente bem no caso de
equacoes lineares ou equacoes nao-lineares com perturbagoes marginais. Posteriormente, Aronson
e colaboradores [2, 6] adaptaram essa versao para o estudo das solugoes da equagao dos meios
porosos (veja [1] para um estudo desta equacdo, utilizando uma versao do RG numérico capaz
de detectar correcoes logaritmicas tanto no decaimento quanto no espalhamento da solucao e ao

mesmo tempo computar os expoentes criticos).

G. Braga, F. Furtado e V. Isaia [10] realizaram um estudo sobre a suavizagdo da equacdo de
Barenblatt, mesclando os pontos de vista de Bricmont, Chen e Goldenfeld e implementando uma
nova versao do RG numérico. Particularmente para a equacao de Barenblatt nao é possivel
obter os expoentes criticos a partir de auto-similaridades da equagao, isto €, os expoentes criticos
nesse caso sao anomalos. Essa foi a principal contribuicao dessa nova versao do RG numérico.
Ela possui a vantagem de calcular os expoentes criticos dinamicamente, nao necessitando do
conhecimento a priori da invariancia por escalas das solugoes. Utilizando essas mesmas idéias,
G. Braga, F. Furtado, J. Moreira e L. Rolla [13] estudaram o comportamento assintético de
solucoes de equagoes de difusao nao-lineares com coeficientes periddicos, obtendo o coeficiente de
difusao renormalizado, previsto por técnicas de homogeneizagao. Entretanto, o método utilizado
neste trabalho nao permite a analise de perturbagoes marginais, devido as correcoes logaritmicas

existentes nesse caso.

Através da utilizagdo de uma versao modificada do RG numérico, Braga et al. [11] estudaram

15



o comportamento assintotico de diversas equacgoes interessantes, incluindo os casos das
perturbagbes marginais, sendo capazes de obter as corregdes logaritmicas (veja também [36]).
Braga, Furtado, Moreira e Rolla [12] analisaram ainda numericamente o comportamento
assintético das solugoes de equagdes do tipo (1.2) com perturbagao relevante, irrelevante ou
marginal. No primeiro caso (“subcritico”), em contraste com o caso “supercritico” (em que
a perturbagao é irrelevante), o comportamento assintético das solugoes é fortemente afetado
pelo termo nao-linear F. No caso “critico” (perturbagdo marginal) nem a difusdo nem a nao-
linearidade prevalecem e embora apresente algumas caracteristicas do caso supercritico, hd uma
correcao logaritmica incorporada a taxa de decaimento da solucao de (1.2). De fato, a solugao

_p+l

decai com (tInt)~ "2 (veja também [44]). Este caso (critico), mais especificamente o problema

{ut:(t—l—o(t))uxx—)\u?, t>1, zeR, >0, (1.9)

u(z, 1) = f(=), q>1, fe€B,
foi ainda estudado nesta tese e a existéncia desta correcao logaritmica é comprovada,

analiticamente, desde que sejam satisfeitas algumas hipdteses (veja Capitulo 5).

1.4 Objetivo

Descreveremos agora, mais detalhadamente, o resultado central a ser obtido nesta tese. Nosso
objetivo sera aplicar o método do Grupo de Renormalizagao para equagoes parciais desenvolvido
por Bricmont et al. ao problema (1.1), estabelecendo

1. a existéncia global e unicidade da solucao do PVI;

2. o comportamento assintético dessa solucao.

Antes de enunciar nosso teorema principal é necessario definirmos os espacos de Banach em que

tomaremos os dados iniciais. Assim, para cada ¢ > 1, defina
B,={f:R—=R | f(w) € C'(R)e|f] < oo} (1.10)

sendo

171 = sup | (14 Juwl?) (1F )]+ 17 o)) | (1.11)
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Os espagos B, foram introduzidos por Bricmont et al. em [16] e uma descrigdo mais detalhada
destes espagos pode ser encontrada em [14, 43]. Além do espago dos dados iniciais, para
estabelecer o item 1 acima devemos encontrar um espaco adequado no qual haja uma tunica

solugao para o PVI (1.1). Com isso em mente, defina
B ={u:Rx[1,+00) — R | u(-,t) € B, para todo t > 1 e ||Ju|joc < o0}, (1.12)

sendo

[uloo = sup [[u(-, t)|.
t>1

A idéia consistird em construir um subconjunto de B(>) no qual a solucdo de (1.1) é tinica.

Considere agora o PVI (1.1) com as seguintes hipdteses:

(H1) f € B, para algum ¢ > 1;

(H2) ¢(t) € Li,.((1,400)) é uma fungio positiva e c(t) = t? + o(t?) quando ¢ — oo, com p > 0;

loc

(H3) A€ -1, 1] e F(u) = 3,5, a;u’ é analitica em u = 0, com « inteiro tal que

a>({p+3)/(p+1).
Provaremos o seguinte

Teorema 1.1 Assuma (H1) — (H3). Entao, existe € > 0 tal que, para ||f|| < e, € possivel obter
B C B de forma que o PVI (1.1) possua uma solug¢do unica u € B satisfazendo, para um
certo A = A(f, F,p),

Jim [[Verttu(viett 1) — AfJ()] =0, (1.13)

. .
sendo f definida por (1.4).
Por simplicidade consideramos a inclusao de perturbacoes nao-lineares F' sendo fungoes analiticas

de u apenas, mas essa analise pode ser estendida de forma a contemplar termos nao-lineares como

m (1.2), dependendo também das derivadas de u. Podemos ainda generalizar o problema para
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n dimensdes ou para A € [—Xg, Ao, com Ay > 1. Neste caso, basta trocar A por u = A/Xg e I’ por
F\, = M F na equagao em (1.1), de forma a recuperar as hipéteses do Teorema 1.1. A escolha de
restringir A a um compacto é feita para que as estimativas obtidas neste trabalho sejam validas

uniformemente com respeito a .

1.5 Divisao da Tese

Os resultados principais desta tese (Capitulos 3 e 4) foram publicados na revista Discrete and
Continuous Dynamical Systems, Series B, v. 7, p. 699-715, 2007. Esta tese esta dividida da
seguinte forma: No Capitulo 2, definimos o operador Grupo de Renormalizacao para a equacao
linear, determinando algumas de suas propriedades. Em seguida, apresentamos como a técnica
é utilizada no caso linear. No Capitulo 3, provamos a existéncia e unicidade da solucao do
problema (1.1) num intervalo finito de tempo. No Capitulo 4, definimos o RG nao-linear e o
utilizamos para estender a solucao para tempos infinitos e obter o seu comportamento assintotico,
provando portanto o Teorema 1.1. O Capitulo 5 é uma discussao sobre os resultados obtidos até
o momento, para o caso da equacao com perturbagao marginal, mais especificamente um estudo
do problema (1.9). Acrescentamos ainda um apéndice sobre a Transformada de Fourier em que

enunciamos os principais resultados sobre este assunto que sao utilizados nesta tese.
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Capitulo 2

Analise Linear

O objetivo principal desse trabalho consiste na determinacao do comportamento assintético da
solugdo do problema de valor inicial (1.1) com uma perturbacao F'(u) irrelevante, no sentido
do RG (para resultados parciais com perturbac¢ao marginal, veja o Capitulo 5). Entretanto, a
andlise do problema linear (fazendo A = 0 em (1.1)) é essencial para um completo entendimento
do procedimento. De fato, veremos no Capitulo 4 que o operador Grupo de Renormalizacao que
definiremos para o problema nao-linear estd intrinsecamente ligado ao “operador RG linear”, que
serd definido nesse capitulo. Além disso, no Capitulo 4 utilizaremos as estimativas obtidas na
analise linear para concluir que o comportamento assintotico das solucoes do problema nao-linear

é determinado pela termo difusivo da equacao.
Nesse capitulo estaremos portanto interessados no PVI linear (1.1), isto é,

{ut = c(t)Ugy, t>1, reR (2.1)

u(z,1) = f(z),

1

Le((1,400)) é uma fungao positiva, da forma t* + o(t?) quando ¢ — oo, com

em que c(t) € L
p>0e f € B, para algum ¢ > 1, sendo B, o espago de Banach definido em (1.10). Provaremos
que a solucao para o problema acima se aproxima da solucao de u; = tPu,,, com mesma condi¢ao
inicial, quando ¢t — oo. Apesar de ser possivel chegarmos a esse resultado diretamente, como
mostraremos na Secao 2.1, o objetivo desse capitulo é adotarmos o ponto de vista do RG,

analisando seu fluxo em torno de um “ponto fixo assintético”. Essa estratégia servird como

uma introducao ao que sera feito no Capitulo 4, para o caso nao-linear. Provaremos portanto o
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seguinte

Teorema 2.1 Seja u solugio do PVI (2.1), A= f(0) e [y definida por (1.4). Entdo,

lim ([P 1) — Af5 ()] =0 (2:2)

Esse capitulo esta dividido da seguinte maneira: na Segao 2.1, motivaremos a definicao do
operador Grupo de Renormalizagao para o problema linear (2.1) (que chamaremos de operador
RG linear), através de argumentos de mudangas de escala. Na Segao 2.2, além de definir
convenientemente o operador RG linear, daremos uma descri¢ao heuristica do método do Grupo
de Renormalizacdo. A Secao 2.3 é destinada as propriedades do operador RG definido na
Secao 2.2. Assim, na Subsecao 2.3.1 provaremos que B, é invariante pelo RG, que por sua vez
é um operador linear. Na Subsecao 2.3.2 mostraremos uma propriedade que serda amplamente
utilizada nesse trabalho, que é a propriedade de “semi-grupo” do RG. Essa propriedade garante
que sucessivas aplicagoes da transformacao do Grupo de Renormalizacao sao equivalentes a uma
Unica aplicacao em outra escala devidamente escolhida. Nas Subsecoes 2.3.3 e 2.3.4, provaremos,
respectivamente, que f, definida por (1.4) é um ponto fixo assintético do RG e que o operador RG
é uma contracao quando age em funcoes cujas Transformadas de Fourier se anulam na origem.
Finalmente, na Sec¢ao 2.4, determinaremos o comportamento assintético da solu¢ao de (2.1)

utilizando o método do Grupo de Renormalizacao, provando desta forma o Teorema 2.1.

2.1 Mudancga de Escalas e Comportamento Assintético

A técnica do Grupo de Renormalizacao estd intimamente relacionada com uma mudanga de
escalas e a escolha da mudanca de escalas adequada ao problema a ser analisado é parte
importante no processo de obtencao do comportamento assintotico da solugao desse problema

através do método do RG.
Argumentamos na introducao que a equagao de difusao com coeficiente t¥ e perturbagao marginal

p pt3
Uy = Py, + Aurtt
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¢ invariante pela mudanca de escalas

p+1 pt+1
2

L= u(L =z Lt).

Observamos ainda que, no caso de perturbagoes irrelevantes ou relevantes, a equagao nao é
invariante por essa mudanca de escalas. A mudanga acarreta uma contragdo ou expansao de
A, que fica multiplicado por uma poténcia de L, negativa no caso irrelevante e positiva no caso
relevante. Veremos no Capitulo 4 que essa contracao de A\ no caso irrelevante é o que faz com

que o termo nao-linear nao contribua na forma com que a solucao do problema decai para zero.

Os argumentos apresentados anteriormente motivam a escolha da mudancga de escalas que
utilizaremos nesse trabalho. Em [43] apresentamos uma prova de que, para a equacao do calor
linear, é possivel obter o comportamento assintético diretamente da forma integral da solucgao.
E facil ver que o mesmo pode ser feito no caso da equacao de difusao linear, com coeficiente

dependente do tempo. De fato, dado ¢(t) = t? + o(t?), defina

s(t) :/1 c(T)dr. (2.3)

Observe que s(t) estd bem definida visto que c(t) € L} .((1, +00)).

Usando a Transformada de Fourier, podemos obter a forma integral da solugdo do problema

linear (2.1), dada por

u(z,t) = (2.4)

1 _(z-y)?
—m/e 0 f(y)dy.

Reescalonando a variavel espacial e a solugao, obtemos

2
tp+1 tP+1
Virtu(Virtlz, ~\ st / () f(y)dy.

t)
Agora observe que, pela defini¢ao (2.3),

- |
s(t) = ——
p+1

sendo

r(t) = /1 o(rP)dr. (2.5)



Logo, s(t)/tP™ — (p+1)~!, quando t — oo e, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue [45], obtemos

1
lim Virtlu(Virtlie, t) = P e‘(ﬁ%z/f(y)dy,

t—o0 47
isto é,

lim Virtlu(Virtle t) = Af;(v),

t—o0

sendo A = f(0) e fy a fungao definida por (1.4).

2.2 Descricao do Método e Definicao do Operador RG
Linear

Vimos anteriormente que dado L > 1, a mudanca de escalas + — L®TD/2x ¢t — Lt e
u — LP)/2y mantém a equacdo (1.8) invariante. Vimos ainda que essa mudanca de escalas
fornece um limite assintotico bem definido. Motivados por esse argumento, iremos definir o
operador Grupo de Renormalizacdo para o problema (2.1) baseados nessa mudanca de escalas.

O procedimento para a construcao do operador RG consiste entao em seguir trés etapas. Dado
L>1,

1. evolui-se o dado inicial do tempo 1 ao tempo L, determinando wu(z, L);

2. reescalona-se a varidvel espacial por L®+1/2 obtendo w(L®+V/ 2z, L);

3. reescalona-se a solucao u por LFPT1/2,
Assim, definimos o operador RG para o problema (2.1), que designaremos por operador RG

linear, como:

RY f(x) = LPHD/ 2 (L1241, (2.6)

A idéia por tras do método do RG para equagoes parciais é reduzir o problema do tempo infinito

a analise de uma seqiiéncia de problemas de tempo finito, obtidos por iteragoes do operador RG,
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definido de acordo com o problema a ser analisado. Assim, considera-se inicialmente o PVI no
qual se estd interessado e em seguida o operador RG é aplicado ao dado inicial f, obtendo-se um

certo fi, que serd o dado inicial de um novo problema, o problema renormalizado.

Esse processo é repetido de forma a gerar uma seqiiéncia de PVI’s considerados em intervalos
finitos de tempo, cujas condicoes iniciais f, sao obtidas iterando-se o RG n vezes. Cada dado
inicial de um dos problemas renormalizados é decomposto em duas parcelas. A primeira é um
multiplo da imagem pelo RG de seu “ponto fixo assintético” e a segunda sera contraida por
esse operador, no sentido que, a cada iteracao, sua contribuicao é cada vez menor, de forma que

quando n — 00, essa parcela se anula.

Mais especificamente, como a solugdo u do PVI (2.1) estd globalmente bem definida por (2.4),

fixado L > 1 definimos a seqiiéncia {u, }7°, de funcoes reescalonadas
up(z,t) = LMPHD/2y (L”(p+1)/2x, L), (2.7)

com t € [1, L]. Um célculo direto revela que u,, satisfaz o PVI renormalizado abaixo:

o = ¢, ()%, z€R, tell, L] (2.8)
U(ZIZ‘,l) :fn<x>7 '
em que (L)
c(L™
ealt) =~ (2.9)
sendo ¢(t) = t" + o(t?) e
fal@) = up(z, 1) = LMPHD/2y (L"(p+1)/2x, L. (2.10)

Dessa forma, a analise do comportamento assintotico passa a ser a analise de cada um dos
problemas (2.8) em tempo finito (¢t € [1,L]). De fato, comparando (2.10) e (2.2), fica claro
que provar o limite assintético se reduz a prova da convergéncia da seqiiéncia {f,} (basta fazer

t = L™), o que motiva a defini¢ao do operador RG dada por (2.6).

Observe entretanto que, conforme ja mencionamos anteriormente, o processo inicia-se com o
PVI (2.1) e a cada iteragdo obtemos um PVI renormalizado (2.8), com n = 1,2, ..., sendo que o0s

dados iniciais para cada um desses problemas consistirao na imagem do operador RG aplicado
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ao dado inicial do problema anterior. Dessa forma, o operador RG depende da solucao de cada

problema a ser considerado ou, em outras palavras, do passo da iteracao (ou seja, de n).

Denotaremos a solugdo de cada PVI linear (2.8) por uy,, de forma a diferenciar essa solucao da

solucao do problema nao-linear (1.1). Definiremos portanto o operador RG linear pela relagao

n

(R} o fo)(z) = LWy, (L2 1) . (2.11)

Dessa forma, incluimos um indice n na defini¢ao (2.6) visto que o operador depende da equagao
de evolugao considerada. Agora, utilizando essas notagoes, se considerarmos o PVI (2.8) com

dado inicial f,, dado por (2.10), isto é,
falz) = uy, (v,1) = LM@H 2y, (LD 20 1)

sendo uy, (z,t) = L"PHD/ 2y, (Lr@+HD/23 L) em que uy é solugdo de (2.1), entdo é conseqiiéncia

imediata das defini¢oes acima que {f,} satisfaz

fO = uf('> 1) € fn+1 = ROL,nfn (212)

Para simplificar a notagao, denotaremos R} = R? .

2.3 Propriedades do RG Linear

O objetivo dessa secao ¢ enunciar e provar algumas propriedades do operador RG linear que
serao utilizadas na obtencao do comportamento assintotico, tanto para o problema linear quanto

para o problema nao-linear.

O operador R | atua sobre o espago dos dados iniciais e possui as seguintes propriedades:

1. R}, g € B, para toda g € By;

2. R}, é uma transformagao linear;
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3. RY satisfaz a propriedade de semi-grupo, isto é,

0 0
RL" 0= RL n—1°" RL,l ° RL,U

4. f, € um ponto fizo assintético do operador RG linear, ou seja,
: 0 * *
Tim [[Rp. fy = fpll = 0.

5. Se g € B, ¢ tal que g(0) = 0 (isto é, g possui massa nula), entdo, existem constantes C' > 0

e L1 > 1, dependentes de p e ¢q, tais que, para todo L > L1,

IR gl < CL-@+D72||g].

A estratégia usada para obter o comportamento (1.3) quando A = 0 (veja o Teorema 2.1) é
considerar cada problema (2.8) e, a cada passo do procedimento iterativo, extrair do dado inicial
a contribuicao na direcao do ponto fixo assintético. Entao, usando os resultados listados acima,
mostramos que o que sobra apos a extragao é pequeno o suficiente para garantir a convergencia
do processo, que é repetido n vezes, arbitrariamente. Finalmente, tomando o limite quando

n — 00, obtemos o comportamento assintético da solugao reescalonada do problema linear.

Antes de provar as propriedades enumeradas acima, para cada n = 0,1,2,---, lembrando que

cn(t) é dado por (2.9), definimos

Novamente, s, estd bem definida ja que ¢(t) € Lj,.((1,400)). Com isso, obtemos

|

sendo
r(L"t) —r(L")

T (2.14)

ra(t) =

r(t) dado por (2.5). Observe que, da definicio de ¢,(t), temos so(t) = s(t). Além disso,
definindo o dado inicial do problema (2.8) com n = 0 por fy = f, esse problema se reduz ao

PVI (2.1). Como anteriormente, podemos escrever a solu¢ao do n-ésimo PVI (2.8) como

uy, (z,t) = \/W/

sendo s,(t) definida por (2.13).

o faly)dy, (2.15)
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2.3.1 B, é Invariante pelo Operador Linear R%,n

Nessa subsecao provaremos as duas primeiras propriedades enumeradas anteriormente.
Mostraremos portanto que B, é um espaco invariante pelo operador R%n (isto é, dada uma funcao

. 0 2’ 7 .
g em B, sua imagem pelo operador Ij , também pertence a B,) e que esse é¢ um operador linear.

Propriedade 1: Seja g € B, dado inicial do PVI (2.8), para algum n. Vamos mostrar que
R} .9 € By. Pela definicao (2.11) do operador R}, e pelo Lema A.4, temos

—~ w
FIRY w9)(w) = @, (57 L) - (2.16)

Como a solugao u, é dada por (2.15), com f, = g, podemos escrevé-la como a convolucao da
solucdo fundamental ¢ pelo dado inicial, uy(x,t) = [¢(., ) * g(.)](x), sendo

__=?
e 4sn(t)

P(z,t) = m

Como B, ¢ L*R) N L*(R) N L>(R) (veja [43]), entdao g € L'(R). Logo, pelo Teorema da

Convolucao A.2, como ¢ e g sao funcoes em L'(R), entdo,
iy (w, t) = (w, t)g(w).

Além disso, pelo Lema A 4, (zg(w,t) = e~w*sn() Portanto, Ug(w, t) = e‘“’zs"(t)g(w) e, com 1sso,

obtemos

2

~ w _2in(l)
fmammw—g(;m)e . (217)

Como g € B,, entao g (W) € C'(R). Logo, derivando a equagao (2.17), temos

0 . Sn(L) “ w 1 N w _wQM
[]-"(RL’ng)]’(w) o {_QM [p+1 9 <L(p+1)/2> + L(p+1)/2gl (L(p+1)/2) e (2.18)

Usando (2.17), (2.18) e a defini¢do da norma em B, obtemos como cota superior para ||R] ,g:

sn(L) " w EREEAEA)
) g g (L(p+1)/2>” et . (2.19)

Lpt+l

R w 1
( L<p+1)/2>) T I

sup(1 + |wl|?) {(1 + 2|w|
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Fazendo z = |w|y/s,(L)/L®T1/2 ¢ usando que ze ™" < 1 e L > 1, obtemos ainda como cota
superior para (2.19):

oo () ) (12550 o o)+ ()
L(p+1)/2 [(p+1)/2 L(p+1)/2 L(p+1)/2
Portanto,
sn(L)
|RLagll < LoD (H?m) lgll < oo,
0 que completa a prova. 1

Propriedade 2: Para algum n € N, considere sy, solucdo do PVI (2.8) com dado inicial
Af + g, sendo f e g fungdes em B, e A € R. Entao, pela definicao (2.11) do operador RG linear
e da representagao (2.15) com f,, = Af + g, temos:

[e+1)/2 (s02ey)?
R, (M +9)(r) = —=== [ =0 (A +g)y)dy
A4ms, (L)
A (P+1)/2 (L(P“)/Q:c—y)2 (p+1)/2 (L“’“)/Qac—y)2
= —F— [ e 0 d +—/e_4$n<L> d
) fly)dy ) 9(y)dy
= MRL.)(@) + (B ,9)(x)
e, portanto, R}, é um operador linear. 1

2.3.2 A Propriedade de Semi-Grupo

Provaremos agora que o operador RG linear definido por (2.11) satisfaz a propriedade de semi-
grupo, isto é, n aplicacoes do operador a uma escala L sao equivalentes a aplicar o RG uma vez,

a uma escala L™:
R}.=R], o R} 0R]. (2.20)

Propriedade 3: Seja g € B, dado inicial do PVI (2.8), para algum n. A prova da propriedade
de semi-grupo sera feita por inducao. Se n = 1, nao ha o que provar. Agora, para n = 2, segue

diretamente de (2.17) que

FIRGg)(w) = § (T ) ¢ )



A (W — o s (L)+LP T sy (L
FIRY, o B)g)(w) = § (1o ) e 2etrem Lo 0]

Da definigao (2.13) é facil ver que so(L) + LP™'s;(L) = so(L?) e, portanto, tomando a
Transformada de Fourier Inversa (veja Definicdo A.4) obtemos RY,g = (R%1 o R%)g, o que

completa o primeiro passo da indugao.

Agora, suponha que exista k > 2 tal que R},g = (R],_,o---0Rj})g. Usando (2.17) e a hip6tese

de inducao, obtemos

w 2

~ I ———
F(Rprag)(w) =g <L(k+1)(p+1)/2> o~ TEFDETD (L)

2

w _w®
FI(R 00 B)gl(w) = F(RY) (1o ) e B

w o w? (LR LE@ D g (L)
= g <m> e L(k+1)(P+1)[ ]

~

Usando a definicdo (2.13) de s,,, obtemos so(L*) + LFP+Y s, (L) = so(L**!), o que finaliza a prova.

2.3.3 Pontos Fixos Assintdticos

Considere f, a fungao definida por (1.4). Segue diretamente das definigées da norma B, e de f;

que
151l < Cpgs (2.21)
sendo B
2Jw| 20wl w2
Cpg=C = 1+ —— 14Ty, 2.92
P (P> q) Sgp{( +p+1—|-|w| + b1 e p ( )

Logo, f; € B, e segue de (2.17) com n = 0 que

x -~ w _w2s (L)
FIRLS ) (w) = o (L—) o,
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Usando a defini¢ao de sy(t) e o fato de que f;;“(w) = e w*/+D) | obtemos

2 2

FIRY ;) (w) = e vire” momn ), (2.23)

Tomando a Transformada de Fourier Inversa em ambos os lados de (2.23) concluimos que f(x)
¢ um ponto fixo do operador RG se e somente se r(L) = 0, o que ocorre no caso c(t) = tP.
Provaremos no Lema 2.1 que, quando (L) # 0, f; ¢é o limite de Ronf; quando n — oo e

portanto, sera um ponto fizo assintotico do operador RG linear.

Lema 2.1 Considere f; dado por (1.4) e |- | a norma em B,. Entao,
lim [|RY. £ — ] =0. (2.24)

Prova: Da equagao (2.23) com L™ no lugar de L, temos:

2 2 _r(L™)

FIRY, f*)(w) = e 7™t (2.25)

p

Como r(t) = o(t**1), a identidade acima implica convergéncia pontual no espago de Fourier.
Entretanto, nosso intuito ¢ provar a convergencia em B,, o que faremos ao mesmo tempo em que

estimamos a taxa de convergéncia. Usando (2.25),

* * _w? (L T’(Ln) —w? ﬁ— %
H"T(Ronfp B fp)](w)| =e v |1 —e nlHD ( )‘ < w2 TaGorD e { +1 | Ln(e+D) }
) (")
o g po ) | -]
;- el <2 55 ] g

Como r(t) = o(tP™!), tome ng > 0 tal que |r(L")L™"WD| < [2(p + 1)]7!, para todo n > ny.
Multiplicando as desigualdades acima por (1 + |w|?) e definindo

2 2
__w®
e 2+l

w
My = Mi(p, ) = max(1 + ul");

(p+1)

w2

My = My(p,q) = (14 |wl|?) ( Jw|? | ’) e 2Tl
p,q) = max(l + |w — + |w
2 2\P; 4 1 1
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e M = M(p,q) = My + M, obtemos, para todo n > ny,

r(L™)
[n(p+1)

|RY.f; — fill < M . (2.26)

Fazendo n — oo em (2.26), obtemos o resultado. 1

Observacgao 2.1 Se soubermos a taza de decaimento de r(t)/tP™, entao (2.26) nos dd uma

*

»» 0 que € mais forte que simplesmente obter

cota superior para a tara de convergéncia de RY,

o limite (2.24).

Mostramos no Lema 2.1 que a seqiiéncia RY, [, € convergente e converge para f, (que é portanto
um ponto fizo assintdtico do RG linear). Estd claro dai que a seqiiéncia RY,, f, ¢ limitada. No
Lema 2.2, explicitaremos uma cota superior para essa seqiiéncia, que sera utilizada no decorrer

desse trabalho.

Lema 2.2 Dado q > 1, existem constantes Ly > 1 e K, , > 0, dependentes de p e q, tais que, se
L > Ly, entao,
IRL fy ]l < K

para todon = 1,2, ---.

Prova: Usando (2.17) com L™ no lugar de L e o fato de f:f(w) = ¢/t obtemos

IR () = ¢ Lot 246
n -

p

1 So(Ln)
p+1)(p +1) T In(+1)

sg(L™) }

F[Ronf;]/<w) = 2w [L”( 1 e_w2{L"(p+i)<p+1)+w(p+1)

Além disso, usando que r(t) = o(t**!) na definigao de r,(t) (veja (2.14)), concluimos que existe

Ly > 1 tal que, se L > Lg, entao, para todon =20,1,2,---,

1

(L)
< 2(p+1)

Lp+l
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Defina agora
Ly = max{L,, "V/3}. (2.27)

Observe que L; depende do coeficiente de difusao c¢. Pela defini¢ao (2.13) de s,(t), se L > Ly,

entao
1 n(L 3
< b , (2.28)
6(p+1) = LPtT 7 2(p+1)
para todon =0,1,2,---.
Assim, usando (2.28), se L > Ly, basta definir
5|U}| _ w?
K, = 1 H11l+ —— 6(p+D) 2.29

o =sup(1 ful?) |14 2 (2.29

e o lema esta provado. |

2.3.4 Lema da Contracao

Utilizaremos agora a equagao (2.17) e as cotas em (2.28) para provarmos que, para L
suficientemente grande, o operador ROLm é uma contracao no espaco das funcoes g € B, tais que
G(0) = 0. Esse resultado serd importante na prova do comportamento assintético das solugoes,
visto que serd usado para provar que, ao decompor o dado inicial em duas componentes sendo
a primeira um multiplo de R%,n J,» a segunda decai para zero, quando n — oo. Decorrerd desse
fato que a solugao de (2.1) se comportard em tempos longos como um miiltiplo de Jf,» provando

entao o Teorema 2.1.

Daqui por diante consideraremos as constantes C,,, L; e K,, dadas respectivamente

por (2.22), (2.27) e (2.29).

Lema 2.3 Dado q > 1, seja g € B, dado inicial do PVI (2.8), para algum n, tal que §(0) = 0.
Entao, existe uma constante C' = C(p,q) > 0 (independente de g e n) tal que, para todo L > Ly,

C
IR0 < ol (2.30)
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Prova: Usando (2.17), obtemos a desigualdade

(1+ ol (1B 9) ()| + (RS ,9) (w)]) <

1 w p+1 p+1
I\ I\ )| T

w w/L(pH)/?
i (7o) =90 + /0 g'(t)dr

sn(L)
Lp+1

sn (L)
aﬂw%w”ﬁ[

G o

Como g € B,, temos

e como ¢(0) =0,

Y st gl w
g <L(p+1)/2>‘ = /0 T s ‘W‘ lgll, (2.32)

sendo que na tltima desigualdade usamos que ||g|] < oo e (14 ]¢]9)~' < 1. Além disso, segue da

defini¢cao da norma B, que
w

7 (zoem7)| < ol (2.33)

Usando (2.28), (2.32) e (2.33) em (2.31), se L > Ly obtemos para todon =0,1,2,---,

2

u+mm0@£@ww~@£®wws(w+§w

w2
L) (o e L0

Dessa forma, definindo
3Jw]? 2
C = Clp.) =swp 1+ ful + S0 ) (14 fuwf)er. (2.34)

entdo, para L > Ly obtemos (2.30). 1

2.4 O Comportamento Assintético via RG

Provamos na se¢ao anterior que, para L suficientemente grande, o operador R%,n é uma contracao
quando age em funcgoes cujas transformadas de Fourier se anulam na origem. Provaremos agora
que, através do operador Grupo de Renormalizacao, podemos caracterizar o comportamento
assintotico da solu¢ao de um PVI, desde que o dado inicial pertenca a B, e seja suficientemente

pequeno.
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Lema 2.4 Dado L > Ly, considere o PVI (2.8) com f, dada por (2.12). Entdo, se A = %(O),

para cada n =0,1,2,..., existem fungées g, € B, tais que §,(0) = 0,

fo=Afy +g0.  fa=ARLfy + gu, (2.35)
€
C n
ool < (S5 ) llnl, (2.30

sendo C a constante dada por (2.54).

Prova: Como f; e fo pertencem ao espaco de Banach B,, podemos definir go € B, por
g0 = fo— Af;, sendo A = o(0). Além disso, como f;(O) = 1, obtemos §y(0) = 0. Aplicando
R? em ambos os lados da identidade fy = A J5 + 9o e definindo para cada n = 0,1,2,---,
gn+1 = RY ,gn, obtemos (2.35) para n = 1.

Como ¢y(0) = 0, da equagao (2.17) obtemos ¢;(0) = 0 e do Lema 2.3

C
g1l = 1 R7gol| < WH%H?

o que conclui o primeiro passo da inducao.

Assuma agora que (2.35) e (2.36) sejam vélidas para um dado n. Aplicando Rj , em ambos
os lados de (2.35), usando as defini¢oes acima e a propriedade de semi-grupo, obtemos (2.35)
com n + 1 no lugar de n. Pela hipétese de inducao, ¢,(0) = 0 e assim, usando novamente a

equagao (2.17) e o Lema 2.3, concluimos que g,.1(0) =0 e

C

gl = 18l < ol < (S5 ) Lol

o que finaliza a prova. 1

Com os resultados obtidos podemos finalmente provar o Teorema 2.1, isto é, provaremos que se

u é solugao do PVI (2.1), A = f(O) e fy ¢ a funcdo definida por (1.4), entao,

Tim [|VE (VB 8) — Af5 ()] = 0.

Prova do Teorema 2.1: Seja C' a constante dada por (2.34) e defina
Ly = max{L,, C¥®+D}, (2.37)
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Entao, fixado L > Ly, mostraremos primeiramente que

i || 27027002, 1) — Af5 ()] =0,

n—oo

isto é, obteremos o limite (2.2) para uma seqiiéncia {t¢,,} da forma ¢, = L".

Dado L > Ly, pela propriedade de semi-grupo do RG linear, temos f, = RY.f e,
usando (2.35), (2.36) e a desigualdade triangular,

* C " * *
Bt = AR < (o) Danll + AR5 = 1 o e R

Como RY, f(z) = LMP+D/2q([rP+D/25 [7) | da desigualdade acima e de (2.26), temos, para todo
n > ny,

r(L™)
Ln(p+1)

. (2.38)

(p+1)

L =

Como L > Ly, entdo CL=®P*1)/2 < 1 ¢, lembrando que r(t) = o(t**!), basta tomar o limite

n n n . c \"
HL (p+1)/2u(L (PH)/?-,L )—Afp(')H < (_> HQOH + ]A\M

quando n — oo em (2.38) para obter (2.2) no caso particular em que t,, = L™.

(p+1)/2

Para estender esse resultado, dado § € (0,1), tome L3 > Lo tal que Lg > (. Entao, se

L>L3,

c \"_ c \" 1 _
Loz | T\ w2 ) TaetD-0/2 = Tap+D)(-3)/2

e segue de (2.38) que se t = L™ com L > L3, entao

r(t)

tp—l—l

(p+1)/2,, (+(+1)/2. 1\ _ A £%(. 9ol
[t 20— AR O < oy + 1AM

A cota acima pode ser estendida para t = 7L", com 7 € [1,L] e L > L3 bastando para isso
trocarmos L por 7!/"L nas estimativas. Assim, como as constantes em (2.38) ndao dependem do
valor particular de L considerado (dependem apenas de p e ¢), a desigualdade acima vale para

todo t > L3. Tomando o limite quando t — 0o, completamos a demonstracao. |

Observacao 2.2 Novamente observamos que, se for conhecida a taxra de decaimento de

r(t)/tPTL, entdo, mais que obter o limite (2.2), consequimos estimar a velocidade da convergéncia
trily(Virtl ) — Af¥(-) quando t — oo.
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Capitulo 3

Existéncia e Unicidade Locais da
Solucao do Problema Nao-Linear

Nesse capitulo provaremos a existéncia e unicidade de solugdes do problema (1.1) em um intervalo
finito de tempo, para no Capitulo 4 utilizarmos o procedimento iterativo do RG [16] para estender
esse resultado local para um intervalo de tempo infinito. Nesse processo, obteremos estimativas

que serao usadas na prova do limite (1.13).

Utilizaremos para isso o Teorema do Ponto Fixo em espagos de Banach [24, 37]. Assim, na
Secao 3.1 definiremos inicialmente os espacos de Banach utilizados e em seguida enunciaremos
o teorema de existéncia e unicidade local, apresentando sua prova, assumindo verdadeiros os
resultados de dois Lemas. O restante do capitulo é dedicado a prova desses dois Lemas.
Na Secao 3.2 obteremos resultados preliminares que serao utilizados no restante da tese e

principalmente nas Sec¢oes 3.3 e 3.4, em que apresentamos as provas de cada um dos Lemas.

3.1 O Teorema de Existéncia e Unicidade

Consideremos o problema de valor inicial (1.1) sob as hipdteses (H1) — (H3), isto é, considere a

equacao
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sendo c(t) € L} ((1,4+00)) uma funcao positiva, da forma t” + o(t?) quando t — oo e p > 0,

loc
Ae[-L1,t>1, xzeRe Fu) = > .., a;u analitica em u = 0, com o > (p+3)/(p + 1).
Além disso, suponha que o dado inicial u(z,1) = f(z) pertenga ao espago B, definido em (1.10)

e munido da norma (1.11).

Para obter o espago em que se encontrard a solugao tunica de (1.1), dados ¢ > 1 e L > 1,

consideramos inicialmente o espaco

BY ={u:Rx[l,L] =R | u(-,t) € B, para todo t € [1, L]}, (3.1)
com norma dada por

Jull = sup [lu(- )]
te[1,L]
Em [43] provamos que ambos os espagos B, e BW) sio espacos de Banach.
Definimos em seguida a bola
By ={ue BY :|lu—uyl, < | f]} (3.2)

e, lembrando que s(t) = [{ c(v)dv (veja definigio (2.3)), definimos o operador T : B — B

por

T(u) =us+ N(u), (3.3)

sendo uy solugao do PVI linear (2.1), isto é,

A7s

1 _ (@—y)?
o) = s / T )y (3.4)

t 1 __@-yp?
N(u)(z,t) = )\/1 T =0 /e O=@O1 F(u(y, 7))dydr. (3.5)

Assumiremos que a expansao de Taylor de F'(u) em torno de u = 0 tem raio de convergéncia
finito p (o caso p = oo é menos restritivo). Logo, para que N(u) e T'(u) estejam bem definidos é

necessario que |u(x,t)| < p em R x [1, L.
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Provaremos que o operador 7' possui um tunico ponto fixo em By, desde que [/f] seja
suficientemente pequena, o que é equivalente a provar a existéncia e unicidade de solucoes do

PVI (1.1) em By. Utilizaremos os seguintes lemas:

Lema 3.1 Sejam L >1,q¢>1,p>0 e X € [-1,1]. Existe &' > 0 tal que ||N(u)|. < || f| para
toda u € By, se f € By e ||f|| <€

Lema 3.2 Sob as hipdteses do Lema 3.1, existe €” > 0 tal que [|[N(u) — N(v)|[p < 3llu— vz,
para todas as fungoes u,v € By, se f € By e || f]| <¢&”.

Assumindo os Lemas 3.1 e 3.2, podemos provar o seguinte:

Teorema 3.1 Considere o PVI (1.1) sob as hipéteses (H1) — (H3) e seja L > 1. Entdo, existe

€ >0 tal que o PVI (1.1) possui uma tinica solugao u em By, se || f]| < e.

Prova: Definidos &’ e €” pelos Lemas 3.1 e 3.2, seja ¢ = min{e’,¢”}. Entao, se ||f]| < ¢, o
Lema 3.1 garante que ||T(u) — ufl| = ||[N(w)|lr < [|f]] e, pelo Lema 3.2, ||T(u) — T'(v)||1 =
|N(u) = N(v)||r < 3|lu—v]||L, para todas as fungdes u,v € By. Logo, T' é uma contracao em By
e portanto possui um tunico ponto fixo. Em outras palavras, o PVI (1.1) tem uma unica solugao

em By. |

3.2 Resultados preliminares

Precisaremos de alguns resultados preliminares que serao teis para provar os Lemas 3.1 e 3.2.

Estaremos sempre usando L > 1e g > 1.

Proposicao 3.1 Se f € B, e u € By, entao,

Julle <201+ v/s(L))[If]
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Prova: Como uy ¢ a solugao do problema linear com dado inicial f, dada pela férmula

integral (3.4), temos que:
Tr(w,t) = e O fw) e T(w,t) = —2ws(t)uy(w,t) + e O f(w),
Assim, usando que e~*®** < 1 para todo t > 1:

@7 (w, )] < |f (w)] (3.6)

e, definindo = = |w|+/5(t) e usando que ze™** < 1,

[ty (w, )] < 2¢/5( w)| + 11 (w)] < 2/s5()]f (w)| + 1/ (w)], (3.7)

Portanto, aplicando as cotas superiores (3.6) e (3.7) e usando a defini¢do da norma em 5,, temos:

o )] < sup(L ") (17 ()] +2v/5O1F )] + | @w)]) < (14+2/5D) 1]

Como c(t) é positiva, entao, pela definigao (2.3) a fungao s(t) é crescente. Assim, tomando o

supremo em t € [1, L] na desigualdade acima, obtemos

luglle < (14 2v/s(L))]|f]]- (3.8)

Finalmente, se u € By, usando (3.8) e a desigualdade triangular a proposigdo estd provada. |

Observacao 3.1 Iremos argumentar agora, usando a proposi¢cao anterior, que para que oS

operadores N e T estejam bem definidos € suficiente que u € By com f € By tal que

1Al < [2C,(1+ /(L)) p

sendo
1 1
C,=— | ——d 3.9
1 27r/Rl+|w|qw (3.9)

e lembrando que p € o raio de convergéncia da expansao de Taylor de F(u) em torno de u = 0.
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De fato, precisamos provar que |u(x,t)] < p para todo x € R e todo t € [1,L]. Como
B, C LYR) N L3 R) N L>®(R) (veja [43]) e u € BW), entdo u(-,t) € B, para todo t € [1,L]
e portanto, para cada t € [1, L] fixado, temos u(z,t) = F{u(.,t)}(z) (veja DefinigaoA .4) e

L[ u(, 1)

(e, )] < [l )| gy <
su u\xr — Ul - —_—
xéﬂg = g I VIE® = on r 1+ |wl?

dw=Cyllu(- 0 <00, (3.10)
sendo C, dada por (3.9).
Assim, lembrando que |[ul|p, = sup;epy gy [lu(-, )], se u € BW entdo u(-,t) € B, e
sup |u(z,1)] < Cyllull
zeR
para todo t € [1, L]. Agora, pela Proposicao 3.1, se f € B, e u € By entao,

lulle <201+ V/s(D)F1-

Logo, para todo t € [1, L],

sup [u(z, t)] < 20, (1 + /s(L)) || f]-

z€R

Portanto, se u € By com f € B, tal que
£l < [2C,(1 + V/s(L)]"p
entdo, |u(x,t)| < p para todo x € R e todo t € [1, L] e com isso N e T estao bem definidos.

As proximas duas proposigoes fornecerao estimativas que serao utilizadas nas Secgoes 3.3 e 3.4

para demonstrar os Lemas 3.1 e 3.2.

Proposicao 3.2 Se s(t) € a fungdo definida por (2.3), sejam p(1) = s(t) —s(t —71) e

t—1
J(w,t) E/ wgp(T)e"P(T)“’QdT
0
definidos parat > 1,0 <7 <t—1ew € R. Entao,

|J(w,t)| < (t—1)\/s(t).
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Prova: Como s(t) é crescente e 0 < 7 <t — 1, entdo a funcdo ¢(7) é positiva. Assim, fazendo

z = +/o(T)w e usando que ze™* < 1, YV € R, temos

J(w,t)] = > dr

/\/_dT

Observe que o integrando é uma funcao continua no intervalo [0,¢ — 1] e ainda, como s(t) é
uma funcao crescente de ¢, entao é facil verificar que ¢(7) é uma fungao crescente de 7. Assim,

podemos limitar superiormente a tltima integral anterior por

(t— D)ot — 1) = (t — 1)/5(t) — s(1).

Pela definigao de s(t) temos que s(1) = 0, o que finaliza a prova. 1

Proposicao 3.3 Seja ¢ > 1 ew € R. Entao

1
I = . dr <
(w) /Rl—i—]x\q 1+ |z —w|e x_l—i-]w\q’
sendo

C = C(g) = (2 +3) /R %de. (3.11)

Prova: Se |w| <1, entao 1 < Além disso, sup < 1. Portanto, para |w| < 1:

zeR 1+ |x_w|q

1 1 1
I(w) = / : d:vg/—dx
R 14|27 T+ |z —wl r 1+ [z]e

2 / 1
dx
T+ |wle Jg 1+ |z

No caso |w| > 1, separamos (w) em trés partes e estimamos cada uma separadamente. Observe

1+| la°

que, como [(w) é uma funcao par, é suficiente considerar w > 1:

0 % +oo 1 1
= + + : dx
o Jo w L+ z]9 1+ |z —w|?
2
Analisando a primeira integral, para = < 0, como w > 1, temos que |z — w|? > | — w|?. Logo:

0 1 1 1 0 1 1 1
. dr < dr < dx
oo Lzl 14 |2 —wle 1+ —w|? J_o 1+ |x]d 1+ |w| Jg 1+ |z|e
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Para a terceira integral, obtemos:

teo g 1 1 oo 1 21 1
: dr < —F— ——dr < da.
wo Tzt 14|z —wld T+ |2 e 14z —wl 1+ |wle Jg 1+ |z|e

Finalmente, para a segunda integral, assumindo que 0 <z < 3, temos:

1+ |w|?

(14 Jal) (1 + o= wlt) > (14 Jaf?) (14 |2 T

DEXENED

Portanto,

T 1 1 24 1
. de < dzx.
o l4z[? 1+ |z —wl L+ |wl? Jg 1+ |zl

Para finalizar a prova basta somar as estimativas obtidas acima para as integrais e tomar a

constante C' dada por (3.11). 1

Antes de demonstrar os Lemas 3.1 e 3.2, motivados pela hipétese (H3), iremos definir algumas

somas que serdo utilizadas no restante desse capitulo. Considere a constante C' dada por (3.11)

e defina
Si(e) = Z(%)!I (3.12)
Si() = Z(%)| J (3.13)
Si(2) = Z(%)J!| (3.14)

Note que, como p é o raio de convergéncia de F'(u), entdo o raio de convergéncia dessas somas
é (2mp)/C. TIremos portanto a partir de agora considerar apenas aquelas func¢oes u tais que

lu(x,t)| < po para todo z € R et € [1, L], sendo

pOEmin{g,%}. (3.15)

Pela Observagao 3.1 é suficiente tomarmos o dado inicial f tal que
1£1l < [2C4(1 + V/s(L))] " po. (3.16)
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3.3 Prova do Lema 3.1

Nessa se¢ao iremos provar que dados L,q > 1, p > 0e A € [—1,1], existe & = &'(L,q,F,c) > 0
tal que se f € By e ||f|| <€, entdo [|[N(u)||L < | f|| para toda u € By.

Considere entao o operador N definido por (3.5). Tomando a Transformada de Fourier de N (u),
se o(7) = s(t) — s(t — 1), obtemos:
N(u)(w,t) = A Z a; / e~ P yi(w, t — 7)dr.
j>a V0
Escrevendo w/ como convolugoes de @ (veja Lema A.3), cada termo na soma acima é da forma:

a;

t—1
W/ dTe_*"(T)wz/, i(w = pr)i(py — p2) -+ ipj—r)dps - - dpj1, (3.17)
) 0 Ri—1

em que omitimos por simplicidade de notacao a dependéncia em t—7 de 4. Como podemos limitar

superiormente o valor absoluto de @ por ||ul|;/(1 + |w|?), entdo, uma cota superior para (3.17) é

Sy [ arero [ L pyd
- u ’7‘6 DY ) s 1.
(27T)J71 L 0 Ri—1 1+ |w — p1|‘1 1+ |pj71‘q h Pi-1

Agora as integrais em R nao dependem mais de 7 e, como ¢(7) é positivo (pois s(t) é crescente),

podemos limitar a exponencial pela unidade, obtendo ¢ — 1 como cota superior para a integral

com respeito a 7. Logo, usando a Proposicao 3.3 j — 1 vezes,

W01 < WSl (319

sendo Sy a soma definida em (3.12).

Da mesma maneira, usando ainda que |@'(w,t)| < |Ju|/(1+ |w|?), entao a derivada de (3.17) com
respeito a w pode ser limitada superiormente por

|aj‘

2J(w, t)| +1—1 | u]/ dpy -~ dp;_1,
<| ( )| ) (QW)],ln ||L Ri-1 1+ |w _p1|q 1 + |pj—1|q P1 p] 1

em que J(w,t) é a funcao definida na Proposic¢ao 3.2. Usando as Proposigoes 3.2 e 3.3, concluimos

que

N(w) (w,)| < W{j_#u — 1)So(lulls). (3.19)
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Observamos agora que, da hipdtese (H3), como « é inteiro, entdo o depende do expoente p da

seguinte maneira
3, se0<p<l1
= > ’ -7
@ a(p)—{Z, se p> 1.

Assim, o > 2 para todo p > 0 e usando esse fato juntamente com as estimativas (3.18) e (3.19)

e a monotonicidade de s(t), temos

c\ o
IV < 2D+ D@ - DS (52) lallal™

Jjza

Como estamos considerando apenas fungoes u tais que ||ul|, < po € como os termos da soma
acima sao todos positivos, podemos limita-la superiormente pelo seu valor quando ||ul|, = po €

usar a Proposicao 3.1 para obter
IN ()]l < CINIFIP, (3.20)

sendo

C'=C'(L,q,F,c)=8(\/s(L)+1)>(L —1)Si(po). (3.21)

Finalmente, como |A| < 1, usando (3.16) e definindo

¢/ = min {C’_l, [2C,(1 + \/@)]71[)0} ;

em que C’ é dada por (3.21), concluimos que ||N(w)||. < || f|| sempre que || f| < &' 1

3.4 Prova do Lema 3.2

Provaremos agora que, dados L,q > 1, p > 0e X\ € [—1,1], existe ¢” = £"(L, q, F,c) > 0 tal que
se f€Byel|f]l <& entdo |[N(u) — N(v)|lL < 3llu—v|., para todas as fungoes u, v € By.

Considere entao fungoes u e v tais que ||ul|r, < po € ||v]|z < po. Logo,

[N(u) — N (w,t) —/\Zaj/ dre=#w’ [uﬂ—vﬂ](w t—1) —)\ZDJ,

joa joa
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em que D; pode ser escrito como

t—1
a; 2
D:i=—9 dre PO (s oo v @) — (D% -+« O)(w. 7).
= i [ e )~ ( M, 7)
Aqui temos j — 1 convolugdes de @ e j — 1 de v. Assim, adicionamos e subtraimos no integrando

o termo U *x u * - - - % U, com j — 2 convolugoes de u, para obter

' t—1
D; = (2;)]]'—1 / e—so(T)wz[(@ —0)*h* - xa)(w, 7)dT +
0
w t—1 )
<2§j1/‘ O ik (i ek it — Dk 5 0))(w, )
m 0

A primeira integral pode ser limitada de maneira semelhante aquela feita no na prova do Lema 3.1,

t—1) /C\'! -
-1 (—) gl = o]l

1+ |wle \ 27

por

Para estimar a segunda integral, a idéia consiste em reescreveé-la, apds adicionar e subtrair termos
apropriados, como uma soma de duas integrais. A primeira pode ser limitada superiormente como
acima e a outra é novamente separada em duas. Esse procedimento termina apés 7 — 1 passos,
quando obtemos
t—1 o\’ : : :
Dy< Sk (5) ol = ol (Rl + Rolllal 4+ ol ).

Observe que como as normas de u e v em B sdo menores que py, a soma sobre j > « do lado
direito da desigualdade acima é convergente. Além disso, podemos fatorar ||ul|; ou [[v|. e a
soma restante continua convergente. Similarmente, cada termo da derivada com respeito a w da
diferenga N(u) — N (v) pode ser escrito como uma soma de duas integrais, que limitamos usando

esse mesmo procedimento. Com isso, obtemos

IN() = N@)le < CYANAw = vl (3.22)
em que
C" =C"(L,q,F,c) =4(y/s(L) + 1)*(L — 1)Sy(po). (3.23)

Como |A| < 1, definindo

¢” = min {(20")*1, [2C,(1 + \/@)]’1/)0} ;

sendo C” dada por (3.23), o lema estd provado se tomarmos || f|| < &”. 1
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Observacgao 3.2 Note que Sa(po) > S1(po). Logo, definindo

8(v/s(L) + 1)3(L — 1)Ss(po), (3.24)

€ suficiente considerar € no Teorema 3.1 definido por

e = min{(2Cy) ™, [2C,(v/s(L) +1)] *po}. (3.25)

Além disso, note que nas demonstracoes dos Lemas 3.1 e 3.2 s6 utilizamos como hipdtese sobre
a que a > 2. Assim, o Teorema 3.1 de existéncia e unicidade local da solu¢ao do PVI (1.1) é
valido considerando-se uma hipéGtese mais fraca sobre a: o > 2 ao invés de o > (p+3)/(p + 1),
como enunciado em (H3). Entretanto, (H3) serd necessaria para a obten¢ao do comportamento

assintético da solugao de (1.1) e, portanto, para a prova do Teorema 1.1.
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Capitulo 4

Existencia Global, Unicidade e o
Comportamento Assintdtico

Segue do Teorema 3.1 que, dado L > 1, existe £ > 0 tal que o PVI (1.1) tem uma unica solugao

u em By para toda f € B, com || f]| <e. Assim,

(p+1)

filz) = L% (L 2 x,L) (4.1)

¢ um elemento bem definido do espago B,. De forma andloga ao que foi feito no Capitulo 2, o
lado direito de (4.1) definird novamente um operador, que denotaremos por Ry o, agindo na bola
{f € B, : ||fl| < e}, que leva o dado inicial f em f;. Chamamos Ry o Operador Grupo de

Renormalizagao (RG) associado ao problema (1.1).

O objetivo desse capitulo é utilizar esse operador para, através de suas iteragoes, primeiramente
estender a existéncia da solugao do problema (1.1) para todo tempo t > 1 e, em seguida, obter

o comportamento assintético dessa solugao.

Como descrevemos anteriormente, o método do RG para equacoes parciais consiste em relacionar
o comportamento assintético das solugoes de EDPs com a existéncia e estabilidade de pontos
fixos de um operador RG apropriado e se baseia na reducao do problema do tempo infinito a
andlise de uma seqiiéncia de problemas de tempo finito (os problemas renormalizados), obtidos
por iteracoes do operador RG. Assim, para dar rigor a esse processo é preciso provar que cada

problema renormalizado possui uma solucao tnica. Na Secao 4.1 provaremos que, se os dados
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iniciais de cada problema renormalizado forem suficientemente pequenos, entao, cada PVI possui

uma unica solucao.

A etapa da renormalizagdo, feita na Secao 4.2, serda importante para obter condigdes sobre o
dado inicial do problema (1.1) suficientes para garantir que os dados iniciais dos problemas
renormalizados sejam pequenos de forma que haja uma solugao unica para cada PVI e garanta

a possibilidade de iteracao do método.

Na Secao 4.3, utilizaremos todos esses resultados para, primeiramente, obter uma solugao tinica
para o problema (1.1), definida para todo ¢ > 1, e em seguida obter o comportamento assint6tico

desta solugao, provando finalmente o Teorema 1.1.

4.1 Problemas Renormalizados e a Existéncia e Unici-
dade de suas Solucoes

Como no Capitulo 2, faremos primeiramente uma descricao heuristica do argumento, que
motivard a defini¢ao do operador RG. No presente caso, assumiremos que a solugao u do PVI (1.1)

é globalmente bem definida.

Fixado L > 1, considere a seqiiéncia {u,}>2, definida por (2.7), com t € [1,L] e u solugao

de (1.1). Agora u, satisfaz o seguinte PVI renormalizado:

{ Oty = cn()02up + M Frp(uyn), t€[l,L], x €R, (4.2)

un(,1) = ful),

em que ¢, (t) é dado por (2.9), A, = LMP3-a@+l/2)

Fin(n) = 3 o L2000z

Jjza

e fn é novamente definida por (2.10), sendo u solucao de (1.1).

Comparando (2.10) e (1.13), verificamos como no caso linear, que o problema de se obter o
comportamento assintético (1.13) se reduz a prova da convergéncia da seqiiéncia {f,}. Assim,

seja g € B, e dado n > 0 assuma que o PVI (4.2) com dado inicial ¢ tem solucdo tnica u,,.
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Entao, reescalone wu,(-, L) de forma a obter
(Rng)(w) = LW, (L0022, 1), (4.3)

o que define o operador RG. Novamente o indice n na definicao acima se deve ao fato de que
o operador depende da equacao de evolucao considerada. Segue ainda das definicoes anteriores

que, assim como no caso linear, {f,} satisfaz

fO - u('a 1) € fn+1 = RL,nfn- (44)

Nosso objetivo de agora em diante serd provar que, sob as hipdteses (H1) —(H3), se o dado inicial
for suficientemente pequeno, o problema (4.2) tem solugao tnica para cada n de forma a garantir
que o método iterativo do RG possa ser aplicado para fornecer o comportamento assintético da

solugao do PVI (1.1).

No Lema 4.1 iremos proceder como na prova do Teorema 3.1 para obter a existéncia e unicidade
locais das solugbes de cada problema (4.2). Para enunciar o lema, dado L > 1 considere o espago

BW®) definido por (3.1) e, se f, é o dado inicial de (4.2), defina

By, = {un € B+ [lun —uy, |l < |1 full}

e o operador

T (un) = uy, + No(un),
sendo uy, a solugao de (4.2) com A\, =0e

2

t—1 Snm Ton )= sn ]
N (up)(z,t) = A, / / Frn(un(y, t — 7))dydr, (4.5)
\/47r [sn(t

) — Su(t —7)]

em que
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Além disso, lembrando que pg é dado por (3.15), defina a constante C,, por

Cp = 8(\/5n(L) + 1)3(L —1)Sa(po), (4.6)

em que Sa(pg) é a soma dada por (3.14), com z = py.

Lema 4.1 Dadosn € N e L > 1, eziste €, > 0 tal que, se ||fu|l < €n, entao o PVI (4.2) possui
uma unica solugdo u,(x,t) em By, . Além disso, fn11 dado por (4.4) é um elemento bem definido

em B,.

Prova: Devemos provar que o operador 7}, é uma contracao em By, , que leva a bola nela mesma
e, dessa forma, possui um tnico ponto fixo, o que prova que existe uma tnica solugao u,, em By, .
Analogamente a prova do Lema 3.1 em que obtivemos as desigualdades (3.20) e (3.22), usando o

fato de que L > 1 e as defini¢oes de Fp,, e s,(t) obtemos,

INa(un)l < CuLrr3me D) £ 12 (4.7)

| N () — N (v,) ]| < CnLn[p+3_a(p+1)]/2||anHun — V|,

sendo C,, dada por (4.6). A condicdo para que u, esteja na regidao de analiticidade de F,, é
agora impor que

1fall < [2Cq(1 + V/5u(L)] " po-

Comop+3—a(p+1)<0e L >1, definindo

£, = min {(2on>—1, 2C,(1 + \/sn(L))]_lpo} , (4.8)

se || full < €n, obtemos || Ny(un)|l < [ fall € [[Na(un) — No(va)|| < 3llun — vn|r para todas as
funcoes u,, v, € By,. Isso prova que o PVI (4.2) possui uma tunica solucdo u,(z,t) em By, e,

portanto, f,+1 = L@/, (LEHD/2z L) estd bem definida. 1

Observacao 4.1 Note que sen=0 ¢ fo = f, o Lema 4.1 se reduz ao Teorema 3.1. Além disso,
como so(t) = s(t), Co dada por (4.6) é a mesma constante Cy definida em (3.24). Logo, €y = €
com e dado em (3.25).
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4.2 Renormalizacao

Provamos que se || f,|| < €, entdo Ry, f, estd bem definido. Para simplificar a notacao, defina
Un(z) = Ny (up)(z, L) (veja a definigao (4.5), sendo No(u) = N(u)). Entao, a solugdo do PVI (4.2)

no tempo t = L pode ser escrita como u,(z, L) = uy, (z, L) + v,(x) e temos
(Rrnfu)(x) = Ry, fula) + L2y, (LEHD22), (4.9)

em que RY ¢ o operador RG linear, definido por (2.11). Observe que (4.9) separa o operador

n
RG em duas partes (linear e nao linear). Vé-se daf a importancia da anélise linear (e portanto do
Capitulo 2) para uma boa compreensao do problema nao linear. Nosso objetivo serd provar que
a parte nao-linear, sob a hipdtese (H3), nao contribui para a determinagao do perfil da solugao

no regime assintético.

A andlise envolve a decomposicao do dado inicial em duas parcelas: uma na direcao do ponto fixo
assintético do operador RG e outra em uma direcao que sera irrelevante no sentido do RG. Isto
¢, quando aplicarmos o RG ao dado inicial, a componente irrelevante sera contraida para valores
suficientemente grandes de L. No Lema 4.2 iremos decompor f,, dado por (4.4) e obter estimativas
que serao utilizadas posteriormente para provar o Teorema 1.1. Primeiramente iremos assumir
que, dado k € N, f,, esta bem definido para todon = 0,1,...,k, o que é garantido pelo Lema 4.1
desde que || fu|| < e, para todon =0,1,...,k — 1. Posteriormente, no Lema 4.4 provaremos que

se fo for suficientemente pequeno, a seqiiéncia { f,,} dada por (4.4) estd bem definida.
Nos préximos lemas, iremos nos referir as constantes Cy, 4, L1, K, 4, C e C,, dadas respectivamente

por (2.22), (2.27), (2.29), (2.34) e (4.6).

Lema 4.2 (Lema da Renormalizagao) Dados k € N e L > Ly, suponha que f, dada por
(4.4) esteja bem definida paran = 0,1,... k+1. Entdo existem constantes A, e fungoes g, € B,
com §,(0) =0 tais que, paran =0,1,... k,

fO - A(]f; =+ 9o, fn+1 - An+1R%n+1f; + On+1, (410)

|An+1 - An| < CnLn[p+3ia(p+1)]/2”fn||2 (4~11>
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lgnsall < CLTEFV2 gy || + (LEFV2 4 K, 5) G, LMo H U] £ |12, (4.12)

Prova: Primeiramente iremos provar (4.10) de maneira indutiva. Defina gy pela relagao
Jo = Aofy + go, com Ay = j/B(O) e, como j/;"(O) = 1, teremos ¢o(0) = 0. Por hipétese, f;
estd bem definida por R ofy e usando a representacao (4.9) e a decomposigao de f; acima,

podemos escrever f; = AlR%f; + g1, em que

Ay = Ap + 15(0)

g1(z) = RY go(x) + L(p+1)/21/0(L(p+1)/2x) — %(O)R%f;(x).

Segue de (2.17) e de (2.23) que F(R}g)(0) = 0 e F(R}f})(0) = 1. Além disso, usando o
Lema A.4, §1(0) =0, o que prova (4.10) para n = 0.

Agora suponha valida (4.10) com n =0,...,j — 1, sendo j < k. Provaremos que esta estimativa
ainda vale quando n = j. Usando (4.10) com n = j — 1, a representagao (4.9) e a propriedade de

semi-grupo do operador RG linear, obtemos

fiv1(x) = AjR%ij; (z) + R%,jgj(x) + LDy (L0 02g), (4.13)
Definindo
A = Ay +55(0) (4.14)
e
gin(x) = R jg;(x) + LTIy (L) — G (0)RY ;41 £ (), (4.15)

podemos reescrever (4.13) como fj11 = Aj+1ROLj+1f; + gj+1. Pela hipétese de inducao, g;(0) =0
e assim, da definigdo (4.15), como as Transformadas de Fourier de R%Jgj e RY, f, na origem
sdo respectivamente iguais a g;(0) e f;;"(()), usando novamente o Lema A.4 obtemos g;41(0) = 0,

o que prova (4.10) paran =0,1,... k.

Lembrando que v,(z) = Ny(u)(z, L) e como (4.7) vale para todo n, usando a definigdo (4.14)

obtemos (4.11) paran = 0,1,..., k. Através de um célculo semelhante aquele feito na prova do
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Lema 3.1, obtemos

||L(p+1)/2yn(L(p+1)/2~)|| < L(p+1)q/2CnLn[p+3—a(p+1)]/2||fn|’2

e usando o Lema 2.2 e a desigualdade triangular,
| LPHD/2y, (L2 lfn(O)ROLan;II < (LWHDe2 4 K O, L3 me@ll/2) g2

Como ¢,(0) = 0 e L > L, da definicao (4.15) e do Lema 2.3, obtemos (4.12) para todo

n=20,1,...,k, o que conclui a prova. |

Observacao 4.2 Seque de (2.28) que sob as hipdteses do Lema 4.2, as constantes C, sao

uniformemente limitadas. De fato, definindo

3
3Lpt+1
K= 8(L - 1) ( m + 1) (L(p+1)q/2 + Kpﬂ) Sg(po), (416)

entao C,, < K, para todo n e podemos ainda reescrever a desigualdade (4.12) como

lgnsal| < CLTCHV2| gy || + K LMPFm®rU2) £ |12, (4.17)

As estimativas obtidas no Lema 4.2 serao usadas para provar o Teorema 1.1 da seguinte
maneira: (4.11) ird garantir que a seqiiéncia (A,,) é convergente e (4.17) serd usada para provar
que a componente g, diminui & medida que n aumenta. Esse fato é devido a defini¢ao de « (veja
hipdtese (H3)) ou, em outras palavras devido & perturbagao nao linear F' do problema (1.1) ser
irrelevante. Entretanto, antes de aplicarmos o Lema 4.2, temos que provar que o dado inicial de
cada PVI (4.2) é pequeno o suficiente e, para isso, definiremos de forma recursiva uma seqiiéncia
(G,,) tal que, para todo n, || f.|| < Gu|lfoll. No Lema 4.3 provaremos que, sob certas condigoes,

essa seqiiéncia ¢é limitada.

Dado ¢ € (0,1), seja

Ls = max{L;,[2C(1 + C, ,)]*/**} (4.18)
e para L > L, defina
G=1+K,,» LV <o, (4.19)
j=0

52



Gy = LOV2 4 K, (14 Collf]l) e Gny1, paran =1,2,3, ..., pela relagio:

G = LO-Dn+1/2 Ky (1 + Collf|l + Zngng[p—H%—a(pH)]/Q”fH) :

Jj=1

em que cada Cj, para j =0,1,2,..., é dada por (4.6), com n = j.

Lema 4.3 Seja 6 € (0,1) tal que 1 —§ < a(p+1) — (p+3) e tome L > Ls, sendo Ls dado
por (4.18). Além disso, tome K e G dadas por (4.16) e (4.19), respectivamente, e suponha f tal
que

1

K&If < sras (4.20)

Entao Gp11 < G para todon =0,1,2,....

Prova: Como L > 1e G > 1, é conseqiiéncia direta do fato de Cy < K e da condigao (4.20) que
G, < G. Agora suponha G, 1 < G paratodon =1,2,...,k — 1. Da definicao de G,, 1, usando

a hipdtese de inducao e como C,, < K para todo n,

k
Grpq < LODEED2 L (1 + K| f]| + KG?|| f|l Z Lj[p+3a(p+1)}/2> '

Jj=1

Da condigao (4.20), como L >1ed—1>p+3—a(p+ 1), temos
Grp1 1+ Kpg (L4 LODR 4 L7 4o LIHDODR) < @
o que finaliza a prova. |

No Lema 4.4 iremos obter estimativas para as solugdes reescalonadas do PVI (4.2). Em particular,
iremos definir € > 0 tal que se o dado inicial f do problema (1.1) pertencer a bola de centro na
origem e raio g, entao os dados iniciais f,, dos problemas renormalizados serao suficientemente
pequenos de forma a garantir uma solucao tnica para cada PVI renormalizado e, posteriormente,
uma unica solugao global do PVI (1.1). Além disso, lembrando da decomposigao do dado inicial
fn = ARY, f» + gn dada no Lema 4.2, provaremos que, sob certas hipdteses, a componente g,
vai para zero quando n — oco. Esse resultado sera utilizado para a obtencao do comportamento

assintotico no Teorema 4.1.
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Antes de enunciar o lema, note que segue de (2.28) que se L > L; e ¢, é dado por (4.8) e

3Lp+1
2C, | 1 _
1 ( + 2(p+ 1))

entao o < g, para todo n. Observe que esse é um fato crucial para a obtencao do resultado. Isso

-1

c=min{ 2K)" 00 ¢ (4.21)

porque é construida a seqiiéncia de raios ¢, das bolas em torno da origem para as quais, se o dado
inicial de cada problema de valor inicial pertencer a essa bola, entao cada PVI possui uma tnica
solugao. Se essa seqiiéncia (g,,) convergisse para zero, entdo nao seria possivel tomar o dado inicial
f do PVI (1.1) suficientemente pequeno, de forma que todos os PVIs renormalizados tivessem
uma unica solu¢do e com isso ndo conseguiriamos obter uma solugao tunica para o PVI (1.1),

definida para todo t > 1.

No proximo lema iremos nos referir a K, Ls, G e o dados, respectivamente
por (4.16), (4.18), (4.19) e (4.21). Além disso, lembramos que fy definida por (4.4) é u(-,1) = f,
o dado inicial do PVI (1.1).

Lema 4.4 Dados § € (0,1) tal que 1 —=§ < a(p+1) — (p+3) e L > Ls, existe € > 0 tal que, se
| foll <€, entao f, dada por (4.4) estd bem definida para todo n > 1,

[fnll < Gullfoll (4.22)

e se gn € dada pela decomposi¢ao (4.10), entao,

/ol
lgall < =gz (4.23)
Em particular, || f,|| < €n, para todo n > 1.
Prova: A prova é feita por inducdao em n. Primeiramente, defina
g=min{oG ', 2KG* L2171 (4.24)

Como G > 1, temos ||fo|| < 0 < €p e segue dos Lemas 4.1 e 4.2, que f; estd bem definida por
fi= AlROLf; + g1 e g1 satisfaz (4.17) com n = 0. Portanto, como fo = Ao f, + go, obtemos

lorll < [C(A+ Cpg) L0724 K| foll ][l foll-
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Além disso, como L > Ls, entdo 2C(1+C, )L~ PT)/2 < LO=D/2 ¢ como G > 1 e || fo|| < Z, entdo
2K foll < L~D/%. Logo,
lgall < LD foll.

Usando agora a decomposicao (4.10) e a estimativa (4.11) com n = 0, aplicando a desigualdade

anterior e o Lema 2.2,

LAl < [+ Coll foll) Kpg + LEO™V2T NI foll = Gull foll,

0 que prova o Lema para n = 1.

Agora suponha que exista k > 1 tal que (4.22) e (4.23) sejam vélidas para todon =1,2,... k.
Provaremos que essas estimativas também sao verdadeiras paran = k+1. Da hipdtese de indugao
e do Lema 4.3, como || fy|| < g, temos || f.|| < G| fol| < en, para todo n = 1,2,..., k. Portanto,
podemos aplicar o Lema 4.2 para obter a estimativa (4.17) com n = k. Entao, usando (4.22)

e (4.23) com n = k, obtemos:

C [klp+3—a(p+1)]/2 )
T2 T T L2 KG| foll | 1 foll-

llgrs1] < LO-D(k+1)/2

Como Cp, > 0 e L > L;, entdo CL=P+)/2 < 1/2 e como | fo|| < Z, usando que § — 1 >
p+3—a(p+1), segue do Lema 4.3 a estimativa (4.23) para n = k + 1. Pelo Lema 4.2, f11

estd bem definida e pode ser representada por (4.10), com n = k. Logo, usando a desigualdade

triangular e o Lema 2.2,

k
/ol
[ frarll < erKp,q |A0|+Z|Aj+1—f4j| :

J=0

Finalmente, como |Ag| < || fol| ¢ C\, < K, para todo n, aplicamos as estimativas (4.11) e (4.22)
comn = 0,1,2,...,k e usamos o Lema 4.3, para obter (4.22) com n = k + 1. Em particular,

| fes1ll < Gl foll < x+1, 0 que finaliza a prova. 1

4.3 Existéncia GGlobal e o Comportamento Assintético

Provamos anteriormente que, se ||fo|| < Z, entdo cada PVI (4.2) possui uma unica solugao u,

em By, . Agora iremos provar que existe uma maneira de “unir” essas solugoes de forma a
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obter uma unica solugao global para o PVI (1.1). Para fazer isso, primeiramente estenderemos a

definicdo (3.1) do espaco B considerando o seguinte espaco:

com a norma
Jullzs = sup B
tE[L”,Ln+1]

Agora defina {h,} por
ho=f e |y = L7002y, (L@HD/2 ) (4.26)
e seja up, solugao do PVI (4.2) com A, = 0 e dado inicial h,,. Defina
By, ={ue€ BE) lu—up, || < ||Bal[}- (4.27)
Note que By, = By. Finalmente, lembrando que
B ={u:Rx[1,+00) — R | u(-,t) € B, para todo t > 1 e ||ul|os < 00},

sendo
[ulloe = sup [lu(-, t)]],
>1

defina
B={ue B :|u—up| 1 <|hn|,Vn}. (4.28)

Corolario 4.1 Sob as hipdteses do Lema 4.4, o PVI (1.1) possui uma unica solu¢io u € B.
Nesse caso, o operador Grupo de Renormalizagdo definido por (4.9) possui a propriedade de
semi-grupo:

Rinof =Rpp—10---0oRpi10Rpof, Vn=>1. (4.29)

Prova: Do Lema 4.4, como || fy|| < g, entao || f,,|| < €, para todo n e usando o Lema 4.1, obtemos

a existéncia e unicidade das solugoes u,, de cada problema (4.2) em By,. Agora defina

u(z,t) = L0t 2, (L7t L™"t), Vte|[L" L'
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e considere a seqiiéncia {h,} definida por (4.26). Para t € [1, L], u(x,t) = ug(x,t) pertence a
B, Se t € [L, L?], entao

u(x,t) = L™PHD/2y, (L_(p+1)/2x, L™'t)
e assim, u(z, L) = L~@FD/2y; (L=0+D/2z 1), Agora, lembrando que f,, é dada por (4.4), temos:

i (?J) = U1(y> 1) = RL,0f0<y) = L(pﬂ)/QUO(L(pH)/QZ/a L)~

Tome y = L~P*V/23 ¢ 7 = L='t. Entdo, u;(y, ) é solugdo de (4.2) com n =1 em By, e

u(z, L) = L_(p+1)/2L(p+1)/2u0(L(p+1)/2L_(p+1)/2x,L) = ug(z, L) = hy(z).

Obtemos daf que, para t € [L, L?], u(z,t) € By,. Em geral, para cada n, temos
u(x, L") = L7002y, (L0t D/2g 7)
e como

Fa(y) = un(y, 1) = R faa(y) = LOFD 2w, o (L#HD2y, 1),

entao

u(z, L") = L’(”*l)(”l)/?un,l(L*("’l)(p“)/%,L) = hp(x)
e u(z,t) € By, parat € [L", L"M.

Assim, para cada n, se y = L™"P*V/2g e 7 = L™, entdo u,(y, 7) é a solucdo tinica do PVI (4.2)

em By, e, portanto, segue dai que u(z,t) é a solugdo tnica do PVI (1.1) em B.

A propriedade de semi-grupo é provada por inducao. Da construcao anterior, temos uma
solugado unica u € B para o PVI (1.1), definida portanto para todo ¢t > 1. Assim, u;(z,t) =
LP+D2q(LP+D2g [1) é solugdo do PVI com dado inicial LP+D/2q(LP+D/2g ) e estd bem
definida para todo t € [1, L]. Segue dai que

RL2,0f = LPHU(LPH% Lz) = L(p+1)/2U1(L(p+1)/2$a L) = RL,1U1(5U> 1)
— RLJL(I’“)/QU(L(]’H)/%, L) =Rpi0 RL,0f7
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0 que prova o primeiro passo da induc¢do. Suponha agora que (4.29) seja valida para n = k, com
k > 2, isto é,
LEOTD 20 (LFeD 20 IR = Rp g 1 0---0Rpy 0 Rpof.

Entao, como u(xz,t) = L=F0D/ 2y, (L=*P+D/2; [kt) para ¢ € [LF, L*!], usando a hipdtese de
inducao,
Rpwiof = LD+ 2y, (LD E+D/2, LH) = L(p+1)/2uk(L(p+1)/2x’L)
= Rpjug(z,1) = Ry LFPHD/ 2 (LFe+D/2g, kY
= RL,k o RL,kfl ©---0 RL,l o RL,Of-

Ja obtivemos todos os resultados necessarios para provar o Teorema 1.1. O préximo teorema
unird esses resultados de forma a provar o limite (1.13) para o caso de uma seqiiéncia {t,} da
forma ¢, = L™. Em seguida, para provar finalmente o Teorema 1.1, bastard generalizar a prova

para todo t > 1.

Teorema 4.1 Sob as hipdteses do Lema 4.4, existe uma constante A tal que

lim HLn(p—i-l)/Qu(L”(P'H)/Q., L") — Af;(')H = 0.

n—o0

Prova: Como || fy]| < g, segue do Corolario 4.1 que o PVI (1.1) possui uma tnica solu¢ao u € B.

Além disso, pelo Lema 4.2 e pela propriedade de semi-grupo, temos

fo = ARy fo + go = LMD 2 (002 1),

Logo, a estimativa (4.23) pode ser escrita como

1o — AnROa 2] < LMD fo .

Como C,, < K e || fo]| < &, usando o Lema 4.3 e as estimativas (4.11) e (4.22), obtemos, para

todon=1,2,3,...,
[ nlp+3—a(p+1)]/2

9J,(1-5)/2 HfOH

‘An—i-l - An‘ <
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e portanto, como a > (p+3)/(p + 1), (A,) é seqiiéncia de Cauchy em R. Seja A € R o limite
dessa seqiiéncia. Entao, |A, — A| = klim |A;, — Agin| e usando a Desigualdade Triangular e a

estimativa acima,

|An - A| < ]}Elgo HAk—i-n - Ak+n—1| + |Ak+n—1 - Ak+n—2| +oe At |An+1 - An”

HfOH k-1 Llp+3—alp+1)]/2

n+j)[p+3—a(p+1)]/2
= 97/(1-9)/2 klm ZL < 2L(1*5)/2(1 [[p+3—a(p+1) ]/Q)HfOH

Usando novamente a Desigualdade Triangular,

||L"(”+1)/2u(L"(”+1)/2x,L”) _Af;H < ||Ln(p+1)/2u<Ln(p+1)/2x7Ln) _AnROnf*H i
+ [ARL fy = fyll + [An — Al R £ -

O lado direito da desigualdade acima pode entao ser limitado superiormente, para todo n > ny,

usando (2.26) e o Lema 2.2 por

HfOH r(Ln) Ln[p+3—a(p+1)]/2
oz + M o6 |+ apamae (1 = peretroz eal ol (4.30)
Assim, é suficiente tomar o limite quando n — oo. |

O Teorema 1.1 agora segue diretamente da estimativa (4.30) como explicaremos em seguida:

Prova do Teorema 1.1: Provamos que (1.13) é vélida quando o dado inicial f = fy é
suficientemente pequeno e t = L™ (n = 1,2,...), para L > Ls. De fato, segue de (4.30) que, se
t = L", entdo, como p+3—a(p+1)<0e L > Ly,

” tp“u(\/t?’“x,t) _ Af;” < t(afl)/ZHfOH + |A]M ’t*(lwl)r(t)‘ +
+ t[P+37Oé(p+1)]/2L((S5*1)/2 [2 (1 _ L?+3*a(p+1)]/2>} ! quHfOH'
Podemos estender essa cota parat = 7L", com 7 € [1, L] e L > L; trocando L por 7'/" L em todos
os lemas anteriores. Assim, como as constantes em (4.30) ndao dependem do valor de L > Ls

considerado, a desigualdade acima vale para todo t > Ls. Tomando o limite quando ¢ — oo

finalizamos a prova. 1
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Capitulo 5

Consideracoes Sobre o Caso Marginal

Analisamos nos capitulos anteriores o comportamento assintético da solugao do PVI

{ut = c(t)Uuge + AF(u), t>1, z€R
u(z, 1) = f(),

sendo c(t) =P +o(t?) > 0, A € [-1,1] e F(u) = >

obtivemos a relagao entre a difusdo (medida em termos do expoente p) e a nao-linearidade (medida

30 @50, com > (p+3)/(p+1). Assim,
em termos do expoente «) na determinagdo do comportamento das solugoes quando decaem a
zero. Provamos de fato que a solucao u(x,t) do problema de valor inicial acima se comporta

CcOo1mo

A, x
u(®,) ~ t+1)/2 Fo <t(p+1>/2) ’

com f; dada por (1.4), sob a hipétese a > (p +3)/(p + 1), isto é, quando a perturbagao F' é
irrelevante (no sentido do RG) e concluimos que, nesse caso, a difusdo é o termo dominante na

determinacao da forma do decaimento das solugoes.

Parte desse trabalho de doutorado consiste ainda em analisar, utilizando o método do Grupo de
Renormaliza¢ao de Bricmont et al., o que ocorre no caso marginal (ou critico), isto é, quando
a = (p+3)/(p+1). Como ji observamos na introdugao, no caso critico nem a difusdo nem
a nao-linearidade prevalecem e o regime observado apresenta algumas caracteristicas do caso
irrelevante, mas com um fator logaritmico extra na taxa de decaimento da solucao. Essa descricao

foi observada numericamente em [12] e assim, um resultado de nosso interesse é a obtengao
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da correcao logaritmica, analiticamente, no comportamento assintético para o caso marginal.

Apresentaremos aqui de forma sucinta os resultados obtidos nesse caso.

- p+3
A equagdo u; = c(t)uy, — Aurti, sendo c(t) = t? + o(t?) quando t — oo, apresenta uma
perturbagao nao-linear classificada como marginal com respeito ao RG. O método do Grupo
de Renormalizacao para equacgoes parciais, da maneira como é realizado nesse trabalho, tem a
limitacao de ser capaz de tratar apenas nao-linearidades que possam ser escritas como somas de

termos do tipo u®u’u’_, em que os expoentes a, b e ¢ sao nimeros inteiros. Nos restringimos

x xx)

portanto mais especificamente ao caso em que, na equacgao acima fazemos p = 1, isto é, ao

problema (1.9):
w = (t+0(t))uge — A%, t>1, z€R, \A>0,
u(z, 1) = f(z), g>1, febB,

Observe que o sinal negativo na equacao acima € necessario visto que, no caso em que o sinal
¢é positivo, qualquer dado inicial nao nulo leva a uma solucao que explode em tempo finito

(veja [26, 39]).

Motivados pelos resultados numéricos [12] e seguindo as idéias de Bricmont et al. [16] aplicadas

no caso da equagao u; = Uy, — Au® (caso critico com p = 0), formulamos a seguinte

z2
Conjectura 5.1 Considere o PVI (1.9) com f = f{+go, sendo f{ = e~z /\/2n. Entdo, existem
A* ee >0 tais que, para 0 < X < X\* e ||go|| < € € possivel obter um espago B de forma que o

PVI (1.9) possua uma solu¢do unica uw € B satisfazendo

lim |tu(t,t) — 2¢/m(AInt) "' f1|| = 0. (5.1)

A conjectura acima fornece portanto um fator logaritmico no decaimento da solucao. A idéia
agora nao € mais considerar o dado inicial pequeno mas sim proximo a f;, isto é, gostariamos que
o dado inicial do problema fosse uma perturbagao do ponto fixo assintético do RG. Isso porque, ao
iterar o método, os dados iniciais de cada problema renormalizado terao uma decomposicao como
em (4.10), sendo que agora, a parcela que estd na dire¢ao do ponto fixo assintético, diferentemente
do caso irrelevante, também decai para zero e é necessario analisar este decaimento para observar

o fator logaritmico no decaimento da solucao. Além disso, A nao é mais definido num compacto,
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pois precisamos fazé-lo suficientemente pequeno. A estratégia para a obtencao do comportamento
assintético é entretanto similar a anterior. Inicialmente provamos a existéncia e unicidade locais
da solucao para em seguida utilizar o operador RG de forma a obter problemas renormalizados
definidos para intervalos finitos de tempo e obter estimativas que determinem o decaimento da
solucao, garantindo ao mesmo tempo a possibilidade de extensao da solugao para qualquer tempo

t>1.

A prova de um teorema de existéncia local para este caso nao apresenta nenhuma dificuldade a
mais do que no caso irrelevante. O espago em que a solugao é tinica continua sendo uma bola de
centro em uy (a solugdo da equagao linear u; = (¢ + o(t))u,,), mas seu raio agora dependerd de
A, de tal forma a ser possivel controlarmos o tamanho dessa bola, visto que nao mais temos || f||

pequena. Assim, se B é o espaco definido por (3.1), defina a bola
By ={u € BY: |lu—usl < CA},

sendo C' uma constante a ser determinada. Obtemos o seguinte teorema de existéncia e unicidade

da solugao do problema (1.9):

Teorema 5.1 Dados L,q > 1 ec > 0, existe \g > 0 tal que, se f = Aff+g, comg e B, |lg|| <e
e |Al < 1, entdo, existem \g = No(L,q,¢) e C = C(L,q,¢) tais que, para todo X € (0,)\g), o

PVI (1.9) possui uma unica solugdo em Bey.

Observe que o caso em que estamos interessados é de fato f = f; 4+ g, que segue como um
caso particular do Teorema acima, com A = 1. Como anteriormente, apds provado o Teorema
de existéncia e unicidade, partimos entao do problema (1.9) e iteramos o procedimento, isto é,
renormalizamos a solucao, obtendo um novo problema de valor inicial, cujo dado inicial é agora
a imagem do operador grupo de renormalizacao aplicado ao dado inicial f. A diferenca aqui é
t ao li d a0 na ltera, isto é, conti i Au? (vist t
que o termo nao linear da nova equacao nao se altera, isto é, continuara a ser Au® (visto que esta
perturbagao é marginal com respeito ao RG). Além disso, se o coeficiente de difusao fosse apenas

c(t) = t, a equacao de cada problema renormalizado seria idéntica a equagao em (1.9).

A heuristica do argumento permanece como no caso anterior. Assim, fixado L > 1 definimos a
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seqiiéncia {u, }5°, como em (2.7), mas agora com p = 1, isto é,
up(z,t) = L"u(L"x, L"),

sendo u solu¢do do problema (1.9). Nesse caso, u,, satisfaz

Optty, = (1) 0Pu,, — M2, te[l,L], v €R, (5.2)
un(a:,l) :fn(x>7 .
sendo
(L") o(L"t)
cn(t) = Tn = t+ n

e f, definida por (2.10) com p = 1, ou seja, fn(x) = L"u(L"z, L™). Admitindo entdao que para
cada n, existam C,, e )\, de forma que o problema (5.2) possua uma unica solu¢ao u, em Bg, »,

para todo A € (0, \,,), definimos o operador Grupo de Renormalizagao
(Rpnfn)(x) = Luy(Lz, L) = Romen(x) + Lv,(Lz),
sendo R}, fu(x) = Luy, (L, L) o operador linear. Mais uma vez f, satisfaz (4.4).

Como no caso irrelevante, definimos A, e g, recursivamente por (4.14) e (4.15), obtendo uma
decomposicao para os dados iniciais dos problemas renormalizados como em (4.10). A existéncia
e unicidade locais de cada problema renormalizado fica garantida em uma certa bola cujo raio é
Cy A, desde que A seja suficientemente pequeno (claramente, o raio da bola dependerd da equagao
considerada, isto é, do valor de n) e desde que o dado inicial f,, esteja suficientemente préximo

de um multiplo de RY, fr.

Definindo .
V;; = / e[sn(L)*Sn(L*T)]QZ (esn(Lf‘r)a2 R%nfl*)zd’r
0

e B, = ﬁ;’;(()), dados £ € Ne L > Ly (sendo L, definido por (2.27) com p = 1), se f,, dada
por (4.4) estiver bem definida para n = 0,1,...,k+ 1 e fy for tal que fo = Aoff + go com
0 < Ay <1, g0(0) =0e |lgo]] < e < 1/2, entdo, para A suficientemente pequeno obtemos as

seguintes estimativas':

[Anir = An + 280 A7) < CAN AL + [Aulllgall + [lgall*), ¥n=0,1,...F, (5.3)

!Optamos por nio explicitar as constantes neste capitulo para ndo sobrecarregar a notacio, visto que temos
aqui por objetivo apenas apresentar os resultados obtidos até o momento e nao os detalhes das contas.
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C
g1l < Fllgoll + CA
L

e,sen=1,...,k,

C
lgnsall < Zllgall + CINAZ + A Aulllgnll + Nlgnll® + Al AL%)].

As constantes obtidas nas desigualdades acima dependem apenas de L e q. Assim, utilizando
essas estimativas, podemos provar ainda que se Ag = 1 e € e A forem suficientemente pequenos,
entdo, para todon =1,2,....k, ||g.]| < min{e, A2} e A} < 1. Assim, obtemos que as constantes

A, sdo positivas e segue de (5.3) que satisfazem

|Api1 — Ap + A3, A2 < OA[(N 4 1) A3 + A2 (5.4)
O préximo passo consiste em utilizar as desigualdades obtidas acima para estimar a taxa com que
A, gn decaem para zero e com isso obter a correcao logaritmica. O que faremos a partir deste
ponto é argumentar que a Conjectura 5.1 fica provada, desde que sejam preenchidas algumas

lacunas. Os argumentos a seguir sao formais, se baseiam em [23] e partem do pressuposto que,

além dos resultados acima ja obtidos, a seqiiéncia (A,,) é decrescente e converge para zero.
Se (A,) é uma seqiiéncia decrescente, entao, como A; < 1 podemos reescrever (5.4) como
[Ans1 = Ap + B, AL | < KA, (5.5)
sendo K = A\(2+ \)C, isto é,
App1 = A, — A3, A2 + O(A2), (n — 00).
Agora, fazendo A, = v, !, temos, para \ suficientemente pequeno,
Un1 = Un[L = ABu A + O(A7)] ™ = wn[1 + A3 A, + O(AD)], (n — o)
e portanto,

Vpi1 — Up = A3y + O(v;1). (5.6)

Além disso, da definicao de (3, é possivel provar que existem constantes 3, e §* dependentes de

L tais que, para todo n, £, < 3, < 3* e, mais que isso, podemos provar que (3, converge para (3
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quando n — oo, sendo

1
=——1InL. 5.7
Assim, se A,, converge para zero, entdao, v,' — 0 e portanto existe ng > 0 tal que v,y — v, > %
para todo n > ng. Tomando n > 2ny,

n—1

Up = Upy + Z Vg1 — Vg > Upy + ADs

k=ng

(n—mng)  ABin no AB.n
a el U R o

n
Segue que v, ' = O(n™!) e assim, de (5.6),
Ups1 — Up = A3y +O0(n71).

Daf obtemos

v, = A0n+ O(Inn),

sendo 3 dado por (5.7) e portanto, v;! = [ABn + O(Inn)]~'. Com isso,

An:{)\ﬁn [1+0(%)H_1=M%H+O(h;—f). (5.8)

Finalmente, supondo a existéncia e unicidade globais da solugao do PVI (1.9), entao, usando a

Desigualdade Triangular, podemos limitar || L u(L"-, L™) — (ABn)~! f;(-)|| superiormente por
IL"u(L™, L") = ApRpn fi () + A80) R ST = fill 4 1An = (ABn) IR fTD (5.9)

Pela propriedade de semi-grupo do operador RG, temos f, = A,R%. ff + g = L"u(L"x, L")
e, como ||gn|| < A%, se A, — 0, entdo, o primeiro termo acima se anula quando n — oc.

Usando (2.26), o Lema 2.2 e (5.8), podemos ainda obter como cota superior para (5.9), para todo

1
+0 (%) K, (5.10)

n > ng:

M
ABn

r(L")
L2n

IL"u(L™, L") = AnRL f7 ()]l +

e fazendo n — oo, obtemos

lim || L"u(L", L") = (ABn) " £ ()l = 0

n—oo

0 que prova o comportamento assintético (5.1) parat = L™ e L > L;. A generalizagdo parat € R

e t — 0o pode ser feita como na prova do Teorema 1.1.
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Observe ainda que, como ja mencionamos, para € e \ suficientemente pequenos, entao, ||g,|| < &
para todo n e, com isso, é possivel provar um teorema andlogo ao Teorema 5.1, que garante a
existéncia e unicidade locais de cada problema (5.2) em uma bola de raio C,\. Através de um
processo semelhante ao que foi feito na Secao 4.3, podemos estender assim a solu¢ao do PVI (1.9)

para todo £t > 1.

Dessa forma, para que a prova da Conjectura 5.1 seja completa e rigorosa é necessaria a prova de
que a seqiiéncia (A,) é decrescente e principalmente de que ela realmente tende a zero quando
n cresce. Até o presente momento estes dois resultados nao foram obtidos de uma maneira que
acreditamos ser coerente com o resto do trabalho, embora Bricmont et al. [16] tenham analisado
o caso critico com p = 0 e @ = 3 e afirmem a convergéncia para zero da seqiiéncia (A,) com

estimativas semelhantes as que obtivemos.
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Apeéendice A

Transformada de Fourier

Para um completo entendimento do trabalho apresentado é necessario um estudo sobre a
transformada de Fourier. O objetivo deste apéndice é apenas citar as principais defini¢oes
e resultados utilizados nesta tese, cujas demonstracoes podem ser encontradas em referéncias
aqui mencionadas. Apresentaremos somente a demonstracao do Lema A.3 que relaciona a
transformada de Fourier de um produto de funcoes de L? com convolucoes das transformadas de
Fourier de cada uma delas, utilizado na prova da existéncia e unicidade de solugoes do problema

nao-linear. Para um estudo mais detalhado recomendamos [46, 47].

Definicao A.1 A transformada de Fourier de uma funcao f € L'(R) é definida como:

o0

Fw) = FLO) ) = / e f () . (A1)

—0o0

Definigao A.2 Uma fun¢ao f: R — R € rapidamente decrescente se f € C°(R) e

| fllmn =sup |z™D" f(z)| < 0o, ¥V (m,n) € N xN.
r€ER

Ou seja, f e suas derivadas tendem a zero mais rapidamente que as poténcias x™ vao para o
infinito. Denotaremos o espaco das fungdes rapidamente decrescentes por S(R). E facil ver que

toda funcao em S(R) é absolutamente integravel (veja capitulo 6 de [25]).
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Teorema A.1 Se f € S(R), entio f € S(R) e, além disso, dados m,n > 0,

(i)™ (%)f = f{ (%)m [(—m)”f]} . (A.2)

Demonstragoes do teorema acima podem ser encontradas em [20, 35, 43].

Definigao A.3 Se f,g € LY(R), entdo definimos a convolugao de f com g por

(f * g)(x) = / " o — y)gly)dy. (A3)
Lema A.1 Se f,g e h € L'(R), entdo:

1. fxge L'R);
2. fxg=gx*[;
3. (fxg)xh=fx(gxh).

A prova do Lema acima é imediata, através da utilizacao dos Teoremas de Fubini e de Mudanga

de Varidveis [45]. Além disso, através desses teoremas, obtemos ainda o seguinte resultado:

Teorema A.2 (Teorema da Convolugao) Se f,g € L'(R), entdo:

o — ~

(f x g)(w) = f(w)g(w). (A.4)

Definicao A.4 Definimos a Transformada de Fourier Inversa por

— 1

fla) = FHFOMNe) = 5= [ Flwyetdu (A5)

Teorema A.3 Seja f € L'(R) tal que f € L*(R). Entdo,

em todos os pontos x onde f € continua.
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Analisaremos agora algumas propriedades da Transformada de Fourier no espago L*(R).

Teorema A.4 Seja f € L'(R) N L*(R). Entao, fe L*(R) e vale a Identidade de Parseval:

IF113 = 271 F1I3-

Teorema A.5 A Transformada de Fourier é uma bijecio de L*(R) em L*(R).

Assim, para cada g € L*(R), 3! f € L*(R) tal que f = g. Denotamos por g(z) = (F1g)(z) a
Transformada Inversa de g. A Identidade de Parseval pode ser estendida para todo L?(R). Além
disso, se f,g € L*(R), tomando a Transformada de Fourier Inversa em (A.4), obtemos o seguinte

lema:

Lema A.2 Se f,g € L*(R), entdo:

FH I a) = (f * 9)(2). (A.6)

Uma propriedade da Transformada de Fourier amplamente utilizada nesse trabalho ¢é a

transformada do produto de n fungoes em L?(R):

Lema A.3 Se fi,---, f, € L*(R), entdo:

Flfie fu}(w) = #(ﬁ woox f)(w). (A7)

Prova: Faremos a prova por inducio. Pelo lema anterior, temos que F~{f, fo}(z) = (fi%f2)().
Logo,
F U (@) = (frx fo)(2).
Mas, N
FHION=) = 5= [ ftw)e=in = 5-fa).
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Com isso, obtemos:

FIHOLONw) = 2n(fi* fo)(-w) = 2 [flé; L fﬁ: ')] )
- o= | [t - o wan]
= %/fl(wl —l—w)fz(—uh)dwl = %(fl * f2)(w)

Assim, provamos o primeiro passo de indugao. Suponha agora que (A.7) seja vélida para n = k.

Entao:
1 — 1 1 . A
Flfv- fo fanl(w) = %(f[fl“'fn] * fr) (W) = o ((%)n_lfl Kook ok fn+1) (w)
= Glh e ho F)to)
0 que completa o argumento. 1

Finalizamos esse apéndice apresentando um lema que fornece as transformadas de Fourier de
funcoes importantes nesse trabalho, como a funcao Gaussiana. Sua prova também pode ser

encontrada em [43]:

Lema A.4 Seja a > 0 uma constante positiva. Entdo:

L og(w)=e ™" & jlx) = ¢

2. Se f € L*(R), F{f(ax)} = 1f ().
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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