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Resumo

Os controladores PID sao largamente utilizados em processos industriais. Recente-
mente, novos resultados de projeto de controladores PID foram obtidos para sistemas
lineares invariantes no tempo sem atraso. Entretanto, o comportamento de diversas
plantas industriais pode ser descrito matematicamente por sistemas lineares invarian-
tes no tempo com atraso. O problema de estabilidade de sistemas lineares invariantes
no tempo com atraso envolve encontrar a locacao de raizes de fungoes transcedentais.
Neste trabalho, o teorema de Hermite-Biehler é usado para estabelecer resultados para o
projeto de controladores PID para uma classe de sistemas lineares com atraso. Usando
a propriedade de entrelagamento em altas freqiiéncias da classe estudada e programagao
linear obtém-se o conjunto de todos os controladores PID. Até onde se sabe resultados
anteriores de sintese de controladores PID envolvem a solugao de equagoes transcenden-

tais.

Palavras-chave: Propriedade de entrelagamento, sistemas com atraso, projeto PID,

programagao linear.
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Abstract

The PID controller is widely used in industrial processes. Recently, new results on
the design of PID controllers for invariant time linear systems without time delays have
appeared. However, the dynamic behavior of many industrial plants may be mathemati-
cally described by linear time invariant systems with time delays. The problem of stability
of linear time invariant systems with time delays involves finding the location of roots of
transcendental functions. In this work, the Hermite-Biehler theorem is used to establish
results on the design of proportional plus integral plus derivative (PID) controllers for a
class of time delay systems. Using the property of interlacing at high frequencies of the
class of systems considered and linear programming we obtain the set of all stabilizing
PID controllers. As far as we know, previous results on the synthesis of PID controllers

rely on the solution of transcendental equations.

Key-words: Property of interlacing, delay systems, syntesis of PID controllers, linear

programming.
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Capitulo 1

Introducao

Existe desde os anos 50 uma lacuna significativa entre a prética e a teoria da en-
genharia de controle. A partir dos anos 60 surgiram os métodos de controle 6timo, de
carater analitico. O desenvolvimento destes métodos foi impulsionado pelo trabalho
pioneiro de Kalman sobre o regulador linear quadratico. Esta nova tendéncia levou
ao abandono de pesquisas relacionadas aos métodos anteriormente utilizados, os quais

eram geralmente de natureza ad hoc.

Os controladores obtidos a partir da teoria de controle 6timo sao em geral de ordem
elevada, comparavel a ordem da planta. Os novos métodos de sintese foram justificados
pela sua facil implementacao em computadores digitais, levando-se em consideracao a

crescente queda de custo de memorias e o aumento da velocidade de processamento.

Persiste, entretanto, a ampla utilizagao de controladores PID em aplica¢oes industri-
ais. O avancgo da tecnologia de computacao foi incorporado aos modernos controladores
PID, os quais sao implementados digitalmente através de microprocessadores, converso-

res A/D e D/A e circuitos de processamento digital de sinais especialmente projetados.

Existe hoje em dia um grande nimero de pesquisas e uma extensa literatura so-
bre controladores PID. Apesar disto, permanecem quase que ausentes da literatura os

métodos de controle 6timo desenvolvidos.

Argumentam Datta et al. (2000) que é irreal a expectativa de que a industria atualize
a existente aparelhagem PID em favor de controladores complexos de ordem elevada, a
menos que se comprove que o melhor desempenho atingido por um controlador PID é

ainda inadequado.



A busca por um controlador PID “6timo” esbarra sempre na dificuldade de caracte-
rizar o conjunto de controladores PID estabilizantes. A superacgao desta dificuldade, que
surge também no projeto de qualquer controlador de ordem fixa reduzida, é o primeiro

passo para o fechamento da lacuna entre a pratica e a teoria da engenharia de controle.

Uma linha de pesquisa direcionada a resolugao deste problema tomou como ponto de
partida a utilizagao do teorema de Hermite-Biehler como critério de estabilidade. Este
teorema verifica a existéncia ou nao de zeros com parte real positiva em um polinémio
0(s) através da verificagdo de uma condic¢do de entrelagamento. Uma generalizagdo do
teorema de Hermite-Biehler (Ho et al. 1999) permite nao s6 determinar a estabilidade,
mas, também, a assinatura (diferenga entre o niimero de zeros no semiplano esquerdo
e o semiplano direito). Este resultado pode ser obtido através de um somatoério de
sinais da parte real de §(jw) calculada nos zeros da parte imaginéria, ou através de
um somatorio de sinais da parte imaginaria de §(jw) calculada nos zeros da parte
real. Uma transformacao algébrica evita o aparecimento de um mesmo pardmetro,
tanto na parte real como na parte imaginaria do polindmio caracteristico. Aplicada
a transformacao algébrica, o conjunto de controladores estabilizantes para os casos
ganho constante, PI e PID pode ser caracterizado através do teorema de Hermite-
Biehler generalizado. Conforme o procedimento estabelecido em Datta et al. (2000),
para a aplicagao do teorema de Hermite-Biehler generalizado, estabelecem-se uma ou
mais cadeias de sinais dos valores da parte real do polindémio caracteristico, calculada
nos zeros da parte imaginaria do mesmo, as quais garantem a assinatura desejada.
Verificam-se, entao, as faixas dos valores dos parametros que permitem ajustar, a uma
das cadeias de sinais que satisfazem & assinatura desejada, os sinais da parte real do

polinémio caracteristico, calculada nos zeros da funcao imaginaria.

Quando a planta a ser estabilizada possui atrasos de transporte surgem funcgoes ca-
racteristicas do tipo quasipolinomial, isto é, além de poténcias de s aparecem termos do
tipo e* com L uma constante real. Foi desenvolvida por Pontryagin uma extensao do
teorema de Hermite-Biehler aplicavel a quasipolinémios (Pontryagin 1955). Esta exten-
sao, entretanto, tem sua aplicacao dificultada pelo fato de que se a fungao caracteristica
¢ um quasipolindémio, o nimero de zeros de sua parte real e de sua parte imaginaria é
infinito. Em Silva et al. (2001) e Silva et al. (2002) foi resolvido o problema da determi-

nacao do conjunto estabilizante de parametros para controladores PI e PID aplicados



a plantas de primeira ordem com atraso. Nestes dois artigos, a dificuldade quanto ao
ntmero infinito de zeros foi sobrepujada através da utilizacdo de um resultado de Pon-
tryagin (1955) e de uma andlise tipologica dos gréaficos das partes real e imaginaria da
equacao caracteristica, em funcdo de diferentes valores de parametros da planta e do
controlador. Este procedimento, entretanto, nao é facilmente estendido a sistemas de
ordem superior por envolver o uso de equagoes transcendentais (Xu et al. 2003, Silva
et al. 2005). Uma outra abordagem baseia-se em um resultado apresentado em Oliveira
et al. (2003), que utiliza o entrelagamento em altas freqiiéncias para uma certa classe
de quasipolinémios. Este resultado possibilita a aplicacao de um procedimento envol-
vendo a utilizagao de cadeias de sinais, semelhante ao utilizado em Datta et al. (2000)
para a estabilizagao de plantas polinomiais. Em Oliveira et al. (2003) foi resolvido o
problema de estabilizacao por ganho constante através da utilizacao do entrelagcamento
em altas freqiiéncias. Neste trabalho estendemos o procedimento aplicado em Oliveira
et al. (2003), resolvendo o problema da determinagao do conjunto de parametros esta-

bilizantes para controladores PI e PID aplicados a sistemas com um atraso.






Capitulo 2

O Teorema de Hermite-Biehler

2.1 Alguns Conceitos e Resultados Basicos

A dindmica de muitos sistemas fisicos pode ser descrita por equacoes diferenciais. Se
a equacao diferencial for linear e tiver os coeficientes constantes, o sistema é dito linear
e invariante no tempo. A dinAmica de um sistema também pode ser representada por
uma funcao de transferéncia, que é a transformada de Laplace de sua resposta a uma
entrada impulso. Denomina-se polinémio caracteristico o polinémio do denominador da

funcao de transferéncia.

Definicao 2.1 Denomina-se polindmio Hurwitz um polindémio cujas raizes possuem

partes reais negativas.

A determinagao da condi¢ao Hurwitz de um polinémio real intrigou pesquisadores
por mais de cem anos. Entre as primeiras solugoes apresentadas para este problema tem-
se o critério de Routh-Hurwitz. Existe, além deste critério, outro resultado equivalente
que permite verificar a estabilidade Hurwitz de um polinémio real. Este resultado é o
teorema de Hermite-Biehler, o qual constitui atualmente uma importante ferramenta de
investigacao do problema da estabilidade robusta paramétrica, que consiste em garantir
que as raizes de um polindmio Hurwitz se mantenham no semiplano esquerdo complexo,

sob perturbacoes dos coeficientes do polindémio.

Varios resultados relacionados a este teorema podem ser encontrados em Mansour
(1992). Podem ser encontradas em Chapellat et al. (1990) e Bhattacharyya et al. (1995)
5



demonstragoes alternativas, que utilizam o teorema do cruzamento de fronteiras.

Seja §(s) = g + 018 + ... + 6, 8™ um dado polinémio real de grau n. Escreva
5(5) = 60(5%) + 50,(s5%) (2.1)

em que J.(s?), s0,(s?) sdo os componentes de §(s) formados pelas poténcias pares e

impares de s, respectivamente. Para cada freqiiéncia w € R, denote

6(jw) = p(w) + jq(w) (2.2)

com p(w) = e(—w?), q(w) = wd,(—w?). Sejam weq,we2, ... 05 zeros reais, distintos e
nao negativos de 66(—w2) e sejam woy1,We2, ... 0S zeros reais, distintos e nao negativos

de 6,(—w?), ambos arranjados em ordem ascendente de magnitude.

Definigao 2.2 (Entrelacamento) Diz-se que ocorre entrelagamento em um polindmio
real §(s) = dg + 018+ ... + 6,8™ de grau n quando todos os zeros de J.(—w?) e §o(—w?)
sao reais e distintos, 0, € dp—1 sdo de mesmo sinal, e 0s zeros reais € nao negativos

satisfazem a sequinte propriedade

0 < Wel <wot < Wea < ... (2.3)

Teorema 2.1 (Teorema de Hermite-Biehler) Um polinémio real é Hurwitz estdvel

se e somente se hd entrelacamento.

2.2 Exemplos Ilustrativos

Sao apresentados nesta secao alguns exemplos ilustrativos, nos quais o teorema de
Hermite-Biehler é aplicado para verificar a caracteristica Hurwitz de polinémios. Os
exemplos apresentados foram obtidos com o auxilio de uma ferramenta computacional,
a qual permite a verificagdo das condi¢bes do teorema de Hermite-Biehler satisfeitas
por um polinémio real. As condi¢bes do teorema de Hermite-Biehler sao verificadas
na seguinte seqiiéncia: inicialmente verifica-se a condi¢ao de mesmo sinal de §,, e d,,_1;
a seguir verifica-se se sdo simples as raizes de 6.(—w?) e 6,(—w?); verifica-se, entdo, a
pertinéncia das raizes de d.(—w?) e d,(—w?) ao conjunto dos niimeros reais; e finalmente

6



verifica-se a condic¢ao de entrelacamento.

Além da verificaggdo das condigoes do teorema de Hermite-Biehler sdo fornecidos os
graficos de p(w) := de(—w?) e de q(w) = wd,(—w?) os quais permitem a verificagio
visual da condicao de entrelagamento. Por facilidade de visualizacao, aplicam-se as

seguintes normalizagoes:

p(w)nvorm = sgn(p(w)) - In(1 + |p(w)]) (2.4)

q(w)vorm = sgn(q(w)) - In(1 + [g(w)])- (2.5)
Exemplo 2.1 Seja o polinémio
5(s) = 8" + 550 4 145° 4+ 255 4+ 3153 + 2652 + 145 + 4.
Para

6(jw) = p(w) + je(w)
tem-se que
p(w) = 5w’ + 25wt — 26w? + 4

q(w) = w(—w® + 14w? — 3102 + 14).

Neste polinémio 0y, € §,—1 possuem o mesmo sinal, as raizes de d.(jw) e de d,(jw) sao

simples e reais, e as raizes reais e nao negativas de 0.(jw) e de d,(jw) sao

wer = 0,4311 wyy = 0,7841  wep = 1,0805 wge = 1,4142
wes = 1,9045  wyg = 3, 3742.

Verifica-se a ocorréncia do entrelacamento, que pode ser constatada visualmente na

Figura 2.1. Conclui-se, entdo, que este polinomio é Hurwitz.

Exemplo 2.2 Seja o polindmio d(s) = s° + 13s* 4+ 6653 4 162s> + 188s + 80. Neste
polindmio &, e 6,1 possuem o mesmo sinal, as raizes de d¢(jw) e de d,(jw) sao simples

e reais, e as raizes reais e nao negativas de de(jw) e de d,(jw) sao

Wer = 0, 7177 w1 = 1,7272 wes = 3,4564 wyy = 7,9383.
7
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w(rad/s)

Figura 2.1: Grificos de p(jw) e q(jw) (Ezemplo 2.1).

Ocorre entrelagamento, como pode ser verificado visualmente na Figura 2.2. Conclui-se,

entdo, que este polindomio é Hurwitz.

Exemplo 2.3 Seja o polinémio 6(s) = s% + 12s° + 53s* + 9653 + 2652 — 108s — 80.
Neste polinomio 6, e 6,1 possuem o mesmo sinal e as raizes de d. e 6, sao simples,
mas, 0. € 0, possuem raizes complexas. As raizes reais e nao negativas de 6.(jw) e de
0o (jw) sao

wer = 1,2347 w1 = 3,0000 weo = 7,2440.

Ocorre, portanto, entrelagamento, como pode ser verificado na Figura 2.3. Entretanto,

o polinémio nao é Hurwitz, pois existem raizes complexas em 0. € J,.

2.3 Interpretacao Alternativa do Teorema de Hermite-Biehler

Nesta secao é apresentada uma interpretacao alternativa do teorema de Hermite-
Biehler, como etapa preliminar & generalizacao do teorema de Hermite-Biehler, introdu-
zida em Datta et al. (2000), que serd apresentada na Segao 2.5. Introduz-se inicialmente

a fungado sinal padrao sgn : R — {—1,0, 1}, definida como

—1sex <0
sgnfz] =< 0sexz=0

1sex>0.
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Figura 2.2: Grdficos de p(jw) e q(jw) (Exemplo 2.2).
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Figura 2.3: Grdficos de p(jw) e q(jw) (Exemplo 2.3).



Teorema 2.2 Seja d(s) = 0g+015+...4+,8" um dado polinémio real de grau n. Entao,

as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) 6(s) é Hurwitz estavel.

(ii) 0y € dp—1 s@o de mesmo sinal e

sgn[do] - {sgn[p(0)] — 2sgn[p(wo1)] + 2sgn[p(woz)] + - --

+(=1)"" - 2sgn[p(wom-1)] + (—1)™ - sgnlp(co)]},

para n = 2m

sgn[do] - {sgn[p(0)] — 2sgn[p(wo1)] + 2sgn[p(woz)] + - --

+H(=1)™ " - 2sgn[p(wom—1)] + (=1)™ - sgn[p(wom)]},

paran =2m+1

(iii) 0, € dp—1 sdo de mesmo sinal e

[ sen[do] - {senlq(wer)] — 2sgn(q(wes)] + 2sen[q(wes)] + - - -

+(=1)™7% - 2sgn[p(wem—1)] + (=1)" " - sgnfq(wem)]},

para n = 2m

sgn[do] - {sgnfg(we1)] — 2sgn(g(wea)] + 2sgn(g(wes)] + - --

+(=1)™ - 2sgng(wem)] + (—1)™ - sgnfq(o0)]},

para n = 2m + 1.

(2.6)

Prova. A prova apresentada em Datta et al. (2000) é repetida a seguir para facil

referéncia.

1. (i) < (id)

Demonstra-se inicialmente que (i) = (7). Uma caracteristica de um polinémio

Hurwitz d(s) é a monotonicidade de fase, isto é, a fase de 0(jw) cresce de forma

mondtona em relacao a w, quando w vai de —oo a co. Pode-se mostrar, utilizando

esta propriedade, que o gréfico de 0(jw) = p(w)+jg(w) deve mover-se estritamente

no sentido anti-horario e percorrer n quadrantes enquanto w cresce de 0 a 0o (ver

(Bhattacharyya et al. 1995)). Os graficos admissiveis de d(jw) para d(s) Hurwitz

sao ilustrados na Figura 2.4.

10
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Figura 2.4: Monotonicidade de fase para polinémios d(s) Hurwitz.

Pela observacao da Figura 2.4, torna-se evidente que

.
para n = 2m

sgn[do] - sgn[p(0)] >0
—sgn[do] - sgn[p(wer)] >0

(2.8)
(—1)™=tsgn[do] - sgn[p(wom—1)] > 0
(—=1)™sgn[do] - sgnlp(c0)] > 0
paran =2m +1
sgn[do] - sgn[p(0)] >0
—sgn[do] - sgn[p(uﬁol)] >0 (2.9)

(—=1)m=Lsgn[do] - sgn[p(wom—1)] > 0

[ (=1)™sgn[do] - sgn[p(wom)] > 0
De (2.8) e (2.9) segue a veracidade de (2.6).

(73) = (i) Seja wep = 0 e defina, para n = 2m, wyy, = 00. A equagao (2.6) vale
se e somente se [p(we—1)] € [p(wor)] s@o de sinais opostos para | = 1,2,--- ,m.
Como p(w) é continua existe a0 menos um we € R, wyi—1 < we < Wy , tal que

11



p(we) = 0. Além disso, sabendo que o méximo ntimero possivel de raizes reais nao
negativas de p(.) é m, conclui-se que existe um e apenas um we € (Wy—1,wer) tal

que p(we) = 0, 0 que leva a propriedade de entrelacamento (2.3).

2. (i) < (4i1) Segue as mesmas linhas da demonstragao de (i) < (ii).

O Teorema 2.2 fornece uma caracterizagao analitica do Teorema 2.1. A partir do
Teorema 2.2 observa-se que, se d(s) é Hurwitz, entdo todos os zeros de p(w) e q(w)
devem ser reais e distintos, caso contrario (2.6) e (2.7) deixam de ser verdadeiras. Além
disso, os sinais de p(w) nos sucessivos cruzamentos de zero de ¢(w) devem ser alternados.
Isto também é verdadeiro para os sinais de g(w) nos sucessivos cruzamentos do zero de

p(w). Apresenta-se a seguir um exemplo de aplicagdo do Teorema 2.2.

Exemplo 2.4 Considere o mesmo polinémio do Exemplo 2.1. Como se pode verificar
na Figura 2.1, os grificos de p(w) e q(w) mostram que o polindmio 6(s) satisfaz a

propriedade de entrelacamento. Além disso,

wer = 0,4311 wy1 = 0,7841 weo = 1,0895  wyo = 1,4142
Wez = 1,9045  wyz = 3,3742

e sgnlp(0)] = 1, sgulp(wor)] = 1, sglp(wes)] = 1, senlp(wes)] = —1, 8(s) ¢ de gran
impar n = 7, e sgn[do] - [sgn[p(0)] — 2 sgn[p(wo1)] + 2sgn[p(we2)] — 2sgn[p(wes)]] = 7, o
que mostra a validade de (2.6).

Tem-se também sgn[g(wer)] = 1, sgnlg(we2)] = —1, sgn[g(wes)] = 1, sgn[g(o0)] = —1,
de forma que sgn[do]  [sgnlg(wer)] — 2 sgnl(we)] + 25gnla(wes)] — 2sgnlq(00)] = 7 o que

mostra a validade de (2.7).

Para verificar que d(s) é de fato um polinémio Hurwitz, sdo obtidas as raizes de
0(s): —0,5+1,32295,—0,5 £ 0,86605, —1 £ j e -1, as quais pertencem ao semiplano

esquerdo, o que mostra que 0(s) ¢ Hurwitz.

Exemplo 2.5 Considere agora o polindémio

5(s) = s®+s" —18s% — 14s° + 975" + 615° — 180s® — 84s + 100.
12
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Figura 2.5: Entrelagamento falha em polinémios nao Hurwitz.

Seja 6(jw) = p(w) + jg(w). Os grificos de p(w) e q(w) s@o mostrados na Figura 2.5. A
observagao da Figura 2.5 permite verificar que 6(s) nao € um polinémio Hurwitz, pois
nao satisfaz a propriedade de entrelagamento. Observe que we1 € Wea $G0 duas raizes
consecutivas de p(w), e wo1 € wez $ao duas raizes consecutivas de q(w). Apesar disso,
ocorre uma questao ldgica: este grifico oferece alguma informagao sobre 0(s), além de
se € ou nao Hurwitz? E realmente possivel conhecer o nimero de raizes de 5(s) no semi-
plano direito a partir da Figura 2.5. Isto motivou a derivac¢ao da versao generalizada do
teorema de Hermite-Biehler, que € aplicdvel a polinémios nao necessariamente Hurwitz.
Esta generalizagao também é necessdria para a resolucao do problema de estabilizagao

com ordem fixa, como serd visto na discussao a sequir.

2.4 Motivagao para Generalizar o Teorema de Hermite-

Biehler

Considere o problema de estabilizagdo por ganho constante mostrado na Figura 2.6.
Aqui r é o sinal de comando, y é a saida, G(s) = N(s)/D(s) é a planta a ser controlada,

N(s) e D(s) sdo polindémios coprimos!, e C(s) = k, isto ¢, o controlador ¢ de ordem

'Dois polinémios sao considerados coprimos se ndo houver nenhum polinémio de grau 1 ou superior
que divida a ambos sem resto.

13
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Figura 2.6: Sistema de controle realimentado.

zero. Assim, o polinémio caracteristico em malha fechada é

0(s, k) = D(s) + kN(s)

em que k é um escalar.

(2.10)

O objetivo é determinar analiticamente os valores para k, se existirem, para os

quais (s, k) ¢ Hurwitz. Sejam D(s) e N(s) dados através da seguinte decomposigao

par-impar:

D(s) = De(s%) +sD,(s?)

N(s) = Ng(s%)+sNo(s?).

Entao,

5(5,k) = [De(s?) 4 kNg(53)] + s[Do(s?) 4+ kN,(s%)].

Fazendo a substituicao s = jw, tem-se

8(jw, k) = [De(—w?) 4+ ENe(—w?)] + jw[Do(—w?) + ENy(—w?)].

Considere a seguinte notagao

P(w,k) = D(—w?)+ kN, (—w?)

Gw, k) = w[Do(—w?) + kNy(—w?)].

Tem-se que
6(jw, k) =Dp(w, k) + jq(w, k).
14
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Inicialmente é necessario determinar as freqiiéncias w em funcao de k, isto é, w =
w(k), tais que p(w,k) = 0 ou g(w,k) = 0, e depois os valores de k para os quais
sejam validas as condicoes (iii) ou (ii) do Lema 2.2. O fato de que tanto p(w, k) como
q(w, k) dependem de k, faz com que estas determinagoes sejam um problema de dificil
resolugao, mesmo quando p(w, k) e G(w, k) sdo de ordem reduzida. E possivel superar
esta dificuldade, reformulando o problema com p(w, k) ou g(w, k) independente de k.

Isto se realiza por meio do procedimento a seguir (Datta et al. 2000).

Seja
N*(s) = N(—s) (2.18)
= N,(s%) — sN,(s%). (2.19)
Entao,
5(5,E)N*(s) = [De(s*)Ne(5%) — 5 Dy(5%)No(s%) + kN2 (5%) — ks?N,(s?)]
+5[Ne(s) Do(s”) = De(s*) No(s”)) (2.20)

Fazendo a substituicao s = jw, obtém-se
6(jw, k)N*(jw) = p(w, k) + jq(w) (2.21)
em que

p(w, k) = De(—w?) Ny (—w?) + w2 Dy (—w?)No(—w?) + kN2 (—w?) + kw? N, (—w?) (2.22)

e
q(w) = W[Ne(=w?)Dy(~w?) = De(~w?)No(—w?)]. (2.23)

Seja N*(s) Hurwitz. Entao, d(s, k) é Hurwitz se e somente se (s, k)N*(s) é Hur-
witz. De (2.23) é claro que ¢(w) é independente de k. Sejam wyp,wo1,*+ ,Wol OS ZETOS

reais nao negativos de g(w). Suponha que o grau de d(s,k)N*(s) é n. Desde que

6(jw, k)N (jw) = p(w, k) + jq(w), (2.24)

a condigao (ii) do Lema 2.2 pode ser utilizada para determinar os valores de k para os

15



quais (s, k)N*(s) é Hurwitz.

Entretanto, geralmente N*(s) nao é Hurwitz, e ndo é possivel utilizar a aborda-
gem acima, desde que o Lema 2.2 nao é aplicdvel a polindémios nao Hurwitz. Isto
dé a motivacao para uma generalizacdo apropriada do Lema 2.2 para polinémios nao

necessariamente Hurwitz.

2.5 Generalizagao do Teorema de Hermite-Biehler

2.5.1 Distribuicao de raizes e Fase Acumulada Liquida

Inicialmente, consideram-se os polindmios sem zeros no eixo imaginario. Seja um

polinémio real §(s) de grau n:

(5(8) :(50+(518+(5282+"'+5n8n, G €ER,i=0,1,...,n, d, #0. (2.25)

Sejam p(w) e g(w) duas fungdes definidas por p(w) = Re[d(jw)] e g(w) = Im[d(jw)].

Assim, tem-se

o(jw) = p(w) + jg(w) Vw. (2.26)
Além disso, O(w) = Zé(jw) = arctan[%]. Denote por AJ® a mudanca liquida do

argumento 0(w) conforme w cresce de 0 a co e sejam [(d) e 7(J) os nimeros de rai-
zes de §(s) em C~ e CT, respectivamente. Pode-se, entao, enunciar o seguinte lema

(Gantmacher 1959).

Lema 2.1 Seja 0(s) um polinémio real sem raizes no eixo imagindrio. Entao,

AP = 3(1(5) — 7(6)). (2.27)

Prova. Cada raiz em C~ contribui com +3 e cada raiz em C*tcontribui com -3
para a mudanca liquida de argumento. m
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2.5.2 Assinaturas Reais e Imaginarias Associadas a um Polin6mio

Real

Definigao 2.3 Seja (s) um dado polindémio real de grau n com k denotando a multi-

plicidade de uma raiz na origem. Defina

p(w) q(w)
prlw) = 7, qf(W) = - 2.28
@) = o ) = (2.28)
Sejam 0 = wy < w1 < wg < -+ < Wy_1 2eros reais, nao negativos, distintos e finitos

de qf(w) com multiplicidades impares. Defina, também, w,, = co. Entdo, a assinatura

imagindria o;(8) de 6(s) € definida por?

2Por sgn [p(c0)] e sgn [g(c0)] entendam-se, respectivamente, os limites de sgn [p(w)] e sgn [¢(w)],
quando w — oo.

17



[ {senlp}” (wo)] — 2sgnlps(w1)] + 2sgnlpy (wa)] + - + (=)™
2sgn[pp(wm—1)] + (~1)™sgnlps (@]} - (~1)™ sgnfg(c0)]
0:(6) = . sen € par ) (2.20)
{senlp}” (wo)] — 2sgnlps(w)] + 2sgnpy (wa)] + - + (=)™
25gn[py(wm-1)]} - (—1)™ 'sgnlg(00)]

sen € impar

k k
em que plf (wo) = Lr[p ()] [wmwo

Definigao 2.4 Seja 6(s) um dado polinémio real de grau n com k denotando a mul-
tiplicidade de uma raiz na origem. Sejam pg(w), qp(w) como na dltima definigao, e
sejam 0 < wy < wy < wg < - < Wp—1 0S8 2eros reais, nao negativos, distintos e finitos
de pr(w) com multiplicidades impares. Defina, também, wy = 0, wy, = co. Entao, a

assinatura real o.(6) de d(s) é definida por

{senlq}" (wo)] — 2sgnlgs(wi)] + 2sgnlqp(wn)] + -+ + (1)1

2sgn(gp(Wm-1)]} - (—1)™sgn[p(c0)]

o0 (8) = o sen € par y (2.30)
{senfq}” (wo)] — 2sgnlgy(w1)] + 2sgnlgs(wa)] + -+ (=1)"

25gn[q 7 (Wm—1)] + (~1)"sgnlgs (wm)]} - (—1)™sgnlp(co)]

\ SE N, € tmpar

em que qjek) (wo) = L[5 (w)] | -

w

2.5.3 O Teorema de Hermite-Biehler Generalizado

Apresenta-se nesta subsecao o teorema de Hermite-Biehler generalizado. Observe

inicialmente que em qualquer freqiiéncia w dada, o angulo de fase de §(jw) é dado por

f(w) = arctan [M] . (2.31)

p(w)
A taxa de variacao de fase de 0(jw) em relacao a freqiiéncia, em cada freqiiéncia w, é

dada conseqiientemente por

18



) _ 1 dple) i) _
Yooy P (2.32)

Se p(w) e g(w) sao conhecidas para todo w, pode-se integrar (2.32) para obter a
fase acumulada liquida. Entretanto, para calcular a acumulacao liquida de fase sobre
todas as freqiiéncias é desnecessario conhecer a taxa precisa de mudanca de fase em
cada freqiiéncia. Isto ocorre porque é sabido que, nas freqiiéncias em que o grafico polar
de (jw) faz uma transigdo do eixo real para o eixo imaginario, ou vice-versa, pode
haver no maximo uma mudanga de fase de =7 radianos. Analisando (2.32), o sinal de
mudanca de fase pode ser determinado pelo sinal do numerador, tendo em vista que o
denominador é sempre positivo. Em particular, se o grafico §(jw) intercepta o eixo real
(ou o eixo imaginario), entao, p(w) (ou g(w)) se anula, e o sinal, conseqiientemente, é
dado por —p(w)a(w) (o 4(w)p(w)).

Dado qualquer polindémio §(s) de grau maior ou igual a um, ou a parte real ou a
parte imaginaria ou ambas de d(jw) tornam-se infinitamente grandes quando w — +oo.
Entretanto, se se deseja obter a acumulagdo total de fase em multiplos inteiros dos
cruzamentos de eixo, é imperativo que o grafico de resposta em freqiiéncia utilizado se
aproxime do eixo real ou imaginario quando w — +o00. Para atingir este objetivo pode-se
normalizar o grafico de 0(jw) através de ﬁ, onde f(w) = (1+w?)%. Desde que f(w)

nao possui nenhuma raiz real, esta normalizacdo assegura que o grafico normalizado

p(w)

de resposta em freqiiéncia df(w) = pr(w) + jgr(w) onde pr(w) = Tror) qf(w) =
w
(14(1-(?)% realmente intersecciona o eixo real ou imaginirio em um ponto finito quando
w

w = 400, a0 mesmo tempo em que ficam inalteradas as freqiiéncias finitas nas quais

0(jw) intersecciona o eixo real ou imaginario.

Sejam p(w), q(w), pr(w), ¢f(w) como ja definidos e sejam

O=wy<w <wy < < wWm-1

0s zeros reais, nao negativos, distintos e finitos de ¢(w) com multiplicidades impares. A
funcao ¢r(w) ndo muda de sinal ao passar por um zero de multiplicidade par. Assim, tais
zeros devem ser omitidos na contagem da acumulagao de fase liquida. Defina também

Wy, = +00.
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Teorema 2.3 Seja 6(s) um polinémio real dado de grau n. Entao

1(6) — 1(8) = 0,(5) (2.33)

Prova. Ver Datta et al. (2000). =

Reproduz-se agora um resultado analogo ao Teorema 2.3 em que o valor de I(§) —7(9)
de um dado polinémio real deve ser determinado a partir dos valores das freqiiéncias

onde 0f(jw) cruza o eixo imaginario.

Teorema 2.4 Seja §(s) um dado polindmio real de grau n. Entao,

1(6) — 1(8) = 04(5). (2.34)

Prova. Ver Datta et al. (2000). m
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Capitulo 3

Aplicacao do Teorema de
Hermite-Biehler a Estabilizacao de

Sistemas Lineares

Neste capitulo os resultados existentes para a estabilizacao de um sistema linear
invariante no tempo, sem atrasos, através de um controlador PID sao apresentados
para facilitar o entendimento dos resultados apresentados para o caso com atraso. A
solucao dada fornece uma condig@o construtiva para a existéncia de um tal controlador,
e além disso, é caracterizada a familia completa de todos os controladores estabilizantes

em termos de um problema de programacao linear.

As técnicas atualmente existentes de controle 6timo (tais como Ha, Ho, Doyle et al.
(1989) e Ly Dahleh e Diaz Bobillo (1994)) nao permitem restri¢oes quanto a ordem ou &
estrutura do controlador em seus métodos de projeto. Como conseqiiéncia, tais técnicas
nao podem ser empregadas para o projeto de controladores PID 6timos ou robustos. E
importante a obtencao de uma metodologia para a resolucao deste problema, uma vez

que tais controladores continuam a ser amplamente utilizados em aplicagoes industriais.
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3.1 Caracterizacao de Todos os Ganhos Estabilizantes

Considere novamente o sistema realimentado mostrado na Figura 2.6. Aqui r é o
sinal de comando, y é a saida, G(s) = N(s)/D(s) ¢ a planta a ser controlada, N(s)
e D(s) sao polindmios coprimos, e C(s) é o controlador a ser projetado. No caso de

estabilizagdao por ganho constante,
C(s) = kp, (3.1)
de forma que o polindomio caracteristico em malha fechada d(s, k) ¢ dado por

d(s, k) = D(s) + k,N(s). (3.2)

O objetivo ¢ determinar os valores de k), se existirem, para os quais o sistema em

malha fechada é estavel, isto ¢, §(s, k) é Hurwitz.

Existem varias abordagens classicas para a resolugdo deste problema: a técnica do
Lugar das raizes, o critério de estabilidade de Nyquist, e o critério de Routh-Hurwitz.
Entre estas abordagens, a técnica do Lugar das raizes e o critério de estabilidade de Ny-
quist resolvem este problema obtendo o lugar das raizes de d(s, k;,) e o grafico de Nyquist
de G(s) = %, respectivamente. Tanto um como outro destes métodos sao de natureza
grafica, e ndo fornecem uma caracterizagao analitica de todos os kj’os estabilizantes. O
critério de Routh-Hurwitz, por outro lado, fornece uma solucao analitica. Entretanto,
o conjunto de k:és estabilizantes deve ser determinado a partir da resolu¢cao de um con-

junto de desigualdades polinomiais, uma tarefa que nao é simples, especialmente para

sistemas de ordens elevadas.

Veja agora como os resultados apresentados no tultimo capitulo podem ser utilizados
para determinar os valores de k), que fazem d(s, k,) em (3.2) ser Hurwitz estavel. Como
foi discutido na Sec@o 2.4, tanto a parte par como a parte impar de (s, k) dependem
de k, e isto cria dificuldades quando se tenta utilizar o Lema 2.2 para assegurar a
estabilidade Hurwitz de (s, k,). Consequentemente, partindo de é(s, kp), obtém-se um
polinémio para o qual apenas a parte par depende de k,, e ao qual o Teorema 2.3 ¢

aplicavel.

Com este fim, considere (3.2) com as decomposi¢oes par-impar:
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(3.3)
D(s) = De(s%) + sD,(s?)
Suponha que o grau de D(s) é n enquanto o grau de N(s) é m e m < n e defina
N*(s) = N(—s) = No(s%) — sN,(s?). (3.4)
Multiplicando (s, k,) por N*(s) e examinando o polindémio resultante, obtem-se
1(0(s, kp)N*(5)) = 7(6(s, kp) N (s)) = U(3(s, kp)) — 7(6(s, kp))
+HUN*(s)) = r(N*(s))
=0 ) PO k)
H(N(=s)) = r(N(=s))
= 1(0(s, kp)) —r(0(s, kp))
)-

—I((N(s)) = r(N(s))

Sabe-se que 0(s, kp,) de grau n é Hurwitz se e somente se [(6(s, kp)) =ner(d(s,kp)) =0.

Além disso, tem-se do Teorema 2.3 que

0i(0(s, kp)N"(s)) = 1(6(s, kp) N (s)) — 7(8(s, kp)N*(s)). (3.6)

Tem-se, assim, o seguinte resultado.

Lema 3.1 (s, k,) € Hurwitz se e somente se
0i(0(s, kp)N"(5)) = n — L((N(s)) = r(N(s)))- (3.7)

Prova. Ver Datta et al. (2000). m

A tarefa agora é determinar aqueles valores de ky, se existirem, para os quais (3.7)

¢ valida. E simples verificar que
5(s, kp)N*(5) = hu(s) + pha(s?) + sg1(s2), (3.8)

em que



h2(82) = Ne(SQ)Ne(SQ)_SQNO(SQ)NO(SQ) (3'9)

g1(5%) = No(5¥)Dy(5%) — De(s*)Ny(s?).

Fazendo a substituicao s = jw, obtém-se

S(jw, kp)N*(jw) = p(w, kyp) + jq(w) (3.10)
em que
pw,ky) = pi1(w)+ kppa(w) (3.11)
pi(w) = [De(—wQ)Ne(—wQ)—|—w2DO(—w2)NO(—w2)] (3.12)
p2(w) = [Ne(=w?)No(—w?) + w? Noy(—w?)Ny(—w?)] (3.13)
qw) = w[Ne(—w?)Do(—w?) = De(—w?)No(—w?)]. (3.14)

Do mesmo modo, defina

Cd,kp — p(w’kp)
o) = q(w)

Desde que I(N(s)) — r(N(s)) é conhecido e fixo, os valores estabilizantes de k, podem

ser determinados a partir de (3.7).

O enunciado formal do principal resultado sobre estabilizagdo com ganho constante
envolve certas cadeias dos numeros reais 0, 1 e -1. Estas cadeias sao utilizadas essen-
cialmente para capturar todas as diferentes possibilidades para o sinal de pf(w, k) nos
valores de w que sao zeros reais de ¢f(w) (com multiplicidades impares). Entre es-
tas possibilidades, tem interesse apenas as que, quando substituidas na expressao para
0i(6(s, kp)N*(s)), que é calculada a partir da formula (2.29), fornecem um valor para o

qual (3.7) seja valida.

Definigao 3.1 Sejam os inteiros m e n e a fungdo qf(w) como jd definidos. Sejam
0=w) < ws <wy < -+ < w_1 0§ zeros reais, nao negativos, distintos e finitos de
qf(w) com multiplicidades impares. Defina wma seqiéncia de mimeros ig,i1,i2, -+ , i

da sequinte forma:
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(i) Se N*(jw:) = 0 para algum t = 1,2,--- |l — 1, entao, defina

iy = 0 (3.15)

(ii) Se N*(s) possui um zero de multiplicidade k,, na origem, entdo, defina

io = senlpi; " (0)] (3.16)
em que
p1(w)
P, (W) = —— s (3.17)
! (1+w?)"2
(iii) Para todos os outros t =0,1,2,...,1,

i € {—1, 1} (318)

Com 1g, 41, ... definidos desta forma, defina o conjunto A como

20, Ty e - -yt se n+ m é par

I R (U b 510

{{i0,%1,...,9—1}} sen+ m éimpar.

Em outras palavras, A ¢ o conjunto de todas as cadeias possiveis de 1's,0's, e —1s,
cujo comprimento é [ ou [ + 1 dependendo do valor de n + m e sujeitas as restrigoes

delineadas em (i), (ii) e (iii).

Definigao 3.2 Sejam os inteiros m, n e as fungoes q(w), qr(w) como jd definidos.
Sejam 0 = wg < w1 < we < -+ < wj_1 08 zeros reais, distintos, finitos e ndo negativos
de qf(w) com multiplicidades impares. Defina também w; = oo. Para cada cadeia
T ={ip,i1,...} em A, denote por v(Z) a “assinatura imagindria” associada & cadeia T
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definida por
([ {io — 201 + 2in + - (—1)7 1244
+(=1"it} - (=1)"'sgng(c0)]
para m +n par
AI) = (3.20)
{ig — 21 + 2ig 4+ --- (=1)""124;_4}
{(=1)""sgn[q(c0)]

para m + nimpar

Observacgao 3.1 Observe que se ig := sgn[p;k")((), kp)], is = sgn[pys(wy, kp)] para t # 0,

entdo, a assinatura imagindria de §(s,ky)N*(s) determinada como em (2.29) € igual
a quantidade v(Z) definida acima. Assim, é uma terminologia apropriada referir-se a

Y(Z) como a “assinatura imagindria” de T .

Definigao 3.3 O conjunto de cadeias em A com uma assinatura imagindria prescrita
v = 1 é denotado por A(Y). Defina também o conjunto de cadeias factiveis para o

problema de estabilizacao por ganho constante como

F*=A(n— (I(N(s)) —r(N(s))). (3.21)

Na referéncia Datta et al. (2000), exemplos sdo apresentados para ilustrar estas

definigoes.

Teorema 3.1 (Estabilizacao por Ganho Constante) O problema de estabilizagao
por ganho constante pode ser resolvido para uma dada planta com funcao de transferén-

cia G(s) se e somente se as sequintes condigoes forem vdlidas:

(1) F* nao é vazio, sendo F* como definido acima, isto é, existe ao menos uma cadeia
factivel.

(ii) Existe uma cadeia Z = {ig,i1,...} € F* tal que

1 1
max ———— [ < min _ 3.22
€T, it>0 [ G(jwt)} €T, it <0 [ G(jwt)} (322)
onde wp,wi,ws,...s80 como ja definidos. Além disso, se a condigao acima for
satisfeita pelas cadeias factiveis Z1,Zs,...,Zs € F*, entao, o conjunto de todos os
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ganhos estabilizantes ¢ dado por k), = szlkﬁ onde

{ _ 1 : 1
kp = (maXitEIl, it>0 [—m} y MM, €7, 44 <0 [—m}) )

£=1,2,...,s.

(3.23)

Prova. Ver Datta et al. (2000). m

Observagao 3.2 FE preciso apontar aqui que as partes (i) e (ii) do Teorema 3.1 forne-
cem uma caracteriza¢ao de todas as plantas que sao estabilizdveis por um ganho cons-
tante. Note também que uma condicdo mecessdria para F* ndo seja vazio € que para

m+n par,

[n = (LN (s)) = r(N(s)))|
2

1> (3.24)
e para m + n impar,
[ — (N (s)) —r(N ()| + 1

>
- 2

(3.25)

3.2 Caracterizacao de Todos os Controladores PI Estabili-

zantes

Considere novamente o sistema de controle realimentado mostrado na Figura 2.6.

Desde que agora tem-se um controlador PI, desta vez C(s) é dado por

k‘i _ :ICZ + kps

=k, + — 2
C(s) »+ S S (3.26)
O polinémio caracteristico em malha fechada é
3(s, kp, ki) = sD(s) + (ki + kps)N(s). (3.27)

Seja n o grau de 0(s,kp,k;). O problema de estabilizagdo por controlador PI, é a
determinacao dos valores de k, e k; para os quais o polinémio caracteristico em malha

fechada 6(s, kp, ki) € Hurwitz.

Claramente, tanto k, como k; afetam as partes pares e impares de d(s, kp, k;). Con-

27



sidere as seguintes decomposi¢oes par-impar

N(s) = Ng(s%) + sN,(s%)

D(s) = Dg(s%) + sDo(s).

Defina
N*(s) = N(—s) = N.(s%) — sN,(s?). (3.28)

Seja m o grau de N (s). Multiplicando (s, kp, k;) por N*(s) e examinando o polinémio

resultante obtém-se

1(0(s, kp, ki) N™(5)) = U(3(s, kp, ki) = r(8(s, kp, ki) — (L (N(s5)) = r(N(s)))-  (3.29)

Determine agora os valores de kj, k; para os quais vale (3.29). Pode ser verificado

que

3(s, kp, ki) N*(s) = [SQ(NG(SQ)DO(S2) — De(82)NO(S2))
+hi(Ne(s%)Ne(s%) = 52 No(5*) No(s))]
+S[De(82)Ne(82) - SQDO(SQ)NO(SQ)

+hp(Ne (%) Ne(5%) — 82Ny (s*) Ny (5%))] (3.30)
Fazendo a substituicao s = jw obtém-se
0(jw, kp, ki) N* (jw) = p(w, ki) + ja(w, kp) (3.31)

em que

plw, ki) = pi(w)+ kipz(w)

q(w, kp) = q(w)+ kpga(w)

piw) = —w?(Ne(—w?)Do(—w?) = De(—w?) No(—w?))
paw) = Ne(=w?)Ne(—0?) + w?No(—w?) No(—w?))
71(w) = W(De(~w)Ne(—w?) + 0 Do(—w?)No(—w?))
W) = W(Ne(~w?)Ne(—w?) + W No(—w?) No(—w?))
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Defina também

p(waki)
! (1+w?)™2
q(w7kp)
f P (1+w?) s

Observa-se primeiramente que k; e k, aparecem de forma afim em p(w, k;) e q(w, kp),
respectivamente. Além disso, os zeros de ¢(w,kp) para k, fixado nao dependem de
ki, e assim pode-se aplicar os resultados da Secao 3.1. Pode-se entao, fazendo uma
varredura sobre todos os valores de k), e resolvendo um problema de estabilizagao por
ganho constante a cada estagio, determinar o conjunto de todos os valores estabilizantes

de (kp, k;) para a planta dada.

A faixa de valores de k, sobre os quais ¢ necessario realizar a varredura pode ser
consideravelmente reduzida em muitos casos. Recordando a Observacao 3.2 da Segao
3.1 tem-se que para um k, fixado, uma condi¢ao necessaria para a existéncia de um
valor estabilizante de k; é que ¢(w, k) possua pelo menos

[n — ({(N(s)) = (N (s))]
2

(3.32)

[n = ([N (s)) = r(N(s))[ +1

5 (3.33)

zeros reais, distintos, finitos e néo negativos com multiplicidades fmpares, conforme
m + n seja par ou impar. Esta condicdo necessaria pode ser verificada através do

procedimento a seguir.

Inicialmente lembre que
q(w, kp) = w[U(w) + kpV (w)] (3.34)
em que

Uw) = Deo(—w?)Ne(—w?) + w?Dy(—w?)No(—w?)

V(w) = Ne(—w?)Ne(—w?) + w?Ny(—w?)N,(—w?).
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De (3.34) tem-se que ¢(w,kp) possui pelo menos uma raiz real nao negativa na
origem. Aplicando as propriedades do lugar das raizes discutidas no Apéndice A, pode-
se determinar as distribuigdes de raizes reais de g(w, kp) correspondentes a diferentes

faixas de k,. Utilizando, entao, o fato de que
n— (I(N(s)) —r(N(s)) (3.35)

¢ conhecido, pode-se identificar os intervalos de k, para os quais g(w, k,) nao satisfaz
a condicao necessaria estabelecida acima. Nao ha necessidade de realizar a varredura

sobre estas faixas de k,, que podem seguramente ser descartadas.

3.3 Caracterizagao de Todos os Controladores PID Estabi-

lizantes

Considere o sistema de controle realimentado da Figura 2.6 onde escolhe-se C(s)

como:
ki ki + k kqs?
C(s) = by + =+ Fias = y (3.36)
O polindémio caracteristico em malha fechada torna-se
(s, kp, kir kq) = sD(s) + (ki + kas*)N(s) + kpsN(s). (3.37)

O problema da estabilizagao por controlador PID consiste na determinagao dos valo-
res de ky, k; e kq para os quais o polindémio caracteristico em malha fechada 6 (s, kyp, ki, kq)
é Hurwitz. Considere uma abordagem similar & da Se¢do 3.1 para a determinagao
dos valores de (kp, ki, kq) para os quais (s, kp, ki, kq) ¢ Hurwitz. Observando (3.37)
verifica-se que os parametros k,, k; e kg afetam tanto a parte par como a parte fmpar
de 6(s, kp, ki, kq). Procedendo conforme a Secao 3.1 constroéi-se um novo polindmio cuja
parte par depende de (k;, kq) e cuja parte impar depende de k,. Considere portanto as

seguintes decomposicoes par-impar

N(s) = N(s%) + sN,(s%)
D(s) = Du(s%) + sDo(s?).
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Defina também

2
*
—~
V)
SN—
I
2
n
V)
~—
I

No(5%) = sNo(s?). (3.38)

Sejam n, m os graus de (s, kp, ki, kq) e N (s) respectivamente. Multiplicando §(s, kp, ki, kq)

por N*(s) e examinando o polinémio resultante obtém-se

L(O(s, kp, ki, ka)N*(s)) — r(d(s, kp, ki, ka) N*(s))

= (U6(s, kp, ki, ka)) — r(8(s, kp, kis ka))) — (L(N(s)) —r(N(s)))-
O polinémio §(s, kyp, ki, kq) de grau n é Hurwitz se e somente se

1(8(s, Ky, ki, kia)) = n (3.39)

r(8(8, kip, ki, kq)) = 0. (3.40)

Assim, em vista do Teorema 2.3 tem-se o seguinte resultado.

Lema 3.2 0(s, kp, ki, kq) € Hurwitz se e somente se

ai(0(s, kp, ki, kq)N*(s)) =n — (I(N(s)) — r(N(s))) (3.41)

Determinam-se agora os valores de kp, k;, kg para os quais (3.41) é valida. E simples

verificar que

5(s,kpy kiyka)N*(s) = [s%(Ne(5%)Do(5%) — De(5%)No(s%))
+ (ki + kas®) (Ne(s*)Ne(s) = 8°No(5%) No(5%))]
+S[De(82)Ne(82) - SQDO(SQ)NO(SQ)

+kp(Ne(s)Ne(5%) — 8 No(s2) No(s2))]. (3.42)
Fazendo a substituicao s = jw, obtém-se

6(]&), kpu kia kd)N* (]w) = p(w) k’h kd) + jQ(w’ kp) (343)
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onde

p(w ki ka) = pi(w) + (ki — kaw®)p2(w)
qw kp) = q(w)+ kpga(w)
p1(w) = =’ (Ne(—w*)Do(—w?) = De(—w?) No(—w?))
p2(w) = Ne(—w?)Ne(—0?) + w?No(—w?) No(—w?))
(@) = WDe(~w?)Ne(~0?) +w? Do(~w?)No(—w?))
W) = WN(~w?)Ne(—w?) + W N,y(—w?) No(—w?))

Defina também

p(w)k’hkd)

b (w)khkd) = T < min
! (1+w?)™F
Q(kap)

d ? (14 w?) 3

Observe primeiramente que k;, kg aparecem de maneira afim em p(.,.,.) enquanto
k, aparece de modo afim em ¢(.,.). Além disso, para cada k, fixado os zeros de g(w, k)
nao dependem de k; nem de kg e portanto pode-se utilizar a abordagem da Segao 3.1
para determinar os valores estabilizantes de k; e k;. Desde que neste caso tem-se duas
variaveis nao é mais possivel obter uma solucao literal. Ao invés disso um problemas
de programacao linear tem de ser resolvido para cada k, fixado. Conforme £, é variado
tem-se uma familia de problemas de programacao linear de um parametro para resolver.
Antes de enunciar formalmente o resultado principal existente sobre estabilizacao PID,
serao feitas algumas definigoes. Estas defini¢oes sao essencialmente as mesmas da Segao
3.1 com a unica diferenca de que as presentes defini¢oes sao condicionadas a k, mantido

em um valor fizo.

Definicao 3.4 Sejam m,n,q(w,ky) como ja definidos. Para um dado k, fixo sejam
0=w) < w <wy < -+ < w_1 0§ zeros reais, distintos, finitos e nao negativos de
q(w, kp) com multiplicidades impares'. Defina uma seqiiéncia de nimeros ig, i1, 42, . .. , i

da sequinte forma:

LObserve que estes zeros sio independentes de k; e de kq.
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(i) Se N*(jw:) = 0 para algum t = 1,2,--- |l — 1, entao, defina

is = 0; (3.44)

(ii) Se N*(s) possui um zero de multiplicidade k,, na origem, defina, entao

. En
io = sgn[p{" (0)] (3.45)
onde
p1(w)

P, (W) = —— s (3.46)

T e

(iii) Para todos os outros t = 0,1,2,--- 1,
i€ {—1,1}. (3.47)
Definindo i, i1, - desta maneira, obtém-se o conjunto Ay, como
10,21, ,1 se n + mé par
PO A (CX Y b 19
{{i0,41, - ,ii—1}} se n+ mé impar.

Em outras palavras, Ay, é o conjunto de todas as possiveis cadeias de 1's, 0's e —1's,
cujo comprimento é [ ou [ + 1 dependendo do valor de n +m e sujeitas as restrigoes (i),

(if) e (iii).

Definigao 3.5 Sejam m,n,q(w,ky), qf(w, kp) como jda definidos. Para wm dado ky, fizo
sejam 0 = wp < wy < wg < --- < wj_1 08 zeros reais, distintos, finitos e ndo negativos
de q(w,kp) com multiplicidades impares. Defina também w; = oco. Para cada cadeia
T ={ig,i1,---} em Ay,, denote por y¥(I) a “assinatura imagindria” associada com a
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cadeia I definida por

{io — 2i1 + 2ig 4+ -+ + (—1)"7 12414
+(=Dli} - (=1)"'sgng(o0, k)]
para m + n par
1(T) = (3.49)
{io — 2i1 + 2ig 4+ -+ - + (—1)!712i;4 }
(=1 'sgnlg(o0, kp)]

para m + n fmpar

Observe que a referéncia a y(Z) como a “assinatura imaginaria” pode ser justificada

da mesma forma como na Secao 3.1.

Definicao 3.6 O conjunto de cadeias em Ay, com uma assinatura imagindria prescrita
v = € denotado por Ay, (¥). Para um dado k, fizo define-se o conjunto de cadeias

factiveis para o problema de estabilizacao PID como
Fy, = Ay, (n — (I(N(s)) = (N (9))))- (3.50)

Teorema 3.2 (Resultado principal sobre estabilizagao PID) O problema de es-
tabilizagao PID com um k), fixado possui solugao para uma dada planta com fungao de

transferéncia G(s) se e somente se as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

(i) F,:p nao é vazio, sendo F,:p como jé definido, ou seja, existe pelo menos uma cadeia

factivel, e

(ii) Existe uma cadeia Z = {ig,i1,---} € F,:p e valores de k; e kg tais que Vi = 0,1,2, - - -
para o qual N*(jw;) # 0
p(wh ki) kd)it > 0. (351)

onde p(w, k;, kq) € como ja definido. Além disso, se existirem valores de k; e kq
tais que a condicao acima é satisfeita para as cadeias factiveis Z1,Zs, -+ ,Zs € F*p,
entao o conjunto de valores estabilizantes (k;, kg) correspondentes ao valor fixado

de k, é a unido dos valores (k;, kq) satisfazendo (3.51) para 7,7y, - - -, Zs.

Prova. Ver Datta et al. (2000). m
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Observagao 3.3 Deve-se notar que desde que o conjunto de restrigcoes € linear, o con-
gunto admissivel para (3.51) € ou um poligono convero ou uma intersec¢ao de semipla-
nos, que € também um conjunto convexo. Desta forma, para um valor fizado de k,, se
existir uma regiao no plano (ki, kq) para a qual 6(s, kp, ki, kq) € Hurwitz, esta serd uma

uniao de conjuntos convexos.

Observacao 3.4 O intervalo de valores de k, sobre o qual deve ser realizada a varre-

dura pode ser estreitado a priori utilizando propriedades do lugar das raizes expostas no

Apéndice A.

k.

Utilizando o Teorema 3.2 e realizando a varredura sobre k), € [k pmax)

. é pos-
Pmin’ p

sivel determinar o conjunto completo de valores de (kp, ki, kq) para os quais d(s, kp, ki, kq)

é Hurwitz.
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Capitulo 4

Introducao a Estabilizacao de

Sistemas Lineares com Atraso

Neste capitulo sao apresentados resultados preliminares para solucionar o problema
da estabilizacao de um sistema com atraso através de controladores PID. Este problema
caracteriza-se por envolver a localizacao de zeros de fungbes caracteristicas do tipo
quasipolinomial. Diferentemente dos polinémios, os quasipolinémios apresentam, além
da poténcias de s, termos do tipo e’*, onde T é uma constante. O teorema de Hermite-
Biehler nao é, de modo geral, aplicavel a fungoes nao polinomiais. Entretanto, foi obtida
por Pontryagin uma extensao do teorema de Hermite-Biehler aplicavel a uma classe de

quasipolindmios (Pontryagin 1955).

Para uma melhor compreensao do conceito de quasipolinémios, e para o estabele-
cimento da classe de quasipolindmios aos quais é aplicavel a extensao do teorema de
Hermite-Biehler, faz-se na Se¢do 4.1 uma revisao da notagado, seguindo-se de perto a
referéncia El'sgol’ts e Norkin (1973). Sao apresentados as equagoes diferenciais com ar-
gumentos desviantes, os quasipolindmios e a classificagdo dos quasipolindémios nos tipos

retardo, neutral e avangado.

37



4.1 Equagoes Diferenciais com Argumentos Desviantes

Inicia-se esta se¢ao com o tipo mais simples de equacao diferencial com argumentos

desviantes, a saber,

T = f(t,x(t),z(t — 7)) (4.1)

em que 7 é um atraso positivo. Para uma equacgao deste tipo o problema do valor inicial
bésico consiste na determinagao de uma solugao continua z(t) de (4.1) para t > tg, sob
a condigao de que x(t) = ¢(t) para tg — 7 < t < tp, sendo ¢(t) uma func¢do continua
denominada fungao inicial. O intervalo fechado tyo — 7 < t < tp sob o qual a funcao
inicial é definida denomina-se conjunto inicial, denotado por Ej,; o ponto ¢ty denomina-
se ponto inicial. E suposto que x(t3) = ¢(tg). Ao ser estabelecida a existéncia de uma

solucao para (4.1), esta serd denotada por xg(t).

Considere a equagao diferencial de ordem n = max m; com £ argumentos desviantes,
0<i<

e com desvios 7,1 = 1,...,£ positivos e constantes.

g™ = ftx®),. .., xm (),
c(t—71),..., ™t —1),...,

a(t — 1), ..., 2™t — 7). (4.2)

Aqui entende-se por z(*¥)(t — 7;) a k-ésima derivada da funcéo z(z), tomada no ponto

z=1—1;.

Seja tg o ponto inicial. Cada desvio define um conjunto inicial ELS;) =to—1; <t <tp.

)4 .
O conjunto inicial completo do problema é definido por Ey, = |J Et(é) Seja p = 1H<1a<X£ m;
= <i

1=
e sejam dadas as fungoes iniciais ¢ (t), (k= 0,1,..., ) definidas sobre Ej,.

E natural considerar, em aplicacdes praticas, o seguinte caso:
t)=¢® (1), k=01 4.3
¢k() ¢0 ()7 9 7”’7”' ()

Seja xék) = ¢r(to) (k = 0,1,...,u). Se, p < m — 1, adicionalmente, sdo dados

x(()”+1),...,x(()n_1)

. De acordo com (4.2), o problema de valor inicial basico consiste na
determinacao de uma solugao x(t) que seja n— 1 vezes continuamente diferenciavel para
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t > tg, sob a condicao de que

2Py = 2P (k=01,...,n-1)

x(k)(t—n) = op(t—7) (k=0,1,...,;1=1,2,...,

Inspirada em (4.2) existe uma classificagdo natural das equagoes diferenciais com

argumentos desviantes. Designe A\ = mg — u. As equagdes nas quais A > 0 sdo deno-

minadas equagoes de tipo retardo. As equagbes em que ocorre A = 0 sdo denominadas

equacoes de tipo neutral. As equacOes para as quais A < 0 sd@o denominadas equagoes

de tipo avancado.

4.1.1 Algumas Propriedades de Equagoes Diferenciais Lineares com

Argumentos Desviantes

Funcoes lineares de n-ésima ordem com um argumento desviante podem ser descritas

por

Zzak D(t—7(t)),

k=0 j=0

onde 19 = 0.

A equacao

Zzak] t_Tk(t)) =0,

k=0 5=0

¢ denominada a equacao linear homogénea correspondente a (4.4).

Seja o operador diferencial L, definido como

Z Z ar ()9 (t — 7,()).

k=0 5=0
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As equagbes (4.4) e (4.5) serao daqui em diante escritas na forma reduzida

O operador diferencial L(x(t)) é linear, e conseqlientemente,

L Lz (t) + za(t)) = L(21(t)) + L(z2(t))

L(Cz(t)) = CL(x(t))

onde C' é uma constante.

As equagdes homogéneas lineares possuem as seguintes propriedades:

(4.6)

1. A linearidade e a homogeneidade das equacoes sdo preservadas sob transformacgoes

lineares homogéneas das fungoes desconhecidas, e sob transformacoes da variavel

independente.

2. Uma combinagao linear de solugbes com coeficientes constantes arbitrarios

Mw

Ci%g, (t) = e (1)
=1

é também uma solugao, sendo

k
= cio;
i=1

se tp ¢ um ponto isolado de Ey,, entao,

e (t8) Zcz s=0,1,...,n—1.

(4.10)

Esta propriedade é preservada para k — oo, se a série Y .o, ¢4, (t) converge, e

permite n sucessivas diferenciagoes.
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4.1.2 Equagoes Lineares com Coeficientes Constantes e Argumentos

com Desvios Constantes

Se na funcao

F6) =3 a2Vt — ) (4.11)

k=0 j=0
todos os coeficientes ay; e todos os argumentos desviantes 75, sao constantes, entao,
(4.11) é denominada uma fungao linear diferenciavel com coeficientes constantes e ar-

gumentos com desvios constantes.

Suponha que

O=mm<nn<...<7y. (4.12)

Se agy, # 0, enquanto os outros ag, = 0, entdo, conforme a Secao 4.1 tem-se mg = n,
w<mn, A>0e(4.11) é uma equagao do tipo retardo. Se ag, = 0 mas no entanto ag, # 0
para apenas um j > 0, entdo, tem-se mg < n, p = n, A > 0 e (4.11) é uma equagao
do tipo avangado. Se ag, # 0 e para apenas um j > 0 ocorre ag, # 0, entdo, tem-se

mo=n, p=mn, A=0e (4.11) é uma equagao do tipo neutral.

Considere inicialmente a equagao homogénea com coeficientes constantes e argu-

mentos com desvios constantes

iiaij(j)(t — 1) = 0. (4.13)

k=0 j=0
Sera buscada uma solugao particular de (4.13) da forma
x(t) = e, (4.14)

onde s é uma variavel complexa.

Substituindo (4.14) em (4.13) e cancelando e®!, obtém-se a assim denominada equa-

¢ao caracteristica

iiakjsje*”k =0, (4.15)

k=0 j=0
para a determinacao de s.
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O lado esquerdo de (4.15)

K n
f(s) = Z Z ay;s’e "k (4.16)
k=0 j=0
¢ denominado fungao caracteristica. A funcao caracteristica (4.16) possui um conjunto
infinito de raizes. A cada raiz s; corresponde a solucdo e**!. As combinacoes lineares

de solugbes
T
> cpet (4.17)
k=0

com coeficientes ¢, constantes e mesmo a soma da série infinita

oo

Z cpert (4.18)

k=0

de solugoes, se a série (4.18) converge e admite n diferenciagoes sucessiva, sao também
solucoes de (4.13).

Se todos os coeficientes ay; sao reais, entao a cada raiz complexa s = x £ yi de (4.15)

(ztyi)t t

corresponde a solugdo complexa e ou as solugoes reais e cos(yt), e*'sen(yt), as

quais sdo as correspondentes partes real e imaginaria da solugio e@+v)t,

4.2 O Teorema de Hermite-Biehler Estendido a Quasipo-

lindbmios

Na resolucao dos problemas de estabilizacao de sistemas com atraso surgem fungoes

caracteristicas do tipo definido em (4.16). Sejam os atrasos 7x,7 = 1,..., K, tais que
O=1<m <... <7 (4.19)

A multiplicagao de (4.16) por e*™ resulta em

g(s) = e f(s) = Y _pi(s)e ™™ (4.20)
k=0
em que
pr(s) = Zakjsj, i=0,---,K. (4.21)
=0
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Se k # 0 a fungao (4.20) pertence a uma classe geral de quasipolindmios

(Bellman e Cooke 1963).

A estabilidade de sistemas descritos por equagoes homogéneas com coeficientes cons-
tantes e argumentos com desvios constantes (4.13), depende da localizagao das raizes
de (4.16). E evidente que f e g possuem os mesmos zeros. O quasipolinomio (4.20) é
uma funcdo inteira!, assim pode haver, em qualquer regido limitada do plano complexo,
apenas um numero finito de raizes. As raizes de (4.20) com |s| suficientemente grande
podem ser agrupadas em um nimero finito de cadeias assintoticas. Os quasipolindmios
correspondentes & equacao do tipo retardo contém uma cadeia assintética de raizes
que se dirige para o semiplano complexo esquerdo, enquanto naqueles do tipo neutral
existe, em adicao a esta cadeia assintotica de raizes, pelo menos uma cadeia assintotica
de raizes numa faixa vertical do plano complexo. Finalmente, os quasipolinémios cor-
respondentes & equagao do tipo avancado contém pelo menos uma cadeia assintética de

raizes que se dirige para o semiplano complexo direito (Kharitonov e Zhabko 1994).

Um quasipolindémio no qual se tem ag, # 0 corresponde a uma equagao do tipo
neutral ou retardo. O quasipolinémio (4.20) é considerado estavel se e somente se existe
um ntmero positivo € tal que as partes reais de todos os zeros de g sao menores do que
—e. Deve-se mencionar que somente os quasipolindmios correspondentes as equagoes do
tipo retardo ou neutral podem ser estaveis e que a estabilidade da primeira é equivalente

a negatividade das partes reais de todos os zeros de g.

Considere uma classe especial de (4.16) que aparece em problemas de engenharia de

controle
M

A(s) =d(s) + Z e Tkng(s) (4.22)
k=1
com0< 7 <79 < < Tp, nk(s) = kaSMk + ka_lsMkfl 4+ 4b, k=1,....M e

d(s) = s" 4+ an_ 15"+ +agp.

Multiplicando-se A(s) por e*™ obtém-se

M
d(s) = e*™d(s) + Z SR, () (4.23)
k=1

Neste quasipolindémio tem-se a s, = 1.

!Funcéo inteira: funcio complexa que é analitica em todos os pontos do plano complexo.
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Suponha a seguinte hipotese

Al)  Mp<n para k=1,---, M. (4.24)

Observe-se que, sob a Hipotese Al), o quasipolinémio (4.23) é um quasipolinémio de
uma equacao do tipo retardo. Ha funcdes transcendentais? reais p(w) e q(w) na variavel
real w associadas com (4.23) tais que §(jw) = p(w) + jg(w), onde p(w) e g(w) denotam

as partes reais e imaginarias de d(jw).

A extensao do Teorema de Hermite-Biehler para estudar a estabilidade
do quasipolinémio (4.23), que serd enunciada de acordo com Silva et al. (2002), foi
obtida, por Pontryagin, para fungdes transcendentais da forma h(s,e®), onde h(s,t) é
um polinoémio de duas variaveis (Pontryagin 1955). Assim, no enunciado a seguir, sera
também feita a hipotese de que os atrasos 0 < 71 < 79 < - -+ < 77 sejam todos miltiplos

inteiros de uma mesma constante real e positiva.

Teorema 4.1 Seja §(s) uma fungao inteira do tipo (4.23), obedecendo a Hipdotese A1)
e tal que os atrasos 0 < 11 < T < --- < Ty sejam todos maltiplos inteiros de uma

mesma constante real e positiva. §(s) € estdvel se e somente se

i) p(w) e q(w) possuem apenas raizes simples e estas raizes se entrelacam;
ii) ¢'(w*)p(w*) — q(w*)p'(w*) > 0 para algum w* € (—o0, o)

onde p'(w) e ¢'(w) denotam a primeira derivada em relagio a w de p(w) e q(w) res-

pectivamente.

4.3 Entrelacamento de Quasipolindmios em Altas Freqiién-

cias

Quando se utiliza o teorema de Hermite-Biehler estendido a quasipolindmios para a

determinacao de um conjunto de ganhos estabilizantes para um sistema com atraso, a

2Denominam-se funcées transcendentes ou transcendentais as funcdes que nédo podem ser obtidas
apenas através de um namero finito de operacGes elementares, tais como adi¢do, subtragao, multipli-
cagao, divisao e extragao de raizes com indices inteiros.
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maior dificuldade encontrada, se se pretende utilizar um método similar ao apresentado
no Capitulo 3 para sistemas sem atraso, é o fato de que o niimero de zeros reais de
p(w) e g(w) para quasipolinomios do tipo (4.23) satisfazendo a Hipotese Al) é infinito.
Nesta sec¢ao apresenta-se um resultado, seguindo-se de perto a referéncia Oliveira et al.
(2003), que garante o entrelacamento de quasipolinémios do tipo (4.23) satisfazendo &
Hipotese A1) em altas freqiiéncias. Antes, porém, serao fornecidos algumas notagoes e

teoremas relativos a distribuicao de zeros de polindmios exponenciais.

4.3.1 Classe de Quasipolindmios Estudada por
Pontryagin

A equagao (4.16) contempla uma classe muito geral de quasipolinémios, uma vez
que os atrasos podem ser quaisquer constantes reais e positivas. O teorema de Hermite-
Biehler aplicavel a quasipolinémios, desenvolvido por Pontryagin, é entretanto aplicavel
apenas & classe de quasipolindmios em que os atrasos sao miiltiplos inteiros de uma

mesma constante real positiva (Pontryagin 1955).

Considere, sem perda de generalidade, um quasipolinémio na variavel z, cujos atra-

sos sao dados por 7, =k, k=0,1,...,K,

o(z) = Z Z arj et (4.25)

k=0 j=0

O quasipolinémio (4.25) pode ser convertido em um polindémio h(s,t) de duas va-

riaveis, tomando-se s = z e t = €7,

h(s,t) = izn:akjtksj. (4.26)

k=0 j=0
4.3.2 Polindmios Exponenciais e Notagao

Seja h(s,t) um polinémio em s e ¢t com coeficientes constantes, reais ou complexos

h(s,t) =) apns™t". (4.27)

O termo apysPt? é denominado o termo principal do polindmio se a,, # 0 onde p e
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q sdo as poténcias mais elevadas de s e t, respectivamente. Como exemplo, o polinémio
h(s,t) = s3t+st+s?+1 apresenta p = 3 e ¢ = 1 e possui como termo principal a,, = 1

mas h(s,t) = s + s +t? + 1 ndo possui o termo principal.

Sendo h(s,t) tal como definido acima, denomina-se polindmios exponenciais aos
polinémios da forma H(s) = h(s,e®). Para s = jw com w real, a fun¢do H(jw) pode

ser escrita, em termos de suas partes real e imaginéaria, como
H(jw) = fir(w, cos(w), sen(w)) + j fi(w, cos(w), sen(w)), (4.28)

onde f,(w,u,v) e f;(w,u,v) sdo polindmios nas varidveis w, u e v, com coeficientes reais

e constantes.
Considere f(s,u,v) um polinémio representado na forma

f(s,u,v) = Zs“qb,&”) (u,v), (4.29)

K,

n A . 4 A . P
onde qbﬁ,)(u,v) denota um polinémio de grau n, que é homogéneo em u e v, isto ¢, a
soma, dos expoentes de u e v é n. Denote por ¢£q) (u,v) o coeficiente de sP em f(s,u,v)

de forma que

A (u,v) = 3 (. v) (4:30)
n<q
e defina & (s) = @ (cos(s), sen(s)). Esta notagao ¢ esclarecida pelo seguinte exemplo.

Exemplo 4.1 Considere H(s) = ae®+b— se®. Para w real pode-se escrever H(jw) em
termos de suas partes real e imagindria f,(w,u,v) = au+wv+b e fi(w,u,v) = av—wu,
respectivamente, com p = 1 e ¢ = 1. Além disso, fr(w,u,v) e fi(w,u,v) possuem

¢£1)(U,U) =ve ¢5ﬁ1)(u,v) = —u respectivamente.

Supondo u = cos(s) e v = sen(s) em (4.29) define-se F(s) = f(s,cos(s), sen(s)).
O resultado sobre os zeros da fungao F'(s) devido a Pontryagin ¢ enunciado a seguir

acordo com Bellman e Cooke (1963).

Teorema 4.2 Seja f(s,u,v) um polindmio com termo principal sp@(?q) (u,v). See étal
que <I>>(f)(e—|—jw) nao assume o valor zero para w real, entdo na faiza —20r+e < x < 207w+
€, s = jw a fungio F(s) = f(s,cos(s),sen(s)) possuird, para valores suficientemente
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elevados de l, exatamente 4qf + p zeros. Assim, para que a fungao F(s) possua apenas
raizes reais, € mecessdrio e suficiente que mo intervalo —2w + ¢ < x < 20w + € haja

exatamente 4qf + p raizes reais para £ suficientemente elevado.

Considere F(w) = f(w, cos(w),sen(w)) uma fungao transcendental inteira no argu-
mento real w. Com a finalidade de obter o nimero de zeros de F(w) em um intervalo o

Teorema 4.2 é enunciado da seguinte forma.

Teorema 4.3 Considere as fungées transcendentais —reais fr(w,cos(w),sen(w))
e fi(w,cos(w),sen(w)) tais que H(jw) = fr(w,cos(w),sen(w)) + j fi(w, cos(w),sen(w)).
Suponha que fr(w,u,v) e fi(w,u,v) sio polindmios com os termos principais da forma
wP LQ) (u,v). Sejan uma constante apropriada tal que gb@ (u,v) em fr(w,u,v) e fi(w,u,v)
nao se anula em w =n. Entao, para que as equagoes F,.(w) =0 ou Fj(w) = 0 possuam
apenas raizes reais € necessdrio e suficiente que no intervalo =27l +n < w < 27l + 7,
fr(w,u,v) e fi(w,u,v) possuam exatamente 4ql + p raizes reais, para £ suficientemente

elevado.
O exemplo seguinte ilustra a aplicagao do Teorema 4.3.
Exemplo 4.2 Considere o Exemplo 4.1 dado anteriormente com a < 1 ea < —b <

Va2 +a? onde ay € a raiz de w = atan(w) tal que 0 < w < 7. Se a = 0 faz-se

ap = /2. Afirma-se que Fi(w) = asin(w) — wcos(w) = 0 possui raizes reais e simples.

De fato, a partir de Fi(w) = 0 pode-se escrever tan(w) = <. Utilizando o Teorema
4.8 pode-se escolher n = 0 desde que @Sﬁl)(w) = —cos(w) # 0 para w = 1. E fdcil

verificar graficamente que como a < 1, Fj(w) possui 40 + 1 raizes reais no intervalo

-2 <w < 2m £ =1,2,.... Seque portanto que F;(w) possui apenas raizes reais.

Lema 4.1 Considere o quasipolinomio dado em (4.23). Sejam p(w) e q(w) as partes
reais e imagindrias de d(jw), respectivamente. Sob a Hipdtese A1), existem 0 < wy <
+oo tais que em [wg,00) as fungoes p(w) e q(w) possuem apenas raizes reais e estas

raizes se entrelacam.

Prova. A prova dada em Oliveira et al. (2003) é repetida a seguir. O quasipolindémio
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(4.23) pode ser escrito no formato a seguir para |s| grande

d(s) = e ™" + i by, €™ ) M (4.31)
k=1
Tem-se, de fato
M
5(s) =™ 1+ eo(s)] + Y _bag ™™ ML 4 gy (s)], (4.32)
k=1
onde
Ay — a
cols) =~ ok (4.33)
€
sk(s):i<bM;1+~-+5f;k>, k=1,...,M (4.34)

(ver (Bellman e Cooke 1963)). Assim, €x(s) — 0 quando |s| — oo, kK = 0,1,..., M.

Pode-se supor entao que os zeros de 6(s) e os zeros de e5™ s™ + Z]szl bag, €57 ~7k) s M

sao bastante proximos para |s| grande. De (4.31) tem-se §(s) ~ e*™Ms"[1 4 £,(s)] com
M b
ex(s) = Zk:1(esm§%)
Fazendo a substituigao s = jw e utilizando o fato de que €, (jw) — 0 quando w — oo

pode-se escrever
§(jw) = 7™ (jw)™ para w > wp; sendo wy suficientemente grande. (4.35)
Expandindo o termo exponencial pode-se escrever

d(jw) = (cos(wtpr) + jsen(war))(Jw)™. (4.36)

Suponha n par. Entao,
6r(w) = (=1)™2 cos(wrar )™ (4.37)
6i(w) = (=)™ 2 sin(wra)w™. (4.38)

A condigao pode ser entao verificada através do Teorema 4.3, isto é, as solugoes de

0r(w) sao reais e ocorre entrelagamento. De fato, substituindo w; = w7y em (4.37) e
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(4.38) e definindo u = cos(w;) e v = sen(wy) pode-se escrever

(_1)71/2 n
Op (w1, u,v) = ——uwy (4.39)
™
_1\n/2
di(wy,u,v) = #vw? (4.40)
M
Os termos principais de d,(w1) e 0;(w1) sao w?@(f)(u,v) = M=)/ )u e

w?qﬁg]) (u,v) = WH((=1)™2 /78, )v respectivamente, e p = g e ¢ = 1 em ambas as fungoes.
Escolhe-se entao n = 7/4 desde que qbil) # 0. E facil verificar que gb](gq) (w1) em (4.39)
possui quatro raizes reais no intervalo [—27 + 7/4,27 + w/4]. Além disso, a raiz de
w] é zero com multiplicidade n. Segue assim que 6, (w1) possui 4 + n raizes reais no
intervalo [—27m + 7/4, 21 + w/4]. Conseqiientemente 0, (w1) possui 4¢ + n raizes reais no
intervalo [—27¢ + 7 /4,2nl + 7 /4] para { = 1,2, . ... Utilizando o Teorema 4.3 verifica-se
que 6, (w1 ) possui apenas raizes reais. Pode-se utilizar o mesmo raciocinio para mostrar
que este resultado também ¢é valido para J;(w;). Observe que tanto d,(w;) como 6;(wy)

possuem unicamente raizes reais e simples, com excecao da origem.

As solugoes de §;(wq) sao dadas por w = 0 com multiplicidade n+ 1 e wy = ¢, ¢ =
1,2,... e as solugbes d,(w1) sao dadas por w; = 0 com multiplicidade n e wy = (2¢ +
1)w/2,¢ = 1,2 Verifica-se assim que 0,(w1) e 0;(w1) entrelagam-se para wi > wp com wy

suficientemente grande.

Estes resultados podem ser verificados de maneira similar para n {m-

par. m

Observagao 4.1 Como resultado do Lema 4.1, sob a Hipdtese A1), os zeros suficiente-
mente grandes de p(w) e q(w) se entrelagam em [wy, +00), seja o quasipolindmio (4.23)

estdvel ou nao.
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Capitulo 5

Aplicacao do Teorema de
Hermite-Biehler a Estabilizacao de

Sistemas Lineares com Atraso

Os resultados apresentados neste capitulo sobre o projeto de controladores proporcio-
nais para uma classe de sistemas com atraso foram publicados em Oliveira et al. (2003)

e Oliveira et al. (2005).

Considere um quasipolinémio d(s) como em (4.23) sob a Hipotese (Al). Como ja
comentado, diferentemente dos polinémios, os quasipolinémios possuem infinitas raizes.
Os resultados apresentados no Capitulo 3 tratam de polinémios e fazem uso do niimero
de raizes para estabelecer um procedimento de projeto de controladores de ordem fixa.
Considere o quasipolindmio 6(jw) = p(w) + jg(w), decomposto em suas partes real e
imaginaria p(w) e q(w), € 0 = wygy, < Wg; < Wgy < -+ < Wy, € Wy, < Wpy < -+ < Wy,
os zeros reais, distintos e finitos de ¢(w) e p(w) respectivamente. A seguinte definigao é
crucial para a selecao do intervalo de freqiiéncias para analisar a distribuicao de raizes

de 4(s).

Definigao 5.1 Sejam v+1 e r os nimeros de zeros de q(w) em [Owp,| e p(w) em [Owp,]
respectivamente, com v e r suficientemente grandes tais que estes zeros se entrelacam

em [wg,,0) € [wp,,00). Para v+r par defina wy = wy,, caso contrdrio defina wy = wy,

e

Definigao 5.2 Seja 6(s) um quasipolindmio descrito como em (4.23) sem raizes no
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eizo jw exceto para possivelmente uma na origem. Para um wg suficientemente grande,
sejam 0 = wgy < Wy, < Wgy < - < wg, < Wy e wp, < wp, < -+ < wp, < wo zeros
reais, distintos e finitos de q(w) e p(w) respectivamente. Entao a assinatura para (s)

que denota-se como o4(8) € dada por

{sgn[p(wyy)] — 2sgnp(wy, )] + 2sgn[p(wg, )] + -~ + (=1)"
2sgn[p(wy, )] + (—1)"sgn[p(wy, )]} - (=1)" 'sgnlg(wy )]
sev+r € par
{sgn[p(w, )] — 2sgn[p(wy, )] + 2sgn[p(wg, )] + -+ + (—1)”

2sgn[p(wg, )]} - (—1)sgnlg(wy )]

se v+ r € impar

onde sgn € a fung¢do sinal padrio e sgnlq(w;’)] denota o sinal de q(w) logo apds a

ocorréncia do zero q(w;).

Observacao 5.1 A assinatura 04(8) na forma da Defini¢ao 5.2 equivale & assinatura

dos polinomios.

Lema 5.1 Considere um quasipolinomio 0(s) descrito como em (4.23) sob a Hipdtese
Al1). Sejam v e r como ja definidos. Entao, a assinatura para o quasipolinémio 6(s) €

dada por o4(d) =v + 1.

Prova. Sejam ¢(w) e p(w) como antes e sejam 0 = wgy < wWq, < Wy, <+ < Wy, < Wy

os zeros reais, distintos e finitos de ¢(w) em [0,wp]. Denote por Ay°6s a mudanga liquida

do argumento 05(w) = arctan [%} enquanto w cresce de 0 a wy. Tem-se o seguinte.

1. Se wg; e wg,,, sdo ambos zeros de ¢(w) no intervalo [0, wp], entao
Wq, ™
Auy 05 = 7 [senlp(wy,)] — senlp(wq,,,)]] senla(wg)] (5.2)

2. Se wg, ¢ um zero de g(w) no intervalo [0,wp], mas wy,,, ndo &, entao

)

AL 05 =  [sgnlp(wy,)senla(w;)] (5.3)
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3. Parai=0,1,2,--- ,v — 1 tem-se

sgnfg(wy,, )] = —sgnfg(wy))] (5.4)

Considere o caso em que v+ r é par. Utilizando a Defini¢do 5.1 para wy suficientemente

grande, pode-se escrever
v—1
AG 05 =Y A0 (5.5)
i=0
onde wy = wy,,. Assim, substituindo (5.2) em (5.5) e utilizando (5.4) nés obtém-se
v—1 T A
A0 = 5 59n[p(wq,) = sgnlp(we. (=1)""" " sgnla(wy, )] (5.6)

1=0

Considere agora o caso em que v + r é impar. Novamente, utilizando a Definigdo 5.1

para um wy suficientemente grande, pode-se escrever

Wau

v—1
A§o0s = ALy 05+ AL, 05 (5.7)
1=0

onde wy = wp,. Substituindo (5.3) em (5.7) e utilizando (5.4) resulta

v—1
2505 = 3 Zsgnlp(w,) — sgnlpleg, (1) sgnla(wif )]+ 3 sgnlple, Nsgnla(wr )
= (5.8)
assim, da Definicao 5.2 tem-se
A?%:g%@. (5.9)

Finalmente, utilizando a propriedade de entrelacamento de quasipolindmios estéveis
estabelecida no Lema 4.1 e a Definicao 5.1, tem-se para v+7 par 0 = wq, < wp, < wg, <
Wpy < v <wp, <wg, =wyoul =wy <wp, <wg <wp, <+ < Wy, <wp, =wp
para v + r impar. Entdo, a mudanga liquida do argumento 6s(w) enquanto w cresce de

0 awy é AG°0s = (v +r)5. Utilizando (5.9) segue o resultado. m
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5.1 Caracterizagao de Todos os Ganhos Estabilizantes

Seja G(s) a planta a ser controlada, descrita por

ni(s)e sk
= 1
G(s) as) (5.10)
A fungado caracteristica do sistema realimentado com um controlador C(s) = k, para
este sistema é dada por
§*(s,kp) = d(s) + kpe *Lny(s) (5.11)

onde d(s) e ny(s) sao como em (4.22) com M = 1. Supondo L > 0 obtém-se um quasipo-
lindémio na forma de (4.23). A multiplicacio de (5.11) por e*" resulta no quasipolinémio
da forma

(s, kp) = e*ld(s) + kyni(s). (5.12)

Nos desenvolvimentos seguintes retira-se o subscrito de ni(s) e considera-se (s, kp)
novamente sob a Hipotese Al). No problema de estabilizagao constréi-se um quasipo-

linémio da forma 6(s, k,)n(—s) para o qual somente a parte real depende de k,, ou

seja,
d(jw, kp)n(—jw) = p(w, kp) + jg(w) (5.13)
onde
plw,kp) = pi(w) + kppa(w) (5.14)
D) = [No(—w?)De(—?) — w2 No(—w?) Dy(—w?)]cos(wL)

+w[No(—w?) De(—w?) — Dy(—w?)Ne(—w?))sin(wL (5.15)
p2(w) = Ne(—w?)No(—w?) + w?Ny(—w?) N, (—w?) (5.16)
qw) = [Ne(—wH)D.(—w?) — W Ny(—w?)Dy(—w?)]sin(wL)

—wW[Ny(=w?)De(—w?) + Dy(—w?)Ne(—w?)]cos(wL) (5.17)
sendo N, D, a parte par e N,, D, a parte impar da decomposicao

N(s) = No(5) + sN,(s?) (5.18)
D(s) = De(s?) 4 sDy(s?). (5.19)
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O Lema 5.2 abaixo fornece uma assinatura em um intervalo de freqiiéncia para o
produto (5.13), a qual é utilizada para estabelecer o Teorema 5.1 sobre o problema de
estabilizagao. Para um k), estabilizante pode-se associar a v e a 7 o niimero de zeros de
(s, kp) no intervalo de freqiiéncia determinado pela freqiiéncia wy utilizando o Teorema
de Hermite-Biehler. Assim, o produto d(s, kp)n(—s) introduz um ntimero finito de zeros
no intervalo de freqiiéncia considerado. De fato, a mudanca liquida no argumento de
d(jw, kp)n(—jw) é dada por AG 0s, = Ay°05; + Ay°0,. Utilizando (5.9) e o Lema 2.1

obtém-se Aj°8s, = 5[04(d) — o(n)], onde o(n) é a assinatura do polinémio n(s).

Lema 5.2 Defina v+1 er como sendo o niumero de zeros reais, distintos e finitos das
partes imagindria e real de 6(jw, ky) em (5.12), respectivamente, para um k, estabili-
zante e uma freqiéncia wy suficientemente grande, estabelecida conforme a Definicao
5.1. Entao, 6(s, kp) € estdvel se e somente se para qualquer ky, estabilizante a assinatura

para §(s, kp)n(—s) determinada pela freqiéncia wy € dada por v+ 1 — o(n).

Prova. Pela aplicacdo das Definigoes 5.1 e 5.2, a assinatura o4(d) do quasipo-
linémio (5.12) para um k, estabilizante é dada em termos dos zeros das partes real e
imaginaria de 6(jw, k) no intervalo de freqiiéncias determinado por wyp, denotadas como
Wyos Wy s - - -, Wg, PATA U+ T par ou Wy, Wy, s - - - ,Wg, ; Wp, Para v +r impar. Utilizando a
Definigao 5.1, pode-se sempre escolher os mesmos v e r para definir os zeros das partes
real e imaginaria de 0(jw, k) que serao utilizados para qualquer k, estabilizante. Ob-
serve que tem-se diferentes wy para diferentes valores de k, estabilizante. Isto mostra
a invariancia de o4(d) em relagao a escolha de wy para dados v e r. De acordo com o
Lema 5.1 sabe-se que, no intervalo de freqiiéncias determinado por wyp, a assinatura no
intervalo de freqiiéncias de o (s, kp)n(—s) é v+r—o(n) para qualquer k, estabilizante. E
facil mostrar a reciproca,; isto €, se a assinatura de o(s, k,)n(—s) é dada por v+r—o(n),
sendo v+ a assinatura de (s, k), entao (s, kp) é estavel. Suponha por contradigao
que exista um k, que instabiliza d(s, k) mas fornece o mesmo v + r no intervalo [0, w]
considerado. Como a mudanga liquida ¢ dada por Ag°0s = (v + 1), isto significa que
tem-se a mesma mudanca liquida, tanto para o caso estavel como para o caso instavel,

o que é um absurdo. m

Com base nos resultados dados em Datta et al. (2000) introduz-se a seguinte defi-

nicao.
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Definicao 5.3 Sejam 0 = wy, < wo, < wo, < -+ < Wy, 08 zeros reais, distintos e finitos
de q(w). FEntao, o conjunto de cadeias A; num intervalo de freqiiéncias determinado

pela freqiiéncia wy € definido como
Ar={z0,21, ", 2z} (5.20)

onde zp € {—1,0,1} e 2z, € {—1,1} para t # 0.

Teorema 5.1 Considere p(w) e g(w) como as partes real e imagindria de 6(jw, kp)n(—jw)
respectivamente, e o quasipolindmio 0(s,ky) como jd definido. Sejam 0 = wy < wi <
wo < -+ < w; 08 zeros reais, distintos e finitos de q(w) em um intervalo de freqiiéncia.
Suponha que exista um k, estabilizante e escolha wy como na Definicao 5.1 associado
a 0(s,kp). Entao, o conjunto de todos os ky tais que 6(s,ky) € estdvel pode ser obtido

utilizando a sequinte expressao para a assinatura de §(s, ky)n*(s)

{z0 =221+ 220+ +

(1) 1220 + (=1)'zi}.(=1)" T sgnlg(w] )]
0q(0(s,kp)n*(s)) = sev+r+1v € par (5.21)
{20 — 22, + 22, + -+ + (—=1)"22,}(— 1) sgn[g(w )]

sev+r+v éimpar

ky = Uk, (5.22)
onde{zp,z1, -} € Ar
tal que Maxe,e A, 2, sgnlpa(wn)]=1 [~ Gron) < Mz 20 sgnlpa(wn)]=—11~ a5
kp, = (matheA,,zt.sgn[pg(wt)}:1[—m]aminzteAI,zt.sgn[pg(wt)]:—1[—@]) sendo r

o numero de cadeias factiveis, 6(jw, kp)n*(s) = p1(w)+kppa(w)+jg(w), n*(s) = n(—s),

V' o grau de n(s) e oq(0(s, kp)n(— )) dado por v +r —o(n).

Prova. Considerando o intervalo de freqiiéncias determinado por wq e utilizando
o Lema 5.2, a prova segue linhas semelhantes as utilizadas na demonstragao do caso
polinomial dada em Datta et al. (2000). Para cada cadeia factivel Z = {zp,21, -} € A,
considere as duas seguintes possibilidades:
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(a) zj > 0: Se z; > 0, entao a condicdo de estabilidade é
p1(wg;) + kppa(wg,) > 0. (5.23)
De acordo com (5.17) observe que
pa(w) = N (jw)[*. (5.24)

Desde que por hipotese N(—jwg,) # 0, t = 0,--- ,i e N(—s) nao possui zeros
na origem, entao, para todo k, estabilizante, d(s, k,)N(—s) e z; € {—1,1} tem-se

p2(wq;) > 0 para j =0,1,2,...,i. Assim

Wy,
by > —Pa) (5.25)
p2(wqg')
(b) z; < 0: Se z; < 0 a condicao de estabilidade é
p1(wg;) + Epp2(wg,) < 0. (5.26)
Como antes, desde que pa(wy;) > 0, segue que
Wy,
ky < _Pilwy,) (5.27)
pQ(WQj)

De acordo com (a) and (b) é possivel estabelecer um limite inferior de k, para cada
zj > 0 na cadeia 7 e um limite superior de k, pode ser estabelecido em correspondéncia
a cada z; < 0. Utilizando, entdo, o fato de que o4(d(s,kp)N(—s)) = v +r — o(N),
para que se obtenha uma cadeia Z = {29, 21,...} € A correspondendo a um valor

estabilizante de k, deve-se ter, conforme o Lema 5.2,

max [ (5.28)

_pl(w(h):| <
ZtEI, 2z¢>0

p2(wq,) e [_

ZtEI, 2t <0
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Utilizando (5.10) e suprimindo o argumento —w? de D, D,, N, e N,, pode-se escrever

I 1 D, + jwD,
G(jw)  cos(Lw) + jsin(Lw) Ne + jwN,
1 De + jwDo Ne — jwN,

cos(Lw) + jsin(Lw) N, + jwN, Ne — jwN,

(NeD. + w?N,D,) + jw(NeDy — DcN,)

(cos(Lw) + jsin(Lw)) (NeNe +w2NoN,)

(NeD. + w?N,D,) + jw(NeD, — D.N,) cos(Lw) — j sin(Lw)
( )

(

cos(Lw) 4 jsin(Lw))(NeNe + w?N,N,) cos(Lw) — j sin(Lw)

N.D. + w?N,D,) cos(Lw) + w(N.D, — D.N,) sin(Lw) N
(NeNe +w?N,No)

jlw(NeD, — D,N,) cos(Lw) — (N.D, + w?>N,D,) sin(Lw)]

+ (N.N. + w2N,N,) -
p1(w) —jq(w)

p2(w)

Utilizando no resultado acima o fato de que ¢(wy,) = 0, segue que

pl(w(h) 1 (
ka2 — 5.29)
pQ(WQt) G(]wﬂh)
Utilizando (5.29) em (5.28) obtém-se
ma [ ! } < min { ! } (5.30)
X |- - :
2t€L, 2t>0 G(jwqt) 2t€Z,2¢<0 G(jwqt)

O conjunto estabilizante kj’os ¢é determinado pela uniao de todos os kj’os obtido da cadeias

factiveis satisfazendo (5.30), o que completa a demonstragao. m

Apresenta-se agora um exemplo para ilustrar a aplicagdo do Teorema 5.1.

Exemplo 5.1 Considere a estabilizacao de um dado sistema com atraso através de um
controlador proporcional. O sistema € de fase nao minima, de quinta ordem com um

atraso de tempo na entrada

e 018 (st + 48% 4 2352 + 465 — 12)
s% + 25 + 2353 + 4452 + 975 + 98~

G(s) = (5.31)

Neste caso, N(s) = s* + 453 + 2352 + 465 — 12, D(s) = s° + 2s* + 2353 + 44s? +

97s + 98 e L = 0,1. Utilizando o critério de Nyquist escolhe-se um wvalor estabi-

lizante k, = 6. FEscolhe-se entdo, v = 4 e r = 4 resultando em o4(0) = 8 com

wo = wg, = 47.65. Obtém-se v+r+deg(N(s)) = 12, que € par. Finalmente, deve-se ter
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04(0(s,kp)N(—s)) =v+r—o(n) =6, onde 0(N) = 2. Escrevendo 6(jw, ky)N(—jw)
= p1(w) + kppa(w) + jg(w) verifica-se que os zeros de q(w) de (jw, kp)n(—jw) sdo
0, 1,972, 4,126, 5,044, 14,199, 46,693. A Figura 5.1 apresenta os grificos de p(w)
e de q(w) de 0(s,kp) para k, = 6 e o grdfico de q(w) de 6(s,k,)N(—s). Para a ob-
ten¢ao dos zeros de q(w) pode-se utilizar a fungao “fzero” do Matlab. Encontra-se as
cadeias Ay = {{-1,1,-1,1,1,1},{-1,1,-1,—-1,—-1,1}, {—-1,—-1,-1,1,—1,1}, {-1,1,
1,1,=1,1}} que satisfazem a —zg + 221 — 229 + 223 — 224 + 25 = 6 e ao Teorema 5.1.
Obtém-se assim o conjunto de ganhos estabilizantes como k, € [—0,589, —0,508] U

2,967, 8,166].

Figura 5.1: Grificos de p(w) e q(w) com ky, = 6 para §(s, k) (superior) e grifico de q(w)
para §(s, ky)N(—s) (inferior) com k, = 6.

5.2 Caracterizagao de Todos os Controladores PI Estabili-

zantes

Considere inicialmente um controlador PI da forma C(s) = k, + % Para a planta

G(s) dada por (5.10), a func@o caracteristica do sistema realimentado é da forma

F(s,kp, k;) = sD(s) + (k; + kps)e “*N(s) (5.32)
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onde D(s) e N(s) sdo como ja definidos. Supondo novamente que L > 0, obtém-se,

depois de multiplicar (5.32) por e’*, um quasipolinémio da forma

5(s, kp, ki) = esD(s) + (k; + kps)N(s). (5.33)

O problema da estabilizagao por um controlador PI envolve a obtencao de um con-
junto de valores (kp, k;) para os quais o quasipolindémio (s, ky, k;) é estéavel. De modo
semelhante ao caso proporcional um novo quasipolinémio do tipo (s, kp, ki) N(—s) é
construido de forma que sua parte real dependa apenas de k; e sua parte imaginaria

dependa apenas de k,. Substituindo s = jw em (5.33) obtém-se

5(jkap7ki)N(_jw) :p(w’ki) +jQ(kap) (5'34)
onde
plw ki) = pir(w) + kipa(w) (5.35)
q(w,kp) = q(w) +kpga(w) (5.36)
p1(w) = —ww?Dy(—w?)Ny(—w?) + De(—w?)Ne(—w?)] sin(Lw)

(5.37)
(5.38)
G1(w) = ww?Do(~w?)No(~w?) + De(~w?)Ne(—w?)] cos(Lw)  (5.39)
(5.40)
(5.41)

@w) = W[N(—w?)Ne(—w?) + WiNy(—w?)N,(—w?)].

Para cada valor fixado de k,, os zeros de g(w, k) nao dependem de k; e os resultados
do caso proporcional podem ser utilizados para encontrar as faixas estabilizantes de k;.
Assim, o conjunto de todos os (kp, k;) estabilizantes para o sistema pode ser obtido
realizando-se a varredura sobre todos os k, reais e resolvendo o caso proporcional para

que sejam obtidas as correspondentes faixas estabilizantes de k;.

Pode-se reduzir a faixa de valores de k, sobre os quais se deve realizar a varredura

utilizando as propriedades do lugar das raizes apresentadas no Apéndice A.
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Exemplo 5.2 Como em (Silva et al. 2001), considere o problema de buscar ganhos PI

estabilizantes para a planta

6_8

:48—|—1

G(s) (5.42)

em que N(s) =1, D(s) =4s+1, L =1 e o controlador € dado por C(s) = kp—f—%. Para
obter a assinatura do quasipolindmio correspondente busca-se inicialmente um valor
de k, e k; que estabilize o sistema realimentado. Para encontrd-los pode-se utilizar
o Critério de Nyquist. Utilizando o conjunto de valores de (ky,k;) dados em (Silva
et al. 2001) escolhe-se k, = 3 e k; = 1. Examinam-se os grdficos de p(w, k;) e q(w, kp)
obtendo-se, para v =4 er =4, we, = 0,5, we, = 1,6, wey = 4,8, we, = 7,8, wy, =0,
Wo, = 1, woy =3, Woy = 6,4, wo, =9,3. Isto resulta em 04(6) =8 and wy 1= w,, =9, 3.

Para obter os pontos de ramificacao do lugar das raizes escreve-se

q(w, kp) = —4w? sin(w) + w cos(w) + kyw (5.43)
e
q1(w) .
= —4dwsin(w) + cos(w) = —k,. 5.44
ne (@) + cos(e) =~k (.40
Obtém-se assim
dky, i
- = 5sin(w) 4 4w cos(w). (5.45)
w

Os zeros positivos de % sao 0, 2,1064, 4,9593, 8,0088. A partir de (5.44) os valores

encontrados para k, sao ky, = —19,4800, k,, = —1,0000, k,, = 7,7560, k,, = 31,8062.

@ (w)
q2(w)”’

A partir dos grdficos de —kpo, —kpy, —kpy, —kpy, —kp, pode-se obter a distribui-

¢ao dos zeros reais nao negativos de q(w, k,) no intervalo [0,wp], com exce¢io do zero
na origem. Neste exemplo € preciso buscar mT” = 4 zeros reais, distintos e nao nega-
tivos de q(w, kp). Os grdficos sao mostrados na Figura 5.2. Desta maneira, os valores
aceitdveis de k, estao no intervalo entre ky, = —1 e k,, = 7,756 onde existem pelo
menos 4 zeros reais distintos e nao negativos de q(w, kp). Realizando a varredura sobre
ky, € (=1,7,756), obtém-se o intervalo estabilizante —1 < k, < 6,93 o que estd em con-

corddncia com os resultados de (Silva et al. 2001) no qual outro método foi utilizado. A

regiao estabilizante do plano ky k; € mostrada na Figura 5.3.

O resultado do Exemplo 5.2 pode ser verificado utilizando-se o critério de Nyquist
através do grafico de Nyquist de G(s). Entretanto, nesta se¢do é fornecida uma ca-
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Figura 5.2: Distribuicao dos zeros reais de g(w, kp).

racterizacao analitica de todos os ganhos PI estabilizantes, o que facilita a obtencao
de solugoes 6timas utilizando varios critérios de desempenho, tais como as normas Ho
e H, de certas funcdes de transferéncia em malha fechada. E fornecido a seguir um
algoritmo para a busca dos valores estabilizantes de (k,, k;) por meio da realizacao de

uma varredura dos valores de k, em um certo intervalo.

Algoritmo 5.2 (Controlador PT)

Passo 1) Adote um par (ky, k;) que estabilize G(s). Selecione v e 1 e escolha wy como
na Defini¢ao 5.1.

Passo 2) Introduza pi(w), q1(w), p2(w) e g2(w) como em (5.87)-(5.38)

Passo 3) Plote Z;EZ; e obtenha seus mdximos e minimos no intervalo wg. Trace linhas

paralelas Z;EZ; = —kpm, m=0,1,... passando através destes pontos.

Passo 4) Se o nimero de zeros de q(w, kp) entre cada par de linhas consecutivas —kpp,,
—kpm+1 satisfaz a condigao de existéncia de k;, obtenha o nimero de elementos da

. - - . ~ w
cadeia {z9,21, - ,2i} como a soma do numero de possiveis solugoes de Z;Ewg = —kp

mais uma para ky, € (—kpm, —Kpm+1)-
Passo 5) Para cada cadeia encontrada no Passo 4) gere um vetor igualmente espagado

para k, no intervalo definido por —kpm e —kpmi1

Passo 6) Encontre os zeros de q(w,kp) denominados w,;,j = 0,1, definidos por
(5.34) para ky(1) utilizando g;gﬁg = —ky(1).

Passo 7) Inicialize n = 2.
Passo 8) Obtenha min k;(n—1) e max k;(n—1) utilizando o Teorema 1 para p;(w), pa(w)
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Figura 5.3: Regiao estabilizante para k, e ;.

no Passo 2. Se max k;(n—1) < mink;(n—1) faca maxk;(n—1) =0 e mink;(n—1) =
(

a1 (w)
q2(w

Passo 9) Se n < size(k, + 1) encontre w,,,j = 0,1,--- para ky(n) utilizando

—kp(n).
Passo 10) Faga n =n + 1.

b

Passo 11) Se n < size(k, + 1) vd para o Passo 5. Fim.

0.

5.3 Caracterizacao de Todos os Controladores PID Estabi-

lizantes

O desenvolvimento de controladores PID segue a mesma linha do projeto do contro-

lador PI com a nova caracterizagdo de uma assinatura para 6(s) como em (5.1). Para

um controlador PID tem-se

k;
C(s) = hy + = + . (5.46)

A funcéo caracteristica correspondente é

F(s,kp, ki, ka) = sD(s) + (ki + kps + kqs?)e *FN(s) (5.47)
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e, como antes obtém-se
(s, kp, ki kq) = se*FD(s) + (k; + kps + kas>) N (s). (5.48)

Agora, considere a mesma abordagem usada no problema de estabilizagdo PI. Substi-

tuindo s = jw em (5.48) obtém-se

d(jw, kp, ki, kp)N(—jw) = p(w, ki, ka) + jq(w, kp) (5.49)

em que
pw,kika) = pi(w)+ (ki — kaw?)pa(w) (5.50)
qw,kp) = q(w)+kp @2(w). (5.51)

Para todo k, fixado, note que ¢(w, k,) nao depende de k; e kq. Assim, pode-se usar a
abordagem para a estabilizacao de ganho para obter os k; e kg estabilizantes a partir

da sol ¢ao de um problema de programagcao linear para cada k.

Lema 5.3 Sejam v+ 1 er o nimero de zeros reais, finitos e distintos das partes real e
imagindria, respectivamente, de d(jw, ky, ki, kq) em (5.48), para um valor estabilizante
para (kp, ki, kq) e uma frequéncia suficientemente alta wy definida como antes. Entao,
0(s, kp, ki, kq) € estdvel se e sd se para qualquer conjunto estabilizante (ky, ki, kq) a
assinatura para §(s, ky , ki, kq) N (—s) determinada pela frequéncia wy € dada por v+r—

o(N).

Teorema 5.3 Considere p(w, ki, kq) e q(w, k) como as partes real e imagindria do
quastpolinomio d(jw, kp, ki, kq) N (—jw), respectivamente. Suponha que exista um para
estabilizante (kp, ki, kq) para uma dada planta G(s) satisfazendo Hipotese Al1). Escolha
wo associada a 6(s, kp, ki, kq) como na Defini¢ao 5.1. Para um k, fizado, considere que
0=w, <w, <w, <--- < w, sejam zeros reais,finitos e distintos de q(w, k) na faiza
de frequéncia. Entao, os valores (ki, kq) tais que estabilizem (s, kp, ki, kq) sao obtidos

a partir da solu¢do do sequinte problema de programacgado linear para z; € Ay tal que a
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assinatura para 0(s, ky, ki, kq)N(—s) seja igual a v +1r —o(N)) et =0,1,...;4

p1(wi) + (ki — kgw?)pa(wy) > 0, for z =1 (5.52)

p1(we) + (ki — kdwg)pg(wt) < 0, for zz = —1. (5.53)

Algoritmo 5.4 (Controlador PID)

Passo 1) Adote um valor para o conjunto ky, ki, kq que estabilize a planta fornecida
G(s). Selecione v e r e escolha wy conforme a Defini¢ao 5.1.

Passo 2) Introduza as fungoes p1(w) e pa(w), de acordo com (5.50).

Passo 3) No intervalo de freqiéncias determinado por wy, encontre os zeros de q(w, k)
definidos por (5.49), para um k), firado.

Passo 4) Utilizando a Defini¢ao 5.3 para §(s, ky, ki, kq) N (—s), encontre A que satisfaca
04(6(s, kp, ki, ka)N(—s)) =v+1r—oa(N)).

Passo 5) Aplicar o Teorema 5.3 para obter as desigualdades (5.52) e (5.53).

Exemplo 5.3 Como em Xu et al. (2003), considere o problema de encontrar o conjunto

de ganhos PID para estabilizar a planta G(s) = ei;(]:)(s) com N(s) =83 —4s? + s+ 2,

D(s) = s® + 851+ 3253+ 46562 + 465+ 17 e L =1. Parak, =1, k; =1 e kg = 0 plotar

quw = inline('3. * w3 + 3+ w — (w0 — 32 xw.* + 46 x w.?)

Sk sin(w) + (8% w.® — 46 x w.? + 17 x w). * cos(w)',' w')

para escolher v = 8 e r = 8 para obter 04(8) = 16 e wy = 16,2095. Como v + 4 —
deg(N(s)) = 17, que € impar, os elementos em Aj devem satisfazer zy — 2z1 + 2z9 —
223 + 224 — 225 + 226 — 227 + 228 = 17. A parte imagindria de 6(jw, ky, ki, kq) N (—jw)
denotada q(w, ky) € afim em ky e entao para um ky fizado os seus zeros podem ser ob-

tidos com a fun¢cdo MATLAB inline

inline([w. * (—w.® 4 65 x w.5 — 246 * w.* + 22 x w.? 4 34)
cxcos(w) + (=12 w8 + 180 * w.b — 149 x w.t — 75 % w.?)
ke sin(w) + kpx (w. + 14 x w5 + 17 w3 +4xw)' ],/ ') kp')
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Figura 5.4: Pares estabilizantes (k;, kq) para k, =1e L = 1.

Entao, os zeros de q(w) de 6(jw,ky,)N(—jw) sao 0, 0,5377, 1,1764, 2,5880, 4,3155,
6,6001, 9,1734, 12,0136, 14,9422. A partir de (5.50) obtém-se pi(w) e pa(w) como

segue.

p1 = inline([—w. * (—w.® 4+ 65 x w.5 — 246 % w. 1+
22 x w.2 + 34). x sin(w) + (—12 * w.® + 180 * w.b — 149 x w.* —
75 % w.2). x cos(w)'], w')

py = inline('w.S + 14 xw +17xw.2 + 4’/ w').

Finalmente, as desiguladades afins em k; e kg obtidas usando o Teorema 5.8 sao k; > 0

k; — 0,280135ky < 3,11984; k; — 1,38400k, > —4, 83381
ki — 6,69759ky < 27,1568; k; — 18,6231ky > —84, 5249
ki — 43,5614kq < 271,696; k; — 84,1517ky > —732,245
ki — 144, 328kq < 1669,5 ; k; — 223,271ky > —3247, 82

e

e a solugao € mostrada na Figura 5.4.
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Capitulo 6

Conclusao

Este trabalho se insere em recente linha de pesquisa, direcionada a resolucao do
problema da determinacao do conjunto de controladores PID estabilizantes para uma
planta dada. Uma solucao efetiva para o caso em que as plantas sdo polinomiais, isto é,
sem atrasos, foi obtida tomando-se como ponto de partida o teorema de Hermite-Biehler.
Para o caso quasipolinomial (sistemas com atraso de transporte), tem sido utilizada

como ponto de partida uma extensao do teorema de Hermite-Biehler a quasipolinémios.

Partindo de um resultado anterior, que garante a propriedade de entrelagamento de
quasipolinémios em altas freqiiéncias, é possivel derivar uma assinatura para quasipo-
linébmios da classe de equacoes diferenca-diferencial lineares do tipo retardo ou neutral.
Assim, pode-se aplicar, no caso quasipolinomial, um procedimento bastante anélogo
ao empregado no caso polinomial, envolvendo uma transformacgao algébrica da fungao
caracteristica, estabelecimento de cadeias de sinais que permitem a obtencao de uma
assinatura estabilizante, e resolucao final através da aplicacdo da extensao do teorema

de Hermite-Biehler a quasipolinémios.

Neste trabalho foram desenvolvidos e aplicados procedimentos para a determinagao
do conjunto de controladores estabilizantes para um controlador PI e para um contro-
lador PID, resultando o tltimo num conjunto de desigualdades lineares, para um valor

do parametro k, dado.
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Apéndice A

Utilizacao do Lugar das Raizes para

o Estreitamento da Faixa de

Varredura de k&

Considere-se o problema da determinagao do lugar das raizes de U(x) + kV (z) = 0,
onde U(x) e V(x) sao polinémios reais e coprimos e k varia de —oo a co. Podem ser

feitas as seguintes observagoes:

1. Os pontos de ramifica¢ao reais dos lugar das raizes de U(x) + kV (x) = 0 corres-

pondem a raizes reais e multiplas as quais devem, portanto, satisfazer

=0 (A.1)

ou seja,

e — . (A.2)
Os pontos de ramificacao reais sdo os zeros reais da equacao acima.

2. Sejam ki < kg < .-+ < k, os valores distintos e finitos de k correspondentes
aos pontos de ramificagao reais x;, ¢ = 1,2,...,z sobre os lugar das raizes de
U(z) + kV(z) = 0. Defina kg = —o0 e k41 = co. Entdo z;, i = 1,2,...,2 s@o
as raizes reais multiplas de U(z) +kV (x) = 0 e os correspondentes k’s sdo os kis.
Pode-se observar que para k € (k;, k;+1), as raizes reais de U(x) + kV (z) = 0 sédo
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simples e o namero de raizes reais de U(z) + kV (z) = 0 é invariante.

3. Se U(0)+ kV(0) # 0 para todo k € (k;, ki+1), entdo a distribuigao das raizes reais
de U(x) + kV (x) = 0 em relagao & origem ¢ invariante neste intervalo de valores

de k.

O exemplo a seguir ilustra como as observagoes acima podem ser utilizadas para
determinar a distribuicdo das raizes reais de U(z) + kV (z) = 0 em relagdo a origem

quando k varia de —oo a oc.

Exemplo A.1 Sejam

U)=(x+1)3x—1)(2® -z +1)> (A.3)
V(z) = (z —2)%(x + 3)(2* + 22+ 2) (A4)
Entao
U(.le) dVix) . V(ac) dU(xx)
d 02(z) d = [(acg — a2t 22® — 2% 4 ? — 1)(53:4 + 423

—242% — 122 + 8) — (2° + 2" — 82 — 622
+8x + 24)(82" — 625 + 10zt — 622 + 2x)]/
[(z+ 1)6(:1: — 1?2 -z + 1)4]

= [-32'2 — 42" + 4120 + 3827 — 824% — 18827
+7725 4 8225 — 26521 4 2822 4 16022 — 362

=8/l + 1)°(z = 1)*(2* — z + 1)1

Os pontos de ramificagcio x;, 05 quais SGo 0S zeros reais da expressao acima sao

z1 = 2.96872, o= —1, z5=0.42142, x4 = 0.66720, x5 = —0.14008, 26 = —3.84988

Além disso U(zx) + kV (z) possui uma raiz na origem quando k = k* = 0.04167.
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Para k € (ki,kit1) e k* ¢ (ki,kit1), a distribuigdo das raizes reais de U(x) +
EV(z) = 0 em relacdo a origem ¢ invariante. Assim, pode-se simplesmente checar um
k € (k;, ki+1) arbitrario e determinar a distribuicao de raizes reais de U(x) + kV (z) =0
em relacao a origem, e esta distribuicao é valida para todo k neste intervalo. Neste
exemplo k* € (kq,ks) e assim a distribuicao de raizes reais de U(z) + kV (z) = 0 em
relagdo & origem pode nao ser invariante sobre o intervalo (ky,ks). Assim o intervalo
(k4, ks) deve ser dividido em dois sub-intervalos (k4, k*), (k*, k5), e a distribuicao de

raizes reais deve ser checada em cada um destes sub-intervalos.

A distribui¢ao de raizes reais em relagao a origem de U(x) + kV (x) = 0 para k

pertencente a diferentes intervalos, é dada abaixo

k € (—o0,—61.44924) : 3 raizes reais simples e positivas
1 raizes real simples e negativa
k € (—61.44924,0) : 1 raizes real simples e positiva
1 raiz real simples e negativa
k € (0,0.03689) : 1 raiz real simples e positiva
1 raizes real simples e negativa
k € (0.03689,0.03791) : 3 raizes reais simples e negativas (A.5)
1 raiz real simples e negativa
k € (0.03791,0.04167) : 1 raiz real simples e positiva
1 raiz real simples e negativa
k € (0.04167,0.04279) : 2 raizes reais simples e negativas
k € (0.04279,163.73847) : nenhuma raiz real

k € (163.73847,00) : 2 raizes reais simples e negativas

O exemplo acima mostra como idéias simples sobre o lugar das raizes podem ser uti-
lizadas para determinar a distribui¢ao dos zeros reais de U(z) + kV (), em relagao a

origem, enquanto k varia de —oo a oo.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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