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Resumo

Revisamos a geometria de Weyl no contexto das recentes teorias do espago-tempo
em dimensoes superiores. Apdés uma introdugao a teoria de Weyl numa linguagem
geométrica moderna apresentamos alguns resultados que representam extensoes dos
teoremas riemannianos. Consideramos a teoria local de imersoes e subvariedades no
contexto da geometria de Weyl e mostramos como um espago-tempo riemanniano
pode ser localmente e isometricamente imerso num espaco de Weyl de dimensao
maior. Discutimos o problema cldssico de confinamento e estabilidade do movimento
de particulas e fétons na vizinhanca de branas para o caso quando o bulk de Weyl
tem a geometria de um espago produto distorcido (warped product). Mostramos
como as propriedades de confinamento e estabilidade das geodésicas perto da brana
podem ser afetadas pelo campo de Weyl. Construimos um analogo classico do
confinamento quantico inspirado em modelos teéricos de campos considerando um
campo escalar de Weyl que depende apenas das coordenadas extras. Finalmente,

sugerimos possiveis equagoes para o campo métrico e o campo escalar de Weyl.



Abstract

We revisit Weyl geometry in the context of recent higher-dimensional theories of
spacetime. After introducing the Weyl theory in a modern geometrical language we
present some results that represent extensions of Riemannian theorems. We consider
the theory of local embeddings and submanifolds in the context of Weyl geometries
and show how a Riemannian spacetime may be locally and isometrically embedded
in a Weyl bulk. We discuss the problem of classical confinement and the stability of
motion of particles and photons in the neighbourhood of branes for the case when
the Weyl bulk has the geometry of a warped product space. We show how the
confinement and stability properties of geodesics near the brane may be affected by
the Weyl field. We construct a classical analogue of quantum confinement inspired
in theoretical-field models by considering a Weyl scalar field which depends only on
the extra coordinate. Finally, we suggest possible equations for the metric field and

the Weyl scalar field.
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Introducao

Tem sido sugerido nos tltimos anos que nosso espaco-tempo pode ser visto como
uma hipersuperficie imersa numa variedade de dimensao superior, freqiientemente
referida como bulk [1]. No que diz respeito a geometria desta hipersuperfice, tem sido
geralmente suposto que ela tem uma estrutura geométrica riemanniana. Esta su-
posicao evita possiveis conflitos com a bem estabelecida teoria da relatividade geral,
que opera numa geometria riemanniana. Por outro lado, com poucas excecoes, nao
hé muita discussao sobre o tipo de geometria que o bulk possui, que geralmente
é suposta riemanniana também. Poucas tentativas para expandir este cenario tém
aparecido recentemente na literatura, onde uma geometria nao-riemanniana, a saber,
uma geometria de Weyl, é tomada em consideracao como uma possibilidade viavel
para descrever o bulk [2], [3], [4]. Contudo, um grande nimero de geometrias nao-
riemannianas é atualmente conhecido e poderia ser investigado neste contexto. A
nossa intencao é proceder num tal programa de investigacao, e um primeiro passo
neste sentido seria considerar a geometria de Weyl [5], que é uma das mais simples
generalizagoes da geometria riemanniana.

A dissertagao estd organizada da seguinte forma. Comecamos no capitulo 1 com
uma formulagao moderna da geometria de Weyl e mostramos alguns resultados que
representam simples extensoes dos teoremas riemannianos. No capitulo 2 consider-
amos a teoria local de imersoes e subvariedades no contexto da geometria de Weyl.
Na secao 2.1 mostramos como um espago-tempo riemanniano pode ser imerso num
espaco de Weyl de dimensao maior. O capitulo 3 contém uma aplicacao do for-

malismo para o problema cléssico de confinamento e estabilidade do movimento de



Introducao

particulas e fétons na vizinhanca de branas. Na secao 3.1 estudamos o movimento
geodésico numa variedade riemanniana. Na secao 3.2 mostramos como a presenca
de um campo de Weyl pode afetar o confinamento e/ou a estabilidade do movimento
das particulas e discutimos como um campo geométrico, tal como o campo de Weyl,
pode efetivamente agir como um campo escalar quantico, que em alguns modelos
tedricos é o responsavel pelo confinamento de matéria na brana [6]. Na segao 3.3
fazemos uma simples aplicagao das idéias desenvolvidas anteriormente. No capitulo
final, capitulo 4, estudamos uma acao que, utilizando o método de variacoes de
Palatini, fornece uma condicao de compatibilidade de Weyl e equagoes de campo

para a métrica e o campo escalar de Weyl.



Capitulo 1

Formulacao Moderna da Teoria de

Weyl

Como é sabido, o tipo de estrutura geométrica concebido por H. Weyl em 1918,
embora admiravelmente engenhosa como uma tentativa de unificar gravidade com
eletromagnetismo, revelou-se um fracasso como uma teoria fisica. De fato, imedi-
atamente apds ter sido exposto as ideias de Weyl, Einstein levantou forte oposicao
a adogao da geometria de Weyl na descricao dos fenomenos eletromagnéticos e gra-
vitacionais [7]. O argumento de Einstein era que, em uma geometria nao-integréavel,
nao seria possivel a existéncia de linhas espectrais nitidas na presenga de um campo
eletromagnético porque relégios atomicos iriam depender da sua histéria passada [8].
Deve ser dito, contudo, que uma variante da geometria de Weyl, conhecida como
geometria de Weyl integravel, que nao sofre a desvantagem assinalada por Einstein,
atraiu a atengao dos cosmdlogos alguns anos atrés [9].

Nesta secao revisamos algumas defini¢coes basicas e resultados que sao validos em ge-
ometria riemanniana assim como em geometria de Weyl. Como veremos, a geometria
de Weyl pode ser vista como uma espécie de generalizacao da geometria riemanniana
e alguns teoremas que serao apresentados aqui sao simples extensoes dos correspon-

dentes teoremas na geometria riemanniana. No entanto, essas extensoes tém um



Capitulo 1. Formulacao Moderna

sabor diferente e novo especialmente quando sao aplicados ao estudo das geodésicas.

Comecemos com a definicao de conexao afim.

Definicao 1.1 Seja M wuma variedade diferencidvel, Z(M) o conjunto dos cam-
pos vetoriais de classe C* em M, e D(M) o anel das fungoes reais de classe C™

definidas em M. Uma conexao afim V em M é uma aplica¢ao

vV E(M) x Z(M) —Z(M)
(V, W) —Vy W

que satisfaz as sequintes propriedades:
i) VivigwZ = fVvZ +gVwZ,

i) Vy(W + Z) = VyW + Vy Z,

iii) Vv (fW) = VI[IW + f Vv W,

onde V.W,Z € Z(M) e f,g € D(M).

Um resultado importante vem imediatamente da definicao acima e permite definir

a derivada covariante ao longo de uma curva diferenciavel.

Proposicao 1.1 Dada uma variedade diferencidvel M munida de uma conexdo V,
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' definido ao
longo da curva diferencidvel a(\), o : I CR — M, um outro campo vetorial % ao

longo de a(X), denominado derivada covariante de V' ao longo de a()\), tal que:

) DV+W) DV DW .
e o
i) D(fv V + f2¥ o, onde V' é um campo vetorial ao longo de a(\) e f € uma

funcao diferencz’avel em I;

iii) se V. for induzido por um campo vetorial Z € Z(M), isto é, V(A) = Z(a(N)),

entio &Y =V a4 Z, onde ¢ o campo vetorial tangente & curva a(N).
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Para uma prova desta proposi¢ao remetemos o leitor para [10]. Agora estamos
prontos para introduzir o conceito de transporte paralelo de um vetor ao longo de

uma dada curva.

Definicao 1.2 Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexdo V. Dada

uma curva diferencidvel o : I C R — M e um campo vetorial V' definido ao longo

de a(N), dizemos que V' € paralelo se a derivada covariante de V' ao longo de a(N)
DV

se anula para todo A, isto €, = =0 para X € I.

Entre todas as conexoes afins admissiveis definidas numa variedade, um papel im-
portante na teoria riemanniana, assim como na teoria de Weyl, é realizado por uma
classe especial de conexoes, isto é, as conexoes sem tor¢ao, as quais serao definidas

abaixo.

Definicao 1.3 Uma conexao afim V em M € dita simétrica se satisfaz a sequinte

condicao

VyW —VyV = [V, W]

para todo V,W € Z(M), onde [V, W] € o comutador entre V e W.

Numa base coordenada {0, = a%a}’ o fato de V ser simétrica implica que para todo

a,b=1,...,n, temos
Va,00 — Vo,0, = (L', —T'4,) Oc = [0a, O] = 0. (1.1)

A equacao acima é equivalente ao fato de que I';, = I'y,, o que justifica o nome
adotado.

Vamos agora introduzir o conceito de variedade de Weyl através da seguinte defini¢ao.

Definicao 1.4 Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma conexdao afim V,
um tensor métrico g e um campo de 1-formas o, chamado campo de Weyl, definido

globalmente em M. Dizemos que V é Weyl-compativel (ou W-compativel) com g se
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e somente se para todo campo vetorial U, V,W € Z(M) tem-se

VIg(U,W)] = g(VyU,W) + g(U, Vy W) + o(V)g(U, W) . (1.2)

Isto é, naturalmente, uma generalizacao da idéia de compatibilidade riemanniana
entre V e g. Se a l-forma o se anula em toda M, recuperamos a condicao de
compatibilidade riemanniana. Logo, é natural esperar ter uma versao generalizada
do teorema de Levi-Civita! se nos limitarmos a conexoes sem torcao. Na verdade,

temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1 Dada uma variedade diferencidvel M com uma métrica g e um campo
de 1-formas o diferencidvel definido em M, existe uma unica conexao afim ¥V em

M satisfazendo as condigoes:
i) V € simétrica,
ii) V é Weyl-compativel.

Demostragao: Suponhamos inicialmente a existéncia de uma tal V. Entao, da

equagao (1.2) temos as seguintes trés equagoes:

VigUW)] = g(VyU W)+ g(U, VyW) +a(V) g(U W), (1.3)
Wig(V,U)] = g(VwV,U) + g(V,VwU) + a(W) g(V, U), (1.4)
UlgW, V)] = g(VeW, V) 4+ g(W, Vi V) + o (U) g(W, V). (1.5)

Somando (1.3) e (1.4) e subtraindo (1.5), teremos, usando a simetria de V, que

V[Q(U7 W)] + W[g(V, U)] - U[9<W7 V)] g [V7 ]a

=g([V,U],W) + g(IW,U], V)
+ g([V, W],U) + 29(U, Vi V)
+o(V)g(UW)+o(W)g(V,U)
— o

o(U) g(W, V). (1.6)

1O’Neill e Berger referem-se ao teorema de Levi-Civita como um “milagre” da geometria rie-

manniana [11].
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Portanto,

o(U, V) = 5 (Vig(U W)] + Wg(V, U)] — Ulg(W, V)
- g([v’ W]? U) - g([VV, U]? V) - g([vv U]? W)
+o(U) g(W,V) = o (V) g(U, W) = a (W) g(V,U)) . (17)

A expressao acima mostra que a conexao afim V estd univocamente determinada
pela métrica g e pelo campo de Weyl de 1-formas o. Portanto, caso exista, ela serd
tnica. Para mostrar a existéncia, definamos V por (1.7). E fdcil verificar que a
conexao V estd bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas.

Neste ponto é instrutivo escrever (1.2) em um sistema de coordenadas locais {x*},
a =1,....,n. Entao, um simples calculo mostra que podemos expressar os coeficientes

da conexao afim V completamente em termos das componentes de g e o, isto é,

a 1
Fgc = {bc} - §gad (gabac + GdcOp — gbco'd> ) (18)

onde {:c} = % g™ (&,gdc + 0.Gpa — (9dgbc) sao os simbolos de Christoffel e o = o, dx°.
Agora, observemos que a condigao de compatibilidade de Weyl, equagao (1.2), pode
ser interpretada como exigindo que a derivada covariante do tensor métrico g na
dire¢ao de um campo vetorial V' € Z(M) nao se anule, como em geometria rieman-
niana, mas, em vez disso, que ela seja regulada pelo campo de Weyl ¢ definido na

variedade M. Em outras palavras, temos
Vig=o(V)g. (1.9)

E um pouco surpreendente que este novo requisito nao estrague a propriedade de
que a conexao V seja completamente determinada por ¢ e g, univocamente. Uma
visao geométrica clara sobre as propriedades do transporte paralelo de Weyl é dada

pela seguinte proposicao:

Corolario 1.1 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V, uma

métrica g e um campo de Weyl de 1-formas o. Se V é W-compativel, entdo para
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todo par Ve U de campos vetoriais paralelos ao longo da curva diferencidvel a(N),

a:l — M, tem-se

d

d
ag(V, U)= a(—) g(V,U), para todo X € 1, (1.10)

dA

d ’ - \
onde 4 € o campo vetorial tangente a curva o).

Se integramos a equagao acima ao longo da curva (), a partir de um ponto Py =

a(X,), entao facilmente obteremos
9(V O, UN) = g(V (), U () o "8, (1.11)

Fazendo U =V, e denotando por L(A) o comprimento do vetor V' (\) em um ponto
arbitrario P = «(\) da curva, é facil ver que em um sistema de coordenadas locais

x® a equagao (1.10) se reduz a

AL o, dz°
=5 oL (1.12)

Considere o conjunto de todas as curvas fechadas « : [a,b] € R — M, ou seja, com

a(a) = a(b). Logo, a equagao
g(V(0),U(b)) = g(V(a), U(a)) e (@) % (1.13)

define um grupo de holonomia, cujos elementos sao, em geral, uma composicao de
uma transformacao de homotetia e uma isometria. Se quisermos que os elementos

deste grupo correspondam puramente a uma isometria, entao temos que ter

%a(%) d\ =0, (1.14)

para qualquer curva fechada. Portanto, a partir do teorema de Stokes, o deve ser
uma forma exata, ou seja, existe uma funcgao escalar ¢, tal que o = d¢. Neste caso,
temos aquilo que é freqlientemente chamado na literatura uma variedade de Weyl
integravel.

As variedades de Weyl sdo completamente caracterizadas pelo terno (M, g,0), que
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vamos chamar um referencial de Weyl. E interessante verificar que a condigao
de compatibilidade de Weyl, equacao (1.10), permanece inalterada quando vamos
para outro referencial de Weyl (M, g, 7) realizando as seguintes transformagoes si-

multaneas em g e o:

g=e"yg, (1.15)

5 =0 —do, (1.16)

onde ¢ é uma funcao escalar definida em M. Claramente, a aplicacao conforme,
equagao (1.15), e a transformagao de calibre, equagao (1.16), definem classes de
equivaléncias no conjunto dos referenciais de Weyl. Vale a pena mencionar que a
descoberta de que a condi¢ao de compatibilidade, equagao(1.10), é invariante sob
este grupo de transformacoes foi o que guiou Weyl a sua tentativa de unificar gravi-
dade e eletromagnetismo, estendendo o conceito de espago-tempo ao de um conjunto
de variedades equipado com uma estrutura conforme, ou seja, o espago seria visto

como uma classe [g] de métricas Lorentzianas conformalmente equivalentes [5].
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Subvariedades e Imersoes

Isométricas na Teoria de Weyl

Comecemos definindo o que é uma imersao.

Definigao 2.1 Sejam (M,g,0) e (M,g,&) variedades de Weyl diferencidveis de
dimensio m en = m + k, k > 0, respectivamente. Uma aplicacao diferencidvel
f:UCM — M ¢€ dita ser uma imersdo se:

i) a diferencial df : T,(M) — Ty M € injetiva em cada ponto p € M;

ii) o(V) =a(df(V)) para todo V € T,(M).

O numero k € chamado codimensao da imersao f. Dizemos ainda que f € uma
imersao isométrica se g(U, V') = g(df (U),df (V")) para todo U,V no espago tangente
de M, T,(M), e em todo p € M. Se, além disto, f € um homeomorfismo sobre
f(M) C M, onde f(M) tem a topologia induzida por M, diz-se que f é um mergulho.
No caso em que M C M e a inclusio i : M — M é um mergulho, dizemos que M

é uma subvariedade de M.

E importante notar que localmente toda imersao é um mergulho. De fato, seja
f: M — M uma imersdo. Entao, em torno de cada p € M, existe uma vizinhanca
U C M tal que a restri¢ao de f a U é um mergulho sobre f(U). Podemos, portanto,

identificar U com a sua imagem f(U), de modo que localmente podemos considerar

10
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M como uma subvariedade mergulhada em M, com f sendo uma inclusao. Assim,

vamos identificar cada vetor V' € T,(M) com df (V') € T4 (M) e considerar T,(M)
como um subespago de T, (M).

No espaco vetorial T,(M), p € M, a métrica § permite fazer a decomposicio
T,(M) = T,(M) & T,(M)*, onde T,(M)* é o complemento ortogonal de T,(M) C
T,(M). Isto é, para todo vetor V € T,(M), com p € M, podemos decompor V em
V=V+VLtondeV eT,(M)eV+ e T,(M)t. Denominamos V a componente
tangencial de V e V* a componente normal de V.

A conexdo de Weyl de M sera indicada por V. Agora podemos provar a seguinte

proposicao.

Proposicao 2.1 Se V e U sdo campos locais de vetores em M, e V e U sdo ea-

tensdes locais desses campos a M, entdo a conexdo de Weyl VvU serd dada por
VyU = (VyO)T, (2.1)
onde (VyU)T € a componente tangencial de VU.

Demonstracao: Comecemos com a equacao que exprime a condicao de compati-

bilidade de Weyl, equagao (1.2):

V[Q(U, W)] = g(vvﬁa W) + g(Uv vVW) + 5-(V) g(U’ W) ) (22)

onde V,U,W € Z(M). Agora, suponha que V,U, W sao extensoes locais dos cam-

pos vetoriais V, U, W a M. Claramente, num ponto p € M, tem-se
Vig(U,w)] = V[g(U,W)] = V[g(U,W)], (2.3)

onde levamos em conta que a inclusao de M em M ¢ isométrica. Por outro lado,

calculando separadamente cada termo do lado direito da equagao (2.2) em p, obtemos

g(VyU W) =g((VyU)" + (VyU)5W) =g((VeU) ", W) = g((VyU) T, W),
(2.4)

11
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com uma expressao andaloga para g(U, ViyW). A partir da equacdo acima e pelo

fato de que (V') = ¢(V'), num ponto p € M, obtemos
VIgU,W)] = g((VeU)". W) +g(U.(VyU)") +a(V) g(UW). (2.5)

Logo, pelo teorema de Levi-Civita estendido as variedades de Weyl, que afirma a
unicidade da conexao afim V numa variedade de Weyl, concluimos que a equagao
(2.1) é satisfeita. Em outras palavras, a componente tangencial da derivada covari-
ante VU, avaliada em pontos de M, é a derivada covariante da conexdo de Weyl

induzida a partir da métrica g em M, definida por g(V,U) = g(df (V'),df (U)).

2.1 Mergulhando o Espaco-Tempo num Espaco
de Weyl de Dimensao Maior

Agora que sabemos como funciona o mecanismo de imersao de subvariedades na
geometria Weyl, somos levados a seguinte questao: é possivel ter uma subvariedade
riemanniana mergulhada num espaco ambiente de Weyl? A resposta a esta pergunta
¢ dada pelo seguinte argumento. Uma variedade riemanniana é um caso particular
de uma variedade de Weyl, em que o campo de Weyl ¢ é nulo. Portanto, uma sub-
variedade M mergulhada num espaco de Weyl M serd riemanniana se e somente se o
campo de 1-formas o induzido pelo pullback de 7, isto é, o(V') = a(df(V')), se anula
em toda M. Isto é, a condicao necessaria e suficiente para M ser uma variedade
riemanniana mergulhada é que (V) = 0 para todo V' € T,(M) e todo p € M.

Para ilustrar o exposto, e tendo em vista aplicagoes futuras, vamos considerar o caso
em que a variedade M ¢é folheada por uma familia de subvariedades definidas por

k equacoes y* = yi' = constante!, com o espaco-tempo M correspondendo a uma

'De agora em diante, indices Latinos mintsculos variam de 0 a n + 3, enquanto que os indices
Gregos variam de 0 a 3. As coordenadas de um ponto genérico P da variedade M serdo denotados
por y@ = (z%,y*,--- ,y"*3), onde z* denota as quatro coordenadas do espago-tempo e y* (A > 4)

refere-se as n coordenadas extras de P.

12
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dessas variedades y* = y{' = constante. Em coordenadas locais {y*} de M adap-
tadas para o mergulho, a condigdo o(V) = 0 se escreve o,V = 0, onde 0 = g,dz*
e V = VP95 No caso de uma variedade de Weyl integrdvel, o = d¢ = a‘%dw“.
Neste caso o(V) = 0 para todo V € T,(M) se e somente se a% = 0. Portanto,
numa variedade integravel de Weyl, se o campo escalar ¢ é uma funcao s6 das co-
ordenadas extras, a subvariedade espago-tempo M mergulhada no espago ambiente
M é riemanniana.

O fato de que podemos ter um espaco-tempo riemanniano M mergulhado num
espaco ambiente de Weyl M nao significa que efeitos fisicos ou geométricos prove-
nientes das dimensoes extras devam estar ausentes. Um bom exemplo deste ponto é
dado pelo comportamento das geodésicas perto de M. No capitulo seguinte iremos
analisar como um campo de Weyl pode afetar o movimento geodésico no caso de
um espaco ambiente com uma geometria produto distorcido. Estaremos particular-

mente interessados no problema do confinamento e da estabilidade do movimento

de particulas e fétons perto da subvariedade espago-tempo [12].

13



Capitulo 3

Movimento Geodésico num Espaco

de Weyl Integravel

Vamos comegar com o estudo de geodésicas em espacos produto distorcido riemanni-
anos. Estudamos primeiro o caso riemanniano porque desta forma podemos observar

quais sao as vantagens de usar uma geometria de Weyl.

3.1 Movimento Geodésico num Espaco Rieman-
niano do Tipo Produto Distorcido

Nesta secao consideremos o caso em que a geometria do espaco ambiente tem dois
componentes especiais: a) é uma variedade riemanniana e b) sua métrica tem a
estrutura de um espago produto distrocido [13]. Como é sabido, a importancia da
geometria produto distorcido estd intimamente relacionada com o chamado cenario

braneworld [1].

Definigao 3.1 Sejam (M, g) e (N,h) duas variedades riemannianas de dimensao
m e r, com métricas g e h, respectivamente. Além disso, seja ¥ > 0, ¥ : N —
R (chamada fun¢do de distor¢ao), uma fungao diferencidvel. Um espago produto
distorcido riemanniano é o produto cartesiano M = M x N com uma métrica § =

(Vg) @ h.
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Capitulo 3. Movimento Geodésico

Aqui, por simplicidade, vamos tomar M = M* e N = R, onde M* denota uma
variedade Lorentziana de quatro dimensoes com assinatura (+ — ——) (designada
como espaco-tempo). Em coordenadas locais {y* = (2, y*)} o elemento de linha

correspondente a essa métrica serd escrito como?
dS? = Gup dydy® . (3.1)

As equacoes geodésicas no espaco M de cinco dimensoes serao dadas por

T LR R =0 @2
onde A é um parametro afim e (5){20} denota os simbolos de Christoffel em cinco
dimensoes (5D), definidos por (5>{Zc} = 1 G (8bgdc + OuGva — (9dgbc) Denotando a
quinta coordenada por y e as coordenadas restantes (as coordenadas do ”espago-

tempo”) por z#, isto é, y* = (z*,y), podemos facilmente mostrar que a parte 4D

das equagoes geodésicas (3.2) pode ser reescrita na forma [12]

d :13“ dx dxﬁ
onde
dy\ 2 dz® dy
w_— _(B)fH ) _906
¢ }<d)\> A\ d\
1 dx® dxP
_ Zapd(s ~ ~
59 (G408 + 48,0 — Japa) = I (3.4)

5} 23" (0adus + 08Gar — Ovfagp)-
Neste ponto, voltamos nossa atencao para o cenario de branas em cinco dimensoes,
onde o bulk corresponde a uma variedade M de dimensao cinco que est4 foliada por
uma familia de subvariedades (neste caso, hipersuperficies) definidas pela equagao
1y = constante.
A geometria de uma hipersuperficie genérica, digamos y = o, sera determinada pela

métrica induzida g,s(x) = Gas(z, yo). Assim, sobre a hipersuperficie temos

ds? = Gag(w,yo) dz®da” . (3.5)

I'Durante todo este capitulo, indices Latinos mintsculos variam de 0 a 4.
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Capitulo 3. Movimento Geodésico

Vemos entao que as quantidades (4){’; 6} que aparecem no lado esquerdo da equacao
(3.3) devem ser identificadas com os simbolos de Christoffel associados & métrica
induzida nas folhas da foliacao definida acima.

Agora, consideremos a classe de geometrias produto distorcido dadas pelo seguinte

elemento de linha:

dS? = e g5 da®da® — dy? (3.6)

onde f = f(y) € gap = gap(x). Para essa métrica, é facil ver® que (5){54} =0

e ® ZV} g“ﬂ O04Gp, = f' 0!, onde [’ denota a derivada de f com respeito a y.

Assim, no caso do espago produto distorcido, equagao (3.6), o lado direito da equagao

(3.3) se reduz a £* = —2f" d;/\ Zf’\ e a parte 4D das equacgoes geodésicas torna-se
d*xt dz® dx” dx* dy
(4) “ - _of 7 3.7
d\? A\ dh dX dA (37)

Por outro lado, a equagao geodésica para a quinta coordenada y no espaco produto
distorcido torna-se
dz® dz”

d2 ! 2f
e + fle N 0. (3.8)

Restringindo-nos as geodésicas em cinco dimensoes (5D) do tipo-tempo

(gab ”ily)\ ‘Si\ = 1), podemos desacoplar facilmente a equacao acima das coordenadas

quadridimensionais (4D) do espago-tempo para obter

s (1 () =0, 9

Do mesmo modo, para estudar o movimento de fétons em 5D, temos de considerar

as geodésicas nulas (gab Cﬁv\ (Zy)\ = O) caso em que a equagao (3.8) torna-se

Py L, (dy\2
5+ 1 (5) — 0. (3.10)

As equagoes (3.9) e (3.10) s@o equagoes diferenciais ordinérias de segunda ordem que,

em principio, podem ser resolvidas se a funcao f' = f’(y) é conhecida. Um quadro

2No céleulo acima, estamos usando o fato de que a matriz g,s tem uma inversa g*?, ou seja,

"% gg, = 61 Isto pode ser facilmente visto, ji que por definicio det g = —det § # 0.
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Capitulo 3. Movimento Geodésico

qualitativo do movimento na quinta dimensao pode ser obtido sem a necessidade
de resolver as equagoes (3.9) e (3.10) analiticamente [12]. Isto é feito definindo a

variavel ¢ = j—f’\ e, em seguida, investigando o sistema dinamico auténomo [14]

dy _

dA _q7

dq

2 _p A1
) (y.q), (3.11)

com P(y,q) = —f" (e + ¢*), onde ¢ = 1 no caso da equacao (3.9) (correspondente
ao movimento de particulas com massa em repouso no nulo) e € = 0 no caso da
equagao (3.10) (correspondente ao movimento de f6tons). Na investigagao de sis-
temas dinamicos um papel crucial é desempenhado pelos seus pontos de equilibrio,
que no caso do sistema (3.11) sao dados por %\ =0e % = 0. O conhecimento desses
pontos juntamente com as suas propriedades de estabilidade fornece um grande vo-

lume de informagcao sobre os tipos de comportamento permitidos pelo sistema.

3.1.1 Particulas Macigas

No caso de particulas macigas, isto ¢, com massa de repouso nao-nula, o movimento
na quinta dimensao ¢ regido pelo sistema dinamico

dy

— :q

d\ ’

dg _
o). (3.12)

Os pontos criticos de (3.12) sao dados por ¢ = 0 e os zeros da fungao f'(y) (caso
existam), que genericamente designaremos por yy. Estas solugoes, desenhadas como
pontos isolados no espago de fase, correspondem a curvas que estao completamente
numa hipersuperficie M de nossa foliagdo (j4 que para eles y = constante). Essas
curvas sao geodésicas tipo-tempo com relacao a geometria induzida na hipersu-
perficie [12].

Para obter informacao sobre os possiveis modos de comportamento de particulas e

raios de luz em tais hipersuperficies, é importante estudar a natureza e estabilidade
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Capitulo 3. Movimento Geodésico

dos pontos de equilibrio correspondentes. Isto pode ser feito através da linearizagao
das equagoes (3.12) e estudando os autovalores da matriz jacobiana correspondente
em torno dos pontos de equilibrio. Assumindo que a funcao f’(y) se anula pelo menos
num ponto 7y, pode facilmente ser demonstrado que os correspondentes autovalores
sao determinados pelo sinal da segunda derivada f”(yy) no ponto de equilibrio®,
e algumas possibilidades surgem para os pontos de equilibrio do sistema dinamico

(3.12) [12]. Vamos discutir apenas os trés seguintes casos.

Primeiro Caso. Se f”(yo) > 0, entdo o ponto de equilibrio (¢ = 0,y = yo) é um
centro. Isto corresponde ao caso em que as particulas macigas oscilam em torno da
hipersuperficie M (y = yo). Tais movimentos ciclicos sdo independentes das qua-
tro dimensoes ordindrias do espago-tempo e, exceto para as condicgoes f'(yo) = 0 e

f"(yo) > 0, a fungao de distor¢ao f(y) permanece completamente arbitraria.

Segundo Caso. Se f"(yo) < 0, entdo o ponto (¢ = 0,y = y) é um ponto de sela.
Neste caso, a solucao correspondente ao ponto de equilibrio é altamente instavel
e a menor perturbagao transversal no movimento de particulas ao longo da brana
fara com que elas sejam remetidas para a dimensao extra. Um exemplo deste con-
finamento, altamente instdavel, na hipersuperficie y = 0 é fornecido pela funcao de

distor¢ao de Gremm [15]

f(y) = —b In(cosh(cy)), (3.13)

onde b e ¢ sao constantes positivas.

Terceiro Caso. Nao ha nenhum ponto de equilibrio. A fungao de distor¢ao f(y)

3A matriz jacobiana deste sistema dinamico é

0 1 B 0 1
A+ W), 2l W], ~"(yo) 0)

Os autovalores da matriz acima sao +[— f" (yo)]'/2.
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nao tem ponto de retorno para nenhum valor de y. Isto implica que, neste caso, nao
podemos ter confinamento de particulas classicas numa hipersuperficie unicamente
devido a efeitos gravitacionais. Um exemplo desta situagao é ilustrado pela fungao
de distor¢ao f(y) = 3 In(Ay?/3), considerada em [16]. De igual modo, note que para
grandes valores de y a fungao de distor¢ao (3.13) aproxima-se a funcao de distorgao

na métrica de Randall-Sundrum [17]
ds? = e~ 2l 5 da®da® — dy? (3.14)

onde k é uma constante. Neste caso, f'(y) = Fk de acordo com o sinal de y, se é
positivo ou negativo. Novamente, nao existem pontos de equilibrio, e portanto, o

confinamento de particulas nao é possivel apenas devido a gravidade.

3.1.2 Fétons

O movimento de fotons é regido pelo seguinte sistema dinamico
dy
d\

dq )
hat- Ry . 1
N faq (3.15)

q,

Os pontos de equilibrio neste caso sao dados por ¢ = 0, de modo que consistem numa
linha de pontos de equilibrio ao longo do eixo y, com ambos autovalores iguais a
zero. Qualquer ponto ao longo do eixo y é um ponto de equilibrio e corresponde
a uma geodésica 5D nula na hipersuperficie y = constante. A existéncia de fétons
confinados a hipersuperficies nao depende do fator de distorgao [12].

Como ¢ sabido, no cenario braneworld, a estabilidade do confinamento dos cam-
pos de matéria no nivel quantico é feito possivel pressupondo-se uma interacao da
matéria com um campo escalar. Um exemplo de como esse mecanismo funciona é
claramente ilustrado através de um modelo tedrico concebido por Rubakov, no qual
férmions podem ficar presos a uma brana interagindo com um campo escalar que
depende exclusivamente da dimensdo extra [6]. Por outro lado, o tipo de confina-

mento que estamos procurando tem carater puramente geométrico, e isso significa
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que a unica forca agindo sobre as particulas é a for¢a gravitacional. Num quadro
puramente classico (ndo-quantico), gostariamos ter mecanismos eficazes diferentes
de um campo escalar quantico, a fim de obrigar as particulas macigas a moverem-
se sobre hipersuperficies de uma maneira estavel. Neste ponto, pelo menos duas
possibilidades vém a nossa mente. Uma delas é supor uma interagao direta entre
as particulas e um campo escalar fisico (seguindo esta abordagem foi demonstrado
que é possivel ter um confinamento estavel numa brana grossa por meio de uma in-
teragao direta das particulas com um campo escalar através de uma modificacao da
lagrangiana da particula [18]). A outra abordagem apelaria a geometria pura, por
exemplo, utilizando uma variedade de Weyl para representar o bulk. Como veremos,
neste caso o campo de Weyl pode fornecer um mecanismo necesséario para confinar

e estabilizar o movimento de particulas na brana.

3.2 Movimento Geodésico na Presenca de um Campo
Weyl

A questao que queremos discutir agora é: o que acontece com o movimento geodésico
discutido na secao anterior quando ‘ligamos’ um campo de Weyl? Por simplicidade,
vamos considerar o caso em que o bulk produto distrocido é uma variedade de
Weyl integravel (M, g, $). Como vimos no capitulo 2, se o campo escalar de Weyl
depende exclusivamente das coordenadas extras, entao o campo de Weyl de 1-formas
oc=d¢= %dwa induzido nas hipersuperficies da folheagao, definida anteriormente,
se anula. De fato, qualquer vetor tangente V' de uma determinada folha M tem a
forma V' = V%9,. Assim, temos o(V') = dp(V) = VO‘%. Portanto, se M representa
nosso espaco-tempo mergulhado num bulk de Weyl integravel M com ¢ = ¢(y),
podemos ter a certeza de que M tem uma estrutura Riemanniana.

Vimos no capitulo 1 que numa variedade de Weyl os coeficientes I'f, da conexao de

Weyl estao relacionados com os simbolos de Christoffel através da equagao (1.8),
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isto é (para o = d¢),

a L,
gc = {bc} — 59 d(gdb 8cqb + Gdec ab¢ — Gbe 8d¢) .

Usando a equagao acima, nao ¢ dificil demonstrar que a equacao geodésica para a

quinta coordenada y neste espaco produto distorcido leva, para particulas macicas,
d>y dy\ 2 (1 dy\ 2
- — = — = 1
w2+f( QM)) ¢(2+<w>> 0, (3.16)

Por outro lado, temos para fétons®

a equa(;éo4
/ do
— 9%
onde ¢ dy

- () <o, (3.17)

As equagbes (3.16) e (3.17) definem, respectivamente, os seguintes sistemas dinamicos:

dy

YUty S T, (3.19)

(§]
% =q, (3.20)
Y-y (3.21)

Claramente, a presenca da derivada do campo escalar de Weyl nas equacgoes acima

pode alterar completamente o panorama das solugoes determinadas pelo sistema

6

dinamico considerado na secao anterior®. Isto porque a existéncia de pontos de

4Ver apéndice A.
5Ver apéndice A.

6A matriz jacobiana do sistema dinamico para particulas macicas é

0 1 B 0 1
(@ =+ 5 =y 200 =] ) \ =) o)

Os autovalores da matriz acima sao +[2-%0) y‘)) — " (yo)]/2.
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equilibrio, suas propriedades topoldgicas e estabilidade agora dependem nao apenas
dos valores da derivada da funcao de distor¢cao na brana, mas também da derivada
do campo escalar de Weyl ¢(y).

Finalmente, notemos que no caso de fétons o campo escalar de Weyl ¢ nao tem
influéncia no confinamento. Isto pode ser facilmente explicado pelo fato de que, de
acordo com (1.15) e (1.16), a presenga de um campo escalar de Weyl é equivalente
a executar uma transformacdo conforme na métrica Riemanniana § = e* g @ h.
Isto resulta, essencialmente, na mudanca da funcao de distor¢ao de f para f — %
Devido a que a existéncia de fotons confinados na hipersuperfice é independente da
fungao de distorgao [12], o campo escalar de Weyl nao tem efeito no confinamento.
Esta propriedade interessante também pode ser explicada pelo fato de que uma

transformacao conforme nao altera a estrutura de cone de luz de uma variedade.

3.3 Um Exemplo Simples

Como uma ilustragao dos resultados obtidos na segao anterior, vamos considerar um
espaco riemanniano de cinco dimensoes M dotado de uma métrica tipo Mashhoon-
Wesson [16], isto é,

2

A
ds?* = ?yz Gop drda’ — dy? . (3.22)

Como pudemos observar na se¢ao 3.1, neste caso nao ha confinamento de particulas
nas hipersuperficies y = constante. Agora vamos ‘ligar’ um campo escalar de Weyl

no espaco M escolhendo, por exemplo,

¢ =Mn(y*) + K (y — o), (3.23)

onde K é uma constante. Nao é dificil verificar que o campo escalar de Weyl
funcionard como um campo confinante, capturando particulas macicas na hipersu-
perficie y = 9. Um cdlculo simples demonstra que’, se K < 0, estamos na presenca

de uma espécie de confinamento onde particulas que estao perto da hipersuperficie

"Os autovalores da matriz jacobiana deste sistema sao i[% — " (yo)]Y/? = £[K]V/?
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Yy = Yo vao oscilar em torno dela, entrando e saindo da hipersuperficie indefinida-
mente. Por outro lado, se K > 0, o confinamento classico é altamente instavel.
Naturalmente, o mesmo processo pode ser usado também para estabilizar o movi-
mento das particulas no caso da fungao de distorgdo de Gremm (3.13). Finalmente,
observemos que, ja que ¢ depende apenas da coordenada extra y, o cardter rie-
manniano das hipersuperficies y = constante nao é afetado pela presenca do campo

escalar de Weyl.
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Capitulo 4
Dinamica

Neste capitulo consideramos uma acao de dimensao N sem torcao onde os campos
bésicos que descrevem a gravidade consistem num tensor simétrico de segunda ordem
(a métrica), uma conexao afim e um campo escalar. As equagdes de campo sao
deduzidas exigindo que esta acao seja estacionaria sob variacoes da métrica, da
conexao e do campo escalar?.

A acdo que consideramos é da forma?

5= [ s [v=5(DW) AT + A®) ¢ Vut Vi) + 87Ln(gae )], (1)

onde 1 é um campo escalar, R é o escalar de curvatura, g é o determinante da
métrica, gg sao as componentes da métrica, ¢*° sao as componentes da métrica
inversa, I'j, sao os coeficientes da conexao afim e ¢ simbolicamente denota os campos

de matéria. Se fizermos a variagao de (4.1) em relagao a métrica, a conexao e ao

1O fato de tratar a métrica e a conexao como varidveis independentes, e fazer variacdes sepa-

radamente em relagao a elas, é conhecido como variagao de Palatini.
2 As seguintes convencdes sio utilizadas: uma linha sobre o tensor de Riemann, o tensor de Ricci,

o escalar de curvatura ou o tensor de Einstein significa que essas quantidades foram calculadas com
a conexao afim I'},; se estes tensores ndo tém essa linha, significa que eles foram calculados com
os simbolos de Christoffel. O simbolo V, denota diferenciagao covariante num sentido afim geral
(construida com I'f,.), enquanto o ponto-e-virgula significa diferenciacdo covariante construida com

os simbolos de Christoffel.
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campo escalar 1), obtemos as seguintes equacoes de campo®, respectivamente

7T =D G+ A (90 0 — - gus 0000 1.2

0 =300 Va(V=gDg) + 300 Va(V=aD ") ~ Ve(V=gDg™),  (43)

0=y=g (D' R+ A 0U00) — V,(2y/=gA V), (4.4)

onde T, é o tensor energia-momento, Ggp = Rap — %R Jap € 0 tensor de Einstein e
A=50.

Fazendo algumas simplificagoes na equagao (4.3), teremos?

Vegab = —X 0t Gab (4.5)

onde X = ﬁ%’. A equacao anterior pode ser reescrita na forma
Ve gab = 0ch Gav » (4.6)
onde ¢ = —% In D. Claramente a expressao acima mostra que a agao (4.1) produz

uma geometria de Weyl. Podemos obter uma expressao da conexao afim I', em
termos da métrica g, e do campo escalar 1) permutando (4.5), isto é°,

T = {6, + 5 (55000 + 6500 — 0 00 (4.7)
Além disso, podemos usar a forma explicita da conexao, equacao anterior, para
obter uma expressio geral para o tensor de Ricci R, e o escalar de curvatura R
em termos dos simbolos de Christoffel, da métrica e do campo escalar. Como as
componentes do tensor de Ricci sao dadas em funcao dos coeficientes da conexao,
isto é, Ry, = 0.I'¢, — 9pl'¢, + T¢,I'd, — T¢,I'¢ | teremos®

Ci ac?

_ 1 1
Ruy =Rap + gup (00)? [—5)(’ + (V- 2)X2}

+ D) Oyt [%(2 _N)X'+ 2(2 - N)X2]

i %(2 — N) X Va0 — %X gab (V2) (4.8)

3Ver apéndice B, equagoes (B.6) a (B.17) e (B.24) a (B.26).

(
4Ver apéndice B, equacoes (B.18) a (B.23).
®Ver apéndice B, equagoes (B.27) e (B.28).
SVer apéndice B, equagdes (B.29) a (B.31).
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onde (09)? = 9O e V2 = ¢g°¢V.04¢. Da mesma forma, para o escalar de
curvatura R = g“b Rab, obtemos

R =R+ () [(1 ~ N)X' + ;l(N —2)(N — 1)X2] + (1= N)X (VX). (4.9)

Utilizando as equagoes (4.8) e (4.9), a equagao de campo (4.2) fica”

87T = D Gap + @ guy (00)2 + 80,0040 = D' [ Vbt — g (V2] (4.10)

onde
1
Gab = Rab - §Rgaba
1 D? 7—-3N
=——A+D" _ 4.11
(&
D? N —3
=A-D"+ ———. 4.12
5(w) N3 (1.12)

Além disso, podemos reescrever a expressao (4.10) em termos dos simbolos de

Christoffel em vez dos coeficientes da conexao®. Assim,

87TTab =D Gab + 7Y Gab (8¢)2 + 6 aa¢ abw - D/ (ab¢);a — Gab (acw);c ) (413)

onde o ponto-e-virgula denota a derivada covariante com relagao aos simbolos de

Christoffel,

1 D? (1-N)
=—=A+D"+ ————= 4.14
e
D?N -1
=A-D" —_—. 4.1
0(¢) + 5N 3 (4.15)
Da mesma forma, utilizando (4.9) na equagao de campo (4.4), obtemos®
D'R+11(8¢)* + A (V) =0, (4.16)
onde
1-ND
A=2(———— 4.1
(v=25 % (417

"Ver apéndice B, equagoes (B.32) e (B.33).
8Ver apéndice B, equagoes (B.36) a (B.38)
9Ver apéndice B, equagdes (B.41) a (B.43).
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= A+ z% (A + N—]\;D”) + % (%)2 D' (4.18)

Escrita em termos dos simbolos de Christoffel'®, tem-se

D' R+ Q(0¢)* + A(0).. =0, (4.19)
onde
, N-1D /D"? ,
O=-A +m5<D —2D). (4.20)

O fato de ter escrito nossas equagoes de campo em termos dos simbolos de Christoffel
permite-nos comparar estas equacoes com equacoes de campo onde tem-se suposto
que os coeficientes da conexao sao os simbolos de Christoffel.

Como exemplo particular, analisemos a agao

5= [[a% [v=a (v BT = 2 4" Vad0it) + $nbnloan ®)] (420

isto é, a agao (4.1) onde D(¢)) = ¢ e A(¢) = —¢ (com w uma constante).'! Assim,

para a agao acima, as equagoes de campo (4.13) e (4.19) ficam'?

8
Gab - T Tab + —

T T 2 0w 000 — 5 0 00] +

clow.—au@v.] a2

rT

(%) = (N=2)w+ (N-1)’

(4.23)

0Ver apéndice B, equacio (B.37) e (B.46).
U Esta acdo tem a forma da acdo na teoria de Brans-Dicke. A acdo de Brans-Dicke e as equagcdes

de campo obtidas a partir desta sao respectivamente

S = /d4 wR—@ 9" b ) + 7L (g0 @)
G = 81; T+ — 02 [ ) 0 — guu (0v) } E [(8uw);u — Yuv (0a¢);a]
(&
@0 = 5035

12Ver apéndice B, equacdes (B.48) a (B.55).
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onde w =w— =L e T = g™ T,

As equagoes (4.22) e (4.23) em N = 4 sao semelhantes as equagoes de campo de
Brans-Dicke, as quais sdo obtidas a partir de uma variacao de Hilbert'®. A tinica
diferenca é que nas equagoes de Brans-Dicke temos w em vez de w. Contudo, ao
contrario da variagao de Hilbert, na variacao de Palatini nao temos que supor uma
relacao entre os coeficiente da conexao e a métrica, antes de fazer a variacao. A
condicao de compatibilidade entre os coeficientes da conexao e as componentes da
métrica, equagao (4.5), é deduzida a partir da varia¢ao. Por isso achamos mais fun-
damental a variacao de Palatini. E importante ressaltar que, embora as equagoes
de campo sejam semelhantes, elas nao estao no mesmo espaco, ja que pela variacao

de Hilbert assume-se uma condicdo de compatibilidade riemanniana'* enquanto que

pela variacao de Palatini obtém-se uma condigao de compatibilidade de Weyl.

BNuma variacio de Hilbert admite-se, antes de fazer a variacio, que os coeficientes da conexdo
sao os simbolos de Christoffel. As equagoes de campo sao obtidas exigindo que a acao seja esta-

ciondria sob variacoes da métrica e do campo escalar.

H]sto é, a derivada covariante da métrica é nula ou equivalentemente os coeficientes da conedo

sao os simbolos de Christoffel.
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Uma classe importante de modelos, com dimensoes extras, no cenario braneworld
compartilham as trés seguintes propriedades: a) nosso espago-tempo é visto como
uma hipersuperficie riemanniana de quatro dimensoes (brana) mergulhado numa
variedade riemanniana de cinco dimensoes (bulk); b) a métrica do bulk é do tipo
produto distorcido; ¢) matéria fermionica estd confinada na brana através de uma
interagao dos férmions com um campo escalar que depende unicamente da dimensao
extra. Nesta dissertacao, temos considerado a possibilidade de descrever o bulk por
uma variedade nao-riemanniana, isto é, uma variedade de Weyl. Para uma classe
de campos de Weyl, a geometria induzida na brana tem uma estrutura rieman-
niana. Contudo, o confinamento e as propriedades de estabilidade das geodésicas
perto da brana podem ser afetadas pelo campo de Weyl. Tendo em conta este fato,
construimos um andalogo classico do confinamento quantico considerando um campo
escalar de Weyl que depende apenas da coordenada extra. De uma certa maneira,
este campo escalar de Weyl, que tem uma natureza puramente geométrica, parece
imitar o campo escalar quantico que é responsavel pelo confinamento em modelos
tedricos de campo [6].

A condigao de compatibilidade deduzida a partir da agao (4.1) mostra uma classe de
lagrangianas que produzem uma geometria de Weyl. A partir de uma lagrangiana
deste tipo poderiamos procurar umas equagoes de campo em cinco (ou mais) di-
mensoes, as quais contenham as equacoes de campo de Einstein em quatro di-
mensoes. Ou seja, as equacoes de campo de Einstein resultariam das equacoes

de campo cinco dimensionais restritas a uma subvariedade riemanniana de quatro
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dimensoes.

Por outro lado, sabemos que alguns teoremas de imersao da geometria diferencial sao
de vital importancia para algumas teorias do espago-tempo que utilizam dimensoes
extras. Isto ¢ particularmente verdadeiro no caso da teoria de matéria induzida [19],
onde o teorema de Campbell-Magaard é de grande importancia para estabeler a
generalidade da sua proposta. Assim, uma pergunta interessante é: como formular
o analogo do teorema de Campbell-Magaard e suas versoes estendidas no contexto
de uma geometria de Weyl? [20] Uma resposta a esta pergunta, em principio, nos
diria que tipo de bulk de Weyl é admissivel se a matéria e os campos vao ser gerados
a partir das dimensoes extras (isto é, Ricci plano, de Einstein,...), praticamente da
mesma forma que no caso riemanniano da teoria de matéria induzida e as teorias de

Kaluza-Klein.
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Apeéendice A

Equacoes (Geodésicas Numa

Variedade de Weyl

Consideremos um espacgo de Weyl do tipo produto distorcido com elemento de linha
dS? = G (y°) dy®dy® = ¥ W g p(2t) dz®da® — dy* . (A.1)

Ou seja, as componentes da métrica g, neste sistema de coordenadas y* = (z%,y)
530: Gap = €W gos(2h), Gua =0 € Gay = —1.
As equagoes geodésicas neste espaco sao

dea dyb dyc
pe WY _
2 RN AN

onde os I'f, sao os coeficientes da conexao de Weyl, que escritos em termos dos

0, (A.2)

simbolos de Christoffel {Zc} e do campo escalar de Weyl ¢ sao
a | . .
rp. ={.} - 59 Y (Gae Ovd + Goa 0cd — Goe Dadh) - (A.3)

Utilizando (A.3), a equagao (A.2) pode ser reescrita como
d2ya “ dyb dyc
A A A4
A2 +{bc} ax dn Yo (A4)
onde w® = % g (gdc P + Gva Oc® — Gbe 8dgb) %%. Assim, a equagao geodésica cor-
respondente & quinta coordenada y* = y fica
>y 4 dx®da” 4 ydx®dy 4y rdyNZ
-7 49 M =) =w". A5
pe ol r b ma Ll (3) = (A.5)
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A partir da expressao dos simbolos de Christoffel em funcao da métrica, isto é,

{Zc} = %gad (5b§dc + Oclbd — 8dgbc), obtemos

4 4 4
{aﬁ} =/ 9as {a4} =0, {44} =0. (A.6)
Além disso, como f]ab%i—%\b = ¢, come = 1 ou 0 (para geodésicas tipo-tempo ou tipo-

luz, respectivamente), e usando o fato de que o campo escalar de Weyl ¢ depende

s6 da dimensao extra y, temos que w?* é

dy\2 1
4 _ (29 - /
e — (dA) +5ed. (A7)
Assim, utilizando (A.7) e (A.6) tem-se em (A.5)
dy dy\21 _ 7! dy\?
oo TG = e (B0 ] (A8
s o~ dx® daf dy\?
onde usou-se a relagao Jas g ‘G — (ﬁ) =€.
Portanto, para particulas massivas, € = 1, teremos
de / / dy 2 1 / !/
— —_— —_— e -_— A.g
(=) (5) =391 (A.9)
e para fotons, € = 0, teremos
Py o ()2
zJ — <) =0. Al
ot (=) (35) =0 (A-10)
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Equacoes de Campo para uma

Geometria de Weyl

Seja a acao!

S[gdev Fflev w] = /dN:E [V _g<D(w) R(Ffle) + A(¢) gab vawvbd}) + 87r£m(gde; (I)) .
(B.1)
As equacgoes de campo resultam de se exigir que esta acao seja estacionaria sob

variacoes da métrica, da conexao e do campo escalar, isto é,
0S5 =048 +0rS + 0,5 =0, (B.2)

onde 0,5 denota a variacao em relagao a métrica, orS a variacao em relacao a
conexao e 0,5 a variacao em relacao ao campo escalar. Como a métrica, a conexao
e o campo escalar sao variaveis independentes, a equacao acima pode ser escrita

como as seguintes trés equagoes:

5,8 =0, (B.3)
58 =0, (B.4)
5,8 =0. (B.5)

INa referéncia [22] estuda-se uma agao mais geral.
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Fazendo a varicao de S em relacao a métrica, obtemos
5,5 = [ @ bg.av/=5[5 (D R+ A9 V.tV
+ g“cgbd<—D Ry — A vawbw) + 87rTcd} —0, (B.6)
onde utilizamos as seguintes relacoes
5(V=5) = 5v/=99" 04ea, B.7)
39" =~ 4" 8gea, (B.8)

e definimos o tensor energia-momento

0L,

0gLm
I agcd

09ea = V=9 T 0gea- (B.9)
Fazendo a variacao em relacio a conexao?, teremos
orS = /de SRy /—g D g
_ / d¥z /=g D g [vc(argb) - vb((srgc)] —0. (B.10)
Agora, fazendo a variacdo em relacao ao campo v 3, tem-se

548 = / ANz /=g [5¢(D’R+A’ g vawvb¢)+2A g vawb((sw)] —0. (B.11)

2 A variacdo (5ng é a diferenga de duas conexoes e, portanto, é em si mesmo um tensor. Podemos,

assim, tomar a sua derivada covariante,
Ve(0T%y) = 0:(0T4,) + T, 6T, — T¢, 0T, — T, 6T, .
Dada esta expressao e fazendo alguns célculos simples, é facil demonstrar que

6Rap = Ve (0T5,) — Vo (I,) -

3Como ndo estamos fazendo variagdo nas coordenadas, §(9,1) = 9,(d). Além disso, como
Vot = 0g%, temos
6(Va1/)) = va((s'(/J) :
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A partir de (B.6) obtemos

_ 1
~D G — AV )V b <g”cqu - 59“9’”’) +87 T =0. (B.12)

Multiplicando a equagao acima por g..gpq Obtém-se a seguinte equacao equivalente
$7 T = D G+ A (840 000 — 5000 0000 (B.13)
A equagao (B.10) pode ser reescrita como
/ dNz V.(v/=gDg® éT%) — / d"x 0T, Ve(v/=gDg™)
— / dNz Vy(vV=gDg® éT%,) + / dz 6T%, Vi(v/—gDg™) = 0. (B.14)

O primeiro e o terceiro termos sao iguais a zero porque eles podem ser transformados
numa integral de superficie, pelo teorema de Stokes, e é admitido que os coeficientes
da conexao nao variam na fronteira do volume de integracao. Logo, a equagao acima

fica
/ng; 5T, [5§ Va(vV=gDg™) — vc(\/—ngab)] ~0, (B.15)
ou
1 1
[ 805 [0 Valy=gDg™) + 58 VulV=5Dg™) - V(y=gDg™)]| =0.
(B.16)

Assim,
1 1
50 Valv=gDg") + 50.Va(v=gDg"") = Ve(v=gDg") = 0. (B.17)
Contraindo os indices a e ¢ na equacao anterior e rearrumando termos segue-se
1 1 b
(5N +3—1)Valv=gDg") =0,
Va(v/—gDg") =0, (B.18)

para N # 1. Levando (B.18) em (B.17) tem-se

Ve(vV—=gDg™) =0, (B.19)

4Escrito desta forma o termo em parénteses é simétrico nos indices a e b.
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ou
V.(v=9) Dg™ + /=gD' 01p g"* + /=gD Vg = 0. (B.20)
Multiplicando a anterior equacio por g, ¢ usando as relacoes g.,g* = N e
V=99 V(9?) = —2V.(/—g), teremos
N
DV(V=9) = ——5V—9D' 00, (B.21)

para N # 2. Usando a equagao acima em (B.20), obtemos para a derivada covariante

da inversa da métrica

Vg™ = X 0. g™, (B.22)
onde X = ﬁ%, ou para a derivada covariante da métrica®,
chab =—-X 8c¢ ab - (BQS)

Utilizando a definicao de derivada covariante de um produto de tensores, a equagao

(B.11) pode ser reescrita como
/ Ne /=g [(w (D’R+ A g vawbwﬂ + / AV V) (20/=g A g™ V1) 60)

— /de 5 Vy(2y/=g A g™ V) = 0.
(B.24)

Pelo teorema de Stokes, a segunda integral pode ser transformada numa integral de
superficie, e admitindo que o campo escalar 1) nao varia na fronteira do volume de

integracao, esta integral se anula. Logo,

/ ANz 1) [\/—_g (D' R+ A g vawbw) —V,(2y/ =g Aget vazp)] —0, (B.25)

5Como a relacao entre a métrica e sua inversa é
da _gd
9" gab = 0y ,
entao, derivando covariantemente a anterior relagao, obtemos

vcgpb = —3dp Gab vcgda .
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e, portanto, temos
J=9 (D' Rt A a%aw) — V(2 =g ADP)=0. (B.26)

Uma expressao para os coeficientes da conexao afim I'¢, em termos da métrica g,
e do campo escalar ¢ pode ser obtida se calculamos Vyg.. + Vagpe — Vegap. Logo,

usando a equagao (B.23), temos

2 D
aagbc + abgca - acgab -2 FZb 9dec = _mf (&ﬂb Gbe + 3&;?/1 Gea — 5c¢ gab) . (B27)

Multiplicando a equacao acima por g e rearrumando termos, obtemos
¢ 1 c c c
Doy = {0y} + 5 (05 00 + 07 040 — g 070 (B.28)

onde {Zb} = % g ((%gdb + OvGad — 0dgab) sao os simbolos de Christoffel.
As componentes do tensor de Ricci® R, expressas em termos das componentes da
conexao [, sao Ry = 0., — 9pI'¢, + ¢, T4 — T'¢,I'?.. Logo, usando a equagio

(B.28) o tensor de Ricci pode ser rescrito como

Rab :Rab
5 X (20000 — g O°00) + 5 X (20,00 — 0.9 0 — 91 0.0°0)
N N C C C
— X 00 — 5 X a0t + %X(aaw{cb} + o {5} — g 00 {,})
N C 1 C C
+?X acw {ab} - §X (aaw {bc} + acw {ba} — Gad acw {Zc}>
X c c c ., rd X? c
~ (0 5,} + 0} — g0, }) + S (N0 — Ngudb0.)
X200 (N +2) 2 X% g0y 07000, (B.29)

50 tensor de Ricci é obtido contraindo o primeiro e o terceiro indices do tensor de Riemann,

isto é, Rap = R® 4ep- A expressao do tensor de Riemann em termos da conexao é

Rc aeb = aergb - 8bFZe + chrgb - ngrge '

€
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onde R, = 8C{Zb} — 31,{20} + {Ed}{jb} — {zd}{i}. Rearrumando termos e usando

a definicao de derivada covariante’, teremos

_ 1., 1
Rap =Rap + Gap 000010 [—§X' + (V- 2)X2]

+ Dat) Oyt [%(2 ~N)X'+ }1(2 - N)XZ}

1 1
+ 5(2 - N) X vaab¢ - 5 Xgab .galvcad¢ . (BSO)

A partir da equacdo anterior, para o escalar de curvatura R = ¢® R,, obtém-se
1
R =R+ 00 [( N)X'+ (N =2)(N - 1)X2] +(1—N) X V.9, (B.31)

/! / 2 —
onde R = ¢ Ry e X' = %ﬁ — 2 <Q> . Logo, o tensor de Einstein Gy, =

N—=2\D
Rab_ Rgab fica

D? 7—-3N D’
)) + = gabg V &ﬂﬁ

Y 1 c "
Gap =Gab + 5 Jar OO (D D AN 2 D

D
D N — 3) D’

=5 )~ 7 Vadt. (B.32)

1
— O, 0, -D"
+5 (G b¢< + —
onde G = Rap — %Rgab. Levando (B.32) em (B.13), tem-se que

87TTab =D Gab + « Jab ac¢acw + 6 &ﬂﬂ abqwb - Dl (Vaabw — Gab ngvcadw) ) (B33)

onde
1 " D? 7—3N
Oé(l/)) = —§A + D —|— Fm (B34)
e
"y D?N —3
W) =A-D"+ . (B.35)

A partir da definicao de derivada covariante e da equacao (B.28), o tensor V,0,0 e

o escalar ¢°*V 0,1 podem ser reescritos como

Va0t =0u0510 — {, } 0t — Xacw (05 Oat) + 05 Opt) — gap OY)

= (@00),, — 5 (200 0 — g D0 00) (B.36)

TAlém disso, usamos a condi¢ao de compatibilidade Riemanniana, isto é, gap.e = 0 .
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GV D =g [0 — {7} Oy — 5X 0y (3500 + 08 D — g 7]
=g (00),, — 3 4" (200D — s 9" 000)

(o), - #X 00, (B.37)

respectivamente. Levando (B.36) e (B.37) em (B.33) e rearrumando termos, obtemos

87TTab =D Gab + Y Gab 56?/13c¢ +0 aa¢ ab¢ - Dl [(azﬂ?) — Yab ( ¢) ] ’ (BSS)

onde
1 , D? (1-N)
(§
D? N —1
=A-D" e B.4
0(w) + 5 (B.40)

Agora, usando a equagao (B.31) e a expressao

\/% Vi(2v/—g A0")) = O"Yoyp[AX (2 — N) +2A"] + 24 ¢V, 0, (B.A41)
obtemos para (B.26)
(N —2)(N—1
4
+g"V,00 [(1=N)D' X —24] = 0. (B.42)

D'R+ 8"ayp[A' + (1 — N)D'X'+ ) px?— Ax(2— N) - 24']

2
BH ~ / : 4 /1 _ D' 2 2 D’ 2 Q
Utilizando as expressoes para X' e X, isto ¢, X' = & v — 5 ( ) eX =555,

na equacao acima, temos

D' R+ T10"oy + A g™V,00) =0, (B.43)
onde ,
_ 2(%% - A) (B.44)
€
— A4 2% (a+ }v—]\;D”> + % (%)2 D. (B.45)
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Além disso, utilizando a expressao (B.37), teremos

D'R+ QYo+ A(0%).. =0, (B.46)
onde
Q= A+ ‘x — ;g (%2 2D”) . (B.47)
Como caso particular, tomemos D(¢) =1 e A(¢) = —7. Assim, teremos para 7,
0, Ae
N %% _ % 22 (B.48)
0:—%+%%, (B.49)
A= 2(}\]_]2; Z) (B.50)
QZ—%—F%%. (B.51)

Levando (B.48) e (B.49) em (B.38), obtemos

81

Gun = 5 Tor+ 500000 = 5 000 000 ] + - [(000) = 9 (0°0).] (B52)
onde w = w — % Multiplicando a equacao acima por ¢%° e rearrumando termos,
tem-se®

2 87r — N 2
= —— © — — (0° B.

onde R = g®R,, e T = g®T,,. Usando (B.50), (B.51) e (B.53), teremos em (B.46)

2 87‘[‘ N-—-1 2w
— + — O“YO. ( —) — (0Y)..=0. B.54
o T p v (i —wt =g ) + 5 (@), (B.54)
Utilizando a relagao entre w e w, isto é, w = w — %, tem-se
8tT

(0Y).. = (B.55)

(N—=2)w+ (N—-1)"

8Usaram-se também as seguintes relagoes: gup.c = 0 e g*°gap = N.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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